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CHIREIA, José Vagner. Transformacdes geométricas e a simetria: uma proposta para o
ensino médio. 2013. 89 f. Dissertacdo (Mestrado em Matematica Profissional em Rede
Nacional) — Universidade Estadual de Londrina, Londrina, 2013.

RESUMO

Neste trabalho faremos, inicialmente, a apresentacdo dos trés principais casos de
transformacdo isométrica no plano, aqui identificada por simetria de reflexdo, simetria de
translacdo e simetria de rotacdo. Essa apresentacdo sera feita de duas formas: por coordenadas
cartesianas e por construcdo geométrica com régua e compasso. Em seguida, apresentamos
uma aplicacdo da simetria por meio do grafico de fun¢des reais que admitem funcéo inversa e
provamos que o grafico da funcdo inversa é simétrico ao grafico da funcdo relativamente a
reta x = y. Finalizamos com alguns jogos em que a simetria é uma estratégia para definir o
vencedor. No decorrer do trabalho, sdo apresentadas trinta e cinco atividades para que 0s
alunos fixem o contetdo e pratiquem os conhecimentos. Destacamos também, logo apds a
introducdo, um capitulo com contetdos que julgamos serem pré-requisitos, bem como um
texto de motivacdo para 0 assunto.

Palavras-chave: Simetria. Reflexdo. Translacdo. Rotacdo. Funcdo. Inversa.



CHIREIA, José Vagner. Geometric transformations and symmetry: a proposal for the high
school. 2013. 89 p. Dissertation (Master’s degree in Mathematics in Professional Network
National) — Universidade Estadual de Londrina, Londrina, 2013.

ABSTRACT

In this project we will, initially, present the three major cases of isometrical transformation in
a plan, here identified as symmetry of reflection, symmetry of translation and symmetry of
rotation. This presentation will be made in two ways: by cartesian coordinates and
geometrical construction using ruler and compass. Being that done we present an application
of symmetry through the graph of real functions which accept inverse function and prove that
the graph of inverse function is symmetrical to the graph of function related to the line x =y
We wrapped up with some games where the symmetry is a strategy to define the winner.
Throughout the job, are presented thirty-five activities for students to fix the content and
practice the knowledge. We also highlight, straight after the introduction, a chapter with
content we consider a pre requirement, as well as a motivation text for the subject.

Keywords: Symmetry. Reflection. Translation. Rotation. Function. Inverse.
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1 INTRODUCAO

Entre as modalidades sugeridas como trabalho final pela Coordenacgédo
Nacional do PROFMAT, Elaboracdo de Proposta Educacional e Aplicagéo de Atividades em
Sala com Avaliacdo de Resultados, optamos pela primeira com o intuito de colaborar na

pratica docente em sala de aula.

A intencdo de trabalhar com a geometria, em especial com transformacoes
geométricas no plano, justifica-se visto que, em nossa pratica cotidiana como professor,
notamos que os estudantes apresentam dificuldades na visualizacdo de figuras e na
compreensdo de propriedades geométricas, principalmente no que tange a geometria de

movimento, o que causa falhas na formalizagdo de conceitos.

Além disso, segundo o que observamos, simetria e transformacdes geométricas
sdo dois assuntos pouco explorados. Embora estejam presentes em livros didaticos e
paradidaticos do Ensino Fundamental, isso ndo ocorre no Ensino Médio. Ao elaborarmos esta
proposta, pretendemos contribuir para valorizar o assunto e dar-lhe a dimensdo que deveria ter
na aprendizagem. Conquanto simetria e transformagdes geométricas incidam sobre figuras no
plano e no espaco, o0 objetivo aqui é trabalhar somente com figuras no plano visando o Ensino
Médio.

Considerando que o0s casos de simetria auxiliam na elabora¢do do pensamento
matematico e possibilitam relacdes com outras areas. Sua importancia fica evidenciada nos
Parametros Curriculares Nacionais — PCN do Ensino Fundamental ja na escolha de

contelidos:

Deve destacar-se também nesse trabalho a importancia das
transformagdes geométricas (isometrias, homotetias), de modo que
permita o desenvolvimento de habilidades de percepcéo, por exemplo,
das condigdes para que duas figuras sejam congruentes ou
semelhantes. [01], p. 51

Ou ainda nas orienta¢des didaticas:

A primeira vista as transformacdes podem parecer um assunto que no
tem relacdo com o dia a dia, mas refletindo e observando um pouco,
nota-se, por exemplo, que as simetrias estdo muito presentes no
cotidiano. [01], p. 124
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A simetria, apresentada ao Ensino Fundamental, passa a ser objeto de estudos
também no Ensino Médio, como podemos observar nos PCN do Ensino Médio e nas
Diretrizes Curriculares da Educacdo Béasica — DCE do Estado do Parana, o que leva a um
aprofundamento de ideias e contatos com procedimentos mais elaborados.

A essas concepgdes da matematica no Ensino Médio se junta a ideia
de que, no ensino Fundamental, os alunos devem ter se aproximado de
varios campos do conhecimento matematico e agora estdo em
condicles de utiliza-los e amplia-los e desenvolver de modo mais
amplo capacidades tdo importantes quanto as de abstragdo, raciocinio
em todas as suas vertentes, resolucdo de problemas de qualquer tipo,

investigacdo, andlise e compreensdo de fatos matemdticos e de
interpretacdo da propria realidade.[02], p. 252

No Ensino Médio, deve-se garantir ao aluno o aprofundamento dos
conceitos da geometria plana e espacial em um nivel de abstracéo
mais complexo. [05], p.56

Os casos de simetria serdo desenvolvidos buscando despertar a atencdo dos
alunos para as posicdes entre retas antes e depois das transformacdes a que forem submetidas.
A abordagem acontecera de duas formas, a primeira por intermédio das coordenadas
cartesianas e a segunda por construcdo geométrica utilizando instrumentos como régua,

compasso e transferidor.

Essas duas formas de abordagem proporcionardo diferentes maneiras de
raciocinar e compreender um mesmo problema, auxiliardo na descoberta de propriedades
geométricas e, juntas, construirdo os conceitos envolvidos. O uso de instrumentos de
construcdo, cada vez mais esquecidos no dia a dia dos estudantes, permitira a descoberta de
técnicas e processos, 0 que confirmard os conhecimentos tedricos da geometria e ainda

auxiliara na organizacao e na autodisciplina.

Propomos também um olhar mais criterioso para a inversa de funcdes reais,
conteddo normalmente estudado de forma isolada e com acentuado trabalho algébrico. Serdo
apresentados os gréficos das funcOes estudadas no Ensino Médio e suas inversas a fim de

mostrar aos alunos a simetria existente nos graficos em relagdo a reta y = x.

O objetivo principal deste trabalho é apresentar os casos de simetria de uma
forma diferente das apresentadas no Ensino Fundamental, geralmente resumidos a definicéo
de eixos ou reproducdo de figuras simétricas em malhas quadriculadas. Pretendemos que os
alunos desenvolvam, compreendam e utilizem o pensamento geométrico na resolugdo das

atividades propostas de localizacdo e deslocamento no plano; reconhegam nogdes de direcéo e
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sentido, de angulo, de paralelismo e perpendicularismo, elementos fundamentais na

transformac&o no plano e que ajudardo na introducao a Geometria Analitica.

Para alcancar esse objetivo, 0 presente trabalho estéa estruturado em 6 capitulos.
O capitulo 1, contém os objetivos e a forma de abordagem. No capitulo 2, apresentamos uma
motivacdo para a escolha do tema e alguns conteddos necessarios. O capitulo 3 traz os
conceitos matematicos que fundamentam a simetria. No capitulo 4 estdo os casos de simetria
nas duas formas ja comentadas. No capitulo 5, fazemos uso da simetria de reflexdo para o
estudo do gréfico de funcBes e suas inversas. O capitulo 6 apresenta alguns jogos mostrando
gue a simetria é uma estratégia fundamental para estabelecer o vencedor. Por fim o capitulo 7,

com as consideracdes finais e 0 8 com a bibliografia.
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2 MOTIVACAO E A RETOMADA DE CONHECIMENTOS

Inicialmente pensamos em trabalhar com simetria e simetria no corpo humano.
Entretanto vimos que desenvolver tal intento necessitariamos da ajuda e boa vontade de

profissionais da area médica e fisioterapica, além disso, o0 tempo nédo estava a nosso favor.

O corpo humano nos motiva, pois é exemplo de como a simetria esta em nosso
cotidiano e muitas vezes, apesar de sentir as dores da assimetria’, ndo a relacionamos com a

falta da simetria.

Assim, decidimos estudar apenas a parte técnica da simetria, mas elegemos o

sistema esquelético humano como um exemplo da simetria no nosso dia a dia.

2.1 MOTIVACAO - SISTEMA ESQUELETICO

O sistema esquelético, ou simplesmente esqueleto humano, € constituido,
guando adulto, por cerca de duzentos 0ssos e uma de suas funcdes € sustentar o corpo. Ele é

dividido em trés partes principais: cabeca, tronco e membros.

A coluna vertebral, que faz parte do tronco, é constituida por trinta e trés
vértebras. Nela, observa-se um eixo de simetria que se projeta desde as vértebras cervicais até
a regido pélvica (sacro), passando posteriormente pelos pontos médios das distancias entre 0s
joelhos e entre os calcanhares, Figura 01. Quando ndo existe esse eixo imaginario, temos uma

assimetria da coluna vertebral, surgindo, assim, deformacdes na estrutura.

! Auséncia de Simetria.
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Figura 01- Esqueleto humano com eixo de simetria

Fonte: <http://www.esqueleto4c8.blogspot.com.br/> Acesso em: 13 fev.2013, com modificagdo

Uma deformacdo muito comum da coluna € a escoliose, conforme visualiza¢éo
na Figura 02. Ela se caracteriza por uma curvatura lateral da coluna vertebral e depende da
idade em que tem inicio e da magnitude do angulo de curvatura durante o periodo de

crescimento. E na adolescéncia que o angulo de curvatura aumenta em maior intensidade.

O tratamento da escoliose tem inicio com a medi¢do do angulo de curvatura da
coluna. Para isso, existem varios métodos, porém um, amplamente utilizado para quantificar e
monitorar a progressio da escoliose, é conhecido como método de Cobb? ou angulo de Cobb.
Esse angulo é utilizado para mensurar a angulacéo frontal da escoliose em uma radiografia de
incidéncia anteroposterior (A-P), pois a quantidade de escoliose € diretamente proporcional a

angulacdo da curva.

Para a medi¢do do angulo de Cobb, Figura 03, ¢ necessario “obedecer” os

passos a sequir.

1 — Localize a Vértebra Limite Superior (VLS). Para isso, observe a curva e identifique, de
cima para baixo (quando a curva comeca a se formar), a vértebra com maior grau de

inclinacdo em relagéo ao plano horizontal.

2 - Localize a Vertebra Limite Inferior (VLI). Para isso, observe a curva e identifique, agora

de baixo para cima, a vértebra com maior inclinagdo em relacéo ao plano horizontal.

3 - Trace uma linha reta a partir do platd superior da VLS.

2 Dr. John Robert Cobb (1903-1967) foi um ortopedista estadunidense que se especializou no tratamento da
escoliose e criou 0 método que leva seu nome para quantificar a curvatura da coluna vertebral.


http://www.esqueleto4c8.blogspot.com.br/
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4 - Trace uma linha reta a partir do platd inferior da VLI.

5 - Trace outras duas linhas perpendiculares as duas primeiras. O angulo formado na
interseccdo dessas duas linhas é conhecido como angulo de Cobb.

Figura 02 — Radiografia de uma coluna vertebral assimétrica

Fonte:<www.fisioterapiahumberto.blogspot.com.br/2009/10/0-angulo-de-cobb.html>. Acesso em: 13 fev. 2013

Figura 03 - Indicag8o do &ngulo de Cobb na coluna vertebral assimétrica

Veértebra Limite Superior

Vértebra Limite Inferior

Fonte:<www.fisioterapiahumberto.blogspot.com.br/2009/10/0-angulo-de-cobb.html>. Acesso em: 13 fev. 2013

Na Figura 04, é possivel observamos uma coluna vertebral que ndo apresenta a

escoliose.

Figura 04 — Radiografia de uma coluna vertebral simétrica

Fonte: < www.psicologiadagestalt.blogspot.com.br/2011_11 01 archive.html > Acesso em: 13 fev. 2013


http://www.fisioterapiahumberto.blogspot.com.br/2009/10/o-angulo-de-cobb.html
http://www.fisioterapiahumberto.blogspot.com.br/2009/10/o-angulo-de-cobb.html
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Outra deformidade muito encontrada no esqueleto humano é o desalinhamento
dos membros inferiores (Figura 05), um desvio da posicédo entre os joelhos que causam lesdes
nos musculos e ligamentos. A intervencdo médica inicia-se pela medi¢do do chamado angulo
quadriciptal (Figura 06), daqui em diante chamado simplesmente por angulo Q. O angulo Q é
uma medida de alinhamento patelar global. Trata-se do angulo formado pela interseccéo de
duas retas: uma que se estende da espinha iliaca anterossuperior até o centro da patela e outra

que se estende do centro da patela até o centro da tuberosidade tibial.

Figura 05— Esqueleto com joelhos posicionados corretamente

Fonte: < www.cpaqv.org/cinesiologia/anguloq.pdf> Acesso em: 13 fev. 2013

Figura 06 - Indicacdo do angulo Q no membro inferior direito

Espinha
iliaca
antero-superior 4

13WsoH '3 pAol4 £00Z © IybuAdo ]

AnguloQ

patela

Tuberosidade
| tibial

Fonte: <www.cpaqgv.org/cinesiologia/anguloq.pdf> Acesso em: 13 fev. 2013, com modificacdes
Considera-se como normal, para individuos do sexo masculino, o angulo Q

variando de 11 e 17 graus. Para o sexo feminino, essa variacao fica entre 14 e 20 graus.

Valores que ndo se enquadram nos apresentados anteriormente sdo considerados patoldgicos e


http://www.cpaqv.org/cinesiologia/anguloq.pdf
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causam sobrecarga em partes do esqueleto, principalmente joelhos e articulagdo

coxofemoral®. A variacdo angular do joelho pode resultar em duas situacdes (Figura 07):

- 0 joelho varum ou varo, que se trata do arqueamento dos membros inferiores para o lado
externo do corpo, popularmente conhecido como “pernas de cowboy”, Figura 07 b).

- 0 joelho valgum ou valgo, que se caracteriza por joelhos muito unidos ou virados para

dentro, com pernas em forma de “x”, ver figura 07 c).

Figura 07 - Posicionamento de membros inferiores

a) b) <)

NORMAL “VARUM “VALGUM

Fonte: < www.cpagv.org/cinesiologia/angulog.pdf> Acesso em: 13 fev. 2013

Apesar de as Figuras 07 a), 07 b) e 07 c¢) apresentarem a posicdo dos joelhos de
forma simétrica em relacdo a linha pontilhada, ou seja, o angulo de inclinacdo no membro
inferior esquerdo ser igual & inclinagdo do membro inferior direito, € muito comum acontecer
a assimetria entre os membros, angulos diferentes entre 0 membro inferior esquerdo e o

membro inferior direito.

2.2 RETOMADA DE CONHECIMENTOS

Neste item, relembraremos 0s assuntos sistemas de coordenadas cartesianas

ortogonais e a distancia entre dois pontos, necessarios no desenvolvimento do trabalho.

2.2.1 Sistema De Coordenadas Cartesianas Ortogonal

O sistema de coordenadas cartesianas ortogonal em um plano m ou

simplesmente plano cartesiano, € constituido por duas retas concorrentes orientadas,

% E composta por duas estruturas dsseas: o acetabulo constituido pelo encontro de trés ossos (ilio, isquio e plbis)
e a cabeca do fémur.


http://www.cpaqv.org/cinesiologia/anguloq.pdf
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chamadas eixos de coordenadas, perpendiculares no ponto de concorréncia O, chamado de
origem. A reta horizontal € o eixo OX graduado como uma reta real, sendo a semirreta da
direita positiva e a semirreta da esquerda negativa. A reta vertical é o eixo OY, também
graduado como uma reta real, com a semirreta superior positiva e a semirreta inferior

negativa, como ilustrado na Figura 08.

Figura 08 - Sistema de coordenadas cartesianas ortogonal

Y

O Plano Cartesiano tem a finalidade de descrever a posi¢do de qualquer ponto
P do plano por meio de um par de valores que fazem referéncia aos eixos 0X e 0Y,
respectivamente. Esse par de valores fica indicado entre parénteses, separados por uma
virgula (x,y) e é chamado par ordenado ou coordenadas cartesianas de P. Seu primeiro
namero x, é o valor localizado sobre o eixo 0X, que € chamado de abscissa e indica por onde
passara uma reta paralela ao eixo OY. O segundo valor y é o valor a ser localizado sobre o
eixo 0Y, chamado de ordenada e indica por onde passara uma reta paralela ao eixo 0X.
Assim, um ponto P estara localizado quando da interseccdo das retas perpendiculares aos
eixos OX e OY passando por x e por y, ou ainda P = (x,y). O ponto de origem O tem suas
coordenadas, a abscissa e a ordenada, com valor zero, ou seja, a posi¢cdo da origem fica
definida como 0 = (0, 0).

Os dois eixos, 0X e 0Y, dividem o plano em quatro regides denominadas, em
sentido anti-horario, de quadrantes, Figura 09. No primeiro quadrante, temos pontos abscissas
e ordenadas positivas. No segundo quadrante, a abscissa é negativa e a ordenada, positiva. No
terceiro quadrante, a abscissa e a ordenada sdo negativas. No quarto quadrante, a abscissa é

positiva e a ordenada € negativa.
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Figura 09 - Sinais das coordenadas nos quadrantes

Y

2° quadrante 19 quadrante
P':(_X 3 y}
P=(x.y)
o X
P'=(-x. -y)
P"=(x, -y)
3° quadrante 4° quadrante

2.2.2 Distancia Entre Dois Pontos

Dados dois pontos, P e Q, no plano cartesiano, conforme Figura 10, as

coordenadas séo indicadas por P = (x",y)e Q = (x”,y") .

Figura 10 — Pontos P e @ no plano cartesiano

Y

A distancia existente de P até Q é um numero real, representado por d(PQ),

enquanto o segmento de reta que vai de P até Q fica representado por PQ, Figura 11.

Figura 11 - Segmento de reta PQ

Y
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Os segmentos de retas pontilhados (Figura 12) séo paralelos aos eixos, portanto

se interceptam no ponto T formando um angulo de 90°.

Figura 12 — Triangulo retangulo (PTQ)

Y

" Q

Y|P

Dessa forma, temos (Figura 12) o tridangulo (PTQ) retangulo em T, com

d(PT) = (x"" —x') ed(QT) = (y"" —y"), 0 que permite aplicar o teorema de Pitagoras.
(d(PQ))? = (d(PT))? + (d(QT))?

dP)? =" —x)+ " —y)?

d(PQ) = (x" —x )2+ (" —y')?

d(PQ) = J(x" —x)? + (" —¥')?



27

3 CONCEITOS MATEMATICOS NECESSARIOS

Para o trabalho com a simetria, alguns conceitos matematicos sdo

fundamentais. Entre eles, destacamos a transformacdo no plano e a isometria.

3.1 TRANSFORMAGCAO NO PLANO

Uma transformacdo no plano é um movimento de mudanca de posicdo. Tais

movimentos podem, ou ndo, manter a forma e o tamanho da figura a ser transformada.

Uma transformacdo no plano @ é uma correspondéncia, isto é, uma funcéo
f:m — m que associa cada ponto P do plano a um outro ponto f(P) = P’ do mesmo plano,

chamado imagem de P.

Uma transformacdo no plano m € injetiva, quando pontos distintos do plano

possuem imagens distintas, isto é, se P # Q, entdo f(P) # f(Q).

Uma transformacdo no plano r é sobrejetora, quando todo ponto P’ € imagem

de pelo menos um ponto P, ou seja, para todo ponto P’ existe P tal que f(P) = P'.

Uma transformacéo no plano  é bijetiva, quando é, ao mesmo tempo injetiva e

sobrejetiva, isto é, para todo ponto P’ € 7 existe um Unico ponto P € = tal que f(P) = P'.

3.2 ISOMETRIA

A isometria (iso = mesma, metria = medida) € uma transformacéo no plano em
que h&a uma mudanca de posicdo, porém preservam-se a forma e o tamanho da figura. Ela é

um movimento rigido.

Essa transformacdo ¢ uma funcdo sempre bijetiva. Como diz Wagner (2007,
p.70), “transformag¢des em que pontos distintos possuem sempre imagens distintas ¢ também

que cada ponto do plano ¢ imagem de outro ponto desse plano”.

A isometria preserva distancia. Para Lima (2007, p.13), “Isto significa que,
para quaisquer pontos X,Y € m,pondo X’ =T(X)eY' =T(Y), tem-se d(X’,Y") =d(X,Y).”
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Em decorréncia dessa preservacao de distancia entre pontos na figura transformada, podemos

nomea-las como figuras congruentes.

Uma outra propriedade fundamental da isometria € levar as figuras a nédo

sofrerem alteracGes em sua forma e tamanho, podendo fazer mudanca de direcéo e sentido.
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4 SIMETRIA

De grande importancia para o trabalho, este capitulo apresenta os casos de
simetria e constréi figuras simétricas utilizando as coordenadas cartesianas e instrumentos de

desenho, como régua e compasso.

Presente na civilizacdo desde tempos remotos, primeiramente a simetria
buscava verificar regularidade e harmonia na natureza, posteriormente passou a ser utilizada
para alcancgar perfeicdo e beleza nas criagdes humanas, seja na arte, seja na arquitetura ou em

outras areas.

Intimamente ligada ao conceito de isometria, a simetria acontece em relacéo a
um elemento geométrico, a uma reta, a um angulo ou a uma distancia. Neste trabalho faremos
0 estudo dos seguintes casos de simetria: simetria de reflex&o, simetria de translacdo e
simetria de rotacdo, apresentando sua defini¢do, construgdo via coordenadas cartesianas e

instrumentos, finalizando cada tépico com exemplos de atividades didaticas.

4.1 SIMETRIA DE REFLEXAO

4.1.1 Definicdo - A simetria de reflexdo é uma transformacdo no plano m, onde uma funcgéo
bijetora f:m — m preserva distancias e associa cada ponto P do plano «

ao ponto f(P) = P’, onde P’ é chamado imagem de P.

A simetria de reflexdo acontece em relacdo a uma reta e, chamada eixo de

simetria, de forma que:

a) se P é um ponto do plano que ndo pertence a reta e, a imagem de P, pela
transformacio, é um ponto P’ tal que e seja a mediatriz do segmento PP,

conforme Figura 13.
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Figura 13: Mediatriz de PP’

P

b) se P pertence a reta e, entdo P e sua imagem P’ sdo coincidentes, Figura 14.

Figura 14: P coincidente a P’

No Plano Cartesiano o eixo OX é o eixo de simetria. Dessa forma, um ponto

P = (x, y) tem como simétrico o ponto P’ = (x, —y), Figura 15.

Figura 15 — Simétrico de P em relagdo ao eixo 0X

Y
P=(x,y)
y [
o
@] X X
L
£ P'=(x, -y)

No caso de OY ser o eixo de simetria, teremos o simétrico de P sendo
P” = (—x,y), Figura 16.
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Figura 16 — Simétrico de P em relacéo aos eixos OY

Y
P"=(x, y) P=(x,y)
y al
ul ]
=X O X X

Se considerarmos o simétrico de P’ em relacéo ao eixo OY, ou simétrico de P”

”n

em relagéo ao eixo OX, teremos um P’ = (—x , —y), conforme Figura 17.

Figura 17 - Simétrico dos simétricos de P

Y
P"=(=x,y) P=(x, y)
y a
il [l
-X o X X
|
P'=(x,-y) i P'=(x, -y)

Para obtermos uma imagem simétrica de um poligono em relacdo a um dos
eixos do plano cartesiano, devemos conhecer 0s simétricos de todos os vértices para entdo

tracar segmentos entre eles, como ilustrado na Figura 18.
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Figura 18 - Figuras simétricas em relacdo aos eixos de coordenadas
Y
CH C

}N iy

B! B

AF

C!

Pelo apresentado na Definicdo 4.1.1, da simetria de reflexdo, temos a
preservacao de distancias entre pontos. Para verificar que isso € verdadeiro, vamos assumir
dois pontos quaisquer do plano, no nosso caso, A= (x,y)e B= (x',y’) com seus

simétricos em relagdo ao eixo 0Y, sendo A’ = (—x,y)e B’ = (—x',y’)

Hipotese: A’B’ é simétrico de AB

Tese: d(AB) = d(A’B’)

Verificagdo: d(AB) = /(x' —x)2+ (¥’ —y)% =

= [0 + 2 (0] + (02 7 4 (2.5 ()] + (9 =

=J{x’2 —2.x". x+x2}+ {y'* = 2.y".y + y?}

=\/{x’2 —2.x . x+x2}+ (y*—2.y.y+y?}=

= ) 4 [2. )2+ 6 + 7 (2.5 () + (9P =

=V 0T+ G -y =

=[x = (0P + (' - »)? =d(4'B)
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Propomos, a seguir, algumas atividades para fixar os conceitos de eixo de

simetria e pontos simétricos.

Atividade 01 : Determine os vertices e faca um esbo¢o no plano cartesiano da figura simétrica
a0 quadrado de wveértices A=(1,1), B=(@3,1),C=(@1, 3)e

D = (3, 3) usando como eixo de simetriaaretay = —x .

Atividade 02 : Determine as coordenadas do simétrico de P = (3, 4) em relacdo ao eixo de

simetria que é paralelo ao eixo das ordenadas passando pelo ponto (1, 0).

Atividade 03 : Observando o exercicio nimero 2, generalize 0 caso a seguir.
e P =(x',y") éponto do 1° quadrante;
e y=k, ondek € Ré o0 eixo de simetria;

Como ficardo indicado as coordenadas de P’ ?

4.1.2 Simetria de Reflexdo Utilizando as Coordenadas Cartesianas

Vamos descrever como encontrar a figura simétrica do tridngulo (ABC), Figura

19, em relagéo ao eixo OY.

Figura 19 - Tridngulo (ABC) no primeiro quadrante

Y

1° passo — A reflexdo esta acontecendo em relagdo ao eixo das ordenadas, portanto os valores
do eixo das abscissas sdo opostos, se A = (x,y) entdo A’ = (—x,y), Figura 20,

quanto as ordenadas, estas ndo sofrem alteracdes.
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Figura 20 - Ponto A refletido

Y

AF

/
(e

2° passo — Repetir o procedimento do 1° passo para 0s outros vértices da figura, onde
B=(",y)e C=(x", y”) terdo suas imagens em B’ =(—x",y) e C =

(=x", y”), observados na Figura 21.

Figura 21 - Vértices do triangulo (ABC) refletidos

Y
B B
yf
Al A
y
c y" C
x X x” O ' xT XX

32 passo — Tracar segmentos de retas entre os vértices transladados, como ilustrado na Figura

22.
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Figura 22 - Triangulo (A’B’C’) refletido com as coordenadas

O tridngulo (A’'B’C’) é a imagem refletida do tridngulo (ABC), onde os valores

das abscissas sd@o opostos para pontos simétricos, Figura 23.

Figura 23 — Tridngulo (A’B’C’) refletido sem as coordenadas

Y
B' B

A A

As atividades a seguir sdo sugestfes que permitem a pratica dos procedimentos

apresentados anteriormente.

Atividade 04 : Conhecendo os vértices A = (x,0) e B = (—x,0) de um triangulo equilatero,

determine as coordenadas do vértice C.

Atividade 05 : Dado o paralelogramo de vértices A =(2,3),B=(5,4),C =(5,2) e
D = (2,1), determine a figura simétrica em relacdo ao eixo de simetria

paralelo ao eixo das ordenadas passando pelo ponto (—1,0).

Atividade 06 : Determine as coordenadas do simétrico do ponto A = (6,1) em relacdo a reta

y=x-—1.
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4.1.3 Simetria de Reflexdo Utilizando Régua e Compasso

Utilizando régua e compasso, vamos descrever como encontrar a figura
simétrica do tridngulo (ABC), dado na Figura 24, em relacdo ao eixo OY. Para isso, serdo

necessarios 6 passos:

Figura 24 - Triangulo (ABC) no segundo quadrante
[

@]

1° passo — Com a ponta seca do compasso centrada no ponto C, tracar um arco de

circunferéncia que intercepta o eixo OY em dois lugares, encontrando, assim, 0s

pontos auxiliares M e N, Figura 25.

Figura 25 - Localizando pontos M e N

i
Y

M
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2° passo — Com a ponta seca do compasso centrada em M e posteriormente em N, tracar arcos

de circunferéncia, de mesmo raio (Figura 26), que se interceptem em um ponto K.

Figura 26 - Localizando o ponto K
i

N

32 passo — Tracar um segmento de reta pelos pontos C e K, perpendicular ao eixo OY e

paralelo ao eixo 0X, definindo assim o ponto P sobre OY, conforme Figura 27.

Figura 27 - Segmento CK paralelo ao eixo 0X e determinando P

ﬁ
Y
M
Vx
P } /\
X
.,‘N

4° passo — Com a ponta seca do compasso em P e abertura até o ponto C, tragar uma
circunferéncia y de raio PC que intercepte o segmento CK. Essa intercessdo sera

0 ponto C’, simétrico ao ponto C, conforme Figura 28.
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Figura 28 - Ponto C’ simétrico de C

ty

5% Passo - Repetindo os passos anteriores para os dois outros vértices da Figura 29,

encontraremos 0s vértices A’ e B’.

Figura 29 - Pontos A’, B’ e C’ simétricosde A, Be C

Y

C C

6° Passo - Com segmentos de retas tracados entre os pontos simétricos A’, B’ e C’, obteremos

o tridngulo refletido (A’B’C”), simétrico ao triangulo (ABC), como mostrado na

Figura 30.
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Figura 30 - Tridngulo refletido (A’B’C’) simétrico ao triangulo (ABC)

Y

Podemos ainda observar que uma imagem é simétrica pela reflexdo, se esta for

o reflexo da imagem original, isto é, existe um espelho posicionado no lugar do eixo OY.

A seguir apresentamos exemplos de atividades utilizando régua e compasso na

simetria de reflexdo. A primeira apresenta a resolucéo.

Atividade 07 : Uma embarcacdo pesqueira, localizada no ponto A, deseja deixar em um ponto
P da praia sua carga e retornar ao encontro de outra embarcacdo localizada no
ponto B, Figura 31. Determinar o ponto P, sobre a praia, de forma que AP +

PB seja minimo.
Figura 31 — Posicédo dos pontos A e B em relacédo a linha da praia

4

praia

Solucéo:
1° Passo - Determinar o simétrico de um dos pontos em relagdo a linha da praia, como
apresentado na figura 31. Dessa maneira, a linha de praia sera perpendicular ao

segmento formado entre B e seu simétrico B’, Figura 32.
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Figura 32 — Localizacéo do simétrico de B

4

BI

2° Passo — Tragar o segmento AB’ localizando o ponto procurado P sobre a linha da praia,

Figura 33.

Figura 33 — Segmento AB determinando P
A
B

praia P\ K

B/

32 passo — Tracar 0 segmento PB, visualizando assim o trajeto procurado AP + PB,

conforme indicado na Figura 34.

Figura 34 — Segmento PB

B

praia P K

BI
A seguir mostraremos uma verificacdo feita com o auxilio da Figura 35 para

comprovar o resultado da atividade 07.

Dado um ponto P’, pertencente a linha da praia onde P’ é diferente de P.
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Figura 35— Ponto P’ # P

praia

Como a linha da praia é a mediatriz do segmento BB’, temos que PB = PB’, PB =P'B’ ¢
BK = B'K, logo temos AP’ + P'B = AP’ + P'B’. Os triangulos (PBK) e (PB’K) sio
congruentes, pois PB = PB’,BK = BK'e PK é comum, logo os angulos PBK e PB'K tém a
mesma medida, concluimos assim que os pontos A, P e B’ sao colineares, pela desigualdade

triangular AP’ + P'B’ > AP + PB’.

Atividade 08 : Determine as coordenadas do ponto K, sobre o eixo OX do plano cartesiano,
de forma que a distancia entre AK+KB seja a menor possivel. Utilize 4 =
(1,4)eB=(6,2).

Atividade 09 : Utilizando os instrumentos de desenho, construa uma circunferéncia simétrica
por reflexdo a circunferéncia de centro C=( 2, 5) e raio igual a 3 em relagdo

ao eixo 0X.

Atividade 10 : Utilizando os instrumentos de desenho, determine a posi¢do do simétrico do

ponto P em relagdo a reta r no plano cartesiano apresentado na Figura 36.

Figura 36 — Plano Cartesiano com reta r e ponto P

v

/
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4.2 SIMETRIA DE TRANSLACAO

4.2.1 Definicdo - Simetria de translacdo ¢ uma transformacéo no plano m onde uma funcgéo
bijetora f:m — m preserva distancias e associa cada ponto P do plano &
ao ponto f(P) = P' = P + v, onde v é um segmento de reta orientado de
A para B, assim PP’ terd mesma medida, direcdo e sentido de AB, Figura
37 e Figura 38. A simetria de translacdo acontece em relacdo a uma

distancia fixa e orientada.

Figura 37 — Coordenadas dos pontos A e B, onde AB = v

O =; vl 7

No Plano Cartesiano v = 4B = (&, ) = (x" —x’,y"" —y'), entéo, para cada

P=(xy), tem-se f(P) =P = (x+d,y+f),logoad(PP) = d(AB).

Figura 38 - Translacdo do ponto P em P’

i

Y
PF

y + 3

@) X X+ « X
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Pelo apresentado na defini¢do 4.2.1, da simetria de translacdo, assim como na
simetria de reflex&o, preserva-se distancias entre pontos. Sejam dado dois pontos quaisquer

do plano, T = (x1,y1) € R = (x,,y,), com seus simétricos em relacdo ao eixo OY, sendo

T = (x1+&,y; + f) e R = (%, +&, y, + ).
HipGtese: T’R’ é simétrico de TR

Tese: d(TR) = d(T'R’)

Verificagdo: d(TR) = /(x, — x1)? + (y, — y1)% =

=\/{x22 +[2.2. (=x)] + (=x1)%} + (722 + [2.y2. (=yD)] + (=y1)?} =

=\/{x22 —2.xp.x1 + x1%} + {}’22 —2.y2.y1 +y1%} =

=J{x22 + 2,35 (—x)] + (2%} + (2~ 2201 + 317} =

= —x1)2 + (v, —y1)? =

=\/(x2+c'i—d—x1)2+(y2 +E—E—Y1)2:

(PR B

= ([ + @ = Gy + O + (2 +H) = Ga + ) = aT'R)

4.2.2 Simetria de Translacdo Utilizando as Coordenadas Cartesianas

Prosseguimos descrevendo como encontrar a figura simétrica do triangulo
(RST), utilizando a translagdo, onde o segmento orientado AB = v = (oc,B) = (x" —

x', y'" —y"), Figura 39.



Figura 39 - Triangulo (RST) com segmento orientado AB

Y
U B
y
yl
R
T
S y
X O X”
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1° passo — Seja o vértice S = (—x,y) a ser transladado para S’ = (—x +a,y+ ﬁ) onde

@=(x"—x")epf = (y"—y"),Figura 40.

Figura 40 - Ponto S transladado para S’

Y
" B
Yy
yl
R
S'!_ _____ dy + 3’
T
S : y
i
!
|
5.
-X —x+a [0 x"

2° passo — Repetir o procedimento do 1° passo para os outros vértices da figura T = (—xy, y;)

e R = (—x,,), obtendo, respectivamente, T’ = (—x; +¢&,y; +f) eR =

(—x, + &, y, + B), Figura 41.
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Figura 41 - Pontos R e T transladados para R’ e T’

Y
I B
I /
R’ . i
Yl
R
LT
S,
T
S
0O x' X" X

32 passo — Tracar segmentos de retas entre os vértices transladados, Figura 42.

Figura 42 - Triangulo (R’S’T’) transladado
A

B

> T

O X

O triangulo (R’S’T’) € a imagem transladada do triangulo (RST), & unidades na

horizontal e § unidades na vertical.

A sequéncia de atividades a seguir busca uma reflexdo das ideias apresentadas
no texto 4.2.2.

Atividade 11: Determine a equacdo da reta transladada, imagem da reta y = zx - % onde

v=(-1,1).
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Atividade 12: Utilizando a simetria de translacdo com o segmento orientado AB definido
pelos pontos A = (4,1) e B = (0,4 ), determine 0s pontos simétricos dos
vertices M = (2,0), N =(0,2),P=(-2,0) e Q =(0,-2).

Atividade 13: Determine as coordenadas dos vértices do tridngulo (ABC) onde A = (2,3),
B=(1,2)eC = (4,1) apds um reflexdo em relagdo ao eixo OX do sistema
de coordenadas cartesianas seguida de uma translacdo com um segmento
orientado MN definido por M = (—=5,4) e N = (0,4).

4.2.3 Simetria de Translacdo Utilizando Régua e Compasso

Utilizando régua e compasso, vamos descrever como encontrar a figura
simétrica do tridngulo (RST) pela translaco, utilizando OA como referéncia para a obtengdo

da direcdo, do sentido e do deslocamento dos pontos, Figura 43.

Figura 43 - Triangulo (RST) com segmento orientado 0A
v
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1° passo — Dado S como um dos Vértices, com abertura qualquer no compasso, tragar um arco
de circunferéncia que intercepta os eixos OX em dois pontos auxiliares M e N,
Figura 44.

Figura 44 — Localizando pontos auxiliares M e N

M N O X

2° passo — Construir dois arcos de circunferéncias de mesmo raio centrado em M e N

localizando, assim, o ponto K, Figura 45.

Figura 45 — Localizacdo do ponto K

v

M N O X
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32 passo — Construir uma reta r passando pelos pontos S e K, perpendicular ao eixo X no
ponto G, Figura 46.

Figura 46 - Localizacéo do ponto G

|

i

i

i A
1

i

i a
oG

Z
“¥

M

4° passo — Repetir os trés primeiros passos para o ponto A em relagéo ao eixo OX, obtendo,

assim, o ponto H, Figura 47.

Figura 47 - Localizagdo do ponto H

Y T

2]
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52 passo — Com o OH conhecido, temos a medida padrio para o deloscamento na horizontal.

Ponta seca do compasso no ponto G, com abertura igual a OH, obtermos o ponto

¢’, (OH = GG"), Figura 48.

Figura 48 - Localizacéo do ponto G’

it Y ir’
i i
i i
i i
i i
] ]
Ryl i
i
i
T i
[
i
i
St !
i i

5_ A
i i
i i

I iG i [ {H pd
iy I\:_/N O [G. t\ln\__:___/-[\—r X

i i
¥ 1
X %
1 I
1 ]

6° passo — Por G’, tracar uma reta perpendicular ao eixo 0X. Com o compasso centrado em

G’, com abertura qualquer, determinar os pontos auxiliares J e L sobre o eixo 0X,
Figura 49.

Figura 49 - Pontos auxiliares J e L

of 71 G /L X
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72 passo - Construir dois arcos de circunferéncias de mesmo raio centrados em J e L

localizando assim o ponto K"’, Figura 50.

Figura 50 — Determinacéo de K"

Y

_—

O 1 G /L X

>

K"

82 passo — Construir uma reta t, perpendicular ao eixo 0X, passando pelos pontos G’ e K",
Figura 51.

Figura 51 — Reta t perpendicular ao eixo 0X

Y
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9 passo — Com a ponta seca do compasso no ponto S, tracar uma circunferéncia de raio 04,

localizando, assim, o ponto S’, Figura 52.

Figura 52- Localizando ponto S'transladado de S

N
N

10° passo - Repetir os passos do 1° ao 9° para os vértices R e T, localizando os pontos

transladados R’ e T', Figura 53.
Figura 53 — Localizando pontos R’ e T’

Y R’

e

T S

/A
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11° passo - Tracar segmentos de retas entre os pontos transladados, imagens dos vértices R, S

e T, otendo o triangulo (R’S’T’), Figura 54.

Figura 54 - Tridngulo (R’S’T’) transladado do tridngulo (RST)

A sequéncia de atividades, a seguir, proporciona a reflexdo das ideias

apresentadas no item texto 4.2.3.

Atividade 14: Com o uso de instrumentos de desenho, construa a reta s’ transladada de s, com

v = AB, utilizando a Figura 55 como referéncia.

Figura 55 — Plano Cartesiano com reta s e segmento AB

Y
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Atividade 15 : Dada a Figura 56 e utilizando o segmento orientado AB, translade o poligono

(EFGHI) com o auxilio dos instrumentos de desenho.

Figura 56 — Plano Cartesiano com poligono (EFGHI) e segmento AB

: F

E
X
H
B G

Atividade 16 : [24], p.87 — Na Figura 57, os pontos A e B representam cidades, e as retas
paralelas r e s representam um rio. Determine a posi¢do de uma ponte MN

(M sobre r e N sobre s) perpendicular as margens, de forma que se tenha
AM = NB.

Figura 57 — Figuracom r//s
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4.3 SIMETRIA DE ROTACAO

4.3.1 Definicdo - Seja O um ponto fixo no plano = e « um angulo de vértice em 0. A rotagédo
em torno do ponto O é uma transformacdo no plano 7, onde uma funcao
bijetora f: m — m preserva distancias e associa cada ponto P do plano, com
P+ 0, ao ponto f(P)=P', onde P’ é chamado imagem de P, os

segmentos OP e OP’ sio de mesma medida e « = POP’, Figura 58.

Figura 58 - Rotagdo do ponto P para P’

PI

p

A simetria de rotacdo acontece em relacdo a um angulo e, para que fique bem
definida, devemos estabelecer um sentido de rotagdo: o angulo a deve ser orientado em
sentido anti-horario.

Seja o plano cartesiano com P = (x,y) definido, a rotacdo de centro em O e

angulo a transforma P no ponto P’ = (x’,y"), conforme Figura 59.

Figura 59 — Ponto P e o simétrico P’ no Plano Cartesiano
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Uma rotagdo no sistema de eixos 0XY, centrado em O = (0,0), sobre um

angulo a, no sentido anti-horario, pode ser pensado como um movimento giratorio que leva
0s eixos OXY para um novo sistema de eixos 0XY, Figura 60.

Figura 60 - Sistema de eixos rotacionados

Y Y
'
D=(y", Q) P
= -
C vV, 0) ........................................................................ X
p
a
0 B=(0, x') A=(0, x) X

Essa rotacdo leva o eixo 0X ao eixo 0X, o eixo OY ao eixo OY e preserva as

distancias entre OP e OP’, (OP = OP').
Aplicando as razdes trigonométricas, em relacdo ao sistema de eixos 0XY, no

triangulo retangulo (OPA), Figura 61, teremos:

Figura 61 — Triangulo retangulo (OPA)

P
3
o [
A
__ cateto oposto _ PA _y —7p
sen f = hipotenusa ~ OP  OP =y =0P.senf (1)

cateto adjacente _ 0A _ é — x = 0P .cos ,3 (2)

cos p = = —
'B hipotenusa [ [
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Novamente aplicamos as razdes trigonométricas, agora no triangulo retangulo
(OBP’), Figura 62:

Figura 62 — Triangulo retadngulo (OBP”)
Pr

[
8 B

sen (a + B) — £ateto oposto =ij,=%=y’ =0P .sen(a+p) =y =0P.sen(a+p) (3)

hipotenusa 0

cateto adjacente _ OB

cos (@ +pB) = =%ﬁx’=w.cos(a+ﬁ)=X'=ﬁ-605(05+/3) (4)

hipotenusa OP71
Das transformacdes trigonométricas”, sabemos que:
sen (a + ) = sena.cosB +senf.cosa (5)
cos (¢ + ) = cosa.cosf —sena.senfS (6)
Substituindo (5) em (3) e (6) em (4), teremos
y' = OP .(sena .cosff +sen B .cosa) = OP .sena.cosf + OP .senf .cosa (7)
x' = OP .(cosa .cos 8 —sen a.senfB) = OP.cosa .cos 8 — OP.sen a .sen (8)
Nova substituicdo, agora (1) e (2) em (7) e (8), respectivamente,
y' = OP .sena .cosf + OP .sen 8 .cosa = x.sena + y.cosa (9)

x' = OP.cosa .cos S — OP.sen a .sen 8 = x.cosa — y.sena (10)

Resumindo, o ponto P’, que € imagem do ponto P pela rotacdo tem suas

coordenadas no sistema de eixos OXY sendo

P’=(x",y) = (x.cosa — y.sena,x.sena + y.cosa) (11)

*Ver [13]
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Segundo a definicdo 4.3.1 da simetria de rotacdo, assim como das simetrias de
reflexdo e de translacdo, temos a preservacdo de distancias entre pontos em relagdo a um
ponto central 0. Para verificar isso vamos assumir um ponto qualquer do plano P = (x,y)
com seu simétrico P’ = (x',y"), dado em (11), em relagdo a um angulo de rotacdo « no

ponto O.
Hip6tese: OP é simétrico de OP’

Tese: =d(OP') = d(0OP)

Verificagdo: d(0P) = \/(x' —0)2+ (y' = 0)2 = Jx2+ y? =

=\/(x. cosa — y.sena)? + (x.sena + y.cosa)? =

=\/[(x. cosa)? + 2.x.cosa.(—y.sena) + (—y.sena)?] + [ (x.sena)? + 2.x.sena.y.cosa + (y.cosa)? =

=/[x2.cos?a — 2.x.y.cosa.sena + y2.sen?a] + [x2.sen?a + 2.x.y.cosa.sena + y2.cos’a] =

=Jx2.cos?a + y2.sen?a + x2.sena + y2.cos’a

=J/x2.cos?a + x2.sen?a + y%.sen?a + yZ.cos2a

=/x2.(cos?a + sen?a) + y2.(sen?a + cos?a) =

=/x2.1+y21 = x2+y%2 ==/(x—-0)2+(y—0)2 = d(OP)

4.3.2 Simetria de Rotacdo Utilizando as Coordenadas Cartesianas

Prosseguimos descrevendo como encontrar a figura simétrica do triangulo

(ABC), utilizando a rotagéo, Figura 63.
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Figura 63 — Tridngulo (ABC) a ser rotacionado

1° passo — Definir o angulo de rotacdo @ = 60° e as coordenadas dos vértices do tridngulo

(ABC), conforme Figura 64.

Figura 64 —Triangulo (ABC) a ser rotacionado com as coordenadas dos Vvértices

2° passo — Dado A = (x; ,y;) como um dos Vvértices, calcular o ponto A’ = (x;",y,"), Figura

65, pelas formulas deduzidas em (11), onde:

V3

X1 = X1.€0SQ — Yy.Sena = x;.c0s60° — y,.sen60° = x; 5 Vi - >

1
y1' = xq.Sena + y;.cosa = x;.5en60° + y;.cos60° = x; ) + 9y -5
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Figura 65 — Localizacdo do ponto A’ rotacionado de A

Y

AI mn

x o &1 &2 s X

3% passo — Repetindo o mesmo procedimento para as coordenadas dos pontos B e C,

encontramos suas imagens B’ e C’, respectivamente, Figura 66.

Figura 66 — Localizacdo dos pontos B’ e C’ rotacionados de Be C

Y2
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4° passo — Tracar segmentos de retas entre os vértices, Figura 67.
Figura 67 — Tridngulo (A’B’C”) rotacionado do triangulo (ABC)

Y

BI CI

7 B

@] X

A seguir apresentamos algumas atividades para fixacdo do contetdo
apresentado em 4.3.2.

Atividade 17 : O ponto P = (5, 3) faz parte de uma figura que passou por uma rotagdo de
centro C = (1,1). Determine o ponto, imagem de P, apos a transformacéo,

sabendo que ele possui ordenada —3 e angulo de rotagdo menor que 180°.

Atividade 18 : Determine as coordenadas dos pontos simétricos dos vértices do poligono
(ABCD), onde A=(0,3),B=(4,7),C=(6,5eD=(2,1) sdo
rotacionados sob um angulo de 135° no sentido anti-horario.

Atividade 19 : Faca no plano cartesiano a transformacdo de um triangulo (ABC) com
A=(1,2),B=(2,3)eC = (4,1),apos sofrer uma reflexdo em relacdo ao
eixo OY e uma rotacdo de 180°.

4.3.3 Simetria de Rotacgdo Utilizando Régua, Compasso e Transferidor

Utilizando régua, compasso e transferidor, descreveremos 0s passos para

encontrar a figura simétrica do triangulo (ABC), Figura 68, pela rotacdo e utilizando a = 60°.
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Figura 68 - Triangulo (ABC) a ser rotacionado

Y

O X

1° passo — Escolhido o vértice A como sendo aquele a ser rotacionado, tracar uma

circunferéncia de centro em 0 = (0,0) e raio OA, Figura 69.

Figura 69 — Circunferéncia de centro em 0=(0,0) e raio 0A

Y‘

\ ’ / X
2° passo — Centrar o transferidor no ponto O e marcar o angulo no sentido anti-horario de 60°

sobre o segmento OA, localizando o ponto A’ simétrico pela rotacdo ou ainda

imagem de A, Figura 70.
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Figura 70 — Localizacéo do ponto A’ rotacionado de A com angulo de 60°

P
Y

' ez

32 passo — Repetir 0 1 © e 2 @ passos para os outros vértices B e C da figura, localizando B’ e

C’, respectivamente, Figura 71.

Figura 71 — Localizagdo dos pontos B’ e C’ rotacionados de B e € com angulo de 60°
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42 passo — Tracar os segmentos de retas entre os vértices do tridangulo (A’B’C"), Figura 72.

Figura 72 — Tracgando o tridangulo (A’B’C’) rotacionado pelo angulo de 60°

Y

X
Retirando as linhas auxiliares, Figura 73, temos:
Figura 73 —Triangulo (A’B’C”) rotacionado do tridngulo (ABC)
Y
BI CI
/ B
AI
C
O X

Da mesma maneira que nos casos anteriores, seguem algumas atividades para

fixacdo do contetido apresentado em 4.3.3.

Atividade 20 : O que acontece com retas perpendiculares quando aplicamos a rotacdo? E a

translacdo?



Atividade 21 :
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Utilizando os instrumentos de desenho, rotacione o poligono (ABCD), Figura

74, sob um angulo de 135° no sentido anti-horério.

Figura 74 — Plano cartesiano com o quadrilatero (ABCD)

Y
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5 SIMETRIA DE REFLEXAO E AS FUNCOES INVERSAS

Nossa experiéncia como professor mostra que nos livros didaticos o topico
sobre funcdo inversa é pouco explorado. Nao vimos ainda a abordagem deste contetido
utilizando o conceito de simetria. Desta forma, este capitulo serd dedicado ao estudo dos
gréficos das funcdes e suas inversas, especificamente funcao afim, funcdo quadratica, fungéo
exponencial, funcdo logaritmica, funcéo seno, funcéo cosseno e fungéo tangente. Esse assunto
é tdo importante que hd um resultado geral que mostraremos neste capitulo, qual seja: os
graficos de uma funcdo real e de sua inversa, quando existem, sdo simétricos em relagéo a
reta y = x. Para obtermos esse resultado, serdo necessarios alguns conceitos do estudo de

funcéo que passamos a definir.

Funcdo sobrejetora é uma funcéo f: A — B se, e somente se, para todo y € B

existe pelo menos um x € A, tal que f(x) = y.

Funcdo injetora é uma funcdo f: A — B se, e somente se, quaisquer que sejam

X;ex,comx; €A, x, € Aex; #x,entdo f(x;) # f(xy) .

Fungdo bijetora é uma fungdo f: A — B se, e somente se, f & sobrejetora e
injetora, ou ainda, uma fungdo f: A — B é bijetora se, e somente se, para todo e qualquer

elemento y € B existe um Unico elemento x € A tal que f(x) = y.

Sendo uma funcédo f: A — B bijetora, entdo f € invertivel, admite uma funcéo

inversa dada por g: B — A denotada por f~1, Figura 75.

Figura 75 — Diagrama de representacéo de f e f 1
A b

f
f_l

W

O dominio da funcdo f~! é B, que é a imagem da funcdo f. A imagem da
funcdo f~1 é A, que é o dominio da funcéo f.
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As funces inversas sdo de grande utilidade no dia a dia, por exemplo, 0 uso do
termOmetro (Figura 76) para verificarmos a temperatura em dias mais frios. A variagdo na
temperatura faz com que haja oscilacdo na coluna de mercurio, 0 que nos permite dizer que a
coluna de mercurio depende da variacdo de temperatura, ou seja, a coluna de mercurio esta
em funcdo da temperatura. Na prética usamos a fungdo inversa para obtermos a temperatura
em funcdo da coluna de mercurio.

Figura 76 — Termometro

Fonte: http://www.supermedy.com.br/termometro_ambiente.html

Um outro exemplo pode ser observado quando aplicamos uma for¢a sobre uma
mola, pois é possivel verificar sua deformacgéo, seja em uma balanca mecénica (Figura 77),
seja no sistema de amortecimento dos carros, seja no colchdo, enfim, observamos que a
deformacdo da mola é em funcdo da forca & qual esta submetida. E comum o uso da funcéo

inversa para determinar o massa do corpo em funcéo da deformacdo da mola.

Figura 77 — Balanga de mola

Fonte: http://chc.cienciahoje.uol.com.br/um-pulo-para-a-ciencia/
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5.1 FUNCAO AFIM

A funcédo afim f: R - R € uma funcéo bijetora na forma f(x) = ax + b, com
a e b reais e a # 0. A fungdo afim apresenta como grafico uma reta e, para cada elemento do
conjunto imagem, existe um unico valor correspondente no conjunto dominio, o que garante a

existéncia da inversa.

1°caso-a >0

Sendo f uma funcéo tal que f(x) = ax + b, sua inversa fica determinada por
_ -b _.
flx) = xT Figura 78.

Figura 78 — Gréfico da funcéo afim e sua inversa quando a > 0

Y

2°caso-a <0

Sendo f uma funcdo tal que f(x) = —ax + b, sua inversa fica determinada por
— -X+b _.
fl(x) = —— Figura 79,
Figura 79 - Gréfico da funcdo afim e sua inversa quando a < 0

Y

Sy=x
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Observando as Figuras 78 e 79, é possivel verificar um eixo de simetria
passando pela bissetriz do 1° e 3° quadrante, o que é reconhecido como funcéo identidade

f(x) = ax com a =1 ousimplesmentereta y = x.

5.2 FUNCAO QUADRATICA

A funcdo quadréatica f: R — R é uma funcdo na forma f(x) = ax? + bx + c,
coma, b e c reais e a # 0. Ela apresenta como grafico uma curva chamada parabola (Figura
80 e Figura 81) que ndo é bijetora. E possivel apresentarmos dois elementos do conjunto

dominio para um Gnico elemento do conjunto imagem, f(x;) = f(x,) = k.

Figura 80 — Parabola com a concavidade para cima Figura 81 — Parabola com a concavidade para baixo

Y

T T X
.rl ,I'-_z X

N&o existe funcdo inversa para uma funcdo ndo bijetora, portanto, fazem-se

necessarias algumas restri¢@es, vejamos alguns casos;

1°caso - a > 0 - lado direito

Seja a funcdo quadratica f: R* — [—c, +oo[ onde f(x) = ax? + bx + ¢, com

ab e c reais, b=0 e a> 0. A funcéo inversa

fli[=c,4o[-» Rttalque  f~1(x) = ’% Figura 82.
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Figura 82 — Lado direito do grafico da funcdo quadratica e sua inversacoma > 0

2° caso - a > 0 — lado esquerdo

Seja a funcdo quadratica f:R™ — [c,+o[ onde f(x) = ax? + bx + ¢, com

a,b ecreais,b =0 ea > 0. Afuncdo inversa f1: [c,+oo[ > R~ tal que ) =

/"T“ Figura 83.

Figura 83 — Lado esquerdo do gréafico da funcdo quadratica e sua inversacoma > 0

4 »

flx) = ar’ — ¢

3°caso - a < 0 — lado direito

Seja a funcdo quadrética f: R* — [c,—o[ onde f(x) = ax? + bx + ¢, com

a,b ecreais, b=0 e a<0.A funcdo inversa f~1: [c,—oo[ - R* tal que flx) =

/_’::C, Figura 84.
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Figura 84 — Lado direito do grafico da fungdo quadratica e sua inversa com a < 0

Y

X

flz) = —az®+ ¢

4° caso - a < 0 — lado esquerdo

Seja a funcdo quadréatica f:R™ — [c,—o[ onde f(x) = ax? + bx + ¢, com

a,b ecreais, b =0 e a<0.A fungdo inversa f~1: [c,—oo[ » R tal que fx) =

/_’:LC, Figura 85.

Figura 85 — Lado esquerdo do gréfico da funcdo quadratica e sua inversa coma < 0

Y
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Construidos os graficos de f e f~1, nos casos estudados da funcdo quadratica,
observarmos que, assim como na funcdo afim, existe um eixo de simetria passando pela

bissetriz do 1° e 3° quadrante.

5.3 FUNCAO EXPONENCIAL E A FUNCAO LOGARITMICA

A funcédo exponencial f:R — R é apresentada na forma f(x) = a*, com a
real, a > 0 e a # 1, representada no gréfico por uma curva crescente (Figura 86), quando

a > 1, e por uma curva decrescente (Figura 87), quando 0 < a < 1.

Figura 86 — Gréfico da funcdo exponencial - a > 1 Figura 87 — Gréfico da funcdo exponencial -0 < a < 1

-

v

y=a'

,_/ K

A funcdo logaritmica f:R} — R é apresentada na forma f(x) = log, x, com
areal, a > 0ea = 1, representada no grafico por uma curva crescente (Figura 88), quando

a > 1 e por uma curva decrescente (Figura 89), quando 0 < a < 1.

Figura 88 — Gréfico da funcédo logaritmica - a > 1 Figura 89 — Gréfico da funcdo logaritmica- 0 < a < 1
Y

f(x) =log, x

X
f(x)

log, x
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A funcdo exponencial e a funcdo logaritmica sdo funcgdes bijetoras, sendo uma
a inversa da outra. Construindo no mesmo plano cartesiano (Figura 90) os graficos das

funcBes exponencial e logaritmica, ambas crescentes, vamos observar um eixo de simetria
passando pela bissetriz do 1° e 3° quadrante, o que vai se repetir se ambas forem

decrescentes (Figura 91).

Figura 90 — Graficos das funcdes exponencial e logaritmica quando a > 1

Figura 91 - Graficos das fungdes exponencial e logaritmica quando 0 < a < 1
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5.4 FUNCAO SENO

A funcédo seno f: R — [—1,1] é uma funcdo com periodo 27, apresentada na
forma f(x) = sen x, conforme Figura 92. Possui como grafico uma curva chamada senoide,
que ndo ¢é bijetora, pois é possivel apresentarmos varios elementos do conjunto dominio para
um Unico elemento do conjunto imagem, f(x;) = f(xy) = f(x3) = f(xy) ==k .

Figura 92 — Gréfico da fungio seno

Y

Como a fungdo seno, com dominio em R, ndo é bijetora, ndo existe sua

inversa, portanto prosseguimos restringindo seu dominio para um intervalo [— 25 52], obtendo,

assim, condi¢Oes para que aconteca a bijecédo, Figura 93.

Figura 93 - Gréfico da fungdo seno no intervalo de dominio [— 22’ Ez]

Y

A inversa da fungé@o seno é chamada fungéo arco seno, apresenta-se na forma

f71(%) = arcsen x e fica definidaem f~1:[-1,1] - [—ZE,EZ], Figura 94.



Figura 94 - Gréfico da funcdo

Y
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arco seno no intervalo de dominio [—1, 1]

o | 3

Construindo no mesmo plano cartesiano (Figura 95) os graficos f(x) = sen x

e f~1(x) = arc sen x, ambos crescentes,

pela bissetriz do 1° e 3° quadrantes.

observamos novamente o eixo de simetria passando

Figura 95 — Gréficos da func¢do seno e arco seno

Y
™ f ' (x) = arcsenx
1 7 f(r) = senx
2
1
0y

y =z

5.5 FUNCAO COSSENO

A fungdo cosseno f:R — [—1,1] € uma funcdo também com periodo 2,

escrita na forma f(x) = cos x, conforme

Figura 96. Possui como grafico uma curva chamada

cossenoide que ndo € bijetora, pois é possivel obtermos varios elementos do conjunto

dominio para um Unico elemento do conjunto imagem, f(x;) = f(x,) = f(x3) = =k
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Figura 96 - Gréfico da fungdo cosseno

Y

\_/ -'*"E-'* i \v

Como a funcdo cosseno, com dominio em R, ndo é bijetora, ndo existe sua

inversa, assim como na funcdo seno, restringiremos seu dominio para um intervalo [0, «],
obtendo condic¢des para uma bijecdo, R

Figura 97 - Gréfico da fungo cosseno no intervalo de dominio [0 , 7]

Y

A inversa da funcdo cosseno, chamada funcdo arco cosseno, é apresentada na

forma f ~1(x) = arc cos x e fica definidaem f~1:[-1,1] - [0, =], Figura 98.

Figura 98 - Grafico da fungéo arco cosseno no intervalo de dominio [—1, 1]
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Construindo no mesmo plano cartesiano (Figura 99) os graficos f(x) = cosx
e f~1(x) = arc cos x, vamos observar mais uma vez um eixo de simetria passando pela

bissetriz do 1° e 3° quadrantes.

Figura 99 - Grafico da fungdo cosseno e arco cosseno

Y

f(z) = arccosx

5.6 FUNCAO TANGENTE

A funcdo tangente f: [R — (% + mm,m € Z)] » R é uma funcdo com periodo
m, escrita na forma f(x) = tgx, conforme Figura 100. Possui como grafico uma curva
chamada tangentoide que ndo é bijetora, pois € possivel obtermos varios elementos do
conjunto dominio para um Unico elemento do conjunto imagem, f(x;) = f(x;) = f(x3) =

f) ==k

Figura 100 - Gréfico da funcdo tangente

I3
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A funcgdo tangente, em todo seu dominio ndo é bijetora, portanto ndo possui

- - - - ;o= . Vi3 Vs
uma inversa, assim, restringiremos seu dominio para um intervalo ]_E’ E[ , obtendo
condicdes para uma bijecdo, Figura 101.

Figura 101 - Gréfico da fungdo tangente no intervalo de dominio ] —g , g [

Y

v |

A inversa da funcdo tangente, chamada funcdo arco tangente, se apresenta na

forma f ~1(x) = arctg x e fica definidaem f~1: R —»] — g , g[, Figura 102.

Figura 102 - Grafico da fungdo arco tangente

A
Y

S

Construindo no mesmo plano cartesiano (Figura 103) os graficos f(x) = tgx
e f~1(x) = arctg x, vamos observar mais uma vez um eixo de simetria passando pela

bissetriz do 1° e 3° quadrante.
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Figura 103 - Grafico da fungdo tangente e arco tangente

Y
f(z) = tgx

f(z) = arctgx

Conforme os casos estudados anteriormente, notamos que o grafico da inversa
de uma funcéo f: A — B, bijetora, com A € Re B € R, é simétrico por reflexdo em relagéo a

reta y = x, este fato pode ser generalizado.

Seja P = (a,b) ponto do plano com P’ = (b,a) simétrico em relacdo a reta
7, entdo a reta r é mediatriz do segmento PP’ passando por M = (x,y), logo M é ponto

médioe PM = P'M, Figura 104.

Figura 104 — Gréfico de uma funcéo f qualquer e sua inversa f~!
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Assim vamos mostrar que d(P’M) = d(PM).
De fato:
VO -2+ -a)? =y(x-a)?+ b -)?
b-x)+@-a)?=x-a)?+(b-y)°
(b2 =2.b.x+ x»)+(y*—2.y.a+a*)= (x* —2.x.a+a?)+ (b>—2.b.y + y?)

b?—2.b.x+ x*+y*—2.y.a+a® —x*+2.x.a—a*—b*+2.b.y— y*) =0
b? —b%?—2.b.x +2.x.a+ x* — x> +y? —y?—=2.y.a +2.b.y+a*—-a’*=0
—2.b.x +2.x.a —2.y.a +2.b.y=0
—2.x.(b—a)+2.y.(—a+b)=0
2.y.(—a+b)=2.x.(b—a)
:2.x.(b—a)
2.(—a+b)

y=x

Para finalizar o capitulo, apresentamos uma lista de atividades para a fixa¢do

do contetdo, funges inversas, por meio da simetria de reflexdo em relagdo a reta y = x.

Atividade 22 : Dada a funcdo f: R — R tal que f(x) = x3, pergunta-se:
a) A funcdo f € bijetora?
b) A funcéo f tem inversa?
c) Se as respostas as perguntas anteriores forem afirmativas, construir 0s

graficos f e f1.

Atividade 23 : Sejaa funcéo f: R — {2} - R — {1} definida por f(x) = i—i . Qual a inversa
da funcéo f ? Faca o eshoco do gréfico da funcdo f e f~1 .
Atividade 24 : A funcdof: R~ —» R*, definida por f(x) = x2, possui inversa? Faca um

estudo desse caso.

Atividade 25 : Determine um intervalo para que a fungdo f(x) = cosg possua funcéo

inversa e construa o grafico de f e 1.

Atividade 26 : Dada a fungdo f(x) = 2.sen x, determine um intervalo para que f(x) possua

inversa e construa o graficode f e f~1.
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Atividade 27 : Sejam as funcdo quadraticas f: Rt — R*, dada por f(x) =x2%, e g:R* >
R*, dada por g(x) = x%+ 1. Apds a construcdo do grafico de fe g no
mesmo plano cartesiano, identifique o tipo de transformacdo ocorrida. A

mesma transformacdo ocorre com f~1e g71 ?

Atividade 28 : Dado o gréfico da funcdo f no intervalo [0, r], identifique na Figura 105, a
alternativa que representa f 1.

Figura 105 — Gréafico de uma fungdo no intervalo [0 , 7] com alternativas

v
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Atividade 29 : Apresentamos (Figura 106) o grafico de uma fungdo f. Utilizando aretay = x
como eixo de simetria, faca no mesmo plano cartesiano um esboco do gréafico
de f1.

Figura 106 — Grafico de uma funcdo sem alternativas

Y
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6 SIMETRIA COMO ESTRATEGIA EM ALGUNS JOGOS

De um modo geral, os jogos tém uma boa aceitacdo entre os alunos, por isso,
propomos algumas atividades que utilizam o conhecimento de simetria como fator

determinante para uma estratégia vencedora. Vejamos alguns exemplos de atividades:

Atividade 30 : [03], p.62 — Dois jogadores se revezam colocando moedas de um centavo em
uma mesa redonda, sem empilhar uma moeda em cima da outra. O jogador que
ndo puder colocar uma moeda perde. Que estratégia o primeiro jogador devera

adotar para vencer 0 jogo?

Solucgdo : Considerando que € possivel tracar varios didmetros e que qualquer ponto de um
didmetro, exceto o centro da mesa, terd um simétrico em relagdo ao centro, 0
primeiro jogador colocara sua moeda posicionada na interseccdo de todos o0s

didametros, ou seja, no centro, Figura 107.

Figura 107 — Posicionando a primeira moeda

Depois disso, o segundo jogador coloca sua moeda em qualquer posi¢cdo da

mesa, Figura 108.

Figura 108- Posicionando a segunda moeda

A segunda jogada do primeiro jogador serd efetuada buscando colocar sua
moeda em uma posicdo simétrica a jogada anterior. Para tanto, devera tracar um diametro

imaginario localizando o ponto ideal, Figura 1009.
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Figura 109 — Posicionando a terceira moeda

Note que, com essa estratégia, 0 primeiro jogador sempre posicionara sua
moeda simétrica a de seu adversario, portanto, se existir a possibilidade de o adversario
posicionar sua moeda, também existird um local para o primeiro jogador. Dessa forma o

primeiro jogador vencerd a partida independentemente do tamanho da mesa.

Atividade 31 : [03], p.63 — Dois jogadores se revezam colocando bispos em um tabuleiro de
xadrez, de modo que ndo possam se capturar mutuamente (os bispos podem ser
colocados em quadrados de qualquer cor). Perde o jogador que ndo puder fazer

sua jogada.

Solucdo : Considerando um tabuleiro de 8x8 casas, com tantos bispos quanto forem
necessarios e que 0s bispos movam-se ou capturem pelas diagonais num Unico

sentido, encontre uma estratégia que garanta a vitéria para um dos jogadores.

Como o tabuleiro de xadrez apresenta um centro entre a quarta e a quinta
coluna de casas e entre a quarta e a quinta linha de casas, é natural tentarmos utilizar a

estratégia da atividade 30, entretanto ndo podemos posicionar a pega nesse local, Figura 110.

Figura 110 — Tabuleiro de xadrez com dois eixos de simetria

{ -primeiro jogador

1',‘,( - segundo jogador

Nesse caso vamos utilizar um eixo de simetria, que néo seja diagonal, entre a
guarta e a quinta coluna de casas (Figura 111) como referéncia para posicionar o bispo do

segundo jogador, simétrico ao do primeiro.
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Figura 111 — Tabuleiro de xadrez com a primeira pega posicionada

Observamos desta vez que o primeiro jogador perde a vantagem que possuia
no exercicio anterior e que o segundo jogador passa a té-la, posicionando sua peca de forma

simétrica em relacdo a do adversario, Figura 112.

Figura 112 — Tabuleiro de xadrez com a segunda peca posicionada

Prosseguindo com essa estratégia, 0s bispos serdo posicionados em casas de
cores diferentes, fazendo com que a Gltima jogada seja feita pelo segundo jogador.

Seguindo o raciocinio das atividades 30 e 31, apresentamos uma lista de
atividades com jogos em que a simetria é estratégia fundamental para a determinacdo do

vencedor.

Atividade 32 : [03], p.63 - Dois jogadores se revezam colocando reis em um tabuleiro 9x9 de
modo que ndo possam se atacar mutuamente. Perde o jogador que nao

conseguir fazer sua jogada.

Atividade 33 : [03], p.63 - Dois jogadores se revezam colocando cavalos em um tabuleiro de
xadrez de modo que ndo possam se atacar mutuamente. Perde o jogador que

ndo consequir fazer sua jogada.
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Atividade 34 : [03], p.64 - S&o colocados 20 pontos em um circulo. Os jogadores se revezam

Atividade 35 :

unindo dois dos pontos com um segmento de reta que ndo cruza outro

segmento ja desenhado. Perde o jogador que ndo puder jogar na sua vez.

[03], p.64, adaptado - Uma margarida (a) tem 12 pétalas e outra (b) 11
pétalas. Os jogadores se revezam retirando uma Unica pétala ou duas que
estejam uma do lado da outra. Perde o Jogador que ndo puder jogar na sua

VEZ.
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7 CONSIDERACOES FINAIS

Acreditamos que os conteldos e as atividades apresentados neste trabalho
contribuirdo para que o ensino de geometria na educacdo basica ocorra de forma mais
interessante e agradavel, relacionando-se com outros assuntos. Quando os conceitos de
rotacdo e translacdo sdo trabalhos os estudantes adquirem habilidades geométricas, o que
facilita a verificacdo das relagcdes de semelhanca e congruéncia.

Salientamos que este nosso trabalho € uma proposta de atividade educacional, a
qual permite que aos professores interessados em utiliza-la facam adequaces e alteracdes a
fim de enriquecé-la, mesmo porque ela ndo foi aplicada para que uma verificacdo de sua
eficiéncia fosse conhecida.

E possivel que ferramentas computacionais como softwares graficos sejam
utilizados nas constru¢cdes e na analise de figuras, entretanto € interessante ndo deixar
totalmente de lado os instrumentos de construcdo mais tradicionais, tais como régua,
compasso, entre outros.

Pretendemos num futuro dar continuidade ao trabalho com as transformacdes

no plano envolvendo matrizes.
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