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SOUZA, Mariany Layne de. Teoria APOE e teoria antropolégica do didatico: um
olhar para o ensino de algebra linear na formagao inicial de professores de
matematica. 2020. 163 f. Tese (Doutorado em Ensino de Ciéncias e Educagéo
Matematica) - Universidade Estadual de Londrina, Londrina, 2020.

RESUMO

Esta pesquisa, de natureza qualitativa, tem por objetivo desenvolver um Percurso de
Estudo e Pesquisa, valendo-se da Teoria APOE e da Teoria Antropologica do
Didatico, para o ensino da Algebra Linear na formacéo inicial de professores de
Matematica. Para isso, propde-se uma reestruturagdo do dialogo entre a Teoria
APOE e a Teoria Antropoldgica do Didatico, levando em consideragdo aspectos
relacionados ao conhecimento matematico para o ensino e o conceito Sistema de
Equacgdes Lineares. Para atender o objetivo geral deste trabalho, o didlogo proposto
nesta pesquisa apresenta os seguintes passos: identificar as referéncias basicas
adotadas na disciplina; analisar um livro didatico de Algebra Linear presente na
ementa do curso a ser pesquisado, olhando para as praxeologias e para as tarefas
propostas com base na decomposi¢do genética; desenvolver um Percurso de
Estudo e Pesquisa para a formacao de professores e analisar as produgdes escritas,
seguindo a decomposigado genética. Sendo assim, aplicou-se o Percurso de Estudo
e Pesquisa para a formacao de professores a uma turma do quarto ano de um curso
de Licenciatura em Matematica de uma universidade publica localizada no norte do
estado do Parana. Essa aplicacao foi realizada em quatro encontros com duragao de
duas horas aulas, nos quais se discutiu a questao geratriz do Percurso de Estudo e
Pesquisa “como desenvolver o estudo de Sistema de Equagdes no Ensino Médio?”
e como resultado final da aplicagao os licenciandos produziram um plano de aula.
Por meio da analise dos dados obtidos na aplicacdo do Percurso de Estudo e
Pesquisa para a formacéao de professores, constatou-se a
mobilizagdo/desenvolvimento do conhecimento matematico para o ensino, dentre
eles: o conhecimento especializado do conteudo; conhecimento do conteudo e do
ensino; o conhecimento do conteudo e dos estudantes e o conhecimento do
conteudo no horizonte. Evidenciou-se, por meio da analise, elementos do dialogo
proposto, no que tange aos momentos didaticos do ciclo de Atividade, discusséo em
Classe e Exercicios. Diante do exposto, almeja-se que o dialogo sugerido contribua
para reflexdes a respeito da disciplina de Algebra Linear na formac&o inicial de
professores.

Palavras-chave: algebra linear; licenciatura em matematica; teoria APOE; teoria
antropolodgica do didatico; educagao matematica.



SOUZA, Mariany Layne de. APOS theory and anthropological theory of
didactics: a look at the teaching of linear algebra in the initial training of mathematics
teachers. 2020. 163 f. Thesys (Doctorate in Science Teaching and Mathematical
Education) - States University of Londrina, Londrina, 2020.

ABSTRACT

This qualitative research aims to develop a Study and Research Course, using the
APOS Theory and the Anthropological Theory of Didactics, for teaching Linear
Algebra in the initial training of Mathematics teachers. To this end, it is proposed to
restructure the dialogue between the APOS Theory and the Anthropological Theory
of Didactics, taking into account aspects related to mathematical knowledge for
teaching and the concept of Linear Equations System. To meet the general objective
of this work, the dialogue proposed in this research presents the following steps: to
identify the basic references adopted in the discipline; analyze a Linear Algebra
textbook present on the course menu to be researched, looking at the praxeologies
and the proposed tasks based on genetic decomposition; develop a Study and
Research Pathway for teacher training and analyze written productions, following
genetic decomposition. Therefore, the Study and Research Course for teacher
training was applied to a fourth-year class in a Mathematics Degree course at a
public university located in the north of the state of Parana. This application was
carried out in four meetings lasting two hours, in which the generative question of the
Study and Research Course was discussed “how to develop the study of System of
Equations in High School?” and as a final result of the application the graduates
produced a lesson plan. Through the analysis of the data obtained in the application
of the Study and Research Pathway for teacher training, it was found the mobilization
/ development of mathematical knowledge for teaching, among them: the specialized
knowledge of the content; knowledge of content and teaching; knowledge of contente
and students and knowledge of content on the horizon. Through the analysis,
elements of the proposed dialogue became evident, with regard to the didactic
moments of the Activity, Class discussion and Exercises cycle. In view of the above,
it is hoped that the suggested dialogue will contribute to reflections on the subject of
Linear Algebra in the initial training of teachers.

Keywords: linear algebra; degree in mathematics; APOS theory; anthropological
theory of didactics; mathematical education.
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INTRODUGAO

As preocupacdes com o ensino e a aprendizagem de Algebra Linear motivam
o estudo de varios pesquisadores tanto nacionais, como Silva, Alves e Almeida
(2018), quanto internacionais, como Harel (2018). A origem dessa preocupagao
pode estar relacionada & importancia que a Algebra Linear tem, ndo apenas para a
Matematica como também para outras areas do conhecimento e essa preocupagao
nos motiva a realizar este estudo.

Desse modo, antes de tratarmos, especificamente, da pesquisa que
desenvolvemos, consideramos importante apresentar alguns detalhes, como as
escolhas tomadas e os aspectos referentes ao caminho percorrido até aqui.

No ano de 2014 lecionei' a disciplina de Algebra Linear em uma universidade
publica localizada no norte do estado do Parana e iniciei 0 mestrado em Ensino de
Ciéncias e Educacado Matematica, pela Universidade Estadual de Londrina. A partir
desse momento, comecei meus estudos relacionados ao ensino e a aprendizagem
da Algebra Linear, que também encontraram uma motivacdo pessoal, despertada
pelo estudo dos conceitos dessa disciplina, que me fascinam até hoje! Todavia, cabe
ressaltar que em minha dissertacdo (SOUZA, 2016) o foco estava direcionado a
aprendizagem dos conceitos de Dependéncia e Independéncia Linear.

Com essas motivagcdes e levando em consideragdo o fato de que na
dissertacao investigamos questdes relacionadas a aprendizagem, buscamos ampliar
nosso estudo, agora, voltando-nos também ao processo de ensino.

A questdo do ensino sempre foi uma preocupacdo minha, uma vez que
buscava em minhas aulas tecer relagcdes que favorecessem a construcido dos
conceitos pelos estudantes, além de utilizar diferentes metodologias de ensino.
Porém, com os estudos do mestrado, as discussdes nas disciplinas obrigatérias e no
Grupo de Estudo e Pesquisa do Pensamento Matematico (GEPPMat) comecei a
olhar com outros “Oculos” a questdo das disciplinas matematicas abordadas na
Licenciatura em Matematica, questionando-me se elas deveriam ser abordadas do
mesmo modo que em um curso de Bacharelado em Matematica ou em um curso de

alguma Engenharia, por exemplo.

' Nesse primeiro momento os comentarios transitardo ora usando a primeira pessoa do singular,
quando trazer minhas motiva¢des pessoais e inquietagdes, ora usando a primeira pessoa do plural,
quando discutirmos os desdobramentos que assumimos ao longo da pesquisa.
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Desse modo, e querendo dar continuidade no meu estudo a respeito da
Teoria APOE? desenvolvida por Dubinsky et al. (1996), ingressei no doutorado em
Ensino de Ciéncias e Educacdo Matematica, no ano de 2016, com a mesma
orientadora do mestrado, Profa. Dra. Angela Marta Pereira das Dores Savioli.

No primeiro ano do doutorado, comecei a buscar dialogos possiveis entre a
Teoria APOE e alguma outra, uma vez que queria ampliar meus conhecimentos e as
discussdes realizadas com essa teoria. Nesse momento, pensei inicialmente em
estudar a APOE e o conceito imagem e conceito definicdo de Tall e Vinner (1981),
mas em uma busca por outros referencias da APOE, encontrei no site
ResearchGate® um artigo intitulado “As fungdes de duas variaveis: andlise mediante
os resultados do didlogo entre a teoria APOE e a TAD™, da autoria de Maria
Trigueros e Rafael Martinez-Planell.

A partir desse achado, interessei-me pela Teoria Antropoldgica do Didatico
(TAD) e por essa possibilidade de didlogo®. Com isso, comegamos a estudar a TAD
para compreender suas caracteristicas e para pensar como poderiamos utiliza-la em
um dialogo voltado a formacgao inicial de professores de Matematica. Tendo em
mente o interesse por estudos envolvendo a Licenciatura em Matematica, no 1°
semestre de 2017, cursei a disciplina “Professor de Ciéncias e os Modelos de
Formacé&o”, ministrada pelo Prof. Dr. Alvaro Lorencini Junior, no Programa de Pés-
graduagdo em Ensino de Ciéncias e Educagdo Matematica, visando conhecer mais
aspectos relacionados a formacao de professores.

ApOs esse relato a respeito das questdes que nos motivaram a escrever esta
tese, voltamos nosso olhar agora para a Algebra Linear na Licenciatura em
Matematica. A Algebra Linear é uma disciplina especifica e obrigatéria nos Cursos
de Matematica, Bacharelado e Licenciatura, de acordo com as Diretrizes
Curriculares Nacionais (BRASIL, 2001). Todavia, assim como comentado por Prado
(2016), baseado em Resende (2007), ha poucas investigagdes a respeito do papel

das disciplinas especificas para a formagao do professor de Matematica.

2 Visando alinhar minha pesquisa com as realizadas nos paises latinos, como México, decidimos
adotar APOE ao invés de APOS, visto que o Brasil se inseri nesse contexto, isto €, de ser um pais
latino.

3 Rede social voltada a pesquisadores, na qual sdo compartilhadas publicagées, interesses de
pesquisa, dentre outras informagdes.

4 Tradugdo de: Las funciones de dos variables: anadlisis mediante los resultados del didlogo entre la
teoria APOS y la TAD.

5 No capitulo 4 trataremos acerca do didlogo entre as teorias APOE e TAD.
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Além disso, concordamos com Machado e Bianchini (2012, p. 70), visto que
autoras comentam que a Algebra Linear fornece subsidios para o(a) professor(a)
compreender a “[...] importédncia de certos temas abordados na Educagéo Basica,
como matrizes, sistemas de equacgoes, etc.”

Desse modo, nosso estudo possui como questdo norteadora: Que
potencialidades podem ser evidenciadas ao utilizar a Teoria APOE e a Teoria
Antropologica do Didatico na formacgé&o inicial de professores de Matematica?

Visando responder a questao apresentada tragamos o seguinte objetivo geral:
desenvolver um Percurso de Estudo e Pesquisa, valendo-se da Teoria APOE e da
Teoria Antropolégica do Didatico, para o ensino da Algebra Linear na formagéo
inicial de professores de Matematica.

A partir da nossa questdo e do nosso objetivo geral elencamos alguns
objetivos especificos que contribuiram para pensar no desenvolvimento desta tese:

e Investigar como a Teoria APOE e a Teoria Antropolégica do Didatico
poderiam ser adotadas na formacao inicial de professores de Matematica;

e Elaborar um Percurso de Estudo e Pesquisa do conceito Sistema de
Equacdes Lineares para a formacéo inicial de professores de Matematica.

e Discutir com futuros professores de Matematica, a partir da aplicagdo do
Percurso de Estudo e Pesquisa elaborado, como desenvolver o ensino de
Sistema de Equacgbes Lineares no Ensino Médio;

e Analisar qualitativamente os dados coletados no desenvolvimento do
Percurso de Estudo e Pesquisa.

Nesse momento, cabe ressaltar o porqué da nossa escolha por um conceito
especifico de Algebra Linear, a saber Sistema de Equacdes Lineares. Essa escolha
se deu devido ao tempo que tinhamos para realizar a investigagdo e porque a
professora-pesquisadora ndo lecionava Algebra Linear, na modalidade presencial.
Além disso, esse conceito € abordado desde os anos finais do Ensino Fundamental
e com isso vimos a possibilidade de discuti-lo sob uma nova dtica com os
licenciandos em Matematica, refletindo a respeito do seguinte questionamento que
nos mobilizou a pensar sobre esse e demais conceitos de Algebra Linear: Como
ensinar o conceito de Sistema de Equacgées Lineares?

Depois de discutirmos nossas motivacdes e apresentarmos nossa questao
norteadora e nossos objetivos trataremos da organizagdo da nossa tese. Nosso

estudo esta organizado em seis capitulos.
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No capitulo um, abordamos a Algebra Linear na Licenciatura em Matematica,
discutindo aspectos relacionados ao ensino e a aprendizagem da Algebra Linear e a
formacédo do professor de Matematica. Nesse capitulo também apresentamos um
panorama das pesquisas nacionais a respeito da Algebra Linear na Licenciatura em
Matematica.

No capitulo dois, discutimos a Teoria APOE, seu desenvolvimento, suas
caracteristicas e apresentamos uma decomposigdo genética para o conceito
Sistema de Equacgdes Lineares.

No capitulo trés, tratamos dos elementos e das caracteristicas que compdem
a Teoria Antropoldgica do Didatico (TAD). Nesse capitulo apresentamos um modelo
epistemologico de referéncia (MER) e propomos um Percurso de Estudo e Pesquisa
para a formacao de professores (PEP-FP).

No capitulo quatro, apresentamos aspectos relacionados ao dialogo entre a
APOE e a TAD e propomos um dialogo voltado para a formacgao inicial de
professores.

No capitulo cinco, explicitamos os procedimentos metodoldgicos, trazendo
esclarecimentos quanto a natureza, os participantes, a coleta de dados, bem como
quanto as nossas escolhas metodoldgicas para analise dos dados.

No capitulo seis, trazemos as analises dos dados, buscando evidenciar o que
€ revelado pelo PEP-FP desenvolvido por meio do dialogo proposto.

E por fim, nas consideracdes finais sdo expostas as reflexdes e conclusdes,

bem como nossas perspectivas futuras.
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CAPITULO 1
ALGEBRA LINEAR NA FORMACAO INICIAL DE PROFESSORES DE
MATEMATICA

Neste capitulo discutiremos a disciplina Algebra Linear na formacao inicial de
professores de Matematica, uma vez que o objetivo geral de nosso estudo é
“desenvolver um Percurso de Estudo e Pesquisa, valendo-se da Teoria APOE e da
Teoria Antropolégica do Didético, para o ensino da Algebra Linear na formacgéo
inicial de professores de Matematica”.

Para realizar a discussao proposta nesse capitulo dividimo-lo em trés sec¢des:
na primeira, apresentamos aspectos relacionados ao ensino e aprendizagem em
Algebra Linear, uma vez que nesse estudo utilizamos duas teorias que contemplam
tanto aspectos do ensino quanto da aprendizagem de conceitos matematicos. Na
segunda secao, discorremos a respeito da formacao de professores de Matematica.
Na terceira e ultima sec¢ao, tratamos das pesquisas nacionais, especificamente teses
e dissertagbes, envolvendo o ensino e aprendizagem em Algebra Linear na

Licenciatura em Matematica.
1.1 ASPECTOS RELACIONADOS AO ENSINO E APRENDIZAGEM EM ALGEBRA LINEAR

O ensino e aprendizagem em Algebra Linear sdo temas que despertam o
interesse de varios pesquisadores, tais como: Dubinsky (1997), Dorier e Sierpinska
(2002), Harel (2018), Silva, Alves e Almeida (2018), dentre outros.

Harel (2018) traz uma discuss&o a respeito do ensino e aprendizagem em
Algebra Linear por meio do framework instrugdo matemética baseada DNR?. A sigla
DNR ¢ utilizada devido aos trés principios instrucionais do framework, a saber:
Dualidade, Necessidade e Raciocinio Repetido.

No principio da dualidade temos que: “...] (a) a maneira de pensar de uma
pessoa afeta suas formas de entender; e, (b) é a aquisicdo de formas apropriadas

de entendimentos que gera uma mudanga e desenvolvimento nas maneiras de

6 Traducao de “DNR-based instruction in mathematics”.
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pensar”’. (HAREL, 2018, p. 5, tradugdo nossa). No principio da necessidade é
evidenciado que o estudante aprende quando vé uma necessidade intelectual
naquilo que esta sendo ensinado. E no principio do raciocinio repetido, Harel (2018)
comenta que é preciso que os estudantes pratiquem o raciocinio a fim de internalizar
as maneiras de entender e pensar.

Dorier et al. (2000) trazem uma discussao acerca do uso de alavancas-meta
no ensino da Algebra Linear. As alavancas-meta correspondem, de modo geral, a
recursos que podem suscitar reflexdes, nos estudantes, a respeito do conceito
estudado. Elas sao utilizadas para dar significado as intervencdes feitas pelo(a)
professor(a) no momento do ensino, tais intervengcdes podem ser identificadas por
meio do discurso matematico do(a) professor(a), sendo que esse discurso nao
precisa abordar necessariamente informagdes matematicas. E interessante
ressaltar, assim como Dorier et al. (2000) que as “alavancas” ndo sdo as mesmas
para todos os estudantes, visto que elas dependem dos conhecimentos que
possuem e do modo como lidam com as informagdes recebidas.

Outra alternativa para lecionar a disciplina Algebra Linear é apresentada por
Stewart (2008), em sua tese de doutorado. A autora desenvolve um framework que
aborda os Trés Mundos da Matematica — conceitual corporificado, simbdlico
proceitual e axiomatico formal — de Tall (2004) e a Teoria APOE?, de Dubinsky et al.
(1996).

No framework, a pesquisadora contribui para que alguns conceitos da Algebra
Linear sejam vistos de forma mais abrangente, possibilitando que o(a) professor(a)
da disciplina possa perceber aspectos que precisam de melhorias e consiga planejar
formas de lidar com tais conceitos. Além disso, o framework corrobora para que 0s
estudantes tenham uma visédo geral do que € abordado na disciplina.

Outro estudioso que aborda o ensino de Algebra Linear é Dubinsky (1997).
Em seu artigo, o autor traz uma discussao relacionada as recomendacoes feitas pelo
Grupo de Estudo do Curriculo de Algebra Linear® e outras realizadas por David
Carlson, que é um dos organizadores da proposta do referido grupo, em um artigo

publicado em 1993. As recomendacgdes tanto do grupo quanto de Carlson consistem

7[...] (@) one’s ways of thinking impacts her or his ways of understanding; and, (b) it is the acquisition
of appropriate ways of understanding that brings about a change and development in one’s ways of
thinking.

8 Discutiremos a respeito da Teoria APOE no capitulo 2.

9 Tradugao de Linear Algebra Curriculum Study Group (LACSG)
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em privilegiar as aplicacdes da Algebra Linear, no sentido de mostra-la como uma
disciplina a servigo de outras areas. Desse modo, Dubinsky (1997) propdée como
alternativa abordar os conceitos de Algebra Linear, valendo-se da Teoria APOE.

A utilizacdo da Teoria APOE no ensino de Algebra Linear também é sugerida
por Trigueros (2018). A pesquisadora mostra a possibilidade de recorrer a APOE
para o design de situacdes que servem para introduzir conceitos de Algebra Linear,
utilizando como exemplo os seguintes conceitos: Sistema de Equacgdes Lineares,
Dependéncia e Independéncia Linear, Autovalores e Autovetores. Essas situagbes
sdo utilizadas no ciclo ACE (Atividades — discussdo em Classe — Exercicios).

O desenvolvimento de diferentes formas de ensinar a Algebra Linear é
motivado, algumas vezes, pelo conhecimento das dificuldades na aprendizagem dos
alunos. Em relacdo as dificuldades, Dorier e Sierpinska (2002) comentam que essas
podem ter dois tipos de origem: um associado a dificuldade conceitual, que se
relaciona & natureza da Algebra Linear, e outro, a dificuldade cognitiva, que se refere
aos tipos de pensamento necessarios para o conhecimento da Algebra Linear.

A dificuldade conceitual, de acordo com Dorier e Sierpinska (2002), pode ser
identificada nos estudantes quando esses nao compreendem o carater
generalizador, unificador e simplificador da Algebra Linear. Os autores comentam
também sobre a linguagem que é adotada na Algebra Linear, pois essa possui um
carater formal, além de ser expressa em diferentes tipos — a abstrata, a geométrica e
algébrica —, o que exige que, em algumas tarefas matematicas, os estudantes fagam
diferentes conversdes.

Em relagdo a dificuldade cognitiva, os estudiosos abordam a flexibilidade
cognitiva que os estudantes precisam para transitar entre as diferentes
representagbes semidticas’® (DUVAL, 2012). Além disso, discutem a respeito da
dificuldade dos estudantes em chegar ao nivel trans-objectal, que corresponde as
transformacdes e a construcao de estruturas matematicas. A dificuldade para chegar
a esse nivel ocorre, pois os estudantes costumam criar mecanismos de defesa para
sobreviverem a disciplina, isto €, fazem e/ou reproduzem o que é solicitado, mas

sem atribuir significado aos simbolos e terminologias que estao utilizando.

10 “Ag representacdes semiéticas sdo produgdes constituidas pelo emprego de signos pertencentes
a um sistema de representagdes que tem inconvenientes proprios de significagdo e de
funcionamento. Uma figura geométrica, um enunciado em lingua natural, uma férmula algébrica, um
grafico sdo representacbes semidticas que exibem sistemas semidticos diferentes” (DUVAL, 2012, p.
269, grifo do autor).
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Ainda a respeito da dificuldade cognitiva, Dorier e Sierpinska (2002) explicam
que os estudantes mostram uma tendéncia em basear sua compreensdo em
exemplos ao invés de recorrer a definicdo do objeto matematico. Além disso, os
autores comentam acerca dos modos do pensamento em Algebra Linear, os quais
tém uma predominancia analitica, visto que o termo analitico corresponde a como os
objetos podem ser construidos em uma linguagem e um sistema conceitual. A
dificuldade dos modos de pensamento reside, algumas vezes, nas tarefas propostas
que exigem, novamente, uma flexibilidade cognitiva.

Silva, Alves e Almeida (2018) trazem uma discussdo sobre o ensino e
aprendizagem da disciplina Algebra Linear, valendo-se do Modelo dos Campos
Semaénticos, desenvolvido por Lins (1999, 2002). Por meio desse modelo, os autores
comentam a respeito da producdo de significado, no sentido de “[...] que o
significado de um objeto sera entendido como aquilo que o sujeito pode e
efetivamente diz sobre um objeto no interior de uma atividade” (SILVA; ALVES;
ALMEIDA, 2018, p. 93).

Sobre essa produgédo de significado, os autores evidenciam que alguns
significados que os estudantes possuem acerca de Espacgos Vetoriais, ao final da
disciplina, ndo caminham na direcdo dos que sao produzidos pelo(a) professor(a) ao
ensinar. Sendo assim, Silva, Alves e Almeida (2018, p. 99) trazem uma proposta
alternativa para a disciplina de Algebra Linear, para a Licenciatura em Matematica,
em que essa deve ser pensada como um “Curso de Servigo”, no sentido de nao se
limitar “[...] a ensinar apenas o conteudo matematico, incorporando também
aspectos de sua formacgao didatico-pedagdgica [...]".

Acreditamos, assim como Silva, Alves e Almeida (2018), que o ensino da
Algebra Linear na Licenciatura em Matematica deva ser feito de forma diferenciada,
levando em conta aspectos da sua formacgao didatico-pedagdgica. Desse modo, na
proxima secao discutiremos aspectos relacionados a formagao inicial de professores

de Matematica, em especifico, os conhecimentos necessarios a essa formacgao.

1.2 UM OLHAR PARA A FORMACAO INICIAL DE PROFESSORES DE MATEMATICA

A formacgédo de professores de Matematica, em especifico o conhecimento

necessario aos professores, tem sido objeto de pesquisa de muitos estudiosos, tais
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como Ponte e Chapman (2008), Shulman (1987, 2014), Ball, Thames e Phelps
(2008), Jakobsen et al. (2012), Elias (2017), dentre outros.

Ponte e Chapman (2008), em relagcdo a formacao inicial, que € o foco de
nosso trabalho, comentam que esta € um processo complexo que envolve a

interacao de diferentes elementos, tais como:

[...] tipos de conhecimento, competéncias, atitudes e valores que os
futuros professores devem desenvolver, o contexto em que a
aprendizagem ocorre (universidade, escola e outros contextos) e os
papéis, interesses e caracteristicas dos participantes no processo
(professores em formacdo, instrutores universitarios, mentores
escolares e estudantes). Outros elementos sdo as opgbes e
condicbes do programa, como abordagens pedagogicas, o
relacionamento de professores formadores e instrutores, acesso a
recursos e uso da tecnologia da informacdo e comunicacao (TIC).
(PONTE; CHAPMAN, 2008, p. 223, tradugéo nossa)'’.

Vemos com isso, que dentre os elementos que fazem parte do processo da
formacao inicial de professores, temos os tipos de conhecimentos, e, com base em
nosso objetivo, trataremos mais especificamente desse elemento nessa secgao.
Todavia, devemos refletir inicialmente sobre qual(is) conhecimento(s) é(sao)
necessario(s) ao professor de Matematica.

Shulman (1987, 2014) traz alguns conhecimentos que sao necessarios ao
professor de Matematica, sendo eles:

e Conhecimento do conteudo: refere-se ao entendimento de um contetido, no
caso da Matematica, da organizagcao conceitual e de teorias relacionadas a
natureza do conhecimento.

e Conhecimento pedagdgico geral: corresponde a “[...] principios e estratégias
mais abrangentes de gerenciamento e organizagdo da sala de aula [...]"
(SHULMAN, 2014, p. 206).

e Conhecimento do curriculo: compreende os materiais € 0s programas que

servem como “ferramentas para o oficio” do professor.

11 [...] kinds of knowledge, competencies, attitudes, and values that teacher candidates should
develop, the context in which learning takes place (university, school, and other settings), and the
roles, interests, and characteristics of the participants in the process (preservice teachers, university
instructors, school mentors, and students). Other elements are program options and conditions such
as pedagogical approaches, the relationship of preservice teachers and instructors, access to
resources, and use of information and communication technology (ICT).
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e Conhecimento pedagogico do conteudo: refere-se ao “[...] terreno exclusivo
dos professores, seu meio especial de compreensdo profissional”.
(SHULMAN, 2014, p. 206)

e Conhecimento dos alunos e de suas caracteristicas;

e Conhecimento de contextos educacionais que vao “desde o funcionamento do
grupo ou da sala de aula, passando pela gestdo e financiamento dos
sistemas educacionais, até as caracteristicas das comunidades e suas
culturas” (SHULMAN, 2014, p. 206).

e Conhecimento dos fins, propdsitos e valores da educacdo e de sua base
histdrica e filosofica.

Shulman (2014, p. 207) mostra que o conhecimento pedagdgico do conteudo

€ de seu especial interesse por esse identificar

[...] os distintos corpos de conhecimentos necessarios para ensinar.
Ele representa a combinagdo de conteudo e pedagogia no
entendimento de como topicos especificos, problemas ou questbes
sdo organizados, representados e adaptados para os diversos
interesses e aptiddes dos alunos, e apresentados no processo
educacional em sala de aula.

Vale ressaltar que esse conhecimento é o que distingue o professor de uma
area especifica, no nosso caso a Matematica, de qualquer outro (SHULMAN, 1987,
2014).

O conhecimento pedagdgico do conteudo vem sendo objeto de estudo de
diversas pesquisas ao longo de mais de trinta anos' e com isso houve uma
ampliagdo desse conceito, tendo em vista as especificidades das areas do
conhecimento investigadas. Nesse sentido, Ball, Thames e Phelps (2008), em seu
artigo trazem uma discusséo sobre os progressos nos estudos desse conhecimento.
O foco dos autores é tratar do conhecimento matematico para o ensino.

Ball, Thames e Phelps (2008, p. 399, tradugdo nossa) identificaram o

conhecimento matematico necessario “[...] para executar as tarefas recorrentes de

12 A respeito dessa tematica existem algumas revisdes sistematicas como a de Goes e Fernandes
(2018), na qual evidenciam que encontram 3329 trabalhos do periodo de 1986 a 2013. Outro trabalho
nessa linha é o de Almeida et al. (2019) que apresentam uma reviséo interativa do conhecimento
pedagoégico do conteudo e dos processos de agdo e raciocinio pedagdgicos, categorias tedricas de
conhecimento docente formuladas por Shulman e colaboradores, nesse levantamento acharam 114
producdes de 1986 a 2019.
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ensinar matematica aos alunos”3. O termo “necessario” foi utilizado pelos
estudiosos com vistas a evitar o reducionismo utilitario da matematica. Com essa
identificagc&o, os autores definiram alguns conhecimentos, sendo eles:

e O conhecimento comum do conteudo: refere-se ao conhecimento e a
habilidade matematica “usada em outras configuragbes além do ensino”'4
(BALL, THAMES, PHELPS, 2008, p. 399, tradugao nossa).

e O conhecimento especializado do conteudo: corresponde ao conhecimento
de Matematica especifico para o ensino.

Para elucidar esse conhecimento, Ball, Thames e Phelps (2008) comentam a
respeito da procura de padrao nos erros dos alunos, da necessidade de possuir
diferentes interpretacdes das operagdes e da avaliagdo de uma abordagem diferente
para ensinar um conteudo.

e O conhecimento do conteudo e dos estudantes: relaciona-se a combinagao
do conhecimento do aluno e da Matematica.

Para tratar desse conhecimento, os estudiosos explicam a necessidade do
professor conhecer seus alunos e a partir disso prever explicacbes, exemplos,
tarefas, dentre outras coisas.

e O conhecimento do conteudo e do ensino: relaciona-se a combinagao do
conhecimento sobre o ensino e a respeito da Matematica.

Sobre esse conhecimento, Ball, Thames e Phelps (2008) comentam que
muitas tarefas matematicas do ensino necessitam do entendimento de questdes
pedagogicas que podem afetar a aprendizagem do aluno.

A partir disso, os estudiosos apresentam um refinamento do conhecimento
pedagogico do conteudo (SHULMAN, 1987) ao tratar do conhecimento matematico
para o0 ensino, para exemplicar as relagdes entre eles trazem o seguinte diagrama

(Figura 1):

13 [...] mathematical knowledge needed to perform the recurrent tasks of teaching mathematics to
students.
14[...] the mathematical knowledge and skill used in settings other than teaching.
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Figura 1 — Dominios do Conhecimento Matematico para o Ensino

Conhecimento Especifico do Conteldo Conhecimento Pedagogico do Contetido

Conhecimento

Conhecimento do conteddo e
comum do dos estudantes
conteudo Conhecimento Conhecimento
especializado |  doconteudoe
Conhecimento do conteudo 0 buniei
do contetudo no Conhecimento
horizonte do conteudo e
do ensino

Fonte: Ball, Thames e Phelps (2008, p. 403, traduc&o nossa)

Nesse diagrama € possivel notar a insergdo do conhecimento do conteudo no
horizonte, o qual se refere a “[...] uma consciéncia de como os topicos matematicos
estdo relacionados ao longo da extensdo da matematica incluida no curriculo”'®
(BALL, THAMES, PHELPS, 2008, p. 403, tradugao nossa). Por exemplo, o professor
de Matematica do 8°ano precisa saber como o0s conceitos que esta ensinando
relaciona-se com os dos anos anteriores e posteriores para, assim, estabelecer
conexdes com o0 que os alunos se depararao mais tarde.

Com vistas aos nossos objetivos de pesquisa, levando em consideragdo o
que foi tratado até o momento e compartiihando da ideia de Elias (2017)'S,
discutiremos, nos préoximos paragrafos, o conhecimento do conteudo no horizonte,
pois esse caracteriza o papel da disciplina de Algebra Linear na formacao inicial de
professores

O conhecimento do conteudo no horizonte, de acordo com Jakobsen et al.

(2012, p. 4642, traducéo nossa), pode ser definido como:

[...] uma orientacdo para e uma familiaridade com a disciplina (ou
disciplinas) que contribui para o ensino da disciplina escolar em
questao, fornecendo aos professores um senso de como o conteudo
ensinado esta situado e conectado a um territério disciplinar mais
amplo. O CCH [conhecimento do conteudo no horizonte] inclui
conhecimento explicito de formas e ferramentas para entender a

5 1...] an awareness of how mathematical topics are related over the span of mathematics included in
the curriculum.

6 Elias (2017) aborda a disciplina de Estruturas Algébricas na formagdo inicial de professores,
mesmo sendo outra disciplina acreditamos que a ideia pode ser transposta, com adequacgdes, para
outras disciplinas matematicas presentes na Licenciatura em Matematica.
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disciplina, os tipos de conhecimento e suas justificativas, e de onde
vém as ideias e como a "verdade" ou validade & estabelecida. O
CCH também inclui o conhecimento das principais orientacbes e
valores disciplinares e as principais estruturas da disciplina. O CCH
permite que os professores “ou¢cam” os alunos, fagam julgamentos
sobre a importancia de ideias ou perguntas especificas e tratem a
disciplina com integridade, todos os recursos para equilibrar a tarefa
fundamental de conectar os alunos a um campo vasto e altamente
desenvolvido'’.

A respeito dessa definicdo, os autores elucidam as expressdes “orientagao
para” e “familiaridade com”, visto que sdo importantes para o entendimento do
conhecimento do conteudo no horizonte. A “familiaridade com” diz respeito a
maneira pela qual o conhecimento é entendido e mantido na mente. Ja a “orientacao
para” refere-se a uma forma de pensar a respeito do conteudo que esta sendo
ensinado e aprendido na escola.

Cabe frisar que Jakobsen et al. (2012) discorrem a respeito desse
conhecimento tendo em vista os conteudos matematicos avangados abordados na
formacéo inicial dos professores de Matematica e tal questao vai ao encontro das
ideias que trataremos em nossa tese, visto que essas sao relacionadas ao ensino e
aprendizagem da Algebra Linear na formacéo inicial de professores. Além disso,
concordamos com os estudiosos ao dizer que a discussdo do conhecimento do
conteudo no horizonte é a principal responsabilidade dos professores das disciplinas
de conteudos matematicos avancados.

Apos esse olhar para a formacgao inicial de professores de Matematica, em
especifico para as questbes dos conhecimentos, na proxima se¢ao traremos um
levantamento de pesquisas acerca do ensino e aprendizagem da Algebra Linear na

Licenciatura em Matematica.

7 Horizon Content Knowledge (HCK) is an orientation to and familiarity with the discipline (or
disciplines) that contribute to the teaching of the school subject at hand, providing teachers with a
sense for how the content being taught is situated in and connected to the broader disciplinary
territory. HCK includes explicit knowledge of the ways of and tools for knowing in the discipline, the
kinds of knowledge and their warrants, and where ideas come from and how “truth” or validity is
established. HCK also includes awareness of core disciplinary orientations and values, and of major
structures of the discipline. HCK enables teachers to “hear” students, to make judgments about the
importance of particular ideas or questions, and to treat the discipline with integrity, all resources for
balancing the fundamental task of connecting learners to a vast and highly developed field.
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1.3 O ENSINO E APRENDIZAGEM DA ALGEBRA LINEAR NA LICENCIATURA EM MATEMATICA: O
QUE ABORDAM AS PESQUISAS NACIONAIS?

Antes de discorrer a respeito dos achados obtidos no levantamento que
descreveremos a seguir, vale salientar que ele foi realizado com o intuito de
conhecer o que estava sendo pesquisado em ambito nacional, ja que acreditamos
ser necessario o olhar para o contexto brasileiro, que assim como em qualquer
outro, possui suas especificidades educacionais e essas devem ser levadas em
consideragao em uma pesquisa.

Tendo em vista o que foi descrito no paragrafo anterior, no més de margo de
2018, realizamos um levantamento das teses e disserta¢des defendidas, de 2006 a
2017'8 em programas nacionais de pods-graduacdo. Tal levantamento foi realizado
em todos os programas de pos-graduacgdo, selecionados por meio da ficha de
avaliagdo presente na Plataforma Sucupira, na area de ensino'®. Todavia, foram
selecionados apenas os programas com foco na Matematica, sendo assim,
verificamos 95 programas dos 139 programas na area de ensino.

Para selecionar os trabalhos que fariam parte do corpus de analise,
buscamos nos titulos pelas seguintes palavras-chave: Algebra Linear e conceitos de
Algebra Linear, tais como: Sistemas de Equacgdes Lineares; determinantes; matrizes;
espacos vetoriais; combinacgao linear; dependéncia e/ou independéncia linear; base;
transformacao linear; autovalor e autovetor. Desse primeiro movimento de busca
foram selecionados 52 trabalhos (Apéndice A).

Diante dessas 52 pesquisas, realizamos um segundo movimento de busca,
agora focando na Licenciatura em Matematica. Desse modo, olhamos os resumos e
as palavras-chave dos trabalhos selecionados e encontramos 13 pesquisas que
tratam da Licenciatura em Matematica, para as quais utilizamos as letras D, para
dissertacao, e T, para tese, seguidas de um numero adotado de acordo com 0 ano

de publicagdo, se houvesse mais de um trabalho para determinado ano,

8 Escolhemos tal periodo, pois em 2016 a autora da tese ingressou no programa de doutorado.
Sendo assim, o0 ano inicial para a busca de teses e dissertagdes foi 2006, levando em consideragao
um periodo de 10 anos. Porém, em 2018, com a pesquisa mais clara em nossa mente, decidimos
observar novamente os programas de pés-graduagao e, entdo, ampliamos a investigagdo para o ano
de 2017.

19 Para maiores informagdes acessar:
<https://sucupira.capes.gov.br/sucupira/public/consultas/avaliacao/consultaFichaAvaliacao.jsf>.
Acesso em: 02 fev. 2018.
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considerariamos a ordem dos programas de pdés-graduacgao, selecionados pela

Plataforma Sucupira, como é possivel observar no Quadro 1:

Quadro 1 - Teses e Dissertacbes defendidas entre os anos 2006-2017
relacionadas a Algebra Linear na Licenciatura em Matematica
Ano de s o .
T/D defesa Instituicdo Autor(a) Titulo
Pontificia Conceitos Fundamentais de Algebra
Universidade Michele Viana : . . 9
D1 2007 o1 Linear: uma abordagem integrando
Catdlica de Debus de Franga RN
~ Geometria Dindmica
Sao Paulo
Pontificia Criagcéo de um software de apoio ao ensino
Universidade | José Renato Fialho . ¢ . . pC i
D2 2009 o . € a aprendizagem de algebra linear: Base e
Catodlica de Rodrigues : ~ .
; ; Dimensao de um Espacgo Vetorial
Minas Gerais
Universidade A nocgéo de Matriz na transi¢éo entre o
D3 2010 Bandeirante Fabio Simido ¢ : o sac
~ Ensino Médio e o Superior
de Sé&o Paulo
Universidade Walter Sérvulo Projetos de Modelagem Matematica e
D4 2011 Federal de Aratio Ranael Sistemas Lineares: contribui¢cdes para a
Ouro Preto J 9 formacgao de Professores de Matematica
. . Conhecimentos e compreensodes revelados
Universidade - . ;
Katia Socorro por estudantes de Licenciatura em
D5 2012 Estadual de ; o . -
: Bertolazi Matematica sobre Sistemas de Equacgdes
Londrina ;
Lineares
Universidade Aretha Fontes Algebra Linear como um Curso de Servigo
D6 2013 Federal de Alves para a Licenciatura em Matematica: o
Juiz de Fora estudo dos Espagos Vetoriais
Universidade . ; . .
Vitor Rezende Algebra Linear como um Curso de Servigo:
D7 2013 Federal de ; ~ .
. Almeida o Estudo das Transformagdes Lineares
Juiz de Fora
Universidade Dependéncia e independéncia linear: um
Mariany Layne de estudo a respeito das dificuldades e
D8 2016 Estadual de = : .
: Souza concepgdes de licenciandos em
Londrina "
Matematica
Universidade
Estadual . O papel das tecnologias digitais em
T1 2015 Paulista, Aparecida Sa”.‘a'?a disciplinas de algebra linear a distancia:
N de Souza Chiari o L .
campus de possibilidades, limites e desafios
Rio Claro
Pontificia " . . .
Universidade | Eneias de Almeida Alg’e.bre! Lmea_r na l_lcenmatura em
T2 2016 < Matematica: contribuicées para a formagao
Catolica de Prado o R
~ do profissional da Educagao Basica
Sao Paulo
T3 2016 Pontificia Maria Eliana

Universidade

Santana da Cruz

Concepgao de Transformacao Linear por
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Catdlica de Silva estudantes de Licenciatura em Matematica
Sao Paulo
Pontificia Transformagdes Lineares em um curso de
Universidade Eliza Souza da Licenciatura em Matematica: uma
T4 2016 1 . o s .
Catdlica de Silva estratégia didatica com uso de tecnologias
Sao Paulo digitais
Universidade . -
Fernando Cardoso Praxeologias e modelos praxeoldgicos
T5 2017 Federal do L e : )
Para de Matos institucionais: o caso da Algebra Linear

Fonte: a propria autora

Com o Quadro 1 é possivel notar que apenas uma pesquisa (T5) nao foi

realizada nas regides Sul e Sudeste do Brasil. Esse fato, da maioria das pesquisas

ser desenvolvida em tais regides, pode ser evidenciado também no levantamento

geral presente no Apéndice A.

ApOs a selecao desses trabalhos, buscamos analisa-los para entendermos a

forma que a Licenciatura foi abordada, investigando se o foco dessas pesquisas foi

no curso de formacgao inicial ou se ele foi um contexto de aplicagdo. Desse modo,

construimos o Quadro 2:

Quadro 2 — Abordagem com a Licenciatura em Matematica nas teses e

dissertagdes

Foco no curso de formagao inicial

Foco no contexto de aplicagao

D4, D6, D7, T1, T2, T5.

D1, D2, D3, D5, D8, T3, T4.

Fonte: a propria autora

De posse dos resultados presentes no Quadro 2, voltamos nosso olhar para

as pesquisas com foco no curso de Licenciatura em Matematica (D4, D6, D7, T1, T2,

T3 e T5) com vistas a conhecer os referencias tedricos adotados e os resultados

obtidos. Desse modo, elaboramos o Quadro 3:

Quadro 3 — Teses e Dissertacdo com foco no curso de Licenciatura em

Matematica

Cédigo Objetivo Referencial teérico Resultados
Constatou-se que o trabalho
Investigar as com Projetos de Modelagem
contribuigbes da | Modelagem Matematica; Matematica possibilita ao futuro
elaboragdo de Projetos | Formagao inicial de | professor relacionar e
D4 de Modelagem | professores; ressignificar “[...] o objeto
Matematica para a | Ensino de Algebra Linear; matematico a luz de suas
formacgao de | Projetos de trabalho. aplicagcées” (RANGEL, 2011, p.
Professores de 108). De modo geral, o autor vé
Matematica. nos Projetos de Modelagem
Matematica “[...] uma alternativa
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propicia para a formacgao inicial
de um Professor de
Matematica” (RANGEL, 2011, p.
109)

Levantar as
caracteristicas de um

O Curso de Servigo proposto
pela autora tem como foco o
estudo dos espacgos vetoriais, o
qual possui  caracteristicas
relacionadas a metodologia de
sala de aula, a expectativa
quanto a postura do professor

X Modelos dos Campos o X
Curso de Servico de Semanticos: de matematica e, por fim, ao
. . emanticos; ., .
D6 Algebra Linear voltado F 50 Matematica do conteudo de Espacos Vetoriais
a alunos de | -ormagaoc vatematic e sua relagdo com a formagao
. . Professor de Matematica. i
Licenciatura em do professor de Matematica. De
Matematica. modo geral, a autora visou
indicar uma alternativa de curso
de servico que pode ser
empregado nos cursos de
Licenciaturas em Matematica.
Investigar quais sdo as | Modelo dos Campos | O autor apresenta uma proposta
caracteristicas que | Semanticos; de ensino do conteudo de
deve possuir a | Teria da Atividade; Transformagdo Linear para a
disciplina Algebra | Formagao do Professor de | formacéo matematica dos
Linear para que ela | Matematica. estudantes de licenciatura
seja considerada um partindo da ideia da disciplina
Curso de Servigo para de Algebra Linear como sendo
uma Licenciatura em um curso de Servico. De modo
D7 Matematica. geral, o autor considera que as
“[...]Joropostas de Cursos de
Servigo e de materiais didaticos
especificos uma oportunidade
de sugerir transformacdes na
atual formagao Matematica dos
professores de Matematica em
nossas universidades”
(ALMEIDA, 2013, p. 139).
Compreender o papel Ao analisar quatro cursos de
das tecnologias digitais Licenciatura em Matematica a
(TD) nos processos distancia vinculados a
educativos associados Universidade Aberta do Brasil a
a disciplinas de Algebra autora construiu um modelo
Linear de quatro cursos para identificar padrdes de uso
de Licenciatura em de tecnologias nas instituigdes a
Matematica a distancia | Ensino e aprendizagem de | fim de validar a sua analise e
T vinculadas a Algebra Linear; provocar reflexbes sobre a
Universidade Aberta do | Tecnologia digitais; consisténcia entre as praticas
Brasil (UAB), no | Educacao a distancia. observadas e os objetivos
contexto de seus institucionais. Por meio da sua
Ambientes Virtuais analise a autora percebeu a
(AVA). necessidade de estimular mais
os modos de descrigao (formal,
algébrico e geométrico), sendo
que esse pode ser feito por
meio das tecnologias digitais.
Compreender a Algebra | Formagao inicial do O autor analisou seis cursos de
Linear ensinada para a | professor; Licenciatura em Matematica e
T2 : : ) . . .
Licenciatura em | Ensino e Aprendizagem de | entrevistou oito professores,
Matematica como um | Algebra Linear; alguns j& ministraram a
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saber voltado para a
formacao do professor
de Matematica que

atuara na Educacao
Basica e buscar
elementos e

possibilidades ~ para
ressignificar a Algebra
Linear nessa formacgéo,

concebendo um
conjunto de
conhecimentos em
Algebra Linear,
necessario para

fundamentar a Algebra
a ser ensinada, na
Educacao Basica.

Pensamento Matematico
Avancado.

disciplina de Algebra Linear e
outros foram coordenadores de
curso. Com a pesquisa o autor
pontua a importancia de se
refletir a respeito da Algebra
Linear na Licenciatura em
Matematica.

Elaborar uma proposta

de um Modelo
Epistemolégico de
Referéncia para se

ensinar Algebra Linear,
voltada para o ensino
basico, ou seja,
utilizando-se objetos
deste nivel de ensino,
como provedores de
metodologias referente
ao ensino, com impacto
direto na formacao de
professores, tornando-
se um modelo

T5

Teoria Antropoldgica do
Didatico;
Algebra Linear

O autor elaborou um modelo
epistemolégico de referéncia
alternativo para o ensino de
Algebra Linear e um percurso
de estudo e pesquisa que foi
utiizado como metodologia de
ensino em um curso de
Licenciatura em Matematica.

epistemolégico
alternativo para o curso
de Licenciatura em
Matematica do Instituto
Federal do Para.

Fonte: a propria autora

Com base nas caracteristicas das pesquisas presentes no Quadro 3, é
possivel notar o interesse em se investigar a disciplina de Algebra Linear na
Licenciatura em Matematica (T1 e T2). Temos que T1 analisou o papel das
tecnologias digitais em quatro cursos, na modalidade Ensino a Distancia, vinculados
a Universidade Aberta do Brasil. Ja T2 analisa alguns cursos presenciais visando
compreender como a Algebra Linear voltada para a Licenciatura é concebida, além
disso, vemos em T2 reflexdo do modo como tal disciplina poderia ser abordada para
os futuros professores de Matematica.

Outro aspecto que pode ser observado no Quadro 3 é referente a proposigao
de estratégias para o ensino de Algebra Linear, levando em consideragdo as

especificidades de um curso destinado a formagao inicial de professores (D4, D6, D7
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e T5). Nessa perspectiva os autores de D4, D6 e D7 comentam a respeito da
necessidade de pensar nas disciplinas matematicas, em especifico a Algebra Linear,
com vistas a contribuir para a pratica docente. TS nessa mesma linha traz uma
proposta de Modelo Epistemoldgico de Referéncia (MER)? com a finalidade de
ensinar a Algebra Linear voltada para a Educacédo Basica, tal modelo parte de
Sistema de Equacdbes Lineares e vai até Espacgos Vetoriais.

E interessante ressaltar que nossa tese vai ao encontro do que T5 propde,
mas nos diferenciamos ao propor um dialogo da Teoria Antropoldgica do Didatico
com a APOE para a formagcao de professores. Além de destacarmos apenas um
assunto, Sistema de Equacgdes Lineares, enquanto Matos (2017) trata até Espacos
Vetoriais.

Mediante esses ultimos trabalhos (D4, D6, D7 e T5) podemos escrever que
nossa pesquisa se enquadra nessa tematica, isto €, de apresentar estratégias para o
processo de ensino e aprendizagem de conceitos abordados na disciplina de
Algebra Linear na Licenciatura em Matematica, visando aproximar os conceitos da
Educacao Basica.

Sendo assim, nos proximos capitulos discutiremos a respeito da Teoria APOE
e da Teoria Antropoldgica do Didatico, propondo um dialogo entre essas teorias na

Licenciatura em Matematica.

20 Trataremos detalhadamente a respeito do Modelo Epistemolégico de Referéncia no Capitulo 3.
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CAPITULO 2
TEORIA APOE

Neste capitulo apresentamos a Teoria APOE, trazendo suas caracteristicas,
com vistas a contemplar o objetivo dessa pesquisa, a saber: “desenvolver um
Percurso de Estudo e Pesquisa, valendo-se da Teoria APOE e da Teoria
Antropolégica do Didatico, para o ensino da Algebra Linear na formacéo inicial de
professores de Matematica”. Vale salientar que em nosso trabalho optamos pelo uso
do nome da teoria traduzido, ou seja, APOE, seguindo a nomenclatura utilizada por
muitos paises, como o0 Meéxico, e a Espanha, embora trabalhos em lingua
portuguesa utilizem a terminologia em inglés APOS.

Tendo em vista o objetivo da tese, dividimos esse capitulo em trés segdes: na
primeira, apresentamos o Pensamento Matematico Avangado, uma vez que é nesse
campo que a Teoria APOE foi desenvolvida. Na segunda secdo, discorremos a
respeito do desenvolvimento e das caracteristicas da Teoria APOE. Na terceira e
ultima segdo, apresentamos a decomposicdo genética, que corresponde ao
instrumento adotado para descrever e evidenciar as concepg¢des acerca de um

conceito matematico.

2.1 PENSAMENTO MATEMATICO AVANCADO

As discussbes sobre o Pensamento Matematico Avancado (PMA), como
apresenta Tall (2002), comecaram no Grupo Internacional de Psicologia da
Matematica?' e em 1985 foi formado um grupo especifico do PMA.

O PMA néo possui uma definicdo, mas elementos que o caracterizam e ha
diversos autores que discorrem a seu respeito, como Tall (2002); Dreyfus (2002);
Dubinsky (2002); Harel e Sowder (2005), dentre outros. Nos proximos paragrafos,
apresentaremos as caracterizagdes adotadas por esses pesquisadores.

Tall (2002, p. 20, tradugao nossa) considera que o PMA esta relacionado a
Matematica vista no Ensino Superior, ja que para o autor a “[...] mudanca do
pensamento matematico elementar para o avangado envolve uma transicao

significativa: a da descricdo para a definicdo, do convencimento para a prova de

21 The International Group for the Psychology of Mathematics.
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uma maneira légica com base nessas definigdes”?? e esses aspectos mais formais
sdo abordados nesse nivel de ensino.

Dreyfus (2002) comenta que o PMA é caracterizado pela presenca dos
processos de representagdo e abstragdo. O processo de representagdo tem uma
importante fungdo na Matematica, sendo este central para aprendé-la e para pensa-
la . Ja o processo de abstracdo € um processo que necessita de dois pré-requisitos:
0s processos de generalizagéo e de sintese.

Dubinsky (2002) traz uma discuss&o a respeito de uma extensdo do estudo
de Piaget no que tange as abstragbes??, relacionando-as a conceitos abordados no
Ensino Superior. A abstracao reflexionante envolve o conhecimento ou consciéncia
das agdes, além disso, “[...] 0 que quer que seja ‘abstraido’ € projetado em um plano
superior de pensamento (1985, p. 29-31)%*, em que outras agbes estdo presentes,
bem como modos de pensamentos mais poderosos” (DUBINSKY, 2002, p. 99,
tradugdo nossa)?°.

Harel e Sowder (2005), para discorrerem acerca do PMA, esclarecem que o
termo avancgado esta relacionado ao processo envolvido, mostrando que pode haver
um pensamento matematico avangcado e um pensamento relacionado a uma
Matematica avancada. Além disso, os autores comentam que as maneiras de
pensar levam em consideragao obstaculos tanto didaticos quanto epistemologicos,
sendo que esses Ultimos estdo envolvidos no desenvolvimento do pensamento
matematico avancgado, no sentido que o “[...] nivel de aquisicdo de uma maneira de
pensar por um individuo € determinado pela extensdo em que ele superou esses
obstaculos”® (HAREL; SOWDER, 2005, p. 34-35, tradugdo nossa).

Para esclarecer como um obstaculo epistemodlogico esta presente no PMA,
Harel e Sowder (2005) trazem o seguinte exemplo: um professor apresenta aos seus
alunos um problema, no qual solicita que encontrem uma abscissa de um ponto na
reta numérica cuja distancia entre esse ponto e 1 seja metade da distancia até —4.
Nesse problema, os alunos conseguem representar algebricamente que essa

abscissa sera dada por (x + 4)/2.

22 The move from elementary to advanced mathematical thinking involves a significant transition: that
from describing to defining, from convincing to proving in a logical manner based on those definitions.
23 Na secao 2.2 apresentaremos mais detalhes a respeito das abstragdes discutidas por Piaget.

24 Dubinsky vale-se de Piaget para fazer essa citagdo.

25 Whatever is thus “abstracted” is projected onto a higher plane of thought (1985, pp. 29-31) where
other actions are present as well as more powerful modes of thought.

26 [...] level of acquisition of a way of thinking by an individual is determined by the extent to which the
individual has overcome these obstacles.
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Todavia, quando questionados a respeito de outra forma de representar a
distancia entre x e 1, ndo conseguem pensar de maneira diferente da exposta, uma
vez que ainda encontram dificuldades em formar equacgdes. Essa dificuldade, de
acordo com Harel e Sowder (2005), ocorre devido ao x ser usado tanto para
representar uma incognita quanto para expressar uma variavel e isso pode ser
justificado como um obstaculo epistemoldgico, pois € “[...] uma afirmag¢do que pode
ser apoiada pelo desenvolvimento historico da nogao de ‘variavel’ no século XVII"%7
(HAREL; SOWDER, 2005, p. 39, tradugao nossa).

Aspectos com relagdo a diferenciacdo entre o PMA e o Pensamento
Matematico Elementar (PME) sdo abordados por Gray et al. (1999). Os estudiosos
comentam que no PMA os objetos sdo criados a partir de propriedades e que no
PME as propriedades sao deduzidas a partir dos objetos (manipulagéo). Com isso,
segundo Gray et al. (1999, p. 6, tradugcado nossa), tem-se que “[...] uma perspectiva
estrutural pode se referir a objetos visuais na Matematica elementar e a uma
estrutura formal, ao estilo Bourbaki, na Matematica avangada”?®.

Ainda com relagao a diferenciagdo do PMA e do PME temos que para Dreyfus
(2002) nao ha uma distingdo nitida entre eles. Para o autor, a diferenga entre os
pensamentos esta relacionada a complexidade com que se tratam os processos de
representacdo e abstracdo. Harel e Sowder (2005) e Edwards, Dubinsky e
McDonald (2005) vao na mesma linha de Dreyfus, considerando aspectos
relacionados ao desenvolvimento e a complexidade do pensamento.

Mediante o exposto, consideramos que o PMA pode ocorrer em qualquer
nivel de ensino, assim como, apresentam Dreyfus (2002), Harel e Sowder (2005).
Além de admitirmos, como Dubinsky (2002), que a abstracao reflexionante contribui
para o desenvolvimento desse pensamento matematico. E interessante frisar que
Edwards, Dubinsky e McDonald (2005) trazem uma definicdo do PMA, considerando
o contexto do Ensino Superior, afirmando que este conceito pode ocorrer em
qualquer idade do aluno, mas que para a definicAo sdo necessarias certas
condi¢cbes, como o raciocinio rigoroso e dedutivo, que s6 ocorrem no contexto por

eles considerado.

27 1...] a claim that can be supported by the historical development of the notion of “variable” in the
17th century.

28 Thus, a structural perspective may refer to visual objects in elementary mathematics and Bourbaki-
style formal structure in advanced mathematics.
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A caracterizagao apresentada a respeito do PMA visou mostrar como esse
pensamento € entendido por diferentes estudiosos e 0 que assumimos para nosso
trabalho, de acordo com Dubinsky, visto que esse autor junto com alguns
colaboradores desenvolveu a Teoria APOE. Desse modo, na proxima secgao
apresentamos como se deu o desenvolvimento da referida teoria, bem como suas

caracteristicas.

2.2 TEORIA APOE: DESENVOLVIMENTO E CARACTERISTICAS

A Teoria APOE trata como os conceitos matematicos podem ser construidos
a partir das estruturas mentais Agdes, Processos, Objetos e Esquemas. A APOE
comegou a ser desenvolvida por Dubinsky e seus colaboradores, na década de
1980, e teve como inspiragcédo os estudos de Jean Piaget a respeito das abstragdes,
mais especificamente da abstragao reflexionante, que corresponde, de modo geral,
a forma como o individuo lida com os objetos matematicos (ARNON et al., 2014).

Em 1984, de acordo com Arnon et al. (2014), houve a primeira publicagao
envolvendo as ideias de Dubinsky e seus colaboradores a respeito da construgao de
conceitos matematicos. Essa publicagdo foi feita em um proceedings de uma
conferéncia que aconteceu em Helsinki, na Finlandia, e discutiu as distingdes das
estruturas mentais (agao-processo-objeto-esquema), por meio do uso de um
programa de computador. Nessa época, segundo os autores, Dubinsky tinha
interesse em verificar como o uso de computadores poderia auxiliar os estudantes
da graduagao a construir conceitos matematicos.

Arnon et al. (2014) trazem ainda que Dubinsky e seus colaboradores, durante
os anos de 1985-1995, desenvolveram um método pedagdgico baseado na
decomposigdo genética®®, que corresponde a uma forma de descrever as estruturas
mentais: agao-processo-objeto-esquema.

No periodo de 1995-2003, Dubinsky e seus colaboradores foram
responsaveis por conduzir o desenvolvimento de um curriculo para os cursos de
graduacdo em Matematica, dos Estados Unidos da América. Visando esse

desenvolvimento surgiu a Comunidade de Pesquisa em Educagdo Matematica na

29 Abordaremos na segdo 2.3 a decomposigédo genética.
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Graduagao® que intensificou os estudos envolvendo a Teoria APOE (ARNON et al.,
2014).

Os estudos relacionados a Teoria APOE continuam sendo realizados por
grupos de pesquisa em diversos lugares, como no México e no Brasil. O grupo de
pesquisadores do México, segundo Arnon et al. (2014), estuda as construgdes de
conceitos matematicos valendo-se da APOE e também sugere métodos
pedagogicos para o estudo dos conceitos estudados empregando a referida teoria.
Em relacdo ao Brasil, temos teses e dissertacdes que utilizam a APOE, de acordo
com Messias e Brandemberg (2019), para investigar principalmente as concepgoes
de estudantes acerca de algum conceito matematico.

ApOs essa descricdo de como se deu o desenvolvimento da Teoria APOE,
nas proximas subsecdes trataremos da abstracéo reflexionante e das caracteristicas
da Teoria APOE.

2.2.1 Abstragao Reflexionante

Piaget e seus colaboradores (1995) diferenciaram trés tipos de abstracoes:
empirica, pseudoempirica e reflexionante. Nos préximos paragrafos, discorreremos a
respeito dessas abstracdes e elucidaremos a importancia da abstragao reflexionante
para a Teoria APOE.

A abstragdo empirica (empirique) € aquela que resulta do conhecimento das
propriedades dos objetos ou de acgdes. Nessa abstragcdo, as propriedades e
caracteristicas dos objetos (musica, morango, peixe...) ou de agdes (andar de
bicicleta, falar...) sdo retiradas por meio da observacdo (DUBINSKY, 2002; BECKER,
2017).

Na abstracdo reflexionante (réfléchissante), de acordo com Becker (2017, p.
373), “[...] o sujeito retira qualidades das coordenagbes das ag¢des que, por se
realizarem internamente ao sujeito ndo sdo observaveis”. Segundo Piaget et al.
(1995, p. 193):

A abstragdo ‘reflexionante’ € um processo que permite construir
estruturas novas, em virtude da reorganizagdo de elementos tirados
de estruturas anteriores e, como tal, tanto pode funcionar de maneira
inconsciente como sob a direcdo de intengdes deliberadas:

30 Research in Undergraduate Mathematics Education Community
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particularmente, o sujeito de uma investigagdo ignora, por muito
tempo, de que fontes ele tem haurido os mecanismos constitutivos
de sua nova construgao [...].

A abstracdo pseudoempirica (pseudo-empirique) € intermediaria entre a
abstracdo empirica e a reflexionante. Segundo Becker (2017, p. 374, grifo do autor),
se “[...] retirarmos dos observaveis ndo mais suas caracteristicas, mas o que ndés,
sujeitos, colocamos neles, teremos uma abstragao pseudoempirica (pseudo-
empirique)’. Para Piaget et al. (1995, p. 146), essa abstragcdo € uma variante da

reflexionante:

[...] a abstracdo pseudoempirica apareceu bem como um caso
particular de abstracao reflexionante: o que o sujeito tira dos objetos
(além, naturalmente, de suas qualidades fisicas registradas por
abstragdo empirica: diferenca de cores e de tamanho) sdo as
propriedades que é capaz de neles introduzir, de acordo com o nivel
de suas coordenacdes de agoes.

A partir disso, notamos que os tipos de abstracdo ndo sdo completamente

independentes:

As agdes que levam a abstracdo pseudoempirica e reflexionante sao
realizadas em objetos cujas propriedades o sujeito s6 conhece por
meio da abstracdo empirica. Por outro lado, a abstragao empirica s6
€ possivel por meio de esquemas de assimilacdo que foram
construidos pela abstracéo reflexionante (PIAGET, 1985, p. 18-19,
apud DUBINSKY, 2002, p. 98, tradugdo nossa)®'.

Mesmo que os tipos das abstragdes ndo sejam independentes entre si, é
possivel inferir a respeito da importancia do papel da abstragao reflexionante, uma
vez que ela ¢é utlizada para descrever a construcdo de estruturas no
desenvolvimento cognitivo dos sujeitos. Levando esse aspecto em consideragéo,
Piaget, segundo Dubinsky (2002), comenta que as constru¢cbes de estruturas
matematicas sdo advindas dessa abstracao.

Dubinsky (2002), ao ponderar a respeito de aspectos utilizados nas
construgcbes das estruturas matematicas apresentados por Piaget, separou quatro

aspectos — interiorizagao, coordenagao, encapsulacéo, generalizagao — e considerou

31 The actions that lead to pseudo-empirical and reflective abstraction are performed on objects whose
properties the subject only comes to know through empirical abstraction. On the other hand, empirical
abstraction is only made possible through assimilation schemas which were constructed by reflective
abstraction (Piaget, 1985, pp. 18—19).
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um quinto — reversibilidade — que Piaget discutiu, mas que nao considerou parte da
abstracao reflexionante.

A interiorizagdo corresponde a uma forma de construir processos internos
como uma maneira de entender o significado dos fendmenos observados
(DUBINSKY, 2002). Como exemplo da interiorizagdo, podemos pensar que, apds o
individuo refletir a respeito dos procedimentos realizados para verificar se um
conjunto de vetores é linearmente dependente ou independente, ele compreende
que, em um conjunto de vetores linearmente dependentes, um vetor pode ser escrito
como combinacéo linear dos demais (SOUZA, 2016).

A coordenacgéo, consoante a Dubinsky (2002), refere-se a forma de usar uma
ou mais agdes para construir novos conhecimentos. Um exemplo desse aspecto da
abstracao reflexionante relaciona-se a construcdo da ideia de numero pelas
criangas, na qual, segundo Dubinsky e Lewin (1986), &€ necessario o uso das ideias
de seriacao e classificagao.

A encapsulagéo, de acordo com Dubinsky (2002), diz respeito as agdes que
se tornam tematizadas no pensamento ou sdo assimiladas. Como exemplo da
encapsulacao, temos o entendimento do conceito de transformacgao linear como um
todo, no qual o individuo reconhece suas caracteristicas e consegue realizar
manipulagdes conscientes no conceito matematico em questao.

A generalizagéo, segundo Dubinsky (2002), relaciona-se a aplicagdo de um
esquema existente a uma colegao ampla de fendmenos. Para esse aspecto da
abstracao reflexionante, podemos pensar que um individuo que esta estudando a
comutatividade da adicdo de polinbmios pode estender essa propriedade para a
adicdo de matrizes.

A reversibilidade consiste em reverter o processo original (DUBINSKY, 2002).
Como exemplo da reversibilidade, temos a situagdo de um individuo que, ao lhe ser
solicitado que efetue (x + 4)?, ele realiza a multiplicagdo e constata que se tem um
trinbmio quadrado perfeito. Esse processo pode ser revertido, isto €, apresenta-se o
polindmio x2 + 8x + 16 e se solicita que o individuo apresente a sua forma fatorada.

Com essa subsecdo podemos notar, assim como evidenciado por Piaget,
como a abstracdo reflexionante é importante para a construgcdo de conceitos
matematicos e esse aspecto foi considerado por Dubinsky e seus colaboradores ao
refletirem sobre o desenvolvimento do pensamento de uma Matematica avangada.

Mediante as informagdes apresentadas para esclarecer a abstracido reflexionante,
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na préoxima subsecao discutiremos a respeito da Teoria APOE, trazendo as

caracteristicas dos elementos que a compde.

2.2.2 Teoria APOE

Dubinsky e seus colaboradores, para desenvolver a Teoria APOE,
relacionaram os aspectos da abstracdo reflexionante (interiorizagdo, coordenagao,
encapsulagédo, generalizagdo e reversibilidade) com conceitos especificos da
Matematica do Ensino Superior. Ao realizar essa relagao, temos a construgcao de
estruturas mentais — acéo, processo, objeto e esquema — que caracterizam o uso da
sigla APOE, tais estruturas serdo explicitadas nos paragrafos que seguem.

A acdo é uma transformacdo que um individuo realiza sobre um objeto
matematico (ASIALA et al., 1996). Essa transformacgao é executada explicitamente
pelo individuo e precisa ser guiada por instrugées externas, como seguir exemplos
semelhantes ao que é solicitado. Além disso, as etapas usadas na agao sempre
ajudam a invocar a proxima etapa necessaria, visto que o individuo ainda né&o
consegue identificar o que deve ser feito se “pular’ alguma etapa. Dizemos que tem
a concepgdo-acdo®?, o individuo que evidencia a necessidade de apresentar o
passo-a-passo, de seguir algum exemplo semelhante para realizar a transformacao
do que é solicitado.

A concepgao-acao, de acordo com Dubinsky (1996), pode ser evidenciada da
seguinte forma: quando um estudante ndo é capaz de interpretar uma situacao
obtendo uma fungcdo que a represente. Nesse caso, como o autor mostra, o
estudante ndo consegue ir além de manipular formulas e encontrar pontos
especificos.

Outro exemplo da concepcao-acao é apresentado por Roa-Fuentes e Oktag
(2010). As autoras comentam que um individuo tera a concepcado-acdo de uma
transformacao linear se ele precisar de uma formula explicita que possibilite verificar
as propriedades de linearidade partindo do seguinte questionamento: T € uma
transformacao linear?

Mesmo com a caracteristica descrita a respeito da concepc¢ao-ac¢ao, Arnon et
al. (2014, p. 20, traducao nossa) dizem que a “[...] agao € fundamental para a Teoria

82 Na Teoria APOE concepgdo é entendida como a forma como o individuo lida com um objeto
matematico. Assim temos: concepgao-agao; concepgao-processo; concepgao-objeto.
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APOE. Uma concepgao-acado é necessaria para desenvolver outras estruturas. Em
particular, processos sao agdes interiorizadas, e objetos mentais surgem devido a
aplicacdo de agdes™3. Levando isso em consideragdo e refletindo a respeito do
conceito de Sistemas de Equacgdes Lineares, temos que no uso de um método de
resolugcao, como o Escalonamento, podemos comecgar executando ag¢ées a fim de
obter Sistemas de Equacbes Lineares equivalentes que possibilitem encontrar os
valores das incognitas.

Quando um individuo interioriza as ac¢des evidencia-se a construgdo da
estrutura mental processo. A interiorizagdo acontece no momento em que o
estudante apds repetir as agdes consegue refletir a respeito delas, percebendo que
nao é necessario executar explicitamente as etapas, além de ser capaz de pula-las e
reverté-las. A respeito disso, Dubinsky e McDonald (2002, p. 3, tradugcdo nossa)
comentam que “[...] um individuo pode pensar em realizar um processo sem
realmente fazé-lo, e, portanto, pode pensar em inverté-lo e compd-lo com outros
processos™*. Quando um individuo mostra indicios de realizar manipulagées em
conceitos matematicos de forma mais “consciente” é dito que ele possui concepgéo-
processo.

Dubinsky (1996) ressalta, que diferentemente da concepgao-acdo, na
concepgao-processo o individuo tem certo controle no que esta realizando, sua
atitude ndo € mais uma resposta a sinais externos, como, por exemplo, a
dependéncia de seguir etapas para responder a uma questao.

Para exemplificar a concepgao-processo, Dubinsky (1996) mostra que essa
concepcgao permite ao individuo pensar no conceito fungdo como algo que recebe
uma ou mais entradas, isto €, os valores das variaveis independentes, nas quais sédo
realizadas uma ou mais operacdes e que resulta nas saidas, os valores das
variaveis dependentes. Outra situagao relacionada a fungado é que na concepgao-
processo, 0 estudante consegue perceber que para construir um grafico de uma
Funcao Polinominal do 1° Grau pode-se usar apenas dois pontos.

Outro exemplo é dado por Stewart (2008) a respeito do conceito de

autovalores e autovetores. A autora apresenta que para a concepgao-processo €

33 [...] Actions are fundamental to APOS Theory. An Action conception is necessary for the
development of other structures. In particular, Processes are interiorized Actions, and mental Objects
arise because of application of Action.

34 1...] An individual can think of performing a process without actually doing it, and therefore can think
about reversing it and composing it with other processes.
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necessario que o estudante perceba a existéncia de infinitos autovetores associados
a cada autovalor e compreenda o processo de encontra-los.

No momento em que o individuo toma consciéncia do processo como um todo
temos a estrutura mental objefo. A respeito dessa estrutura mental, Dubinsky (2005,
p. 339, apud ARNON et al., 2014, p. 21, tradugado nossa) comenta:

Se alguém toma consciéncia do processo como uma totalidade,
percebe que as transformagbes podem atuar nessa totalidade e pode
realmente construir essas transformacgdes (explicitamente ou na
imaginacao), entdo dizemos que o individuo encapsulou o processo
em um objeto cognitivo. Para o conceito de fungdo, o
encapsulamento permite aplicar transformacbes de funcbes, como
formar um conjunto de fungdes, definir operagdes aritméticas em um
conjunto, equipa-lo com uma topologia, etc. %°

Asiala et al. (1996) ressaltam que pode ser necessario que haja a
desencapsulagcdo do objeto no processo para que possam ser retiradas certas
propriedades, que sdo necessarias para usar em outras manipulagdes de conceitos
matematicos. Em relagdo a essa observacao, os autores a exemplificam recorrendo
ao conceito de funcdo, comentando que é necessario retirar certas propriedades
para que sejam realizadas algumas operagdes, como a adigdo e a multiplicacado de
funcdes.

Quando um individuo consegue entender um conceito matematico em sua
totalidade, convertendo um processo (dinamico) em um objeto (estatico) dizemos
que ele possui a concepgao-objeto. Nos paragrafos anteriores, trouxemos exemplos
relacionados a concepgéo-objeto do conceito fungéo.

Outro exemplo dessa concepcéao é apresentado por Stewart (2008) a respeito
do conceito de base de um espacgo vetorial. A autora comenta que um estudante
manifesta a concepgao-objeto quando opera em uma base, com certas
transformacdes (por exemplo, rotagao, reflexdo) para fornecer outra base para o R>.
Nesse caso, usando a nomenclatura adotada por Stewart (2008), o estudante

apresenta a concepgao-objeto-corporificado, a autora inclui o termo corporificado por

35 If one becomes aware of the process as a totality, realizes that transformations can act on that
totality and can actually construct such transformations (explicitly or in one’s imagination), then we say
the individual has encapsulated the process into a cognitive object. For the function concept,
encapsulation allows one to apply transformations of functions such as forming a set of functions,
defining arithmetic operations on such a set, equipping it with a topology, etc.
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conta do uso dos Trés Mundos da Matematica de Tall (2004), que se refere a forma
COMO as coisas sao percebidas e sentidas.

A estrutura mental esquema correspode a uma colecao de acgdes, processos,
objetos e outros esquemas (ARNON et al., 2014). Dubisnky (2002) salienta que um
esquema € caracterizado como uma estrutura dinamica que esta em constante
reconstrucao.

Ainda a respeito do esquema, Arnon et al. (2014) comentam que a coeréncia
de um esquema esta na capacidade do individuo saber quando essa estrutura
mental pode ser utilizada para lidar com uma situagdo matematica especifica.

As componentes da Teoria APOE podem ser ilustradas na Figura 2, a seguir:

Figura 2 — Teoria APOE

Esquema
Interiorizagdo
Acoes
i Processos
Objetos Coordenacéo
. Reversibilidade
Encapsulacéo
Desencapsulacédo

Fonte: ARNON et al., 2014, p.18, traducao nossa.

Com a Figura 2 é possivel observar que operamos ag¢des nos objetos; as
acoes sao interiorizadas em processos que podem ser coordenados e revertidos;
esses processos sao encapsulados em objefos; e os objetos podem ser,
dependendo da necessidade, desencapsulados novamente em processos. Todas
essas construcdes relacionadas a abstracdo reflexionante sdo partes de um
esquema.

Do modo apresentado, seguindo uma perspectiva cognitiva, trouxemos como
um conceito matematico pode ser construido, segundo a APOE. Essa caracteristica
de fragmentar um conceito levando em consideragédo a relagao entre as estruturas
mentais e os aspectos da abstracdo reflexionante recebe a denominacido de

decomposigédo genética que sera discutida na préxima secao.
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2.3 DECOMPOSICAO GENETICA

Uma decomposigado genética (DG) é “[...] um modelo hipotético que descreve
as estruturas mentais e os mecanismos que um estudante pode precisar construir
para aprender um conceito matematico especifico” (ARNON et al., 2014, p. 27,
tradugdo nossa)s.

Arnon et al. (2014) salientam que uma DG pode ser construida com base nas
experiéncias de ensino dos pesquisadores, em seus conhecimentos matematicos,
em pesquisas ja publicadas e no desenvolvimento histérico do conceito.

Para construir uma DG é importante levar em conta aspectos das estruturas
mentais e da abstracao reflexionante, ndo a confundindo com uma descricao de uma
sequéncia de ensino, usando inadequadamente os termos da Teoria APOE. O
problema de realizar uma descricdo desse tipo é considerar uma DG como uma
simples lista de operacdes realizadas pelos estudantes (ARNON et al., 2014).

Além disso, cabe ressaltar, de acordo com Arnon et al. (2014), que uma DG
de um conceito n&o € unica, por ser algo que sofre a influéncia de pesquisadores e
até mesmo por meio de sua refinagdo, obtida pela observacdo da aplicagcdo aos
estudantes.

Em relacdo a refinacdo, Garcia-Martinez e Parraguez-Gonzalez (2015)
comentam que depois de desenhada a DG é necessario revisa-la e/ou refina-la.
Para tanto, as autoras dizem que essa refinagdo pode ser feita por meio da
observacdo na aplicacdo de atividades preparadas com base na decomposicao
genética ou na elaboragcdo e na aplicacdo de instrumentos que comprovem se 0s
estudantes analisados mostram as construgdes mentais pensadas na
decomposigéao.

Arnon et al. (2014) mostram ainda que o refinamento de uma DG pode ser
realizado por meio de um ciclo de instrugdo — analise — refinamento, o qual pode
ser realizado quantas vezes o(a) pesquisador(a) achar necessario para descrever
adequadamente como os estudantes constroem os conceitos matematicos.

E interessante pensar que o refinamento é um ponto chave do ciclo de ensino
desenvolvido por Dubinsky e seus colaboradores. Tal ciclo de ensino faz parte de
um framework da Teoria APOE e foi proposto para o desenvolvimento curricular de

36 [...] a hypothetical model that describes the mental structures and mechanisms that a student might
need to construct in order to learn a specific mathematical concept.
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cursos de graduagao (DUBINSKY; MCDONALD, 2002). O framework proposto é
discutido em Asiala et al. (1996), sendo mostrado que ele possui trés componentes,

como representado na Figura 3:

Figura 3 — Componentes do framework da Teoria APOE

« Analise teorica
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Fonte: Asiala et al., 1996, p. 5, tradugao nossa

Na analise tedrica busca-se compreender o significado de um conceito e
como ele pode ser construido pelo estudante (ASIALA et al., 1996). Como resultado
dessa analise tem-se a decomposi¢ao genética de um conceito.

A outra componente do framework, projetar e implementar instrugdo, tem
como base a analise tedrica. Nessa parte, Dubinsky e seus colaboradores propdem
uma possibilidade pedagogica denominada ciclo de ensino ACE que é constituido
por trés elementos: (A) atividades; (C) discussdo em classe; e (E) exercicios. A DG é
essencial para a realizagdo do ciclo de ensino ACE (Figura 4), uma vez que por
meio dela é possivel elaborar tarefas que possibilitem ao aluno construcbes das

concepgodes abordadas pela Teoria APOE.

Figura 4 — Relacao entre o ciclo ACE e a decomposigao genética
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Fonte: ARNON et al., 2014, p. 58, tradugao nossa
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As atividades propostas devem ser realizadas pelos alunos em equipes, nas
quais eles resolverao tarefas projetadas visando as constru¢gdes mentais sugeridas
pela decomposicao genética. Arnon et al. (2014) explicam que o foco desse primeiro
elemento do ciclo é promover a abstragdo reflexionante. A discussdo em classe
envolve a discussao orientada pelo(a) professor(a) nas equipes a respeito das
atividades para em seguida ser ampliada para a classe toda. Os exercicios séo
propostos para os estudantes realizarem em sua casa e consistem em problemas
padronizados, com vistas a reforcar as atividades e a discussdo em sala.

A terceira componente do framework observagbes e avaliagbes visa testar e
refinar tanto a analise tedrica quanto a instrugao.

Considerando as caracteristicas expostas, na subsecdo seguinte,
apresentaremos a decomposigao genética para o conceito Sistema de Equacgdes

Lineares.

2.3.1 Decomposigao genética do conceito Sistema de Equagodes Lineares

A decomposicdo genética que descreveremos nos préoximos paragrafos foi
feita com base nos conhecimentos e na vivéncia como docente da professora
pesquisadora e de sua orientadora, sendo refinada durante a aplicacdo do
instrumento desenvolvido®, no qual partimos da seguinte questdo:

Que construgbes mentais sdo necessarias para aprender o conceito de
Sistema de Equacgdes Lineares?

Para a construcdo do conceito Sistema de Equacgdes Lineares é necessario
que o estudante tenha encapsulado o processo de Equagdes Lineares, isto €, tenha
uma concepgao-objeto acerca desse conceito, entendendo-o em sua totalidade.

A concepcgao-acao de Sistema de Equacdes Lineares pode ser evidenciada
da seguinte forma: ao solicitar que um estudante classifique um Sistema de
Equacgdes Lineares, ele resolvera passo-a-passo, sem omitir etapa alguma, visto que
essa € necessaria para saber o que deve ser feito posteriormente. Além disso,
algumas vezes, € necessario que o estudante recorra a exemplos de como aplicar

algum método de resolugao para resolver a situagao proposta.

37 Traremos mais detalhes do instrumento elaborado no capitulo 3 e no capitulo 5.



47

Apos refletir e entender os procedimentos realizados, o estudante interioriza a
acao descrita no paragrafo anterior em um processo. Desse modo, a concepgao-
processo de Sistema de Equacgdes Lineares pode ser vista quando o estudante
consegue perceber que um Sistema de Equacdes Lineares homogéneo é possivel e
indeterminado quando as equagdes sdo proporcionais, ou, quando ele consegue
perceber o Sistema de Equacgdes Lineares de duas equagdes e duas incognitas nao
homogéneo sera impossivel se nas equagdes os coeficientes das incognitas forem
proporcionais e o termo independente ndo. O estudante nessa concepg¢ao consegue
pular e reverter as etapas adotadas na resolugao.

Uma outra situagdo que pode vir a caracterizar a concepgao-processo € o
entendimento e a relagdo da representacdo geométrica com a solugéo de Sistema
de Equagdes Lineares, ou seja, o estudante compreende o porqué da solugdo de um
sistema com duas equacgdes e duas incognitas ser representada pelas coordenadas
do ponto em que as retas se interceptam, fazendo uso do conceito de retas
concorrentes.

No momento em que o estudante encapsular os processos apresentados
anteriormente como um todo, temos um objeto. Com isso, a concepgao-objeto de
Sistema de Equagdes Lineares pode ser notada na resolugdo de situagdes-
problema, no momento em que o estudante consegue transcrever uma situagao-
problema valendo-se da linguagem algébrica e escolhendo o método de resolugao
mais adequado para a situacéo proposta.

Com essa DG descrevemos como o conceito de Sistema de Equacdes
Lineares pode ser construido mediante a Teoria APOE. Desse modo, nesse capitulo
trouxemos a Teoria APOE e no proximo capitulo discutiremos a Teoria Antropoldgica

do Didatico com vistas a contemplar o objetivo de nossa pesquisa.
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CAPITULO 3
TEORIA ANTROPOLOGICA DO DIDATICO

Neste capitulo buscamos apresentar a Teoria Antropologica do Didatico
(TAD), trazendo os conceitos principais € que possibilitaram contemplar parte do
objetivo dessa pesquisa, qual seja “desenvolver um Percurso de Estudo e Pesquisa,
valendo-se da Teoria APOE e da Teoria Antropologica do Didatico, para o ensino da
Algebra Linear na formacdo inicial de professores de Matematica’.

Sendo assim, o capitulo foi organizado em trés sec¢des. Na primeira,
apresentamos alguns elementos da TAD, de um modo geral, discutindo as nogdes
primitivas e a nogdo de didatico, para em seguida dar énfase aos seguintes
conceitos: praxeologia; objetos ostensivos e ndo ostensivos; no¢gdes de momentos
didaticos e niveis de codeterminac&do. Na segunda secéao, discorremos a respeito do
modo como o Modelo Epistemoldgico de Referéncia (MER) pode ser entendido e
apresentamos um MER para o conceito de Sistema de Equacdes Lineares. Por fim,
na terceira se¢do, abordamos as Atividades de Estudo e Pesquisa (AEP) e o
Percurso de Estudo e Pesquisa (PEP), expondo uma proposta de PEP para a

formacao de professores de Matematica.

3.1 ELEMENTOS DA TEORIA ANTROPOLOGICA DO DIDATICO

A Teoria Antropoldgica do Didatico (TAD) busca estudar a atividade3®
matematica “[...] no conjunto de atividades humanas e de instituicbes sociais3®”
(CHEVALLARD, 1999, p. 1, tradugdo nossa)*?. Com isso, podemos pensar que a
TAD almeja mostrar que a atividade matematica esta inserida nos mais diversos
contextos, mesmo que, segundo Chevallard (1999), estejamos acostumados a
respeitar os limites feitos pelo mundo social, como, por exemplo, pensar que a
atividade matematica é produzida apenas em instituicdes sociais.

Analisando os termos usados para nomear a teoria desenvolvida por
Chevallard e seus colaboradores, temos que “didatico” é utilizado para representar

qualquer acado que pode ser adotada para contribuir para o ensino de alguma coisa

38 Consideramos uma atividade como ato de se envolver com tarefas.

39 Uma instituicdo social, como veremos ao longo dessa sec¢do, pode-se referir a uma organizagdo ou
estabelecimento social.

40[...] em el conjunto de actividades humanas y de instituciones sociales.
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(CHEVALLARD, 2009, 2018). Podemos refletir a respeito dessa caracteristica
relacionando-a a situagdes do nosso cotidiano, como, por exemplo, encontrar uma
bolacha no supermercado pela primeira vez.

No exemplo descrito, podemos identificar a existéncia de uma instancia (7),
que pode ser uma pessoa ou uma instituicdo, que corresponde a geréncia do
supermecado, que disponibiliza placas indicando categorias de produtos nos
corredores; a pessoa por meio dessas placas pode encontrar a bolacha, mas caso
ndo consiga podera buscar outras instancias, como funcionarios do supermercado,
que auxiliardo na busca do item desejado.

Outro termo da teoria € “antropolégico”. Esse termo é empregado levando em
consideragao a forma como é proposto o estudo do didatico, pois como Chevallard

(2018, p. 23, grifo do autor) comenta

[...] enquanto que as abordagens classicas do didatico tendem fingir
explicar o que acontece na sala da aula, em um determinado sistema
didatico, quase exclusivamente pelo que os alunos realizam e pelo
que o Professor desenvolve [sic], pelas condicbes e restricbes
endégenas, a TAD coloca que € necessario, para isso, considerar
também condicdes e restricdes alienigenas.

Com essa citagao é possivel entender que a TAD nao olha apenas para os
problemas evidenciados em uma sala de aula, sai desse contexto e considera outras
instituicdes, como, por exemplo, a “instituicdo produtora do saber ensinado — a
‘esfera académica” (CHEVALLARD, 2018, p. 23). No que tange as condicbes e
restricdes, comentadas tanto no aspecto endégeno quanto no aspecto alienigena,

temos que

[...] uma restricdo € uma condigdo observada, de certa posigao
institucional a um certo instante, como ndo modificavel, imutavel
(relativamente e provisoriamente); da mesma forma, uma condig¢ao é
uma restricdo modificavel neste mesmo sentido (CHEVALLARD,
2018, p. 35).

ApOs tratarmos os termos que compde a teoria desenvolvida por Chevallard e
seus colaboradores, descreveremos nos préximos paragrafos os entes primitivos
que sao necessarios para a TAD, a saber: os objetos (0); as pessoas (X) e as

instituicoes ().
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Chevallard (1996, p. 197, traducédo nossa) ressalta que os objetos tém uma
posigdo privilegiada, visto que “[...] todas as coisas sdo objetos*!”, sendo que as
pessoas e as instituicbes sdo objetos de um tipo particular. O autor comenta ainda
que a existéncia de um objeto se da “[...] a partir do momento em que uma pessoa X
ou instituicdo I o reconhece como existente (para ela)” (CHEVALLARD, 1996, p.
127, tradugdo nossa)*?, ou seja, € necessario que a pessoa ou a instituicdo tenha
alguma relagcdo com o objeto.

Além disso, o estudioso comenta que nas primeiras analises da Transposi¢céo
Didatica, que corresponde as transformagdes adaptativas que uma obra sofre para
ser ensinada (CHEVALLARD; BOSCH; GASCON, 1997), os objetos eram restritos a

aspectos matematicos que séo categorizados como:

e paramatematicos: ferramentas utilizadas para descrever e
estudar outros objetos matematicos.

e matematicos: além de instrumentos uteis para estudar outros
objetos matematicos, tornam-se objetos de estudo em si
mesmos.

o protomatematicos: apresentam propriedades utilizadas para
resolver alguns problemas, sem contudo adquirir o status de
objeto de estudo ou de ferramenta para o estudo de outros
objetos (ALMOULOUD, 2007, p. 113).

A categorizagdo descrita a respeito dos objetos pode ser exemplificada da
seguinte forma: como objetos paramatematicos temos a nogcdo de demonstracao;
como objetos matematicos ou nogdes matematicas temos a nogédo de Sistema de
Equacgdes Lineares; e como objetos protomatematicos temos a nogao de padréo.

Com isso, é possivel notar que a TAD ampliou a discussao acerca dos
objetos, sendo que essa discussao fez com que Chevallard propusesse “[...] uma
teorizagdo em que qualquer ‘objeto’ pudesse aparecer: a fungdo logaritmica é,
evidentemente, um objeto (‘matematico’), mas existe igualmente o objeto ‘escola’, o
objeto ‘professor’, [...], etc” (CHEVALLARD, 1996, p. 127, tradugdo nossa)*3.

41[...] todas as coisas sdo objectos.

42 Um objecto existe a partir do momento em que uma pessoa X ou instituigdo I o reconhece como
existente (para ela).

43 [..] uma teorizagdo em que qualquer ‘objecto’ pudesse aparecer: a fungdo logaritmica é,
evidentemente, um objecto (‘matematico’), mas existe igualmente o objecto ‘escola’, o objecto
‘professor’ [...].
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Desse modo, a didatica passou a ocupar um campo mais amplo de
discussdo, o que corrobora para situar a “didatica no seio da antropologia™*
(CHEVALLARD, 1996, p. 128, tradug&o nossa, grifo do autor).

No que se refere as instituicdes (1), Chevallard (2018, p. 32) explica que elas
sdo um dispositivo social que impde a seus sujeitos a “implementagdo de maneiras
de fazer e de pensar proprios”. Além disso, Chevallard (1992, 1996) menciona que
as instituicbes podem ser quase o que quer que sejam, como: uma escola, a sala de
aula, trabalhos orientados, familia, a vida cotidiana (em um dado meio social), dentre
outros.

Todavia, Chevallard (1996) frisa que devido ao sentido corrente*® pode haver
estranheza ao dizer que objetos podem ser instituicées, por exemplo, a escola pode
ser um objeto, assim como, pode ser considerada uma instituicdo dependendo da
abordagem realizada. Ainda, segundo o estudioso, “[...] cada instituicdo I esta
associada a um conjunto de objetos 0,, chamado conjunto dos objetos 0 que I
conhece, ou seja, para o0s quais existe uma relacdo institucional R, (0)”
(CHEVALLARD, 1996, p. 129, tradugdo nossa)*®.

Com relagao a nogao primitiva de pessoa (X), Chevallard (2018, p. 5, grifo do
autor) argumenta que “todo individuo é uma pessoa”. O autor traz essa informagéao
para esclarecer outro conceito fundamental da TAD que se refere a nogao de
relagdo pessoal de um individuo (x) com um objeto, designada por R(x,0), que
representa todas as interacdes de x com 0. E comentado também pelo estudioso
que O existe para X, se a relagao pessoal de x a O ndo € vazia, isto €, R(x,0) # 0.

No que tange a aprendizagem de objetos (0) pela pessoa (X), Chevallard
(1996) mostra que para ocorrer aprendizagem por X no momento que esse entra em
uma instituicdo I € necessario que a relacédo de X com o objeto O se altere R(X, 0).
Quando R(X,0) nao se altera diz-se que X nada aprendeu de novo com relagdo ao
objeto 0. Entretanto, o autor ressalta que nao “[...] esta pressuposto que a instituicao
I manifeste uma intencdo de fazer com que as relagcdes pessoais de X com

determinados objetos se alterem [...]. E o fato de X se tornar um sujeito de I que

44 [...] didéactica no seio da antropologia.

45 De acordo com o dicionario Michaelis Online “instituicdo” pode ser entendida como: 1. Ato ou efeito
de instituir ou estabelecer; instauragdo. 2. A prépria coisa estabelecida. 3. (JUR) Designagéo de
herdeiro por testamento. 4. (SOCIOL) Estrutura social, estabelecida por lei, que tem vigéncia em certo
Estado ou para certo povo. 5. Estabelecimento de ensino; dentre outros significados.

46 “[...] cada instituicdo I esta associado um conjunto de objetos 0;, chamado conjunto dos objectos 0
que I conhece, ou seja, para os quais existe uma relagéo institucional R, (O)”
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introduz, se for o caso, alteragdes cognitivas [...]” (CHEVALLARD, 1996, p. 131,
tradugdo nossa)*’.

ApOs essa descricdo dos entes primitivos da TAD, descreveremos a nogao de
praxeologia que, segundo Chevallard (2009), corresponde a um modelo Unico que

descreve toda atividade humana regularmente realizada.

3.1.1 A nocao de praxeologia

Chevallard (2006, p. 3, tradugao nossa) traz uma discussao a respeito do que

seria a praxeologia:

Podemos nos basear na etimologia para nos orientar aqui — é
possivel analisar qualquer acdo humana em dois componentes
principais e inter-relacionados: praxis, ou seja, a parte pratica, por um
lado, e logos, por outro lado. "Logos" é uma palavra grega que,
desde os tempos pré-socraticos, tem sido usada constantemente
para se referir ao pensamento e raciocinio humano — particularmente
sobre o cosmos*.

A partir desse olhar etimoldgico para a palavra praxeologia o estudioso
comenta que “praxis” e “logos” estao relacionados por meio de um principio
fundamental da TAD, que diz que: “[...] nenhuma agcdo humana pode existir sem ser,
pelo menos, parcialmente ‘explicada’, tornada ‘inteligivel’, ‘justificada’, ‘explicada’,
em qualquer estilo de ‘raciocinio’.” (CHEVALLARD, 2006, p. 3, tradugdo nossa)*°

Ainda a respeito da praxeologia, Bosch e Gascén (2014) comentam que ela é
uma entidade composta por quatro componentes: tipos de tarefas, conjunto de
técnicas, tecnologia e teoria.

Os tipos de tarefa (T), na maioria dos casos, sd0 expressos por um verbo, por
exemplo, resolver os seguintes Sistemas de Equacgbes Lineares. Analisando o tipo

de tarefa tem-se que o verbo é entendido como um género de tarefa, logo, no

47 Nao esta pressuposto que a instituicdo I manifeste uma intencdo de fazer com que as relagdes
pessoais de X com determinados objectos se alteram [...]. E o facto de X se tornar um sujeito de I que
introduz, se for o caso, alteragbes cognitivas [...]

48 We can rely on etymology to guide us here — one can analyse any human doing into two main,
interrelated components: praxis, i.e. the practical part, on the one hand, and logos, on the other hand.
“Logos” is a Greek word which, from pre-Socratic times, has been used steadily to refer to human
thinking and reasoning — particularly about the cosmos.

49 The answer draws on one fundamental principle of ATD — the anthropological theory of the didactic
— according to which no human action can exist without being, at least partially, “explained”, made
“intelligible”, “justified”, “accounted for”, in whatever style of “reasoning” such an explanation or
justification may be cast.
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exemplo “resolver os seguintes Sistemas de Equagbes Lineares”, tem-se que
resolver € um género de tarefas, enquanto “resolver os seguintes Sistemas de
Equacées Lineares” é o tipo de tarefa.

As tarefas, tipos de tarefas e géneros de tarefa, de acordo com Chevallard
(1999, p. 9, grifo do autor, tradugdo nossa), “[...] ndo sdo dados da natureza, sao
‘artefatos’, ‘obras’, construgbes institucionais, cuja reconstrugcdo em uma instituicao
e, por exemplo, em uma classe, € um problema completo que é o proprio objetivo do
ensino’.

Para resolver os tipos de tarefas é necessaria uma técnica (t). No caso do
exemplo “resolver os seguintes Sistemas de Equagdes Lineares”, a técnica a ser
adotada é a resolucdo empregando algum método (adigdo, substituicao,
comparagdo, representagdo grafica, escalonamento, Cramer)® dos Sistemas de
Equacdes Lineares propostos.

E valido ressaltar que Chevallard (1994) traz a discuss&o de tarefas rotineiras
e tarefas problematicas. As tarefas rotineiras sdo aquelas que possuem uma técnica
eficiente para executar tarefas de um determinado tipo. Ja as problematicas sao
aquelas que ainda ndo possuem uma técnica, sendo necessario cria-la. Ainda em
relagao as tarefas, o estudioso comenta que elas deixam de ser tarefas quando na
rotinizagao se tornam naturais.

Com relagao a tecnologia (0), essa se refere a um discurso racional a respeito
da técnica. Tal discurso tem como objetivo justificar a técnica, assegurando que se
possa realizar os tipos de tarefas. Todavia, nesse discurso tecnolégico ha
afirmagdes que necessitam de um “[...] nivel superior de justificagdo-explicagao-
producédo” (CHEVALLARD, 2009, p. 5, tradugdo nossa)®' que corresponde a teoria
(®). Voltando ao exemplo do tipo de tarefa relacionado ao conceito abordado nessa
tese, podemos pensar que a tecnologia associada a ele esta fundamentada nas
operagdes com Numeros Reais e Sistema de Equacgdes Lineares e em relacéo a
teoria temos os Espacos Vetoriais e os Anéis de Polinbmios.

De modo geral, uma praxeologia € constituida por um bloco pratico-técnico

(praxis), que pode ser chamado de saber-fazer, e o bloco tecnoldgico-tedrico (logos),

5% (Os métodos aqui descritos referem-se aos que sdo usualmente apresentados aos alunos até o
Ensino Médio.
511...] a un nivel superior de justicacion-explicacién-produccién [...].
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que, segundo Chevallard (1999), pode ser identificado como um “saber” no sentido
usual do termo.

Na subsegao seguinte trataremos dos objetos ostensivos e ndo ostensivos. A
apresentacdo desses objetos auxilia no desenvolvimento das técnicas e das

justificativas tecnoldgicas.

3.1.2 Objetos ostensivos e ndo ostensivos

Chevallard (1994, p. 4) traz a discussao a respeito do que seriam os objetos
ostensivos e nao ostensivos. Para tanto, comega apresentando alguns
questionamentos: “[...] do que é feita uma técnica? De que ‘ingredientes’ ela é
composta?” O estudioso afirma que por meio da observagao da atividade humana é
possivel responder tais questionamentos, levando em consideracgao a distingao entre
os chamados objetos ostensivos e nao ostensivos que serdo explicados nos
préximos paragrafos.

Os objetos ostensivos, para Chevallard (1994), sdo aqueles objetos que
possuem forma material, mas também s&o considerados objetos ostensivos: os
gestos (ostensivo gestual), as palavras (ostensivo linguistico), os esquemas
(ostensivo grafico) e os formalismos (ostensivo escritural). Bosch e Chevallard
(1999, p. 10, tradugdo nossa) comentam que esses objetos podem ser manipulados
pelos individuos: “[...] um som pode ser emitido (e recebido), um grafico pode ser
desenhado (e lido), um gesto pode ser feito (e percebido), qualquer objeto material
pode ser manipulado concretamente de varias maneiras™?.

Ja os nado ostensivos sdo as nogdes, os conceitos, que, segundo Bosch e
Chevallard (1999), sdo os objetos que existem institucionalmente, ou seja, é
atribuida uma existéncia a eles, mas nao € possivel serem vistos, tocados, ouvidos
ou ditos. Esses objetos ndo podem ser manipulados, sendo apenas evocados ou
invocados por meio da manipulagdo de ostensivos associados (uma palavra, uma
frase, uma escrita, um gesto, um grafico, dentre outros) (CHEVALLARD, 1994;
BOSCH, CHEVALLARD, 1999).

Como exemplo desses objetos, podemos considerar a tarefa T: Resolva o

seguinte Sistema de Equacdes Lineares:

52 1...] un son peut étre émis (et regu), un graphisme peut étre tracé (et Iu), un geste peut étre fait (et
pergu), un objet matériel quelconque peut étre manipulé concrétement de diverses maniéres.
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2x+y=9
e 3= g

E possivel resolver (1) empregando algum método de resolugdo (n&o
ostensivo), como o da adicdo. Com isso, o ostensivo linguistico apresenta um
caminho a se seguir, auxiliando a entender o que ¢é preciso ser feito, nesse caso, um
possivel ostensivo linguistico € o “método de resolucédo da adicdo”. Além disso, para
realizar a agao correspondente, é preciso ter ostensivos escriturais adequados para

um Sistema de Equacgbes Lineares com duas equacgdes e duas incognitas:

2x +y =9-(-1)

{Zx—3y=5 (2)
—2x—y=-9

{2x—3y=5 (3)
—2x—y=-9

2x —3y=5 T )

Para realizar a adicdo das duas equacbdes fazemos uso de um ostensivo
gestual, pois indicamos que ao somar a primeira equagdo com a segunda

“anularemos” o “x”:

—Rx—-y=-9
2\§—3y=5 +
—4y = —4 (5)
y= (6)

Substituindo y = 1 na primeira equacgao de (1):

2x+1=9 (7)
2x =8 (8)
x=4 (9)

Logo, S = {(4,1)}.
Dessa forma, para resolver a tarefa proposta € necessario dispor de certo

numero de nao ostensivos (Sistema de Equagdes Lineares e métodos de resolugao
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de Sistemas de Equacbes Lineares) e de um sistema de ostensivos (linguistico,
gestual e escritural). Vale ressaltar que ao resolver uma tarefa matematica ha uma
pluralidade de ostensivos que sao adotados, ndo sendo possivel ver um unico
ostensivo agindo independentemente dos demais.

Ainda a respeito desses objetos, Bosch e Chevallard (1999) comentam que a
implementagdo de uma técnica é traduzida por uma manipulagdo de ostensivos
regulados por n&o ostensivos. Os autores trazem ainda que os ostensivos
constituem a parte perceptivel da tarefa, sendo que a presenca dos ndo ostensivos
s6 pode ser verificada por meio da manipulagao dos ostensivos associados. A partir
do exposto, é possivel notar que os objetos ostensivos constituem as praxeologias,
visto que tais objetos sdo “[...] os ingredientes primarios das técnicas, tecnologias e
teorias (BOSCH; CHEVALLARD, 1999, p. 14, tradugdo nossa)®®".

Bosch e Chevallard (1999) ao abordar as praxeologias a partir dos objetos
ostensivos e nao ostensivos, relatam que no nivel tecnoldgico situam-se os
conceitos e nogbes com vistas a controlar a atividade matematica. Os estudiosos
comentam ainda que o discurso tecnoldgico € realizado pela manipulagado de objetos
ostensivos, em particular os discursivos (linguisticos) e os escriturais, visto que
esses possibilitam materializar® as explicagdes e justificacdes necessarias.
Concordamos com os autores quando esses relatam que a distingdo dos objetos
ostensivos e néo ostensivos se faz presente no papel que eles desempenham na
pratica, pois ambos sao usados tanto para explicar quanto para justificar a tarefa.

Apos discorrer sobre os objetos ostensivos e ndo ostensivos, na subsecgao
seguinte discutiremos as nog¢des de momentos didaticos, pois tais momentos sao

necessarios para o desenvolvimento de praxeologias.

3.1.3 Nogoes de momentos didaticos

Os momentos didaticos ou de estudo, de acordo com Chevallard (1999,
2002a), podem ser adotados para descrever uma organizagao matematica (OM) ou
praxeologia matematica e uma organizagéao didatica (0Dy). Uma organizagao
didatica pode ser entendida como a maneira pela qual se pode construir a realidade

matematica que contribuira para o estudo de um tema (6). Vale ressaltar que,

531...] les ingrédients premiers (et primaires) des techniques, des technologies et des théories [...].
54 Entendemos por materializar como a agdo de concretizar, de tornar visivel.
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conforme Chevallard (1999), uma realidade matematica € uma praxeologia
matematica. Mediante a essas informagdes, entendemos que a organizagao didatica
corresponde a uma forma de organizar o estudo de um conceito matematico.

O estudioso, antes de descrever os momentos didaticos, ressalta que eles
sdo uma realidade funcional e ndo cronoldgica do estudo, sendo assim, a ordem
aqui exposta no decorrer de um estudo pode n&o acontecer na sequéncia
apresentada, além de que tais momentos podem aparecer diversas vezes. A seguir
descreveremos os seis momentos didaticos, segundo Chevallard (1999):

O momento do primeiro (re)encontro corresponde ao contato inicial com a
organizagdo matematica OM que estda em estudo. De certo modo, refere-se ao
primeiro (re)encontro com o objeto 0, ou seja, o conteudo matematico, no caso da
nossa pesquisa o reencontro com o conceito de Sistemas de Equacgbes Lineares.
Esse primeiro encontro pode acontecer de varias maneiras, sendo que uma forma
de ele ocorrer consiste em identificar ao menos um dos tipos de tarefas T; que
constituem a OM. O encontro com o tipo de tarefa pode acontecer varias vezes,
devido aos ambientes matematicos e didaticos no qual ele é produzido.

O momento exploragdo do tipo de tarefa T; e da elaboragcdo de uma técnica
(t,) € o momento em que os alunos terdo contato com tarefas problematicas e por
meio delas criardo técnicas de resolugdo a serem empregadas a problemas do
mesmo tipo. Nesse segundo momento Chevallard (1999, p. 23, tradugdo nossa)®
comenta que “[...] o estudo e a resolugdo de um problema de um tipo estara sempre
atrelado a constituicdo de pelo menos um embrido de técnica, a partir do qual uma
técnica mais desenvolvida podera emergir’. A partir desse comentario, € possivel
evidenciar que por meio da resolugdo de problemas poderemos chegar a uma
técnica.

Um exemplo para esse segundo momento € a exploracdo da seguinte tarefa
T, por estudantes do 8° ano do Ensino Fundamental, que pode evidenciar o uso da

técnica “método da substituicdo”:

, , - , 3x +5y =13
T;: Resolva o sequinte Sistema de Equacgbes Lineares { y :y oy
55 [...] el estudio y la resolucién de un problema de un tipo determinado v siempre a la par con la

constitucion de al menos un embridn de técnica, a partir del cual uma técnica mas desarrollada podra
eventualmente emerger [...].
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E possivel notar que em T; a segunda equacéo do sistema linear tem apenas
y no primeiro membro, e esse possui coeficiente igual a 1 (um). Dessa forma, & s6
realizar a substituicado de y na primeira equagao, deixando-a apenas com a incognita
X.

O momento da constituicdo do ambiente tecnoldgico-tedrico esta, de certo
modo, atrelado aos demais momentos. Com isso, desde o primeiro encontro com um
tipo de tarefa ha uma relagdo com um ambiente tecnoldgico-tedrico elaborado que
precisara de uma relagdo dialética com a emergéncia da técnica. Como exemplo
para esse terceiro momento € possivel explicitar que para a resolugao de T; usamos
a técnica “método da substituicio”.

O momento de trabalho com a técnica visa desenvolver a técnica envolvida
tornando-a mais eficaz, o que, de acordo com Chevallard (1999), exige que a
tecnologia elaborada anteriormente seja retocada. Para esse momento, ainda
visando o 8° ano do Ensino Fundamental, podemos adotar mais tarefas semelhantes
a T, e até mesmo tarefas que exijam encontrar e resolver um Sistema de Equacgdes

Lineares de uma situagao-problema, como a seguinte tarefa T,:

T,: Luiza precisa comprar cadernos e lapis para seus dois filhos. Para tanto,
foi a uma papelaria e comprou 3 cadernos e 4 lapis pagando R$ 24,00. Ao verificar
os pregos, Luiza notou que o pregco de um caderno é o quadruplo do prego de um
lapis.

Qual o prego de um caderno e de um lapis?

O momento de institucionalizagdo tem por objetivo especificar a organizagao
matematica elaborada, distinguindo os elementos que contribuiram para sua
construcdo daqueles que serdo integrados de maneira definitiva na organizagao
matematica. A partir disso, podemos pensar que nesse momento os(as) alunos(as)
buscam evidenciar, juntamente com o(a) professor(a), 0 que € necessario para
realizar um procedimento, como o método de resolucdo para o Sistemas de
Equacgdes Lineares, que no caso do exemplo apresentado nessa subsegcao € o
método da substituicao.

O momento de avaliagdo, que se articula com o momento da

institucionalizagdo, € o momento de reflexdo e também de verificar o que foi
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aprendido. Chevallard (1999) ressalta que mesmo parecendo que a avaliagdo € uma
invencao da “escola”, ela participa de toda atividade humana.

Com os seis momentos descritos por Chevallard (1999) é possivel analisar o
funcionamento dos processos didaticos e até mesmo planejar de maneira clara a
realizacdo dos diferentes momentos de estudo. Apds apresentar os momentos de
estudo, na préxima segao, traremos a nogao de niveis de codeterminagdo para

auxiliar no estudo das condi¢des e restricbes envolvidas nas praxeologias.

3.1.4. Niveis de codeterminacgao

Ao analisar as condic¢des e restricdes envolvidas na difusdo das praxeologias
Chevallard (2002b) traz o conceito de niveis de codeterminagdo. Tal conceito,
segundo Chevallard (2002b), possibilita verificar como os assuntos matematicos
vivem nas instituicbes e com isso, contribuir para o pesquisador em didatica analisar
em qual nivel se encontram as condicdes e restricdes para o desenvolvimento das
praxeologias.

A questado de condigdes e restricbes que podem ser analisadas pelos niveis
de codeterminacao refere-se a ideia de que em cada nivel nos deparamos com algo
que possa impulsionar ou limitar o processo educacional. Chevallard (2002b)
argumenta que essas restricbes ocorrem, pois uma organizagdo matematica
(praxeologia) nao é feita no vacuo, ha diversas interferéncias, como, por exemplo, a
distorcdo de alguma orientagcdo educacional apresentada pelo Ministério da
Educacido. Esse exemplo pode ser entendido como um limitante, ou seja, uma
restricdo, no processo educacional.

Levando em consideracao essa questao das condigdes e restricbes discutidas
por Chevallard (2002b, 2007, 2013) apresentamos a seguir, na Figura 5, a escala

dos niveis de codeterminagao:
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Figura 5 — Niveis de codeterminacgao
Humanidade

Civilizacao
Sociedade

Escola

!
Pedagogia

Sistema didatico
Disciplina
 §

Dominios

Setores

L

Temas

Topicos
Fonte: Adaptado e traduzido de ARTAUD, 2019, p. 248

Vale ressaltar que a primeira escala de codeterminacdo apresentada por
Chevallard (2002b) ndo continha os niveis “humanidade”, “civilizacdo” e “sistema
didatico”. Em Chevallard (2002b) os niveis inferiores da escala eram: Disciplina «
Dominios < Setores <« Temas <« Toépicos. Em Chevallard (2007) € apresentada a
insercao do nivel “civilizagdo” e em Chevallard e Artaud (2016) e Chevallard (2013) a
insercao do nivel “humanidade” e do nivel “sistema didatico”. As modificacbes
descritas ocorreram pela observagao de que havia mais niveis, e até mesmo que os
niveis poderiam ser fragmentados, com vistas a especificar as condi¢cbes e
restricdes que poderiam ser encontradas no processo educacional.

O nivel mais alto é o da humanidade, esse nivel, segundo Chevallard (2002b),
€ unico.

O nivel civilizagdo diz respeito ao modo como se olha para a realidade em
que se vive. Assim, podemos refletir sobre a forma como as civilizagdes, seja ela
ocidental ou oriental, definem o papel das Ciéncias e da Matematica, e a partir disso,
notar a restricdo existente na crenga de que se pode encontrar uma ciéncia pronta e

acabada, visto que isso nao é possivel, ja que a ciéncia matematica ou didatica esta
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em aberto, ha sempre algo a se refletir, complementar, ajustar com vistas a
aperfeicoa-las.

O nivel sociedade é um dos niveis que mais apresenta restrigdes tanto
limitantes quanto facilitadoras (CHEVALLARD, 2002b). O estudioso comenta que
uma sociedade pode olhar para a mesma instrucdo dada em sua escola, a respeito
de um assunto, a partir de varios pontos de vista, o que n&o contribui para que
sejam criadas condi¢des iguais para as salas de aula. Chevallard (2002b) traz dois
pontos de vista para ilustrar as restricoes para esse nivel: o primeiro diz respeito as
disciplinas que se tém nas escolas, as quais acabam sendo reduzidas a si mesmas
deixando de ser notadas em sua totalidade, em matéria de conhecimento e de agao
— esta abordagem é monumentalista®® dos saberes e das obras —; o segundo refere-
se a ideia de alguns projetos, dos anos 1990, que viam a escola diluida na
sociedade civil, como uma rede de locais de difusdo e validagdo de varias
habilidades adquiridas sem referéncia aos conhecimentos “monumentais” e que
seriam uteis na vida profissional dos estudantes.

O nivel escola, de acordo Chevallard (2002b), é o nivel de restricbes e pontos
de apoio que pertencem a propria instituicao escolar, visto que podemos pensar nas
inclusdes das disciplinas abordadas nas escolas que sao escolhidas em detrimento
de outras. Ainda a respeito da escola, podemos pensa-la nas diferentes sociedades,
pois se tém escolas de Educacédo Infantil, Ensino Fundamental (anos iniciais e/ou
finais), Ensino Médio, Ensino Superior, dentre outras. Tendo em vista essas
caracteristicas, o estudioso, partindo da palavra grega “skholé”, comenta que escola
pode ser entendida como instituicao social dedicada ao estudo. Chevallard (2002b)
explica ainda que por meio da escola ha uma determinagdo de uma ecologia®” e
economia da disseminacédo do conhecimento na sociedade.

Ao encerrar a apresentagao do nivel escola, Chevallard e Artaud (2016, p. 16,
tradugdo nossa) comentam que o proximo nivel a se apresentar é o da pedagogia,
sendo esse nivel “[...] sede das condi¢cdes e restricdes essenciais ao destino do

estudo escolar™®. Nesse nivel, de acordo Chevallard (2002b), geralmente, as

5 Chevallard (2004) traz nesse termo a ideia de que os estudantes sdo convidados a contemplar o
que a sociedade construiu, isto €, os conceitos matematicos que ao longo dos anos foram
construidos pelos matematicos.

57 Chevallard em seus estudos costuma fazer analogias com termos das Ciéncias Biolégicas como o
caso de ecologia, que diz respeito ao estudo das relagbes de seres vivos com 0 meio em que
habitam.

58 [...] siege de conditions et de contraintes essentielles au destin de I'étude scolaire.
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retricdes educacionais assumem a forma de um conjunto de métodos de estudo que
precisa ser negociado com a autoridade pedagdgica. Chevallard (2002b) traz que o
nivel pedagogico pode ser visto como uma fronteira entre os niveis mais elevados
(humanidade, civilizagdo, sociedade e escola) e os inferiores (sistema didatico,
disciplina, dominios, setores, temas e topicos).

O nivel sistema didatico corresponde ao sistema definido em Chevallard
(2007, 2011) representado simbolicamente por S(X,Y, ¥), em que X corresponde aos
alunos, Y a equipe de professores e ¥ a um desafio didatico. Com relagdo a esse
sistema, Chevallard (2011) afirma que ha um caso particular representado por
S(X,0, ¥) o que corresponde a um sistema autodidatico, isto é, a equipe de
professores € representada por um conjunto vazio (Y = @), visto que nao ha
participacao deles nesse sistema didatico.

De acordo com Chevallard (2002b), a disciplina corresponde a um conjunto
de dominios de estudo que se refere a uma organizagdo matematica (OM) global
formada de uma amalgama de varias OM regionais. As OM regionais correspondem
a uma mistura de OM locais que admitem uma mesma teoria (0), que € associada
ao setor de estudo. Um tema de estudo diz respeito a uma unidade em torno de uma
tecnologia (8), e quando temos isso estamos lidando com uma OM local. O nivel
topico relaciona-se aos tipos de tarefas (T) e ao lidarmos com um tipo de tarefa
temos uma OM local.

O estudioso comenta que o reconhecimento da hierarquia de niveis que vai
da disciplina passando por dominios, setores e temas tem como objetivo permitir a
identificacdo de uma ordenacéao das restricdes que residem no estudo escolar, o que
corrobora para evitar um desequilibrio entre o que sera levado em conta e o que
sera deixado para tras.

A seguir apresentamos o Quadro 4, no qual relacionamos os niveis de
codeterminacdo didatica com nossa pesquisa, com vistas a exemplicar sua

aplicagao:
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Quadro 4 — Niveis de codeterminagao didatica em nossa pesquisa

Niveis de codeterminagao Aspectos relacionados a nossa pesquisa
Humanidade Seres humanos modernos
Civilizagao Ocidental
Sociedade Ministério da Educacgao e Secretaria Estadual de Ensino
Escola Ensino Superior
Pedagogia Propostas de ensino

Licenciandos em Matematica; Professora e Pesquisadora; Questao

Sistema didatico ; ) X ~ ,
relacionada a como ensinar Sistema de Equacodes Lineares

Disciplina Matematica
Dominio Algebra Linear
Setor Sistema de Equacdes Lineares
Tema O ensino de Sistema de Equagdes Lineares no Ensino Médio

Tarefas envolvendo o ensino de Sistema de Equagdes Lineares no

Topico Ensino Médio

Fonte: a propria autora

Apos essa descricdo dos niveis de codeterminacédo e a relagdo deles com
nossa pesquisa, abordaremos na préxima seg¢do o modelo epistemoldgico de

referéncia.

3.2 MODELO EPISTEMOLOGICO DE REFERENCIA

Bosch e Gascon (2010, p. 56, tradugcdo nossa) discorrem que o modelo
epistemoldgico se refere “a uma maneira particular de interpretar a Matematica”®.
No estudo da Didatica da Matematica podemos nos deparar com modelos
epistemoldgicos dominantes e alternativos (GASCON, 2018). Os modelos

epistemologicos dominantes sdo aqueles encontrados nas instituigdes, tais modelos

[...] de certo dominio do saber matematico ensinado (numa
determinada instituicdo) condiciona fortemente nao apenas o tipo de
atividades matematicas que sao possiveis de realizar nessa
instituicdo em torno do campo matematico em questdo, mas também
as atividades didaticas correspondentes que sao materializadas em
um modelo docente (GASCON, 1994, 2001a apud GASCON, 2018,
p. 60).

Gascoén (2018, p. 61) ressalta que a pesquisa em didatica tem avangado no
sentido de buscar apresentar modelos epistemoldgicos alternativos que séo usados
como “[...] sistema de referéncia para construir fendbmenos didaticos e para formular

e abordar os problemas didaticos associados”. O estudioso comenta que tais

59[...] en una manera particular de interpretar las matematicas.
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modelos epistemoldgicos alternativos foram chamados explicitamente de modelos
epistemoldgicos de referéncia a partir do ano 2000.

Bosch e Gascon (2007) comentam que os modelos epistemologicos sao
elaborados para encontrar respostas a perguntas relacionadas a qual matematica
cujo ensino e aprendizagem se quer melhorar, no caso de nossa pesquisa “o ensino
e aprendizagem de Sistema de Equacgdes Lineares”. Ainda, segundo os estudiosos
em didatica os MER s&do modelos tedricos basicos para o investigador e que,
geralmente, sdo construidos a partir de dados empiricos de trés instituicoes
consideradas, a saber: “a comunidade matematica, o sistema educativo e a escola”
(BOSCH; GASCON, 2007, p. 7, traducdo nossa)®.

Com base nas afirmagbes apresentadas nos paragrafos anteriores, é possivel
notar que o MER n&o € algo pronto e acabado, que é possivel ao longo do estudo
realizar adequacdes e complementacdes. Essa caracteristica também é reforgcada
por Lucas, Bosch e Gascon (2014) que destacam que para construir um MER é
necessario considerar uma hipotese provisoéria que sera testada quando aplicada e
com isso podem ocorrer modificagbes, além do fato do MER ser revisado
constantemente. Tendo em vista nossa pesquisa, cabe ressaltar que no MER
elaborado levamos essa caracteristica em consideragdo, ou seja, sabiamos que
dependendo da necessidade poderiamos revisita-lo e realizar as modificagdes
necessarias.

Referente a elaboragcdo do MER, Sierra (2006) salienta que ele deve ser
confeccionado com base nas praxeologias matematicas ou organizagdes
matematicas (OM) e que é necessario levar em consideragdo a evolugéo historica®’
dessas OM, no caso da nossa pesquisa nossa OM é elaborada com base no objeto
0 matematico Sistema de Equacdes Lineares. Além disso, para o autor é preciso na
construcdo do MER refletir sobre as restricbes que podem existir nas instituicbes
escolares que a OM sera ensinada.

Mediante as caracteristicas apresentadas anteriormente, bem como nos livros
didaticos para o Ensino Médio e nos documentos oficiais (BRASIL, 2006; BRASIL,

2018), consideramos como ponto de partida a seguinte quest&o®?:

601...] la comunidad matematica, el sistema educativo y la escuela [...].

61 Para a evolugdo historica de Sistema de Equagbes Lineares nos inspiramos no trabalho de
LUCCAS (2004).

62 Cabe salientar que a construgdo de nosso MER foi inspirada no trabalho de Sierra (2006).
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Como expressar um problema que envolve varias equacgdes lineares, por
meio de uma representagdo escrita que pode se tornar uma ferramenta util para a

Algebra Linear?

Uma resposta para esse tipo de questdo € o uso de Sistema de Equacdes
Lineares. Todavia, assim como ressalta Sierra (2006), poderia existir alguém que
nao dispunha da técnica para representar um problema com varias equacdes
lineares, usando sistema de equacgdes e com isso essa questdo se torna um
problema a ser resolvido, gerando um tipo de tarefa (T), que precisara de técnicas
() ou procedimentos para resolvé-lo, além de necessitar de definigdes, propriedades
e teoremas que permitirdo descrever e justificar o trabalho realizado.

Analisando a questao utilizada como ponto de partida € possivel realizar

outros questionamentos, tais como:

(1) Como resolver um Sistema de Equacgées Lineares?
(2) O que é possivel dizer com relagédo a quantidade de solugbes de um Sistema

de Equacgoées Lineares?

Analisando a questdo (1) e verificando elementos historicos para encontrar a
solugao de Sistemas de Equacdes Lineares é possivel notar, como salienta Luccas
(2004), que os métodos da comparagéo e o da eliminagdo® sdo oriundos dos
métodos da substituicdo e da adigao.

O método da comparagdo consiste em isolar a mesma incognita nas
equacdes e, em seguida, realizar a “comparacgao”, isto &, igualar os segundos
membros das igualdades. Para elucidar o método descrito, apresentaremos a
resolucao do seguinte Sistema de Equacgdes Lineares:

{x+2y=4 (10)

x+y=3

Isolando a incégnita x nas equagdes de (10), temos:

63 O método da Eliminagao foi sistematizado pelo matematico Karl Friedrich Gauss (1777 — 1855) e
devido a isso esse método também é conhecido por Eliminagdo de Gauss.
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x=4-2y
{x=3—y (11)

Realizando a comparagao da primeira equagao com a segunda, temos:
4—-2y=3-y (12)
Resolvendo a igualdade expressa em (12), obtemos o seguinte valor para y:

y=1 (13)
Uma vez encontrado o valor da incognita y é possivel, por substituigéo,

encontrar o valor de x:
x=2 (14)

Outro método que pode ser empregado na resolucao de sistema de equagdes
lineares € o método de Eliminacdo, que é conhecido por Escalonamento. Esse
método consiste em fazer uso de operagdes elementares nas equagbes® a fim de
obter Sistemas de Equacgdes Lineares equivalentes e a partir da comparagao chegar

a um sistema na forma escalonada, que apresenta o formato do exemplo a seguir:

x + y —2z=0
— 5y + 4z=7 (15)
—4z = —12

Seguindo o desenvolvimento historico, apresentado por Luccas (2004),
chegamos a um método que se vale da ideia de Determinante e que foi
sistematizado no método que conhecemos atualmente como Cramer®®. A regra de
Cramer consiste em calcular o determinante da matriz dos coeficientes do Sistema

de Equacgdes Lineares, desde que tenhamos a mesma quantidade de incégnitas e

64 As operagOes elementares sdo: trocar a posi¢do de duas equagbes; multiplicar uma equagao por
um escalar ndo nulo; somar a uma equagao outra multiplicada por um escalar ndo nulo.

65 Vale ressaltar que as Orientagbes Curriculares Nacionais do Ensino Médio (BRASIL, 2006)
sugerem que ndo se use mais a regra de Cramer para a resolu¢do de sistemas de equagio 3x3.
Todavia, trazemos esse método de solugdo, pois esse ainda se faz presente em alguns livros
adotados nas escolas, ja que no Plano Nacional do Livro Didatico (PNLD) de 2018 apresenta livros
que trazem esse método.
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equacdes, em seguida substitui-se os termos independentes em cada coluna da
matriz dos coeficientes e calcula-se os seus respectivos determinantes, uma vez que

os valores das incognitas sdo calculados da seguinte forma:

X1 =—3;Xy; =—;X3=—;..Xpn =— (16)

Em que D # 0.

Cabe ressaltar que inicialmente os conceitos de Determinantes e Matrizes
estavam associados a Sistema de Equacdes Lineares, mas depois seus estudos
foram feitos de forma independente: Determinantes no século XVIII e Matrizes no
século XIX (LUCCAS, 2004).

Considerando a questdo (2), “O que é possivel dizer com relagdo a
quantidade de solugbes de um Sistema de Equagdes Lineares?”, vemos que essa
ideia esta relacionada a classificagao de um Sistema de Equacgdes Lineares, isto €,
se o sistema linear pode ser possivel e determinado (Unica solugdo) ou possivel e
indeterminado (infinitas solu¢des) ou impossivel (ndo possui solugao).

Levando em consideragao o que foi exposto nessa sec¢ao, apresentamos na

Figura 6 o MER elaborado para nossa pesquisa:



Figura 6 — Modelo Epistemoldgico de Referéncia para o conceito de Sistemas de Equacgdes Lineares
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Para o MER, apresentado na Figura 6, escolnemos a cor alaranjada para
destacar o conceito “equacdes lineares”, pois a partir dele chegamos a ideia de
Sistema de Equacgdes Lineares. As demais informagdes na cor alaranjada remetem
aos questionamentos: “(7) Como resolver um Sistema de Equagdes Lineares?% (2)
O que é possivel dizer com relagdo a quantidade de solu¢gdes de um Sistema de
Equacdes Lineares?”

As informacbes na cor azul referem-se a possiveis respostas aos
questionamentos feitos e na cor verde temos os conceitos atrelados ao estudo de
Sistemas de Equacgdes Lineares. A ordem que colocamos tais conceitos leva em
conta o carater histérico, descrito por Luccas (2004), no qual temos primeiro a ideia
de Determinante e em seguida de Matriz.

Ap6s a descricdo do MER, apresentamos, na sequéncia, o que seria o
percurso de estudo e pesquisa (PEP) e as atividades de ensino e pesquisa (AEP),

bem como sua adogao em nosso trabalho.

3.3 O PERCURSO DE ESTUDO E PESQuUISA (PEP) E As ATIVIDADES DE ENSINO E PESQUISA
(AEP)

O percurso de estudo e pesquisa (PEP) pode ser entendido, segundo Parra e
Otero (2018), como um dispositivo didatico que possibilita gerar relagdes pessoais
de individuos com os saberes, visto que no PEP sao colocadas perguntas como
ponto de partida dos processos de estudo. As autoras comentam ainda que as
perguntas utilizadas no PEP sdo questbes que ndo possuem resposta em uma
simples busca de informacdes, “[...] € necessario a constru¢cdo ou reconstrucédo de
uma obra matematica ou de um conjunto delas. As perguntas que possuem essas
caracteristicas se denominam perguntas geratrizes”®” (p. 2). Considerando essa
caracteristica da pergunta geratriz utiizamos em nossa pesquisa a seguinte

questao®®:

66 Os métodos de resolugdo apresentados como possiveis respostas sdo os que sdo utilizados no
Ensino Médio.

67[...] que sea necesaria la construccidn o reconstruccion de una obra matematica o de un conjunto
de ellas. Las preguntas que poseen estas caracteristicas se denominan preguntas generatrices:

68 A escolha por essa questdo se deu a partir da necessidade de fazer com o que os futuros
professores de Matematica refletissem sobre uma situagdo que poderia aparecer em sua pratica.
Essa constatagédo foi realizada em uma conversa com a Profa. Dra. Marlene Alves Dias e com a
minha orientadora Profa. Dra. Angela Marta Pereira das Dores Savioli.
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Q,: Como desenvolver o estudo de Sistema de Equagbes Lineares no Ensino
Médio?

Em torno dessa questao é formado um sistema didatico S(X,Y, Q), em que X é
turma de estudantes, no nosso caso os estudantes do 4° ano da Licenciatura em
Matematica, Y uma equipe de professores, em nossa pesquisa a minha orientadora
e eu. De acordo com Chevallard (2009), o objetivo desse sistema didatico é estudar
a questado Q com vistas a encontrar uma resposta R, com isso, como resultado do
trabalho esperado de X sob a orientagdo e supervisdo de Y, temos a seguinte

representacao:

S(X,T,Q) R

A seta ( ™* ) significa que a resposta sera produzida pelo sistema didatico.
Ainda é interessante ressaltar, assim como apresentado em Chevallard (2009), que
essa investigagcao em torno da questao mobiliza ferramentas praxeolégicas de varias
disciplinas.

Chevallard (2009) comenta que para elaborar a resposta R €& necessario
organizar um meio de trabalho M. Tal meio reunira recursos antigos e novos que X
podera usar. O estudioso discorre a respeito desses recursos, mostrando que alguns
desses serdo respostas prontas para a questdo geratriz proposta (Q). Essas
respostas sdo validadas por instituicoes e sdo denotadas por R® ("R puncgédo"),
porque elas deveriam ter recebido um "carimbo" institucional.

A partir da analise da R° Chevallard (2009) explica que elas fornecerdo
materiais para a construgdo da resposta esperada, agora denotada por RY (R
coragao). Por meio da descrigdo de como chegar a resposta esperada, Chevallard
(2009, p. 2) traz um esquema que a representa, que € chamado de esquema
herbartiano®®:

(SX,Y,Q) ™ M) R"

69 O esquema possui esse nome em homenagem a Johann Friedrich Herbart (1776 — 1841) um
fildsofo, psicdlogo, pedagogo aleméao.
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Com esse esquema notamos que o sistema didatico constréi e organiza (™ )
o meio de trabalho M com o qual se gerara ou produzira (™ ) a resposta R*. Parra e
Otero (2018), baseadas nos textos de Chevallard, comentam que o meio M é o

conjunto de todos os recursos uteis para a construgao de RY, desse modo:

M ={R}, RS, ..,R}, Opysq,...,Op}

A partir disso, Chevallard (2009) traz o seguinte esquema herbartiano

desenvolvido, considerando tais recursos:

[S(X, Y, Q) * {Rf,Rg, --'lel 0n+1: ] Om}] - RY

Santos Junior (2017, p. 104) realiza uma ressalva com relacao a génese do
PEP comentando que a TAD inicialmente havia proposto um sistema didatico “[...]
voltado a organizagdes praxeoldgicas pontuais, que é a Atividade de Estudo e de
Pesquisa (AEP)”".

Levando em consideragao as AEP, Chevallard (2009) comenta que o primeiro
principio € tentar n&o criar AEP isoladas, visando explorar apenas um conteudo.
Todavia, o autor diz que pode haver AEP “pequenas”, mas que essas nao sejam tao
fechadas. A partir dessas consideragbées, o tedrico aponta que um programa
educacional pode ser estudado por um numero finito de AEP que podem ser
chamadas de PEP. Com isso, podemos notar que um PEP pode resultar de um
conjunto de AEP elaboradas para discutir os conceitos matematicos de forma
diferenciada.

Com base no exposto nessa secao e tendo em vista que nossa proposta é
destinada a formacao de professores, buscamos realizar certas adaptacbes em
nosso PEP (PARRA; OTERRO, 2018, BARQUERO; BOSCH; ROMO, 2019),
inicialmente com relagdo a questdo geratriz que busca colocar os futuros
professores em contato com um assunto que lecionardo na Educacao Basica. Desse
modo, na proxima subsecao apresentamos uma proposta de PEP para licenciandos

em Matematica.
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3.3.1 Proposta de um Percurso de Estudo e Pesquisa (PEP)

A proposta de um PEP para a formagédo de professores (PEP-FP) buscou
colocar os licenciandos em contato com uma questado direcionada a sua futura
pratica profissional, valendo-se de um conceito, especificamente, Sistema de
Equacbes Lineares, com vistas a proporcionar a reflexdo da importadncia desse
conceito em sua graduacdo. Tendo em vista essa caracteristica, esse seria o
primeiro médulo de um PEP-FP de acordo com Barquero, Bosch e Romo (2019), ou
seja, nosso ponto de partida foi uma questdo relacionada a profissdo docente
referente a certo conhecimento matematico a ser ensinado.

Desse modo, considerando o esquema herbartiano desenvolvido apresentado
em Chevallard (2009):

[SX,Y,Q) ™ {R%,RS,....,R, Onyq,.nr O3] ™* RY

propomos a Figura 7, na qual expomos Q,, a saber: “Como desenvolver o estudo de
Sistema de Equacgbes Lineares no Ensino Médio?”, e uma primeira organizagao das
questdes e respostas validadas por uma ou mais instituigdes (R°) que correspondem
aos possiveis caminhos a serem seguidos por X, isto é, a turma de licenciandos em
Matematica participantes da pesquisa. Cabe ressaltar que esses possiveis caminhos
foram elaborados com base nas experiéncias da docéncia da professora

pesquisadora e de sua orientadora.
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Figura 7 — Percurso de Estudo e Pesquisa
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7

Assim, como exposto antes de apresentar o PEP proposto, é interessante

ressaltar que ele traz uma previsdo de caminhos que os licenciandos podem seguir.
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Todavia, tais caminhos podem nao ser os mesmos que tragamos no nosso PEP e
nesse caso, como advertido por Santos Junior (2017, p. 322), “[...] € importante leva-
los em consideragdo, avaliar como este novo caminho ira ajudar na busca da
resposta RY e reestruturar os caminhos no mapa exposto [...]". Considerando essa
caracteristica, no PEP-FP apresentado na Figura 7 inserimos a resposta
“abordagem metodoldgica”.

O PEP-FP dessa pesquisa pode ser explicado a luz dos médulos propostos
por Barquero, Bosch e Romo (2019). O primeiro modulo ja foi exposto antes da
Figura 6, todavia, o traremos novamente para compor os aspectos que adotamos
em nosso PEP-FP:

1 — Explicitagdo da razdo de ser do PEP-FP: adotamos uma questao aberta
com foco na pratica profissional (Q,). Nesse primeiro modulo os licenciandos séo
convidados a buscar respostas disponiveis em diferentes materiais (livros didaticos;
orientagdes curriculares, dentre outras).

2 — Viver um PEP: propde que os licenciandos atuem como alunos diante da
proposta. Esse modulo nao foi adotado em nossa pesquisa da forma como descrito
pelas pesquisadoras, visto que ndo apresentamos um PEP de Sistema de Equacdes
Lineares para o Ensino Médio, para que os licenciandos pudessem viver essa
experiéncia.

3 — Analisar o PEP vivido: “Uma vez que os professores em formacgao tenham
vivido esta proposta do ponto de vista dos estudantes, eles podem comecar a
analisar a atividade desenvolvida centrando principalmente em realizar uma analise
espistemoldgica e didatica do PEP vivido [...]""° (BARQUERO; BOSCH; ROMO,
2019, p. 494, traducdo nossa). Esse moédulo também nao foi adotado em nossa
pesquisa.

4 — Desenho de um PEP: os licenciandos serdo colocados como
“‘desenhadores” e eles podem propor adaptacdes ou desenhar a sua propria versao
de atividade para um grupo especifico de estudantes.

5 — Experimentagédo, gestdo e analise do PEP adaptado: €& solicitado,
posteriormente, que os licenciandos experimentem e descrevam sua proposta

didatica em condi¢des escolares reais. “O objetivo desta etapa é desenvolver uma

70 Una vez los profesores en formacion han vivido esta propuesta desde el rol de estudiantes, se les
pide empezar a analizar la actividad desarrollada, centrandonos principalmente en realizar un analisis
epistemoldégico y didactico del REI vivido.
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analise a priori e a posteriori da proposta”' (BARQUERO, BOSCH; ROMO, 2019, p.
494, traducao nossa). A partir dessa analise pretende-se que os futuros professores
conduzam andlises criticas das praticas de ensino tradicional’? e o estudo das
potencialidades de se adotar novas propostas.

Com esse capitulo buscamos apresentar aspectos relacionados a TAD e a
forma como esses fizeram-se presentes em nossa pesquisa. No préximo capitulo
versaremos a respeito da relagao entre a Teoria APOE e a TAD na formacgao de

professores.

71 El objetivo de esta etapa es desarrollar un analisis in vivo y a posteriori de dicha propuesta.
2 Entendemos por ensino tradicional aquele em que os alunos sdo passiveis frente ao ensino e
aprendizagem dos conteudos.
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CAPITULO 4
TEORIA APOE E TEORIA ANTROPOLOGICA DO DIDATICO: UM DIALOGO
PARA A FORMAGAO INICIAL EM MATEMATICA

Neste capitulo apresentamos uma possibilidade de dialogo entre a Teoria
APOE e a Teoria Antropoldgica do Didatico (TAD) com vista a contemplarmos o
objetivo geral dessa tese, a saber: desenvolver um Percurso de Estudo e Pesquisa,
valendo-se da Teoria APOE e da Teoria Antropologica do Didatico, para o ensino da
Algebra Linear na formacéo inicial de professores de Matematica.

Desse modo, dividimos este capitulo em duas sec¢bes: a primeira discute
aspectos gerais relacionados aos dialogos possiveis com as duas teorias. Na
segunda segdo apresentamos a nossa proposicdo de didlogo voltado para a

formacao inicial de professores de Matematica.

4.1 DIALOGOS POSSIVEIS ENTRE A TEORIA APOE E A TEORIA ANTROPOLOGICA DO
DIDATICO

Ao longo dos anos varias teorias e modelos foram desenvolvidos para
compreender os fendmenos relacionados ao ensino e aprendizagem da Matematica.
Sendo que, atualmente, os pesquisadores em Educacdao Matematica comecaram
também a realizar um processo de comparagcao entre as teorias desenvolvidas,
pretendendo articula-las para criar um novo referencial tedrico (TRIGUEROS;
BOSCH; GASCON, 2011).

A respeito da articulacdo de teorias, Bosch, Gascon e Trigueros (2017)
comentam, com base em Artigue et al. (2011), que é necessario ter um modelo
epistemoldgico a respeito do que € pesquisa cientifica e como ela evolui. A ideia
sobre a articulagdo ou interacdo entre teorias necessita de ferramentas para
questionar a epistemologia assumida, afetando, assim, varios aspectos das teorias,
como: as questdes abordadas, os tipos de resultados considerados aceitaveis,
dentre outros.

Com base nas ferramentas para questionar a epistemologia assumida nas

teorias e considerando que as teorias cientificas devem respeitar a coeréncia entre
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seus compromissos ontoldgicos e suas normas metodoldgicas’?, Trigueros, Bosch e
Gascéon (2011) apresentaram um artigo intitulado “Trés modalidades de dialogo
entre APOE e TAD"’4. Depois desse artigo publicado em 2011 ha mais trés
(TRIGUEROS; MARTINEZ-PLANELL, 2015; TRIGUEROS, 2016; BOSH, GASCON,
TRIGUERQOS, 2017) que tratam desse didlogo, porém, cabe salientar que um
dialogo entre as teorias foi parcialmente apresentado em Gascon (2003).

Inicialmente Trigueros, Bosch, Gascén (2011, p. 82-83, tradugdo nossa)
comentam que poderia ser feito um dialogo partindo dos tipos de problemas, porém
isso nao € possivel, visto que, tendo como base o principio epistemoldgico, “...] os
fatos empiricos nado constituem uma base objetiva (e independente da PP
[praxeologia de pesquisa]) da qual os problemas surgirdo”’>. Mesmo com essa
restricdo os estudiosos ponderam que € possivel criar problemas préximos que
levam em consideragao os aspectos das praxeologias de pesquisa (PP) ou das
teorias cientificas, mas que €& mais interessante e proveitoso envolver todos os
componentes das duas PP.

Tanto a APOE quanto a TAD questionam como “[...] programas, livros
didaticos e instituicdes de ensino descrevem a Matematica a ser ensinada. Para
resolver esse questionamento, elas constroem alternativas como parte de sua
metodologia de pesquisa”’’® (TRIGUEROS, BOSCH, GASCON, 2011, p. 90, traducéo
nossa). Desse modo, notamos que as PP usam a Matematica Escolar como parte de
seu estudo.

Partindo do questionamento da Matematica Escolar temos a primeira
modalidade de dialogo entre as PP (TRIGUEROS; BOSCH; GASCON, 2011; BOSH,
GASCON, TRIGUEROS, 2017). Nessa primeira modalidade temos uma
aproximagao entre a decomposigédo genética (DG) de um conceito matematico e o
modelo epistemoldgico de referéncia (MER).

Para essa aproximacao, os estudiosos comentam que na DG considera-se

um “aluno genérico” para construir conceitos matematicos levando em conta as

73 Compromissos ontolégicos referem-se ao tipo de entidade que deve ser levada em consideragéo
na pesquisa e normas metodolégicas relacionam-se a como realizar uma investigagdo (LAUDAN,
1977 apud TRIGUEROS; BOSCH; GASCON, 2011).

74 Tres modalidades de dialogo entre APOS y TAD.

75 [...] los hechos empiricos no constituyen una base objetiva (e independiente de las PIl) de donde
surgirian los problemas.

76 [...] la forma en que los programas, los libros de texto y las instituciones docentes describen las
matematicas a ensefiar. Para llevar a cabo este cuestionamiento, construyen alternativas a las
mismas como parte de su metodologia de investigacion.
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acdes, 0s processos, 0s objetos e 0s esquemas e esse aluno genérico pode ser
entendido como “sujeito na posigao de estudante” e a partir dele temos o ponto de

aproximacao entre as PP:

O dialogo no nivel tedrico estendeu essa no¢ao de ambos os lados:
na APOE, a referéncia a um aluno n&o significa necessariamente um
individuo especifico, mas qualquer aluno que seja capaz de construir
0 conceito ou tépico em consideracdo; na TAD, a posig¢ao
institucional do aluno deve ser descrita de maneira mais detalhada’.
(BOSCH, GASCON, TRIGUEROS, 2017, p. 44, tradug&o nossa)

Desse modo, temos a nogdo de “estudante genérico de uma instituigao”’®
(TRIGUEROS, 2016, p. 31, tradugdo nossa) que amplia as nogdes tratadas na
APOE e na TAD e com isso “[...] a dimenséo institucional de analise com a TAD
pode ser trabalhada por meio da nogao de aluno genérico da APOE e a descrigao
cognitiva da APOE pode ser integrada a da TAD, desenvolvendo a posi¢gao do aluno
em uma determinada instituicdo”’® (TRIGUEROS, 2016, p. 32, tradugdo nossa).

Essa ideia do estudante genérico de uma instituicdo possibilita elaborar uma
DG considerando a instituicdo a qual o aluno genérico pertence, visto que nao
propomos atividades baseadas em uma DG iguais para o Ensino Médio e para o
Ensino Superior. A situagcdo descrita pode ser exemplificada da seguinte forma: ao
levar em conta a construgao do conceito de Matrizes, as atividades do Ensino Médio
nao se referirdo a Espagos Vetoriais; no entanto, no Ensino Superior as construcoes
associadas a Espacos Vetoriais aparecerdao de maneira relevante. Sendo assim, “[...]
incluir a relatividade institucional a DG de um conceito ampliara a problematica da
APOE sem contradizer qualquer de suas bases™® (BOSCH, GASCON,
TRIGUEROS, 2017, p. 49, traducao nossa).

A segunda modalidade integra componentes técnicos e tecnoldgicos
(TRIGUEROS, BOSCH, GASCON, 2011; TRIGUEROS, 2016; BOSH, GASCON,
TRIGUEROS, 2017). Nessa modalidade de dialogo € evidenciado que ambas

7 The dialogue at the theoretical level has extended this notion on both sides: in APOS, the reference
to a student does not necessarily mean a specific individual, but any student who is able to construct
the concept or topic under consideration; in the ATD, the student’s institutional position has to be
described in a more detailed way.

78 “estudiante en una posicion institucional”.

79 [...] la dimension institucional del andlisis con TAD se puede trabajar a través de la nocién del
estudiante genérico de APOE vy la descripcidon cognitiva de APOE puede integrarse a la de la TAD
mediante el desarrollo de la posicion del estudiante en una institucion determinada.

80 1...] including the institutional relativity of the GD of a concept will broaden the APOS problematic
without contradicting any of its bases.
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praxeologias de pesquisa podem se beneficiar da reinterpretagcao dos resultados e
da metodologia, assim, nos préoximos paragrafos abordaremos as reinterpretagdes
propostas para esse dialogo.

Partindo da Teoria APOE, da diferenciacdo das concepgdes, € possivel
reformular a TAD no sentido das técnicas adotadas na execugao de tipos de tarefas
(ou problemas). Desse modo, temos, de acordo com Trigueros, Bosch e Gascon
(2011):

(1) técnica-acdo: quando ha uma sucessao de acdes arbitrarias que justificam
o uso de uma técnica em uma instituicdo, pelo simples fato dessa
funcionar; ou quando nao ha variacdo da técnica na instituigcao, ela ndo se
mistura e nem compde outras técnicas, pois sdo aplicadas para executar
tarefas especificas, predefinidas e isoladas.

(2) técnica-processo: quando uma técnica pode ser descrita, interpretada e
justificada por um discurso teorico-tecnolégico; é flexivel, existindo
variagdes da técnica, sendo articulada ou coordenada com outras técnicas
para formar técnicas mais complexas.

(3) técnica-objeto: quando em uma instituicdo I uma técnica é efetivamente
tomada como objeto de estudo. Na instituicdo aparecem tarefas que
permitem responder questdes relacionadas a validade da técnica e a

relacao dela com outras técnicas.

Ainda partindo da APOE é possivel usar os niveis de desenvolvimento de um
esquema - intra, inter e trans — relacionando-os a dindmica de construgdo e
desenvolvimento de praxeologias, contribuindo para mostrar o papel desempenhado
pelas técnicas e tecnologias (TRIGUEROS, BOSCH, GASCON, 2011; TRIGUEROS,
2016; BOSH, GASCON, TRIGUEROS, 2017).

Agora, usando elementos da TAD para reinterpretar a APOE é possivel
estabelecer relagdes entre o ciclo ACE (Atividade — discussdo em Classe —
Exercicios) e os momentos didaticos, no sentido que esse ultimo possa contribuir
para analisar as atividades de ensino projetadas pelo ciclo ACE. Além disso, os
momentos podem ajudar a sugerir novas atividades que sejam congruentes com a
DG associada, sendo interpretadas na TAD como a produgao de novas relagdes

entre praxeologias (momento tedrico-tecnoldgico). Com isso, “[...] os beneficios da
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aplicacao da analise metodoldgica da TAD ao ciclo ACE poderiam ser incorporados
tanto no equilibrio dos momentos didaticos quanto na necessidade de declarar
explicitamente a légica de toda a atividade”' (BOSCH; GASCON; TRIGUEROS,
2017, p. 49), fornecendo uma emancipacgao institucional da APOE.

A terceira modalidade parte da consideragao de problemas comuns, sendo
deixada como uma fase futura da pesquisa. Trigueros, Bosch e Gascon (2011, p.

108, traducdo nossa) sugerem:

[...] retomar um trabalho que, com base em um problema de
pesquisa didatica construido por uma das PP, seja possivel
reformula-lo com as ferramentas tedéricas e metodologicas fornecidas
pela outra PP, ampliando e aprofundando a pratica cientifica de
ambos®.

E a partir dessa retomada reconhecer novas funcionalidades, bem como os
problemas e as dificuldades desse dialogo.

ApOs essa descricao de dialogos entre a Teoria APOE e a TAD, na préxima
secdo descreveremos uma proposta de didlogo para a formacdo inicial de
professores de Matematica, em especifico, para o ensino e aprendizagem da

Algebra Linear, tomando como exemplo, o conceito Sistema de Equacées Lineares.

4.2 UM DIALOGO ENTRE A TEORIA APOE E A TEORIA ANTROPOLOGICA DO DIDATICO
VOLTADO A FORMAGCAO INICIAL DE PROFESSORES DE MATEMATICA

Para apresentar o dialogo que propomos, € necessario, inicialmente, pontuar
que para a elaboracgéao tanto da nossa decomposicao genética (DG) quanto do nosso
modelo epistemoldgico de referéncia (MER) realizamos adapta¢des necessarias no
que tange as componentes tedricas e metodoldgicas relacionadas as duas teorias

na seguinte questao levantada em nossa pesquisa:

Como ensinar o conceito de Sistema de Equacdes Lineares?

81 [...] the benefits of applying the ATD’s methodological analysis to the ACE cycle could be to
incorporate both the equilibrium of the didactic moments and the need to explicitly state the rationale
of the whole activity.

821...] retomar un trabajo que, partiendo de un problema de investigacion didactica construido por una
de las PI, sea posible reformularlo con las herramientas tedricas y metodolégicas que proporciona la
otra Pl ampliando asi y profundizando la practica cientifica de ambas.
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A partir das adaptag¢des necessarias levando em consideragao aspectos das

teorias tratadas nesse estudo apresentamos as seguintes questdes?®3:

APOE: Que construgbes mentais sdo necessarias para aprender o conceito
de Sistema de Equacgbes Lineares?

TAD: MER: Como expressar um problema que envolve varias equagdes
lineares por meio de uma representagcédo escrita que pode se tornar uma ferramenta
util para a Algebra Linear? E em nosso PEP usamos a questdo: Como desenvolver o

estudo de Sistema de Equacgées Lineares no Ensino Médio?

Essas questdes visam auxiliar a identificar as condi¢cdes e restricbes que
podem estar presentes no dialogo proposto, assim como sugere a terceira
modalidade de dialogo. Cabe ressaltar que em cada adaptacado realizada
respeitamos as caracteristicas das praxeologias de pesquisa (PP).

Com essas questdes e considerando a instituicdo e o curso, Licenciatura em
Matematica, investigados sugerimos alguns ciclos de pesquisa para o dialogo por
nos proposto:

- ldentificar as referéncias basicas adotadas na disciplina de Algebra Linear
da instituicao a ser pesquisada.

- Analisar aspectos de um livro didatico, olhando para as praxeologias e para
as tarefas propostas com base na DG elaborada, no sentido de explorar os
componentes técnicos e tecnoldgicos das PP.

- Desenvolver um Percurso de Estudo e Pesquisa para a formacao de
professores (PEP-FP) levando em conta uma questédo geratriz relacionada a pratica
profissional, possibilitando, assim, o desenvolvimento do Conhecimento Matematico
para o Ensino (BALL; THAMES; PHELPS, 2008).

- Analisar as produgdes escritas obtidas pela aplicacdo do PEP seguindo a
DG elaborada em nossa pesquisa.

Nessa secao apresentaremos os dois primeiros pontos do ciclo, visto que o
terceiro foi exposto no capitulo 3 e o quarto sera discutido no capitulo 6. Assim, na
proxima subsecdo discutiremos um livro didatico de Algebra Linear sugerido nas

referéncias basicas da instituicao pesquisada.

83 As questdes estdo expressas, respectivamente, no capitulo 2 e 3.
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4.2.1 Analise de um livro didatico de Algebra Linear

Para analisar um livro didatico por meio dos componentes técnicos e
tecnolégicos das praxeologias de pesquisa, a saber: a APOE e a TAD,
verificaremos, assim como Trigueros e Martinez-Planell (2015), os momentos
didaticos do ciclo ACE, o que possibilitara ter uma ideia das oportunidades da
construcdo dos conceitos matematicos, no nosso caso Sistema de Equacodes
Lineares. Sendo assim, traremos uma analise, nos proximos paragrafos, a respeito
do livro didatico Algebra Linear da autoria de Boldrini et al. (1986).

Vale salientar que o livro de Boldrini et al. (1986) € o primeiro a ser
apresentado na bibliografia basica do plano de ensino do ano letivo de 2018 do
curso de Licenciatura Matematica investigado. Além disso, cabe destacar que a
escolha desse livro e ndo um da Educacao Basica foi feita com o intuito de analisar
a construgdo do conceito Sistema de Equacbes Lineares na Licenciatura em
Matematica.

O conceito Sistemas de Equacgdes Lineares € apresentado no segundo
capitulo do livro, sendo o primeiro capitulo o de Matrizes. Aqui € possivel notar que o
autor seguiu, de certo modo, o carater estrutural dos conceitos adotado pela maioria
dos autores, até mesmo de livros voltados ao Ensino Médio (LUCCAS, 2004). Como
comentado, Boldrini et al. (1986) ndo seguiu totalmente o carater estrutural, pois eles
apresentam o conceito de determinante de uma matriz no terceiro capitulo aliado ao

estudo de Matrizes Inversas, como € possivel notar no sumario do livro (Figura 8):



Figura 8 — Sumario do livro Algebra Linear
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Operagdes com matrizes §

Exercicios 11
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CAPITULO 2 SISTEMAS DE EQUACOES LINEARES 29

Introdugio 29

Sistemas ¢ matrizes 33

OperagOes elementares 35

Forma escada 37

SolugBes de um sistema de equagDes lineares 41
Exercicios 49

Demonstragdes 60

CAPITULO 3 DETERMINANTE E MATRIZ INVERSA 64

Introdugdo 64
Conceitos preliminares 65
Determinante 66

* Desenvolvimento de Laplace 69

Matriz adjunta — matriz inversa 72
Regra de Cramer 77
Célculo do posto de uma matriz através de determinantes 80
Matrizes elementares
Um processo de inversdo de matrizes 82
Procedimento para a inversio de matrizes 86

3.10 Exercicios 90

Fonte: BOLDRINI et al., 1986.
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Pelo exposto no paragrafo anterior vemos que os autores do livro analisado

em questdo tomaram um rumo de acordo com a conveniéncia por eles considerada,

ou seja, usaram a relagdo entre sistemas e matrizes para explorar o método de

resolugcdo que sera tratado no livro, a saber, o escalonamento. Falaremos, nos

proximos paragrafos, especificamente, do modo como esse método de resolugao é

apresentado nesse livro.

No momento do primeiro encontro (ou reencontro) é apresentada uma

situagao-problema envolvendo um contexto da Quimica, em que se relaciona a sua

solugdo a um Sistema de Equagdes Lineares com duas equagdes e duas incognitas

(Figura 9):
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Figura 9 — Situacao-problema usada na introducéo do capitulo

Na natureza, as coisas estio semipre mudando, se transformando, e o ser huma-
no, para garantir sua sobrevivéncia e melhorar sua existéncia, precisa conhecer

e dominar estes processos de mudanga. Um dos métodos encontrados para se
descrever estas transformagdes foi o de procurar nestas 0 que permanece cons-
tante durante a mudanga. Por exemplo, sabemos gque o hidrogénio (H,) reage
com ¢ oxigénio (0,) para produzir dgua (H,0). Mas, quanto de hidrogénio e

de oxigénio precisamos? Esta & uma mudanga que podemos descrever do seguin-
te modo: x moléculas de H, reagem com y moléculas de Oy produzindo z mo-
léculas de H;0, ou esquematicamente:

IHI + _}'{}1 e ZH;D.

0 yue permanece constante nessa mudanga? Como os dtemos ndo sio
modificados, © mimero de dtomos de cada elemento no inicio da reagio -:le\'e_
ser igual a0 namero de 4tomos desse mesmo elemento, no fim da reagdo. Assim,
para o hidrogénio devemos ter 2x = 2z, ¢ para o oxigénio, 2y = I. Portanto, as
as nossas incOgnitas x, p ¢ z devem satisfazer as equagOes:

x-22=10
2y- z=0

Fonte: BOLDRINI et al., 1986, p. 29

Em seguida, no momento da exploragdo, expbe-se um exemplo com um
sistema de trés equacgdes e trés incognitas para ilustrar o método do escalonamento.
Nesse exemplo também sao utilizadas matrizes, colocando-as ao lado dos Sistemas

de Equacgbes Lineares, como pode ser observado na Figura 10:

Figura 10 — Exemplo utilizado no livro didatico
Comecemos com o seguinte exemplo. (Para efeito de wvisualizagio, coloca-
remos a0 Jado de cada sistema uma matriz a ele associada.)

x, +dx, +3x,=1 (1) 1 4 3 1
(I) §2x; +5x; +4x3 =4 (2} 2 5 4 4
X, =3x; -2x3=5 (3) 1 -3 2 5

Fonte: BOLDRINI et al., 1986, p. 30

As tarefas sao apresentadas ao final do capitulo. Relacionando-as aos
momentos didaticos do ciclo ACE encontramos tarefas que possibilitam a exploracao
da técnica por meio de agdes, caracterizando a técnica-agdo, como € evidenciado

na Figura 11 a seguir:
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Figura 11 — Exemplo de tarefa do tipo técnica-acao

1. Resolva o sisterna de equagdes, escrevendo as matrizes ampliadas, associadas
80§ novos sistemas.

x- y+3z=1
dx - 3y + 2z
x+ yt z
x4+ y+ z

LI
oo o=

Fonte: BOLDRINI et al., 1986, p. 49

No momento da constituicdo, como esta atrelado aos demais, € possivel
comentar que nas resolugdes apresentadas usa-se o método do escalonamento. Os
autores fazem uma ressalva comentando que o objetivo deles no capitulo é
apresentar uma técnica de resolugao que sempre podera ser aplicada, além dela ser
“facilmente mecanizada” (BOLDRINI et al, 1986, p. 30).

No momento da institucionalizacdo traz-se a definicdo de Sistema de
Equacgdes Lineares e sua relagcdo com o conceito de Matrizes. Em seguida, sao
formalizados os procedimentos relacionados ao método do escalonamento, e, no
momento que trata da matriz m X n linha reduzida na forma de escada, sao
apresentados os conceitos de posto e de nulidade.

Nas secbOes do capitulo do livro didatico que retratam o momento da
institucionalizagdo sao expostos exemplos, sendo que dentre esses, alguns mostram
tipos de tarefas que possibilitam a apresentacdo da técnica adotada. Na ultima
secao do capitulo sdo exploradas as solug¢des dos Sistemas de Equacdes Lineares,
apresentando também varios exemplos para ilustrar tais solugdes. E interessante
ressaltar que nessa se¢ao sdo expostas as interpretagdes geométricas de sistemas

com duas incégnitas e duas linhas (Figura 12):
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Figura 12 — Interpretacdo geométrica de um sistema de equacgdes linear 2 x 2
Exemplo 1:
h; + Jt'; = §
Xy = 3.1'-1 = 6

Lembramos que o conjunto de pontos (x,, x;) € B X R, que satisfaz cada
equagio deste sisterna, representa uma reta no plano. Para resolver este sisterna
devemos entfo encontrar os pontos comuns a estas duas retas.

N
>){"ﬁ :
(3, =11
‘___d_,--""

Figura 2.5.1

Fonte: BOLDRINI et al., 1986, p. 41

No momento do trabalho com a técnica, podemos recorrer as tarefas
propostas ao final do capitulo que possibilitam a manifestagdo de a¢des, processos
e objetos e a relagcdo desses com a técnica. Com isso, a seguir, apresentaremos
exemplos de tarefas que possibilitam a construcdo do conceito de Sistema de
Equacgdes Lineares seguindo a nossa DG.

Na Figura 13 temos um exemplo de tarefa que contribui para evidenciar a
concepcao-processo. Relacionando essa concepg¢ao com a técnica, temos a técnica-
processo, pois pode ser descrita, interpretada e justificada por um discurso teodrico-

tecnologico.

Figura 13 — Exemplo tarefa (técnica-processo)

19. Chamamos de sistema homogéneo de n equagdes e m incognitas aquele siste-
ma cujos termos independentes, b;, sdo todos nulos.

a) Um sistema homogéneo admite pelo menos uma solugdo. Qual é ela?
b) Encontre os valores de k € R, tais que o sistema homogéneo

2x -5y +22=0
X+ y+ z=0
2x +kz=0

tenha uma solucfio distinta da solugdo trivial (x = y =z = V).
Fonte: BOLDRINI et al., 1986, p. 52
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Na Figura 14, a seguir, expomos um exemplo de tarefa que pode possibilitar a
concepgao-objeto e relacionando-a a técnica, temos a técnica-objeto, que permite

responder questdes referentes a validade da técnica e a relagdo dela com outras.

Figura 14 — Exemplo tarefa (técnica-objeto)

9. Foram estudados trés tipos de alimentos. Fixada a mesma quantidade (1 g)
determinou-se gue:
i) O alimento | tem I unidade de vitamina A, 3 unidades de vitamina B e
4 unidades de vitamina C,
if) O alimento II tem 2, 3 ¢ 5 unidades respectivamente, das vitaminas A, B
e C.

iii) O alimento 1II tem 3 unidades de vitaminas A, 3 unidades de vitamina C
e ndo contém vitamina B.

Se sdo necessirias 11 unidades de vitamina A, 9 de vitamina B e 20 de vita-
mina C,

a) Encontre todas as possiveis quantidades dos alimentos 1, I1 e 11I, que for-
necem a quantidade de vitaminas desejada,

b) Se o alimento I custa 60 centavos por grama e os outros dois custam 10,
existe uma solugdo custando exatamente Cr$ 1,007

Fonte: BOLDRINI et al., 1986, p. 51

Por meio dessa analise do livro didatico Algebra Linear de Boldrini et al.
(1986) podemos notar que o uso do componente técnico e tecnoldgico das PP pode
contribuir para analise dos materiais a serem utilizados nas disciplinas, evidenciando
a possibilidade de dialogo entre as PP.
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CAPITULO 5
PROCEDIMENTOS METODOLOGICO

Neste capitulo, descrevemos os procedimentos metodoldgicos desta
investigacdo, bem como o contexto em que foi desenvolvida. Desse modo, dividimos
o capitulo em quatro segdes: na primeira, dissertamos a respeito da natureza da
pesquisa; na segunda secgdo, abordamos o contexto no qual este trabalho se
desenvolveu, evidenciando o perfil do curso e dos estudantes que dele participaram;
na terceira seg¢ao, apresentamos como realizamos as coletas de dados; na quarta e
ultima secgao, discutiremos o recurso metodolégico adotado para a analise dos

dados.

5.1 NATUREZA DA PESQUISA

O presente estudo é de natureza qualitativa, de cunho interpretativo,
possuindo algumas das caracteristicas citadas por Bogdan e Biklen (1994), sendo
essas referentes:

1) A coleta de dados que ocorreu por meio dos registros escritos, dos audios
e das filmagens dos estudantes do quarto ano de um curso de Licenciatura em
Matematica, ao participarem dos quatro encontros feitos para a pesquisa.

2) Aos registros escritos que serdo analisados de forma minuciosa, tomando-
se como base o referencial tedérico adotado no trabalho, buscando atingir nosso
objetivo geral, a saber: “desenvolver um Percurso de Estudo e Pesquisa, valendo-se
da Teoria APOE e da Teoria Antropolégica do Didatico, para o ensino da Algebra
Linear na formacéo inicial de professores de Matematica”.

3) Ao levarmos em consideracdo todo o processo de coleta de dados, uma
vez que podem surgir indicios por meio das atitudes dos participantes que poderao
vir a contribuir para a analise.

Depois de apresentarmos a natureza do nosso estudo, trataremos do

contexto da pesquisa.

5.2 CONTEXTO DA PESQUISA
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Nessa secdo, apresentaremos como é o curso de Licenciatura em
Matematica pesquisado, por meio da descrigdo do perfil do curso e dos estudantes
participantes da pesquisa. Sendo assim, mostraremos, a seguir, duas subsegdes

que discorrem sobre os aspectos citados.

5.2.1 Perfil do curso de Licenciatura em Matematica

A pesquisa foi desenvolvida em uma universidade publica situada no norte do
estado do Parana, no curso de Licenciatura em Matematica. A escolha por essa
instituicao se deu pelo fato de ela ser situada na cidade da pesquisadora e por sua
orientadora lecionar nesse local, o que contribuiu para o acesso a turma de
licenciandos em Matematica.

O referido curso é ofertado no periodo noturno e tem duracdo minima de
quatro anos e maxima de oito anos, com uma carga horaria total de 2 825 horas
distribuidas entre disciplinas obrigatérias, optativas, estagio curricular obrigatério e
atividades complementares.

A disciplina de Algebra Linear, que é objeto de estudo dessa pesquisa, conta
com uma carga horaria de 60 horas e é ofertada, no segundo semestre, do 1° ano
do curso. Sendo que no primeiro semestre é ofertada a disciplina de Geometria
Analitica.

Em relagdo aos conteudos contemplados na disciplina tém-se a seguinte
ementa: Sistemas de equagdes lineares e matrizes. Espacos vetoriais. Bases.
Subespacos. Transformacdes lineares. Autovalor e autovetor. Diagonalizacao.

Dentre os conteudos contemplados, optamos por trabalhar apenas com o
conteudo de Sistemas de Equacbes Lineares, devido a sua importancia no
desenvolvimento de outros conceitos de Algebra Linear e por esse ser um conceito
também visto no Ensino Fundamental — anos finais e no Ensino Médio, o que
corrobora com o desenvolvimento do Conhecimento Matematico para o Ensino
(SHULMAN, 1987, BALL; THAMES; PHELPS, 2008).

Na préxima subsegédo, comentaremos acerca do perfil dos licenciandos que

participaram da pesquisa.

5.2.2 Perfil dos licenciandos em Matematica
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Esta pesquisa foi realizada com estudantes concluintes do curso de
Licenciatura em Matematica matriculados na disciplina de Seminarios de Matematica
e Educacdo Matematica, sendo essa disciplina anual e ministrada pela orientadora
desse estudo.

Os licenciandos foram convidados a participar deste estudo pela
pesquisadora e sua orientadora no dia 10 de abril de 2019. No momento do convite,
explicamos aos estudantes o objetivo da pesquisa, bem como a forma que seria
realizada; nesse momento, comentamos que se manteria o compromisso ético de
nao divulgar os nomes dos participantes e solicitamos que estes assinassem o
Termo de Consentimento Livre e Esclarecido (Apéndice B), permitindo a analise e
divulgacdo dos registros obtidos na aplicacdo. Juntamente com o termo de
consentimento, entregamos um documento para coletar algumas informagdes
(Apéndice C), como: formacdo académica; quantidade de vezes que cursaram a
disciplina de Algebra Linear e a opinido a respeito das aulas da disciplina.

No dia da primeira aplicacdo havia dez estudantes e todos se prontificaram a
participar da pesquisa e assinaram o termo de consentimento. Na semana seguinte,
no préximo encontro, mais dois estudantes, que haviam faltado na semana anterior,
aceitaram participar da pesquisa. Totalizando, assim, doze participantes. Desses
participantes 2 cursaram mais de uma vez a disciplina de Algebra Linear.

ApOs esta breve caracterizacdo dos participantes da pesquisa, na proxima

secao descreveremos como ocorreu a coleta dos dados.

5.3 COLETA DOS DADOS

Bogdan e Biklen (1994) comentam que os dados de uma investigacado
qualitativa incluem registros feitos pelos investigadores, como transcricbes de
entrevistas e notas de campo, e aquilo que foi produzido por terceiros e é
encontrado pelo investigador, como fotografias, diarios, documentos oficiais, entre
outros.

Levando em conta essa caracteristica, os dados coletados para essa
investigacdo compreenderam as notas de campo da pesquisadora, audios,

filmagem?®* e a producao escrita dos estudantes. Os dados foram obtidos durante os

84 As filmagens foram realizadas com vistas a captar alguma informagdo que pudesse contribuir para
a tese, entretanto, utilizamos nas analises apenas os audios dos encontros.



91

quatro encontros, com duragao de duas horas aula cada, utilizado para a aplicagao
do Percurso de Estudo e Pesquisa para a Formacgao de Professores (PEP-FP) que
propomos em nosso estudo.

O primeiro encontro ocorreu no dia 10 de abril de 2019. Nesse encontro,
lemos e explicamos o termo de consentimento e em seguida propomos que em
duplas os licenciandos refletissem sobre a questdao do PEP-FP elaborado, a saber:
Como desenvolver o estudo de Sistema de Equagées Lineares no Ensino Médio?
Esse primeiro momento pode ser entendido como explicitagdo da razdo de ser do
PEP-FP, de acordo com Barquero, Bosch e Romo (2019).

No periodo que estavam em duplas, solicitamos aos licenciandos que
gravassem suas discussdes. Outro ponto a se comentar a respeito do momento em
que os licenciandos estavam discutindo a respeito de Q, € que a professora-
pesquisadora estava a disposi¢cao das duplas para esclarecer eventuais duvidas.

Ap6s certo tempo, cada dupla comentou os principais pontos que
consideravam importante para desenvolver o estudo de Sistema de Equacdes
Lineares e a professora-pesquisadora registrou na lousa o que era dito, como é

possivel observar nas Figuras 15 e 16:

Figura 15 — Registro de alguns pontos discutidos nos grupos a respeito da
questao Q, do PEP-F

Fonte: a autora
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Figura 16 — Registro de alguns pontos discutidos nos grupos a respeito da
questao @, do PEP-FP

‘ l 'LJ,. 'I/J,'Ai'.' "vf\d! Dhe, YR amnG

-
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Fonte: a autora

O segundo encontro aconteceu no dia 17 de abril de 2019, nele retomamos a
questdo geratriz do PEP-FP e solicitamos que as mesmas duplas se reunissem e
que continuassem gravando as discussdes, porém como o0 companheiro de um
estudante faltou, ele se juntou com uma dupla e formaram um trio, e além disso,
tivemos uma nova dupla, com os alunos que faltaram ao primeiro encontro. Nesse
encontro, pedimos que os alunos comegassem a pensar em justificativas para os
pontos por eles levantados no primeiro encontro, por exemplo, “por que comecar
com uma situagao-problema?” e para tanto levamos livros didaticos do Ensino Médio
para que pudessem consultar, além de que poderiam recorrer a outros livros e a
internet para buscar informacdes que achassem pertinentes.

Cabe ressaltar que nesse dia formaram-se dois trios, visto que no inicio desse
encontro quatro duplas estavam sem os integrantes originais, o que possibilitou a
formacao de novas duplas, porém dois licenciandos chegaram atrasados e como 0s
demais licenciandos ja estavam discutindo, eles se juntaram a suas duplas originais,
formando assim trios.

Ao final desse segundo encontro, pedimos que os licenciandos comentassem
as justificativas elaboradas e a professora-pesquisadora discorreu de modo geral
aspectos relacionados a essas justificativas e também acerca da forma como os
livros didaticos apresentam o conceito de Sistema de Equagdes Lineares
relacionando esses aspectos aos pontos levantados no primeiro encontro.

O terceiro encontro foi realizado no dia 24 de abril de 2019 e pedimos que os

estudantes elaborassem um plano de aula para o conceito de Sistema de Equacgdes
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Lineares, com base nas discussodes e reflexdes realizadas nos encontros anteriores.
Esse plano foi elaborado pelas mesmas equipes formadas no segundo encontro e
solicitamos que continuassem gravando as discussdes. Nesse encontro, podemos
inferir que os estudantes comegaram, de certo modo, a desenhar um PEP, segundo
Barquero, Bosch e Romo (2019), visto que foram comegaram a desenhar a sua
prépria versao de atividade para um grupo especifico de estudantes.

O quarto e ultimo encontro ocorreu no dia 08 de maio de 2019, nele os
licenciandos finalizaram seus planos de aula e os entregaram para professora-
pesquisadora e sua orientadora. Por fim, apresentaram os planos para os demais
estudantes da turma. Sendo assim, cada equipe comentou de modo geral como
desenvolveriam o estudo de Sistema de Equacdes Lineares no Ensino Médio.

No final das apresentacdes, refletimos sobre aspectos que podem ser
encontrados em salas de aula reais, corroborando para que haja uma analise critica
por parte dos licenciandos em relacdo as praticas de ensino e com isso,
contemplamos, em partes, a experimentagdo, gestao e analise do PEP adaptado, de
acordo com Barquero, Bosch e Romo (2019).

Ap06s discorrermos acerca da coleta de dados, e da forma como se deram os

encontros, apresentaremos os procedimentos de analise adotados.

5.4 PROCEDIMENTOS DE ANALISE

Nesta secdo discorremos a respeito dos procedimentos adotados nas
analises dos dados. Para tanto, dividimos a analise em duas etapas.

Na primeira etapa o objetivo € evidenciar as possibilidades de relagbes entre
o dialogo da APOE com a TAD em um livro didatico adotado na disciplina de Algebra
Linear®®. Para essa andlise fizemos uso da analise documental, de acordo com
Lidke e André (2012).

A analise documental, segundo Caulley (1981) citado em Ludke e André
(2012, p. 38), refere-se a identificagcao de “[...] informacdes factuais nos documentos
a partir de questdes ou hipdteses de interesse”. No caso de nossa pesquisa,
buscamos evidenciar aspectos do didlogo entre as teorias por nés estudadas. E

interessante ressaltar que a busca por evidéncias, para fundamentar afirmacgdes e

85 Analise apresentada no capitulo 4.
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declaragbes do pesquisador, € uma das vantagens ao se utilizar esse tipo de
analise.

Para selecionar o livro, recorremos ao plano de ensino da disciplina de
Algebra Linear da instituicio pesquisada. Vale salientar que o plano de ensino foi
obtido via contato por e-mail no dia 22 de outubro de 2018 com a coordenacéo do
curso de Licenciatura em Matematica. De posse desse documento, selecionamos o
primeiro livro adotado como bibliografia basica para a disciplina, a saber, Boldrini et
al. (1986), e em seguida realizamos uma analise qualitativa de cunho interpretativo,
trazendo a tona caracteristicas do dialogo entre a APOE e a TAD.

A segunda etapa de analise refere-se ao tratamento dos dados coletados nos
quatro encontros com a turma de Licenciatura em Matematica. Para analisarmos os
dados obtidos, inicialmente, decidimos que analisariamos todos os protocolos dos
estudantes, visto que desde o primeiro encontro as discussdes no grande grupo
influenciaram os nossos caminhos e adaptagdes necessarias no nosso PEP-FP.
Adiante, transcrevemos os audios obtidos nos quatro encontros a fim de obtermos a
primeira impresséo sobre os dados.

Visando manter o anonimato dos participantes da pesquisa recorremos a
cédigos para a analise dos encontros e dos didlogos. Sendo assim, utilizamos a letra
“L” para indicar os licenciandos seguida de um numero, ou seja, L1, L2, ..., L12.

Com as transcricdes dos audios das discussdes e com os planos de aulas
elaborados pelos licenciandos olhamos para aspectos relacionados ao didlogo
proposto entre as teorias, seguindo o PEP e a DG construidas nessa tese. E
importante ressaltar que no momento das analises voltamos nosso olhar inicialmente
para as discussbes realizadas nos encontros, selecionando transcricdes que
corroborassem para destacar o dialogo proposto, bem como aspectos relacionados
ao conhecimento matematico para o ensino (BALL, THAMES, PHELPS, 2008) que
poderiam ser mobilizados.

Por fim, observamos o plano de aula entregue visando identificar aspectos
relacionados as tarefas propostas e o que elas poderiam oportunizar em relagao a
construcao do conceito de Sistema de Equacgdes Lineares.

Sendo assim, no proximo capitulo dissertaremos sobre as analises dos dados

coletados nos encontros com os licenciandos.
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CAPITULO 6
TEORIA APOE E TEORIA ANTROPOLOGICA DO DIDATICO: O QUE SE REVELA
A PARTIR DO PERCURSO DE ESTUDO E PESQUISA?

Neste capitulo, com vistas a contemplar nosso objetivo geral, a saber:
“desenvolver um Percurso de Estudo e Pesquisa, valendo-se da Teoria APOE e da
Teoria Antropolégica do Didético, para o ensino da Algebra Linear na formacgéo
inicial de professores de Matematica”, apresentaremos as analises dos dados
coletados durante a aplicagdo do Percurso de Estudo e Pesquisa para a formagéao
de professores (PEP-FP), no nosso caso, para a formacao inicial. Em relagdo aos
dados coletados nos encontros, traremos a analise por grupo. Nessa analise
mostraremos as discussdes realizadas e o produto final elaborado, isto €, o plano de
aula.

Tendo em mente essas caracteristicas, o capitulo tera seis se¢des. Nas cinco
primeiras, abordaremos 0s grupos e na sexta e ultima segéo, traremos uma sintese
dos resultados obtidos, com intuito de observar o que se revelou por meio do PEP-
FP.

6.1 GRUPO 1

O Grupo 1 (G1) é constituido por trés licenciandos (L1, L2 e L3). Sendo que
L3 integrou o grupo a partir do segundo encontro.

No primeiro encontro, os licenciandos tiveram contato com a questao inicial
de nosso Percurso de Estudo e Pesquisa para a formacgao de professores (PEP-FP):
“Qo: Como desenvolver o estudo de Sistema de Equagdes Lineares no Ensino
Médio?” L1 e L2 voltaram sua reflexdo a respeito da adocdo de uma tendéncia
metodolégica de ensino, como € possivel observar no trecho do didlogo dos

licenciandos:

L2 — Entéo, L1... Eu pensei na hora por conta do estagio... Pensei
em utilizar a Resolugcdao de Problemas para abordar sistema de
equacgoes lineares no Ensino Médio.

L1 — Mas dai vocé sabe que tipo de exercicio usaria?

L2 — Ai eu, assim, como esses anos todos, alguma tematica do dia a
dia deles para resolverem, entendeu?!... aborda com problema e
depois vai desenvolvendo e montando os sistemas talvez fazendo
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daquela maneira intuitiva... tentar ver que os alunos estéo
caminhando, porque pode surgir a resolugdo intuitiva, porque na
resolucédo de problemas podem ter varias maneiras né?! intuitiva, é...
por método que vocé estava pensando ai de ja saber fazer
equacéo... né?! O que acontecer, abordar se for por intuicdo tentar
colocar isso num sistema linear, que da uma praticidade para chegar
numa resolucdo mais rapida. Tem, sdo varias maneiras, né?! O que
vocé pensou?

L1 — E que na primeira vez quando eu vi equacdes lineares, assim,
sistema de equacbes lineares, a primeira coisa que eu pensei foi
usar o GeoGebra...

L2 - Ah o GeoGebra, é uma tecnologia, € uma TI muito
interessante...

Ao longo dessa discussdo, L1 e L2 mostram suas inquietagdes diante do

modo de ensinar um conceito, no caso, Sistema de Equacgdes Lineares. Tentando
vislumbrar a melhor forma possivel que eles podem utilizar, L2 até ressalta que: “E
porque é aquele negdcio, ndo... até hoje pelo que eu vi isso dai na parte de didatica,
nao tem uma féormula, uma regra: ‘oh segue isso aqui, que isso aqui € o melhor que
existe!”
Com isso, eles comentam, de modo geral, a necessidade de partir de uma
situagdo que provoque curiosidade no aluno. Além de frisarem que ha varias
condicionantes na questdo do ensino, como a turma a qual se leciona e 0 modo
como isso interfere nas estratégias que podem ser adotadas. Notamos, assim, o uso
do conhecimento especializado do conteudo (BALL, THAMES, PHELPS, 2008, p.
400, traducao nossa), visto que avaliam “[...] se uma abordagem fora do padrao
funcionaria em geral [...]?®” para o ensino de Sistema de Equacdes Lineares.

Esse caminho tracado por L1 e L2 na busca da resposta para Q, ndo havia
sido pensando por nés no PEP-FP. Sendo assim, apds conversar com todos os
licenciados, refletimos e vimos a necessidade de adequar o PEP-FP, inserindo essa
parte relacionada a “Q,: como apresentar o conceito de sistemas de equacdes
lineares?’, sendo assim, o uso de uma tendéncia metodoldgica apareceu como uma
possivel resposta a Q;.

No segundo encontro, agora com a contribuicdo de L3, o grupo G1 continuou
a refletir sobre a questao norteadora do nosso PEP-FP, buscando nesse momento
justificar o porqué de usar situagbes-problema e, para tanto, recorreram a livros

didaticos do Ensino Médio e a internet.

86 [...] in sizing up whether a nonstandard approach would work in general [...].
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Ao discutirem a respeito do uso de situagdes-problema, temos o seguinte

dialogo:

L1 — Vocé comegaria com um problema, como era a atividade?

L3 — Ahsim...
L1 — Com um problema contextualizado?
L3 — Isto...

L1 — E por que vocé comecaria assim?
L3 — Porque... uma coisa que eu lembro de mim e de toda crianga,

né?!

L1 — Aham...

L3 — Ah... mas por qué? Pra que eu vou estudar isso?
L1 — Aham...

L3 — ‘Pra’ que... Todo mundo pergunta, por que eu vou estudar
matematica ou fazer direito?

[...]

L3 — Eu acho que... Que... Uma coisa que eu sempre penso “por que
a gente esta estudando? Por que esta estudando Matematica?” Dai
né, eu lembro de um professor, [...] e ele sempre em toda matéria ele
falava o porqué... Onde vocé estudava mesmo uma coisa de Calculo,
Analise, onde vai usar isso ai, entdo eu lembro disso, uma coisa que
eu lembro. E aqui independente se ele vai fazer direito, € uma coisa
importante fazer, um dia ele pode comprar um terreno...

E interessante observar por meio desse trecho que L1 busca instigar seu
colega a refletir sobre 0 uso de situagdes-problema e, assim, L3 comenta sobre a
necessidade de mostrar os conceitos matematicos de forma aplicada, fazendo uso
de contextos interdisciplinares, ou seja, contextos que extrapolam a Matematica.

Ao refletir sobre o questionamento e ao observar os livros didaticos e alguns
sites da internet L2 frisa: “O legal de sempre partir de um tema atual € que da pra
fazer varias coisas [...]". Essa fala do estudante vai ao encontro da discusséo de L1
e L3 apresentada anteriormente. Cabe ressaltar que no momento da discussao
mostrada, L2 ainda nao tinha chegado na sala de aula, assim, quando ele ingressou
no grupo, seus colegas o situaram sobre o que foi solicitado e a respeito do que
haviam discutido.

Ainda em relagao ao uso de situagdes-problema para introduzir o conceito de

Sistema de Equacbes Lineares, temos as seguintes falas:

L1 — Eu acho que como vocé tinha falado né? Por que eu vou usar
isso? Para que eu tenho de estudar isso daqui? Acho que seria mais
isso, né?

L3 — Demonstrar a necessidade, né?! Desse estudo...

L2 — Necessidade de aprendizagem...
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E para “demonstrar a necessidade de aprendizagem” os licenciados
chegaram a constatacao da utilizagdo de problemas contextualizados e, para tanto,
discutiram a ideia de cotidiano, partindo de uma reflexdo feita durante as aulas de
uma disciplina pedagadgica.

De modo geral, nesse encontro, os licenciandos chegaram a seguinte
conclusao a respeito do porqué utilizar situagdes-problema e do modo como usa-las,

como € possivel observar na Figura 17:

Figura 17 — Conclusdo do G1 a respeito da utilizagao de situagdes-problema®’

Fonte: Registro escrito do G1

As reflexdes do G1 foram além de pensar no porqué do uso de situagoes-
problema para introduzir um assunto. Elas trataram também da interpretacao
geométrica, que para eles, em especial para L1, & importante. Para suas
consideragdes, G1 recorreu a situacdes vivenciadas por eles e ao que lembravam

do que haviam visto no Ensino Médio:

L1 —[...] eu nunca tinha visto o significado geométrico.
L3 — Aham.

87  Transcrigdo da Figura 17: Por que usar exemplos? Exemplos do cotidiano.
Para sair do abstrato;

Demonstrar a necessidade da aprendizagem dos conteudos.

Por qué? [Sic]

Encorajar, incentivar, estimular o aluno.

Como?

Usando exemplos do cotidiano da vida do aluno neste momento e num futuro préximo, como adulto.
‘Pra’ oi que é essencial na vida.
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L1 — De um sistema linear 3 por 3. Nem 2 por 2. Nem sabia que
existia, na verdade. S6 descobri isso aqui no Ensino Superior.

L3 — Aham.

L1 — Unica coisa que eu sabia do significado dos sistemas lineares é
que quando vocé encontrava um valor quer dizer que a igualdade era
verdadeira, s6 isso que eu sabia.

L3 — Acho que eu também.

Esse excerto mostra que os alunos nao conheceram a interpretacéo
geométrica de um Sistema de Equacédo Linear no Ensino Médio e isso os fez refletir

sobre as escolhas que precisam ser feitas por um(a) professor(a):

L3 — Observando no livro que ndo tem e eu mesmo nao estou
lembrando de ter visto isso no Ensino Médio, [...], o professor tem
tempo, tem as emergéncias que acontecem, o negdcio de greve, é
algo a se pensar...

L2 — Tirando o contexto da greve, o tempo do professor é curto
mesmo. Além do tempo, ndo sdo todos os alunos 100% que tem
aquela afinidade e querem aprender mais sobre matematica...

L3 — Verdade...

L2 — Tem aqueles alunos que nao tem afinidade e querem aprender
0 minimo possivel e isso atrapalha... O ritmo nao é... é dificil ter um
ritmo rapido, tem que ser no ritmo da turma e o ritmo da turma nem é
do melhor e nem do pior... € o ritmo... a média de todos né? Porque
0s que n&o vao tao rapido e sdo devagar, um puxa o outro e acaba
sendo aquela média e acaba sendo geral e é dificil vocé abordar tudo
e muitas vezes o professor tem que decidir o que ele vai fazer ou
nao. Se vocé pega uma turma boa, de poucos alunos e que tem
muita aptiddo com a matematica ou mostra interesse ou consegue
despertar o interesse deles, ai é outro caso né?

L1 — Aham

L2 — Por isso que eu ndo julgo ninguém, é dificil estar la... Eu acho
importante, mas sera que tem tempo? Mas quem faz o tempo? Tem
todas...

L3 — Tem que perguntar, ver o lugar...

Em relagéo aos alunos, G1 faz o seguinte comentario:

L2 — [...] o que acontece € que tem dois tipos de aluno, aquele que
entende e aquele que consegue desenvolver, fazer... quer dizer que
ele nem entende nada, mas ele consegue...

L3 — Abstrair?

L2 — ele aprendeu por repeti¢cao, dai ele memorizou por repeticao ali
e ele nao sabe o significado daquilo, mas ele sabe desenvolver,
utilizar o algoritmo...

Tal comentario de L2 elucida um tipo de estudante que manifesta a

concepgao-agao, de acordo com a APOE (ASIALA et al., 1996), uma vez que sabe
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utilizar o algoritmo que decorou, mas nao entende o procedimento que fez e o objeto
matematico como um todo.

Trouxemos esses fragmentos para evidenciar que os licenciandos refletiram,
por meio de Q,: Como desenvolver o estudo de sistema de equagbes lineares no
Ensino Médio e de Q,: Como apresentar o conceito de sistemas de equacgbes
lineares, a respeito de muitas questdes que mostram um certo conhecimento de
situacbes atreladas ao ensino de Matematica, partindo de suas experiéncias
enquanto estudantes da Educagdo Basica e das vivéncias da docéncia
oportunizadas pelas disciplinas pedagogicas do curso.

No terceiro encontro do PEP-FP, foi solicitado aos licenciandos que
iniciassem a elaboracdo de um plano de aula, com vistas a sistematizar as
discussdes realizadas nos dois primeiros encontros. Sendo assim, os licenciados
comegaram a pensar a respeito das situagdes-problema que adotariam para
introduzir o conceito de Sistema de Equacgdes Lineares.

Num primeiro momento, pensaram em tratar de uma situagcao-problema
utilizando tipos de tinta, como ressalta L2: “que a tinta ela é fosca, acetinada,
semibrilho e brilho...”, para assim, obter mais de duas incégnitas. Além dessa
situagao-problema, os licenciandos pensaram também em utilizar algo relacionado
ao tipo de combustivel.

Ao longo da discusséao do tipo de situagao-problema, eles decidiram criar uma

estratégia para otimizar a construgao do plano de aula:

L2 — Realmente, se vocé quiser pode deixar para desenvolver isso
de o que vai ser, deixar a ideia, né?

L1 — Uhum

L2— De iniciar ai e montar tudo e depois a gente finaliza no sentido “o
problema é assim e assado”. A gente resolve primeiro o problema de
contextualizagao, vocé pode tirar uma foto ai... exercicio como base,
vamos adaptar esse exercicio, adaptacdo desse exercicio, tirar uma
foto e coloca ai como imagem, como fala...

L1 — Uhum

L2 — Adianta o servico.

[...]

L2 — [...] s6 estou so falando para montar o esqueleto, para deixar
tipo ele pronto e a gente...

L1 — Arruma

L2 — E... colocar todas as ideias...
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ApOs tragar essa estratégia os integrantes do G1 refletiram a respeito dos
objetivos e da ordem que tratariam os topicos do estudo dos Sistemas de Equagdes
Lineares, como os tipos de solugdes, que para L1: “[...] estou pensando agora que
nao faz sentido eu apresentar uma solu¢cao sendo [que] o cara nao sabe resolver um
sistema.”

A partir da inquietagao de L1, os licenciados refletem e discutem a respeito de
estratégias de como fazer essa abordagem, como é possivel notar no trecho a

seqguir:

L2 — Oh... Eu sou daquele que vai gradativo, por exemplo, eu tenho
que resolver com eles situagdes-problema, resolver junto com eles...
L1 — Aham...

L2 — Ai depois que eu resolver aquilo ali. Ai que eu vou colocar que
tipo resolve se escalonado ou se é... Olha a gente resolveu dessa
forma, certo? Mas vocé sabe que existe outras maneiras de
resolver? Tem o escalonado, tem a substituicdo... Ai a gente mostra
a partir daquele exemplo, a gente pode utilizar aquele exemplo
fazer... olha poderia ser feito dessa maneira ou dessa ou dessa.
L1-Ta..

L2 — Porque dai vocé... ja mata, ja faz, ja consegue é... abranger
tudo. A gente resolve... O professor resolve junto com os alunos.

Com isso observamos que os licenciandos usaram uma situagao-problema
para apresentar os diferentes métodos e como as solu¢des podem ser classificadas.
E interessante reparar que, durante sua fala, L2 traz possiveis questionamentos que
podem ser feitos durante uma aula de Sistema de Equacbes Lineares, o que
evidencia o conhecimento do conteudo e do ensino (BALL, THAMES, PHELPS,
2008), pois L2 escolheu com qual exemplo comecaria e quais exemplos usaria para
aprofundar o conteudo. Ball, Thames e Phelps (2008, p. 401, traducdo nossa)
comentam que essa tarefa “requer uma interacdo entre métodos matematicos
especificos e compreensao pedagdgica de questdes que afetam a aprendizagem
dos alunos™.

Diante do exposto nos paragrafos anteriores e voltando nosso olhar para a
Teoria Antropolégica do Didatico (TAD), poderiamos considerar algumas
aproximacdes com o desenvolvimento de uma Atividade de Estudo e Pesquisa

(AEP), uma vez que integrantes do G1 apresentaram uma situagao-problema e

88 [...] requires an interaction between specific mathematical understanding and an understanding of
pedagogical issues that affect student learning.
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seguiram um caminho para encontrar sua resposta. Além de apresentar outras
atividades que propiciaram o estudo do conceito Sistema de Equacgdes Lineares.

Ao longo desse terceiro encontro da nossa aplicagdo, os integrantes do G1
discutiram os tipos de tarefas que seriam propostas, os objetivos e os
encaminhamentos metodolégicos do plano de aula solicitado.

No quarto encontro, o G1 entregou o plano de aula elaborado e nos proximos
paragrafos o analisaremos com base nas componentes do dialogo entre a TAD e a
APOE, em especifico verificando os momentos didaticos do ciclo Atividade,
discusséo em Classe e Exercicios (TRIGUEROS; MARTINEZ-PLANELL, 2015).

No momento do primeiro encontro (ou reencontro) sera apresentada a Tarefa
1: “situacdo-problema contextualizada no saque de uma determinada quantia no
caixa eletrénico” (Quadro 5). Essa situagdo como descrevem os licenciandos sera
utilizada para “[...] retomar e definir esse conteudo para servir de base para

trabalharmos com sistemas de equacoes lineares”.

Quadro 5 — Tarefa 1 proposta por G1

Tarefa 1
Objetivo: Formalizar equacéo linear

Uma pessoa precisa fazer um saque, no caixa eletronico, de R$200,00. Encontre uma maneira de
representar as possibilidades de acontecimentos das seguintes situagdes:

(a) Se no caixa eletronico tiver apenas notas de R$20,00;

(b) Se no caixa eletrénico tiver apenas notas de R$20,00 e de R$50,00;

(c) Se no caixa eletrénico tiver notas de R$20,00, de R$50,00 e de R$ 10,00.

Fonte: Registro do G1

Em seguida, no momento da exploragdo, os alunos buscaram uma técnica
para resolver equacdes lineares. Em relacdo a essa tarefa, podemos observar que
ela pode ser entendida como técnica-objeto, visto que permitira responder questoes
relacionadas a técnica e a relagao dela com outras técnicas. Todavia, cabe ressaltar
que a APOE em seu ciclo ACE aborda tarefas, mas que essas, mesmo objetivando
a mobilizagao de um tipo de concepcéao, pode evidenciar outro.

No momento da constituicdo tem-se a técnica adotada para resolver esse tipo
de tarefa, isto é, que procedimentos podem ser adotados para resolver uma
equacéo linear. No momento da institucionalizagao traz-se a definicdo de equacdes

lineares relacionando-a a resolucao da tarefa.
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No momento de trabalho com a técnica, o grupo ndo traz mais tarefas,
relacionadas a equacgoes lineares, para serem feitas.
O conceito de Sistemas de Equacdes Lineares € explorado com a Tarefa 2

exposta no Quadro 6:

Quadro 6 — Tarefa 2 proposta por G1

Tarefa 2
Objetivo: Formalizar sistemas lineares

Em uma loja de tintas, uma maquina mistura latex e corante conforme o pedido do consumidor.
Calcule a quantidade de litros de latex e de corante para que a maquina, preenchendo latas de 20
litros obtenha latas de R$100,00, sendo o preco do litro do latex R$ 4,00 e do litro de corante R$
8,00.

Fonte: Registro do G1

Essa tarefa, olhando para os momentos (TRIGUEROS; MARTINEZ-
PLANELL, 2015), refere-se ao primeiro momento do encontro ou reencontro com o
objeto Sistema de Equacgdes Lineares.

Ja no momento da exploragédo os alunos do Ensino Médio buscarao uma
técnica para resolver sistemas de equacdes lineares. Em relagdo a essa tarefa,
podemos observar que ela, assim como a Tarefa 1, pode ser entendida como
técnica-objeto, uma vez que possibilitara responder a questdes relacionadas a
técnica e a relacédo dela com outras técnicas.

No que diz respeito as outras tarefas propostas, evidenciamos a técnica-agao
nas Tarefas 3 e 4 (Quadro 7 e Quadro 8, respectivamente) e a técnica-processo na
Tarefa 6 (Quadro 9).

Quadro 7 — Tarefa 3 proposta por G1

Tarefa 3

Objetivo: Apresentar o método da substituicdo e depois na sequéncia dar exemplos e explicar os
métodos da adi¢ao e da comparagao

Encontre uma solugéo para o sistema a seguir, de modo que a solugao seja valida para as duas
equagdes simultaneamente.

x+y=7
x—y=1

Fonte: Registro do G1
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Quadro 8 — Tarefa 4 proposta por G1

Tarefa 4
Objetivo: Nesta atividade temos como objetivo formalizar o Escalonamento.

Observe a resolugéo do sistema de equacgdes a seguir e discuta com seu grupo o procedimento
realizado para encontrar a sua resolugao.

2x— y+ z=5
3x+2y—-4z=0
X-2y+ z=2

X-2y+ z=2 X-2y+ z= 2
3x+2y-4z=0 =>L,=3L,-L,y -8y+7z=6 =
2X- y+ z=5 L,=2L,-L,| -3y+ z=-1 L3_g-|-2_|-3

X-2y+ z= 2 . . 6-14 -8
=) -8y+7z-86 N 2 Equagao.-8y+7(2)—6:>y—_—s__—SJ
13z 26 32 Equagdo:x=2(1)- (2)+ 2=2

—=—>17z=2

8 8

Fonte: Registro do G1

A técnica-acdo pode ser observada nas tarefas descritas, pois visa a
exploracéo da técnica por meio de agdes, no caso, o uso dos diferentes métodos de

resolucdo de Sistemas de Equacdes Lineares.

Quadro 9 — Tarefa 6 proposta por G1

Tarefa 6
Objetivo: Fazer a abordagem da interpretacdo geométrica de sistemas de equagdes lineares,
assim como também discutir com os alunos suas possiveis duvidas.

Classifique os sistemas representados geometricamente em SPI, SPD e SI.
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considere os planos da figura
(c) coincidentes, ou seja,

T1= TW— T3

d)

e) /

Fonte: Registro do G1

A técnica-processo é evidenciada na Tarefa 6, pois a técnica pode ser
descrita, interpretada e justificada por meio de um discurso tedrico-tecnolégico,
conseguindo justificar a relagado da representacédo geomeétrica com a solugdo de um
Sistema de Equacdes Lineares.

No momento da constituicido do bloco tecnoldgico-tedrico (CHEVALLARD,
2009), ha a presencga de um discurso racional a respeito das técnicas que podem ser
adotadas na resolucao das tarefas, dentre elas: método da adicdo, da substituicdo,
da comparacao, e o escalonamento.

No momento da institucionalizagdo, traz-se a definicdo de Sistema de
Equacdes Lineares e sado formalizados os procedimentos adotados para sua
resolucao algébrica. Em relagdo ao trabalho com a técnica, os integrantes do G1
trazem apenas uma tarefa, a Tarefa 5 (Quadro 10), sendo que esta evidencia a

técnica-objeto.
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Quadro 10 — Tarefa 5 proposta por G1

Tarefa 5
Objetivo: Verificar se entenderam como aplicar o escalonamento num problema contextualizado.
A tarefa a seguir foi retirado e adaptado da dissertagcdo de Aparecida Santana Chiari:

Trés escolas participaram de um torneio esportivo em que provas de dez modalidades foram
disputadas. Aos vencedores de cada prova, foram atribuidas medalhas de ouro, de prata ou de
bronze, respetivamente, aos 1°, 2°, e 3° lugares. As quantidades de medalhas de trés escolas, ao
final da competicdo, bem como a pontuagdo geral de cada escola e de cada modalidade sio
apresentadas nas tabelas. Quantos pontos valem cada medalha, ouro, prata e bronze, para cada
tabela?

Medalhas
=eeelE Ouro Prata Bronze | Pontuacdo final
A 2 4 4 44
B 4 1 1 39

Fonte: Registro do G1

O momento da avaliacdo nao é apresentado no plano de aula do G1.

Com o exposto nessa secdo, observamos a mobilizacdo do conhecimento
matematico para o ensino (BALL, THAMES, PHELPS, 2008) e podemos inferir que
as técnicas atreladas as concepcgdes (TRIGUEROS; MARTINEZ-PLANELL, 2015)
podem ser evidenciadas se forem trabalhadas tarefas como as propostas no plano
de aula.

Além disso, por meio das discussdes feitas durante os encontros do nosso
PEP-FP, os licenciandos do G1 se preocuparam com varios aspectos relacionados
ao ensino e aprendizagem de um conceito, refletindo no modo como esse conceito
foi ensinado a eles, para assim, proporem a ideia de como gostariam de ensinar
Sistemas de Equacdes Lineares.

A seguir, apresentaremos a Figura 18 que sintetiza o que foi discutido pelos

integrantes do G1, com base, em nosso PEP-FP.
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Figura 18 — Sintese das respostas do G1 com base no PEP-FP

Qg: Como desenvolver o estudo de sistema de equagoes lineares no

Ensino Médio?

|

Q,: Como apresentar o conceito de
sistemas de equacoes lineares (SEL)?

|

R4 2: Por meio de

['R1 5 1- Valendo-se de |

situacbes-problema

!

Q;: E necessario, inicialmente, valer-se
de SEL com 2 equacbes e 2
incognitas?

R2.1: Sim

Q5 Como seria a abordagem
com SEL desse tipo?

!

R3 4: Partindo de
problemas para
escreverem os SEL

!

Q4: Quais métodos ensinar para resolver
os sistemas de equacoes lineares?

|

R4: Adicao; Substituicao; Comparacao;
Escalonamento; Cramer; Geométrico

!

» alguma abordagem
l\ metodoldgica

{R1.2.1_1: Resoluq,éobl R4 2 1 »: Expositiva
l de Problemas dialogada

‘Rs: Sd0 05 métodos )

Qs: Por que esses
5 F ¥ q > usualmente )
metodos? apresentados até o
Ensino Médio

Fonte: a propria autora
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Em nosso PEP-FP, exposto no capitulo 3, apresentamos diferentes
possibilidades de respostas e o trouxemos, por meio da Figura 18, para sintetizar as
respostas do G1, mostrando as respostas do grupo para os questionamentos feitos.
E interessante notar que inserimos a resposta do grupo frente a abordagem
metodologica que adotaram e em nosso PEP-FP deixamos em aberto, isto €, nédo
citamos todas as abordagens que poderiam surgir como respostas.

ApOs a descricdo e analise do G1 vamos tratar na proxima sec¢ao do Grupo 2.

6.2 GRUPO 2

O Grupo 2 (G2) é constituido por dois licenciandos (L4 e L5), sendo que esse
grupo permaneceu inalterado desde o primeiro encontro.

Em relagdo ao primeiro encontro, no qual os integrantes do grupo tiveram
contato com a questdo inicial de nosso Percurso de estudo e pesquisa para a
formacao de professores (PEP-FP): “Q,: Como desenvolver o estudo de Sistema de
Equacées Lineares no Ensino Médio?” L4 e L5 buscaram entender o sentido da

questao proposta:

L4 — Primeiro vamos a pergunta: “Como desenvolver o estudo” o que
significa isso?
L5 — Vocé quer saber o sentido de como desenvolver o estudo?

L4 -E.

L5 — Deixa eu pensar um pouco. Desenvolver o estudo, a matéria ja
vai ta...

L4 - Entéo...

L5 — Ja vai ter lidado com isso. Dai a gente vai melhorar o estudo, &
isso?

L4 — Na questado de desenvolvimento?
L5 — Melhorar uma coisa, ndo é?
L4 — Pode ser.

Nesse primeiro momento, L4 até pensou nas abordagens, todavia L5

comenta:

L5 — Como assim diferentes abordagens? Tipo sistema de equagéao
linear € uma coisa sé. Tipo € sempre a mesma coisa, sdo equagdes
que estdo relacionadas, equagdes de grau 1 que elas estdo
relacionadas ali, tipo... Sistemas de equagdes lineares sdo sempre a
mesma coisa, agora tem tipo métodos de resolugdo de sistema de
equacoes lineares tem varios, entendeu?
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Observa-se por meio desse trecho que os licenciandos estavam com
pensamentos diferentes, um focado em abordagens de ensino e outro no conteudo
em si.

Com vistas a entender melhor o questionamento, G2 decidiu chamar a
professora-pesquisadora para esclarecer suas duvidas, em seguida voltaram suas

reflexdes a respeito de Q,:

L4 — D& para comegar a partir... mencionando a tendéncia que gente
utilizaria?

L5 — A gente pode usar um monte de regras assim, tipo... Vamos
pensar primeiro nas resolu¢des, nos métodos de resolugdes.

L4 — Pode ser.

Novamente nota-se que L4 quer refletir a respeito de abordagens de ensino e
L5 a respeito do conteudo. Contudo, chegam ao consenso de discutirem sobre
Sistemas de Equagbes Lineares, assim, eles listam os diferentes métodos de
resolucdo que podem ser adotados.

Ao discorrem a respeito dos meétodos, L4 mostra-se inquieto em relagdo aos

conhecimentos prévios:

L4 — ‘T& pensando num negdcio aqui. Acho que tipo: para a gente
desenvolver o estudo desse conteudo, pensando que eles ja viram
isso, acho que uma ideia boa é tipo relembrar, sabe?!

L5 — Relembrar?

L4 — E, relembrar os conteldos que eles aprenderam no ano
anterior, quer dizer no 8° ano. Que, tipo, pensa o aluno vai chegar no
Ensino Médio dai ele vai ver equacbes, sistema de equacgdes
lineares, mas ele ndo vai lembrar disso, raramente o aluno que
lembra...

L5 — Entao, a gente tem que fazer tipo abre aspas uma retomada do
conteudo? Entao, essa retomada seria de que forma?

L4 — Entdo, ai que vem a questdo: como a gente vai trabalhar com
ela?

L5 — Eu pensei na gente fazer agora... levantar caracteristicas,
coisas que estdo dentro disso... porque tipo a gente estuda em
sistema de equacgdes lineares, a gente estuda como resolver eles,
nao é?

L4 — Aham...

L5 — E ‘pra’ resolver eles tém varias coisas, varios outros conteudos
que ‘t&’ dentro disso, ndo €? Entdo, a gente poderia listar esses
conteudos, essas coisas que estdo presentes no...

L4 — Ah... vocé quer tipo listar tudo... tudo as caracteristicas dos
negocios para depois...

L5 - Isso.

L4 - ... pensar em aplicar.
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L5 — Isso... Como a gente pode lidar com isso. Pode ser?
L4 — ‘Ta'... Equacdes, né?!
L5 — Equacgdes... de primeiro grau; matrizes; determinantes.

Por meio dos excertos trazidos até aqui € possivel inferir que os licenciandos
manifestam o conhecimento matematico para o ensino (BALL, THAMES, PHELPS,
2008), evidenciando o conhecimento do conteudo no horizonte, visto que os
licenciandos apresentam “[...] uma consciéncia de como os topicos matematicos
estdo relacionados ao longo da extensdo da matematica incluida no curriculo®®
(BALL, THAMES, PHELPS, 2008, p. 403, tradugao nossa).

De modo geral, no primeiro encontro, G2 discutiu a respeito dos métodos de
resolucdo, dos conhecimentos atrelados ao estudo de Sistema de Equacdes
Lineares — na discussao L5 chama de conteudos basicos e no registro escrito esta
como caracteristicas —, e comentam que iniciariam o estudo por meio de equacgdes

de 1° grau. E possivel notar tais informagées na Figura 19:

Figura 19 — Registro escrito do G2 no 1° encontro®
M

Fonte: Registro escrito G2

89 [...] an awareness of how mathematical topics are related over the span of mathematics included in
the curriculum.

9 Transcrigdo Figura 19: “Como desenvolver o estudo de sistemas de equagdes lineares no Ensino
Médio?

Métodos de resolugao: - substituigcdo; - adicdo; - escalonamento*; - interpretagao geométrica; - Regra
de Cramer.

Caracteristicas: - equacdo de 1° grau; - Matrizes e Determinantes*; - Operagdes basicas; Algebra;
Geometria Analitica * nogao basica; interpretagdo geométrica.

Respondendo & pergunta: tratar de equagdes do 1° grau, inicialmente. Algebra e operagdes basicas.
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E interessante observar que L4 e L5 colocaram asteriscos em alguns
assuntos, uma vez que consideraram que esses conceitos serdao abordados apenas
no Ensino Médio, como constatado pelo audio entregue pelos licenciandos. O que
corrobora para nossa inferéncia em relacdo ao conhecimento do conteudo no
horizonte (BALL, THAMES, PHELPS, 2008).

No 2° encontro, G2 esqueceu de gravar o audio, mas entregaram os registros
escritos feitos nesse dia, o que evidencia um esbogo de um plano de aula,
apresentando a construgdo de uma situacdo-problema que seria utilizada para
introduzir Sistema de Equacdes Lineares, os objetivos que seriam adotados (Figura
20) e as etapas que poderiam ser utilizadas para o ensino de Sistema de Equacgdes

Lineares (Figura 21):

Figura 20 — Esbogo plano de aula do G2°'
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91 Transcrigdo Figura 20: Sistemas Lineares

Angela passeava pelo calgadao do centro da cidade. Onde avistou um quiosque que vendia pastéis e
vitaminas. Em um cartaz havia as seguintes promogdes:

3 vitaminas e 2 pastéis = R$ 14,00

2 vitaminas e 1 pastel = R$ 8,00

Angela ficou interessada em saber prego unitario do pastel e da vitamina. Ajude-a.

Objetivos:

- Interpretar a linguagem usual e reescrever em linguagem matematica.

- Relembrar conceito de incognita.

- Resolver problemas do cotidiano, da Matematica e de outras areas do conhecimento que envolvem
equagdes lineares simultaneas usando técnicas algébricas (BNCC).

- Utilizar a tarefa para realizar interpretagdo geométrica.

Formalizagdo.
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Fonte: Registrerscrito G2

Figura 21 — Etapas para o ensino de Sistema de Equacgdes Lineares®?
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Fonte: Registro escrito G2

Esses registros escritos evidenciam que, assim como G1, G2 iniciaria sua
aula utilizando uma situacédo-problema, retomando equacdes lineares para em
seqguida tratar de Sistema de Equacgdes Lineares.

92 Transcrigao Figura 21: 12 Introdugdo a equacgdes lineares

- caracteristicas: incognitas, coeficientes, termo independente.

- comparagao: quando uma equacao € linear e quando nao é?

- solugédo de uma equacao linear, grafico de uma equagao linear

22 Sistemas de equacgdes lineares

- caracteristicas: o que faz um sistema de equacgdes lineares ser um sistema de equagdes lineares?;

sistemas homogéneos e ndo-homogéneos; solugdes possiveis e impossiveis; sistemas equivalentes;
matrizes associadas a um sistema.

32 solugdes de sistemas de equagdes lineares
- substituicao, solugéo grafica, adigéo, regra de Cramer
- SPD, SPI, SI
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No terceiro encontro, L4 e L5 que ja haviam iniciado a construgdao de um
plano de aula, no segundo encontro, o retomam para sistematizar as ideias que
possuem para desenvolver o estudo de Sistema de Equacgdes Lineares no Ensino
Médio. A principio L4 sugere comegar por equacdes lineares, utilizando uma

situacao-problema:

L4 — O problema que eu pensei, aquele 14, tipo assim, ndo sei quem,
nao sei quem tem tantas figurinhas, quantas cada um pode ter? Tipo,
juntos eles tém tantas figurinhas, quantas eles podem ter no total

cada um?
L5 — Ah primeiro vocé quer pensar sobre equacoes lineares?
L4 — Isso.

]

L4 — Através disso a gente define equagao linear.

A partir dessa ideia, G2 elabora a situagao-problema a ser utilizada em seu
plano de aula, colocando as possiveis respostas e as possiveis duvidas que

poderiam surgir na aula (Figura 22):

Figura 22 — Possiveis duvidas elencadas no estudo de equacgdes lineares®

= /

Fonte: Registro escrito G2

Por meio desse registro escrito, podemos inferir que os licenciandos
apresentam o conhecimento do conteudo e do estudante (BALL, THAMES,

PHELPS, 2008, p. 401), uma vez que conseguiram prever, com base em sua

93 Transcrigdo Figura 22: Possiveis dividas:

12) O aluno pode ter dificuldade em representar em linguagem matematica, logo comentaremos sobre
incégnitas que sédo ensinada [Sic] nos anos anteriores, assim daremos essa dica para utiliza-la na
resolucao

2) O aluno pode questionar se ha apenas uma resposta. Questionaremos de volta se sabemos
quantas canetas eles tem, assim explicaremos que pode ser que tenham diferentes possibilidades.
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vivéncia enquanto alunos da Educacédo Basica e da Licenciatura em Matematica,
“[...] o que os alunos provavelmente pensam e o que achardo confusos™* e com
isso, previram uma possivel explicacdo para sanar os questionamentos que podem
surgir em sala de aula.

Em seguida, comegaram a discutir como se daria a formalizagao do conceito
equacgdes lineares, sendo que esse ocorreria por meio dos possiveis
questionamentos dos estudantes, para em seguida apresentar a definigcdo formal.

Para ensinar Sistema de Equacdes Lineares, G2 decidiu mudar a situagao-
problema proposta no segundo encontro (Figura 20), pois de acordo com L5 “Aquela
outra que a gente tinha pegado, eu ndo gosto daquilo 1a”. Dessa forma, refletiram a
respeito de um tipo de situacdo-problema que possibilitaria a resolugao sem Sistema
de Equacdes Lineares e depois utilizando tal conteudo. Por fim, recorreram a uma
situacao envolvendo a ideia de populagao.

Em relacdo a discussao feita por G2 na elaboragdo do plano de aula, é
interessante notar que L5 reflete sobre a utilidade do conceito de Sistema de
Equacdes Lineares: “Para mim, Sistema de Equacdes Lineares se resume em
métodos. Métodos de resolver sistemas e dai o que é mais importante nisso? Como
vocé estuda um método? Para mim, é através de repeti¢gdao”. Nota-se por meio dessa
fala, que L5 vé a necessidade de se entender bem as técnicas, ou seja, os métodos,
que podem ser adotados e assim, possivelmente para L5 seria necessario realizar
varias tarefas recorrendo, principalmente, a “técnica-acao”.

Ainda a respeito da fala apresentada anteriormente, observamos uma nogao
restrita do conceito de Sistema de Equacgdes Lineares, por parte de L5, o que pode
interferir, de algum modo, no conhecimento de conteudo e do ensino, no sentido das
escolhas que L5 faria, visto que enquanto professor avaliaria “[...] as vantagens e
desvantagens instrucionais das representagdes usadas para ensinar uma idéia
especifica e identificar o que os diferentes métodos e procedimentos proporcionam
instrucionalmente™® (BALL, THAMES, PHELPS, 2008, p. 401, tradugdo nossa)

No quarto encontro, apenas L4 foi, desse modo, ndo houve audio e como
combinado no terceiro encontro o licenciando entregou o plano de aula elaborado
por seu grupo. Sendo assim, analisaremos o que foi proposto por G2 utilizando os

94 [...] anticipate what students are likely to think and what they will find confusing.
95 [...] evaluate the instructional advantages and disadvantages of representations used to teach a
specific idea and identify what different methods and procedures afford instructionally.
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momentos didaticos do ciclo Atividade, discussdo em Classe e Exercicios
(TRIGUEROS; MARTINEZ-PLANELL, 2015).

No momento do primeiro encontro ou reencontro com o objeto equagéo linear
€ apresentada a tarefa 1 que representa uma situagdo-problema envolvendo o

contexto de canetas (Figura 23):

Figura 23 — Tarefa 1 proposta por G2

Fonte: Registro escrito G2

Em seguida, no momento da exploragao, os alunos serao instigados a buscar
uma técnica para resolver equagdes lineares. Os integrantes do G2 dizem que apés
isso mostrardo aos alunos equacgdes que nao sao lineares e explicardo o motivo,
entretanto ndo trazem exemplos desse tipo de equacgao.

A Tarefa 1, apresentada na Figura 23, pode ser entendida como técnica-
objeto, visto que permitira responder questbes relacionadas a técnica e a relagéo
dela com outras técnicas.

No momento da constituicio do bloco tecnoldgico-tedrico justifica-se e
explica-se a respeito da técnica adotada para resolver esse tipo de tarefa. Ja no
momento da institucionalizagdo traz-se a definicdo de equagdes lineares
relacionando-a a resolucio da tarefa.

No momento do trabalho com a técnica o grupo nao traz mais tarefas para
serem feitas relacionadas a equacdes lineares.

Para o primeiro momento com Sistema de Equacgdes Lineares, G2 apresenta
a Tarefa 2 (Figura 24):

9 Transcrigdo Figura 23: Tarefa 1
José e Jodo juntos tem um total de 7 canetas, quantas canetas cada um pode ter?
a) Escreva utilizando linguagem matematica essa situagéao
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Figura 24 — Tarefa 2 proposta por G2°%’

Lod ! N 2

Fonte: Registro escrito de G2

No momento da exploracdo, os licenciandos apresentaram possiveis
resolugcdes que poderiam surgir, evidenciando o método da substituicdo. A Tarefa 2,
assim como a Tarefa 1, pode propiciar a técnica-objeto.

No momento da constituicido do bloco tecnoldgico-tedrico (CHEVALLARD,
2009), ha a presenga de um discurso racional a respeito das técnicas que podem ser
adotadas na resolucao das tarefas, dentre elas: método da adicao e da substituicio.

No momento da institucionalizagdo traz-se a definicdo de Sistema de
Equacbes Lineares e sao formalizados, com base na resolugdo da Tarefa 2, os
procedimentos adotados para a resolucgao.

O G2, no momento de trabalho com a técnica, apresentou apenas mais uma
tarefa, a Tarefa 3 (Figura 25), por meio dela sendo possivel evidenciar a técnica-
acao, uma vez que os alunos podem praticar a aplicagdo das técnicas por meio de
acoes, isto é, podem utilizar os diferentes métodos de resolugcao de Sistemas de

Equacgdbes Lineares.

Figura 25 — Tarefa 3 proposta por G2%

Fonte: Registro escrito do G1

O momento da avaliacdo nao € apresentado no plano de aula do G2.

97 Transcrigdo Figura 24: Tarefa 2

A populagdo de uma cidade A é trés vezes maior que a populagdo da cidade B. Somando a
populacao das duas cidades, temos o total de 200 000 habitantes. Qual a populagéo da cidade A?

98 Transcrigdo Figura 25: Tarefa 3

Descubra quais sdo os dois numeros em que o dobro do maior somado com o triplo do menor da 15,
€ 0 maior somado com o quintuplo do menor da 1.
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Por meio dessa segdo, notamos que os licenciandos mobilizaram o
conhecimento matematico para o ensino (BALL, THAMES, PHELPS, 2008) e
inferimos a respeito dos momentos didaticos, seguindo o ciclo Atividade, Discussao
em Classe e Exercicios (ACE) (TRIGUEROS, MARTINEZ-PLANELL, 2017).

Foi possivel observar ainda que os licenciandos nao deixaram claro qual
abordagem metodoldgica adotariam, mas, seguindo as caracteristicas das tarefas,
pode-se inferir o uso de alguns aspectos da Resolugédo de Problemas. Outro ponto a
se destacar € que G2 decidiu apresentar apenas o estudo de um sistema de
equacgoes lineares com duas equacgdes e duas incognitas e mesmo dizendo em um
de seus objetivos elencados, no segundo encontro, que realizaria a interpretagao
geométrica, essa néo foi apresentada no plano de aula entregue no quarto encontro.

Além desses aspectos, € interessante ressaltar que no primeiro encontro G2
discutiu a respeito de conceitos relacionados a Sistema de Equacdes Lineares, mas
em seu plano, como trabalhou apenas com um sistema 2 X 2 ndo os explorou. O G2,
também, ndo apresentou como as solugdes podem ser classificadas, isto é, em
possivel determinada, possivel indeterminada e impossivel, sendo que no registro
escrito do segundo encontro indicaram que abordariam as classificagdes.

Sendo assim, notamos que o plano de aula entregue no quarto encontro foi
bem elementar, ndo explorando muitas das caracteristicas que os licenciandos do
G2 comentaram no primeiro e segundo encontro, as quais evidenciavam indicios do
conhecimento do conteudo no horizonte (BALL, THAMES, PHELPS, 2008). Todavia,
mesmo com essas lacunas, notamos como dito anteriormente elementos do
conhecimento matematico para o ensino (BALL, THAMES, PHELPS, 2008) e do
dialogo proposto para a APOE e a TAD, no sentido de analisar os momentos
atrelado ao ciclo ACE (TRIGUEROS, MARTINEZ-PLANELL, 2017). Na figura 26,
apresentamos a sintese das respostas do G2 obtidas por meio de seu plano de aula,

com base em nosso PEP-FP:



Figura 26 — Sintese das respostas do G2 com base no PEP-FP

Qg: Como desenvolver o estudo de sistema de equagoes lineares no‘
Ensino Médio?

|

Q4: Como apresentar o conceito de
sistemas de equacdes lineares (SEL)?

R4 2! Por meio de
situacdes-problema

Qs: E necessario, inicialmente, valer-se

de SEL com 2 equacdes e 2
incognitas?

L

R2.1: Sim
Qa: Como seria a abordagem
com SEL desse tipo?

!

Ra.4: Partindo de ‘

|'F Ry 2 1: Valendo-se de |
» alguma abordagem
‘} metodoldgica

problemas para
escreverem os SEL

Q4: Quais métodos ensinar para resolver
os sistemas de equacbes lineares?

!

’ Ra4: Adicéo; Substituicao

!

‘Rs: 530 05 métodos

Qs: Por que esses usualmente
métodos? apresentados até o
Ensino Médio

Fonte: a propria autora
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No PEP-FP que propomos, no capitulo 3, apresentamos diferentes

possibilidades de respostas e o trouxemos aqui para sintetizar as respostas do G2,

mostrando as respostas do grupo para os questionamentos feitos, com base no

plano de aula elaborado.
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A seguir traremos a analise e a descri¢ao do Grupo 3.

6.3 GRUPO 3

O Grupo 3 (G3) possui como integrantes trés licenciandos (L6, L7 e L8),
sendo que L8 ingressou no G3 no segundo encontro.

No primeiro encontro, da aplicagdo do PEP-FP os licenciandos L6 e L7 ndo
enviaram o audio da sua discussdo. Sendo assim, nossa analise se dara por meio
dos dados fornecidos a partir do segundo encontro.

Ao discutir a respeito das justificativas das escolhas frente a questao proposta
no PEP, a saber “Q,: Como desenvolver o estudo de Sistema de Equacbes Lineares
no Ensino Médio?”, G3 inicia sua discussao falando a respeito de qual método

apresentaria primeiro, como € possivel notar no trecho a seguir:

L8 — Entdo a gente concorda que o [método] da substituigdo € o mais
simples?

L7 — Eu acho... A gente combinou na semana passada, L6 e eu. A
gente chegou em um consenso que isolar uma equagao e substituir
na outra seria uma coisa mais natural deles entenderem, porque ja
estdo vindo da equacgao do 1° grau.

L8 — Sim.

Por meio desse trecho, observamos que G3, em especifico L7, tomou como
referéncia o conhecimento prévio dos alunos acerca de equagdes do 1° grau para
justificar o porqué de se apresentar primeiro o método da substituicdo, e com isso
evidenciamos uma mobilizacdo do conhecimento do conteudo no horizonte, uma vez
que mostram “[...] uma consciéncia de como os tdpicos matematicos estdo
relacionados ao longo da extensdo da matematica incluida no curriculo”®® (BALL,
THAMES, PHELPS, 2008, p. 403, tradugdo nossa). Além de evidenciar o
conhecimento do conteudo e do estudante, por prever “...] o que os alunos
provavelmente pensam e o que achardo confusos”'% (BALL, THAMES, PHELPS,
2008, p. 401).

99 [...] an awareness of how mathematical topics are related over the span of mathematics included in
the curriculum.
100 [...] anticipate what students are likely to think and what they will find confusing.
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Outro ponto a ser considerado na discussao de G3, é que os integrantes se
preocuparam em verificar em livros didaticos e na internet como o conceito de

Sistema de Equacdes Lineares € introduzido e qual método € mostrado primeiro.

L8 — Entdo... vou tirar uma conclusdo do que eu observei aqui no
livro, ele comeca pela adicédo certo?

L7 — Aham

L8 — Mas os tipos de problema que o livro comega, ele sempre cai
numa coisa do estilo que esta aqui... -3y + 3y. E mais visual quando
ja esta montado o sistema, -3y + 3y, junta as duas que da zero.

L7 — Por isso que eu acho que o da adi¢ao, ndo importa isso dai...

L8 — E... entdo...

L7 — Pela adi¢cao nao, pela substituicio.

L8 — Da substituicdo n&o importa o valor...

L7 — O aluno tem que saber o que esta acontecendo, sdo duas
equagbes com duas incognitas que ele tem de achar a solugdo.
Quando ele isola e substitui sai natural, porque ele ja trabalhou com
equacao do 1° grau, ndo vai ser um negoécio de outro mundo para
ele. Depois que ele pega o ritmo do sistema vocé comega a mostrar
varias ferramentas para ele resolver. Porque se vocé vé a adicao, ele
automaticamente vai cair no escalonamento, porque as vezes
guando ndo esta assim mais 3 e menos 3, vocé tem que multiplicar...
[...]

L7 — Se eu fosse dar uma aula hoje, eu partiria de uma situagao-
problema montaria as duas equagdes e diria “e agora para resolver
isso?” E substituiria uma na outra.

Esse excerto mostra novamente o argumento de L7 ao considerar mais
interessante trazer inicialmente o0 método da substituicdo, por conta do
conhecimento prévio do aluno. Tal comentario corrobora para nossa inferéncia a
respeito do conhecimento matematico para o ensino.

De modo geral, no segundo encontro, G3 buscou situagbdes-problema que
possibilitariam a abordagem que considera mais coerente para o ensino de Sistema

de Equacdes Lineares (Figura 27):



Figura 27 — Registro escrito do 2°encontro do G310’

Fonte: Registro escrito G3

101 Transcrigdo Figura 27: Registro das discussées
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Chegamos ao consenso que {iriamos vamos} comecar com uma situagdo-problema que resulta em
um sistema de equagdes. Inclusive, escolhemos através do Livro do Joamir Souza um problema que

envolve aplicacao de dinheiro, situagdo comum no cotidiano das pessoas.

A partir desta situagdo-problema esperamos que os alunos consigam extrair as duas equacgdes

lineares.

Neste momento a ideia € que ocorra uma discussao entre eles para encontrar o melhor caminho para
resolucdo a nossa expectativa & que a substituigdo, através do isolamento de uma das equagdes,
acontega naturalmente, pois os alunos ja sabem equagbes de 1° grau e a partir dai resolverem o

problema.

Nao descartamos surgir como solugdo o método da adicdo, MAS, achamos (e baseado no livro) que

para o primeiro contato a substituicdo seria 0 mais natural.

Apods a familiarizagdo como sistema de equacgdes pela substituigdo, poderiamos explorar a adigéao,

escalamento e outros métodos.
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Uma questao interessante a ressaltar, por meio da Figura 27, é o fato dos
integrantes do G3 partirem de uma situagdo-problema que envolve algo, de certo
modo, comum ao aluno. Tal situacdo vem reforcar nossa inferéncia a respeito do
conhecimento do conteudo e do estudante (BALL, THAMES, PHELPS, 2008).

No terceiro encontro do nosso PEP-FP foi solicitada a elaboragdo de um
plano de aula com base nas discussdes feitas nos dois primeiros encontros. Como
apenas L7 participou do encontro ndo temos audio. Todavia, tal licenciando iniciou a
elaboragao do plano, finalizado no quarto encontro com a participagcéo de L6 e L8.

No quarto encontro, G3 discutiu a respeito de tarefas que seriam utilizadas e
entregou o plano de aula por ele elaborado. Sendo assim, o analisaremos com base
nos momentos didaticos do ciclo Atividade, discussdo em Classe e Exercicios
(TRIGUEROS; MARTINEZ-PLANELL, 2015), visando evidenciar um aspecto do
dialogo entre a TAD e a APOE.

No momento do primeiro encontro (ou reencontro) com o conceito de Sistema

de Equacdes Lineares sera apresentada a Tarefa 1 (Figura 28):

Figura 28 — Tarefa 1 proposta por G392

Fonte: Registro escrito do G3

No momento da exploragdo com a técnica, G3 comenta que os alunos do
Ensino Médio buscardo uma técnica para resolver Sistema de Equagdes Lineares e
evidencia nas possiveis resolucbes o meétodo da substituicido e a técnica da

“tentativa”, isto €, os alunos vao atribuindo valores aleatérios até chegar a resposta

102 Transcrigdo Figura 28: Jodo investiu um capital inicial de R$ 2 000,00 com rendimento de 7% ao
ano, no regime de juros simples. No mesmo dia, Marcos investiu um capital de R$ 1 600,00 com
rendimento de 13% ao ano, também no regime de juros simples.
a) Em que momento Jodo e Marcos terdo aproximadamente o mesmo valor? Qual é esse
montante?
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desejada. Em relagdao a Tarefa 1, podemos comentar que ela pode ser entendida
como técnica-objeto, ja que os alunos terdo de encontrar um sistema que representa
a situagcdo para, entdo, resolvé-lo, além disso, tal tarefa possibilita que sejam
respondidas questdes relacionadas a técnica e a relagao dela com outras técnicas.
No que diz respeito a outra tarefa proposta, evidenciamos a técnica-agao na

Tarefa 2 (Figura 29), pois esta visa a exploragao da técnica por meio de agdes:

Figura 29 — Tarefa 2 proposta por G3103

Fonte: Registro escrito do G3

No momento da constituicido do bloco tecnoldgico-tedrico (CHEVALLARD,
2009), é possivel comentar que os licenciandos utilizaram diferentes técnicas, como
o0 método da substituicdo e da adicao.

No momento da institucionalizagao, os licenciandos trouxeram as definicoes
de Equacdes Lineares e de Sistema de Equacbes Lineares e formalizaram os
procedimentos adotados para sua resolugao algébrica. Em relagdo ao trabalho com
a técnica, os integrantes do G3 frisaram que iriam propor uma lista com problemas
diversos, porém nao apresentaram essa lista.

O momento da avaliagdo nao é apresentado por G3.

Com o exposto nessa secdo, observamos a mobilizacdo do conhecimento
matematico para o ensino (BALL, THAMES, PHELPS, 2008) e notamos aspectos
que do dialogo entre a TAD e a APOE, no qual inferimos que as técnicas atreladas
as concepcoes (TRIGUEROS; MARTINEZ-PLANELL, 2015) podem ser
evidenciadas nas tarefas propostas por G3.

Além disso, é interessante ressaltar alguns aspectos relacionados ao plano de
aula entregue por G3, que pode ser entendido como algo a ser realizado em uma ou
duas aulas, ou seja, um plano para introduzir o conceito de Sistema de Equacgdes
Lineares, visto que ndo avangou para sistemas com mais de duas equagdes e duas

incognitas, sendo que isso € explorado no Ensino Médio. Esse aspecto também foi

103 Transcrigdo Figura 29: A proxima tarefa sera:
A soma de 2 numeros é 530 e a diferenga entre eles é 178. Quais sao esses numeros?
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evidenciado em G2. A seguir, apresentaremos a Figura 30 que sintetiza o que foi

discutido pelos integrantes do G3, com base em nosso PEP-FP.

Figura 30 — Sintese das respostas do G3 com base no PEP-FP

Qg: Como desenvolver o estudo de sistema de equagoes lineares nol
Ensino Médio?

!

Q4: Como apresentar o conceito de
sistemas de equacdes lineares (SEL)?

I'PR1.2_1: Valendo-se de |

R4 2: i
s » alguma abordagem
situacoes-problema ] metodolégica

Qs E necessdrio, inicialmente, valer-se

de SEL com 2 equacbes e 2
incognitas?

.

R2 1: Sim
Q,: Como seria a abordagem
com SEL desse tipo?

!

‘ R 1: Partindo de ‘

'Ry 2.1 1: Resolugio
de Problemas

problemas para
escreverem os SEL

Q4: Quais métodos ensinar para resolver
os sistemas de equacoes lineares?

!

‘ R4: Adicao; Substituicao. ‘

!

‘Rs: 580 05 métodos)

Qs: Por que esses usualmente
métodos? apresentados até o
Ensino Médio

Fonte: a propria autora
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Cabe frisar, novamente, que no nosso PEP-FP ndo evidenciamos uma

abordagem metodolégica especifica, porém o G3 faz isso, sendo assim, inserimos

como resposta a Q;.

Na proxima sec¢ao, traremos a descrigao e a analise do Grupo 4.

6.4 GRuPO 4

O Grupo 4 (G4) é formado por dois licenciandos (L9 e L10) que ndo foram ao

primeiro encontro da aplicagcdo do Percurso de Estudo e Pesquisa para a formacéao

de professores (PEP-FP). Desse modo, no segundo encontro explicamos o objetivo

da pesquisa e o que havia sido realizado na semana anterior para situa-los a

respeito do que seria feito naquele momento.

Inicialmente G4 discutiu a questao Q,, a saber: “Como desenvolver o estudo

de Sistema de Equacgées Lineares no Ensino Médio?”, do nosso Percurso de Estudo

e Pesquisa para a formagdo de professores (PEP-FP), pensando a respeito dos

objetivos, como é possivel notar no dialogo a seguir:

L9 — ‘Ta’... Tipo... Como ela definiu para gente do ponto de vista do
professor eu acho que assim primeiro a gente teria que definir o
material que a gente vai utilizar para fazer os estudos referentes a
isso e quais objetivos que a gente pretende em cima desses estudos.
Se é... eu separei em dois objetivos: o primeiro que é uma
possibilidade de objetivo que é reconhecer e montar um sistema de
equacgoes lineares, ou seja, eles tentarem transformar da linguagem
que a gente tem ali se a gente for partir de uma situagao-problema.
L10 — Aham

L9 — Para que eles consigam escrever na linguagem matematica. A
outra segunda possibilidade de objetivo € resolver o sistema de
equacdes lineares por um tipo de método. Eu coloquei de
escalonamento, mas pode ser pela regra de Cramer.

L10 — Uhum

L9 — Enfim...

L10 — ‘Ta’... Eu acho que como ela deixou livre, quando eu falar em
equacao linear no Ensino Médio eu ia fazer a primeira possibilidade...
de obijetivo, o primeiro objetivo...

A partir da ideia de “reconhecer e montar um sistema de equacdes lineares”,

G4 comecou a refletir a respeito de como faria isso, se utilizaria uma situacéo-

problema:
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L10 — E... E agora a questdo é como a gente vai levar isso daqui
para o aluno. Vai chegar com o qué? Vai chegar direto com um
problema? Como a maioria fez ou existe alguma outra possibilidade
diferente? Como apresentar isso? Entendeu? Para os alunos.

L9 — Entendi. A tem como tipo tacar la, vamos dizer assim, calcule,
resolva o sistema.

L10 — Mesmo sem o aluno n&o saber...

L9 — Entdo. E ai que entra a questdo tipo de extrair. Eu ndo vejo
outra alternativa. Sei la. Se... Tentar mostrar. Tentar fazer o aluno
identificar onde esse conteldo matematico ou essa expressao...

L10 — se encaixa?

L9 — ... se encaixa

L10 — Sem ele saber resolver antes.

L9 — E... sem ter visto antes ou tipo... d4 sentido daquilo para ele.
L10 — Entdo vocé acha primeiro ele aprende a técnica, né? A parte
tedrica...

L9 — Isso.

L10 — Nao tedrica, na verdade € a parte assim... € a técnica mesmo.
Saber resolver e depois a gente vai identificar em um problema?

L9 — Eu acho que nao. Primeiro ele tem que resolver... identificar no
problema, mas como identificar isso em um problema? Primeiro tipo
tem uma situagao 1a, que sei la, um probleminha do... do... ndo é do
conteudo... é do contexto que ele vive, sei la, que tenha mais sentido.
[...]

L10 — Ta... Entao a proposta é a gente chegar com o qué? Chegar
na sala e fazer o qué?

L9 - Ah eu gosto de resolugéao de problemas...

L10 — Vocé gosta de resolugao de problemas?

L9 — E, entdo... tipo pegar alguma tarefa que induza ele a pelo
menos montar isso...

L10 - ‘Ta'.

L9 — Mas ai a gente tem que analisar e verificar alguma tarefa que
tenha...

L10 — Facil

L9 — ... um mais valor simbdlico para ele.

O dialogo evidencia uma preocupag¢ao do G4 em encontrar uma situagédo com
“valor simbdlico” para o estudante, visto que considera complicado apresentar direto
uma tarefa do tipo “resolva”, sem os estudantes conhecerem o conceito a ser
trabalhado. Desse modo, os integrantes do G4 comegam a pensar até mesmo no
uso de uma abordagem metodoldgica, no caso a Resolugédo de Problemas.

Com base no exposto no paragrafo anterior, podemos olhar para o
conhecimento matematico para o ensino (BALL, THAMES, PHELPS, 2008), em

especifico para o conhecimento do conteudo e do estudante (p. 401, traducéo
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nossa), pois “ao escolher um exemplo, os professores precisam prever o que 0s
alunos acharao interessante e motivador”'% e G4 mostra indicio dessa preocupacéo.

O G4 continua pesquisando uma situacao-problema que pode ser utilizada e
refletindo sobre como chegar na sala de aula para abordar o conceito. Nessa
reflexdo recorre a Base Nacional Comum Curricular e comega a pensar na
habilidade que é exposta, que relaciona os verbos “resolver e elaborar’. Na questao
do “elaborar”, os integrantes voltam seu olhar para outra abordagem metodoldgica,
como é possivel notar na fala de L9: “[...] tipo trabalhar alguma coisa de modelagem
com eles, se eles conhecem algum comportamento ou relagdo através de uma
expressao de algum contexto que tem uma relagdo de igualdade com valor
simbdlico-numérico”.

Com base em suas discussoes, G4 comega a fazer um esbogo de um plano
de aula para auxiliar a responder a questdo Q, proposta por nos. No terceiro
encontro apenas L9 foi, com isso, continuou a elaborar o plano de aula que havia
iniciado no segundo encontro com L10.

No quarto encontro, G4 finalizou alguns detalhes do plano de aula, que foi
entregue. Sendo assim, 0 analisaremos observando aspectos do diadlogo das teorias
APOE e TAD, especificamente, dos momentos didaticos do ciclo Atividade,
discussdo em Classe e Exercicios (TRIGUEROS; MARTINEZ-PLANELL, 2015).

No momento do primeiro encontro com Sistema de Equagbes Lineares, G4

propdés uma situagao, a qual denominaremos de Tarefa 1 (Quadro 11):

Quadro 11 — Tarefa 1 proposta por G4

Mostrar a balanga (ja providenciada pelo professor), questionar os alunos se conhecem o
instrumento. Se sim, pedir ao aluno para explicar, se n&o, explicar a funcionalidade da balanga.
Diante do reconhecimento do objeto, o professor devera estimular o pensamento dos alunos sobre
como seria possivel aferir a medida ou a aproximagdo da massa de um corpo, sem o uso do
mesmo.

Diante da discusséo, o professor deve apresentar 4 tipos de frutas das quais tenha preferéncia em
abordar em sala e com quantias diferentes de cada tipo (de tal modo que o professor deva
selecionar cada tipo de fruto com propriedades semelhantes, “peso, tamanho, etc”).

O professor ira explicar como seria uma situagdo, como a questionada anteriormente, visando a
desafiar o grupo a descobrir a massa média de cada unidade de fruta selecionada pelo grupo
diante da situacéo proposta.

Fonte: Registro do G4

104 When choosing an example, teachers need to predict what students will find interesting and
motivating.
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Em relacdo a Tarefa 1, € possivel observar aspectos que a caracterizam
como técnica-objeto, visto que permitira responder a questbes relacionadas a
técnica e a relacédo dela com outras técnicas.

No momento da exploracdo da Tarefa 1 e da elaboragcdo de uma técnica, G4
comenta que “o professor desafia os alunos a descobrirem a massa média de cada
uma das frutas selecionadas pelo grupo, pensando em estratégias diferentes e
criativas para cada resolucido”. Desse modo, os alunos criardo técnicas de resolucao
a serem empregadas no mesmo tipo de problema.

No que se refere ao momento da constituicdo do ambiente tecnolégico-tedrico
(CHEVALLARD, 1999), é possivel explicitar que para a resolucao da Tarefa 1 pode-
se utilizar o método do escalonamento.

Para o momento de trabalho com a técnica, G4 propde outra situagao, a qual
denominaremos Tarefa 2 (Quadro 12), que, assim como a Tarefa 1, pode ser

entendida como técnica-objeto:

Quadro 12 — Tarefa 2 proposta por G4

[...] iremos propor um problema aos alunos descrevendo uma situagao onde uma nutricionista
precisa determinar o peso de cada fruto para fazer o balango nutricional de sua dieta diaria, porém
o pacote de frutas que ela comprou vem com o peso total de todas elas dispostas conforme os
alunos selecionaram.

Perante essa situagdo como eles poderiam solucionar esse problema e ajudar a nutricionista a
encontrar o peso individual de cada fruta para calcular a quantidade minima de frutose (carboidrato
presente nas frutas, agucar) que deve ser ingerida em uma refei¢gdo diaria, sabendo que a dose
indicada pela Organizagdo Mundial da Saude é de 25g de agucar por dia.

Nesse caso devera ser apresentado uma tabela informando a relagdo da massa e a quantidade de
frutose para cada fruta. Utilizaremos um exemplo conforme mostrado na possivel resolugao.
Considere que cada 100 gramas de banana contém 6,2 gramas de frutose e que a cada 100
gramas de macéd contém 7,6 gramas de frutose e que a cada 100 gramas de uva contém 7,8
gramas de frutose.

Fonte: Registro do G4

No momento da institucionalizagdo, G4 formaliza o conceito de Sistema de
Equacdes Lineares, bem como o método do escalonamento, apresentando um
roteiro para aplicar esse método.

O momento de avaliacdo nao € exposto no plano de aula do G4.

Por meio do que analisamos nessa segado, conseguimos notar a mobilizagao
do conhecimento matematico para o ensino (BALL, THAMES, PHELPS, 2008) e
inferimos a respeito das técnicas atreladas as concepgbes (TRIGUEROS;
MARTINEZ-PLANELL, 2015), com vistas a evidenciar um aspecto do dialogo entre a
APOE e a TAD.
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Além disso, notamos que o plano apresentado por G4 nao explora outros
conceitos relacionados a Sistema de Equacéao Lineares, como a classificagdo com
base no conjunto solugdo e outros métodos, por exemplo, o geomeétrico.
Percebemos também que mesmo nao sendo explicitado no plano de aula ha
aspectos relacionados a Modelagem Matematica.

A seguir, apresentaremos a Figura 32 que sintetiza o que foi discutido e

mostrado no plano de aula por G4, com base, em nosso PEP-FP exposto no
capitulo 3.

Figura 31 — Sl’ntese das respostas do G4 com base no PEP-FP

Qg: Como desenvolver o estudo de sistema de equagdes lineares no
Ensino Médio?

Q4: Como apresentar o conceito de
sistemas de equacbes lineares (SEL)?

v

Ri:5: Pormeio de J R 2.1 Valendo-se de

. = » alguma abordagem
situacoes-problema | metodolégica

Qs E necessario, inicialmente, valer-se
de SEL com 2 equacdes e 2
incégnitas?

.

Rz 2: Nao
Q4: Quais métodos ensinar para resolver
os sistemas de equacdes lineares?

!

‘ R4: Escalonamento

Rs: S0 0s métodos
Qs: F’Ol.' que esses usualmente )
meétodos? apresentados até o
Ensino Médio

Fonte: a propria autora
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Cabe ressaltar que as respostas apresentadas por meio do nosso PEP-FP
referem-se, principalmente, ao que foi tratado no plano de aula entregue por G4, por
isso n&o inserirmos “Modelagem Matematica” como resposta a R, , 4.

Na préxima secao, traremos a descricdo e analise das discussdes, registros

escritos e do plano de aula do Grupo 5.

6.5 GRUPO 5

O Grupo 5 (G5), constituido apenas no 3° encontro, € formado por dois
licenciandos (L11 e L12). Cabe ressaltar que os licenciandos estavam presentes no
primeiro encontro do Percurso de Estudo e Pesquisa para a formacao de

professores (PEP-FP), mas esses eram duplas de L3 e de L8, respectivamente.

s

Assim, para falar desse grupo é interessante observar a discusséo feita no
primeiro encontro, porém traremos a discussdo de L8 e L12 por esses terem nos
enviado o audio, algo que nao aconteceu com L3 e L11. Consideramos importante
analisar a discussdo feita no primeiro encontro, mesmo nao sendo com o0s
integrantes do G5, por auxiliar a entender a tomada de decisdo na elaboracdo de
seu plano de aula.

Ao refletirem a respeito da questado inicial do PEP-FP, a saber “Q,: Como
desenvolver o estudo de Sistema de Equagbes Lineares no Ensino Médio?”, L8 e

L12 apresentam o seguinte dialogo:

L8 — Para comecar é sempre bom a gente da um problema para
situar o aluno de alguma... da situagao e a partir disso ele conseguir
pensar em alguma coisa.

L12 — Mas e dai a gente podia comecgar como vocé disse com um
problema para ele relembrar equacdes, porque, as vezes, nem todos
os alunos lembram conteudos passados. Entdo, as vezes, € bom dar
um problema que volte ao conteudo de equagdes para depois a
gente dar um problema que seja sistema de equacgdes.

L8 — E... porque se ele n&o relembrar equagdes, fica dificil na hora
de trabalhar, né?! O aluno vai ficar ali patinando na equacao e dai
ndo consegue desenvolver o préximo conteudo.

L12 — Eu realmente ndo consigo pensar em outro desenvolvimento, é
porque acho que a gente esta tdo... € tdo recente essa parte de
Resolugcédo de Problema que eu ndo consigo pensar. [...]

Esse trecho mostra a preocupacdo de retomar o conceito de Equacbes

Lineares para em seguida apresentarem Sistema de Equagdes Lineares, pois como
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ressalta L12 “[...] nem todos os alunos lembram [de] conteudos passados”. Essa
preocupacao relacionada ao que o aluno sabe, pode ser vista como o conhecimento
do conteudo e dos estudantes (BALL, THAMES, PHELPS, 2008, p. 401, tradugao
nossa), por “prever o que os alunos provavelmente pensam [...]"1%.

Ao longo desse primeiro encontro, L8 e L12 falaram também do uso da
interpretacdo geométrica de Sistema de Equagbes Lineares e para tanto, L8

comenta a sua experiéncia em uma oficina proposta em seu estagio:

L8 — E eu achei que foi uma parte legal! Nao sei se todos os alunos
conseguiram é... entender isso...

L12 — Aham.

L8 — Mas porque a gente...

L12 — Nem eu entendi isso...

L8 — E, entdo, a gente teve uma aula de quatro horas, tipo que nem
sao as quatro aulas completas, para explicar isso dai. Entdo, acabou
que tipo ndo sei se os alunos conseguiram captar.

[...]

L8 — [...] Mas... eu acho que é um bom desenvolvimento, porque dai
eles enxergam, né?! Além da parte algébrica que eles s6 encontram
o valor de x, né?! O de y. A parte grafica eles conseguem ver tipo:
“Oh estad acontecendo alguma coisa aqui!”.

L12 — E sai do tradicional também, né?!

Notamos por meio desse excerto a busca por algo diferente para desenvolver
o estudo de Sistema de Equacgdes Lineares nao ficando também apenas na parte
algébrica. Dessa forma, os licenciandos mostraram o conhecimento do conteudo e
do ensino (BALL, THAMES, PHELPS, 2008, p. 401, tradu¢do nossa), uma vez que
avaliaram “[...] as vantagens e desvantagens instrucionais das representacdes
usadas para ensinar uma ideia especifica e identificar o que os diferentes métodos e
procedimentos proporcionam instrucionalmente”?%6,

Como L12 faltou no segundo encontro do PEP-FP, L8 integrou o G4 e a partir
do terceiro encontro se juntou com L11, que também havia faltado no segundo
encontro, e, assim, temos o G5. Durante esse encontro, o grupo discutiu como
desenvolveria o estudo de Sistema de Equacdes Lineares, comentando que iniciaria

por equacdes lineares, como € possivel notar no trecho a seguir:

105 1...] anticipate what students are likely to think [...].
106 1...] the instructional advantages and disadvantages of representations used to teach a specific
idea and identify what different methods and procedures afford instructionally.
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L11 — Antes de comecar nao so falar da incognita, mas jogar uma
equacao.

L12 — Sim. Tipo assim: dar um resumo do que é equacao e voltar um
pouquinho e...

L11 - E... Isso!

L12 — Ah entendi... Que nem... Ah entendi. Ta! A gente pode
comecar falando primeiro 0 que que é equagido, como se monta
equacéo, essas coisas.

L11 — A gente monta ou a gente da um problema e eles se viram?
Tem que fazer eles buscarem isso?

L12 — E... Se a gente vai trabalhar com a resolugdo de problemas a
gente ja pode comegar com...

L11 — Com um problema.

L12 — Com um problema...

Por meio do excerto apresentado observamos que além de decidir com qual
conceito comecaria, G5 comenta a respeito da metodologia que iria adotar, no caso,
a Resolugdo de Problemas. Na busca pelo problema, os licenciandos falaram de

utilizar algo relacionado a um problema real:

L11 — A gente poderia partir de uma situagdo assim, de corrida de
UBER, de como é calculado o preco.

L12 — Ah legal! Tipo, € um problema real que nem eles falam, da
realidade da pessoa.

L11 — Mas como ¢é calculado quem sabe? Se é por tempo ou por
quilometragem? Ai esse aqui tem tudo.

L12 — Legal, gostei!

[...]

L11 — Estava procurando esse aqui, exatamente por ser algo que
esta na realidade...

L12 — Sim.

L11 — A todo momento, porque hoje ndo tem ninguém que ndo pega
UBER.

L12 — Sim...

Esse trecho evidencia que G5 almejou encontrar uma situagdo-problema que
fosse atrativa aos estudantes, uma vez que, a ideia de solicitar carro por aplicativo é
algo que se tornou, de certo modo, comum, mas o modo como é calculado o prego
passa, algumas vezes, despercebido. Sendo assim, podemos inferir a respeito do
conhecimento do conteudo e dos estudantes (BALL, THAMES, PHELPS, 2008, p.
401, tradugdo nossa), ja que “ao atribuir uma tarefa, os professores precisam prever

o que os alunos acharao interessante e motivador”%.

107 When choosing an example, teachers need to predict what students will find interesting and
motivating.
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Ainda a respeito dos estudantes, ao longo da discussdo do 3° encontro,
constatamos outros elementos que corroboram com nossa inferéncia acerca do
conhecimento do conteudo e dos estudantes (BALL, THAMES, PHELPS, 2008),

como as seguintes falas:

L12 — Mas vocé sabe que tem muito aluno que nao sabe, né? Tipo
assim, montar isso daqui e “um numero” [...].

[...]

L12 — N&o precisa ser uma coisa super complexa, mas também nao
pode ser uma coisa que eles vao fazer assim... né? Porque perde a
graga.

L11 — De equacoes eles vao fazer rapido

L12 — Sim... E, isso é verdade. Mas, assim, para...

L11 — Para esse... com esse objetivo, acho que nao tem problema,
nesse caso.

L12 — E, entdo, isso que eu ia falar agora, para esse, se€ 0 nosso
objetivo so6 for relembrar...

L11 — Sé relembrar

L12 — O que é equacao

L11 — a gente sabe que eles saem rapido mesmo.

L12 — Sim... Exatamente... Entdo n&o precisa ser uma coisa muito
complexa.

Outro ponto a se destacar dessa fala refere-se a possibilidade de inferir a
mobilizacdo do conhecimento do conteudo e do ensino (BALL, THAMES, PHELPS,
2008, p. 401, traducédo nossa), porque sequenciaram “determinado conteudo para
obter instrugdes” e escolheram “[...] quais exemplos comecgar e quais exemplos usar
para levar os alunos mais a fundo no contetido”%8,

De modo geral, nesse terceiro encontro G5 fez um esbogo do que abordaria
no seu plano de aula e discutiu quais problemas usaria. No quarto encontro, L12 ndo
foi e L11 finalizou alguns detalhes do plano de aula, em seguida o enviou por e-mail.
Sendo assim, analisaremos esse plano de aula, observando aspectos do dialogo
das teorias APOE e TAD, especificamente, dos momentos didaticos do ciclo
Atividade, discussdo em Classe e Exercicios (TRIGUEROS; MARTINEZ-PLANELL,
2015).

No primeiro momento do encontro (ou reencontro) com o conceito de

equacdes lineares, G5 propds a Tarefa 1 (Quadro 13)

108 [...] sequence particular content for instruction. [...] choose which examples to start with and which
examples to use to take students deeper into the content.
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Quadro 13 — Tarefa 1 proposta por G5 para a aula 1

2.1 PRIMEIRA TAREFA
Leia a tirinha com atencao.

TIRINHA DA TURMA DA MONICA COM UM DIALOGO ENTRE CASCAO E MARCELINHO.
Para comprar a chuteira, cujo preco era R$ 85,00 a vista, Marcelinho guardou por 3 meses uma
mesma quantia por més e juntou com R$ 10,00, que seu avo lhe deu para inteirar. Quantos reais

Marcelinho guardou por més?1%°

2.1.1 Objetivos especificos
Relembrar os conceitos de equacgdes de 12 grau com uma incognita;

Fonte: Registro do G5

No momento da exploragdo com a técnica, como € comentado no plano de
aula, os alunos do Ensino Médio terdo um tempo para resolver, buscando técnicas
que poderao ser utilizadas. Em relagao a Tarefa 1, € possivel observar aspectos que
a caracterizam como técnica-objeto, visto que permitira responder questbes
relacionadas a técnica e a relacao dela com outras técnicas.

No momento da constituicdo do ambiente tecnoldogico-teérico (CHEVALLARD,
2009) podemos explicitar que para a resolugao da Tarefa 1, G5 apresentou a técnica
adotada para resolvé-la. No momento da institucionalizagao, G5 traz a definicdo de
equacoes lineares, relacionando-a a tarefa apresentada.

O momento de trabalho com a técnica, assim como nos demais grupos, nao é
evidenciado no plano de aula proposto, visto que G5 nao traz mais tarefas de
equacoes lineares para serem realizadas.

O conceito de Sistemas de Equacgdes Lineares comeca a ser explorado com a
Tarefa 2 (Quadro 15). Com essa tarefa temos o momento de reencontro com a
organizacdo matematica que estd em estudo. No que tange a essa tarefa, é
possivel, assim, como na Tarefa 1, considerar que ela se caracteriza como técnica-

objeto.

Quadro 14 — Tarefa 2 proposta por G5 para a aula 1

2.2 SEGUNDA TAREFA

Célia sacou R$ 110, 00 em um caixa eletrénico. Essa quantia era composta apenas por cédulas de
10 e de 20 reais, em um total de 8 cédulas. Quantas cédulas de cada valor Célia sacou?'1?

2.2.1 Objetivos especificos

109 SOUZA, J. R. Matematica realidade & tecnologia. 82 ano. 1. ed. Sdo Paulo: FTD, 2018. p. 73.
110 Fonte: Souza, Joamir R.; Pataro; Patricia R. M. Vontade de saber Matematica. 8° ano. 3. ed. Sao
Paulo: FTD, 2015. p.144. (Adaptado)
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» Utilizar a linguagem algébrica para expressar dados de um problema;

» Obter sistema de equacgdes algébricas de 12 grau com duas incognitas;

* Resolver sistema de equacdes algébricas de 12 grau com duas incégnitas pelo
método da substituigao.

Fonte: Registro do G5

Esse momento de reencontro com o conceito pode ser evidenciado em outras
tarefas propostas por G5, uma vez que em seu plano de aula o grupo sugeriu utilizar
3 aulas. Assim, cada tarefa possibilita a analise de um tépico do conceito que esta
sendo revisitado, isso no caso da Tarefa 3 (Quadro 15) da aula 1 e da Tarefa 1
(Quadro 16) da aula 2. Ja a Tarefa 1 (Quadro 17) da aula 3 possibilita um primeiro

contato com um sistema com trés equacdes e trés incognitas.

Quadro 15 — Tarefa 3 proposta por G5 para a aula 1

2.3 TERCEIRA TAREFA

Em uma turma de 8° ano estudam 25 alunos, sendo a maioria meninos. A diferenca entre o nimero
de meninos e o de meninas é 7 alunos. Escreva um sistema de equagbes e determine o numero de
meninos e meninas dessa turma.'!"

2.3.1 Objetivos especificos
e Utilizar a linguagem algébrica para expressar dados de um problema;
e Obter sistema de equacgdes algébricas de 12 grau com duas incognitas;
¢ Resolver sistema de equacgdes algébricas de 12 grau com duas incognitas pelo método da
adicao.

Fonte: Registro do G5

Quadro 16 — Tarefa 1 proposta por G5 para a aula 2

3.1 PRIMEIRA TAREFA

Jodo Pedro convidou seus amigos para comer pizza em sua casa. Ele encomendou 6 pizzas,
sendo 4 salgadas e 2 doces e teve que pagar R$ 160,00. Mais tarde percebeu que o nimero de
pizzas que comprara era insuficiente para aquela quantidade de pessoas e retornando a pizzaria
comprou mais 2 salgadas e 1 doce, pagando mais R$ 80,00.
a) Escreva um sistema de duas equagbes para representar a situagao.
b) Resolva o sistema que vocé escreveu no item anterior, determinando o preg¢o de
cada pizza salgada e de cada pizza doce.?

3.1.1 Objetivos especificos
« Utilizar a linguagem algébrica para expressar dados de um problema;
* Obter um sistema de equacgdes de 12 grau com duas incégnitas;
» Sistematizar a classificacdo de sistema de equagdes do 12 grau com duas incégnitas;

Fonte: Registro do G5

1 Fonte: Souza, Joamir R.; Pataro; Patricia R. M. Vontade de saber Matematica. 8° ano. 3. ed. Séo
Paulo: FTD, 2015. p.144. (Adaptado)

12 Adaptado de SOUZA, J. R. Matematica realidade & tecnologia. 82 ano. 1. ed. Sdo Paulo: FTD,
2018.
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Quadro 17 — Tarefa 1 proposta por G5 para a aula 3
4.1 PRIMEIRA TAREFA

Na disciplina de Matematica de certo curso, o professor aplicou 3 provas com pesos diferentes.
Abaixo estdo apresentadas as notas dos alunos que obtiveram o melhor desempenho nessas
provas e suas médias ponderadas.

Prova
Aluno Nota finatl

Natélia 9.7 89 92
Eduarde 05 83 8.3 8,9

Vanessa

De acordo com as informagdes, determine o peso de cada prova, sabendo que a soma deles &
10_113

4.1.1 Objetivos especificos
» Utilizar a linguagem algébrica para expressar dados de um problema;
»  Obter e resolver sistemas de equagdes do 12 grau com trés incognitas;
Fonte: Registro do G5

Ao olhar para essas tarefas com os “éculos” do ciclo ACE relacionado a TAD,
podemos inferir que essas tarefas, assim como a Tarefa 1 e 2, proporcionam a
técnica-objeto por permitir responder questdes relacionadas a técnica e a relagao
dela com outras técnicas.

No momento da exploracdo, os alunos criarao técnicas de resolugao a serem
empregadas a problemas do mesmo tipo, isto &, que envolvam Sistema de
Equacgdes Lineares.

Em relacdo a constituicio do ambiente tecnoldgico-tedrico, é possivel
comentar que ele é desenvolvido nos demais momentos, visto que desde o primeiro
momento esta sendo feita uma relagcao dialética com a emergéncia de uma técnica,
no caso das tarefas propostas na aula 1, temos: na Tarefa 2, o método da
substituicdo e na Tarefa 3, o método da adigdo. Na Tarefa 1, da aula 2, o método
geométrico. Ja na Tarefa 1, da aula 3, G5 expde apenas que os alunos poderiam
resolvé-la utilizando tentativa, isto €, escolhendo valores aleatérios para as
incognitas até achar uma que satisfaga o Sistema de Equacoes, representado na
situagao-problema.

No momento da institucionalizagdo, G5 traz a definicdo de Sistema de

Equacdes Lineares e sao formalizados os procedimentos adotados na técnica da

113 SOUZA, J. R. GARCIA, J. S. R. # Contato Matematica. 22 ano. 1. ed. S&o Paulo: FTD, 2016. p.
92.
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substituicdo, da adicdo e do método geométrico. Além disso, os licenciandos
mostram como um sistema pode ser classificado com base no seu conjunto solugao.

Para trabalhar com as técnicas apresentadas o grupo traz uma tarefa, Tarefa
2, da aula 2 (Quadro 18):

Quadro 18 — Tarefa 2 proposta por G5 para a aula 2
3.2 SEGUNDA TAREFA
Classifique cada sistema de equagdes lineares em SPD, SPI ou Sl e, resolva-o, se possivel.
2x—y=-1
a) { x+y=4
—x+y=2
b) {ZX —2y=4
<) { PR At
—3x—6y = —6

3.2.1 Objetivos especificos
* Analisar a forma geométrica de sistema de equagdes do 12 grau com duas incognitas
com do GeoGebra;
+ Classificar um sistema de equagdes do 12 grau com duas incognitas;
+ Determinar, quando possivel, solugbes de um sistema de equagdes do 12 grau com
duas incognitas;
Fonte: Registro do G5

Por meio da tarefa apresentada no Quadro 18 e dos procedimentos que o G5
expde em seu plano de aula, a técnica a ser empregada € a geomeétrica, sendo que
ela sera explorada pelo uso do software GeoGebra. Em relacdo a essa tarefa é
possivel comentar que ela possibilita a manifestacdo da técnica-agao, pois visa a
exploragéo da técnica por meio de agdes.

O momento da avaliacdo nao é trazido no plano de aula do G5.

Com o exposto nessa seg¢ao, observamos a mobilizagdo do conhecimento
matematico para o ensino (BALL, THAMES, PHELPS, 2008) e inferimos a respeito
das técnicas atreladas as concepgdes (TRIGUEROS; MARTINEZ-PLANELL, 2015),
com vistas a evidenciar um aspecto do dialogo entre a APOE e a TAD.

Outro aspecto observado foi em relacdo a nao presenga de um método para a
resolucdo de um Sistema de Equacgbes Lineares com trés equacbes e trés
incdgnitas, como o Escalonamento ou Cramer. Tal fato pode ser justificado pela
inseguranga de L12 com o método do escalonamento: “[...] eu ndo sou boa em
escalonamento, eu me perco”.

Essa situagao pode ser evidenciada no dia a dia do professor de Matematica,

ou de outra disciplina, que por ndo se sentir seguro com um conteudo, ou até

114 SOUZA, J. R. GARCIA, J. S. R. # Contato Matematica. 22 ano. 1. ed. Sdo Paulo: FTD, 2016.
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mesmo com uma abordagem metodolégica diferente do que esta acostumado, opta
por n&o apresentar a seus alunos.
A seguir, apresentaremos a Figura 32, que sintetiza o que foi discutido pelos

integrantes do G5, com base, em nosso PEP-FP, exposto no capitulo 3.

Figura 32 — Sintese das respostas do G5 com base no PEP-FP

|

Qp: Como desenvolver o estudo de sistema de equagoes lineares no,
Ensino Médio?

Q4: Como apresentar o conceito de
sistemas de equacdes lineares (SEL)?

. [ Ry Valendo-se de |
P 121
s o ] aiimssposaer
g _ metodolégica |

Q;: E necessario, inicialmente, valer-se

Riz11 ReSOlUQéO Ry .2 13 Expositiva

de SEL com 2 equacbes e 2 A
incognitas? de Problemas dialogada
l R4 2 1.2 Tecnologia
= da Informacéo e
Rz 1: Sim Comunicacao

v

Q5. Como seria a abordagem
com SEL desse tipo?

!

Ra 4: Partindo de
problemas para
escreverem os SEL

!

Q4. Quais métodos ensinar para resolver
0s sistemas de equacoes lineares?

!

Ra: Adicao; Substituicao; Geométrico

!

Rs: S30 0s métodos

Qg Por que esses usualmente
métodos? apresentados até o
Ensino Médio

Fonte: a propria autora
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ApOs descrever e analisar os registros obtidos por cada grupo, na proxima

secao faremos algumas consideragdes a respeito da aplicagdo do PEP-FP.

6.6 CONSIDERAGCOES A RESPEITO DA APLICACAO DO PEP-FP

Ao longo dos quatro encontros realizados para aplicar o Percurso de Estudo e
Pesquisa para a formagao de professores (PEP-FP) buscamos constituir um milieu
de trabalho possibilitando aos licenciandos (X) reunir recursos antigos e novos para
encontrar a resposta para a questao geratriz proposta (Q,) e, com isso, formamos
um sistema didatico S(X,Y,Q) (CHEVALLARD, 2009) que contribuiu para a
mobilizacdo de conhecimentos matematicos para o ensino (BALL, THAMES,
PHELPS, 2008).

E interessante salientar que como nosso foco & a formacdo inicial de
professores, levamos em consideragdo os moédulos propostos por Barquero, Bosch e
Romo (2019), a saber: explicitagcdo da razdo de ser do PEP-FP; viver um PEP;
analisar o PEP vivido; desenhar um PEP e experimentar e analisar o PEP adaptado,
para pensar em nosso PEP-FP.

Com os modulos expostos anteriormente, mesmo nao os seguindo em sua
totalidade, visto que fizemos adaptag¢des vislumbrando atingir nosso objetivo, que se
refere a “desenvolver um Percurso de Estudo e Pesquisa, valendo-se da Teoria
APOE e da Teoria Antropolégica do Didético, para o ensino da Algebra Linear na
formacgéo inicial de professores de Matematica’, notamos a preocupacado dos
licenciandos em refletir em formas de ensino sobre o conceito de Sistemas de
Equacgdes para o Ensino Médio, o que favoreceu a inferéncia aspectos relacionados
ao conhecimento matematico para o ensino (BALL, THAMES, PHELPS, 2008).

Um aspecto que observamos ao longo da aplicagdo do PEP-FP e de nossa
analise foi que os grupos buscaram partir de situagdes-problema para introduzir o
estudo de Sistema de Equacdes Lineares, respondendo a questao levantada apds a
questao geratriz, a saber: “Q,: Como apresentar o conceito de Sistema de Equacgdes
Lineares (SEL)?”. Esse fato se da, principalmente, pela formagéo inicial que o curso
de Licenciatura em Matematica da universidade analisada prioriza, além de ser algo
adotado em muitos materiais didaticos, seja em livros da Educagao Basica seja no

livro analisado no capitulo 4.
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Outro ponto a se destacar € que os grupos, mesmo alguns nado deixando
explicito, valer-se-iam de alguma tendéncia metodologica, no caso em questado, a
maioria utilizou aspectos da Resolucdo de Problemas, complementando, assim, a
resposta a Q;.

No que tange aos tipos de Sistemas de Equacgdes Lineares e os métodos
adotados para sua resolugdo a maioria (G2, G3, G5) aborda sistemas com duas
equagdes e duas incégnitas, contemplando assim a resposta a “Q,: E necessario,
inicialmente, valer-se de SEL com 2 equacgbes e 2 incégnitas?”. Todavia, com isso
0sS grupos nao expandiram para métodos (escalonamento ou Cramer) que
comumente sdo explorados no Ensino Médio e outros conceitos (Matrizes e
Determinante de uma Matriz) que podem ser associados ao estudo de Sistemas de
Equacdes Lineares. Vale salientar que G2 até comenta nos dois primeiros encontros
a respeito de outros conceitos, mas esses nao estavam presentes em seu plano de
aula.

Com os pontos levantados no paragrafo anterior, temos uma resposta limitada
a questao “Q,: Quais métodos ensinar para resolver os sistemas de equacodes
lineares?”, visto que fica restrita a métodos associados a um sistema 2 x 2. Além de
ndo ter uma resposta para “Qs: Quais conceitos podem ser associados ao estudo
dos SEL?”, levando em consideracdo o que foi apresentado no plano de aula
entregue.

Novamente cabe frisar que na discussdo realizada ao final do primeiro
encontro foram levantadas respostas mais completas para Q, e Q,, favorecendo as
possiveis respostas que apresentamos para o PEP-FP por nés elaborado.

Em relacdo as tarefas propostas, analisando as concepg¢des que poderiam ser
mobilizadas, segundo a decomposi¢do genética sugerida por nds, temos a
concepcao-objeto (ARNON et al., 2014) e atrelando a técnica temos a técnica-objeto
(TRIGUEROS; BOSCH; GASCON, 2011). Cabe ressaltar que mesmo sendo a
concepcgao almejada nesse tipo de tarefa, podemos ter a mobilizagdo de outra
concepgao, COmoO a processo ou a agao.

Ainda no que diz respeito as tarefas, notamos que alguns grupos, como G2,
G3 e G4, nao apresentaram tarefas em seus planos de aula, além da utilizada para
introduzir o conceito de Sistema de Equacdes Lineares, tal fato ndo contribuiu, por

exemplo, com o momento de trabalho com a(as) técnica(s). No caso de G3, o grupo
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até comenta que proporia uma lista de tarefas, mas ndo a coloca em seu plano de
aula.

Outro elemento evidenciado nos planos de aulas e nas discussdes realizadas
pelos grupos é a ndo presenga de como se daria a avaliagdo dos(as) alunos(as) do
Ensino Médio. O momento da avaliagdo, como destacado por Chevallard (1999), é
parte de toda atividade humana. Sendo assim, podemos dizer que a avaliagao
possibilita os(as) professores(as) investigar, por exemplo, se a abordagem
metodoldgica adotada esta cumprindo o que se esperava. Essa questdo nos leva a
refletir no porqué de tal momento ndo ser mostrado nos planos de aulas.

No que diz respeito ao conhecimento matematico para o ensino (BALL,
THAMES, PHELPS, 2008), podemos inferir que ele necessita de uma mobilizagéo
maior por parte dos licenciandos em relagcdo ao conhecimento do conteudo e do
ensino. Todavia, € importante frisar que os licenciandos estdao em formacéo inicial e
que tal conhecimento € mais evidenciado na pratica docente.

Um ponto observado na analise das discussbes e dos planos de aulas
entregues no ultimo encontro € certa falta de interesse por parte de alguns grupos
em discutir e até mesmo em elaborar um plano de aula. Com relagéo a isso, alguns
elementos poderiam ser conjecturados, como: o fato da professora-pesquisadora,
nao ser professora da turma; o fato da disciplina cedida para ser realizada a
aplicacdo do PEP-FP ndo ser de Algebra Linear ou n&o possuir um carater
pedagogico, como as disciplinas de Estagio ou Didatica. Esse aspecto observado
corrobora com a reflexao do porqué a avaliacdo nao ter sido evidenciada nos planos
de aulas.

De modo geral, a aplicagdo do PEP-FP, mesmo com alguns problemas, como
os destacados nos paragrafos anteriores e a falta de alguns licenciandos durante a
aplicacao, revela que pode ser uma possibilidade frutifera para discutir elementos da
formacao inicial de professores de Matematica, recorrendo a aspectos da TAD e da
APOE, principalmente no que diz respeito aos momentos didaticos do ciclo ACE
(TRIGUEROS, MARTINEZ-PLANELL, 2017), e do conhecimento matematico para o
ensino (BALL, THAMES, PHELPS, 2008).

A seguir, passamos as consideragdes finais de nossa pesquisa.
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CONSIDERAGOES FINAIS

Este momento da tese € dedicado a tratar das conclusdes obtidas ao longo do
desenvolvimento dessa pesquisa e das nossas perspectivas futuras. Para tanto, &
necessario, inicialmente, voltar nosso olhar para o objetivo geral do trabalho:
“desenvolver um Percurso de Estudo e Pesquisa, valendo-se da Teoria APOE e da
Teoria Antropolégica do Didatico, para o ensino da Algebra Linear na formagéo
inicial de professores de Matematica”.

Para efetivar nosso objetivo, realizamos um estudo do referencial teérico que
nos auxiliaria a pensar em como desenvolver uma proposta para o ensino de
Algebra Linear na formagao inicial de professores de Matematica. Tal referencial
corresponde a Teoria APOE (ASIALA et al., 1991), a Teoria Antropolégica do
Didatico (TAD) (CHEVALLARD, 1992, 1996) e ao conhecimento matematico para o
ensino (BALL, THAMES, PHELPS, 2008).

Cada referencial contribuiu para que elaborassemos nosso Percurso de
Estudo e Pesquisa para a formagao de professores (PEP-FP), no qual partimos de
uma questdo geratriz (Q,) que esta relacionada a pratica do futuro professor de
Matematica. Porém, é importante destacar que a base para o desenvolvimento da
proposta levou em conta, principalmente, elementos da TAD, visto que a proposi¢ao
de um PEP vem dessa teoria. Sendo assim, nos debrugamos para entender cada
elemento da teoria e como poderiamos propor um dialogo entre a TAD e a APOE,
visando mobilizar o conhecimento matematico para o ensino.

Nesse movimento de pensar em como propor esse dialogo, levantamos
algumas questdes em relacdo aos conceitos abordados na disciplina de Algebra
Linear e no papel deles para a formacéo inicial de professores de Matematica. Aqui
voltamos nosso olhar para o conhecimento matematico para o ensino (BALL,
THAMES, PHELPS, 2008). Dentre as questbes, que nos auxiliaram na elaboragao
do PEP, temos o porqué de estudar, por exemplo, Sistema de Equagdes Lineares ou
Espacos Vetoriais em Algebra Linear na formacdo inicial de professores de
Matematica.

E interessante observar que questdes relacionadas ao ensino e
aprendizagem de Algebra Linear, ndo é algo novo, pesquisas, como a de Dorier e
Sierpinska (2002), Harel (2018), dentre outras que foram elencadas no capitulo 1,

tratam desse aspecto. Mas e o ensino e a aprendizagem da Algebra Linear para a
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formacao inicial de professores, como essa pode ser feita? Ela deve ser diferente?
Se sim, em que aspectos se da essa diferenga?

Por meio dessas reflexdes e da leitura de trabalhos sobre a Algebra Linear
com foco na Licenciatura (Quadro 3) e de referéncias que tratam da formagéo de
professores, chegamos & constatagdo de que é importante a disciplina de Algebra
Linear tratar, também, de elementos que o futuro professor vai se deparar na
Educacido Basica, contribuindo, assim, para o conhecimento matematico para o
ensino (BALL, THAMES, PHELPS, 2008).

Tendo em mente essa caracteristica, que consideramos importante, nos
debrugamos sobre duas teorias, a APOE e a TAD, que possibilitaram pensar no
desenho do nosso PEP. Cada uma dessas teorias, possuem caracteristicas
especificas, como as discutidas nos capitulos 2 e 3, respectivamente, e para propor
um dialogo entre elas é necessario ponderar tais caracteristicas, como evidenciado
no capitulo 4. Vale salientar que a ideia de dialogo entre as teorias foi realizada
inicialmente por Trigueros, Bosch e Gascon (2011).

Ao refletir a respeito do dialogo sugerido pelos os estudiosos, vislumbramos
aspectos que poderiam contribuir para o PEP que queriamos propor para a
disciplina de Algebra Linear voltada & formacdo inicial de professores de
Matematica. Sendo assim, sugerimos alguns ciclos de pesquisa para o dialogo por
nos realizado:

- Identificar as referéncias basicas adotadas na disciplina de Algebra Linear
da instituicdo a ser pesquisada;

- Analisar aspectos de um livro didatico olhando para as praxeologias e para
as tarefas propostas com base na decomposi¢cdo genética (DG) elaborada, no
sentido de explorar os componentes técnicos e tecnoldgicos das praxeologias de
pesquisa (PP).

- Desenvolver um Percurso de Estudo e Pesquisa para a formacao de
professores (PEP-FP) levando em conta uma questédo geratriz relacionada a pratica
profissional, possibilitando, assim, o desenvolvimento/mobilizacdo do conhecimento
matematico para o ensino;

- Analisar as produgdes escritas obtidas pela aplicacdo do PEP seguindo a
DG elaborada em nossa pesquisa.

Ao identificar as referéncias basicas adotadas no curso de Licenciatura em

Matematica pesquisado, por meio do plano de ensino da disciplina de Algebra
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Linear, notamos uso de livros ditos classicos de Algebra Linear, como Boldrini et al.
(1986). Depois dessa identificagdo, analisamos o livro citado observando os
momentos didaticos do ciclo ACE (TRIGUEROS, MARTINEZ-PLANELL, 2017) e
verificamos que as tarefas desse livro possibilitam a mobilizacdo da técnica-acéo,
técnica-processo e técnica-objeto, isso referente ao conceito de Sistema de
Equacdbes Lineares. Se pensarmos na formagao do professor, tais técnicas atreladas
as concepgoes, segundo a APOE, permitem o desenvolvimento do conhecimento
comum do conteudo (BALL, THAMES, PHELPS, 2008, p. 399, tradugdo nossa) que
também é necessario ao professor, uma vez que “[...] a compreensao da matematica
no curriculo do aluno desempenha um papel critico no planejamento e na execug¢ao
das instrugdes”'°.

Ao analisar a aplicagdao do nosso PEP-FP, que ocorreu em 4 encontros,
observamos a manifestacdo do conhecimento matematico para o ensino (BALL,
THAMES, PHELPS, 2008), especificamente, o conhecimento especializado do
conteudo; conhecimento do conteudo e do ensino; o conhecimento do conteudo e
dos estudantes e o conhecimento do conteudo no horizonte.

As mobilizacbes dos conhecimentos descritos no paragrafo anterior sdo por
nos consideradas como um ponto positivo obtido por meio da aplicagdo do PEP-FP,
visto que com isso ponderamos a respeito da potencialidade do uso desse dialogo
na formacao inicial de professores de Matematica. Outro ponto positivo da nossa
aplicagao, é que ela foi realizada com formandos do curso de Licenciatura, assim,
eles ja tinham tido alguma vivéncia com a sala de aula na posicdo de professor, o
que enriqueceu as discussdes.

Entretanto, cabe frisar que por conta do fato dos licenciandos terem tido
alguma experiéncia em sala de aula, criamos algumas expectativas no que diz
respeito aos planos de aula entregues, pois supomos que todos 0s grupos
entregariam algo mais completo, o que n&o aconteceu (G2, G3 e G4), e que esses
planos de aula conteriam alguns elementos essenciais, como a avaliagdo, porém
nenhum grupo a apresentou no registro final e nem nas discussdes feitas ao final de
cada encontro, e como as referéncias que adotaram, apenas G5 se preocupou em

trazer esse elemento.

15 1...] an understanding of the mathematics in the student curriculum plays a critical role in planning
and carrying out instruction.
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O fato expresso no paragrafo anterior nos fez refletir que se féssemos aplicar
novamente o PEP-FP discutiriamos quais elementos seriam necessarios a um plano
de aula e com isso contribuiriamos para o desenvolvimento/mobilizacdo do
conhecimento do conteudo e do ensino (BALL, THAMES, PHELPS, 2008).

Além disso, podemos destacar o fato de alguns grupos (G2, G3, G4) se
preocuparem apenas em como introduzir o conceito de Sistemas de Equacdes
Lineares. No caso de G2 e G3, eles focaram em equacgdes lineares e em sistemas
com duas equagdes e duas incognitas ndo expandindo para sistemas 3 por 3 como
sugerem alguns documentos oficiais (BRASIL, 2002; BRASIL, 2006).

O PEP-FP foi aplicado em um momento no qual as escolas do pais
encontram-se em transi¢cdo para a efetivagao da Base Nacional Comum Curricular
(BRASIL, 2018) para o Ensino Médio, e nesse documento ndo €& comentado,
especificamente, que tipo de Sistema de Equacbes Lineares sera trabalhado,

apenas a habilidade necessaria aos alunos desse segmento de ensino:

(EM13MAT301) Resolver e elaborar problemas do cotidiano, da
Matematica e de outras areas do conhecimento, que envolvem
equagbes lineares simultdneas, usando técnicas algeébricas e
graficas, incluindo ou ndo tecnologias digitais (BRASIL, 2018, p.
528).

Porém, ao pensar que no Ensino Fundamental (8° ano) é trabalhado com
sistemas 2 por 2 espera-se que no Ensino Médio se discuta Sistemas de Equacdes
Lineares de outros tipos (2 x 3, 3 x 3, dentre outros) e se aborde técnicas de
resolugcdes para tais sistemas.

Outro aspecto a se levar em consideragao, no que diz respeito aos planos de
aula, é que alguns grupos apresentaram a resolugdo geométrica (G1 e G5), o que
vai ao encontro da habilidade esperada pela BNCC.

Um ponto negativo que observamos na aplicagcdo do PEP-FP refere-se
exatamente ao fato de alguns grupos nao terem avang¢ado no plano de aula, mesmo
tendo trazido nas discussdes alguns elementos, por exemplo, a relagdo de Sistema
de Equagdes Lineares com outros conceitos, como, Determinantes e Matrizes (G2).

Além do mais, consideramos como ponto negativo o fato de a aplicagdo nao
ter sido feita em uma disciplina de Algebra Linear, e com isso ndo foi possivel

dimensionar com precisdo como seria 0 desenho dessa disciplina, ja que
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escolhemos somente um conceito, Sistema de Equacgdes Lineares, para exemplificar
o dialogo por nés sugerido.

Mesmo com os aspectos negativos citados, € possivel dizer que os
licenciandos, pelos caminhos tragcados em seus planos de aula e nas discussdes
feitas durante os encontros do PEP-FP, chegaram a resposta da nossa questédo
geratriz (Q,), a saber: “Como desenvolver o estudo de Sistema de Equagées
Lineares no Ensino Médio?”

Para finalizar a nossa conclusdo, gostariamos de salientar que todo percurso
realizado para atingir o objetivo do nosso trabalho corroborou com a ideia da
necessidade de pensar na disciplina de Algebra Linear para formac&o inicial de
professores de forma diferenciada, levando em conta aspectos da futura pratica
profissional dos licenciandos em Matematica e que essa “forma diferenciada” pode
ser realizada utilizando o didlogo entre a APOE e a TAD.

Ademais, esse trabalho possibilitou a pesquisadora refletir ainda mais sobre
seu papel enquanto professora de Matematica da Educagao Basica e também sobre
o papel que podera desenvolver enquanto professora formadora de professores de
Matematica.

Por fim, esperamos que esse trabalho suscite questionamentos que possam
ser empregados na formacao inicial de professores, sempre com vistas a melhora-la

e ressignifica-la.
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TESES E DISSERTACOES DEFENDIDAS ENTRE OS ANOS 2006-2017 RELACIONADAS A

ALGEBRA LINEAR

Ano da . Instituicéo de
2 defesa Uit D) Ensino Superior
Conhecimentos e compreensdes revelados . .
. ) i Universidade
por estudantes de Licenciatura em Katia Socorro
D 2012 s . ~ . Estadual de
Matematica sobre Sistemas de Equacgdes Bertolazi :
i Londrina
Lineares
Pensamento Matematico avangado em Alessandra Universidade
D 2014 tarefas envolvendo Transformacgoes : Estadual de
: Senes Marins :
Lineares Londrina
Dependéncia e independéncia linear: um Universidade
estudo a respeito das dificuldades e Mariany Layne
D 2016 ~ : . Estadual de
concepgdes de licenciandos em de Souza :
" Londrina
Matematica
Universidade
O papel das tecnologias digitais em Aparecida Estadual Paulista
T 2015 disciplinas de algebra linear a distancia: pareci Julio de Mesquita
. L . Chiari )
possibilidades, limites e desafios Filho, campus
Rio Claro
Articulagéo entre Algebra Linear e Pontificia
Geometria-um estudo sobre as . Universidade
D 2006 ~ . . Monica Karrer o1 =
Transformacgdes Lineares na perspectiva Catdlica de Sao
dos Registros de Representagdo Semidtica Paulo
Conceito de Independéncia e Dependéncia Pontificia
D 2006 Linear e os Registros de Representagéo André Lucio Universidade
Semidtica nos livros didaticos de Algebra Grande Catélica de Sao
Linear Paulo
; Michele Viana Pontificia
Conceitos fundamentais de Algebra Linear: Universidade
D 2007 . . Debus de - ~
uma abordagem integrando Geometria F Catdlica de Sao
ranga
Paulo
Sistemas lineares na segunda série do Carla dos Uri\c/)g?sfilg:de
D 2008 Ensino Médio: um olhar sobre os livros Santos Moreno 0 ~
o o Catdlica de Sao
didaticos Battaglioli
Paulo
Como sobrevivem as diferentes nogdes de P_ontlf_|0|a
. . ; Joelma lamac Universidade
D 2008 Algebra Linear nos cursos de Engenharia P ~
e R Nomura Catdlica de Sao
Elétrica e nas instituicoes
Paulo
Alunos que completaram um curso de Pontificia
D 2010 extensdo em Algebra Linear e suas Eneias de Universidade
concepgodes sobre Base de um Espaco Almeida Prado | Catdlica de Sao
Vetorial Paulo
Um estudo sobre a resolucao algébrica e Ana Lucia U P_ont|f_|C|a
o . ) o . niversidade
D 2011 gréfica de Sistemas Lineares 3x3 no 2° ano Infantozzi o ~
. -~ ~ Catolica de Sao
do Ensino Médio Jordao
Paulo
Sistema de Equacgao Linear: um estudo de E Pontificia
merson . .
D 2011 sua abordagem nos cadernos do professor Pereira Universidade
de matematica de 2008 e 2009 da rede Rodriques Catdlica de Sao
publica de ensino do estado de S&o Paulo 9 Paulo
Sistemas de Equagdes Lineares: uma Nilza Aparecida Pontificia
D 2013 proposta de atividades com abordagem de de F?eitas Universidade
diferentes Registros de Representagéo Catdlica de Sao
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Semidtica

Paulo

Esquemas cognitivos e mente matematica
inerentes ao objeto matematico Autovalor e

Joelma lamac

Pontificia
Universidade

2014 Autovetor: tragando diferenciais na Nomura Catdlica de Sao
formacgéo do engenheiro Paulo
. C . Andreza Pontificia
A aprendlzagem S|gnc:f|cat|va de Sl_stemas Martins Universidade
2014 De Equacgdes do 1° grau por meio da o1 ~
~ Antunes Catdlica de Sao
Resolugao de Problemas
Goulart Paulo
Transformagoes lineares em um curso de Pontificia
2015 Licenciatura em Matematica: uma Eliza Souza da Universidade
estratégia didatica com uso de tecnologias Silva Catdlica de Sao
digitais Paulo
; . : . Pontificia
Algebra linear na Licenciatura em . . .
e N ~ Eneias de Universidade
2016 Matematica: contribuicdes para a formagao ; o ~
- ~ g Almeida Prado | Catolica de Sao
do profissional da Educagao Basica Paulo
Maria Eliana Pontificia
Concepcao de Transformagéo Linear por Universidade
2016 . . b Santana da o1 ~
estudantes de Licenciatura em Matematica : Catdlica de Sao
Cruz Silva Paulo
O processo de construgdo dos conceitos de o
X . ) Pontificia
Matrizes, Determinantes e Sistemas . . .
. . . 1 " Aroldo César Universidade
2011 Lineares no Ensino Médio, utilizando a ; L0 X
; ) Steinhorst, Catolica do Rio
planilha como recurso: um estudo
: Grande do Sul
comparativo
Criacdo de um software de apoio ao ensino José Renato P_ont|f_|0|a
R . . . ) . Universidade
2009 e a aprendizagem de Algebra Linear: Base Fialho o
. N . . Catodlica de
e Dimensao de um Espacgo Vetorial Rodrigues ; i
Minas Gerais
Pontificia
. Uma abprdagem para o esthjo de Cristiane Dias Universidade
2013 Sistemas Lineares integrando diferentes . s
i Rodrigues Catdlica de
inguagens . .
Minas Gerais
A producao de significado das o
> . Pontificia
Transformagdes Lineares planas em um Leandro Teles . .
AT o Universidade
2013 curso de Engenharia Civil: uma sequéncia Antunes dos Catélica de
didatica com recurso computacional Santos ; X
. i ~ Minas Gerais
associado a multiplas representacdes
Objeto de Aprendizagem para o Ensino Pontificia
2016 Médio e Educacéao Profissional: Sistemas Fabio Mendes Universidade
de Equacbes Algébricas Lineares aplicadas Ramos Catolica de
em circuitos Minas Gerais
. " . ) Pontificia
Sltstlemas d.e Equ_ag:’ogs Lmear_es. Uma Célio Moacir Universidade
2017 analise de livros didaticos publicados no i
. dos Santos Catolica de
Brasil (1930 a 1970) ; .
Minas Gerais
Praxeologias e Modelos Praxeolégicos Fernando Universidade
2017 . - 0 . Cardoso de .
Institucionais: o caso da Algebra Linear Matos Federal do Para
Um Exemplo de Transposigao Didatica: o Késia Caroline Universidade
2009 . . Estadual de
caso das Matrizes Ramires Neves C
Maringa
O Ensino-Aprendizagem de Matrizes e Lucilene Dal Centro
2008 Determinantes por meio de Resolugao de : Universitario
Medico .
Problemas. Franciscano
Dificuldades na aprendizagem de conceitos Ana Luisa Universidade
2010 prencizagem Carvalho Federal do Rio
abstratos da Algebra Linear !
Furtado de Janeiro
2012 Matrizes: histéria de um conteudo escolar Marcelo dos Universidade
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Reis Lopes

Federal do Rio
de Janeiro

Uma tecnologia para redagdo matematica e

Rodrigo Gomes

Universidade

2012 seu uso na elaboragédo de um curso de Federal do Rio
f ; Devolder !
Algebra Linear de Janeiro
Planilha Eletronica Excel e a Matematica Hélder Alves Universidade
2011 desenvolvimento de aplicativo para o o Estadual da
) : de Oliveira .
ensino de Matrizes Paraiba
Projetos de Modelagem Matematica e Walter Sérvulo Universidade
2011 Sistemas Lineares: Contribuicbes para a Aratio Ranael Federal de Ouro
formacgao de Professores de Matematica I 9 Preto
Vetores e suas Representagdes em livros Celso Luiz Universidade
2017 s b goes ; Anhanguera de
didaticos de Engenharia Andreotti ~
Sao Paulo
Uma sequéncia didatica sobre Odilthom Elias Universidade
2013 Transformacgdes Lineares em um ambiente da Silva Anhanguera de
de Geometria Dindmica Arrebola Sao Paulo
. o ) . Gerciane Universidade
2012 O ensino dg Matrizes: um desaf!o mediado Gercina da Anhanguera de
para aprendizes cegos e aprendizes surdos : ~
Silva Séo Paulo
Analise da qualidade de Sistemas Lineares: Jeferson da Universidade
2012 um estudo sobre conversodes de registros Silva Anhanguera de
com auxilio do software Winplot Goncgalves Sao Paulo
Os Sistemas de Equacgdes Lineares nos Mercedes Universidade
2012 livros didaticos do Ensino Médio e os Regina Soares | Anhanguera de
Registros de Representagdo Semidtica Ramires Séo Paulo
A nogao de Matriz na transi¢ao entre o e Universidade
2010 : i , Fabio Simido Anhanguera de
Ensino Médio e o Superior ~
Sao Paulo
Os conhecimentos supostos disponiveis na . .
. : 5 . - Universidade
transigcao entre o Ensino Médio e o Ensino Sérgio
2010 T ~ . L Anhanguera de
Superior: o caso da nog¢do de sistemas de Destacio Faro ~
. Séao Paulo
equacoes lineares
Possibilidades de articulagao dos . . .
. ~ . X Mariza Universidade
ostensivos e ndo ostensivos no ensino da .
2008 ~ . ~ Canijirano da Anhanguera de
nocgao de sistemas de duas equagdes ~
: PR Costa Sao Paulo
lineares e duas incégnitas
Vetores: interagdes a distancia para a Juliana Pereira Universidade
2010 a reﬁdiza em de algebra linear Gongalves de Federal de
_ P 9 9 Andrade Pernambuco
Algebra Linear como um Curso de Servigo Aretha Fontes Universidade
2013 para a Licenciatura em Matematica: o Federal de Juiz
o Alves
estudo dos Espagos Vetoriais de Fora
. . . . Universidade
2013 Algebra Linear como um Cur~so de_ Servigo: | Vitor Re;ende Federal de Juiz
o Estudo das Transformacgdes Lineares Almeida de Fora
Algebra Linear a distancia para Wallace Universidade
2013 licenciandos em Quimica: analise de um Nascimento Federal de Juiz
curso oferecido no modelo UAB Pinto Junior de Fora
Oensino e aprend|z~agem de matrizes no Michel Silva Universidade
2017 contexto da resolugao de problemas e da . .
dos Reis Federal do Para
plataforma WhatsApp
. e . Centro
Transformagdes geométricas: aplicagdo de | Luana Pereira . e
2017 . ~ e . Universitario
matrizes na computagao grafica Villa Real E .
ranciscano
O Ensino-Aprendizagem de Matrizes e Lucilene Dal Centro
2008 Determinantes por meio de Resolugao de ; Universitario
Medico :
Problemas Franciscano
2016 | Uma proposta para o ensino do conceito de | Nilce Maria de Universidade
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matrizes em ambiente computacional Oliveira Pereira | Federal de Sao
Carlos
Resolugao de Problemas e o ensino de Universidade
Sistema De Equagbes do 1° grau: o Adriano Santos
D 2016 : . Estadual de
trabalho colaborativo como estratégia de Lago
~ . Santa Cruz
formagao continuada de professores
Registros de Representagdo Semidtica Universidade
mobilizados no estudo de Sistemas Marinela da
D 2015 ; o . - oo Federal de Santa
Lineares no 2° ano do Ensino Médio em um | Silveira Boemo Maria
Colégio de Sdo Sepé/RS
Planilha Eletrénica Excel e a Matematica Hélder Alves Universidade
D 2011 Desenvolvimento de Aplicativo para o S Estadual da
: . de Oliveira .
ensino de Matrizes Paraiba
O uso dos recursos didaticos no ensino de .
” ) Orleinilson
Matematica para alunos surdos: uma . . .
) . Agostinho Universidade
D 2014 proposta de material voltado para o ensino .
) ~ . Rodrigues Federal do Acre
de matrizes e das relagdes métricas no ;
o z Batista
tridngulo retangulo
Fonte: a propria autora
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APENDICE B
TERMO DE CONSENTIMENTO LIVRE E ESCLARECIDO

Com o objetivo de investigar a potencialidade de utilizar a Teoria APOE e a Teoria
Antropoldgica do Didatico na Licenciatura em Matematica, gostariamos de contar
com sua participacado, que se dara da seguinte forma: resolucdo das atividades
propostas e entrevista, quando necessario, a respeito dos registros escritos obtidos
na resolugdo, bem como com sua autorizagdo para analisar os registros das
resolugdes das atividades propostas e gravagdes de audio e video — com foco em
registrar as discussdes emergentes durante as sessdes de aula.

Esclarecemos que sua participagédo € totalmente voluntaria, podendo o (a) senhor
(a): recusar-se a participar, ou mesmo desistir a qualquer momento, sem que isto
acarrete qualquer 6nus ou prejuizo a sua pessoa. Esclarecemos, também, que suas
informacgdes serdo utilizadas somente para os fins de pesquisa académica e serao
tratadas com o mais absoluto sigilo e confidencialidade, de modo a preservar a sua
identidade.

Eu, )

tendo sido devidamente esclarecido sobre os procedimentos da pesquisa, concordo

em participar voluntariamente da pesquisa e autorizo por meio do presente termo a
estudante Mariany Layne de Souza, do doutorado em Ensino de Ciéncias e
Educacédo Matematica da Universidade Estadual de Londrina, a utilizar integralmente
ou em partes meus registros escritos, audios e imagem para fins de pesquisa
académica, podendo divulga-los em publicagcdes cientificas, com a condigdao de que

estara garantido meu direito ao anonimato.

Assinatura:
Data:
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APENDICE C
CARACTERIZACAO DOS LICENCIANDOS EM MATEMATICA

1) Dados pessoais do respondente:
(Os dados preenchidos nesta pagina nédo serdo divulgados. Servem apenas para esclarecimento
para eventuais duvidas do pesquisador).

Nome:

Endereco:

Telefone: E-mail:
Data de Nascimento: Idade:
2) Formagao Académica

() Outro curso de graduagéo:

Ano de concluséo: () Instituicdo Publica ( ) Instituicdo

Privada

3) Disciplina de Algebra Linear

Quantidade de vezes que cursou a disciplina de Algebra Linear:

Qual a sua opinido a respeito das aulas da disciplina de Algebra Linear? Comente.

4) Para uso do pesquisador

Local: Data:

Cddigo do respondente (para controle do pesquisador):




