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VICENTIN, Bruno L. S. PERDA DE COERENCIA DEVIDO A INTERACOES LOCAIS
EM SISTEMAS QUANTICOS DE QUATRO QUBITS. 2011. 88 p. Dissertacdo de Mes-

trado (Programa de Pds-Graduacdo em Fisica) — Universidade Estadual de Londrina, Londrina.

Resumo

Neste trabalho estuda-se a dindmica de um sistema de dois 4tomos de dois niveis em estado
emaranhado interagindo com o campo eletromagnético quantizado de um modo em suas res-
pectivas cavidades. A intencdo é compreender o fendmeno de Morte Stbita de Emaranhamento
que aparece neste sistema, € apresentar propostas para controlar o fendmeno. Cada subsis-
tema atomo-campo € isolado um do outro e sua dindmica € determinada pelo Modelo Jaynes-
Cummings Duplo. Foram considerados num primeiro momento 0s casos ressonante, nao res-
sonante e quando apenas um dos subsistemas estd sob interacdo nao ressonante. Utilizou-se
como medida de emaranhamento a Negatividade Global para o estado reduzido dos dtomos,
com a qual verificou-se que a dessintonia do campo inibe ESD (do inglés Entanglement Sudden
Death). Posteriormente aplicou-se uma transformagdo unitaria em um dos 4tomos no instante
inicial. Os resultados mostram que a transformacdo também bloqueia o fendmeno ESD, junta-
mente com o parametro de dessintonia. Para compreender melhor a dindmica do sistema foram
calculados também: a Negatividade Global do subsistema fotonico, o emaranhamento devido
a interagdes de quatro corpos (Four-Tangle) e ainda o emaranhamento entre pares (Negativity
Fonts, com o qual foi possivel calcular a perda de informacao devido a redugdo para o subsis-
tema atdmico). O estudo mostra que o emaranhamento, inicialmente presente entre os dtomos, €
transferido para o resto do sistema apds a interag@o local em suas cavidades, e que o subsistema

fotonico apresenta Nascimento Subito de Emaranhamento no periodo de ESD atdmico.

Palavras-chave: Perda de Coeréncia, Interagdes Locais, Morte Subita de Emaranhamento.



VICENTIN, Bruno L. S. DECOHERENCE OF FOUR QUBITS STATES DUE TO LOCAL
INTERACTIONS. 2011. 88 p. Dissertation (Physics Graduate Program) — State University of

Londrina, Londrina.

Abstract

In this paper we examine the dynamics of a two two-level atoms system in entangled state
interacting with the quantized electromagnetic field inside its one mode optical cavity. The in-
tention here is to understand the Entanglement Sudden Death phenomenon, which was saw on
the evolution of system, and find ways to control its occurence. Each atom-field subsistem is
completely isolated from one another, in such a way that its dynamics is determinated by de
Double Jaynes-Cummings Model. Firstly, we considered the system in the resonant interac-
tion. Later, the dynamics is examinated considering the off-resonant interaction, and later the
case when only the Aa subsystem is in resonant interaction. Global Negativity for the reduced
state of atoms was used here to examine the effect caused by the introduction of the detuning
parameter, which inhibits the ESD phenomenon. In addition, we performed a local unitary
transformation in qubit A at initial time. The results show that it also can be used to control
Etanglement Sudden Death, togetter the detuning parameter. Trying to have a better view of the
whole system and the entanglement transfer, we also have calculated: Four-Tangle, to undes-
tand entanglement due to four qubits correlations; Global Negativity of the photonic subsystem;
and the pairwise entanglement, by the negativity fonts, with wich it was possible to calculate
the entanglement loss due to state reduction. The study reveals that the entanglement, initialy
concerned on the atomic subsystem, is transffered to the all parts after local interactions. Pho-
tonic subsystem shows Entanglement Sudden Birth while atomic dynamics show Entanglement

Sudden Death.

Key-words: Decoherence; Local Interaction; Entanglement Sudden Death.
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Capitulo 1

INTRODUCAO

A Mecanica Quantica é uma teoria no minimo surpreendente, que causa um certo desconforto
no primeiro contato devido a quebra de conceitos da Fisica Cldssica que sdo inerentes aos sen-
tidos e concep¢Oes humanas, formados desde o desenvolvimento inicial de sua percep¢do da
natureza. Um exemplo deste “mal-estar”’é a questdo do determinismo, que € nada menos do que
completamente destruido pela teoria quantica, e mexeu com a cabeca até mesmo das mentes
mais brilhantes da fisica, como A. Eisntein, por exemplo. A mecanica quantica explica diversos
fendmenos nao compativeis com a fisica classica, tais como o efeito foto-elétrico, o espectro de
radiag@o do corpo negro, e a estabilidade atdomica, e tem a surpreendente caracteristica de tratar
a matéria ndo como corpos, mas como ondas de matéria, dependendo do que se deseja medir.
Esta dualidade, associada ao fato de toda a informacao que se possa tirar de um sistema quantico
ser puramente estatistica e, ainda por cima, rodeada de incertezas, tem ainda adicionada a estra-
nha propriedade de que um sistema nao tem estado definido até que seja observado. Todas essas
ideias levaram FEinstein a criticar duramente a teoria durante toda a sua vida, dizendo que ela
era uma teoria incompleta, no sentido de que falta a ela algo que inclua com exatidao as propri-
edades fisicas dos objetos, tal qual a mecanica cldssica. Em 1935, Einstein, Podolsky e Rosen
publicaram um artigo revoluciondrio, com o qual pretendiam mostrar que a mecanica quantica
era incompleta, ainda vivia sua fase juvenil e que, por tanto, precisaria amadurecer como teoria
[1]. Neste artigo, ele aponta uma propriedade muito estranha que é consequéncia da aplicag¢ao
da teoria quantica a sistemas compostos, de forma ’fantasmagdrica”(em suas proprias palavras).
Tal fenomeno ficou popularmente conhecido como Paradoxo EPR (devido as iniciais dos auto-

res). E. Schroedinger [2] chamou tais particulas de “emaranhadas”. Assim, surgiu o conceito



de emaranhamento quantico.

Por Meio de um experimento mental, os autores do artigo originario do Paradoxo EPR en-
fatizam que uma teoria que descreva a realidade deve obedecer ao Principio da Localidade !
[3], o qual nao € verificado na Teoria Quantica. O experimento consiste em considerar um par
de particulas que interagem em algum ponto do espaco. Quando separadas espacialmente, tais
particulas estdo de tal maneira correlacionadas/entrelacadas que ao medir-se uma das partes do
sistema, automaticamente o estado da outra parte € conhecido, ou, em outras palavras, uma
operacdao em uma parte do sistema resulta numa alteracdo do estado da outra parte “imediata-
mente”, ndo importando a distancia entre as partes, violando a0 mesmo tempo os principios da
Localidade e da Relatividade [4]. Einstein ef al consideraram entdo que a Teoria Quantica ndo
era completa, ou que existiam varidveis ocultas responsdveis pela violagdo de tais principios.
Em 1964, Bell [5] mostrou, que existe uma incompatibilidade entre a mecéanica quantica e o
conceito de realismo local, mostrando que € impossivel construir um modelo realistico-local
que condiza com todas as previsdes da mecanica quantica, matematicamente vistas como um
conjunto de desigualdades (conhecidas como Desigualdades de Bell), que podem ser violadas

apenas por sistemas emaranhados.

O emaranhamento é uma propriedade de sistemas quanticos compostos e € um destes con-
ceitos que somente adquirem sentido no contexto da Mecanica Quantica, e pode ser tomado
como uma caracteristica definitiva da teoria, estabelecendo a fronteira entre a Fisica Classica e

a Fisica Quantica.

Em computag¢do Quantica, utilizam sistemas quanticos emaranhados para armazenar e tras-
mitir informacdo. A unidade bésica de informacdo é o qubit, de forma que qualquer sis-
tema quantico de dois estados possiveis, como um dtomo de dois niveis, por exemplo, pode
ser interpretado como qubit. O emaranhamento vem sendo usado como recurso fisico para
implementagao de protocolos de comunicagdo quantica [6,7,8,9,10], e sua dinamica tem sido
tema de investigagcdes recentes, € € a base da Teoria de Informagdo Quantica e Computacao
Quantica. No entanto, Yonag, Yu e Eberly [11,12,13,14] mostraram que a quantidade de ema-
ranhamento no sistema pode deteriorar-se num tempo finito mais rapidamente que o esperado,

num fendmeno chamado Morte Sibita de Emaranhamento, ESD 2, mesmo para um sistema nao

' A operacdo de uma entidade fisica nio pode repercurtir em alteracdes de estado em outro local espacial
Do inglés Entanglement Sudden Death



muito complexo, como o caso do Modelo Jaynes-Cummings duplo [15]. ESD tem sido agora
tema de muitos trabalhos que visam a compreender seu comportamento no contexto deste e ou-
tros sistemas quanticos [16,17,18,19,20,21,22,23,24,25] que apresentam esta forma inusitada de
dinamica das correlagdes entre suas partes. Zheg Qiang ef al mostraram que € possivel controlar
o fendmeno por meio da introducdo de meios Kerr ndo lineares [26], ao passo que Paternostro
et al [27] mostraram ser possivel preservar o emaranhamento modulando-se o parametro de
dessintonia do campo eletromagnético na cavidade. Zhong-Xiao et al [28] mostraram que ESD
sempre ocorre se o estado inicial a ser considerado for suficientemente impuro ou o nimero de
fotons na cavidade for diferente de zero em pelo menos uma das cavidades para o modelo JC

duplo.

O sistema a ser tratado neste trabalho consiste de um par de atomos de dois niveis idénticos,
nomeados por A e B, gerados em estado emaranhado e interagindo com o campo eletro-
magnético quantizado de cavidades dticas diferentes, a e b, isoladas entre si por uma grande
distancia espacial. As cavidades podem abrigar apenas um unico modo de campo eletro-
magnético quantizado, e os dtomos decaem no processo de um unico féton. Tais cavidades
sdo isoladas entre si, de tal forma que o atomo A confinado em « interage apenas com o campo
em sua cavidade, enquanto que o dtomo B interage apenas com o campo na cavidade b. Para
um dado estado inicial do par de 4tomos emaranhados, considerando as cavidades preparadas
no estddo vacuo, pode-se analisar a dindmica do emaranhamento do sistema. Neste caso, o
estudo serd feito primeiramente apresentando os resultados das Ref [11,12,13,14], como forma
de introduzir e evidenciar o fenomeno de Morte Subita, analisando os dois possiveis estados do
sistema atdmico. Posteriormente, tomando como base o estado cuja dindmica apresenta ESD,
serd extendido o mesmo estudo para o caso em que o campo eletromagnético nas cavidades nao
esteja em ressonancia com a frequéncia de transi¢ao entre niveis de energia nos 4tomos, como
forma de verificar como se comporta o sistema com relacdo ao parametro de dessintonia do
campo. Este estudo serd feito levando em conta o emaranhamento entre os 4tomos e também o
emaranhamento do sistema como um todo, no caso do estado reduzido ao subsistema do campo
e o emaranhamento devido as interagdes de quatro corpos. Serd analisado também o efeito de

uma operagao local sobre o dromo A com respeito a ESD do subsistema atdmico.

Este trabalho esta arranjado da seguinte maneira: No Capitulo II sdo apresentados os con-

ceitos derivadas as relacdes da Eletrodindmica Quantica, necessdrios para o tratamento tedrico



da interacdo entre &tomos e campo eletromagnético quantizado, com base na aproximacao di-
polar (Modelo JC). E também determinado o operador de evolucio temporal do sistema. No
Capitulo III € discutida brevemente a Teoria de Emaranhamento, e s@o apresentados os métodos
de detec¢ao e quantificacdo do emaranhamento aqui empregados. No Capitulo IV consideram-
se os dois estados iniciais possiveis para os a&tomos. Apds obtida a dindmica do sistema € efe-
tuada a reducdo para o subsistema atdmico e calculada a Negatividade Global do estado misto
de dois qubits resultante, onde verifica-se que para um dos estados iniciais hd Morte Subita de
Emaranhamento [14]. Em seguida, toma-se como base o estado inicial que apresenta ESD. E
obtida a dinamica do sistema levando em conta o caso nao ressonante, de modo a verificar sua
relacdo com o parametro de dessintonia do campo, e se este tem algum efeito sobre ESD. No
capitulo V o mesmo caso € estudado, entretando com relacado ao estado reduzido do subsistema
fotonico, para avaliar a transferéncia de emaranhamento e sua relacdo com ESD. No Capitulo
VI aplica-se uma transformacao unitdria sobre o estado inicial em questdo, e sua dindmica €
determinada para o caso ndo ressonante com a intensao de verificar o efeito da operacdo local
sobre ESD. No Capitulo VII o sistema € estudado como um todo, olhando para o emaranha-
mento devido a interacdes de quatro particulas. No capitulo VIII estuda-se o emaranhamento
entre os dtomos com base nas fontes de negatividade, que levam em conta o estado puro, e €
calculada a perda de informacdo devido a reducdo do sistema. Por fim, no Capitulo IX sdo

apresentadas as conclusdes e as consideracoes finais.



Capitulo 2

ELETRODINAMICA QUANTICA DE
CAVIDADES OPTICAS

Neste capitulo serdo apresentados os fundamentos tedricos que serdao necessdrios para o de-
senvolvimento do trabalho. Na primeira secdo sdo apresentados os conceitos fundamentais de
mecanica quantica necessarios ao entendimento do tratamento tedrico apresentado neste tra-
balho, como a introdu¢do do espaco de Hilbert e dos operadores de mecanica quantica. O
sistema a ser estudado no trabalho é formado por dois d4tomos de dois niveis interagindo com
campos eletromagnéticos quantizados em suas respectivas cavidades. O modelo adequado para
a descri¢do da interacao atomo-campo neste problema é o Modelo Jaynes-Cummings [15], ou
JCM. Neste capitulo sera reproduzido o procedimento adotado por Scully em seu livro Quan-
tum Optics [29] para derivar a hamiltoniana de Jaynes-Cummings, através da quantizacdao do
campo eletromagnético, na secdao dois, e da aproximagao dipolar para o 4tomo, na se¢ao 3.
Posteriormente, utilizando a hamiltoniana obtida para a intere¢do dtomo-campo, determina-se o
operador de evolucao temporal. Tal operador serd amplamente utilizado durante todo o decorrer
deste trabalho para determinar a dindmica do sistema para cada estado inicial a ser considerado

do subsistema atdmico.



1 VARIAVEIS DINAMICAS E O ESPACO DE HILBERT

As variaveis dinamicas da fisica cldssica como posi¢do, momento, energia, entropia, etc., re-
presentam quantidades mensurdveis e sdo de simples interpretacdo e, muitas vezes, de facil
medi¢cdo. Em mecanica quantica, entretanto, as coisas nao sao tao faceis assim. Para comecar,
os sistemas sdo representados por sua funcdo de onda complexa, a qual € determinada a partir
da solucdo da Equagao de Onda de Schroedinger e contém toda a informacdo possivel de ser
retirada do sistema. As varidveis dinamicas sdo elementos do sistema que podem ser medidos.
Em Mecanica Quantica tais varidveis sdo representadas por Operadores Quanticos, que atuam
no espago complexo das funcdes de onda, o Espaco de Hilbert [29,30,31,32]. No caso do ope-
rador hamiltoniano H de um sistema conservativo, este representa a energia total do sistema.
Aplicando H sobre a funcdo de onda do dtomo de hidrogénio, por exemplo, encontram-se 0s

autovalores de energia do atomo.

O fato de alguns destes operadores nao serem comutativos indica que pode-se associa-los
a matrizes. Assim, introduz-se a representacao matricial da mecénica quantica, a qual € muito
util e tem muitas consequéncias praticas, no qual a funcdo de onda é representada por uma
matriz coluna de n linhas, e os operadores sao matrizes quadradas n X n, no espaco de Hilbert

n-dimensional.

E importante diferenciar as matrizes segundo algumas propriedades, as quais sdo funda-
mentais para determinadas finalidades préticas, como, por exemplo, as matrizes Hermitianas,

Unitérias e Ortogonais.

Definicao 2.1. O Hermitiano adjunto de um operador matricial O é o resultado obtido na troca
entre linhas e colunas tomando o conjugado complexo de cada elemento, e é representado por

Of. Um operador é hermitiano se O = Of, enquanto que uma matriz unitdria é definida por

N

Ot =01,

Definicao 2.2. Os operadores que representam varidveis dindmicas de um sistema sdo hermi-

tianos.

Algumas relagdes matemadticas muito tteis em mecanica quantica sao

Tr(ABC...Z) = Tr(BC...ZA): @2.1)



det(AB) = det(A)det(B); (2.2)

det(e?) = ™. (2.3)
AAT =ATTA =14 (2.4)
(ABO)' = ATBTCT. (2.5)

2 QUANTIZACAO DO CAMPO ELETROMAGNETICO

Neste trabalho trata-se da interacdo de dtomos de dois niveis com fétons do campo eletro-
manético quantizado no interior de cavidades Oticas. Para compreender esta interagdo e poder
tracar/identificar seus fendmenos e propriedades, € necessario ter um modelo que descreva esta
interacdo. O modelo adequado para tal tratamento tedrico € o0 Modelo de Jaynes-Cummings, o
qual fornece o operador hamiltoniano para um atomo de dois niveis interagindo com o campo
eletromagnético quantizado através da aproximacgado dipolar. Serd utilizado o Modelo Jaynes-
Cummings duplo, uma vez que o emaranhamento estd presente apenas em sistemas compostos,

e a intenc¢do € analisar a correlagdo entre um par de atomos.

Entende-se por campo uma func¢do definida em todos os pontos do espaco. Por ser definido
sobre um conjunto continuo de pontos, um Unico campo detém infinitos graus de liberdade. O
campo eletromagnético é o mais familiar destes objetos matematicos. Em Teoria Quantica de
Campos, a proposta € quantizar esses objetos matemadticos, assim como a Mecanica Quantica
faz com a quantiza¢do das grandezas fisicas relacionadas ao movimento das particulas, por
exemplo. Faz-se isto escrevendo observaveis em termos de operadores, que atuam sobre quan-
tidades fisicas discretas (denomidas guantums). As propriedades de tais quantidades ( como

massa, spin e carga) se refletem nas propriedades do campo.

Para compreender melhor o processo de quantizacdo antes de iniciar o tratamento tedrico
necessdrio para o caso a ser estudado aqui, vale considerar a ilustracdo do simples caso de
um campo eletromagnético unidimensional fixado em um espaco finito e bem definido, com
“nds’nas paredes da cavidade. Este caso pode ser interpretado como uma corda vibrante, sob
o ponto de vista de que fixando-se a distancia entre as paredes da cavidade, existem modos
possiveis de vibragdo bem definidos e bastante especificos correspondentes a cada frequéncia

e energia de oscilacdo da onda eletromagnética. Assim, ao campo eletromagnético confinado



em uma regido adequada, pode ser associado com um conjunto de osciladores, com cada féton
de energia hv correspondendo a uma dada energia de vibracao do oscilador. Matematicamente,
também € possivel verificar-se que a estrutura das equacdes permite tal associagdo sem perda

de generalidade.

Considere as equagdes cldssicas para o campo eletromagnético de Maxwell no espago livre

de fontes [36,37],

oD
VxH=— 2.6
0B
VXE=—— 2.7
V-B=0,V-D=0, (2.8)
onde B = pugH, D = ¢yE e jigeg = ¢~ 2. Tomando o rotacional de V x E = —%—Jf, encontra-se
que F (r,t) satisfaz a equag@o de onda
1 0°FE
VE=—-——-"—"=0. 2.9
2 Ot? 2.9)

Considerando primeiramente o caso mais simples de o campo elétrico ser linearmente pola-
rizado na dire¢do x, a expansao em modos do campo para uma cavidade de comprimento L

é

ZAJQJ ) sin (k;z), (2.10)
onde ¢; é o modo normal de amplitude com dimensido de comprimento, k; = jm/L, com
g=123,..¢e

2v;%m;\ >
A= —-2—- 2.11
- (2, e

onde v; = jmc/L sdo as frequéncias na cavidade, e V' € o volume da cavidade ressonante.

Utilizando a Eq.(2.6), encontra-se o campo H, dado por

H, _ZA (dt ") cos (k;z) . (2.12)

Utilizando estas expansdes para o campo eletromagnético, a hamiltoniana cldssica para o campo,

dado por

1

H= 5 / dr (eoEs” + poH,?) (2.13)
|4

pode ser resolvido, encontrando-se

1 p;?
H= 35 (e + ), 214



com p; sendo 0 momento candnico do j-ésimo modo.

Observando a equagdo acima para o hamiltoniano do campo eletromagnético, vé-se que ele
tem a mesma estrutura de um Oscilador Harmonico Cléssico, que pode ser quantizado através
do método dos operadores (quando associa-se a cada varidvel ¢ e p um correspondente opera-
dor quantico). Com isso, cada modo do campo € dinamicamente equivalente a um oscilador

harmoOnico mecanico.

Identificando ¢ e p como operadores hermitianos, os quais devem obedecer as relagdes de

comutacao
g5, 2] = iRd;15 a5, @i] = [Py, pi] = 0, (2.15)
€ possivel definir, atravéz de uma transformacdo canonica, os operadores nao hermitianos

1

aje"" = ——es (myvq; + ip;) (2.16)
2m;hg;
e
; 1
At it .
ae’t = ————= (m,v;q; —ip;) , 2.17
J \/W( Vil — ipj) (2.17)
os quais obedecem as relacdes de comutacao
|:CAL]‘, CAL}L,i| = 5j,j/; [&jv&j/] = |:€L;f7d;[/i| — 0 (218)

Os operadores a e a' sdo conhecidos como operadores de aniquilacdo e criacdo de fétons,
respectivamente, devido ao resultado da operacao de tais operadores sobre estados quanticos do

campo eletromagnético

aln) =+vnln—1) (2.19)
a'ln) =vn+1|n+1), (2.20)

onde n é o niimero de fétons no campo, dado pelo operador nimero a'a = n. Utilizando os

operadores de criacdo e aniquilagcdo, o hamiltoniano da Eq.(2.14) pode ser escrito entdo como

. L
H=nY (a;aj i 5) | (2.21)
j
€ 0S campos COMo
_ A~ —ivit | AT —vit o
E,(z,t) = Zéj (aje " taze™ > sink;z, (2.22)
J

H,(z,t) = —ieocz E; <dje_i”jt - dje_”jt> cos k;z, (2.23)
J
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1
onde ¢; = (ZL{/) * tem dimensdes de campo elétrico.

O tratamento apresentado até aqui foi para uma cavidade unidimensional finita. Pode-se
fazer a quantizacdo do campo para o espaco livre. Considere uma cavidade muito grande,
porém finita, de lados L. Os campos elétricos e magnéticos classicos podem ser expandidos em

termos de ondas planas

E(rit)=> éepage T 4 e, (2.24)
k
e
1 k X é —ivgtik -7
H(r,t)=— Z epope” "k + c.c.. (2.25)
Fo Vg

A soma € tomada sobre uma infinita série de valores discretos dos valores do vetor de onda

k = (ks, ky, k), onde €, € o vetor unitdrio de polariza¢do, oy, € uma amplitude adimensional e

2
. Ay, .~ T . ~
€k = (260‘/) . As condig¢des de contorno de periodicidade impde que

2mn;
k, = ! 2.2
3 7 (2.26)

onde i =, z,y ou z sdo inteiros positivos ou negativos, e um conjuto dos nimeros (1, n,, 1)
define um modo do campo eletromagnético, satisfazendo a condicdo de campo transversal k -
¢ = 0. Como antes, a quantizagao € feita ao identificar oy, € a*, com os operadores do oscilador

harmonico ay, e &L, respectivamente. Os campos elétrico e magnético quantizados sdo, entdo,

definidos por
E(rit) =) éepire ™" + He, (2.27)
k
e
2 1 kXe€r . irikr
H(rit)=—>" epipe R L e (2.28)
Fo Vg

onde H.c. € a conjugada hermitiana.

Um conjunto de matrizes muito util € o conjunto das Matrizes de Pauli, que sdo matrizes
2x 2 hermiteanas as quais atuam sobre estados de dois niveis, como estados de spin ou excitacao

e deexcitagdo de atomos. Tais matrizes sdo definidas por

G, = Gy= | G, = , (2.29)

10



¢, = Je Ty zz"y; ;=T (2.30)

A aplicacao das matrizes de Pauli leva, dependendo da operacdo, a aniquilacdo do estado ou
a projecdo em outro estado possivel do sistema. Por exemplo: ¢y |g) — |e), onde |g) denota o

estado fundamental, e |e) representa o estado excitado de um dtomo de dois niveis.

3 O MODELO JAYNES-CUMMINGS PARA ATOMOS EM CA-

VIDADES

A Eq. de Schroedinger pode ser escrita como

Hi,, = Bty (2.31)

Para um potencial independente do tempo, verifica-se que a dinAmica do sistema € descrita pelo

operador de evolugdo temporal U (t) = e =

Considere um atomo A e um campo quantizado de radiacdo I de varios modos de vibragao
v, Interagindo em um certo local do espaco. O hamiltoniano do sistema deve conter a parte
referente as energias intrinsecas do 4&tomo e do campo, adicionado do termo relativo a interagao

entre ambos (AE), tal que

Hioy=Hs+Hg+ H,pz. (2.32)
O sistema atdmico pode ser aproximado para um dipolo elétrico, considerando o elétron da
ultima camada como sendo a carga negativa do dipolo.

Sabe-se da teoria eletromagnética que a energia associada a interacdo de um dipolo elétrico

com um campo elétrico ' é dado pela expressao

—

Uppi = —ei - E, (2.33)

onde 7" € o vetor posi¢do do elétron, e e € a carga elétrica. O sinal negativo implica que para

sistemas paralelos a energia de interagdo é minima, enquanto que para sistemas antiparalelos

11



a energia de interacdo é maxima. Com isso, a expressdo para o hamiltoniano total ! é escrita

como
Hypp = Hu + F[(E) —ei- E. (2.34)

A energia do campo livre H; € dada em termos dos operadores de criagdo e aniquilagao,
J& que pode-se associar ao campo um conjunto de osciladores harmonicos quanticos, cuja ex-

pressao é

) U
5= hu {agak + 5} . (2.35)
k

H 4 e 7 podem ser escritos em termos dos operadores de transi¢do (projecdo) oij = |9) (J|
. Considere a aplicagdo deste operador em um autoestado atdémico |I) , sendo tais autoestados

ortonormais,

oi |1) = 1) GI1E) = 16)55: (2.36)

Assim, o operador ¢;; tira o estado de |/) e leva-o para o estado |i), se [ = j. Pode-se dizer
que o operador destroi um estado e cria o outro. Tal operador forma um Conjunto Completo de
Fungdes Ortonormais, que obedecem a Relagdo de Fechamento ) . |7) (i| = 1, e juntamente

com a equagdo de autovalores

Hy i) = hwili) (2.37)

pode ser utilizada para encontrar a relacao

Hy = [0l Ha 13 Gl (2.38)

Entretanto, segue da equagao de autovalores e da ortonormalidade dos autovalores de ener-

gia que (i| H 4 |j) = hw;dy;. Assim, a Eq. (2.38) reduz-se a

Hy = hw;|i)(i] =) hwi. (2.39)

'Lembre-se que trata-se de um sistema conservativo
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Também pode-se escrever e em termos destes operadores: e’ = 3, e [i)(i| 7|j)(j| =
> i PijOij, com pi; = (i er’|j) e 6;; = |i)(j|. Identifica-se pi; como sendo o elemento
de matriz da transicdo de dipolo elétrico. O operador de campo elétrico € obtido através da
aproximacao dipolar, e considerando o 4tomo na origem, ele € escrito em termos dos operado-

res de criacdo e aniquilagdo de fétons como

E=Y b (dk + dL) , (2.40)
k

1
onde € = ( 2};”; ’{/) ’, Entdo, finalmente, substituindo todas as relagdes obtidas para cada um dos

termos do hamiltoniano, obtém-se

. Dii * ERER | .~ /. .
Hyp = Z h’/kd;[g&k + Zhwif}ii + Z Z h {—pj—hkk} Oij (ak + al) : (2.41)
k i ij  k

Identificando o termo [—%} como a constante de acoplamento entre o &tomo e o campo,

g1, a Eq.(2.41) pode ser reescrita como

Hi = 3l + > B+ > > hgy e (i + ) (2.42)
k i ik

Aqui foi omitida a energia de ponto zero no primeiro termo, e assume-se g;; sendo real.
Esta equacgdo € a forma geral para a interagdo entre um atomo de dois niveis interagindo com
um campo eletromagnético de K modos de vibracdo. O hamiltoniano assim obtido € conhecido
como Hamiltoniano de Jaynes-Cummings, ou Modelo JC, para interagdo entre 4tomo e campo

eletromagnético.

Matrizes de Pauli e Atomo de Dois Niveis

Um conjunto de matrizes muito util € o conjunto das Matrizes de Pauli, que sao matrizes 2 X 2
hermiteanas as quais atuam sobre estados de dois niveis, como estados de spin ou excitagcdo e

deexcitacdo de atomos. Tais matrizes sdo definidas por

Op = [0y = _ 10, = , (2.43)



. Oy +i0y, . Oy — 10y
= 0. = ——. 2.44
0+ 9 y O 2 ( )
A aplicacao das matrizes de Pauli leva, dependendo da operacao, a aniquilacao do estado ou
a projecao em outro estado possivel do sistema. Por exemplo: ¢’ |g) — |e), onde |g) denota o

estado fundamental, e |e) representa o estado excitado de um atomo de dois niveis.

Considere um dtomo de dois niveis de energia: o estado fundamental (ou ground state), onde
o elétron estd em sua Orbita estavel, e o estado excitado (excited state). Utilizando a Eq.(2.42)
pode-se encontrar a hamiltonia para este caso particular. Considere a constante de acoplamento,
g1, como sendo simétrica, isto €, g, = ¥ = gi’'. Associando i — fundamental — a e j —

excitado — b , a hamiltoniana da Eq.(2.42) pode ser reescrita como
]:Itot = Z ﬁyk&z&k + (Ea&aa + Eb6bb) + hz gk (5'(11, + &ba) (dk + d;) . (245)
k k
Sabendo que a diferenca de energia entre os dois estados do dtomo é hw, e utilizando a
condicdo de fechamento 7, + 74, = 1, 0 segundo termo pode ser reescrito como
A - 1 . . 1/ .

Bubaa + By = 50 (00— 6w) + 5 (B + Ba) | (2:46)
onde o termo constante %(Ea + Eb> pode ser ignorado, assim como feito com a energia de
ponto zero. Definindo a notacdo

0: = Gaa — 0wy = |a)(al — [D)(b]; 64 = 6ap = |a)(b; G- = v = [b)(al
a hamiltoniana toma a forma

) |
i = Y bty + Shoo, + B gu(os +0-) (ak + a;) . (2.47)
k k

Segue da identidade [6; ;, 6| = G40k — Ok;0: que G, 61 € 6_ possuem propriedades tais
que pode-se associd-los aos operadores de Pauli, i.e. a dlgebra dos operadores ¢ apresenta a

mesma estrutura das matrizes de Pauli, [6_,6,] = —6,,e [6_,5,] =25_.

A Aproximacao de Onda Girante

A energia de interagdo ), g (64 + 6-_) <&k + d;) na Eq. (2.47) consiste de quatro termos. O
termo &Lc}_ descreve o processo no qual o estado € levado do estado excitado para o estado fun-

damental e um féton de modo & € criado. O termo a6 descreve o caso em que o 4tomo vai do

14



estado fundamental para o excitado e um féton é aniquilado. Os outros dois termos descrevem
processos em que a energia ndo é conservada, havendo perda ou ganho de 2/w de energia. Des-
prezando tais termos tem-se a chamada aproximacao de onda girante. Esta aproximacao € vélida
quando a freqii€éncia de oscilagdo do campo aplicado é préxima da freqiiéncia de transicao do
elétron, e quando a intensidade deste campo ndo € muito alta. AlIém do mais, tais termos oscilam
muito rapidamente quando estudados em relacao a dinamica do sistema (evolugdo temporal), ja

que 6+&L ~ /@)t O hamiltoniano resultante é bastante simplificado, e é escrito como

) 1
i = Y heoniln + Shod: + 5 g (@ +alo ). (2.48)
k k

Considerando o caso em que a cavidade pode abrigar somente um modo de vibragdao do campo

eletromagnético, ou seja, £ = 1, o hamiltoniano da Eq.(2.47) pode ser reescrito como

hu.)oé'z

H = hwata + +hg (a'6_ +as.), (2.49)

que € o hamiltoniano adequado para descrever o sistema a ser estudado neste trabalho. Como
foi dito, o sistema total consiste de dois sistemas dtomo-campo isolados de forma que nao haja
interecao entre eles. Logo, o hamiltoniano total € simplesmente a soma das hamiltonianas indi-
viduais de cada subsistema atomo-campo, conhecida como Modelo Jaynes-Cummings Duplo,

ou simplesmente JCM duplo.

4 DINAMCIA QUANTICA: O OPERADOR DE EVOLUCAO TEM-

PORAL

O hamiltoniano de um sistema formado por um atomo de dois niveis em intera¢io com o campo

quantizado € escrito como

hwo&z

H = hwa'a + +hg (a'6_ + asy) . (2.50)
A equagdo acima serd usada para descrever o sistema a ser tratado neste trabalho, que con-
siste de dois atomos de dois niveis gerados em estado emaranhado, que sdo posteriormente

confinados em cavidades Gticas que abrigam o campo eletromagnético quantizado. Os dois

subsistemas sdo completamente isolados entre si, de forma que o d&tomo A somente interage
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com 0 campo na cavidade a, enquanto que o d&tomo 5B somente interage com o campo em sua
cavidade b. O fato dos subsistemas serem independentes sugere que cada um evolua no tempo
de acordo com seu respectivo operador de evolucao unitaria s I(t),onde ] = AouBei=a
ou b. Com isto, o operador de evolucao do sistema como um todo nada mais € que o produto ten-
sorial dos operadores individuais de cada subsistema, os quais sdo idénticos. Logo, é possivel

encontrar o operador evolug¢do para um caso genérico e aplica-lo a cada subsistema.

O hamiltoniano acima pode ser escrito na forma matricial como

nhw — 0 0 0
H = 0 hw(n+1)— 20 gn : (2.51)
0 gh hwn—l—%

na base |g,n), |g,n+ 1), |e,n), onde e e g denotam os estados excitado e fundamental do
4tomo, respectivamente, e n é a quantidade inicial de fétons na cavidade. O elemento (g, n| H |g,n)
nao se conecta a nenhum outro. Pode-se diagonalisar somente a submatriz que contém os ele-
mentos ndo nulos asq, ass, ass € aszs. Para o caso em que as cavidades estdo inicialmente no

estado vacuo, ou seja, n = 0, tem-se a submatriz

. hw — 0 gh
H= 2 9 , (2.52)

a qual tem autovalores A+ = % + l\/ 29)* + (w — wp)’. Renomeando w — wy = 8,29 = G e

G? + §%2 = Q2, obtém-se os autovalores

w
)\:t — 5 Zl: E,
cujos autovetores sao
1
™) = =[Glg,1) = (Q+9) e, 0)];
G2+ (Q+9)
€
1
¢*) = [(2+6)[g,1) + G e, 0)].
G2 + (2 +0)°

|¢pt),|¢~) é a base na qual o operador hamiltoniano é diagonal. Pode-se escrever a base

antiga em termos da nova base, de tal forma que

Q+6
9.1) = i [\¢+> TR
G2 4+ (Q+6)

T3 lo7)] (2.53)
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G Q+0,,_
e, 0) = [|¢+> - 19| (2.:54)
G2 + (Q+406)*
Aplicando o operador de evolucao temporal U (t) = e~ iHt/h sobre os estados acima, e ainda

sobre o estado |g, 0), obtém-se o Operador de Evolucdo Temporal para um dtomo de dois niveis
interagindo com o campo eletromagnético numa cavidade Gtica no estado vacuo no instante

inicial, que apresenta a forma

Ut) = e ™7%|g,0)(g,0| + [cos (%) — gsin (%ﬂ l9.1) (g,1]

2 2
Ot io . (S
+ {cos (7> + 5N <7)} le, 0) (e, 0|
G Qt
— Goin () es0)t0.11+ 1o 1) ) 259

Usando a notag@o |g) — [0), |e) — |1) , o operador de evolugdo temporal na base compu-

tacional pode ser reescrito como

Ut) = fmﬂw®®m+{wscﬁ>—gMnGEﬂMHHM|

2 2
—k{wscg)+%%m<%g}umum
- gﬁnC?)MWWH+WDHW- (2.56)

17



Capitulo 3

TEORIA DO EMARANHAMENTO

1 ESTADOS QUANTICOS E A TEORIA DO EMARANHAMENTO

A descrigdo matematica padrdao de estados quanticos € feita através de operadores definidos
num espago vetorial complexo, que € o espago de estados onde atuam os operadores quanticos
correspondentes as varidveis dinamicas da Mecanica Quantica. Toda informagao possivel que
se pode obter de um sistema quantico estd armazenada em seu vetor de estado. Um estado

quantico € descrito por um operador hermitiano positivo ! e de trago unitario [38],

Qualquer operador que satisfaca as condi¢des acima pode ser representado por uma mistura

estatistica de projetores de estados
p=>_ PilW;) (W, (3.1)

tal que
> P=1 (3.2)

e |¥;) € qualquer um dos estados possiveis do sistema.

'Um operador positivo definido é aquele que possui todos os autovalores maiores ou iguais a zero
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Um caso especial é quando um estado quantico pode ser descrito por uma funcdo de onda,

que € o caso quando existe um F; = 1 para algum : tal que
p =) (Vi (3.3)

que € chamado estado puro, de forma que o estado quantico possa ser descrito como um projetor
unidimensional. Ou seja, um estado puro é descrito por uma fun¢do de onda, enquanto que
um estado misto € definido como uma mistura estatistica de estados puros, representado pelo

operador densidade
p=> Pil¥) (T, (3.4)
onde P; sdo as probabilidades de ocorréncia de cada estado.

O sistema quantico pode ser composto, ou seja, constituido de vérios subsistemas (.51, Sa, ..., Sy, ).
Nesse contexto, o espaco de estados do sistema como um todo deve ser composto pelos espacos

de estados individuais de cada subsistema componente do sistema total,
CN201®02®...®CN

onde (', (s, ...,Cy sdo os espacos de Hilbert nos quais os operadores densidade referentes a

cada subsistema p1, po, ..., py estdo definidos.

A nog¢do de emaranhamento surge da andlise de tais sistemas compostos de forma que, para

um estado puro, escrito na forma de produtos de estados individuais,
(U) = V1) @ [Us) @ [U3) ® ... ® |¥n), (3.5

tem-se um estado dito fatordvel, ou seja, separavel. Os estados puros que nao admitem fatoragao
s@o conhecidos como estados qudnticos puros emaranhados. Em outras palavras, se um sistema
quantico composto (formado por duas ou mais partes) ndo pode ser descrito separadamente com
relacdo aos subsistemas, tal sistema € dito emaranhado. Isto significa dizer que, por exemplo,
duas particulas formadoras de um sistema quantico que interagiram em algum momento estao
de tal forma ligadas que operacdes sobre uma delas afetard imediatamente o estado da outra
particula. Este fendmeno foi motivo de grande discucdo e reflexao no desenvolvimento da
Mecanica Quantica. O proprio A. Eistein chegou a propor que a Mecéanica Quantica ndo seria
uma teoria completa com base na Teoria da Relavitidade, levando em conta o fato de que a

informacdo ndo pode propagar-se com velocidade acima da velocidade da luz. O paradoxo

19



EPR [1], como ficou conhecido, mostra uma caracteristica ndo local da Mecéanica Quantica,
uma vez que ndo importa a distncia espacial entre as duas partes do sistema, uma operagao
em uma delas resultard na alteracdo imediata do estado da outra parte do sistema. Einstein,
Podolsky e Rosen diziam neste artigo que uma teoria ndo local ndo pode descrever a realidade.
No entanto, Schroedinger [2] rebateu dizendo que dois sistemas que interagiram no passado
nido podem mais ser escritos como antes. Mais tarde, a teoria de Schroedinger foi provada

experimentalmente, com a produ¢do em laboratério de estados emaranhados [39].

2 DETECCAO DE EMARANHAMENTO

Muitas vezes ndo € trivial conseguir fatorar um estado quantico, de modo a determinar se ele é
separdvel ou ndo. A teoria de emaranhamento busca Critérios de Emaranhamento [40,41,42,43]
para resolver este problema, que possam detectar conclusivamente e facilmente o emaranha-

mento.

2.1 Decomposicao de Schmidt

O Teorema de Schmidt [44] diz que, dado um vetor qualquer V) = > .. ¢;; |ij) € C = Ca®Chp,
pode-se sempre encontrar bases locais ortonormais para C4 e Cp, tais que |¥) seja escrito na

forma
W) = A lii) (3.6)

onde m = min[dim(C4),dim(Cg)] e \; € R. Diz-se que o estado acima estd na forma
de Schimdt, e \; s@o os coeficientes de Schmdit. A quantidade de coeficientes A\; ndo nulos
necessarios para decompor |¥) na forma de Schmidt é o chamado niimero de Schmidt, e caso

este nimero seja 1, este vetor de ondas pode ser escrito como um produto tensorial,
V) = |U4) @ |¥p). (3.7

Caso o nimero de coeficientes de Schmidt ndo nulos seja maior ou igual a dois, o estado é dito
emaranhado. Se todos os coeficientes de Schmidt forem nao nulos e iguais entre si, o estado €

Maximamente Emaranhado.
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2.2 Critério de Peres

Devido ao fato de a decomposicao de Schmidt lidar apenas com estados puros bipartites, ela é
bastante restrita como forma de deteccao de emaranhamento. Na tentativa de encontrar formas
mais gerais de detec¢do de emaranhamento, A. Peres [45] mostrou que a transposi¢do parcial
estd diretamente ligada a condi¢ao de emaranhamento. Considerando um estado geral
~AB ..
PP =" N lig) (k|| (3.8)
ij,kl

define-se sua transposta parcial com relagdo ao qubit B, por exemplo, como

P =) Nijua lil) (k| (3.9)
ij,kl
Se p8 for um operador separavel, ou seja

7 =3 Pipa @ pp, (3.10)

sua transposta parcial serd um operador positivo. Assim, Peres enunciou seu Critérios de Sepa-

rabilidade [45]:

Definicao 3.1. Se a matrix obtida da transposi¢do parcial do operador densidade é positiva, o

estado é dito separdvel.

O enunciado acima ficou conhecido como Critério PPT (do inglés Positive Partial Trans-
pose), ou Critério de Peres. P. Horodeki et. al. extendeu o critério de separabilidade para
estados mistos [46]. Embora seja uma técnica que funcione bem, da maneira enunciada acima
somente funciona para sistemas quanticos 2 X 2 e 2 X 3 (3 x 2). P. Horodeki extendeu o critério

de separabilidade PPT para sistemas de mais qubits [47,48].

3 QUANTIFICACAO DO EMARANHAMENTO

O emaranhamento € uma varidvel caracteristica de sistemas quanticos compostos que pode
ser utilizado como recurso fisico para executar tarefas de computacao quantica, e sabendo se

um dado estado é emaranhado ou ndo, houve a necessidade de quantificar o emaranhamento
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presente em tal sistema. Logo, a Teoria do Emaranhamento ocupa-se nao apenas de detectar

emaranhamento, mas também dizer o quao emaranhado esta tal sistema.

Seja E (p) uma fungdo do operador densidade, a qual quantifica o emaranhamento presente
no sistema. E desejavel que tal medida de emaranhamento satisfaca as seguintes propriedades

[49]:

e Ter valor zero para estados separaveis.

e Normalizagdo

E(|¥) (¥]) = logad, (3.11)

para

W) = == S 1)), G.12)
onde |i)”, |i)” é uma base ortonormal.
e Nio deve ser crescente por LOCC 2.
e [/ (p) deve ser continua.

e Aditividade Parcial: Dado um estado p, fazendo-se n copias idénticas deste estado, o

estado resultante tem n vezes o emaranhamento de p.

e Subaditividade: Dois sistemas independentes p e ¢ formam um sistema composto p ® &,

e as fungdes que quantificam o emaranhamento devem satisfazer
E(peao)<E(p +E@). (3.13)
e Convexidade: F (p) deve ser convexa.
E\Y Ppi| <Y PE), (3.14)
se p=>_,; Pipi.

N3ao é nada trivial encontrar um quantificador que satisfaga a todas estas condi¢des. G. Vidal
[50] propds, entdo, que para uma boa medida de emaranhamento € suficiente que se satisfacam

apenas tres condicoes:

’Do inglés Local Operation and Classical Comunication.
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e A medidaF (p) deve ser um mapeamento de uma matriz densidade para um nimero real

positivo.
e F (p) = 0 para estados separdveis.

¢ A medida ndo deve ser crescente por LOCC.

Tais medidas sao chamadas mondtonos de emaranhamento.

3.1 Entropia Linear

Analogamente a entropia da Termodinamica, na Teoria de Emaranhamento existem diversas
propostas de quatificadores derivados da defini¢cdo de entropia, como a entropia de von Neu-
mann [50,51,52],

S = =17 (prealn (prea)) , (3.15)

e a entropia linear,

d
St == (1=T7(hrea)) (3.16)

onde p,..q € obtido fazendo-se um trago parcial sobre o operador, de forma a reduzi-lo ao subsis-
tema a que se deseja calcular o emaranhamento, e d é a dimensao do sistema. A Entropia linear
€ uma medida de pureza do sistema, onde S;, = 1 mostra que tem-se um estado maximamente

misto, enquanto que um estado puro tem Entropia Linear nula.

3.2 Negatividade Global

A Negatividade Global [53] € uma extensdo do critério de separabilidade de Peres, e baseia-se
nos autovalores negativos do operador densidade transposto com relagdo a um de seus subsiste-
mas. A Negatividade ¢ uma medida de emaranhamento para estados puros ou mistos quaisquer

de um sistema bipartite (com duas partes), e € definida como

N (pag) =l p%5 || -1, (3.17)

T L, . . .
onde || p,/% || é a norma do trago do operador transposto parcialmente com respeito ao subsis-

tema B, ou seja, a soma dos médulos de seus autovalores.
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Sabendo que >, \; = 1, e que o traco de um operador densidade ¢ igual a unidade,

T .. .
Tr (p A%) , podemos separar os autovalores positivos dos negativos,

DAL ED A =1
SALITIN =12 A =14 A

Utilizando a defini¢do da norma do trago,

PrE ||= Zﬁ (3.18)
logo,
I P45 H—2Z!A |+ 1. (3.19)
Substituindo na equagdo da Negatividade, temos entdo
(3.20)
onde N§ = 1 implica num estado maximamente emaranhando, enquanto que Ng = 0 re-

presenta um estado separdvel. Ha Importantes resultados quanto ao modo de observagao do
sistema que devem ser lembrados aqui. O ato de fazer a reducdo do sistema para um dos qubits
produz como saida um estado misto, que contém informacao das correlacdes apenas daquele
subsistema, perdendo toda a informacao relevante de emaranhamento de tal subsistema com o

todo.

3.3 Fontes de Negatividade

Um estado puro geral de N-qubits é definido como
[WAPO) = N gy liriain) | (3.21)
Wiz N
onde |iyis...ix) sdo os vetores de base geradores do espaco de Hilbert de 2V dimensdes, os
coeficientes a;,;,. ;, Sa0 nimeros complexos que representam a amplitude de probabilidade de
encontrar-se cada estado, com ¢,, = O ou 1, onde m = 1,2, ..., N. Neste contexto, o estado

geral de dois qubits é

WAB> = ag0|00) 4 + @10[10) s 5 + @01|01) 45 + a11|11) 5. (3.22)

24



O operador densidade deste estado ¢ obtido fazendo-se p*? = |45) (45|, A transposta
parcial de )P com relagdo a A fornece a seguinte expressdo para o quadrado da Negatividade

Global 53]

(NeA)? =4 ldet | “° “ ] (3.23)

aip Al
a qual € invariante sobre transformacdes unitdrias em qualquer um dos qubits. Considerando
o Critério de Peres [45] e o Critério de Sylvester [54], que diz que uma matriz Hermitiana é
positiva definida se e somente se a matriz e todos os seus menores principais sdo positivos °,
pode-se prezumir que o emaranhamento é detectado demonstrando que existe a0 menos um
menor principal de p’» que é negativo. Assim, voltando para o caso do estado geral de dois

qubits, a matriz v°° definida por

Qoo  Go1

00

= ) (3.24)
A a1

representa a tnica fonte de negatividade [55] de tal estado, de modo que se v°° = 0, o estado

é separdvel. Analisando uma submatriz 2 x 2 de p’? no espaco gerado pelos vetores de base

li1lg...in), [J1J2---0N)s i102... Jp---iN) © |J1J2.--0p...JN), Para o caso de p sendo um estado puro,

a submatriz deve ter um autovalor do tipo
|A_‘ = |ai1i2"'iNaj1j2---jN - ailiQ---jp...iNajljg...’ip...jN ‘ (325)

de forma que seja uma fonte possivel de negatividade. Em analogia com o caso do estado geral

de dois qubits, define-se uma fonte de negatividade presente em p’» como

Qijyig..in Ay jo.ip..jn
V= g , (3.26)
Aiig...jp.in Qg1 4o GN

que fornece todas as possiveis fontes de negatividade do sistema quando se interpolam os

indices.

3.4 Three e Four Tangle

A Negatividade Global € invariante sobre transformag¢des unitdrias, e fornece uma medida de

emaranhamento entre duas partes do sistema. Nesta se¢c@o sio apresentados dois invariantes que

3seja uma matriz n x n. Para 1 < k < n, a k-ésima submatriz principal de A é a matriz k x k formada pelas

primeiras k linhas e k colunas, e seu determinante é o k-ésimo menor principal.
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fornecem o grau de emaranhamento devido a correlagdes de trés e quatro qubits para estados

puros: a Three-Tangle [55], e a Four-Tangle [56], respectivamente.

Considere um estado geral puro de trés qubits, escrito como

}‘IJABC> = }\DOOOABC> + |‘I’001ABC> ) (3.27)
onde
|\I’000ABC> = apoo |000> + a1 ‘111) + Q190 |100> + ap11 |011> 5 (328)
|\I/001ABC> = apo1 |001> + a110 |110> + aio1 |101> + ap1o |010> . (329)
Define-se three-tangle como
=4 ‘ (0L — T000Y? _ 4y, 00 pp 00 (3.30)
onde
a a a a
PBOOO _ det 000 @oo1 >PBIUO _ det 010 @o11 ’ 3.31)
i @100 Aa101 ] @110 A111
a a a a
TO00 — e | 00 TOM | 00 — gy | OO TN (3.32)
i G100 A111 i G101 A110

73 € uma medida que fornece informagdo sobre o emaranhamento devido a interacdes de
trés particulas. Se uma particula for removida do sistema, 73 desaparece. 73 Variade 0 a 1, de
forma que para 73 = 1 € o mdximo emaranhamento entre as trés particulas, enquanto que 73 = 0
revela que nao ha emaranhamento devido a interagdes de trés corpos no sistema.

Considere agora um estado puro geral de quatro qubits | W50 =

= Ziligi3i4 iyigisia [11020304),

ABCD _— ‘\IIABCD > <\IIABCD ‘ Define-se a medida de emaranha-

cujo operador de estado € p

mento devido as interagdes de quatro qubits chamada de Four-Tangle como
S ‘ (Foooo | pO0LL _ 0010 F0001)2‘ (3.33)

onde

- A00iziy  A01i3+1ig+1
FOVista — (ot . (3.34)

(104354 A1liz+1ig+1
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74 € uma medida que fornece informagao sobre o emaranhamento devido a interacdes de
quatro quarpos, € se, como anteriormente discutido, uma particula for removida do sistema,
74 = 0. Seu valor varia de 0 a 1, de forma que para 73 = 1 € o mdximo emaranhamento entre os

quatro corpos, enquanto que 7, = 0 revela que nao ha tais correlagcdes.
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Capitulo 4

DINAMICA DE ESTADOS
EMARANHADOS DE DOIS QUBITS

Neste capitulo serdo empregados os conhecimentos até agora adquiridos para estudar como
evolui no tempo o emaranhamento de um estado quantico. Particularmente, serd estudado um
estado cuja dindmica ja foi verificada por T. Yu e J. Eberly na referéncia [14], na qual os auto-
res detectaram a perda repentina de coeréncia e evolugdo descontinua do emaranhamento entre
os dtomos, fendmeno que ficou conhecido como ESD (do inglés Entanglement Sudden Death,
ou Morte Subita de Emaranhamento). O sistema estudado consiste de um par de 4tomos ema-
ranhados de dois niveis, os quais serdo denominados por dtomo A e dtomo B. Cada atomo €
confinado em uma cavidade 6ptica diferente, a e b, respectivamente. As cavidades devem ser
preparadas no estado vacuo e ambas podem conter somente um modo de vibracdo do campo
eletromagnético. Devem ser também isoladas entre si para garantir que ndo haja comunica¢do
entre os subsistemas Aa e Bb. A Fig. (4.1) representa esquematicamente o sistema. Serd utili-
zado o Modelo Jaynes-Cummings duplo (JCM duplo) para descrever o sistema, ja que tratam-
se de dois subsistemas dtomo-campo. A dindmica do emaranhamento do estado reduzido dos
atomos serd estudada através da Negatividade Global, apresentada na secdo 3.2 deste trabalho,
levando em conta a diferenca entre frequéncia de transicdo atomica e de campo eletromagnético
quantizado na respectivas cavidades (parimetro de dessintonia ¢), de modo a analisar os efei-
tos da introdugdo de ¢ na dindmica do emaranhamento do sistema e o comportamento de ESD

segundo tal parametro.
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Este capitulo estd organizado da seguinte maneira: na primeira se¢o, serao apresentados os
resultados obtidos por T. Yu e J. Eberly na Ref. [14] para o caso ressonante | em ambos sub-
sistemas dtomo-campo. Ja na segunda se¢do, sdo apresentados resultados obtidos durante esta
pesquisa para o caso em que 0s 4tomos nao estdo em ressonancia com o campo nas cavidades
(6 # 0). A terceira se¢do trata do caso no qual o subsistema Aa estd em ressonancia, a0 passo
que o subsistema Bb apresenta 9 # 0. O estado inicial dos atomos pode ser escrito de duas
formas:

|P o) = cos(f) |11) + sin(6) |00) ,

|V atrm) = cos(6) [10) + sin(0) |01) .

Neste trabalho a intencdo € analisar o fenomeno ESD, que aparece somente para o estado

inicial | @) = cos(f) |11) + sin(6) |00), como serd mostrado.

O,

Figura 4.1: Esquema representando um atomo A emaranhado com B isolado em sua cavidade

a, onde ndo hd interagdo com a cavidade b.

1 ESTADO INICIAL |V,,,,) = cos(6)|01) + sin() |10)

Considere a Hamiltoniana da Eq. (2.47), que descreve o sistema, segundo o Modelo JC, de um

atomo de dois niveis interagindo com o campo eletromagnético quantizado,

N L 1 . o i
Hip = Z hukazak + §7MUZ + hz Jk (aka+ + a}la_) ) 4.1)
k k

IPor ressonincia, entende-se que a frequéncia de transicio atdmica é a mesma frequéncia do campo eletro-

magnético quantizado, representado por § = 0
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Lembrando que o sistema aqui tratado assume apenas um modo de vibracdo do campo eletro-

magnético quantizado, o hamiltoniano adequado €
: sta 1 Ly s 5o+ ate
H = hva'a + ihwaz + hg(aoy +a'o_). (4.2)

O sistema total tratado neste trabalho consiste de dois subsistemas, idénticos entre si, o subsis-
tema Aa e o subsistema Bb. Logo, como ambos subsistemas ndo interagem e sdo completa-
mente independentes, a hamiltoniana que descreve o sistema total nada mais € que a soma de

duas hamiltonianas do Modelo JC, ou simplesmente o JCM duplo, da forma
Hiw = Hao+ Hpy = hwala+ %m}o&;“ + hg(acs +a'e?)
+ hwbth + %hw()&f + hg (B&f n BT&f) , 4.3)
Na Eq.(4.3), w € a frequéncia de transicdo atdmica?, v é a frequéncia de vibracdo do campo
eletromagnético 3, e a' (b ea (b) sd0 08 operadores de criacao e aniquilagdo de campo eletro-

magnético, respectivamente. O operador de evolugdo temporal para Modelo JC é dado pela Eq.

(2.55)

Ut) = e 72]00) (00| + {cos (%) - gsz’n (%)] 01) (01]

oo () ¢ i (2] 0y 0

~ S <%) 1110} (01] + [01) (10]], (4.4)

e para o Modelo JC duplo € apenas necessario aplicar o operador sobre um subsistema, Aa por
exemplo, e entdo tomar este resultado e aplicar o mesmo operador sobre o outro subsistema, no

caso Bb. Para o caso ressonante, 6 = 0, o operador reduz-se a

U(t)seo = |00 (00| + cos (gt) |01) (01] + cos (gt) |10) (10|

— isin(gt) [|10) (01| + |01) (10]] . 4.5)
O estado inicial do sistema atomos-cavidades €

W) P = [cos(0) [10) + sin(6) [01)] @ |00),,

= cos(#) |1000) + sin(#) |0100) . (4.6)

20s 4tomos sdo idénticos, portanto a frequéncia de transi¢io atdmica é a mesma em ambos, w.
3 As cavidades sdo idénticas, portanto a frequéncia do campo em ambas é a mesma, v.
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Seguindo o que foi dito acima, aplica-se o operador da Eq.(4.5) sobre Aa, e sobre o resultado,

aplica-se sobre Bb, de forma que o estado total dependente do tempo é
U(t)B [U(t)A“|\I/(t)>AB“b = [ U(t)or) P = cos(h) [cos(gt) |1000) — i sin(gt) [0010)]

+ sin(#) [cos(gt) |0100) — isin(gt) |0001)] . 4.7)

A intengdo € estudar como varia o emaranhamento entre os atomos A e B. Para reduzir
o sistema e tirar informagdes apenas da parte atomica, faz-se o traco no operador densidade
. ABab ABab . . .
G = [U()or) " (W (t) 0] """ sobre os graus de liberdade dos fétons, da forma 647 =

trqy (645%). Assim, na base atdmica AB escolhida como {|11), |10), |01),

00)}, o opera-

dor densidade reduzido para o subsitema atdmico é

[ 0 0 0 0 ]
sAB _ 0 cos® () cos? (gt) cos (0) sin (0) cos? (gt) 0 | “48)
0 cos(6)sin () cos? (gt) sin? (0)cos? (gt) 0
0 0 0 sin? (gt)

Utilizando a Negatividade Global como medida de emaranhamento, é necessario obter a

transposta parcial da Eq.(4.8) com relacdo ao qubit A,

0 0 0 cos () sin (0) cos? (gt)
5Ty 0 cos(#) sin(6) cos?(gt) 0 0
0 0 sin?(6) cos?(gt) 0
cos (6) sin (0) cos? (gt) 0 0 sin? (gt)

Como os termos asy € a33 NAo se conectam com nenhum outro termo, automaticamente veé-
se que estes sdo dois dos autovalores da matriz 4 x 4. Os outros dois podem ser encontrados a

partir da submatriz 2 x 2

0 cos (6) sin () cos? (gt)

, 4.9)
cos (6) sin (0) cos? (gt) sin? (gt)

sin? (gt)—\/sin4(gt)+4 cos2(0) sin?(0) cost(gt)
2

que fornece o autovalor negativo A\_ = . A negatividade é
definida como N4 = 2 ‘Zl A |, e, portanto, para o estado inicial da Eq.(4.6) a expressao da

negatividade em funcio dos parametros t e 6 é
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sin?(gt) N V/sin?(gt) + 4 cos?(6) sin?(0) cos?(gt) ‘

NA =2|—
¢ 2 2

(4.10)

A dindmica do emaranhamento pode ser analisada em um grafico admitindo diferentes va-
lores para a constante 6, construido utlizando cdlculo numérico em linguagem fortran no pro-
grama Force 2.0 para obter os dados, os quais foram analisados através do software Origin 8.0.
As curvas de Negatividade Global do subsistema atobmico como fun¢ao da quantidade adimen-

sional 2¢t /7 para diferentes valores de # sdo mostrados na Fig.(4.2).

— o-m4
ro- — 9=116
— 9=m12
g3
Q
o
Z
0,54
O'O | T T | T
0 1 2 3 4

2gt/mt

Figura 4.2: Negatividade Global do subsistema atdmico versus 2gt /7 para diferentes valores de

6, tendo como estado inicial |V ,,,) = cos(#) |01) 4 sin(€) |10).

O gréfico da Fig.(4.2) mostra a evolugdo unitéria e periddica do emarahamento entre os
atomos, e que o grau de emaranhamento maximo do sistema depende apenas do estado inicial
atdmico, que é funcao do parametro 6. O parametro 6 tem influencia somente sobre a quantidade
inicial de emaranhamento, ndo afetando o ponto de minimo e nem mesmo a fase da curva de

Negatividade Global.
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2 ESTADO INICIAL |®y,) = cos(f) [11) + sin(6) |00): Morte

Subita de Emaranhamento

2.1 O Caso Ressonante

Realizando o mesmo procedimento, mas agora utilizando o estado inicial para o par de 4tomos
emaranhados na forma

|®gim )P = cos(6) |11) + sin(6) |00) , (4.11)

e considerando as cavidades no estado vacuo, o estado total €
| B0 )P = cos(6) [1100) + sin(6) |0000) , (4.12)

que fornece, apds a aplicacdo sucessiva do operador de evolugdo temporal sobre Aa e Bb com

w = wy, 0 estado no instante ¢
D0 (1)) 7" = cos(8) [cos®(gt) [1100) — isin(gt) cos(gt) [1001)]
+ cos(f) [—isin(gt) cos(gt) |0110) — sin*(gt) |0011)]

+ sin(6) [0000) . (4.13)

Novamente, o foco € sobre o comportamento do emaranhamento entre os dtomos. Fazendo

o traco sobre os graus de libertade dos fétons, o operador densidade reduzido para o subsistema

atdbmico com transposta parcial com relacdo ao qubit A, na base {|11), |10), |01), |00)}, é
[ X()n 0 0 0 |
T R (4.14)
0 X(t)y X(t)s3 0
0 0 0 X(tu |
onde
X (t)11 = cos?() cos*(gt),
Xoo(t) = Xa3(t) = cos?(6) sin?(gt) cos®(gt),
X ()41 = X (t)14 = cos(f) sin(6) cos?(gt),
X (t)44 = sin®(gt) cos*(#) + sin?(6),
(4.15)
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e cuja transposta parcial com relacdo ao qubit A tem como um de seus autovalores
A_ = cos?(#)sin’(gt) cos®(gt) — cos(8) sin(f) cos?(gt), (4.16)

que somente serd negativo quando sin(gt) < {/tan(f). Com isso, usando a Eq.(4.16) quando

sin(gt) < 4/tan(f), a expressao da Negatividade Global do subsistema atomico no estado

N& =2 |cos”(6) sin®(gt) cos*(gt) — cos(f) sin(6) cos(gt)| - (4.17)

Com esta relacdo, pode-se plotar um grafico utilizando calculo numérico.

— 0=174
1,0 o — 0=176
— 0=1712
-
209
2
<(Z(D 054
0,0 T T T T v T T I
0 1 2 3 4

2gt/mt

Figura 4.3: Negatividade Global versus 2gt/7 para diferentes valores de 6 no caso ressonate,

tendo como estado inicial |®;,,,) = cos(6) |11) 4 sin(#) |00).

O grafico da Fig.(4.3) mostra uma repentina e rdpida queda no grau de emaranhamento, até
um ponto de descontinuidade, a partir do qual o emaranhamento entre os atomos € nulo. O
emaranhamento reaparece apds um periodo inversamente proporcional a quantidade inicial de
emaranhamento no subsistema AB. Tal fendmeno foi verificado por T. Yu e J. Eberly no artigo
“Etanglement Sudden Death of Two Jaynnes-Cummings atoms”(Ref. [14]), e ficou conhecido

como fendmeno ESD. Vé-se que para § = 7/6, a curva do emaranhamento comega no ponto
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0,866 da Negatividade Global e vai rapidamente a zero, no ponto onde 2¢gt/7 = 0, 54. A partir
dai, o autovalor passa a ser positivo, o que resulta em negatividade nula no decorrer do tempo
até o ponto 2gt/m = 1,46 no qual o autovalor volta a ser negativo. Esta descontinuidade na
dindmica € a caracteristica fundamental da ESD. Verifica-se também o Nascimento Subito do
Emaranhamento (ESB, do inglés Entanglement Sudden Birth) no ponto 2gt/m = 1,46. Ja
quando o estado inicial é tomado com € = 7/12, o ponto inicial da Negatividade Global € 0,5
e atinge o valor zero em 2¢gt/m = 0,34. A partir dai, o autovalor passa a ser positivo, o que
resulta em negatividade nula no decorrer do tempo até o ponto 2¢gt /7 = 1,66 onde o autovalor
volta a ser negativo, evidenciando ESB, assim como no caso # = 7/6 mas com taxa de queda e
crescimento visivelmente maior. Esta taxa € a mesma para o crescimento e a queda. Analisando
estes nimeros chega-se a conclusao que o tempo durante o qual o emaranhamento € nulo, ou
“periodo de ESD”, varia conforme a quantidade de emaranhamento inicial no sistema, que €
funcdo do parimetro de normaliza¢do #. Quanto maior for o grau de emaranhamento incial do
subsistema atdmico, menor serd o periodo de ESD e menor serd a velocidade com que este vai
a zero. Vale notar também que sempre que o emaranhamento ressurge ele vai crescer até um

pico que é sempre constante, no mesmo ponto do instante inicial.

2.2 O Caso Nao Ressonante

Para tentar entender melhor o que acontece no estado que apresenta ESD, deve-se levar em
conta todos os parametros do operador evolucdo, de forma a verificar o seu comportamento sob

o ponto de vista da variacdo da dessintonia do campo, 9.

Considere o caso em que 0 4tomo nao esteja em ressonancia com o campo na cavidade
(6 # 0). Portanto, o estado evoluido de tal sistema é obtido a partir do operador evolugdo para

0 # 0da Eq.(2.55),

Ut) = e ®2100) (00| + {cos (%) - gin (7)] 01) (01]

+ [cos (%) + gsz’n <%)] 110) (10

_ gsin (%) 1110 (01] + 01) (10]], .18)

o qual pode ser aplicado separadamente para cada subsistema dtomo-campo, que gera o estado
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dindmico
2
[ (UAaycptot)ABab) = Dy (t))ABab:COS(H){[COS(Qt/2)+i%Sin(Qt/2)} |1100>}

+ cos(6) (—zg sin (Qt/2)> |0011)

+ cos(d) { [Cos (Qt/2) + @% sin (Qt/Q)} [_;ZG sin (Qt/Q)} y1oo1>}

+ cos(e){[cos (Qt/2)—|—i%sin (Qt/Q)] [—;f sin (Qt/Q)] |0110>}

+ e “sin(6) [0000) . (4.19)
E conveniente reescrever a equagdo acima como
B0 (£))P = X1 [1100) + X5 [0011) + X5 |1001) + X, |0110) + X5[0000),  (4.20)
onde

X; = cos(6) {cos (Q2t/2) + i% sin (Qt/2)] 2,
i)

S
X; = cos(0 {cos (Qt/2) +ngm(9t /Qﬂ { QG
oL

Xy = cos(f

sin (Qt/Q)] ,

Xy =cos(f) |cos (Qt/2) + z% sin (Qt/2)} {_;ZG sin (Qt/Q)] ,

X5 =e (4.21)

A transposta parcial do operador densidade reduzido para o subsistema atdmico €, na base

{|11),]10[),[01) , [00)},

IXiF 0 0 0
0 |Xs]® XsXi* 0
predABTA = 9 ) (422)
0 X1 X5" | Xy 0
0 0 0 |Xs)” + | Xo)?
onde somente a submatriz

|X3|2 X5X1"
XiXs" | X

pode gerar algum autovalor que seja negativo. Diagonalizando a matriz acima, encontram-se 0s

autovalores Ay = 1 [2|X3|2 + 24/ X171 X 5|2] , a qual somente tera valores negativos quando
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| X5 > /| X1)?| X5|°. Utilizando entdo A_ quando |X3|> > 1/|X1|°|X5|%, pode ser calculada

a Negatividade Global, que € fun¢do do autovalor negativo, que toma a forma

NAGAR) =2 \\XSF N

Foram plotados graficos que representam a variagao temporal da Negatividade Global do sub-

) (4.23)

sistema atdmico, agora tendo como base diferentes valores da dessintonia do campo, tais como

d=0,1,2,3e4 paraos valoresde § = w/4 ,m/6 e /12,

o=0 o=1: =2 0=3 =4
0=174
1,0
S
2
a
<O 0.5
=z
0,0 1
0 2

égt/n

Figura 4.4: Negatividade Global do subsistema atdmico versus 2gt /7 para diferentes valores de

J, considerando 6 = 7 /4.

Vé-se pelos graficos das Fig.(4.5) e (4.6) que o ponto de maximo emaranhamento depende
fortemente do estado inicial do subsistema atdmico, e o periodo de ESD € inversamente propor-
cional a quantidade incial de emaranhamento, assim como esperado, j4 que no caso ressonante
estes comportamentos foram verificados. Analisando a Fig.(4.4) verifica-se que a introdugdo
do parametro de dessintonia do campo, 9, causa efeito de “levantamento”do ponto de minimo
emaranhamento, ao passo que o pico fica inalterado. Quanto maior o valor de J, maior o efeito

sobre o ponto de minimo da curva. Na fig. (4.5), que mostra o resultado dos calculos para
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Figura 4.5: Negatividade Global do subsistema atdmico versus 2¢t /7 para diferentes valores de

J, considerando 6 = /6.

0 = /6, verifica-se que 6 = 1 ndo é suficiente para inibir ESD, ao passo que § = 2 jé pre-
serva o emaranhamento no sistema. Outro efeito notado € que 0 estd relacionado também com
a mudanca na fase da curva e com o periodo de ESD. O emaranhamento ressurge antecipada-
mente e vai mais depressa até o ponto de maximo. Para § = 2,3 e 4 é possivel além de reverter
a Morte Subita preservar ainda uma quantidade significativamente maior de emaranhamento no
subsistema atdmico. J4 a Fig. (4.6), a qual mostra os resultados para § = /12 vé-se que é
preciso maior valor da dessintonia do campo para que se obtenha a inibicao da Morte Subita,

sendo aqui igual a 4.

Escolhendo corretamente a diferenca entre as frequéncias de transicdo atdmica e do campo,
pode-se diminuir a taxa com a qual o emaranhamento cai para zero, acelerar ESB e diminuir
o periodo de Morte Subita, e até mesmo evitar, dependendo do valor de §, a ocorréncia do
fendmeno ESD. O valor adequado de § para isto depende diretamente do parametro 6, o qual

da as amplitudes de probabilidade dos vetores de base do estado incial atdmico.
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Figura 4.6: Negatividade Global do subsistema atdmico versus 2gt /7 para diferentes valores de

J, considerando 0 = 7/12.
2.3 Subsistema Aa ressonante e Bb nao ressonante

O mesmo trantamento pode ser feito para o caso em que apenas uma das cavidades nao € resso-
nante. Considere que 6|4, = 0 e 8|z, # 0, e 0 estado inicial total |W,,,)*7* = cos(8) [1100) +
sin(6) |0000). Levando em conta a Eq.(2.55) para o subsistema Bb, o operador de evolucdo

temporal €

UBt) = e 2]00) (00| + [cos (%) — gsm (%)] 01) (01

oo () + i ()]0 o
- gsin (%) [110) (01] 4 01) (10]], (4.24)

ao passo que o operador de evolugdo temporal para o subsistema Aa, cujo 0|4, = 0, é escrito

como

A (t, 64, = 0) = |00) (00| + cos(gt) [|10) (10| + |01) (01]] — i sin(gt) [|01) (10] + |10) (01]] .
(4.25)
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Aplicando os operadores nos respectivos subsistemas do estado inicial, tem-se a dinamica go-

vernada por
1@ (£))*P* = X1 |1100) 4+ X, [0011) 4+ X5 |1001) + X4 [0110) + X5 [0000),  (4.26)
onde
Qt A/
X7 = cos(0) cos (gt) [cos (?> + i sin <7>] :
.G :
Xy =—i [_Zﬁ sin (Qt/Z)] sin(gt) cos(0),

X, = {—zg sin (Qt/Z)] cos(gt) cos(8),

. Ot AV AN
Xy =—i |:COS <7) + iy sin (7>} sin(gt) cos(0)
X5 = e “sin(0).

4.27)

A transposta parcial do operador densidade reduzido para o subsistema AB com relagdo ao

qubit A tem como um de seus autovalores
1/2
A= X672+ 1 Xa?/2 = 1/2 (1X|" + | Xa]" = 21X "1 Xal* + 41X %) X6]%)

que somente serd negativo quando | X;|* > PSPIXGE - yilizando a Eq.(4.27) quando | X;|* >

| X5)?
XaPIXl® g, lcular Negatividade Global f
“ix,7 ~» bode-se calcular Negatividade Global, que tem a forma

NG (p"P) = ‘|X3|2 +[Xa]” - \/|X3|4 + X = 20X X AP XG 428)

Foram plotados graficos para valores de = 0,1,2 e 4 para o pardmetro ¢ = 7/6, a fim de

verificar a dindmica do sistema focando no fenomeno ESD.

Os gréficos das Fig.(4.7), (4.8) e (4.9) mostram que quando &g, # 0 e d|4, = 0, 0 efeito
sobre ESD € bastante diferente do apresentado quando ambas as cavidades tem o mesmo valor
da dessintonia do campo. A Fig. (4.7) mostra que o efeito de 6 = 1 é a modulag¢do do ponto
de maximo emaranhamento, que tem uma significativa queda e volta a seu valor inicial depois
de um certo periodo de interacdo. O mesmo € verificado na Fig. (4.8), que mostra ainda que
mesmo para 6 = 2 pode ser observado ESD, em contraste com o que foi verificado na se¢do

anterior (Secdo 4.2.2, Fig.(4.5)), onde mostrou-se que 0 = 2 ja € suficiente para evitar a Morte
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Aa ressonante e Bb nao ressonante
1,04 e 6=0 6=1 6=116

A, AB
G(pred)
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Figura 4.7: Dindmica da Negatividade Global do subsistema atdmico versus 2¢gt /7 para o caso

das cavidades em ressonncia, e quando apenas o subsistema Bb apresenta d = 1, para ) = 7/6

Subita, no caso onde ambos subsistemas apresentam iguais valores da dessintonia. O grafico
da Fig. (4.9) mostra que para 0 = 4 a amplitude da variagdo no ponto de maximo € menor, € 0

sistema ndo mais apresenta o fendmeno ESD.

Conclui-se entdo que quando apenas uma das cavidades estd sob interacdo ressonante, €
necessario um maior valor da dessintonia do campo para barrar a ocorréncia de Morte Stbita de
Emaranhamento quando comparado ao resultado obtido quando ambas as cavidades apresentam

a mesma diferencga entre as frequéncias de transi¢ao atdmica e de campo eletromagnético.
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Aa é ressonante e Bb é nao ressonante
o9 e 3=0 5=2 6=116
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Figura 4.8: Dinadmica da Negatividade Global do subsistema atdmico versus 2gt¢ /7 para o caso

das cavidades em ressonéncia, e quando apenas o subsistema Bb possui § = 2, para § = 7 /6.
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Aa é ressonante e Bb é nao ressonante
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Figura 4.9: Dindmica da Negatividade Global do subsistema atdmico versus 2gt /7 para o caso

das cavidades em ressonéncia, e quando apenas o subsistema Bb possui § = 4, para § = 7 /6.
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Capitulo 5

EMARANHAMENTO ENTRE AS
CAVIDADES

Este capitulo tem como objetivo estudar o emaranhamento do subsistema dos fétons do campo
eletromagnético quantizado. Serd analisada a dinamica da Negatividade Global do estado redu-
zido para ab para o modelo JC duplo. Desse modo sera possivel estabelecer um paralelo entre
a dinamica da Negatividade Global dos subsistemas atdmico e fotonico e analisar a relacdo en-
tre os mesmos. Os pontos principais sdo: verificar se acontece com o subsistema fotdnico o
fendmeno ESD; analisar e compreender o que acontece com o subsistema fotdnico quando o
emaranhamento entre os dtomos estd sob regime de ESD; analisar as causas e consequéncias de

tais relagdes.

1 O NASCIMENTO SUBITO DE EMARANHAMENTO ENTRE

0S FOTONS

Como foi verificado que a morte sibita do emaranhamento dos d4tomos ocorre somente para o
estado |P,,) = cos(#)|11) + sin(#) |00), pode-se verificar, para este estado, se tal fendmeno
também ocorre para o emaranhamento entre os fétons. Utilizando mais uma vez o operador de

evolugdo temporal da Eq.(2.55), o estado no instante ¢ € escrito como

D (£))P* = X1 |1100) + X5 [0011) + X5 |1001) + X, [0110) + X5 |0000) , (5.1)
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onde
X; = cos(0) [cos (Qt/2) + z% sin (Qt/g)] :

Xy = cos(

% ' Qt/?))Q;

Q

X3 = cos( {cos (Qt/2) + @é sin (Qt/Z)] [_;ZG sin (Qt/Q)] ;
X4 = cos(6 {cos (Qt/2) + z% sin (Qt/Z)] {_éG sin (Qt/Z)] ;
X5 = e ' sin(f (5.2)

A transposta parcial do operador densidade 5®(t) tem como um de seus autovalores

= |X;)* - \/ | X5)% 1 Xa %, (5.3)

que somente serd negativo quando | X,|*| X;5|* > | X3|*. Usando a Eq.(5.3) quando | X,|*| X5|?
el

tem-se

2 2
N¢(p2) = 251n(6)2cos(6)2(%sm(Qt/Qﬁ)
2 2

—2 cos(0)? <cos(Qt/2)2 %s1n(ﬂt/2)2> %8111(915/2)2. (5.4)

Foram plotados graficos que representam a variagao temporal da Negatividade Global do

subsistema dos fétons, tendo como base 6 = 0,1,2,3 e 4, para = 7 /4, 7 /6 e 7/12.

Para o caso ndo ressonante, pode-se comparar a dindmica da Negatividade Global sob o

ponto de vista dos diferentes valores possiveis do pardmetro 9, conforme os resultados a seguir

Analisando os gréficos vé-se claramente pela Fig.(5.1), que representa o caso ressonante,
que o ponto de mdximo emaranhamento depende fortemente de 6, assim como o ponto onde
o emaranhamento surge no grafico. Para # = 7/6 o emaranhamento surge repentinamente no
grafico em 2gt/m = 0,46, e cresce muito rapidamente até o pico, em 0,5. O mesmo fendmeno
ocorre para §# = 7/12, com o emaranhamento surgindo em 2¢gt/m = 0,66 e crescendo muito
rapidamente até o ponto de maximo em 0,86 da Negatividade Global. Ap6s chegar no pico, para
todos os casos o emaranhamento cai numa taxa bastante forte até um ponto de descontinuidade,
exatamente como na morte subita do emaranhamento entre os d&tomos. O surgimento repentino
do emaranhamento no grafico, desta maneira, ¢ conhecido como Entanglement Sudden Birth

(ESB, Nascimento Stbito de Emaranhamento) [58]. Se a intensao € obter um estado que tenha
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Figura 5.1: Dinadmica da Negatividade Global para diferentes valores de # no caso ressonante

para o subsistema do campo eletromagnético no interior das cavidades.

maior correlacdo entre os fétons dos campos eletromagnéticos quantizados, € conveniente uti-
lizar @ = /4. Ja os gréficos das Fig.(5.2), (5.3) e (5.4), revelam que a introdug@o do pardmetro
de dessintonia do campo causa rebaixamento do ponto de maximo da Negatividade Global para
cada 0, e antecipacdo da ESD para os fétons. A relacdo € inversamente proporcional, de forma
que quanto maior for o valor do parametro ¢ menor serd o pico, ao passo que mais depressa
acontecera ESD para tal subsistema. Agora analisando o grafico da Fig.(5.5), conclui-se que
o emaranhamento estd sendo transferido do subsistema atdmico para o subsistema fotonico,
devido a interacao entre os 4tomos e os campos eletromagnéticos quantizados no interior da
cavidade dtica. Dessa forma, conclui-se dos graficos que a introducdo de § para este caso tem
o resultado coerente de rebaixar o grau de emaranhamento do sistema e antecipar sua morte
subita, j4 que, como visto no capitulo anterior, para o subsistema atdmico ele tende a preser-
var o emaranhamento. Assim, o parametro de dessintonia afeta a interagdo atomo-campo, de
forma a evitar a perda de coeréncia em um dos subsistemas sob a pena de degrada-la para outro

subsistema, no caso, dos fétons.
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Figura 5.2: Dindmica da Negatividade Global considerando 6 = /4 para diferentes valores de

0, para o subistema do campo eletromagnético.

Quando se tem um atomo de dois niveis no estado excitado, uma vez que ele retorna ao
estado fundamental, deve emitir um f6ton de energia igual a diferenga de energia entre os niveis
nos quais efetuou a transi¢do. Porém, deve-se considerar ainda uma certa incerteza nesse valor
de energia devido a flutuagdes quanticas. Do mesmo modo, para que o 4&tomo absorva um féton
de energia da cavidade dtica ressonante, a energia do féton deve ser o mais proximo quanto for
possivel da energia de transicao atdbmica. Quanto mais perto da energia de transicao, maior sera
a probabilidade de o 4tomo interagir com o campo na forma de absorcdo. Se a diferenca entre
as frequéncias for suficientemente grande, ndo ocorrerd a transi¢ao, ou seja, a interacdo entre o
atomo e o campo eletromagnético na cavidade. Quanto menor for esta diferenca, maior serd a
probabilidade de interagdo. Assim, ajustando o paramentro de dessintonia, € possivel ter uma
modulacdo da probabilidade de interacdo atomo-campo de forma a reduzir a probabilidade de

interacdo, que € o fator fundamental para a perda de coeréncia neste sistema.
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Figura 5.3: Dindmica da Negatividade Global considerando § = 7/6 para diferentes valores de

0, para o subsistema do campo eletromagnético.
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Figura 5.4: Dindmica da Negatividade Global considerando # = 7/12 para diferentes valores

de ¢, para o subsistema do campo eletromagnético.
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Figura 5.5: Dinamica da Negatividade Global do estado reduzido dos dtomos e a Negatividade

Global do estado reduzido do campo eletromagnético quantizado.
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Capitulo 6

ANALISE DO COMPORTAMENTO DE
ESD SOB OPERACOES LOCAIS

Neste capitulo sera verificado como a atuacao de uma transformacao unitaria local em uma das

partes de um sistema emaranhado pode influenciar na sua dinamica.

Seré considerado o mesmo JCM duplo, com sua hamiltoniana e operador de evolucdo tem-
poral para § # 0 ja conhecidos, e o estado inicial |®,,,) = cos(f)|11) + sin(f) |00) para o
par de dtomos emaranhados. Este estado foi escolhido por apresentar ESD, objeto de estudo
deste trabalho. Sobre este estado serd aplicada uma transformagao unitaria geral complexa so-
bre o qubit A, e entdo verificada a dinamica do emaranhamento entre os dtomos através da
Negatividade Global do estado reduzido para os dtomos. Este estudo serd feito da seguinte
forma: utilizando # = /4 e w/12 para o estado dindmico, determina-se o autovalor negativo
do operador densidade reduzido para os dtomos através de cdlculo numérico em fortran para
diagonalizar a matrix. Com este autovalor € entdo possivel calcular a Negatividade. Fixa-se um
valor de ¢ e varia-se o parAmetro de transformacao unitdria geral, x = a + b, para diferentes
valores de a e b de forma que se possa analisar a variagdao da curva quando a oepracdo local é
realizada , comparando para o caso em que x = 0, ou seja, a transformagdo nao ocorreu. Este

procedimento € feito para 6 = 0,2 e 4.
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1 TEORIA DE TRANSFORMACOES

Define-se transformacéo de uma matriz quadrada A em uma matriz quadrada A’ com o auxilio
de uma matriz ndo singular (uma matriz singular € aquela que ndo possui inversa) S, pela
seguinte equagao

SAS™' = A, 6.1)

Note que a forma de uma equagdo matricial ndo € afetada por uma transformacao:

AB+ CDE = F, (6.2)

SABS™ '+ SCDES™' = SFS™, (6.3)
SAST'SBS™' + SCS'SDS'SES™! = SFST, (6.4)
AB +C'D'E =F', (6.5)

onde vé-se que a estrutura da equacdo matricial ficou inalterada. Esta invarincia de equacdes
matriciais frente as transformacdes torna possivel trabalhar com qualquer transformacao con-
veniente para um dado problema, sem afetar sua validade ou qualquer informac¢do obtida destas

matrizes, como, por exemplo, a conservagao das probabilidades.

Em mecanica quantica as matrizes de transformacao sdo amplamente utilizadas, mais espe-

cificamente as Transformagoes Unitdrias,

Ur=v"" (6.6)
Transformagdes unitdrias sao operagdes matriciais que mantém a natureza hermitiana da matriz
transformada, assim como preservam seus autovalores e traco. Conhecidas em computagdo
quantica como portas qudnticas, as transformagdes sao de grande utilidade para implementagao
de protocolos de comunicac¢ao quantica, tal qual o teletransporte de um estado quantico. Uma

porta quantica com n entradas e saidas pode ser representada por uma matriz de grau 2".

Considere dois sistemas, X e Y, geradores dos espacos complexos C% e C% de forma que
o espago total seja C% ® C2 = (C%,. Como ambos os sistemas sdo separados € indepen-
dentes, € posivel que haja uma matriz de transformacao Ux que atua no subespago gerado
pelo subsistema X e uma operacao Vy que atua no subespaco gerado por Y. A operacdo de

Uy é local em X por que atua independentemente do subsistema Y, sem afetd-lo, do mesmo
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modo que a operagao Vy é local em Y. Existe uma transformacdo sob o sistema total que é
TXY =U x® Vy. Trazendo para o contexto da computagdo quantica, considere um sistema for-
mado por dois elétrons, X e Y, em estado emaranhado e separados por uma grande distancia.
O elétron X esta no laboratorio de Alice, € o elétron Y esta no laboratério de Bob. O estado
de cada particula € completamente desconhecido, de forma que o estado pode ser representado
por [¢) = a|10) v + b|01) .. Pode-se atuar com uma transformag@o unitdria, por exemplo,

somente sobre o qubit Y. Assim, uma transformacao sobre um dnico qubit, representado por

um vetor
[Y') :a|0>y+ﬁ\1>y, (6.7)
onde _
0
0}y = : (6.8)
1
€ _
1
1)y = : (6.9)
0

pode ser represetada por uma matrix 2 X 2. Por exemplo, uma operacao local amplamente
utilizada é a porta NOT, que é realizada pela atuagiio de uma das Matrizes de Pauli !. Considere

o operador de Pauli 7,

Oy = . (6.10)
10

Atuando sobre os qubits que representam o elétron Y, por exemplo, |1), e |0),,, tem-se o
seguinte resultado

6z 1)y — 10)y
O |O>Y - |1>Y )

que leva entdo ao estado
1Y) = a|11) y + b]00) vy - (6.11)

Tal operacdo local é comumente conhecida como porta NOT', e é uma operacao local sob
o ponto de vista que atua somente no qubit localizado no laboratério de Alice, mantendo as

propriedades do sistema. Poderia ser atuada também &, sobre o qubit X, ou entdo 7, ® I, da

Lembre-se que as Matrizes de Pauli sio hermiteanas.
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forma

0, @I = : (6.12)

- o O O
oS = O O

o o = O
o o O

sobre o sistema total.

Uma propriedade interessante de sistemas quanticos compostos € que as propriedades de
nao localidade ndo mudam sob transformacdes locais, i.e. as operacdes unitdrias atuam inde-
pendentemente em cada um dos subsistemas. Uma transformag¢ao ndo local é aquela que afeta

as outras partes do sistema. Por exemplo, considere a matriz

1 000

. 0100

W = (6.13)
0001
0010

Esta transformacao ndo é uma transformacgdo local porque nao pode ser colocada sob a forma

Wxy = Ux ® Vy, o que levaria a operagdes locais.

Transformagdes unitdrias sdo também utilizadas para mudar a base na qual um operador
matricial esta escrito, como, por exemplo, passar para uma base na qual o operador em sua

representacdo matricial seja diagonal.

2 EFEITO DE TRANSFORMACAO LOCAL GERAL SOBRE O

EMARANHAMENTO ATOMICO

Considere uma transformagao unitaria geral

1 1 -z

\/1+|:zc|2 z 1

T = (6.14)
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nabase {|g) , |e)}, onde x é uma varidvel complexa. Aplicando sobre o estado inicial |®,,,) 7 =

cos(6) |1100) + sin(#) |0000), tem-se

T)yABD  — ()4 B — _ [cos(6) [1100) + = cos(6) [0100)]
14 |z
PR S [sin(6) |0000) — z* sin(6) [1000)] . (6.15)

1+ |x|2

Aplicando o Operador Evolu¢dao Temporal do modelo JC para cada subsistema, tem-se que a

dindmica do sistema € dada por

1@ (1)) P = X, ]1100) + X5 |0011) 4+ X5]0110) + X, [1001) 4+ X5 [0000)

+ X5]1000) + X7 [0100) + Xs [0010) + X, [0001) (6.16)
onde
- 2
X, = _cos®) cos (Q2t/2) + Zé sin (Qt/?)]
2 Q
1+ |z]” *
- 2
x, = ) —ig sin (Qt/2)]
1+ |zt
X3 = _cos(®) {cos (Qt/2) + zé sin (Qt/Z)] {—zg sin (Qt/Q)]
2 Q Q
1+ |z|
Xy = X3
X; = sin(0) o0t
L |l
- —i6t/2
Xo = —%x* [cos (Qt/2) + zé sin (Qt/Q)]
2 Q
1+ |z
X7 = e‘iét/?ﬂm [cos (Qt/2) + i% sin (Qt/2)1
1+ |z
* o] —idt/2
e~ Pt
2

B

1+ |x

Xg = e‘wt/ZLw)x <—§ sin Qt/Q)

1+ [z

Calculando o operador densidade reduzido para o subistema dos dtomos e efetuando a trans-
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posta parcial com relagdo ao qubit A, tem-se

[ 1XGP  [X X2+ X0 XX+ XaXs™ XsXo® + XoXy® Xy Xy

[pAAB}TA (2,1) = X5 X7" 4+ X X3™ X507 + | X7 X5X™ X7 Xq"
XeXs™ + X4 Xy X1 X5" X + | Xs” XeXy

i XeX7" X, X7 XeXi* | Xu[?

Como z é um nimero complexo, pode ser representado como z = a + b no programa
fortran para diagonalizar a matriz acima e gerar os autovalores negativos para que se possa

calcular a Negatividade Global do subsistema atomico.

10 a=0 b=0
’ a=(1/2)"* b=(1/2)"?
0=6  5=0

N
238
(@}
N
<EZ(D 0,5

0,0 1

° 2gt/m ;

Figura 6.1: Negatividade Global do subsistema atdmico versus 2gt/m para § = 7/6 e 6 = 0,

em func¢do dos parametros de transformacdo unitaria a e b.

Analisando a Eq.(6.15), verifica-se que o estado inicial apds a atuacao de T sobre o qubit
A contém os vetores de base do estado que ndo apresenta ESD, de forma que o estado inicial
agora ¢ uma mistura dos estados | V) e |Po). A dindmica do emaranhamento do subsistema
atomico mostrada na Fig.(6.1) revela um resultado bastante significativo, onde nota-se que uma

transformacao unitaria 7" na forma da Eq.(6.14) com z = —L— + —_ pode (para § = 7/6
¢ 96.14) com &z = — + e pode (p m/6)
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a=b=0 para &=2

I a:b:(:l_/Z)ll2 para =2
........ a=b=0 parad=4
........ a=b=(1/2)"? para =4

1,0 4

A, AB
N G(pred)

0,0

0 ' 1 2gt/m | 2

Figura 6.2: Negatividade Global do subsistema atdmico versus 2gt/m para § = 7 /6, conside-

rando os valores 9 = 2 e 4, variando os parametros de transformacao unitaria a e b.

bloquear o fendmeno de Morte Subita para o caso de interagdo ressonante, ou seja, sem necessi-
dade da introducdo do parametro de dessintonia. Na Fig.(6.2) analisa-se o caso ndo ressonante,
e nota-se que a transformacao unitria causa um “’levantamento”adicional no ponto de minimo.
A Fig.(6.3) é o resultado dos cdlculos quando § = 7/12, e mostra que a operagdo ndo foi su-
ficiente para inibir ESD. Entretanto, pode-se depreender da Fig.(6.4) que, associando-se 6 = 2
a operacao local, ndo se observa o Fendmeno de Morte Subita (ao contrario do que mostra a

Fig.(4.6) da Secao 4.2.2, onde foi visto que somente para o = 4 o sistema nao apresenta ESD).

Em suma, quando o sistema estd sob a opera¢do de uma transformacao unitéria tal qual a

%

da Eq.(6.1), cujo parametro de transformagdo complexo seja x = ﬁ + 7@’ uma operacao
sobre o dtomo A ¢ suficiente para desaparecer o fendmeno ESD quando § = 7/12. Também
conclui-se que é necessdrio menor valor de 0 quando # = 7/12 para que o sistema passe a ter
evolugdo continua e ndo sofra Morte Subita de Emaranhamento. Logo, a transformag¢do unitaria

da Eq.(6.14) € bastante util para os propdsitos de Computagdo Quantica, sob o ponto de vista

de manipular o sistema para que este evolua sem Morte Stbita de Emaranhamento.
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1,0 4 a=0 b=0

a=(1/2)"* b=(1/2)"}
0=1712 o=0
-
28
Q
<O 0,5
Z
0,0 T T 1
0 2

2§Un

Figura 6.3: Negatividade Global do subsistema atdmico versus 2¢gt/m para § = w/12 e 6 = 0,

em func¢do dos parametros de transformacdo unitaria a e b.
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1,04 a=b=0 e 5=0
a=b=0 e =2
a=b=(1/2)"* e &=2
9=1712
$ 3
Q
<E\/O 054
> :
0,0 T T T 1
0 1 2
2gt/mt

Figura 6.4: Negatividade Global do subsistema atdmico versus 2gt/7 para § = /12, onde
plotaram-se os resultados para quando 6 = 0ea = b= 0; quandoa = b = 0e § = 2; e quando

0 = 2 associado a uma operacao local em A, para verificar o efeito sobre ESD.
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Capitulo 7

ANALISE DO SISTEMA DE QUATRO
QUBITS EM FUNCAODE T E §

Nos capitulos anteriores foi estudada a dindimica do emaranhamento para os subsistemas atdbmico
e fotonico separadamente, através da reducao do sistema, sem se preocupar com O que acon-
tece no sistema como um todo. Neste capitulo, serd utilizado o mesmo JCM em funcao dos
pardmetros ¢, dessintonia do campo, e z, transformagdo unitdria, para o estado |P,) =

cos(f) |11) + sin(#) |00), exatamente como no Cap. 6. Sera fixado 6 = 7/6.

A proposta € analisar a dindmica do sistema devido a interacdo dos quatro corpos através
da medida Four-Tangle [56], que fornece informag¢do sobre o emaranhamento de quatro corpos.
Tal medida vai dar uma boa no¢@o do que ocorre com o emaranhamento do sistema total com

o passar do tempo. Pode-se tragar um paralelo com o que ja foi calculado para os subsistemas

AB e ab.

Considere novamente a transformagao unitdria geral

1 1 -z

Vil |z 1

T — (7.1)

atuando sobre o estado inicial

|B,0) AP = cos(6) [1100) + sin(6) |0000) ,
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o estado dinamico € descrito pela Eq.(6.16)

1@ (1))* P = X1]1100) 4+ X, |0011) 4+ X5 |0110) + X4 |1001) + X5 [0000)

+ X6 ]1000) + X7]0100) + X5 [0010) + X, [0001) , (7.2)
onde
- 2
X = _cosh) cos (Q2t/2) + zé sin (Qt/Z)]
2 Q
1+ |z|” t
- 2
x, = o) —ig sin(Qt/Q)]
Lt Ja*
X3 = _cos®) lcos (Q2t/2) + @é sin (Qt/Z)} l—zg sin (Qt/?)]
2 Q Q
1+ |z
Xy = X3
X5 — SIH(Q) e—i&t
1+ |z
- —i6t/2
X = —%x* |:COS (Qt/2) + zé sin (Qt/?)]
2 Q
1+ |z
X; = e‘idt/QL@x [cos (Qt/2) + Zé sin (Qt/?)]
2 Q
1+ |z|
% —idt/2
= s T [-@5 sin(Qt/Q)]
1+ |z

Xg = e*i&ﬁﬂx <_§ sin Qt/Q) :
1+ |z

1 O EMARANHAMENTO DEVIDO A CORRELACOES DE QUA-

TRO CORPOS

Nesta secdo, estuda-se o emaranhamento devido a correlagcdes de quatro qubits. A definicdo de

Four-Tangle,

T, = 4’(}70000 4 0011 _ p0010 _ Fooo1)2

I

(7.3)
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fornece, para o sistema de dois d4tomos interagindo com o campo eletromagnético segundo o
modelo JCM duplo, a dindmica do emaranhamento devido a interacdo dos quatro corpos, A, B,

ae b, etem a forma
o= AN+ X3 Xy). (7.4)

Com este resultado, pode-se estudar mais aprofundadamente o sistema de modo que se tenha
informacdo sobre o emaranhamento devido as interagdes dos quatro corpos (dtomos A e B, e
campo a e b) presentes no sistema, e analisar a transferéncia do emaranhamento do subsistema
atdmico para o sistema como um todo. Utilizando a Eq.(7.4), foram efetuados os cédlculos
numéricos que possibilitaram a construcdo dos graficos para esta andlise, representados pelas

Figuras (7.1), (7.2) e (7.3).

NA(el) o=174 0=116 =112
v, ----0=A---- =6 -~ --=712
1,0 -
5=0
T
1
2gt/m

Figura 7.1: Dindmica de Four-Tangle para os diferentes valores de § = 7/4, /6 e /12 no caso

ressonante, plotados juntamente com o emaranhamento entre 0s 4&tomos para 0 mesmo caso.

A Fig.(7.1) mostra, para valores de de § = 7/4,7/6 e /12 uma comparagio da dindmica
de Four-Tangle com a Negatividade Global do subsistema atdmico para o estado |®,) quando
0 = 0 e ndo ha transformacdo unitdria no sistema. Vé-se que o ponto de maximo para 7, de-

pende do parametro 6, assim como a Negatividade Global, mas de maneira inversa, de modo
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que quanto maior a quantidade emaranhamento inicial no subsistema atomico, que na verdade
é o emaranhamento total do sistema no instante inicial, menor sera o valor maximo de 74.
Por exemplo, para § = m/4, o emaranhamento inicial entre os dtomos é maximo. Durante a
interacdo, o emaranhamento é compartilhado com o resto do sistema, mas repare que, para este
caso (onde ndo € observada Morte Subita), € baixa a correlacdo entre os quatro corpos. Entre-
tando, para § = 7 /12, onde verifica-se claramente a ocorréncia de ESD, as correlagdes entre os
quatro corpos apresentam um pico bastante elevado. Verifica-se também que quando 2gt/m = 1
74 = 0, que € o ponto onde o emaranhamento entre os fétons é méximo. Dividindo o periodo
de interagcdo em quatro partes, fica claro aqui que o emaranhamento esta sendo transferido com
o passar do tempo para os diversos subsistemas, de forma que no primeiro e terceiro quartos
do periodo de interacdo, grande parte do emaranhamento € transferido para o sistema de qua-
tro corpos, ao passo que na metade do periodo € totalmente transferido para o subsistema dos
fotons. A prépria quantidade inicial de emaranhamento do sistema determina se havera ou ndo

ESD na dinamica do emaranhamento.

1,04
——a=0 b=0
—a:(0,5)”2 b:(0,5)1/2
6=116 5=0
<
=
0,5
0,0 . . |

129t/n

Figura 7.2: Dinimica das curvas de 74 quando § = 7 /6 para o caso onde existe a operagdo local

T' e o caso onde ndo operacao local.
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A Fig.(7.2) mostra o efeito de uma operagao local, na forma da Eq.(6.14) quando a = b =
1//2, sobre as correlacdes de quatro partidos. Relembrando da Fig.(6.1), a qual mostra que
a operagdo foi capaz de reverter ESD no subsistema atomico para § = 7/6 ¢ 6 = 0, nestas
mesmas condi¢des 74 mostra que a quantidade de emaranhamento medida no sistema diminui
consideravelmente. Conclui-se dai que a operacao local atua de modo a preservar o emaranha-

mento no subsistema atdmico evitando a transferéncia para as outras partes do sistema.

1,04
T4 para 8=16
3=0 5=1 5=2 5=4
<
(-

0,5
0,0 1

0 2

2gt/mt

Figura 7.3: Comparag@o da evolug@o temporal das curvas de 7, para os casos d = 0,1,2e 4

quando 6§ = 7 /6.

A Fig.(7.3) mostra os resultado para 7, quando sdo feitas variagcdes no parametro de des-
sintonia do campo, com § = 7/6. O resultado mostra que 6 também pode ser utilizado para
evitar a transferéncia para o sistema de quatro corpos, mas revela que é necessario um valor
maior do que o esperado para a dessintonia para que seja reduzido o pico e a quantidade de
emaranhamento no sistema. Inicialmente, ¢ tem efeito visivel no ponto de minimo de 74 na
metade do periodo de interagdo, levando-o até o ponto de maximo quando § = 2. A partir dai,
conforme o aumento de J observa-se menor correlagdo de quatro corpos, diminuindo conside-

ravelmente o valor maximo de 74. E interessante notar que ¢ inicialmente prolonga o periodo
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onde as correlagdes de quatro corpos € diferente de zero, em particular para 6 = 2. Logo, se
a intengdo € obter uma configuracdo na qual se deseja uma maior correlacdo entre as quatro
partes do sistema, 0 = 2 proporciona este efeito. Entrentanto, para maiores valores de J tais

correlagdes deterioram-se.

64



Capitulo 8

EMARANHAMENTO ENTRE PARES E
PERDA DE INFORMACAO DO
SISTEMA

Neste capitulo foram calculados os invariantes para o sistema de quatro qubits com relagdo
ao atomo A, dados por PAB pAa pAb om base nas Fontes de Negatividade para diferentes
valores do parametro §. Desta forma, pode-se ter informag¢ao do emaranhamento do dtomo A
com cada par possivel, como por exemplo o par AB, para o estado puro, sem a necessidade de
reducdo para o subsistema atdmico. Com isto, foi calculado o quanto de informacdo € perdida

devido a reducdo para o subsistema atdmico, para o célculo da Negatividade Global.

1 Emaranhamento entre pares

Relembrando que as fontes de negatividade sao, para um estado geral de N qubits

ﬁABC..‘N — quBC...N> <\IJABC..‘N’ —

> nigeinal, iy liiaein) (ijednl, (8.1

i1ig..0N

determinadas pela relacao

Qiyig...in Qj1jo..ip..5N (8 2)

Qivig...jp..iN Ay jo..jn
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Para um estado geral de quato qubits

ABCD
‘(I) Z Qi yig i3 ia ’Z17227237Z4> (83)

11,12,13,14
o emaranhamento entre pares ¢ determinado da seguinte maneira: suponha que deseja-se cal-
cular o emaranhamento entre os pares de qubits A e B. Serd entdo calculado o determinante
da matriz v, mantendo nela fixos os indices relativos aos qubits C' e D, para cada combinacio
possivel dos estado, ja que C' e D podem assumir valores 0 e 1. Em outras palavras, P;'# =
Paho + Pah, + PA%, + P4, . Por exemplo, para P4, | a fonte de negatividade € calculada

da seguinte maneira.

2
@1100 @1000

PCO Do = 4 . (8.4)

@0p100 @0000

Assim sendo, considerando o nosso sistema de quatro qubits representado pelo estado

W ()" PP = X7 [1100) 4+ X, [0011) + X5 |0110) + X, [1001) 4+ X5 0000)

+ X4 |1000) + X7 |0100) + X [0010) + Xo]0001) (8.5)

pode-se substituir C por a e D por b, para calcular P25

2

a a
PAB — 4| MY 0 XX — XX [P (8.6)

aobo
ap100  A0000
J4 para PAB

aogby

2
1101  A1001

=4 =0, (8.7)

Qo101  Apo01

PAB

aoby

e assim para as outras variagdes de P;'®. O dtomo A pode estar emaranhado também com o
campo na cavidade a. Logo, é necessdrio calcular P3¢, assim como pode estar emaranhado
com o campo na cavidade b, que € analisada calculando-se P;'’. Abaixo, sdo apresentados os

resultados dos célculos para cada caso.

PP = PAU = 4]X, X5 — Xo X7l (8.8)
P = PR + P + Pt = 4] X Xs|” + 4|1 XX ° + 41X X% (8.9)
P = Pgb = 4| X, X5 — XoXe|”. (8.10)
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Foi calculado entdo, a partir do emaranhamento entre pares, a perda de emaranhamento

devido a reducdo ao sistema atdomico [58], expresso pela relacao
. 2
Eosty = P'% — (NG (p*7))". (8.11)

Foi utilizado célculo numérico, e os dados foram utilizados para plotar os graficos a seguir.

A, AB\\2 AB
- (NG(pred)) PZ
—— Perda de informagao
1.0 — 5=0,0 0=1v4

0,5

0,0

c 1 iogums

. A . ~ 2 .
Figura 8.1: Dindmica de [Ng(p25)]” e Ps'Z, plotados juntamente com a curva que fornece
a perda de informagdo devido a reduc@o para o subsistema atdmico para § = m/4 no caso

ressonante.

As Figuras (8.1), (8.2) e (8.3) mostram o quadrado da Negativdade Global para o estado
reduzido ao subsistema atdmico, na linha negra, o emaranhamento no estado puro dos dtomos,
e a quantidade de informacdo que € perdida devido a redugdo para o estado misto de dois
qubits, para 0 = 7 /4, 7/6 e w/12, respectivamente. E possivel ver que em todos os casos certa
quantidade de emaranhamento € perdida devido a redu¢o do estado. Em particular, quando § =
7/12 uma grande quantidade de emaranhamento é perdida proporcionalmente & quantidade de
emaranhamento inicial no sistema. Uma relagdo de proporc¢ao inversa € percebida entre a perda
de emaranhamento e a quantidade de emaranhamento inicial no subsistema AB. Quanto maior

a quantidade inicial de emaranhamento, menos emaranhamento € perdido proporcionalmente.
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A, AB\\2 AB
— (Ne(p)” —P,
Perda de informacao

5=0,0 6=16

1,0 4

0,5

0,0

g

: L ogym G

. A . 2 .
Figura 8.2: Dinamica de [Né‘ (pAB )} e P;'B, plotados juntamente com a curva que fornece
a perda de informacdo devido a reduc@o para o subsistema atdomico para # = m/6 no caso

ressonante.

Por outro lado, quanto maior for esta proporcao de perda, maior serd o periodo durante o qual
o estado permance desemanhado, ou seja, o periodo de ESD. Pro exemplo, para § = 7/6, o
pico da perda de informacao € em aproximadamente 0, 29, que corresponde a 38, 7 por cento do
valor do emaranhamento incial no sistema, sendo que este permanece desemaranhado durante
50 por cento do periodo de interagdo. Para § = m/12, o pico da perda de emaranhamento é
em aproximadamente 0, 15, que representa 60 por cento do total de emaranhamento no sistema
no instante inicial, que por sua vez permanece desemaranhado por 64 por cento do periodo
de interacdo. Entretanto, quando se mede o emaranhamento entre os dtomos pelas fontes de
negatividade (estado puro), nenhuma informacao € perdida e o sistema evolui de forma continua

e unitaria, sem Morte Subita de Emaranhamento.
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A, ABy\2 AB
— (Ng,)) —P

2
Perda de informagao

1,04
5=0,0 0=1712
0,5
00 , l m l %
0 1 3 4

2gt/m

Figura 8.3: Dinamica de [Né(ﬁfeg)}z e P;'B, plotados juntamente com a curva que fornece

a perda de informagdo devido a redugdo para o subsistema atdmico para # = 7/12 no caso

ressonante.
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Capitulo 9

CONCLUSAO

Neste trabalho estudou-se um sistema formado por um par de d&tomos idénticos de dois niveis
gerados em estado emaranhado, espacialmente separados e isolados em cavidades oticas di-
ferentes de tal maneira que nao haja nenhuma forma de interacdo de um subsistema atomo-
cavidade com o outro, conforme mostra a Fig. [4.1]. Tal sistema, estudado através do Mo-
delo Jaynes-Cummings, apresenta, segundo a ref [14] e como foi mostrado neste trabalho, o
fendmeno de Morte Subita de Emaranhamento (ESD). A inten¢do neste trabalho foi estudar a
dindmica do emaranhamento deste sistema levando em conta alguns fatores que podem inter-
ferir na sua evolugdo temporal, tal como a dessintonia do campo e uma operacao local em um
dos qubits do sistema, de forma a verificar se hd algum efeito sobre ESD, assim como entender

melhor o fendmeno em si, como e porqué ocorre.

No Cap. 4, num primeiro momento verificou-se que o ponto de maximo emaranhamento
do sistema estudado depende fortemente do emaranhamento do estado inicial adotado para o
subsistema atomico, ou seja, é fun¢do do parAmetro 6, verificado para ambas configuracdes
do estado inicial, | V) e |®). No entanto, foi verificado que o fendmeno ESD ocorre somente
para o estado |®), e tem comportamento tal que o periodo durante o qual o subsistema atomico
permanece desemaranhado € inversamente proporcional a quantidade inicial de emaranhamento
no sistema, conforme mostrado na Fig.(4.3). Desta forma, quanto maior o emaranhamento no
sistema, menor o periodo de ESD, como verificado na Ref[14]. Na outra etapa do mesmo
capitulo, foi considerado o mesmo sistema, porém para o caso onde existe uma diferenca entre

a frequécia de transicao atdmica e a frequéncia do campo na cavidade, a dessintonia do campo.
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A introdugdo da dessintonia do campo causa retardo no ponto onde o emaranhamento € nulo,
ou seja, diminui a taxa com que a curva vai a zero, € antecipa seu ressurgimento, mostrando
entdo que a dessintonia pode ser utilizada para controlar o emaranhamento de forma a evitar
ESD. Verifica-se que quanto maior o periodo de morte subita (que por sua vez € funcdo do
parametro #, como foi mostrado), maior serd a dessintonia necessaria para evitar a ocorréncia
de ESD, como se pode verificar na Fig. [4.5] e Fig. [4.6], onde para § = 7/6, 6 = 2 ja
¢ suficiente para preservar o emaranhamento, enquanto que para § = 7/12, § = 2 e 3 ndo
sdo suficientes. Foi verificado, ainda no Cap. 4, como é a dinamica do emaranhamento do
subsistema atomico quando apenas o subsistema Aa € ressonante, variando o parametro de
dessintonia do subsistema Bb. Tal configuracdo mostrou uma dinimica bastante diferente, onde
o parametro de dessintonia remove a descontinuidade do emaranhamento, entrentanto o ponto
de minimo serd sempre constante e igual a zero, ao passo que € evidente que afeta o ponto de
maximo da curva, que tem um comportamento modulado por uma fun¢do cosseno. Entrentanto,

este fendmeno somente € verificado para maiores periodos de interacao.

O fendmeno de ESD do subsistema atdmico € melhor compreendido quando é analisada
a dindmica do emaranhamento do subsistema do campo eletromagnético, ab. A Fig.(5.2) re-
vela que enquanto o subsistema atomico estd sob ESD, o subsistema fotonico tem um com-
portamento oposto, mostrando o surgimento repentino do emaranhamento (ESB), atingindo o
maximo emaranhamento durante o periodo de ESD do subsistema atdomico, de forma periddica.
A andlise mostra que o emaranhamento entre os dtomos estd sendo transferido para o campo
eletromagnético de forma constante, o que causa a degradacao do emaranhamento atdomico, de-
vido as interagdes locais entre os qubits A e a, e entre os qubits B e b. Variando a dessintonia do
campo neste caso, verifica-se que o emaranhamento vai caindo gradualmente a zero no subsis-
tema ab, de forma oposta ao que ocorre com o emaranhamento atdbmico. Mais especificamente,
para a configuragio inicial que apresenta ESd, ou seja § = /6, o valor de 6 = 3 ja ¢ suficiente
para “aniquilar”’o emaranhamento entre os fotons, enquanto que para o subsistema dos dtomos,
ja ndo é observado ESD. O mesmo ocorre para § = 7/12 quando 6 = 2 jd ndo existe emara-
nhamento entre os fétons. Enquanto 9 tem efeito sobre o ponto de minimo no emaranhamento
entre os dtomos, para os fétons o efeito € sobre o ponto de méximo, de forma que quanto maior
o ponto de maximo da curva de Negatividade Global do subsistema fotdonico, mais proximo de

zero ficard a curva para o subsistema atdmico. O parametro de dessintonia tem este efeito de
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atenuar ESD porque atua diretamente na interacdo entre o campo eletromagnético e o dtomo,

de forma que quanto maior for seu valor, menor a probabilidade de interagao.

No Cap 6. foi estudado o comportamento do sistema quando existe a atuacdo de uma
operacdo local em um dos qubits do sistema, especificamente neste caso sobre o qubit A. Le-

D),

vando em conta como estado inicial para o sistema atomico o estado que apresenta ESD,
o estudo mostrou que o emaranhamento, que inicialmente estava concentrado em dois vetores
de base, foi distribuido para outros dois vetores de base possiveis, na forma de uma mistura dos
estados | W) e |®). A operagdo local se revelou eficiente, ja que foi verificado que requer menor

valor da dessintonia do campo para evitar ESD.

Foi analisado o emaranhamento devido as intera¢des de quatro corpos pela medida de Four-
Tangle, que da informacao do sistema como um todo. Verificou-se que o emaranhamento devido
a quatro corpos aparece somente depois de um periodo suficiente para que o par de dtomos
emaranhados transfira emaranhamento para o sistema total ABab, mais uma evidéncia que
o emaranhamento presente inicialmente nos dtomos estd sendo transferido ao sistema devido
a interagdo local em suas cavidades. A interacdo dos atomos emaranhados com o campo €
a fonte da perda repentina de emaranhamento entre tal subsistema devido a transferéncia do

emaranhamento.

Como todo tratamento tedrico aqui realizado foi feito utilizando como medida de emaranha-
mento a Negatividade Global, que leva em conta a transposta parcial do estado, foi necessario
efetuar a redugdo do sistema total ABab para o subsistema atdmico, AB, e o subsistema dos
fotons, ab. Esta redugdo acarreta uma perda de informacao sobre o sistema que pdde ser verifi-
cada no Cap. 8. através do calculo do emaranhamento entre os pares pelas fontes de negativi-

dade,
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