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RESUMO

Este estudo descreve uma sequéncia didatica, analisando, mediante critérios da
Engenharia Didatica, como a utilizagado de representacbes geométricas de areas de
retdngulos contribui para a apreensdo do objeto matematico produtos notaveis e
fatoragdo de polinbmios.Nos capitulos iniciais apresentamos nossos objetivos,
motivacdes e referenciais tedricos. Na sequéncia, propomos a sequéncia didatica
que foi aplicada a alunos do oitavo ano do Ensino Fundamental de uma escola
estadual do interior de S&o Paulo. Seguimos com uma analise da aplicagéo
realizada. O confronto realizado entre a analise a priori e analise a posteriori mostrou
que o desenvolvimento da sequéncia didatica proposta possibilitou aos estudantes,
sujeitos desta pesquisa, avangar e compreender, a partir de um conceito matematico
conhecido — area de retangulos,um novo conceito matematico - produtos notaveis e
fatoracao de polinémios.

Palavras-chave: Ensino-aprendizagem. Algebra. Geometria. Engenharia Didatica.



BORGATO, Keyla Cristina. The Teaching of Notable Products and Polynomial
Factorization: an articulation between Algebra and Geometry. 2013. 149 f.
Dissertacdo (Mestrado Profissional em Matematica em Rede Nacional) -
Universidade Estadual de Londrina, Londrina, 2013.

ABSTRACT

This study describes a didactic sequence, analyzing, by criteria of Didactic
Engineering, like the use of geometric representation of rectangle areas contribute to
the understanding of the mathematical object notable products and polynomial
factorization. In the early chapters we present our aims, motivations and theoretical
references. Later, we propose the didactic sequence that was applied to 8" grade
students from the junior hight school in a public school in Sdo Paulo state. We
proceed with a review of the performed application. The confrontation made between
the previous and the after analysis showed that the development of the didactic
sequence enabled the students to advance and understand, from a known
mathematical concept — rectangle area, a new mathematical concept - notable
products and polynomial factorization.

Key words: Teaching-learning. Algebra.Geometry.Didactic Engineering.
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INTRODUCAO

Por que ensinar Matematica?Existe um consenso entre as pessoas,
ligadas ou ndo a area da educagdo, com relagdo a necessidade do ensino de
Matematica. Mas sera que todas estas pessoas saberiam enumerar as razdes desta
necessidade?

Reflexdes sobre estas questbes sdo apresentadas em Dante (2007).
O autor,ao analisar os pressupostos tedricos que embasam a nova maneira de
ensinar Matematica, destaca que a Matematica € uma das mais importantes
ferramentas da sociedade moderna. De acordo com estas ideias, apropriar-se dos
conceitos e procedimentos matematicos basicos contribui para a formacgao do futuro
cidaddo, que se engajara no mundo do trabalho, nas relagdes sociais, culturais e
politicas.

AMatematica, com maior ou menor intensidade, esta presente em
muitas situagcdes que nos rodeiam. Perceber isso é compreender 0 mundo a nossa
volta e poder atuar nele. Por isso, essa possibilidade de compreensao e de atuagao
como cidadaodeve ser dada a todos, indistintamente.

Pensando na importancia da Matematica para a formacgao e atuagao

de cada cidaddo na sociedade, podemos citar Dante (2007, p. 11):

Para exercer plenamente a cidadania, € preciso saber contar,
comparar, medir, calcular, resolver problemas, construir estratégias,
comprovar e justificar resultados, argumentar logicamente, conhecer
formas geométricas, organizar, analisar e interpretar criticamente as
informacdes, conhecer formas diferenciadas de abordar problemas.

Estas consideracdes sobre “porque ensinar Matematica” nos levam a
refletir sobre outra questdo: como ensinar Matematica?

Ao fazer uma leitura do Curriculo do Estado de Séo
Paulo“Matematica e suas tecnologias”(Sdo Paulo, 2010),percebemos que em todas
as épocas, em todas as culturas, a Matematica e a lingua materna constituem dois
componentes basicos dos curriculos escolares, havendo um razoavel consenso
relativo ao fato de que sem o desenvolvimento adequado de tal eixo
linguistico/l6gico-matematico a formagao pessoal ndo se completa.

Mas as maneiras para desenvolver adequadamente o eixo

linguistico/légico-matematico citado anteriormente, mudaram muito ao longo das
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décadas. Nos ultimos quarenta anos, repercutiram intensamente no ensino de
Matematica, alguns avangos tecnoldgicos e mudangas sociais. Paralelamente,
ganhou forgca um movimento internacional em torno da Educacdo Matematica, que
acabou provocando mudancgas curriculares em diversos paises, inclusive no Brasil.

Em nosso pais, uma expressdo oficial desse movimento foi a
elaboracao dos Parametros Curriculares Nacionais (PCN), que trouxeram nao so6 as
referéncias do movimento de Educacido Matematica, como também uma nova visao
das demais disciplinas e da Educacdo como um todo.

O perfil curricular delineado pelos PCN é mais adequado a nossa
realidade, envolvendo conteudos, métodos de ensino e avaliagdo em sintonia com
os estudos e praticas gerados na Educacdo Matematica. Consideraremos o que diz
os Parametros Curriculares Nacionais — Introdugao (1998, p. 60) sobre o ensino de

Matematica.

[...] se faz necessario desenvolver um ensino de Matematica que
permita ao aluno compreender a realidade em que esta inserido,
desenvolver suas capacidades cognitivas e sua confianga para
enfrentar desafios, de modo a ampliar os recursos necessarios para
o0 exercicio da cidadania, ao longo de seu processo de
aprendizagem.

Segundo este documento, o ensino-aprendizagem de Matematica
deve possuir cinco caracteristicas principais, a saber: ser construtivista,
reconhecendo que a participagao ativa dos alunos é essencial para que se atinja o
conhecimento; buscar abordagens significativas dos conteudos; ter a resolugao de
problemas como eixo, ou seja, usar esse método como meio para implementar sua
proposta; organizar os conteudos em espiral e com varias conexdes; favorecer o uso
das modernas tecnologias como recursos que favorecem a aprendizagem.

Podemos dizer que os estudos de Educagao Matematica levaram a
conceber novas propostas de ensino, que colocaram o aluno no centro do processo
educativo, assumindo papel ativo na constru¢ao do seu conhecimento.

Segundo a pesquisadora D’Ambrdsio (1989) essas novas propostas
de ensino devem contemplar a resolugcao de problemas, normalmente propostos
antes da teoria; a modelagem, partindo de situagdes motivadoras da realidade; as
abordagens etnomatematicas, valorizando a Matematica de diferentes grupos

culturais ao explorar o universo de interesses e conhecimentos extraescolares dos



20

alunos; abordagens historicas; uso de jogos e uso de computadores e tecnologias
afins.

Este cenario de propostas metodoldgicas configura para o professor
uma nova dimensao, passando a ser um mediador entre o conhecimento e o aluno,
deixando de ser apenas um transmissor de informagdes. O professor deve agir
como um facilitador, incentivador e avaliador tanto da aprendizagem como do
ensino.

Cabe ao professor optar por situacdes que favoregam a construgao
de conceitos e procedimentos, com base nos objetivos que se quer alcangar. Nestas
situacgdes, ele ndo expde todo o conteudo para o aluno, mas fornece as informagdes
que dificilmente ele teria condicbes de obter sozinho, oferecendo as ferramentas
necessarias para a construcado do conhecimento; promove debates e reformulacgdes;
valoriza as solucbes mais adequadas; estimula o trabalho coletivo entre os alunos;
oportuniza a argumentacao de ideias.

Estas consideracbes sobre o “por que” e o “como” ensinar
Matematica, em certa medida, orientam nossas argumentag¢des sobre um tdpico do
ensino de Matematica — o ensino de Algebra.

Nossa experiénciacomo educadoras nos leva a crer que, na maioria
dos casos, teoria e pratica caminham em direcdes opostas. Sabemos que a Algebra
€ uma poderosa ferramenta para resolver problemas e que esta relacionada com
diversas areas do conhecimento.Desta forma, seu ensino nao deveria se limitar aos
calculos de expressdes algébricas descontextualizadas. Mas, mesmo assim, temos
acesso a informagdes sobre as dificuldades que alunos e professores continuam
enfrentando no ensino e na aprendizagem da Algebra.

O pesquisador americano James Fey, resume estas dificuldades da

seguinte maneira:

Na Matematica escolar atual os estudantes empregam um tempo
enorme em tarefas envolvendo variaveis enquanto nomes literais
para numeros desconhecidos e com equagdes e inequagdes que
impdem condicdes nestes nimeros. O ensino de Algebra enfatiza
demais os procedimentos formais de transformacédo de expressbes
simbdlicas e resolugdo de equacdes que buscam determinar o valor
desconhecido de variaveis (FEY, 1990 apud MEIRA, 2013, p. 38 e
39).



21

Embora esse relato seja de 1990, acreditamos que continue sendo
uma representacao da realidade das nossas escolas na atualidade. Trabalhando ha
varios anos como professora do Ensino Fundamental e do Ensino Médio, da rede
particular e publica, percebemos que para os alunos, estudar Algebra é considerado
algo dificil e distante da realidade que os cerca.

De fato, & possivel relacionar as dificuldades que os alunos
encontram na aprendizagem da Algebra com um ensino que privilegia apenas
procedimentos e regras, limitando a capacidade dos estudantes de compreender 0s
conceitos, as representacdes e as atividades que sao importantes neste dominio do
conhecimento.

A experiéncia proporcionada por décadas dessa pratica tem
mostrado que, para a maioria dos alunos, ndo ha aprendizado. No maximo, os
estudantes mecanizam os procedimentos, ou seja, as técnicas de calculo. Mas,
mesmo assim, os resultados sdo muito insatisfatérios. Isto porque, quase sempre,
boa parte destas habilidades desenvolvidas, "desaparece" apds o término do ano
letivo.

Segundo Imenes e Lellis (2009), estudos e praticas em Educagao
Matematica tém sinalizado que, em boa medida, esse fracasso pode ser atribuido ao
fato de a maioria dos estudantes de 12 ou 13 anos nao ver sentido algum nesses
calculos algébricos. Ou seja, para esses estudantes, a Algebra carece de sentido’.

Durante todos estes anos procuramos nos adequar ao novo modelo
de ensino e romper com o paradigma de ensinar conforme fomos ensinados. Qual
seria, entdo, uma forma de contribuir para o ensino e aprendizagem da Algebra?

Ao ingressar no Programa de Mestrado Profissional em Matematica
em Rede Nacional (PROFMAT), iniciamos um processo de reflexdo sobre nossa
pratica docente. Sabiamos que nossa formagao seria aprofundada e, ao mesmo
tempo, articulada com o exercicio da docéncia no Ensino Basico.

Lembramos que este programa visa atender professores de
Matematica em exercicio no ensino basico, especialmente na escola publica, que
busquem aprimoramento em sua formacgao profissional, com énfase no dominio

aprofundado de conteudo matematico relevante para sua atuacido docente.

' Sentido, neste contexto, caracteriza-se como identificado na teoria de Vygostky.
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Foram justamente estas inquietacbes e motivagdes que nos levaram
aescolha do tema desta dissertagcdo. Resolvemos fazer um recorte no assunto que
nos inspirava — o ensino da Algebra — e optamos por nos aprofundar no ensino e
aprendizagem dos produtos notaveis e fatoragdo de polindbmios. Afinal, estes
conceitos sdo base para os estudos posteriores, inclusive em outros campos
matematicos além da Algebra, assim como tem destaque em outras areas do
conhecimento como Fisica e Quimica.

Resolvemos utilizar uma ideia Matematica - a de area, para avancgar
na compreensao de outras ideias matematicas - produtos notaveis e fatoracao.
Percebemos, pelas nossas pesquisas, que este método era utilizado desde a
antiguidade na resolugao de problemas que envolviam produtos entre polinémios.

Ao analisarmos os livros didaticos utilizados em escolas do Estado
de Sao Paulo, a saber: Matematica — projeto Arariba — obra coletiva concebida,
desenvolvida e produzida pela Editora Moderna (LEONARDO, 2010); Matematica,
Imenes& Lellis (IMENES, LELLIS, 2009) e Vontade de Saber Matematica (SOUZA,
PATARO, 2012), assim como o material sugerido pela SEE (Secretaria de Estado da
Educacao de Sao Paulo) para o ensino de Matematica — caderno do Professor e
caderno do Aluno, percebemoso enfoque dado as representagdes geométricas no
ensino de produtos notaveis e fatoragcdo de polinbmios.

Sendo assim, elaboramos e desenvolvemos uma sequéncia didatica,
baseada nos principios da Engenharia Didatica, abordando os conceitos de produtos
notaveis e fatoracdo de polinbmios por meio de atividades que levem em
consideragao esta forma de ensinar, isto €, através de representagbes geométricas

de areas de retangulos.

Objetivo da Pesquisa

Considerando este encaminhamento resolvemos investigar o papel
das representagbes geométricas no processo de aprendizagem dos produtos
notaveis e fatoracdo de polinbmios. Para subsidiar nossas argumentagoes, foi
elaborada uma sequéncia didatica que foi desenvolvida com alunos do 8° ano do
Ensino Fundamental. Nossas analises seguiram os critérios da Engenharia Didatica.

Estrutura do Trabalho
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No presente capitulo que ¢é a Introdugdo, apresentamos a
problematica que envolve esta pesquisa, o tema propriamente dito, nossos objetivos,
motivacgdes e justificativas para a realizagdo deste trabalho; apresentamos a seguir
mais seis capitulos.

No capitulo 1 tratamos de parte do nosso referencial tedrico
abordando o conceito de polinbmios, sua historicidade, definicdo, caracteristicas,
operagdes, culminando com os casos de produtos notaveis e suas respectivas
fatoracdes. No capitulo 2, abordamos a outra parte do nosso referencial tedrico que
diz respeito a articulagdo entre Algebra e Geometria, mostrando evidéncias
historicas desta articulagdo, assim como suas vantagens para o processo de ensino-
aprendizagem do tema proposto. No capitulo 3, descrevemos nossa opgéo
metodoldgica — Metodologia da Engenharia Didatica — proposta por Artigue (1996).
No capitulo 4, apresentamos a sequéncia didatica por nés elaborada e aplicada a
uma sala de 8° ano do Ensino Fundamental, na qual privilegiamos o conceito
produtos notaveis e fatoragdo de polinbmios por meio de representacdes
geométricas. No capitulo 5, relatamos o desenvolvimento da sequéncia didatica,
detalhando a experimentagdo, as analises a priori, a posteriori e a validacao.
Apresentamos também uma analise global. No capitulo 6, constam nossas
consideragdes finais seguidas das referéncias bibliograficas citadas no decorrer do

texto.
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CAPITULO 1
POLINOMIOS

Neste capitulo, iniciamos apresentando o contexto histérico relativo
ao estudo dos Polinbmios, lembrando que “A matematica também faz parte da vida
das pessoas como criacdo humana, ao mostrar que ela tem sido desenvolvida para
dar respostas as necessidades e preocupacodes de diferentes culturas, em diferentes
momentos histéricos...” (BRASIL, 1998a, p. 59). Na sequéncia, apresentamos um
estudo mais formal dos Polinbmios, suas propriedades e operagoes, enfatizando
alguns casos de produtos (produtos notaveis), assim como suas respectivas
fatoragbes — objetos desse trabalho. Achamos pertinente apresentar estes dois
aspectos, contexto historico e estudo formal, pois o foco deste estudo é justamente o

ensino e a aprendizagem do conteudo em questao.

1.1 Um Pouco DE HISTORIA

O estudo de polinbmios e equacdes polinomiais, tal como uma
necessidade, data de épocas muito remotas. Indicios arqueoldgicos sugerem que 0s
babilénicos (1950 a. C. a 1200 a. C.) ja tinham o dominio de técnicas para resolugao
de equagdes do primeiro e segundo graus, associadas a problemas do cotidiano.
Porém, de acordo com Oliveira e Fernandez (2010), o estudo das equacoes
polinomiais teve um grande avango conforme surgia o Renascimento na Europa.
Segundo estes autores, data do século XVI e deve-se a Frangois Viéti(1540 — 1603),
matematico francés que ficou conhecido como o pai da Algebra, a introducdo do uso
de letras para representar quantidades desconhecidas.

Estudos historicos mostram que nesta mesma época, um grande
desafio tomava conta e perturbava as mentes matematicas da Europa — resolver
explicitamente uma equacédo do terceiro grau utilizando operagbes elementares
(soma, subtragao, multiplicacao, divisao, radiciacdo e potenciacdo). De acordo com
Oliveira e Fernandez (2010), embora a histéria da solugdo dessas equagdes seja
repleta de disputas e acusagdes, os historiadores devem a Tartaglia (gago, em
italiano) —

Nicolo Fontana (1500 - 1557) - o mérito na descoberta da solugéo da

equacao do terceiro grau como a conhecemos hoje.
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Segundo estudos de Lisboa (2007), no decorrer da histéria varios
problemas envolvendo polindmios (equagdes polinomiais) instigaram a curiosidade
de outros grandes matematicos como Ludovico Ferrari(1522-1560) e Isaac Newton
(1642-1727),dentre muitos outros. Parte muito interessante dessa historia envolve as
equacgdes polinomiais de 4° grau. Antigamente eram comuns disputas entre os
matematicos da época, nas quais se trocavam desafios.

De acordo com Lisboa (2007), numa dessas ocasides Gregori
Cardano(1501 - 1576) - grande “escritor” de Matematica da época - foi desafiado a
resolver uma questdo que envolvia a equagdo x* + 6x° — 60x + 36 = 0. Apds varias
tentativas e nenhuma solugédo, Cardano passou a questdo ao jovem Ferrari que
encontrou o método geral para a solugdo das equacgdes de 4° grau. Segundo a
autora, esse método foi publicado por Cardano no maior compendio algébrico
(matematico) da época, Ars Magna.

Oliveira e Fernandez (2010) enfatizam que muitos esforcos foram
também realizados a fim de se encontrar a solugdo geral para a equag¢ao do quinto
grau, mas foi s6 em 1824 que Niels Abel (1802 - 1829) — um matematico noruegués
— mostrou ser impossivel resolver equagdes de grau cinco em sua forma geral.
Apenas anos mais tarde, em 1830, o francés EvaristeGalois (1811 - 1832) propds
um meétodo que determinava quando uma equagao de grau qualquer teria solugao
por meio de operacgdes elementares, encerrando mais um capitulo da histéria das
equacoes polinomiais e da Matematica.

Atualmente, no ambito do Ensino Fundamental, o estudo de
polinbmios e/ou equacdes polinomiais € introduzido de maneira mais formal a partir
do 8° ano (72 série) com énfase em operagdes e fatoragdes polinomiais, sendo esse

o tema que trataremos nessa dissertagao.
1.2 DEFINICAO DE POLINOMIO
Para Oliveira e Fernandez (2010), um polinbmio na variavel x € uma

expressao algeébrica do tipo:
p(x) = ap X"+ anq X" + ...+ ax + ao,(1)
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Ondeay, ay,..., a, sdo numeros reais’>.Para a, # 0, dizemos que n é o
grau do polindmio e ag, as, ..., a,sao seus coeficientes e, neste caso, o coeficiente
an, é chamado de coeficiente lider do polindmio. As parcelas anx”, a..1 X™, ..., aix ,

apsao chamadas termos do polindmio p(x) e X", X", ..., xsdo suas partes literais.

Um polinbmio nulo é aquele que tem todos os coeficientes iguais a
zero e nao se define o grau deste polinbmio.

Para auxiliarna compreensdo de algumas denominagbes que
utilizamos em nosso trabalho, vamos definir os termos mondmios, binbmios e
trinbmios.

Segundo Ribeiro (2010, p. 133) “Monbmio €é toda expressao
algébrica formada por um unico termo. Esse termo pode ser constituido por um
numero apenas ou pelo produto de um numero por uma ou mais variaveis, que
apresentam somente expoentes naturais”.

O autor também define o termo “polinémios” de uma forma diferente
e faz algumas distingdes. Para ele “Polinbmio € uma adig&o algébrica de monémios.
Cada mondmio que o compde € chamado de termo do polinbmio. De acordo com a
quantidade de termos, cada polinbmio recebe um nome especial”’. (RIBEIRO, 2010,
p. 140).

Desta forma, podemos dizer que um bindmio € um polinbmio que
possui dois termos; assim como um polinbmio de trés termos € denominado
trinbmio; ja as expressdes algébricas com quatro ou mais termos sao chamadas
polindmios. Os monémios também sao um tipo de polinbmio, porém, com um unico
termo.

Exemplos:

e p(x)=3x—1¢éum bindbmio de grau 1;

e q(x)=4x>+7x+ 2 & um trindbmio de grau 3;
T
e 5(x)=2x*é um mondmio de grau 4;

e Vv(x)=7 & um mondmio de grau O;
e rx)=y°=2y°+y?*+y+1éum polindmio de grau 5.
1.3  EQUACOES POLINOMIAIS

2 Neste trabalho consideraremos apenas polindmios cujos coeficientes sdo numeros reais.
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Uma equagao polinomial de grau n € uma sentenca p(x) = 0, onde
p(x) € um polinbmio de grau n com coeficientes reais, tal como definimos em
(1).Exemplos:

e 3x— 8 =0 é uma equacgao do primeiro grau;

e —x° +4x> — 3x +7 = 0 é uma equacao de grau 5.

De acordo com Oliveira e Fernandez (2010), nem todos os
coeficientes de um polindbmio de grau n precisam ser diferentes de zero, neste caso
o polindbmio é denominado incompleto. Assim, p(x) = 3x — 8¢ denominado completo

ep(x) = —x° + 4x°> — 3x +7 é denominado incompleto.
1.4 VALOR NUMERICO DE UM POLINOMIO

Para obtermos o valor do polindmio p(x)=a,x™+ an.1 X'+ ... +ax +
aono numero real r, devemos substituir x por r a fim de obter o niumero real

p(r) =anr"™+ ant I+ ..+ air+ ag

Por exemplo, o valor do polinbmio p(x) = 4x° — 7x+ 1 em 2 é dado
por

p(2)=42°-72+1=32-14+1=19

1.5 RAIZ DE UMA EQUACAO POLINOMIAL

Um numero real r € uma raiz para a equagao polinomial

anX™ a1 X'+ . taxta=0

se o valor de p(x) =a.x™+ ap.4 X" + ... + a;x + agem r é zero, isto &,
se r verifica

an™+ap M+ . +ar+a =0

Por exemplo, o nimero 5 é uma raiz do polindmio p(x) = x> — 7x +
10, pois ao determinamos o valor numérico deste polindbmio para x = 5, encontramos
p(x) = 0. Vejamos: p(5)=5°-75+10=25-35+10=0
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1.6  IDENTIDADE DE POLINOMIOS

Segundo Silva e Barreto (2005), considerando dois polinémios p(x)
e ((x), dizemos que esses polinbmios sao idénticos se, e somente se, 0s
coeficientes dos termos correspondentes forem iguais.

Assim, sejam

p(x)=ag+ax+ax x>+ ...+ apX” e

q(X) = bo + b1 x + ba x>+ ... + bpx",

Se ap = bo, a1 = by, az = by,..., a= by, entao p(x)

q(x), ou seja, p(x)
e g(x) sao idénticos.

Os autores definem ainda: “sendo os dois polinbmios idénticos, para
qualquer valor de x eles assumem o mesmo valor numérico” (SILVA E BARRETO,
2005, p. 184), ou seja,

p(x) = q(x) = p(a)=q(a), ¥ acR .
Podemos ainda, segundo Dante (2011), dizer que para que isso

aconteca a diferencga p(x) — q(x) deve ser o polindbmio identicamente nulo, isto &, p(x)
—q(x) = 0.

1.7 OPERACOES COM POLINOMIOS
Trataremosdas operagdbes de soma e de multiplicacdo de
polinbmios usando definicbes apresentadas em Oliveira e Fernandez (2010) e em

lezzi (2005).

1.7.1 Soma de Dois Polinbmios

Dados os polinbmios

p(X)=a0+a1x+a2x2+ .tax'e
q(X) = bg + by x + ba x>+ ... + bypX™
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Sendo n < m, para somar o polinbmio p(x) com o polinédmio q(x)
devemos somar todos os mondmios de mesmo grau que compdem os polinbmios

(também chamados de termos dos polinémios), de forma a obter o polinémio

t(x) = p(X) + g(X) = Co +C1 X + C2 X+ ... + CpX™

onde,ci=a;+ b,para0<i<nec;=bjparai>n

Isso ocorre porque quando somamos dois mondmios de mesmo

grau r(x) = asx® e s(x) = bsx®, adicionamosseus coeficientes, obtendo o polindmio

t(x) = p(x) + q(x) = (as + bs)x".
Exemplo: Somar f(x) = x* + 3x+ 4 e g(x) = x* +3x* + 5

Podemos reescrever cada polinbmio anterior da seguinte maneira:
fix) = 0x* + 0x> + x* + 3x + 4

g(x)=x*+0x>+3x°+0x+5

Entao:

(f+ g)(x) = (0 + 1)x* + (0 + 0)x® + (1 + 3)x* + (3 + O)x+ (4 + 5)

=1+ 0 +4x% +3x+ 9

=x*+4x°+3x+9

Na sequéncia, vamos enumeraralgumas propriedades da soma de
polinbmios, de acordo com Oliveira e Fernandez (2010):
1) Associatividade: Dados os polinbmios, p(x), q(x) e t(x), vale
(p(x) + q(x)) + t(x) = p(x) + (q(x) + t(x))

2) Elemento neutro: Se denotarmos por zero (0) o polinbmio nulo e por p(x) um
polinbmio qualquer, entao

0 + p(x) = p(x).

3) Elemento simétrico: se p(x) = ap + a1x + a, X* + ... + apX" é um polindmio, entdo o
polindmio q(x) =-ap - a1x - a2 X*- ... - apx" satisfaz:
p(x) +q(x)=0
4) Comutatividade: Se p(x) e q(x) sao polindbmios, entao
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p(x) + q(x) = q(x) +p(x)
1.7.2 Produto de Dois Polindbmios

Dadosdois polinbmios
p(x)=ap+ax+a x*+..+ax"e
q(x) = bo + by x+ bo X2+ ... + byX™,

Sendop(x) de grau ne q(x) de grau m, com n < m, para efetuarmos o
produto entre p(x) e g(x)devemos completar a escrita de p(x) e de g(x) até o termo n

+ m colocando as = 0 para s>n e bg =0 para s >m.

Define-se o produto p(x).q(x) = f(x) como
t(X) = p(X).q(X) = Co + C1X + CoX* + ... + CramX™™(2)

onde,

Cci=aobi+ aibi + ... +aiby + abgpara 0 <j<n+m

Podemos também dizer que obtemos o resultado do produto entre
p(x) e q(x), multiplicando cada termo a; X de p(x) por cada termo b; X de q(x),
segundo a regra:

“Se n,m sdo ndimeros naturais, o produto dos monémios p(x) = ax"
e q(x) = bmx™ é definido comop(x)q(x) = anbmx™™ (OLIVEIRA E FERNANDEZ, 2010,
p. 257).

Isto que dizer que, de forma geral, para se obter o produto de dois
polinbmios p(x) e q(x) que sdo formados por dois grupos de mondmios, devemos
fazer a multiplicagdo de cada mondémio de p(x) por cada um dos monémios de q(x),
somar os monémios obtidos aos mondmios anteriores e repetir o processo até o
ultimo mondémio de p(x).

Exemplos:

1) Multiplicagédo de mondémio por monémio
7xYy . 3xy? = (7.3).(<".y.x.y%) = 21x°)°
De forma geral, calculamos o produto dos coeficientes e o das
partes literais. Este ultimo, utilizando a propriedade da multiplicacdo de poténcias de

mesma base, ou seja, conservamos a base e somamos 0s expoentes.
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2) Multiplicagao de monémio por polindbmio
1Mx°%.(2x + 1) = 11x°.2x + 11x2.1 = 22x° + 11x°

De forma geral, o monémio foi multiplicado por cada termo do
polinbmio, conforme visto anteriormente e utilizando a propriedade distributiva da

multiplicagdo em relagao a adigao.

3) Multiplicagao de polinémio por polindmio
(Bx + 2y)(y + 4x — 8) = (3x.y + (3x).(4x)— (3x).8) + (2y.y + (2y).(4x) — (2y).8)
= 3xy + 12x° — 24x + 2% + 8xy — 16y
= 12x% + 2% + 11xy— 24x — 16y

De forma geral, todos os termos (mondémios) do primeiro polinémio
sao multiplicados por cada termo do segundo polinbmio, utilizando a propriedade
distributiva da multiplicacdo em relagdo a adigdo. Ao final, os termos semelhantes

sdo agrupados.
Proposigao 1

Se o polinbmio p(x) tem grau n e o polinbmio q(x) tem grau m, entao
o polinémio (p(x)).(q(x)) tem grau (m+n).

Demonstragao:

De acordo com a defini¢cao citada em (2), temos que o coeficiente ¢y
= agho. Da mesma forma, o coeficiente do termo x™" & Cp+m = apbm. Como p(x) tem
grau n (ou seja, a,* 0) e q(x) tem grau m (ou seja, b,* 0), o coeficiente cpem =

anbm* 0. Sendo assim, o polinbmio(p(x)).(q(x)) tem grau (m+n).
Propriedades do produto entre dois polinémios:

1) Associatividade: Dados polindmios p(x), q(x) e f(x), vale
(P(x)-q(x))t(x) = p(x)(q(x).f(x))

2) Elemento Neutro: Sendo o polinbmio constanteqg(x) = 1 e sendo p(x) um

polinbmio qualquer, ent&o:
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q(x).p(x) = 1. p(x) = p(x)

3) Comutatividade: Se p(x) e g(x) s&o polinbmios, entao:
p(x)-q(x) = q(x)-p(x)

4) Distributividade: Se p(x), q(x) e t(x) sdo polinbmios, entao:
(p(x) + q(x))t(x) = q(x).t(x) + p(x).t(x)

De acordo com os fatos apresentados anteriormente, podemos
chegar a uma conclusédo interessante sobre inversos multiplicativos que é: a
propriedade de existéncia de elementos inversos para a multiplicacdo de polindmios
nao vale.

De fato, podemos verificar que se p(x) € um polinbmio de grau n
maior ou igual a um, entdo nao existe um polindbmio q(x) tal que p(x)q(x) = 1.

Suponhamos que exista g(x), um polinbmio com grau m = 0 tal que
p(x).q(x) = 1.

De acordo com a Proposicao 1, temos que o grau de p(x).q(x) é
(m+n) que é maior ou igual que um. Como o grau do polinbmio constante 1 é zero,
temos que a igualdade acima nao pode valer, chegando entdo a um absurdo.

Resumindo, os Unicos polinbmios que podem ter inversos

multiplicativos sdo os polinbmios constantes nao nulos.

1.8 PRODUTOS DE POLINOMIOS NOTAVEIS OU PRODUTOS NOTAVEIS

Segundo Imenes e Lellis (2009), os produtos notaveis podem ser
definidos como alguns produtos entre polinbmios que aparecem com muita
frequéncia em calculos algébricos (na deducédo de formulas, na resolugédo de
equacdes, etc.) e, por isso, os resultados desses produtos sdo chamados produtos
notaveis.

Considerando nosso interesse neste trabalho em tratar de produtos
notaveis com alunos do Ensino Fundamental, abordamos os conteudos conforme

constam em livros didaticos deste nivel de escolaridade.
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1.8.1 Quadrado da Soma Entre Dois Termos

Segundo Imenes e Lellis (2009), o quadrado da soma entre dois
termos tem como forma geral (a +b)>.
Utilizando a definicdo de potenciagdo e de produto entre dois

polinbmios, podemos escrever:
(a+b)’>=(a+b)(@a+ b)=a’+ab+ ba+b*= a°+ 2ab + b

O produto notavel obtido a®> + 2ab + b?> é chamado trindmio
quadrado perfeito.

Tendo o objetivo de facilitar a compreenséo por parte do aluno,
Ribeiro (2010, p.148), ressalta que o resultado encontrado acima pode ser escrito
como “o quadrado da soma de dois termos é igual ao quadrado do primeiro termo,
mais duas vezes o produto do primeiro termo pelo segundo, mais o quadrado do
segundo termo.”

Vamos destacar alguns exemplos, mostrando a praticidade da
escrita acima:

e (x+1P2=x*+2.x1+1%=x*+2x+ 1

o (2y +5w)% = (2y)% + 2.2y.5w + (5w)* = 4y* + 20wy + 25w°

1.8.2 Quadrado da Diferenga Entre Dois Termos

De acordo com Imenes e Lellis (2009) o quadrado da diferenga
entre dois termos é uma expressao do tipo (a -b)>.

Utilizando a definicdo de potenciagdo e de produto entre dois
polinbmios, podemos escrever:

(a-b)?=(a-b)(a-b)=a*-ab-ba+b’>= a*-2ab + b

O produto notavel obtido a - 2ab + b*> também é denominado
trinbmio quadrado perfeito.

Segundo Ribeiro (2010, p. 150), podemos representar o resultado
encontrado como “o quadrado da diferengca de dois termos é igual ao quadrado do
primeiro termo, menos duas vezes o produto do primeiro termo pelo segundo, mais o

quadrado do segundo termo.”
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Para mostrar a praticidade do exposto anteriormente, resolvemos
alguns exemplos:

o (2x—y)P=(2x)?-22xy + YV =4 -4xy + y*

e (3-4a)=3%-23.4a+(4a)*=9-24a + 16a°

1.8.3 Produto da Soma pela Diferenga Entre Dois Termos

O produto da soma pela diferenca entre dois termos € o nome dado
a expressao do tipo(a + b)(a — b) (IMENES; LELLIS, 2009).
De acordo com o conceito de produto entre dois polinbmios,

podemos escrever.
(a +b)(a—b) = a’—ab + ba - b’>= a*- b?

O produto notavel obtido a* - b?€ chamado diferenca de dois
quadrados.

De acordo com Ribeiro (2010, p.152), o resultado anterior pode ser
resumido como “o produto da soma pela diferengca de dois termos é igual ao
quadrado do primeiro termo, menos o quadrado do segundo termo.”

Vejamos alguns exemplos:

« (x+2))(x=2y) =x" = (2y)" =X~ 4y’
e (3a +2b)(3a - 2b) = (3a)’ — (2b)? = 9a° — 4b°

1.8.4 Cubo da Soma Entre Dois Termos

O cubo da soma de dois termos tem como forma geral (a +
b)*(Dante, 2007).

Usando a definicdo e propriedades do produto de polinbmios,
podemos escrever:

(a+ b)’ = (a +b)(a + b)?

= (a + b)(a@*+ 2ab + b?)

= a° + 2a°b +ab® + a’b +2ab’+b°

=a’+ 3a°b + 3ab®> + b°
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Segundo Dante (2007, p. 103), uma forma simples de “memorizar’ o
valor dessa soma é: “o cubo da soma de dois termos € igual ao cubo do primeiro
termo, mais trés vezes o produto do quadrado do primeiro termo pelo sequndo, mais
trés vezes o produto do primeiro termo pelo quadrado do segundo, mais o cubo do

segundo termo.”
1.8.5 Cubo da Diferenca Entre Dois Termos

O cubo da soma de dois termos, segundo Dante (2007), € uma
expressao do tipo (a - b)*.
Usando a definicao e propriedades do produto de polinbmios, assim

como a resolugao de quadrado da diferenca entre dois termos, podemos escrever:

(a-b)* = (a-b)(a -b)?
= (a -b)(a*- 2ab + b?)
= a° - 2a°b +ab? -a’b +2ab’*- b°

= a° - 3a°b + 3ab® -b°

Para o autor, podemos “memorizar” o valor dessa
diferenga,reescrevendo-a como“o cubo da diferenca de dois termos é igual ao cubo
do primeiro termo, menos trés vezes o produto do quadrado do primeiro termo pelo
segundo, mais trés vezes o produto do primeiro termo pelo quadrado do segundo,
menos o cubo do segundo termo.

Dando sequéncia ao nosso trabalho no campo da Algebra, mas com
enfoque no tema “Contagem”, temos uma forma que generaliza alguns dos produtos
notaveis vistos anteriormente. Esta generalizagdo é conhecida como o binémio de
Newton ou formula binomial de Newton, devido ao Matematico Isaac Newton (1642
- 1727).

1.9 TRIANGULO DE PASCAL, BINOMIO DE NEWTON E 0S PRODUTOS NOTAVEIS

Para tratar das definicbes de tridngulo de Pascal, Bindbmio de

Newton, assim como suas relagdbes com o tema produtos notaveis, retomamos
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alguns desses conceitos com base nas definicbes apresentadas por Oliveira e
Fernandez (2010) e por Schor e Tizziotti (1975).

1.9.1 Retomando Alguns Conceitos

e Fatorial
Dado um numero natural qualquer n, sendo n>1, define-se fatorial

de n e indica-se por n!,como sendo
n'=n(n-1.n-2)....n—(n-1)).
Exemplo 5! =(5).(6-1).(6-2).(6-3).(5-4)=5.4.3.2.1=120

Nos casos particulares n =1 e n = 0 define-se 1!=1 e 0!=1, por

convengao.

e Numero Binomial
Dados dois numeros naturais n e p, com 0 < p < n, 0 numero

1 fﬂ) it
binomial de ordem n e classe p,("),dado por L"-‘ = pl{— @) é a combinacédo de n

elementos tomados pa p, comneER. 0<sp<n.
1.9.2 Triangulo de Pascal

Segundo relatos histéricos, Pascal (1623-1662), um dos
inspiradores da moderna teoria das probabilidades, foi o descobridor de algumas
propriedades desse tridngulo de numeros que representa um dispositivo pratico
para calcular os coeficientes de alguns binémios.

O tridngulo de Pascal é um triangulo numérico infinito formado por

143
coeficientes binomiais(@), onde n representa o numero da posicao vertical (linha) e
prepresenta o numero da posigao horizontal (coluna)do triangulo.
A construgdo do triangulo se faz de forma que cada elemento do

tridngulo de Pascal € igual a soma dos elementos imediatamente acima e a direita
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com o elemento imediatamente acima e a esquerda. O elemento da primeira linha e
primeira coluna é 1.

Sendo assim, temos as seguintes representagdes:

Figura 1 - Numeros Binomiais e o Triangulo de Pascal
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Fonte: Schor e Tizziotti (1975, p. 46)

Figura 2 - O Triangulo de Pascal
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Fonte: Schor e Tizziotti (1975, p. 46)

Schor e Tizziotti, (1975) destacam algumas propriedades do triangulo

de Pascal da Figura 2.

Propriedade 1: Em cada linha, os termos equidistantes sao iguais.
Para verificar essa propriedade, basta considerarmos uma das linhas

no tridngulo da Figura 1, como por exemplo a sexta linha, formada pelos numeros
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) = 1.0)=5 ()10, 6) 10, ) 5 5)
0/ =1,\1/=5,\2/=10, \B8/= 10, \#/ =5, \F/ = 1, nessa ordem. E possivel verificar

os pares de numeros equidistantes 1, 1; 5,5; 10,10.

n T
De fato, para cada n, p com 0 < p < n, temos (ﬂ —?9) = (ﬂ)

Demonstracao:

(’Z) nl
Temos que @/ = pln - p)l

{ n ) nl 1l 1l
Jawn-p) = —-plln-Gi—p) = (r=pl(n=-n+p) = G—plpl =

(") - )
Portanto, Y& Ff = ¥

Propriedade 2: Adicionando dois elementos consecutivos da mesma linha do

nl
G @)

tridngulo de Pascal, encontramos o elemento imediatamente abaixo da parcela da
direita.

Para verificar essa propriedade, vamos considerar duas linhas do
tridngulo de Pascalda Figura 1, a sexta e sétima linhas que sdo formadas pelos

numeros

6° linha :G) =1, (f) =5, (§)= 10, (§)= 10, (i) =5, (i) =1
72 linha :G) =1, (:) = 6, G)= 15, (:]= 20, (:) =15, G) = 6, (:] =1

Podemos observar que na sétima linha cada um dos numeros
compreendidos entre os numeros 1 (do inicio e fim da linha) sdo o resultado da
soma de cada numero da linha anterior com seu consecutivo: 1+5, 5+10, 10+10,
10+5, 5+1.

(7766
De fato:\ # /=W p—=1
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Esta igualdade corresponde a Relagdo de Stiffel que

demonstraremos a seguir.

)
Temos que ] = i —-pllelp -1 =
wl
alfip -1 n—-@E-1) =@ -1l -p + 1)
(s;)_i_(ﬂnz ) 7t il
Logo, ] r=1 = pla-pN+ E-1E-p=10 =
11l 7l
pl-10t—pN + -G —p +1)in—-pN =
wlr—p + 1)+ unlp nlp—p+1+p) ath i - 1)

=plp - —p+1Mn—p)l = ple-1NE-p -+ 10—l =pl G -2 = 1)

(fﬁ:—1) G + 1) Gz = 1)l
Poroutrolado, A\ ® Jf=pl@i—+1-pl=pl@ = 1-p)

("2 )G 2)
Entao, \ # /= )" \p-1

Propriedade 3: A soma dos elementos de uma linha qualquer do tridngulo de Pascal
é2".
Consideremos as primeiras linhas do triangulo de Pascal e somemos
seus elementos, escrevendo o resultado como uma poténcia de base 2.
12linha: 1 =2°
22linha:1+1=2=2
32linha:1+2+1=4=2?
4linha:1+3+3+1=8=2°

':?)“ q) +@)+ ...+ﬁ)= 2"

Podemos mostrar essa igualdade utilizando o principio da indugao
finita.
De fato:

Para n=1 temos,



G)+ﬁ)=1+1=2

Também temos que 2' = 2

Logo, para n =1, vale G:)" (fl =2"

Sendo a igualdade {;t)" {1) + (2)"' . &)' 2" verdadeira para n

= 1, vamos supor sua validade para n = k>1, k © ¥ e mostrar que ela sera verdadeira
paran =k + 1.
Primeiro consideremos que

0 0.0 .0 Z26-

)

Logo, devemos mostrar que

207

k=q =N+

Sabemos que

n-h1

200 0. 200,02

T 1] {rcl it T 1) {n:l
Jaque ' o [/ pode ser substituido por o/, pois ¥ © =1 e W/ =1; assim como

It

{T’c:U pode ser substituido por m:),pois it - 1) =1e (n:) = 1; ap6s fazermos essas

substituicdes e utilizarmos a Relacao de Stiffel nessa igualdade obtemos,

e, X0 26D

0 + =1

Substituindo (3) nessa igualdade encontramos
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n

S0, 20,260,

=2+ 2"=2"(1+1)=2"2=2""

Sendo assim, mostramos que a igualdade

(ﬁ]" (f] + @]* ot @= 2" é vélida para qualquer n natural.

Desta forma, podemos utilizar esses resultados para efetuar o
calculo de alguns produtos binomiais, inclusive no calculo de alguns dos produtos

notaveis ja mencionados nesse trabalho. Essa aplicagao sera mostrada a seguir.

1.9.3 Foérmula do Bindbmio de Newton

Segundo Schor eTizziotti (1975, p. 49, 50 e 51), dadosa €R | hc R ¢

n€ N  temos:

(@a+b)'= (ﬂ)a”bo + (ﬂa"'1b1 + @)a”‘zbz +...4+ (af 1)a1b”'1 + @aob"

Demonstracao
A demonstracdo dessa igualdade pode ser realizada usando o
principio da indugéo finita.
De fato:
Para n = 0 temos,
(@a+b)=1

Também

(:)aob" =11.1=1

(o) ()
Logo, para n = 0, vale (a + b)" = to}a"b’, ou seja, (a + b)° = \0/a°p’
Para n =1, temos:

(@a+b)'=a+b
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Também

G)a%o + ﬂ)aotf =1al1+11b=a+bh

(o)t + @)
Logo, paran = 1, vale (a + b)" = \w/a"p® + \afa™'b", ou seja,

(@a+b)' = G]a%‘) + G)a‘w

Supomos entdo que a férmula é verdadeira para n = k> 1, ou

seja,que
(©)ao ) (:
(@a+ b) =\0/a"p0 + \1 gk pt + .+ Ve fa0pk
Mostramos que sera verdadeira paran =k + 1
Consideremos
(6)ao 4 () (&)
(@+ by =\0/a"p% + \1/axTpT + |+ Ve /30K
Multiplicando os dois membros da igualdade por (a + b),
encontramos:

(a+b).(a+b)=(a+b) ({};)akbo + Cf)akﬁ)1 + ..+ G:)a%k )

@)oo ) (= 2) e+ (s )+ G)
(@+b)* = \0/a 0 + \pakp' + .+ W =1/ T + \i/a b  + W/ afp + W1 a" % +

K
. +(’1*' - 1)a1bk + @)aob'”1

Agrupando os termos dois a dois (exceto o primeiro e o ultimo

termo), podemos escrever

(a+b)"' = (g)a"”bo + [(f)ﬁ (ﬁ)l apt+m T [( )“ (k P1i1)1a1bk" (:laobkﬂ

No entanto, temos que:

(o) (57 pois ) 210 (53 7)
0 /pode ser trocado por ¥ @ /| pois =1el 0 /=1
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k k41 k
*( )pode ser trocado por {*5 + 1),pms (hf) 1e
(1) ()= (5
1 0 1
Y L f &
eRelacado de Stiffel L (k) (k -

Desta forma:
+1 k-1 k+1 k41
(a+ by = (kﬂ )ak”b0 + ( 1 )akb1 + .+ ( K )a1bk + (k + 1)a°bk+1

O que demonstra que a igualdade

(a+b)" = (ﬁla”bo + (fla”‘1b1 + @]a”'zbz (rt - ] p 4+ Q) %", E valida para
qualquer n natural.

De acordo com Schor e Tizziotti (1975), podemos fazer as seguintes observagoes:

i
e Os numeros {:}], {]1] {12] s {:l] sdo os numeros de uma linha do triangulo de
Pascal, portanto os equidistantes dos extremos s&o iguais;
e Os expoentes de a decrescem de n a 0 e os expoentes de b crescem de 0 a n;
e Em cada termo, o expoente de b é igual a classe do numero binomial,
e Em cada termo, a soma dos expoentes de a e b valem n;
e A ordem de cada termo é uma unidade maior que o expoente de b;

e O desenvolvimento de (a + b)" tem (n+1) termos.
1.9.4 Termo Geral do Binbmio de Newton

Definindo, com base em Schor e Tizziotti, (1975, p. 54 e 55)
Se representarmos o bindmio de Newton por (a + b)" e considerarmos Ty.1 seu termo

geral, para 0 < k < n, temos

Termo geral de (a + b)" édado por Ty = E:)a”'kbk
Empregando o simbolo de somatdria, a férmula do binbmio de Newton pode ser

escrita como

>0 .,

(a+ b)'= k=a
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Aplicando esse conceito aos produtos notaveis ja citados, podemos escrever:

o (a+b)P= @a%" + @aw + @)a(’b?

=1.8°1+2.ab+11.b°

= a’ + 2ab + b?

o (a-b)y= ﬁ)azbo - ﬁ)a%1 + g)aobz

=1.a°1-2.ab+1.1.b°
=a’-2ab + b?

o (a+b)= @a"’b" + ﬁ)a2b1 + G)a%z +®a°b3

=1.a8°1+3.a°b+3ab’>+1.1b°

=a’+ 3a’b + 3ab®* + b°

o (a-b)P= G)a%o - ﬁ)azb1 + G)a1b2 -G)a°b3

=1.a°1-3.a°.b+3.ab*-11.b°
=a’-3a’b + 3ab’- b°

Pela observagao das regularidades, podemos afirmar que no
desenvolvimento de(a + b)" todas as parcelas sdo precedidas do sinal (+) enquanto
no desenvolvimento de(a -b)" a parcela é precedida do sinal (+) ou (-), conforme o

expoente de b(no desenvolvimento) seja par ou impar, respectivamente.
1.10 FATORACAO DE POLINOMIOS

Fatorar polinbmios equivale a transformar esses polinbmios em
produtos de dois ou mais polinbmios de graus menores, chamados fatores. Assim,
quando falamos em fatoracao, estamos dizendo que existe uma forma de isolar um
fator para se chegar (em geral) a um resultado mais simples, porém equivalente.

Consideramos a “ fatoracdo de polinbmios” um tépico importante,
pois muitas vezes permite a simplificacdo de calculos algébricos e facilita a
resolucdo de equagdes de graus iguais ou maiores que 2. Fazendo um apanhado
geral dos livros analisados, podemos retomar algumas técnicas que nos permitem

fatorar um polinémio.
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1.10.1 Fatoracdo Pelo Fator Comum em Evidéncia

Dado o polinbmio

p(x)=ap+arx+ayx’+..+ax"

Se ao analisar todos os mondmios (termos) que compdem o
polindmio p(x) for possivel encontrar:

e um divisor comum a todos os coeficientes de p(x) e/ou,

e uma parte literal pela qual seja possivel dividir cada termo do
polindmio p(x), esse divisor comum e/ou essa parte literal pode ser
colocado em destaque ou evidéncia.

Exemplo: Seja o polinbmio 15ab + 3ac. O fator comum 3a aparece

nas duas parcelas, entdo podemos coloca-la em destaque ou em evidéncia.

Entdo, dividimos cada termo do polinbmio pelo fator comum 3a. A
forma fatorada de um polinbmio quando colocamos o fator comum em evidéncia,
sera igual ao produto do fator comum em evidéncia pelo polindmio obtido da divisdo
de cada termo do polinbmio. Assim, no exemplo em questdo encontramos

15ab + 3ac = 3a(5b + ¢)

1.10.2 Fatoragao Por Agrupamento

Dado o polinbmio
p(x)=ap+arx+ayx’+ ... +ax"

E possivel que ao analisar todos os mondmios (termos) que
compdem o polindbmio p(x) ndo seja possivel encontrar um divisor comum a todos os
coeficientes de p(x) e/louuma parte literal pela qual seja possivel dividir todos os
termos do polindbmio p(x).

Mas, existem casos em que podemos fazer pequenos grupos de
polinbmios a partir do polinbmio dado, observando que nesses pequenos grupos
exista um divisor comum a todos os coeficientes do polindmio obtido neste pequeno
grupo e/ou uma parte literal pela qual seja possivel dividir todos os termos do
polinbmio obtido neste pequeno grupo.

Exemplo: Seja o polindmio xy — y? + 2x — 2y. Este polinémio nao

possui um fator comum que possa ser evidenciado para todos os seus termos.
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Entdo, a técnica que empregamos consiste em fazer pequenos grupos de

polindmios a partir do polindbmio dado, desta forma:

Xy =y +2x =2y = (xy - )+ (2x - 2y).

Assim, podemos fatorar os pequenos grupos formados a partir do

polinbmio dado, utilizando a técnica de fatoracao pelo fator comum em evidéncia:

(xy =Y =y(x—y)e (2x—2y) = 2(x - y)

Desta forma, obtemos a fatoracdo do polinbmio dadoe podemos

escrever

Xy =y +2x =2y =y(x—y)+2(x—y).

Porém, nesta escrita fatorada notamos que os termos entre
parénteses sdo iguais, permitindo uma nova fatoracdo na qual, novamente,

utilizamos a fatoragao pelo fator comum em evidéncia, ou seja:

Yx=y)+2(x=y)=(x-y)y +2)

Entado, temos que:

Xy =y +2x=2y= (xy = ')+ (2x = 2y) = y(x —y) + 2(x = y) = (x = y)(y
+2)

1.10.3 Fatoracdo Pela Diferenga de Dois Quadrados

Esse caso de fatoracdo se aplica a polinémios da forma a® - b?
resultantes de produtos do tipo (a +b)(a — b) — produto da soma pela diferenga entre
dois termos.

Considerando a igualdade (a +b)(a — b) = a* - b?, fatorar polindmios
do tipo a? - b?, significa escrevé-los na forma (a +b)(a — b).

Exemplo: vamos analisar o polinémio 4x? - y*. Neste caso, devemos

notar que o polindbmio dado, nada mais € que o resultado de um produto notavel do
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tipo “produto da soma pela diferenca”. Desta forma, ao invés de escrever 4x> - y?,

simplesmente escrevemos sua fatoracao (2x + y)(2x —y).
1.104 Fatoragcédo do Trinbmio Quadrado Perfeito

Esse caso de fatoracéo se aplica a polindmios da formaa® + 2ab + b?
oua® - 2ab + b?, resultantes de produtos do tipo (a +b)?ou (a - b)?, respectivamente.
Ou seja, séo resultados de produtos notaveis do tipo “quadrado da soma entre dois
termos” ou “quadrado da diferenca entre dois termos”.

Considerando as igualdades (a +b)? = a® + 2ab + b® e (a - b)*= a° -
2ab + b?, fatorar polindmios do tipo a®+ 2ab + b® ou a° - 2ab + b, significa escrevé-
los na forma (a +b)? ou (a — b)?, respectivamente.

Exemplo: Consideremos os polindmios x* +2xy + y* e x*- 2xy + y°.
Percebemos que elessao, respectivamente, os resultados dos desenvolvimentos dos
produtos notaveis (x + y)? e (x — y)* . Desta forma, ao invés de escrever x> +2xy + )7,
escrevemos sua fatoracdo (x + y)* e ao invés de escrever x* - 2xy + )?, escrevemos

sua fatoraggo (x — y)>.

1.10.5 Completamento de Quadrados e Fatoracdo de Trinbmios do Segundo Grau

Analisamos dois exemplos:
1) Sendo o polindmio x* + 10x + 9.
Podemos notar que, com 25 unidades a mais, teremos um quadrado
perfeito como uma parte do polinbmio dado. Entdo, somando-se e subtraindo-se 25
ao polinbmio e, usando a técnica da fatoragao pela diferenga de dois quadrados,
teremos:
X*+10x+9=x*+10x+9 +25-25
= (x* + 10x + 25) + (9 — 25)
=(x+5)%-16
=(x+5+4)(x+5-4)
= (x+9)(x + 1)

que é a forma fatorada do polinémio dado.
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2) Vamos agora considerar o polindmio x* — 8x + 15. Podemos adicionar e

8
subtrair(z)?> ao polindmio dado e, apds utilizar a técnica da fatoracdo pela

diferenca de dois quadrados,teremos:

8 8 8 8
X —8x+15+(2)°—(2)°= (x—2)° + 15— (2)?
8 4
=(x—2)P2+15-T%
8 4
=(x—-2)°-1
a
=(x—2)°-1
8 8
=((x- 2)+1)((x- 2)-1)
= (x—3)(x - 5)

que é a forma fatorada do polinémio dado.

Podemos considerar ainda que querendo determinar os valores de x
que anulam ambos os polindmios fatorados anteriormente x> + 10x + 9 ex> — 8x + 15,
podemos iguala-los a zero, obtendo suas raizes.

Desta forma:

x>+ 10x + 9 = 0, determina x = -9 ou x = -1 como suas raizes e

x> —8x+15= 0, determinax = 3 ou x = 5 como suas raizes.

Isto evidencia que a fatoracdo também estd relacionada a
determinacao das raizes de um polinémio.

Desta forma, é possivel observar que quando o coeficiente de x* é
igual a 1, o coeficiente de x corresponde a soma das raizes do polinbmio dado com
o sinal trocado e o termo independente corresponde ao produto das raizes.

Dado um trindmio do segundo grau ax* + bx + c,onde bec € Re a
= 1, se asoma das raizes do polinbmio do tipo trinbmio do segundo grau for
denotada por s(x; +x2)e o produto dessas mesmas raizes for denotada por p (x1.x2),

entdo o trinbmio pode ser reescrito como:

X2 —=sX + P = X2 —(X1 +X2)X + (X1.X2)
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Para o polinbmio da forma ax® + bx + c,ondeabecsz Rea#0,

temos:
e c
ax’+bx+c=a(xX*+ax+a)

= a(x* — sx + p)
= a(x® —(x1 +X2)X + (X1.X2))
= a(x2 — XX1 — XX2 + X1X2)
- alx(x - x1) = xalx = x1)

= a(x — x1)(x — x2)

Que é a forma fatorada de ax* + bx + c.

O objetivo deste capitulo foi retomar a importancia histérica do
conteudo abordado nesta pesquisa, assim como garantir uma revisao teorica desse
conteudo. Porém, neste trabalho, a abordagem do tema proposto ira além do ja
exposto anteriormente, pois faremos também uma abordagem geométrica, devido a
sua importancia para a aprendizagem, visto que a representagdo geométrica
constitui-se numa importante ferramenta para o entendimento de determinados
conceitos. Essa nova abordagem sera tema do nosso proximo capitulo, no qual
faremos uma reconstrugao histérica do uso da geometria para resolver problemas

algébricos, além de ressaltar sua importancia para este trabalho.
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CAPITULO 2
A GEOMETRIA NO ENSINO DA ALGEBRA

Vamos, inicialmente, refletir sobre o ensino da Algebra no Ensino

Fundamental. Para isso, consideraremos os autores Coxford e Shulte (1995, p. 23):

A Algebra “é uma fonte de confusdo e atitudes negativas
consideraveis entre os alunos”. Esse comentéario faz parte de um
estudo, feito na Inglaterra, de recordagdes de adultos sobre suas
experiéncias ao aprender matematica na escola (Universidade de
Bath, 1982). Obviamente, € um sentimento que poderia muito bem
ter sido expresso por qualquer professor de matematica. Nao ha
duvida de que muitos de seus alunos também concordariam. Uma
das razbes para esse estado de coisas € que os alunos parecem
achar Algebra dificil.

Pensando em nossa pratica na sala de aula, podemos afirmar que é
essa a situacdo com a qual nos deparamos ao ensinar Algebra. Concordamos com
Coxford e Shulte(1995), inclusive quando relatam as principais dificuldades dos
alunos como sendo o uso da notacéo e da convencdo em Algebra, a natureza das
respostas e o significado das letras e das variaveis.

Procurando uma alternativa a esse problema, buscamos uma forma
de trabalho na qual os alunos principiantes encontrassem significado. Para isso,
nossa proposta € ajudar os alunos a criar esse significado com base no
conhecimento que ja tém.

Nessa proposta, as expressdes algébricas sdo introduzidas como
respostas a problemas geométricos que envolvem conceitos aprendidos
previamente, tais como o perimetro e a area de um retangulo. Escolhemos esse tipo
de problema por comportarem uma facil representagao visual.

Além disso, ao fazer uma analise histérica, encontramos muitos
relatos que evidenciam a importancia de uma representacdo geométrica para a
resolucdo de problemas algébricos e, sobretudo, para o estudo dos produtos
notaveis e fatoragao.

Segundo Eves (1992, p.68):
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A algebra dos primitivos gregos (dos pitagéricos e Euclides,
Arquimedes e Apolbnio, 500-200 a. C.) era geométrica devido a sua
difilcudade légica com numeros irracionais € mesmo fracionarios e
suas dificuldades praticas com os numerais gregos, que eram algo
semelhantes aos numerais romanos e igualmente canhestros. Era
natural para os matematicos gregos desse periodo usar um estilo
geomeétrico, para o qual tinham gosto e habilidade.

Para Eves (2004), os gregos antigos (600 a. C. a 450 d. C.) querendo
representar um numero por meio de um comprimento, mas sem possuir uma
notacdo algébrica adequada, idearam processos algébricos engenhosos para
efetuar operacgdes algébricas.

De acordo com esse autor, atribui-se aos pitagoricos parte
consideravel da Algebra Geométrica que se acha espalhada por varios dos primeiros
livros dos Elementos de Euclides. Podemos citar também a resolugdo geométrica de
equacdes quadraticas como exemplo da Algebra Geométrica utilizada pelos gregos.

E no livro Il dos Elementos que encontramos varias proposicdes que
na realidade sado identidades algébricas envolvidas numa terminologia geométrica.

Segundo Eves (2004, p. 107 e 108) os primeiros pitagoricos teriam
desenvolvido essas proposicdes por métodos de decomposicdo. Para ilustrar o
meétodo, vamos considerar uma das poucas proposi¢des do Livro Il dos Elementos.

A Proposicéao 4 do livro Il estabelece geometricamente a identidade

(a + b)>= a* + 2ab + b

Decompde-se 0 quadrado de lado (a + b) em dois quadrados e dois
retdngulos de areas a2, bz, ab e ba, respectivamente, como mostra a Figura 3.0
enunciado de Euclides para essa proposicdo é: Dividindo-se uma reta em duas
partes, o quadrado sobre a reta toda é igual a soma dos quadrados sobre as partes

Jjustamente com o dobro do retangulo contido pelas partes.

Figura3 - Representagcdo Geométrica do Quadrado de Uma Somaa b

«

a

b a‘ab

ba b?

Fonte: Eves (2004, p. 108)
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Como teria entdo essa forma de resolugcédo se diluido ao longo do
tempo e acabado por tornar-se esquecida?

Miorim (2003) ao fazer um estudo sobre o ensino de Matematica no
Brasil nos leva a entender as razdes pelas quais houve uma ruptura com essa
“forma grega” de pensar, levando-nos a enxergar a Matematica de forma
fragmentada.

Para entender melhor a situagado do ensino de Matematica em nosso
pais no século passado citamos Roxo (1940 apud MIORIM, 2003, p.92):

Entre nés, até 1929, o ensino de aritmética, o de algebra e o de
geometria eram feitos separadamente. O Estudante prestava,
pelo regime de preparatorios que vigorou até 1925, um exame
distinto para cada uma daquelas disciplinas [...]. Em 1928,
propusemos a Congregacao do Colégio Pedro Il a modificacao
dos programas de matematicas, de acordo com a orientagéo do
moderno movimento de reforma e a consequente unificagao do
curso em uma disciplina uUnica sob a denominacdo de
matematica [...]

De acordo com Miorim (2003), nessa mesma €poca, surgiram
propostas para a atualizagado do ensino de Matematica nas escolas considerando os
“motivos psicoldgicos”. Sobre esse assunto citamos Klein (1927, apud MIORIM,
2003, p. 69):

O professor deve ser, por assim dizer, algo diplomatico; tem de
conhecer a psicologia das criangas para poder captar o seu
interesse, e isso s6 podera conseguir se aceitar apresentar as
coisas de uma forma facilmente assimilavel. Dentro da escola,
apenas nas classes superiores se pode revestir a doutrina de
forma abstrata [...]. Mas isso [...] deveria também estender-se a
todo ensino, mesmo o superior; a matematica sempre deveria
ser apresentada relacionada com tudo aquilo que pudesse
interessar ao homem e com o que utilizara em sua vida.

Desta forma, apdés um longo processo, tivemos uma modernizagao
no ensino de Matematica. Essa modernizacido, curiosamente, muitas vezes passou
pelo retorno a utilizacdo de métodos desenvolvidos na Antiguidade.

Atualmente os documentos que norteiam nossa pratica docente e
constituem um referencial para a construgao de uma pratica que favorega o acesso
ao conhecimento matematico “propdem um novo enfoque para o tratamento da

Algebra, apresentando-a incorporada aos demais blocos de contetidos, privilegiando
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o desenvolvimento do pensamento algébrico e ndo o exercicio mecanico do
calculo”.(BRASIL, 1998a, p. 60).

O “novo enfoque” destacado nos Parametros Curriculares Nacionais
— Introducdo aparece de forma detalhada nos Parametros Curriculares Nacionais —
Matematica (BRASIL, 1998b, p. 121).

De acordo com este documento,

Convém também salientar que a “visualizacdo” de expressoes
algébricas, por meio do calculo de areas e perimetros de retangulos,
€ um recurso que facilita a aprendizagem de no¢des algébricas [..]. A
utilizagdo desses recursos possibilita ao aluno conferir um tipo de
significado as expressoes.

Autores de livros didaticos também ressaltam a importancia do uso
da representacdo geométrica no estudo da Algebra. Para Ribeiro (2010, p.41) essa

forma de representacao merece destaque:

A representagdo geométrica constitui-se em uma importante
ferramenta utilizada para o entendimento de certos conceitos,
como mondémios e polinbmios, utilizados para representar
areas e volumes, quadrado da soma e da diferenca de dois
termos, sendo, neste ultimo caso, utilizada de maneira mais
significativa.

De fato, “a geometria € um veiculo para representar conceitos
matematicos” (LINDQUIST; SHULTE, 1994, p. 33). Todos ndés conhecemos pelo
menos um exemplo de representagdes geométricas de ideias ndo geométricas como
a reta numerada ser utilizada para representar o conjunto dos numeros reais; 0s
graficos mostrando informag¢des numéricas; uso de areas no ensino de integrais.

De acordo com Lindquist e Shulte (1994) as propriedades
elementares de objetos geomeétricos como retangulos, triangulos e circulos podem
ser utilizados para justificar muitas formulas em outros ramos da matematica.

Para os autores essas justificativas baseiam-se em conceitos
conhecidos e visam convencer o aluno da validade das formulas. Afinal, “as mentes
dos alunos ndo sdo tabulas rasas quando eles comecam a estudar Algebra”
(COXFORD; SHULTE, 2003, p. 137).

Com o intuito de ativar esses conhecimentos prévios, utilizamos a

representacdo geométrica (pela decomposi¢cao em areas retangulares) dos produtos
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notaveis e, consequentemente, de suas fatoragdes para a elaboragao das atividades
de uma sequéncia didatica, construida mediante critérios da Engenharia Didatica.

Sendo assim, os casos abordados nessa sequéncia didatica, tema
do proximo capitulo desse trabalho, foram geometricamente representados
conforme listamos a seguir. Para esta listagem, consideramos novamente os livros
didaticos analisados referentes ao 8° ano (72 série) do Ensino Fundamental: Ribeiro
(2010) e Souza e Pataro (2012).

2.1 REPRESENTAGCAO GEOMETRICA DO QUADRADO DA SOMA ENTRE DoIsS TERMOS

Consideramos um quadrado cuja medida do lado é (a + b), ou seja,
com area A= (a+ by
Em seguida, decompomos esse quadrado em quatro partes,

conforme destacamos na figura 4.

Figura4 - Representacdo geométrica do quadrado da soma entre dois termos (1)
a b
b

+“——r¢—>

Fonte: Ribeiro (2010, p. 148)

As areas das partes obtidas a partir da figura 4 estdo representadas
na figura 5 e sdo dadas por:

Figura 5 - Representagdo geométrica do quadrado da soma entre dois termos (2)

b

aa b
I B E
!

Fonte: Ribeiro (2010, p. 148)
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Podemos obter a area do quadrado inicial, representado na figura 4,
adicionando as areas de cada parte obtida, conforme representagao da figura 5.
A=2a’+ab+ab+ b’ =a’+ 2ab + b*
Mas temos também que A = (a + b)?.
Desta forma justificamos geometricamente a igualdade (a + b)? = a* +
2ab + b*

2.2 REPRESENTACAO GEOMETRICA DO QUADRADO DA DIFERENGCA ENTRE DOIS TERMOS
Consideramos um quadrado cuja medida do lado é a, ou seja, com
area A = a°>. Em seguida, decompomos esse quadrado em trés partes, conforme

destacado na figura 6.

Figura 6 - Representagdo geométrica do quadrado da diferenga entre dois termos

(1)

a a

A
v

T —-p
aa
a-y
A

v

Fonte: Souza e Pataro (2012, p. 114)

De acordo com a figura 7, as areas das partes obtidas sdo dadas

por:

Figura7 - Representagdo geométrica do quadrado da diferenga entre dois termos

(2)

v
Fonte: Souza e Pataro (2012, p. 114)




56

Podemos observar que:
e A darea do quadrado de lados (a — b), representado na figura 6, pode ser expressa
por A = (a— b)%
e QOutra maneira de se obter a area desse quadrado € subtrair as areas do
retdngulo de dimensdes a e be do retangulo de dimensdes (a - b) e b, da area do

quadrado inicial de lado a, conforme representacgéo na figura 7.
Assim temos que
A=a’—ab—(ab-b?) =a*—ab—ab+b*=a’—2ab + b

Desta forma justificamos geometricamente a igualdade (a — b)? = a* -
2ab + b,

2.3 REPRESENTACAO GEOMETRICA DO PRODUTO DA SOMA PELA DIFERENCA ENTRE
Dois TERMOS

Consideramos um retangulo cujas medidas dos lados séo (a + b) e a,
ou seja, com area A = a° +ab. Em seguida, decompomos esse retangulo em outros

dois retédngulos como vemos na figura 8.

Figura8 - Representagdo geométrica do produto da soma pela diferenca entre
dois termos (1)

a ab

v

Fonte: Souza e Pataro (2012, p. 115)

As areas dos retangulos obtidos estdo representadas na figura 9 e

sao dadas por:
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Figura9- Representagdo geométrica do produto da soma pela diferenca entre
dois termos (2)

P

a+b a+b

P »
< >

T

Fonte: Souza e Pataro (2012, p. 115)

Podemos observar que a area do retangulo de lados (a + b) e (a — b)
€ dada por
A=(a+b)a->b),

Conforme verificamos na figura 8.

Outra maneira de determinar a area desse retangulo é subtrair a area
do retédngulo de lados (a + b) e b, representado na figura 9, da area do retangulo

inicial, representado na figura 8. Desta forma, temos que:
A = a’ +ab — (ab + b?) = a® +ab — ab — b? = a® — b?

Assim, justificamos geometricamente a igualdade (a + b)(a — b) = &*
— b

2.4 REPRESENTACAO GEOMETRICA DA FATORACAO PELO FATOR COMUM EM EVIDENCIA

Consideramos um retangulo cujas medidas dos lados séo (a + b) e a,
ou seja, com area A = a® +ab. Em seguida, decompomos esse retangulo em dois
retangulos de areas a’ e ab.O retangulo e a decomposicdo citada constam na figura
10.
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Figura 10 - Representagdo geométrica da fatoragao pelo fator comum em evidéncia

a b
| ..

Fonte: Préprio autor

Podemos observar na figura 10 que a medida a do lado do retédngulo
inicial € comum aos retangulos obtidos pela decomposicéo feita anteriormente e que
a area do retangulo inicial pode ser representada por A = a(a + b).

Desta forma, justificamos geometricamente a igualdade a(a + b) = &

+ab.
2.5 REPRESENTACAO GEOMETRICA DA FATORAGAO POR AGRUPAMENTO
Consideramos um retangulo cujas medidas dos lados séo (a + b) e (x

+y), ou seja, com area A = (a + b)(x +y). Em seguida, decompomos esse retangulo

em quatro partes, conforme visualizagéo na figura 11.

Figura 11 - Representagcdo geométrica da fatoragao por agrupamento (1)
X y

a

b

v

Xy < L]

Fonte: Préprio autor

De acordo com a figura 12, as areas das partes obtidas sdo dadas

por:

Figura 12 - Representagdo geométrica da fatoragéo por agrupamento (2)

X
>

B R JER

Fonte: Préprio autor
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Podemos observar que:

e De acordo com a figura 11, a area do reténgulo inicial de lados (a +
b) e (x +y), pode ser expressa porA = (a + b)(x +y);

e Outra maneira de se obter a area desse retangulo é adicionar as

areas de cada parte obtidas, conforme observamos na figura 12.

Desta forma, temos que:

A=ax+ay+ bx+ by

Nesta expressao, ao utilizarmos a fatoragao pelo fator comum em
evidéncia, encontramos:
A=ax+ay+bx+by=a(x+y)+bx+y)

Mas temos também que A = (a + b)(x +y).
Desta forma justificamos geometricamente a igualdade ax + ay + bx + by = (a + b)(x

+y).

2.6 REPRESENTACAO GEOMETRICA DA FATORACAO PELA DIFERENCA DE Dols
QUADRADOS

Consideramos um quadrado cuja medida do lado € a, ou seja, com
area A = a°. Em seguida, retiramos da area desse quadrado a area de outro
quadrado de lado b, cuja area serd A = b°.

Assim, de acordo com a figura 13, podemos fazer as seguintes

representacdes geométricas:

Figura 13 - Representacdo geométrica da fatoracdo pela diferengca de dois
quadrados (1)

a _ a-b
= «—>
‘s '.Ibb‘

d
<«

A
| . :
' I

Fonte: Préprio autor
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Reorganizando as partes da segunda figura, encontramos a

representacao apresentada na figura 14:

Figura 14 - Representagdo geométrica da fatoracao pela diferenga de dois
quadrados (2)

a->b

A
a+b

Fonte: Préprio autor v

Sendo assim, temos um retangulo cujos lados séo (a + b) e (a — b) -
figura 14. Mas, a area desse retangulo é equivalente a area do quadrado inicial de
lado a, cuja area é dada porA = a’, subtraindo-se dela a area do quadrado de lado b,
cuja area é dada porA = b°.

Desta forma justificamos geometricamente a igualdade a? - b? = (a +
b)(a - b).

2.7 REPRESENTACAO GEOMETRICA DA FATORACAO DO TRINOMIO QUADRADO PERFEITO
DA FORMA A% + 24B + B?

A expressdo a° + 2ab + b? sugere a soma de quatro areas. A area de
um quadrado de lado a, cuja area é dada por A = a% a area de um quadrado de lado
b, cuja area é dada por A = b2; duas vezes a area de um retangulo de lados a e b,
Cuja area € dada por ab.

Essas areas podem ser representadas de acordo com a figura 15:

Figura 15 - Representagao geométrica da fatoragéo do trinbmio quadrado perfeito

—>
aA

da forma a? + 2ab + b? (1)
bb b
«—> <+“—>
bI- a a

Fonte: Préprio autor
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Mas, essas areas podem ser reunidas num unico retangulo, ou

melhor, quadrado de lado (a + b) como mostramos na figura 16:

Figura 16 - Representagdo geométrica da fatorag&o do trinbmio quadrado perfeito
da forma az+ 2ab + b?(2)

a b
————r—»
a
b
Fonte: Préprio autor

Temos entdo que a somas das areas a® b>, ab e ab, representadas
na figura 15,equivale a area do quadrado de lado (a + b) que é dada por A = (a + b)?,

representada na figura 16. Ou seja, justificamos geometricamente a igualdade
a’+b’+ab+ab=a’+ b*+2ab=(a+ b

2.8 REPRESENTACAO GEOMETRICA DA FATORACAO DO TRINOMIO QUADRADO PERFEITO
DA FORMA A? - 24B + B?

Notamos que b(a — b) + ab = ab — b + ab = 2ab — b*. Desta forma,
podemos reescrever a - 2ab +b? como a* — (b(a — b) + ab).

Assim, a expressdo a’ — (b(a — b) + ab) sugere trés areas. A area de
um quadrado inicial de lado a, cuja area é dada por A = a°; a 4rea de um retangulo
de lados a e b, cuja area é dada por ab; a area de um retangulo de lados be (a — b),
cuja area é dada por A = b(a — b), representadas na figura 17, sendo que as duas
ultimas areas devem ser subtraidas da area do quadrado inicial, conforme

destacado na figura 18.
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Figura 17- Representacdo geométrica da fatoragao do trinémio quadrado perfeito
da forma a?-2ab+b*(1)

atb b A
+“—> —>

v

<
«
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v

Fonte: Préprio autor

Figura 18 - Representagdo geométrica da fatoragéo do trinbmio quadrado perfeito
da forma aZ-2ab + b?(2)

a-

v
Fonte: Préprio autor

Temos entdo que ao subtrair as areas b(a — b) e ab da area do
quadrado inicial de lado a que é dada por A = &%, encontramos um quadrado de lado
(a — b), cuja area é dada por (a — b)>. Ou seja, justificamos geometricamente a
igualdade a’-2ab+ b*=(a- b

Nesta pesquisa, procuramos elaborar uma sequéncia didatica para o
ensino e aprendizagem dos produtos e fatoracao de polinbmios. Sendo a analise
anterior referencial para a elaboracdo e desenvolvimento desta sequéncia didatica,
no proximo capitulo trataremos dos aspectos metodolégicos desta pesquisa,
abordando todas as fases da Metodologia da Engenharia Didatica, assim como seu

desenvolvimento.
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CAPITULO 3
ASPECTOS METODOLOGICOS

A metodologia utilizada neste trabalho é a Engenharia Didatica,
proposta por Artigue (1996). Escolhemos esta metodologia por considera-la
adequada ao estudo que pretendiamos realizar acerca da funcionalidade da
utiizacdo das representacbes geométricas para o ensino e aprendizagem de
produtos notaveis e fatoracdo de polinbmios. A adequacdo a qual nos referimos
anteriormente existe na medida em que essa metodologia nos oferece meios para
inferir, a partir dos resultados alcangados, sobre a consisténcia e coeréncia da

sequéncia didatica aplicada para a aprendizagem dos alunos.

3.1 ENGENHARIA DIDATICA

As pesquisas em Didatica da Matematica da escola francesa de
Didatica da Matematica, no inicio da década de 1980, permitiram o desenvolvimento
de uma metodologia do tipo experimental que, além de submeter o fendmeno a
experimentagdo, intervém nele a partir da organizagdo sistematica de sua
observacgao.

E nesse contexto que, segundo Almouloud (2007), emerge a nogéo
de Engenharia Didatica. Enquanto metodologia de pesquisa “é caracterizada, em
primeiro lugar, por um esquema experimental com base em ‘realizagdes didaticas’
em sala de aula, isto €, na construcao, realizacdo, observacao e analise de sessdes
de ensino” (ARTIGUE, 1996, p. 196).

Além dessa caracterizagdo, os registros proprios dessa pratica,
assim como os modos de validagdo associados a ela (analise a priori € a posteriori)
permitem que ela seja considerada uma pesquisa experimental.

Para Dominoni (2005), a Engenharia Didatica tem o objetivo de
articular a investigacdo e a acédo da pratica educativa. Segundo a autora, esse
método apresenta “uma forma particular de organizar os procedimentos
metodologicos da pesquisa contemplando tanto a dimensado tedrica quanto a
experimental.” (DOMINONI, 2005, p. 42).
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Segundo Machado (1999 apud PIZA, 2009, p. 41) “torna-se
importante ressaltar que a singularidade da Engenharia Didatica ndo repousa sobre
seus objetivos, mas sobre suas caracteristicas de funcionamento metodologico.”

Considerando essa discussdo, podemos afirmar que o papel do
professor € evidenciado nessa metodologia, pois cabe a ele escolher e elaborar as
atividades da sequéncia didatica (conjunto de atividades que serdo desenvolvidas
pelos alunos), levando em considerag&o o conteudo a ser estudado, o conhecimento
prévio do aluno e as fungdes de cada uma das partes no processo (aluno e
professor), isso tudo aliado ao seu papel de mediador durante a realizagdo das
atividades.

De acordo com Dominoni (2005), o desenvolvimento da sequéncia
didatica se da através de um processo interativo entre professor e alunos com o
intuito de desenvolver estratégias mais efetivas de aprendizagem.

Com relacao a forma de validagao, Artigue (1996) enfatiza que é
interna e fundamentada no confronto entre as analises a priori € as analises a
posteriori; sendo que a primeira analise (a priori) se baseia no quadro tedrico, ja a
segunda (a posteriori) nos resultados da experimentacgao.

Segundo Almouloud (2007), sendo a pesquisa fundamentada nos
pressupostos da Engenharia Didatica, podemos identificar algumas fases de seu
desenvolvimento que tém como base um quadro geral da didatica. As fases
apresentadas pelo autor sao:

e Primeira fase: as analises preliminares;
e Segunda fase: concepgao e analise a priori;
e Terceira fase: experimentacao;

e Quarta fase: analise a posteriori e validagao.

3.2 FASES DA ENGENHARIA DIDATICA ESUAS APLICACOES NESSA PESQUISA

As analises preliminares

Sendo a pesquisa feita de acordo com o modelo da Engenharia
Didatica, nessa primeira fase identificamos os problemas de ensino e aprendizagem
do objeto em estudo, delineando questbes, hipoteses, assim como fundamentos

tedricos e metodologicos da pesquisa.
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As analises desse primeiro momento devem ser feitas considerando-
se 0 quadro tedrico sobre o qual o pesquisador se apdia, juntamente com os
conhecimentos didaticos ja adquiridos por ele sobre o tema em estudo. Além disso,
essa analise inicial também pode se basear em outros fatores que, para Almouloud
(2007) sao:

e Estudo da organizagdo matematica que compreende os estudos relativos a
génese histérica do saber contemplado pelo ensino; andlise da estrutura
matematica do conceito investigado e evidenciagado dos saberes e conhecimentos
matematicos relacionados com o saber visado.

¢ Analise da organizagao didatica do objeto matematico escolhido que compreende
uma analise das propostas curriculares e dos PCN, assim como de livros
didaticos; estudo das concepgbes dos alunos, dificuldades e obstaculos que
marcam sua evolugao; levantamento de referéncias bibliograficas sobre fatores
que interferem no processo de ensino e de aprendizagem do objeto em questéao.

¢ Definicdo das questdes da pesquisa que deve se basear nos dois fatores citados
anteriormente, levando-se em consideracdo os problemas relacionados com o
ensino e a aprendizagem da nogéao estudada.

Segundo Artigue (1996, p. 201) as analises preliminares podem ser
‘retomadas e aprofundadas ao longo do trabalho de pesquisa [...]. Essas analises
preliminares devem permitir ao pesquisador a identificacdo das variaveis didaticas
potenciais que serao explicitadas e manipuladas nas fases que se seguem”

No nosso trabalho, as analises preliminares compreendem a génese
histérica, evidenciada nos estudos relativos ao contexto historico dos Polinémios,
assim como a fundamentacao tedrica, sobre as quais discorremos no capitulo 1
desse trabalho.

Ainda nesse momento inicial, optamos e justificamos nossa escolha
pela utilizacdo da representacdo geométrica no estudo dos produtos notaveis e
fatoragdo de polinbmios, tendo como referéncia principal as dificuldades
apresentadas pelos alunos no que diz respeito ao estudo do conteudo em questao,
fatos sobre os quais discorremos no capitulo 2.

Além disso, foi possivel estabelecer uma relagdo entre nossa
experiéncia como educadoras com a andlise de materiais norteadores (como
Propostas Curriculares e PCN) e de livros didaticos diversos; relagdo essa que

permeia todos os capitulos dessa pesquisa.
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Encerramos essa primeira fase, definindo quais tipos de questdes

gostariamos que compusessem a sequéncia didatica.

Concepcao e analise a priori

Tendo como base as analises preliminares e o referencial tedrico, é
nesta fase que o pesquisador elabora a sequéncia didatica que sera aplicada, por
esse motivo € considerada uma fase fundamental dentro do processo. Segundo
Dominoni (2005), é neste momento que se decidem quais variaveis serao
investigadas e quais variaveis poderao apontar o encaminhamento ou solugdo do
problema estudado.

Para Artigue (1996) o objetivo desta fase é determinar de que forma
permitem as escolhas efetuadas controlar os comportamentos dos alunos e o
sentido de cada um destes comportamentos.

Desta forma, Almouloud (2007) enfatiza que esta escolha deve levar
em consideragao os seguintes fatos: os alunos devem entender facilmente os dados
do problema dado; os conhecimentos prévios dos alunos devem ser insuficientes
para a resolucdo completa do problema; os conhecimentos tidos como objeto de
aprendizagem devem ser mobilizados, em ultima instancia, para obter a solugéo
final; preferencialmente o problema deve envolver varios dominios de conhecimento
como Algebra, Geometria, dominio numérico, entre outros.

Concordamos com o autor ao levar em consideragao, na concepgao
das atividades, o desenvolvimento de certas competéncias e habilidades que
permitem ao aluno construir conhecimentos e saberes de forma construtiva e
significativa; saber ler, interpretar e utilizar as diferentes representagdes
matematicas, assim como desenvolver o raciocinio dedutivo; agir, expressar-se,
refletir e evoluir por iniciativa prépria, adquirindo novos conhecimentos.

Segundo Dominoni (2005), esta fase comporta uma parte descritiva e
uma parte de previsao, baseadas nas caracteristicas de uma situacao-problema que
se pretende criar e desenvolver com os alunos. Nela, sdo previstas as agbes e
comportamentos desses alunos durante a experimentagdo, de forma a controlar e
explicar o sentido destes comportamentos, além de assegurar que se tais

comportamentos ocorrerem, resultarao no conhecimento visado pela aprendizagem.
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Da qualidade da analise a priori depende o0 sucesso da situagao—
problema. E ela que permite ao professor controlar a realizacdo das atividades dos
alunos, além de identificar e compreender os fatos observados.

Em linhas gerais, a concepg¢do e analise a priori em uma pesquisa
matematica devem contemplar uma analise matematica que se faz presente quando
identificamos os métodos de resolugdo de cada situacao, evidenciando os saberes
matematicos envolvidos e uma analise didatica que envolve aspectos como a
pertinéncia das situagcbdes propostas, a previsdo das dificuldades que os alunos
poderao enfrentar, a identificacdo de novos conhecimentos que os alunos podem
adquirir e a previsao de saberes e/ou conhecimentos que deverdo ser
institucionalizados.

No nosso trabalho a concepcdo e analise a priori consistem no
estudo, com fundamentacdo tedrica, das situagdes-problema tendo como base os
resultados das analises preliminares, assim como na elaboragdo das questdes que
compdem a sequéncia didatica, explicitadas no capitulo 4.

Neste momento do processo, também fazemos uma analise
individual dessas questdes, considerando as dimensdes epistemoldgicas
(associadas as caracteristicas do saber), dimensdes cognitivas (associadas aos
conhecimentos dos alunos, sujeitos da aprendizagem) e dimensdes didaticas
(associadas ao sistema de ensino no qual os sujeitos estdo inseridos). Esses

aspectos sdo analisados no préximo capitulo.

Experimentacgéo

“A fase da experimentacao € classica: € o momento de se colocar em
funcionamento todo o dispositivo construido, corrigindo-o quando as analises locais
do desenvolvimento experimental identificam essa necessidade [...].” (ALMOULOUD,
2007, p. 177).

De acordo com Dominoni (2005), o inicio desta fase € marcado pelo
contato entre pesquisador/professor/observador com a populagédo de alunos. Para a
autora, nesta fase sao explicitados ao grupo de alunos que participardo da

experimentacgéo, os objetivos e condigdes em que sera realizada a pesquisa, alémdo
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estabelecimento do contrato didatico®, seguido da aplicacdo do instrumento de
pesquisa e realizagcao das observagdes pertinentes relativas as atitudes e produgdes
dos alunos.

E nesse momento que se escolhe os meios de registros dos dados
colhidos que podem ser relatdrios, questionarios, videos, anotacées do pesquisador,
entrevistas, entre outros.

Durante a aplicagdo das atividades, devemos considerar algumas
condicdes. Dentre estas condi¢cdes estad provocar um debate de confrontagdo dos
resultados dos alunos, visto que diversas formas de saber podem aparecer e desta
maneira o saber da classe € homogeneizado e construido. Apos o debate, as
descobertas dos alunos devem ser selecionadas e organizadas para que assim
melhor compreendam os novos objetos matematicos e, além disso, deve-se fazer a
institucionalizacdo? dos novos saberes estudados.

Neste contexto, “o papel do professor € o de mediador e orientador.
Suas intervencdes devem ser feitas de maneira a n&o prejudicar a participagdo do
aluno no processo de aprendizagem” (ALMOULOUD, 2007, p. 174 e 175).

Na nossa pesquisa a fase de experimentagao ocorrera na medida em
que aplicarmos as atividades da sequéncia didatica ao grupo de alunos
selecionados para a experimentagdo, seguindo as orientagcbes descritas
anteriormente e coletando os dados através de observagdes sistematicas
(realizadas pela observadora durante o desenvolvimento desta sequéncia didatica) e
pelas producdes dos alunos.

Analise a posteriori e validagao

Segundo Almouloud (2007, p. 177) temos que

A analise a posteriori de uma sess&o® é o conjunto de resultados que
se pode tirar da exploracdo dos dados recolhidos e que contribui
para a melhoria dos conhecimentos didaticos que se tém sobre as
condi¢des da transmissao do saber em jogo.

3 Contrato didatico, segundo Brousseau (1980, apud ALMOULOUD, 2007, p. 89) “é o conjunto de
comportamentos especificos do professor esperado pelos alunos e o conjunto de comportamentos
dos alunos esperado pelo professor".

“Uma situagao de institucionalizagdo € aquela em que o professor fixa convencionalmente e
explicitamente o estatuto cognitivo do saber. Uma vezconstruido e validado, o novo conhecimento
vai fazer parte do patriménio matematico da classe.” (ALMOULOUD, 2007, p. 40)

5 . . e .
A aula pode ser assim denominada por ser especifica para pesquisa.
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Para que isso ocorra de forma satisfatéria a producdo dos alunos
deve ser organizada e analisada e as diferentes interagdes dos alunos (aluno-
situacdo, aluno-aluno, aluno-professor) com os meios didaticos® e adidaticos’ deve
ser considerada.

Neste momento, o confronto entre a analise a priori e a analise a
posteriori permite validar ou refutar as hipéteses levantadas na analise a priori. Esse
processo de validacéo é interno, permanecendo no ambito da experiéncia realizada
(PIZA, 2009, p. 42). Em Engenharia Didatica € desta forma que realizamos a

validacdo da metodologia e isso acaba por ser seu diferencial.
3.3 PROCEDIMENTOS METODOLOGICOS

De acordo com as fases previstas pela Engenharia Didatica,
iniciamos nossa pesquisa por um levantamento tedrico sobre propriedades e
caracteristicas dos produtos notaveis, utilizando propriedades de polinbmios e
operagdes com polindmios.

Um aspecto fundamental neste contexto diz respeito a identificagao
de relagdes entre Algebra e Geometria, quando se trata do estudo dos produtos
notaveis. A articulagdo entre aspectos algébricos e geométricos, embora seja
indicada por diretrizes para o ensino de Matematica, como € o caso dos Parametros
Curriculares Nacionais, ainda é incipiente nas atividades de sala de aula.

Assim, elaboramos uma sequéncia didatica considerando esse
estudo anterior e objetivando a apropriagdo, por parte do aluno, do conceito de
produtos notaveis e fatoragdo de polinbmios por meio de representacdes
geométricas.

Essa sequéncia didatica foi desenvolvida com alunos do 8° ano do

Ensino Fundamental.

3.3.1 Publico Alvo da Pesquisa

6 . ~ .
Onde ocorre um conjunto de relagdes entre os alunos, o professor e 0 meio para que os alunos

adquiram um saber constituido.
Onde a intengéo de ensinar néo é revelada ao aprendiz, mas foi imaginada, planejada e construida
pelo professor a fim de permitir a apropriagdo do novo saber por parte do aluno.
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O grupo de alunos que participou desta pesquisa pertence a uma
escola estadual, localizada numa cidade do interior do estado de Sao Paulo, na qual
ministramos aula. S&o alunos do 8° ano do Ensino Fundamental e tém entre 12 e 15
anos. Como o grupo € composto por 30 alunos, conseguimos formar 10 trios que
foram devidamente orientados quanto ao desenvolvimento das atividades. Para a
andlise das atividades estes trios foram denominados T1, T2, T3 e assim
sucessivamente. A falta de algum integrante do trio, acarretou na formacédo de
duplas que, de maneira similar, foram identificadas como D1, D2, D3, ..., D10,
considerando a relagcdo com o numero do trio correspondente. Ficou esclarecido que
a identidade de todos seria preservada e que seria necessaria a autorizagao,
conforme consta no anexo 1, dos responsaveis para que pudessem participar da
pesquisa.

A experimentacdo foi realizada durante dez aulas sequenciais de
Matematica, ja que o conteudo estudado faz parte do Quadro de Conteudos e
Habilidades de Matematica® prevista para o 8° ano. Os dados foram coletados
mediante analise dos registros escritos dos alunos.

No capitulo seguinte, apresentamos e discorremos sobre as

atividades da sequéncia didatica.

8 Curriculo do Estado de S&o Paulo: Matematica e suas tecnologias (2010, p. 61)
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CAPITULO 4
A SEQUENCIA DIDATICA

4.1 INTRODUCAO

As atividades selecionadas para compor essa sequéncia didatica
estdo relacionadas aos conceitos de produtos notaveis (entre polinbmios) e
fatoragao de polinémios. A selecéo foi feita tendo como objetivo permitir que o aluno
conheca os produtos notaveis basicos - quadrado da soma, quadrado da diferenca e
produto da soma pela diferenga - e, além disso, permitir que o aluno identifique a
fatoracdo como uma escrita na forma de produto que se relaciona com cada um dos
casos de produtos notaveis estudados.

Devemos salientar que as atividades da sequéncia didatica sao
baseadas em conceitos geométricos conhecidos pelo aluno que, ao serem ativados,
“contribuem para uma compreensao dos fatos e relagdes algébricas que vai muito
além da simples memorizacao e utilizacdo de técnicas para resolugao de exercicios
ou problemas” (PONTE; BROCARDO; OLIVEIRA, 2005, p. 71).

Decidimos por esta forma de trabalho porque as atividades se
direcionam a alunos do 8° ano do Ensino Fundamental e, nesta etapa, a prioridade é
proporcionar um primeiro contato com o assunto, destacar padroes e praticar um
pouco de calculo, sempre procurando explorar geometricamente o0s conceitos
estudados. Afinal, devemos considerar que esse conteudo sera retomado nos anos
seguintes permitindo, inclusive, uma maior aplicabilidade. Um exemplo dessa
aplicabilidade é a resolugédo de equagdes do 2° grau, estudadas no 9° ano (8?2 série).

Refletindo sobre o ensino de Algebra num contexto mais geral,
podemos citar Polya (1995 apud RIBEIRO, 2010, p. 42):

Nao apenas os piores alunos da turma, mas até estudantes
bem inteligentes, podem ter aversdo a Algebra. Ha sempre
alguma coisa de arbitrario e artificial numa notacdo e o
aprendizado de uma nova notagdo constitui uma sobrecarga
para a memoéria. O estudante inteligente recusara a aceitar
esse 6nus se ele ndo notar nisso nenhuma compensagdo. A
sua aversao pela algebra se justificara se nao lhe for dada
ampla oportunidade para que ele se convenga, por sua propria
experiéncia, de que a linguagem dos simbolos matematicos
ajuda o raciocinio. Auxilid-lo nessa experiéncia constitui uma
das mais importantes tarefas do professor.



72

Elaboramos a sequéncia didatica de acordo com as consideragoes
de Polya e consideramos também que os alunos que colaboraram com a pesquisa
ainda nao haviam tido contato com o conteudo desenvolvido nesse trabalho.

Segundo os Parametros Curriculares Nacionais — Introdugdo
(BRASIL,1998a, p.10), “o sentido e o significado da aprendizagem precisam estar
evidenciados durante toda a escolaridade, de forma a estimular nos alunos o
compromisso e a responsabilidade com a propria aprendizagem”. Pensando no
sentido e no significado da aprendizagem, justificamos a busca de uma conex&o
com a Geometria na selec¢ao das atividades que compdem a sequéncia.

Esperamos que, ao final da aplicagdo da sequéncia didatica, os
alunos sejam capazes de:

e retomar o conceito de areas de poligonos;

e reconhecer a igualdade entre uma expressado algébrica e sua

forma fatorada;

e reconhecer os produtos notaveis basicos e dominar o seu calculo,

tanto ao utilizar a representagdo geométrica, quanto ao utilizar a
propriedade distributiva;

e compreender a relagao entre produtos notaveis e fatoragao;

e realizar a fatoragdo de determinadas expressdes algébricas.

Conforme cita Almouloud (2007, p. 174), ao utlizarmos a

metodologia da Engenharia Didatica, devemos garantir que:

As situagdes-problema devam ser concebidas de modo a
permitir ao aluno agir, se expressar, refletir e evoluir por
iniciativa propria, adquirindo assim novos conhecimentos. O
papel do professor € o de mediador e orientador; suas
intervengcbes devem ser feitas de maneira a nao prejudicar a
participagao do aluno no processo de aprendizagem.

Com base nesse conceito, dividimos a aplicagcao da sequéncia em

duas etapas.
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Etapa 1

A primeira etapa da sequéncia didatica, composta por 9 questdes, foi
aplicada em sete encontros: seis de cinquenta minutos (equivalente a 1 hora-aula) e
um de cem minutos (equivalente a 2 horas-aula).

Em cada um desses encontros os alunos que estavam organizados
em trios, recebiam o material preparado com as questdes da sequéncia didatica. As
atividades eram desenvolvidas e, ao final do encontro, devolvidas. Conforme havia
necessidade, provocavamos um debate.

No desenvolvimento dessas atividades os alunos foram levados a
mobilizar os objetos de saber disponiveis como ferramenta para resolver os
problemas propostos. Para isso, receberam orientagdes da professora que
socializava o saber da classe, promovendo a construgdo individual dos
conhecimentos; as descobertas dos alunos foram organizadas e sistematizadas e os
novos saberes estudados foram institucionalizados.

Devemos esclarecer que os alunos puderam recorrer ao NoOSSO

auxilio sempre que necessario.

Etapa 2

A segunda etapa da sequéncia didatica, composta por 9 questdes, foi
aplicada em um unico encontro de cem minutos (equivalente a duas horas-aula). Os
alunos trabalharam com o material proposto de forma individual, sem acesso a
anotacgdes anteriores e sem auxilio ou interferéncia do professor/observador.

Nesta etapa, novos conhecimentos foram consolidados, através da
resolugao de outras situagdes que permitiram uma familiarizagdo e generalizagcéo do

objeto matematico estudado.

4.2 ATIVIDADES DA SEQUENCIA DIDATICA

Apresentamos agora as atividades da sequéncia didatica, etapa 1 e

etapa 2.

Etapa 1
Atividade 1(consta de Caderno do Aluno — 8° ano — Ensino

Fundamental Il — v.2 — Matematica, 2013, p. 12, adaptada).
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Observe as figuras a seguir e represente a area de cada quadrilatero por duas
expressoes algébricas equivalentes.

Dica: Considere primeiramente os quadrilateros como se nédo tivessem divisbes, ou
seja, utilize a medida total dos seus lados para o célculo da area. Depois, considere
as partes nas quais cada quadrilatero foi dividido, calcule cada area em separado e

some todas elas para obter a area total procurada.

a) x
a7’ h - - -
a+tr/7+y h -
Modo 1 Modo 2

b)
y

2

Modo 1 Modo 2

c) Quais conclusdes podemos tirar ao observar os resultados dos modos 1 e 2?

Comente no espago a seguir:

d) Registre a sua conclusdo nos espagos abaixo de forma a completar a igualdade

proposta:

Retangulo 1: ( + + ) = + +

Reténgulo 2: ( + ) ( + )= + + +

Atividade 2(consta de Caderno do Aluno — 8° ano — Ensino
Fundamental Il — v.2 — Matematica, 2013, p. 12 e 13, adaptada).

As expressdes dadas a seguir referem-se a areas de retangulos.
Represente geometricamente essas expressbes e encontre outra expressao

algébrica que seja equivalente a cada uma delas.
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a) 3a+3b
b) x(y - 3)

Atividade 3(consta de Caderno do Aluno — 8° ano — Ensino
Fundamental Il — v.2 — Matematica, 2013, p. 13 e 14, adaptada).
Represente geometricamente os produtos (x + a)(x + b) e (x — a)(x — b), depois
encontre uma expressao algébrica equivalente a cada um deles.
a) (x+a)(x+b)
b) (x—a)(x - b)

Atividade 4Utilizando a representagao geométrica como referéncia,
desenvolva os produtos a seguir. Vocé também pode utilizar a propriedade
distributiva, se julgar necessario.

a) (x+3)(x+5)=
b) (x+1)(x+1)=
c) (y-3)y-3)=
d (a+6)a-6)=
e) (a+b)a+bh)=
fy (a-b)a-b)=
9) (a+b)a-b)=

Atividade 5(esta atividade foi baseada em uma situagado problema
do Caderno do Aluno — 8° ano — Ensino Fundamental Il — v.2 — Matematica, 2013, p.
15).

Os resultados que vocé encontrou nos itens b, c, e, f, da atividade
anterior sdao chamados trinbmios quadrados perfeitos. Trinbmios porque
representam a soma de trés termos; quadrados perfeitos porque suas medidas de
base e altura sdo iguais, que € o que faz esses retangulos serem denominados
quadrados. Baseado nessas informagdes observe as figuras representadas a seguir
e complete os quadrados em branco com letras, indicando as medidas dos lados no

1° membro e as areas no 2° membro.
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a) Qual a area do quadrado colorido, apresentado na figura a seguir?

Conclusao: (a + b)? = a° + +

b) Qual a area do quadrado azul?

Bl i

a7 -
" II — e
e | R

Conclusao: (a — b)* = a*+

Atividade 6

Com relagédo a atividade 4, itens d e g, os resultados que vocé
encontrou recebem o nome de produto da soma pela diferenca de dois termos.
Produto, pois temos uma multiplicagao e, além disso, também podemos observar
que a soma e diferenga (subtracdo) indicadas s&o dos mesmos termos. Pensando
em suas respostas a esses itens (d e g, atividade 4), observe as figuras
representadas a seguir e novamente complete os quadrados em branco com letras,

indicando as medidas dos lados no 1° membro e as area no 2° membro.
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Concluséo: (a + b)(a—b) = -

Atividade 7

Dados quatro retangulos, conforme representados a seguir:

| [ |-

—Y» Y

ApOs observar suas medidas, determine:

a) A area de cada retangulo.
RETANGULOS | R4 R2 R3 R4

AREAS

b) Escreva a expressao algébrica que representa a area total de um reténgulo
formado a partir da jungao destes quatro retangulos iniciais:

Area do novo retangulo + + +

c) Veja como ficou esse novo tridngulo na representagao a seguir:
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ol
| .I
d) Identifique e escreva as novas medidas dos lados desse retangulo.

Base:
Altura:

e) Utilizando as medidas que vocé encontrou no item anterior, represente a area do
retangulo do item c.

( + X + )

f) Como os itens be etratam da mesma figura, as areas expressas em cada uma

delas sao iguais. Sendo assim, preencha a igualdade a seguir:

Atividade 8 (consta de Caderno do Aluno — 8° ano — Ensino
Fundamental Il — v.2 — Matematica, 2013, p. 24).
Observe os seis polinbmios seguintes, nomeados de AaF, e as areas

1 e 2 dos retangulos representados nas figuras abaixo:

A=x*-16 X 4 X

< >+—>
B=x’-4x+4 4 i
C=(x+4)(x—-4) X
D=(x-2)?° 4
E = 2x(3 + 2x)
F = 4x° + 6x v v

Agora, responda:

a) Quais desses polinbmios podem representar o calculo da area 1?
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b) Quais desses polindbmios podem representar o calculo da area 2?
c) Verifique que os polinbmiosEeF sao idénticos (calcule o valor numérico de cada
um para, pelo menos trés valores diferentes de x).
Dica: dois polinbmios sao idénticos quando possuem valores
numeéricos iguais para qualquer valor atribuido a variavel.
Atividade 9
Quando nos deparamos com resultados do tipo:
o Yy+3)=y +3y,
e (y-3)=y*-3y,
e 2(2y+3)=4y+6,
o (x+4)(x—4)=x*-16
o (x—2)2=x-4x+4
o 2Xx(3+2x)=4X°+6
Dizemos que todas as expressdes presentes no 1° membro
(multiplicagdo de polinbmios) de cada igualdade acima representam a forma
fatorada (onde existe multiplicagao) de cada polinémio do 2° membro.
Pensando nisso, mostre geometricamente que valem as igualdades:
a) (x+5)2=x*+10x + 25
b) (a—3)°=a’-6a+9

Etapa 2-Atividade 1 (consta de Imenes e Lellis,2009, p. 197)-
Vamos examinar o quadrado da soma de dois termos.
a) Efetue os calculos e complete a tabela a seguir:

Tabela 1- Quadrado da Soma entre Dois Termos

CALCULO RESULTADO
______________________
(a+ b)2 1 I
b b
(x + y)? T '
(x +3)* : :
(x + 4y Co i

Fonte: Imenes e Lellis, 2009, p. 197
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b)Preenchendo a tabela, vocé deve ter notado que os resultados obtidos tém
sempre um mesmo padrdo. Dos padrées do quadro abaixo, qual € o que

+J)2?A

corresponde a (

Tabela 2 - Padrao Observado - Quadrado da Soma Entre Dois Termos

2 .2 A

28 A A
7L 2

@2 BA A
2 O & A

Fonte: Imenes e Lellis, 2009, p. 197

c¢)Com suas palavras, descreva o padrao escolhido. Comece assim:

Elevando ao quadrado uma soma de dois termos, vamos obter ...

Atividade 2 (consta de Imenes e Lellis, 2009, p. 197)

Na atividade anterior, nos referimos ao quadrado de uma soma. O
padrao do quadrado de uma diferenca é muito parecido. Sendo assim, responda:
qual é o padrao para

d A (

triangulos.

)2? Responda usando esses pequenos quadrados e

Atividade 3 (consta de Imenes e Lellis, 2009, p. 197, adaptada)
As multiplicagdes seguintes também tém um padréo interessante.

Observe e complete a tabela:

Tabela 3 - Produto da Soma Pela Diferenga Entre Dois Termos

Multiplicagao Resultado
(a+b)(a-b) 5 :
x+1) (x=1) —1
(x+3) (x-5) L

(x* ) (x—) A

Fonte: Imenes e Lellis, 2009, p. 197
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Atividade 4 (consta de Ribeiro, 2010, p. 149)

Associe os quadrados aos trinbmios que representam as suas areas.
Para isso, escreva a letra e o simbolo romano correspondentes.

2a ba 6b
————r¢—> +—r—>
a) bb)
| . -.
2a 6b
c) a 2b
m <+
| -I
1) 1) 1)

Atividade 5 (consta de Ribeiro, 2010, p. 151)

Associe cada quadrado azul ao trinbmio quadrado perfeito que
representa sua area. Para isso, escreva a letra e o simbolo romano

correspondentes.
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10

& »
< »

) I
a) 2xyb)2x
Yy

>
B il 1
2x2x
A 4
A

A

4

c) 2y
«—>
|~
x2y
X -
vV <« >
Atividade 6

Com base no que foi estudado até agora, complete cada quadrinho
abaixo com o termo adequado:
a) (x+5)2=x"+10x +

b) (x +4)*=x*+ +16

c) (3x+6)= + 36x + 36

d) 2a—b)?>=4 |-4ab + b?
(a-3bP= - ab + 9b?

e) (x+y)(x=y)=[ |-y
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Atividade 7 (consta de Imenes e Lellis, 2009, p. 198)

Abaixo temos um quadrado cuja area é m* + 8m + 16.

Observando a figura atentamente, diga quanto mede o lado desse
quadrado:

Atividade 8 (consta de Ribeiro, 2010, p. 154)
Associe os polindbmios a sua forma fatorada, escrevendo a letra e o

simbolo romano correspondentes.

A) 1252 + 8x 1) 4x(2x + 3)
B) 8x% + 12x DI we—
O s T a@i+s)
D) 8x2 + 12 V) [ 4x(3x + 2)
E) 12x% — 8x ) P

Atividade 9

Dadas as figuras a seguir, determine a area destacada em cada uma

e depois apresente o resultado na forma fatorada:



a)(x 2

Xy

-. '

a) Area=

Forma fatorada =

v

b) Area =

Forma fatorada

84
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CAPITULO 5
ANALISES DAS ATIVIDADES

Neste capitulo, apresentamos as questdes tanto da primeira quanto
da segunda etapa da sequéncia didatica, descritas no capitulo 4 e desenvolvidas
com uma turma de 8° ano do Ensino Fundamental, seguidas de suas analises a
priori € a posteriori.

Queremos esclarecer que um dos alunos desta turma é laudado
como D. I. (deficiente intelectual) e, por ndo conseguir desenvolver as atividades
solicitadas, nao foi incluido na pesquisa. Porém, isso ndo implicou na sua exclusao
do ambiente de desenvolvimento da pesquisa. Ele ficou conosco, porém
desenvolvendo as atividades com as quais esta familiarizado.

Fizemos um detalhamento de cada questdo, buscando explicitar
seus objetivos, os conhecimentos necessarios a sua resolugdo, os caminhos e/ou
dificuldades encontrados pelos estudantes na resolu¢ao destas atividades e demais
observagdes necessarias. Essa analise inicial compde nossa analise a priori.

Num segundo momento, norteadas pelos principios da Engenharia
Didatica, passamos a uma analise geral da experimentagdo realizada (analise a
posteriori), seguida de um confronto entre a analise a priori e a analise a posteriori,
ou seja, uma validagcédo a fim de verificar a eficacia das atividades desenvolvidas

para a aprendizagem do conceito produtos notaveis e fatoracdo de polinémios.

5.1 EXECUCAO DA SEQUENCIA DIDATICA

Como descrito no capitulo anterior, as atividades que compde a
sequéncia didatica abrangem o conceito de produtos notaveis e fatoracédo de
polinbmios, trabalhados a partir de uma interpretacdo geométrica. Ao final da
experimentagcdo, esperava-se que os alunos dominassem os conceitos abordados
nessa sequéncia de atividades.

A sequéncia didatica foi aplicada em duas etapas. Na primeira,
composta por 9 atividades, os alunos trabalharam em trios, podendo recorrer
aoprofessor/pesquisador quando precisasse e tendo como suporte os momentos de

debate e institucionalizagao.
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Na segunda etapa, composta também por 9 atividades, os alunos
trabalharam individualmente, sem auxilio do professor/pesquisador e sem consulta
as anotacdes anteriores.

A seguir, iniciamos a descricao de cada atividade proposta para cada

das etapas desenvolvidas.

5.2 ANALISE DAS ATIVIDADES DA ETAPA 1

5.2.1 Atividade 1(consta de Caderno do Aluno — 8° Ano — Ensino Fundamental Il
—v.2 — Matematica, 2013, p. 12, Adaptada)

Observe as figuras a seguir e represente a area de cada quadrilatero
por duas expressodes algébricas equivalentes.

Dica: Considere primeiramente os quadrilateros como se néo
tivessem divisdes, ou seja, utilize a medida total dos seus lados para o calculo da
area. Depois, considere as partes nas quais cada quadrilatero foi dividido, calcule

cada area em separado e some todas elas para obter a area total procurada.

a)x
ar’ X g g g
a+7+y g
Modo 1 Modo 2
b)
y
2
X5 < > ¢
Modo 1 Modo 2

c) Quais conclusdes podemos tirar ao observar os resultados dos modos 1 e 2?

Comente no espago a seguir:
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d) Registre a sua conclusdo nos espacos abaixo de forma a completar a

igualdade proposta:

Retéangulo 1: ( + + )= + +

Retangulo 2: ( + ) ( + )= + + +

5.2.1.1 Analise a priori da atividade 1

Inicialmente, queremos destacar que os conceitos que buscamos
desenvolver com a aplicacdo da sequéncia didatica sao totalmente desconhecidos
pelos alunos observados.

Por isso, essa atividade foi escolhida para iniciar a sequéncia
didatica, pois esperamos que ao realiza-la o aluno retome o conceito de area de
retdngulos e, em casos particulares, de areas de quadrados.

Logo no inicio, o aluno devera perceber que nao se trata de uma
questdo apenas geométrica, afinal as medidas das figuras apresentadas séao
representadas utilizando expressdes algébricas, neste caso, polindbmios.

O objetivo especifico desta atividade é levar o aluno a perceber que
X(@+7+y)=ax+7x+xyeque (y+2)(x+5)=xy+5y+2x+ 10, ou seja, perceber
a igualdade entre um produto de polinbmios e seu desdobramento, apds efetuarmos
os calculos necessarios, em um unico polindbmio. Além disso, espera-se que o aluno
desenvolva a ideia de fatoracdo implicitamente, através da percepcdo dessas
igualdades.

Para que esse objetivo seja alcangado, além de retomar o conceito
de area ja mencionado anteriormente, o aluno precisara ter nogdes iniciais de
expressdes algébricas e de suas representagdes. Como exemplo dessas nogdes
iniciais, podemos citar a representacdo do produto por um ponto ou até mesmo pela
auséncia de representagao, ao invés de representa-lo pela utilizacdo da letra x (que
neste momento podera confundir-se com a incognita ou variavel); podemos citar
também a utilizacdo de parénteses quando se quer representar um produto que
envolve uma soma indicada.

De acordo com as orientagdes do préprio enunciado, que foi

elaborado de forma a permitir que o aluno desenvolva as atividades com a minima
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intervencdo do professor/observador, esperamos que os alunos estabelecam as
relacbes mencionadas no paragrafo anterior.

Acreditamos que sera necessaria nossa intervencao para retomar o
conceito de area de retangulo e de quadrado, este ultimo sendo um caso especial de
retdngulo. Além disso, esperamos certa estranheza pela utilizagdo das letras na
representacdo das medidas.

Afim de amenizar esta estranheza, acrescentamos uma dica e uma
separagao para as respostas, deixando claro o que se espera como resposta a esta
atividade.

Comparando os itens ae b, embora tenham o mesmo objetivo,
procuramos deixar o primeiro item mais simples, com apenas a base da figura sendo
dividida em partes de tamanhos diferentes. J&4 no segundo item, exploramos uma
divisdo da figura em quatro partes, sendo que tanto o lado que representa a base
como o lado que representa a altura do retangulo foram divididos em partes de
tamanhos diferentes.

Com os itens ¢ e d, pretendemos criar um momento de
generalizagao, de forma que cada aluno consiga fixar as ideias trabalhadas nos itens

anteriores.

5.2.1.2 Analise a posteriori da atividade 1

Para a resolugao desta atividade, os alunos se organizaram em trios
seguindo o critério da afinidade, ou seja, os trios ndo foram determinados
previamente pelo professor/observador. Neste dia, nenhum aluno da turma faltou,
entdo foi possivel formar dez trios.

Como se tratava de uma resolucdo inicial, isto €, um primeiro contato
com o conteudo abordado nesta pesquisa e como os grupos de trabalho ainda néo
estavam determinados, o primeiro encontro foi destinado apenas a resolugao desta
atividade, o que quer dizer que levaram cerca de 40 minutos para conclui-la.

Primeiramente, permitimos uma discussado e familiarizagdo com a
atividade dentro de cada subgrupo formado. Conforme previsto na analise a priori,
foi necessaria nossa intervengao para retomar o conceito de area de retangulo e de

quadrado como um caso especial de retadngulo, com o grupo todo. Para isso,
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utilizamos a exposigao oral, o quadro de giz, exemplos numeéricos e algébricos, além
da colaboragao dos alunos que se lembravam desse conceito.

Com relagado ao item a, podemos dizer que alguns trios conseguiram
resolver facilmente (apenas dois deles), pois se apoiaram nos exemplos discutidos
anteriormente eque foram deixados no quadro de giz. Conseguiram representar a
area do retangulo dado de duas formas diferentes, através das expressodes
algébricas x.(a+ 7 + y)e x.a + x.7 + x.y.

Os oito trios restantes precisaram da nossa intervengao, pois tiveram
dificuldades ao generalizar os exemplos discutidos, nos quais utilizamos apenas
duas divisées no retangulo inicial e ndo trés como na questdo a ser respondida.
Neste momento, circulamos pela classe, passando de grupo em grupo,
esclarecendo as duvidas e incentivando os alunos a relacionarem os exemplos
dados com as situacdes que deveriam resolver.

Também demonstraram confusdo com relagcao a representacdo das
operagoes indicadas; nao identificavam quando deveriam somar ou multiplicar os
termos encontrados.Mesmo contando com nosso apoio e intervencao, dois trios que
vamos chamar de T3 e T7, apresentaram respostas equivocadas. Um destes
trios, T3 encontrou como resposta ao modo 1, do item a, a expressao algébrica (a + 7
+ y + x) e como resposta ao modo 2, do mesmo item, a expressao algébrica (a + x .
7 + X. y + x) nas quais ndo introduziram parénteses algum. A resposta apresentada
pelo trioT7 ao modo 2 do item a, foi x.a.7.y.

Percebemos que para estes alunos, as representagdes apresentadas
ndo estavam tendo significado. Passamos a um novo momento de
institucionalizagdo, pedindo a colaboragdo dos colegas que haviam resolvido de
maneira satisfatéoria a questdo. Permitimos que utilizassem o quadro de giz e
mostrassem como procederam para resolver o problema proposto. Ao final, todos
conseguiram responder e compreender este item da atividade.

ApoOs a realizagdo do item a, resolver o item b se tornou um pouco
mais facil. A maior dificuldade dos alunos surgiu quando precisaram considerar o
retangulo como um todo, ou seja, desconsiderando suas divisdes. Apenas um,dos
dez trios que estavam realizando a atividade, conseguiu resolver a questdo sem
nossa intervencao.

O problema encontrado pela maioria dos alunos (nove trios) foi na

utilizacao dos parénteses e, para alguns, a dificuldade foi perceber que as medidas
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das partes de cada lado deveriam ser somadas para indicar a medida total da base
ou da altura; pensaram em multiplicar essas medidas.

Nas figuras 19 e 20, apresentamos a solugdo encontrada por um
dos trios (T3)aos itens a e b e, a partir dela, iremos comentar erros comuns atodos

os estudantes.

Figura 19 - Solugao apresentada pelo trio T3 - atividade 1 (item a) — etapa1

a) xI ¥ e KX R
4P
a i y
at+7+y
Modo 1 Modo 2
Yoo +%4Y oo ¥ ¥FH XY

Fonte: Relatério do aluno

Figura 20 - Solu¢do apresentada pelo trio T3 - atividade 1(item b) — etapa1

b)
ﬁhﬁ Y5
. ]
) Y 2.5
2 I '
< > 4+—>
X 5

Modo 1
YVeX42XAY. 5 4+ 2.¢

Fonte: Relatério do aluno

Podemos observar que todos os alunos ainda escrevem x.2 ou y.xe
deixam produtos como 2.5 apenas indicados, quando poderiam resolvé-los;
chamamos atencdo da sala para as convencgdes sobre a escrita de expressoes

algébricas e para a necessidade de efetuarem os calculos possiveis. Houve novo
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momento de institucionalizacdo. Aproveitamos para retomar a propriedade
distributiva e como ela se aplica nessa situagao.

A resolugao dos itens ¢ e docorreu de forma tranquila. Poucos trios —
apenas trés (T3, T7 e T9) - precisaram pedir nosso auxilio. Conforme previsto na
analise a priori, conseguiram generalizar as ideias dos itens anteriores.

Apresentamos, na figura 21, a forma como um dos trios, T4, finalizou

esta atividade.

Figura 21 - Solugao apresentada pelo trio T4 - atividade 1(itens c e d) — etapa 1

¢) Quais conclusées podemos tirar ao observar os resultados dos modos 1 e 27 Comente no

espago a seguir:

d) Registre a sua conclus@o nos espacos abaixo de forma a completar a igualdade proposta:

Retangulo 1: X (_ & + + ¥ )=pax +FX +

Retangulo2: ( ¥ +_2 )( X + 5 )=xy +ax +5X¥ + lo

Fonte: Relatério do aluno

5.2.2 Atividade 2(Consta de Caderno do Aluno — 8° ano — Ensino Fundamental Il
—v.2 — Matematica, 2013, p. 12 e 13, Adaptada)

As expressdes dadas a seguir referem-se a areas de retangulos.
Represente geometricamente essas expressbes e encontre outra expressao
algébrica que seja equivalente a cada uma delas.
a) 3a+3b
b) x(y - 3)

5.2.2.1 Analise a priori da atividade 2

Esta atividade foi pensada para complementar o estudo desenvolvido
na atividade anterior. Esperamos que o aluno consiga fazer o caminho inverso, ou

seja, dada a area de um retangulo, que ele consiga representar essa area
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geometricamente, reforcando a relacdo entre um produto de polinbmios e sua
resolugao.

Acreditamos que resolvam com facilidade o item a, tomando como
referéncia a atividade anterior.

No item b, pensamos que sera necessaria uma intervengao por parte
do professor/observador, ja que nesta questdo introduzimos a subtragdo entre as
medidas indicadas como base ou altura do retdngulo dado. Esperamos que
percebam que, no caso da subtracdo, ndo trabalhardo com a figura toda; neste caso

deverao pintar parte dela, a fim de obterem melhor compreensao.

5.2.2.2 Analise a posteriori da atividade 2

Novamente os alunos se reuniram em trios; os mesmos do encontro
anterior. Quatro alunos faltaram, fazendo surgir quatro duplas. Os encaminhamentos
foram os mesmos da aula anterior: primeiramente formaram os grupos de trabalho,
receberam a folha com as questdes e iniciaram a sua resolugao.

Quando comecaram a resolver o item a, sentiram necessidade de
consultar os “desenhos” (forma como chamam as representagdes geométricas) da
atividade anterior. Mesmo assim, encontraram dificuldades. Apenas quatro trios, T2,
T5, T6 e T8, perceberam que deveriam desenhar um retangulo de dimensdes 3 e (a
+ b). Os outros trios precisaram da nossa intervencédo que, neste momento, ocorreu
de forma individualizada, quer dizer, passando de grupo em grupo.

Depois de 15 minutos, todos haviam concluido o primeiro item e
percebido a igualdade 3a + 3b = 3(a + b).

Asolucdo de um dos trios (T1), apresentada na figura 22, nos permite
inferir que os alunos ja estabelecem a relagdo entre area de um retangulo, produto

de polinbmios e fatoragao, mesmo que ainda ndo dominem toda esta nomenclatura.
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Figura 22 - Solugao apresentada pelo trio T1 - atividade 2 (item a) — etapa 1

Fonte: Relatério do aluno

Iniciaram a resolugdo do item b. Nenhum grupo conseguiu
representar a expressao algébrica (y — 3),como sendo a medida do lado de um
retdngulo,sem a nossa intervengéo.

Na figura 23, apresentamos a solugado elaborada pelo trio T10.
Podemos perceber que os alunos ainda nao identificam a diferenga entre uma soma

de mondmios e uma subtragdo de monémios para a representagdo geométrica.

Figura 23 - Solu¢do apresentada pelo trio T10 - atividade 2 (item b) — etapa 1

Fonte: Relatério do aluno

Passamos a um momento de institucionalizagdo oral, utilizando
quadro de giz. Feitos os esclarecimentos necessarios, a partir de um exemplo
diferente do que havia sido pedido nesta questdo, passaram a resolvé-la.
Conseguiram identificar o retangulo pedido como parte da figura geométrica obtida e
verificar que a expressao algébrica (xy — 3x), corresponde a area da parte que
destacaram.

Com mais vinte minutos esta atividade estava concluida e
verificamos que o conceito de produto entre polindbmios havia sido desenvolvido de

maneira satisfatoria.
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5.2.3 Atividade 3 (Consta de Caderno do Aluno — 8° Ano — Ensino Fundamental

Il — v.2 — Matematica, 2013, p. 13 e 14, Adaptada)

Represente geometricamente os produtos (x + a)(x + b) e (x — a)(x —
b), depois encontre uma expressao algébrica equivalente a cada um deles.
a) (x+a)x+b)
b) (x—a)(x—-b)

5.2.3.1 Analise a priori da atividade 3

Esta atividade foi selecionada com o objetivo de fortalecer o conceito
de produto entre polinbmios que ja vinha sendo desenvolvido nas atividades
anteriores.

Propositadamente o termo “produto” aparece no enunciado da
questdo e substitui a expressao “area de retangulo”. Ao redigir a questao desta
maneira e pedir que o aluno encontre uma expressdo algébrica equivalente a
expressao algébrica dada, introduzimos essa nhomenclatura e esclarecemos qual € o
assunto tratado neste estudo.

Considerando o item b ja resolvido na questdo 1, esperamos que 0s
alunos nao tenham dificuldade ao resolver o item adesta questdo. Devem perceber
que se trata de um retangulo de dimensdes (x + a) e (x + b).

Com relacdo ao item b, pensamos que encontrardo dificuldades,
visto que deverao utilizar subtracdo na representacdo das duas dimensdes do
retdngulo que irdo construir. Essa situacao foi pensada para que encontrassem essa
dificuldade, sendo uma preparacéo para situagdes do tipo “quadrado da diferenca”,
um dos focos deste trabalho.

Esperamos que ao concluir a resolugcdo desta atividade saibam

resolver produtos entre binbmios e produtos entre polindmios de forma geral.

5.2.3.2 Analise a Posteriori da Atividade 3

O desenvolvimento desta atividade ocorreu assim que os alunos

concluiram a atividade anterior. Conforme iam terminando a atividade 2, iniciavam a
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resolugao desta questdo. Até o final do encontro, todos os trios e duplas formados
nesse dia, haviam terminado a atividade.

Realmente a maioria dos grupos nao encontrou dificuldades ao
responder o item a. Conseguiram perceber a igualdade (x + a)(x + b) = x* + ax + bx +
ab. Tivemos que relembrar a todos que x.x equivale a X* e que aorepresentar o
produto de duas ou mais variaveis, elas devem ser escritas em ordem alfabética.
Também ressaltamos que deveriam imprimir certa ordem na escrita dos termos da
expressao algébrica, afinal a “estética” da escrita auxilia a compreensdo. Ainda
encontramos um trio (T5) realizando a troca entre os simbolos de multiplicacéo e

adicao, conforme mostra a figura 24.

Figura 24 - Solugdo apresentada pelo trio T5 - atividade 3 (item a) - etapa 1

a) (x+a)(x+b)

~
8

Fonte: Relatério do aluno

Apenas dois trios solicitaram nossa ajuda, portanto, nossa
intervengao ocorreu “individualmente”, retomando o desenvolvimento da atividade do
encontro anterior (atividade 1, item b).

Os alunos encontraram muita dificuldade para responder o item b
desta atividade. Dificuldade maior do que a prevista na analise a priori.

Foi necessario que fizéssemos juntos a construgdo do quadrado.
Alias, ndo haviam percebido que este item da questdo abordava um quadrado.
Indicamos suas medidas e destacamos a area pedida. Conseguiram compreender a
“‘montagem” geométrica do produto de polinbmios para casos como este.

Passaram para a escrita de uma expressao algébrica equivalente a
expressdo algébrica dada. Novamente encontraram muitas dificuldades, pois
deveriam calcular algumas areas para depois subtrai-las da area inicial. Sendo
assim, duas das quatro duplas (que vamos denominar como D3 e D4) e cinco (T1,
T5, T6, T8 e T10) dos seis trios formados neste dia, tiveram problemas com a
representacao algébrica da area a ser determinada no item b desta atividade. Para

responderem de maneira satisfatoria,deveriam encontrar a escritax? — [(ax — ab) +
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(bx —ab)+ab] e depois deveriam efetuar os calculos necessarios e apresentarem
como resposta x* — ax — bx + ab.

Uma dupla (D4) e trés trios (T1, T6 e T8) apresentaram como
resposta x> — [ax + ab + bx +ab + ab], ou seja, X* — ax — bx + 3ab. A outra dupla (D3)
e os dois trios (T5 e T10) que também erraram, o fizeram por nao utilizar o
parénteses, encontrando como resposta x> — ax —ab + bx —ab+ ab, ou seja, X —ax +

bx — ab. A figura 25 mostra a solugao apresentada pelo trio T5:

Figura 25 - Solugao apresentada pelo trio T5 - atividade 3 (item b) — etapa 1

Fonte: Relatério do aluno

Tivemos que retomar questdes como operagdes com numeros
inteiros (“regra de sinais”), uso dos parénteses e propriedade distributiva. Para isso,
fizemos uso do quadro de giz e contamos com a participacdo dos alunos. A partir
deste momento, mais um saber ficou institucionalizado.

Desta forma, conseguiram perceber que (x — a)(x — b) = X* — ax — bx
+ ab e mais um caso de produto entre polindbmios ficou conhecido pela turma.

Devemos observar que nenhum dos alunos pensou em subtrair da
area inicial, representada por x°, as areas representadas por ax e bx, dos retdngulos
formados a partir da divisdo do quadrado inicial em quatro partes e, em seguida
adicionar a area do quadrado menor (também formado a partir da divisdo do
quadrado inicial em quatro partes), representada por ab, pois esta area, neste caso,
€ subtraida duas vezes, quando deveria ser subtraida apenas uma vez. Mesmo
assim, optamos por nao discutir esta possibilidade com a turma, pois este modelo de
resolucdo aparecera em atividades posteriores e pretendemos observar a reacao

dos alunos.
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5.2.4 ATIVIDADE 4

Utilizando a representagao geométrica como referéncia, desenvolva
os produtos a seguir. Vocé também pode utilizar a propriedade distributiva, se julgar
necessario.

a) (x+3)(x+5)=
b) (x+1)(x+1)=
c) (y-3)y-3)=
d) (a+6)a-6)=
e) (@a+b)a+h)=
f) (@a—-b)a-b)=
g) (@a+b)(a-b)=

5.2.4.1 Analise a priori da atividade 4

Continuando o estudo dos produtos entre polinbmios, elaboramos
esta questao para que os alunos possam generalizar os saberes adquiridos até aqui.
Desta forma, para que eles consigam resolvé-la, deverao disponibilizar alguns dos
conhecimentos ja adquiridos nas questdes anteriores, principalmente nas questdes 2
e 3.

Acreditamos que nos depararemos com diversas formas de
resolugdo. Alguns podem representar geometricamente todos os itens da atividade,
O que nao é o mais adequado neste momento, afinal esperamos que tenham
percebido algumas regularidades que facilitam a resolugcéao dos calculos indicados.

Outros podem apenas imaginar a disposicdo geomeétrica destes
fatores e, assim, conseguir encontrar as respostas procuradas, sem
necessariamente fazer as construgdes geométricas. Podem ainda fazer uso, como o
préprio enunciado sugere, da propriedade distributiva da multiplicagdo em relacéo a
adicdo. Caso utilizem um processo diverso dos que aqui apresentamos,
indagaremos sobre o método utilizado e socializaremos com o grupo todo.

Os itens de b a g desta questdo foram pensados de forma a
introduzir o conceito de produtos notaveis, permitindo que o estudante comece a ter

contato com ele, ja observando determinadas regularidades.
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5.2.4.2 Analise a posteriori da atividade 4

Esta questao foi resolvida em nosso terceiro encontro. Porém, nao
iniciamos a aula com sua resolucdo. Antes de formarmos os trios, pois neste dia n&o
houveram faltas, entregamos uma cépia para cada aluno de um conjunto de
definigdes trabalhadas ao longo dos dois encontros anteriores. Neste resumo que
podemos chamar de sistematizacao, definimos expressdes algébricas; variaveis;
mondémios; semelhanga, adicdo e subtragdo entre mondmios; polinbmios; adi¢ao,
subtracdo e multiplicacdo de polinbmios. O resumo, de linguagem acessivel aos
alunos, foi feito com base em livro didatico (Souza e Pataro, 2012) conforme consta
no apéndice 1 deste trabalho . Fizemos uma leitura compartilhada, esclarecemos as
duvidas que surgiram e, entdo, passamos a resolugao da atividade 4.

Foi dito a eles que poderiam, conforme o enunciado, resolver as
questdes como desejassem. De forma geral, todos os trios conseguiram resolver os
produtos indicados. Precisaram da nossa intervengao para melhorar a resposta, pois
inicialmente ndo reconheciam a necessidade de agrupar monémios semelhantes.
Convém destacar que, de fato, este agrupamento ocorreu apenas uma veznas
atividades anteriores.

Antes da nossa intervengao, os estudantes apresentaram respostas
como:

(x + 3)(x + 5) = ¥* + 3x + 5x + 15 (ndo agrupando os termos
semelhantes);

(y — 3)(y — 3) =y* — 3y — 3y — 9 (erro no sinal do Gltimo termo, além de
nao agrupamento dos termos semelhantes);

(a + B)(a — 6) =a® + Ba + 6a — 36 (erro no sinal do segundo termo,
além de ndo agrupamento dos termos semelhantes);

(a + b)(a — b) = a> — ab + ba — b? (ndo identificacdo de termos
semelhantes, principalmente quando escritos em ordens diferentes).

Podemos identificar alguns desses erros em partes destacadas nas
solugdes apresentadas pelos trios T4 e T7, respectivamente, conforme mostramos

nas figuras 26 e 27.
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Figura 26 - Solugao apresentada pelo trio T4 - atividade 4 (itens a e b) — etapa 1
/‘T\.
a) (x + 3 .LXF@) = %.r4+5. 43,4 3-5=ct+5=+3,. 415

(£ + 1)(‘3<+ )= NI B RIS S B

Fonte: Relatorlo do aluno

Figura 27 - Solu¢ao apresentada pelo trio T7 atividade 4 (|tens ced)-—etapa1

c) y/(B)E— )= ¥ O = B = Dam— D2 :‘s. <G ~J Aw =

j- -

N e

Fonte: Relatério do aluno

Percebemos que apenas um dos trios (T1) optou por fazer a
representacdo geométrica de cada item desta atividade. Os outros utilizaram a
propriedade distributiva da multiplicagcdo em relagédo a adigdo, conforme haviamos
previsto na analise a priori.

Mesmo apds nossa intervengéao inicial, a maioria dos trios (sete dos
dez formados neste encontro — T2, T3, T5, T6, T8, T9 e T10) recorreu a nds para
esclarecer duvidas com relagcdo ao sinal de cada termo do polinbmio resposta. Em
varios casos, o erro na adi¢gdo, causado pelo erro no sinal do termo, passou
despercebido por eles. Também demonstraram estranheza ao perceber que termos
do polinbmio resposta, ao serem somados, poderiam zerar e, desta forma, nao
precisariam figurar na resposta.

O trio (T1) que optou por representar geometricamente todos os itens
da atividade, ndo conseguiu representar os casos de produto da soma pela
diferenca de dois termos e, neste momento, foi orientado a resolvé-los utilizando a
propriedade distributiva, pois o assunto sera retomado na atividade 6.

Foi necessario todo o tempo final do encontro para que concluissem
a atividade. Acreditamos que a turma, apos a realizagédo desta atividade, conseguira
identificar e resolver os casos de produtos entre polinbmios com os quais entraram
em contato, ou seja, quadrado da soma e quadrado da diferenca entre dois termos e

produto da soma pela diferenga de dois termos.
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5.2.5 Atividade 5(Esta Atividade foi Baseada em uma Situagédo Problema do
Caderno do Aluno — 8° Ano — Ensino Fundamental Il — v.2 — Matematica,
2013, p. 15)

Os resultados que vocé encontrou nos itens b, c, e, f, da atividade
anterior sdao chamados trindbmios quadrados perfeitos. Trinbmios porque
representam a soma de trés termos; quadrados perfeitos porque suas medidas de
base e altura sdo iguais, que € o que faz esses retdngulos serem denominados
quadrados. Baseado nessas informagdes observe as figuras representadas a seguir
e complete os quadrados em branco com letras, indicando as medidas dos lados no

1° membro e as areas no 2° membro.

a) Qual a érea do quadrado colorido, apresentado na figura a seguir?

| B
-

v Q

o

Conclusao: (a + b)? = a° + +

b) Qual a area do quadrado azul?

a < > Ar

W I
b
; Fa B ..

Conclusao: (a — b)’= a*— +
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5.2.5.1 Analise a priori da atividade 5

Elaboramos essa atividade pensando na capacidade que o aluno tem
de construir seu proprio conhecimento. O objetivo desta questdo é sistematizar o
conceito de trinbmios quadrados perfeitos, partindo da observacédo de algumas
respostas da atividade anterior (itens b, c, e, f). Apds leitura do enunciado,
esperamos que o aluno identifique um trinbmio e um trinbmio quadrado perfeito.

Acreditamos que até este momento ele ndo encontre dificuldades,
afinal o texto da questao esta redigido de forma a ser facilmente interpretado. Apos
resolver toda a atividade, queremos que o estudante tenha percebido a forma geral
de um trinbmio quadrado perfeito.

Embora o aluno ja tenha a resposta a essas duas questdes nos itens
eefda atividade anterior, temos sua apresentacdo sob um novo enfoque. Temos uma
representacdo geométrica, mas sera ele que completara o esquema, acrescentando
as medidas que foram omitidas. Temos também a representacdo de cada area
formada, mas o aluno devera relaciona-las a cada termo da resposta. A conclusao
também esta no formato complete, pois pretendemos facilitar a apreensdo do
conceito de trinbmios quadrados perfeitos.

Nossa intengdo é que todos dominem as identidades (a + b)? = a* +
2ab + b’ e (a - bY> = @® - 2ab + b?, para que posteriormente possamos
generaliza-las.

Pretendemos também que compreendam melhor a razéo pela qual
agrupamos ab com ab no primeiro caso. De fato, geometricamente, percebemos que
esses termos representam as areas de retadngulos idénticos. No segundo caso,
queremos que relacionem o termo -2ab com a subtragdo (da area inicial), por duas
vezes, da area ab. Queremos também que percebam que o fato de realizarmos essa
dupla subtragdo, geometricamente, nos leva a necessidade de somar a area b?, pois

ela foi retirada duplamente da area inicial.
5.2.5.2 Analise a posteriori da atividade 5

Estavamos no nosso quarto encontro. Notamos que alguns alunos

faltaram — dois, por isso trabalhamos com duas duplas além dos oito trios. Demos
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um tempo para que os alunos lessem o enunciado da questdo. Depois aguardamos
mais um pouco, a fim de que discutissem com seus colegas de trabalho.

Passados esses dois momentos, iniciamos uma discussdao com a
turma sobre as definigdes identificadas na questdo, ou seja, trinbmios e trinbmios
quadrados perfeitos, retomando os exemplos de atividades anteriores.

Conforme previsto na analise inicial (a priori), os alunos gostaram da
atividade e a consideraram facil. Perceberam rapidamente quais expressdes
algébricas preenchiam corretamente as lacunas no item a. Devido a discussao
realizada no encontro anterior, ndo demonstraram dificuldades ao somar as duas
areas representadas por abe todos os alunos completaram corretamente a
conclusao relativa a este item.

Na figura 28, mostramos a solugdo apresentada pelo trio T2. Com

ela, pretendemos destacar a facilidade demonstrada pelos alunos em geral.

Figura 28 - Solucao apresentada pelo trio T2 - atividade 5 (item a) — etapa 1

a) Qual a &rea do quadrado rosa?

Conclusdo: (a + b)? = a° + + D

Fonte: Relatério do aluno

De maneira geral, a resolugdo do item b foi mais problematica.
Quatro trios (T3, T4, T7 e T9) e uma dupla (D1) demoraram um pouco para perceber
que da area inicial do quadrado cuja medida do lado era representada por a, foi
realizada, por duas vezes, uma subtracdo da area do retangulo de dimensdes a e b.
Também tiveram dificuldades para perceberem que o fato de realizarmos
geometricamente essa dupla subtragdo, nos levava a necessidade de somar a area
b2,

Para que esses fatos fossem esclarecidos a todos os alunos
utilizamos momentos de aula expositiva, no quadro de giz. Conseguiram identificar

esta solucdo como sendo uma alternativa muito mais facil de resolug¢ao ao item b da



103

atividade 3 e ficaram surpresos com a facilidade do raciocinio empregado nesta
solucgao.

Ap6s pouco mais da metade do tempo destinado a este encontro, ou
seja, trinta minutos, os alunos concluiram a atividade e a nossa experimentagéo
alcangou os objetivos propostos, pois os estudantes mostraram dominar as
identidades (a + b)? = a* + 2ab + be (a - b)* = a* - 2ab + b°.

A solucédo apresentada pelo trio T7 para o item b desta atividade,

apos estes momentos de discusséo, é mostrada na figura 29.

Figura 29 - Solugao apresentada pelo trio T7 - atividade 5 (item b) — etapa 1

b)  Qual a area do quadrado azul?

e, ot
i I1e
N . . B

—p
[e-t]
Conclusdo: (a—b)* = a* — +

Fonte: Relatério do aluno

5.2.6 Atividade 6

Com relacdo a atividade 4, itens d e g, os resultados que vocé
encontrou recebem o nome de produto da soma pela diferenca de dois termos.
Produto, pois temos uma multiplicagao e, além disso, também podemos observar
que a soma e diferenga (subtragdo) indicadas sdo dos mesmos termos. Pensando
em suas respostas a esses itens (d e g, atividade 4), observe as figuras
representadas a seguir e novamente complete os quadrados em branco com letras,

indicando as medidas dos lados no 1° membro e as areas no 2° membro.
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Concluséo: (a + b)(a—b) = -

5.2.6.1 Analise a priori da atividade 6

Nesta atividade pretendemos que os alunos desenvolvam a partir da
leitura do enunciado, a identificacdo de um produto da soma pela diferenca entre
dois termos e, além disso, compreendam seu significado.

Ao concluir o preenchimento de todos os campos determinados,
esperamos que ele perceba a identidade (a + b)(a — b) = a*> — b?, concluindo o ciclo
de apresentacao dos produtos notaveis, previsto para ser desenvolvido mediante a
aplicagao desta sequéncia didatica.

Acreditamos que a turma tenha dificuldades ao completar o segundo
membro da igualdade, pois os dados que preenchem corretamente estes espagos
nao sao obtidos explicitamente. Para encontra-los, os estudantes deverao realizar

calculos, utilizando os conhecimentos que adquiriram ao realizar as atividades 1 e 2.
5.2.6.2 Analise a Posteriori da Atividade 6

A realizagdo desta atividade durou vinte minutos. Foi realizada em
nosso quarto encontro, depois que concluiram a atividade 5. Lembramos que neste
dia estavamos organizados em oito trios e duas duplas. Como cada dupla e cada trio
iniciaram a resolugao destas atividades em momentos distintos, pois esse tempo

dependia do término da resolucédo da atividade anterior, fizeram a leitura do
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enunciado com seus companheiros. Quando apareciam duvidas, nos chamavam
para esclarecer de forma individualizada.

De acordo com a analise a priori, todos os alunos tiveram duvidas ao
completar o segundo membro da igualdade. Foi necessario fazermos uma pausa e
retomarmos o uso da propriedade distributiva nos calculos de a(a — b) e b(a — b),
novamente através da exposicdo em quadro de giz.

AplOs essa explanacdo, quase todos os presentes conseguiram
completar a conclusédo. Apenas um trio (T3) e uma dupla (D1) recorreram a nos para
poder perceber que ab — b® + a° — ab equivale a a° — b%; o trio esqueceu que ab — ab
equivale a zero e, por isso, nao figura na resposta; a dupla ndo percebeu a inversao
realizada que fez com que — b? + a* fosse escrito como a* — b? na conclus3o.

Na figura 30, destacamos a solugéo final apresentada pela dupla D1,
formada por causa da auséncia de um integrante do trio T1. Eles estavam
aguardando, desde a resolugdo da atividade 4, uma solugéo para a representacao
geométrica deuma expressdo algébrica da forma produto da soma pela diferenca

entre dois termos.

Figura 30 - Solugao apresentada pela dupla D1 - atividade 6- etapa 1

Concluséo: (a+ b) (a—b) = I:l -

Fonte: Relatério do aluno

5.2.7 Atividade 7

Dados quatro retangulos, conforme representados a seguir:

XX A

y
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ApOs observar suas medidas, determine:

a) A area de cada retangulo.
RETANGULOS R R2 Rs R4

AREAS

b) Escreva a expressao algébrica que representa a area total de um retangulo
formado a partir da juncéo destes quatro retangulos iniciais:

Area do novo retangulo + + +

c) Veja como ficou esse novo triangulo na representagao a seguir:

g
| .I
d) Identifique e escreva quais sdo as novas medidas dos lados desse retangulo.
Base:

Altura:

e) Utilizando as medidas que vocé encontrou no item anterior, represente a area do

retangulo do item c.

( + X + )

f) Como os itens be etratam da mesma figura, as areas expressas em cada uma

delas sao iguais. Sendo assim, preencha a igualdade a seguir:
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5.2.7.1 Analise a priori da atividade 7

O objetivo desta questéo é levar o aluno a conhecer a fatoragao de
polinbmios, utilizando habilidades e conhecimentos adquiridos ao longo da
resolucéo das atividades precursoras desta.

No item a pedimos que o aluno preencha uma tabela de acordo com
as figuras geométricas apresentadas na atividade. Como ja fez nos exercicios
iniciais, o aluno indicara cada uma das quatro areas destacadas.

No item b, os estudantes deverao preencher as lacunas de forma a
determinar a soma das areas determinadas no item anterior.

O item c é apenas de observagdo. No proximo item, o aluno apenas
representara a area da nova figura apresentada no item c. E no ultimo item que o
aluno devera perceber a identidade ax + bx + ay + by = (x + y)(a + b).

Pretendemos que o aluno identifique essa nova situagcdo como o
inverso do que vinha fazendo até agora, ou seja, ele tera um polinbmio e devera
escrevé-lo como um produto.

Acreditamos que para a resolucdo dos itens a,b, de e os alunos nao
terao dificuldade alguma, pois apenas utilizardo conhecimentos prévios.

Ao final da experimentacdo desta atividade, pretendemos chamar a

atencao de todos para o fato de que o que acabaram de fazer se chama fatoracao.

5.2.7.2 Analise a posteriori da atividade 7

Esta atividade foi realizada em nosso quinto encontro. Neste dia nao
houve faltas. Trabalhamos com dez trios. Ao iniciar a aula desse dia, fizemos uma
nova institucionalizagdo dos saberes apreendidos até entao.

Como no encontro anterior desenvolvemos a ultima atividade sobre
produtos notaveis, decidimos entregar a cada um deles uma copia contendo um
resumo de tudo o que havia sido discutido sobre este assunto nas aulas anteriores,
conforme consta no apéndice 2.

Desta vez realizamos uma leitura silenciosa e, apds todos concluirem
suas leituras, promovemos um debate sobre o conteudo do resumo.

Entdo, todos iniciaram a resolucdo da questdo 7. Conforme

haviamos previsto, a turma resolveu todos os itens sem necessidade de
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interferéncia do professor/observador. Nao podemos deixar de comentar que
sempre nos chamavam em suas mesas para que confirmassemos se os resultados
encontrados estavam corretos. Isso demonstra que a turma esta insegura com
relacdo ao tema proposto. De fato, isto € muito comum, visto que grande parte dos
assuntos abordados era desconhecida por todos eles.

Ao final da atividade e de nossas discussbes, conseguiram
compreender fatoragao e, segundo os estudantes, fatorar é “fazer o contrario do que
estavam fazendo até agora.” Sabemos que precisaremos desenvolver com mais
rigor este conceito junto a turma, mas ficamos satisfeitas com os resultados
apresentados até o presente momento.

Selecionamos a solugcdo encontrada pelo trio T10 e mostramosnas
figuras 31, 32, 33 e 34. A partir destes fragmentos conseguimos perceber o
encadeamento das ideias propostas nesta questdao com relagdo a construgao dos

conceitos de produto entre polinémios e fatoragao por agrupamento.

Figura 31 - Solugdo apresentada pelo trio T10 - atividade 7 (item b) — etapa 1

Area do novo retangulo ox + b + ou + by
O )

Fonte: Relatério do aluno

Figura 32 - Solugao apresentada pelo trio T10 - atividade 7 (item d) — etapa 1

= v

d) ldentifique e escreva quais sdo as novas medidas dos lados desse retangulo.
Base: _.o+b

Altura:

Fonte: Relatério do aluno

Figura 33 - Solugao apresentada pelo trio T10 - atividade 7 (item e) — etapa 1

e) Utilizando as medidas que vocé encontrou no item anterior, represente a area do retangulo

do item c.

e + )

(o, +_b

U

Fonte: Relatorio do aluno
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Figura 34 - Solugao apresentada pelo trio T10 - atividade 7 (item f) — etapa 1

Como os itens b e e tratam da mesma figura, as dreas expressas em cada uma delas séo

iguais. Sendo assim, preencha a igualdade a seguir:

!
oxt b

+ au Fhu =( + b e + 4y )
_*.1 . ol F

(>

Fonte: Relatério do aluno

5.2.8Atividade 8(consta de caderno do aluno — 8° ano — Ensino Fundamental Il —
v.2 — matematica, 2013, p. 24)

Observe os seis polinbmios seguintes, nomeados de AaF, e as areas

1 e 2 dos retangulos representados nas figuras abaixo:

A=x*-16 X 4 X

=x2—4x + 4 A - - A< >
B =x"—4x Area Are W
C=(xx+4)(x—-4) XX A
D=(x-2° 4
E = 2x(3 + 2x)
F=4X2+6X v v

Agora, responda:
a) Quais desses polinbmios podem representar o calculo da area 1?
b) Quais desses polindmios podem representar o calculo da area 27?
c) Verifique que os polinbmiosEeF séo idénticos (calcule o valor numérico de cada
um para, pelo menos trés valores diferentes de x).
Dica: dois polinbmios sao idénticos quando possuem valores

numeéricos iguais para qualquer valor atribuido a variavel.

5.2.8.1 Analise a priori da atividade 8

Escolhemos esta atividade com o objetivo de que, apds experimentar
varios calculos de produtos de polinbmios e verificar seus resultados e
generalidades, o aluno possa relacionar este conhecimento com a fatoracdo de

polinbmios.
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Esperamos que ao concluir a resolugao dos itensae b, ele perceba
as igualdades (x> = 16) = (x + 4)(x —4) e (x** —4x + 4) = (x — 2)?, através da
utilizagcao da interpretagdo geométrica, ou seja, efetuando o calculo da area pedida
de dois modos distintos. Mesmo que o estudante ainda ndo domine a nomenclatura
fatoragdo, o conceito estara sendo desenvolvido ao longo da experimentagao desta
atividade.

O item c introduz os conceitos de valor numérico de um polindmio e
de identidade de polinbmios. Valendo-se dessas duas ideias, o aluno podera
perceber mais uma igualdade: 4x* + 6x = 2x(3 + 2x) e consolidar esse novo saber
matematico.

Para o desenvolvimento dos itens a e b, acreditamos que os
estudantes nao precisarao recorrer a ndés e que os resolverao com facilidade. Ja
para a resolugdo do ultimo item, estamos prevendo um momento de
institucionalizagao. Apesar de precisarmos langar mao deste artificio anteriormente a
resolucdo, acreditamos que sera muito interessante que o aluno perceba a
igualdade entre o resultado de um produto e sua forma fatorada, através de calculos

numericos.
5.2.8.2 Analise a posteriori da atividade 8

A resolucdo desta atividade aconteceu em nosso sexto encontro.
Percebemos que a turma ja estava bem familiarizada com o tema desenvolvido.
Neste dia, trabalhamos com nove trios. Curiosamente, todos os integrantes de um
deles faltaram.

De acordo com nossa andlise a priori, todos conseguiram
desenvolver, sem grandes intervencdes do professor/observador, os itens a e b.
Demoraram um pouco para chegarem as respostas corretas, mas conseguiram
encontra-las quando avisavamos que haviam errado.

Através do recorte de uma solugdo mostrado na figura 35,
pertencente ao trio T8, podemos verificar que os alunos demonstram certo dominio
com relagdo ao conteudo produto entre polinbmios. Acreditamos que esta facilidade

se deve ao fato de estes produtos estarem representados geometricamente.



111

Figura 35 - Solugao apresentada pelo trio T8 - atividade 8 (itens a e b) — etapa 1

A=x*-16

B=x’—4x+4

C=(x+4)(x—4)%

D=(x—2)

E = 2x(3 + 2x) WY
F = 4% + 6x
Agora, responda:

a) Quais desses polindmios podem representar o calculo da area 17 C

b) Quais desses polinémios podem representar o calculo da drea 2? * >, B

Fonte: Relatério do aluno

Os erros mais comuns aconteceram ao determinar as medidas dos
lados da figura inicial — dois trios (T3 e T7) ndo analisaram adequadamente a
primeira figura e pensaram que se tratava de um quadrado, indicando a medida do
seu lado por (x + 4), deixando de observarem que se tratava de um retangulo de
dimensoes (x +4) e (x — 4)— item a.

Também apresentaram erros na subtracédo de areas. Dois trios (T4 e
T9) esqueceram — se que deveriam adicionar uma area de valor 4 a area que
estavam determinando (item b). Este procedimento se fazia necessario por haverem
subtraido duas vezes da area do quadrado inicial, a area do quadrado de lado dois.

Apos vinte minutos, todos haviam concluido a resolugao destes itens.
Passamos ao momento de discussdo sobre o que seria valor numérico de um
polinbmio e identidade de polinbmios. Os alunos contribuiram com seus
conhecimentos prévios e, apos utilizarmos exemplos em quadro de giz, construimos
esses conceitos com a turma.

Iniciaram a resolugcdo do item ¢ de acordo com o que haviamos
discutido anteriormente. Trés trios (T3, T4 e T7) encontraram dificuldades com a
potenciacdo e com o uso dos parénteses no momento da resolugao dos calculos.
Dois trios (T5 e T9) que escolheram os valores 1 e 5 para x, erraram ao efetuar o
calculo da seguinte maneira:

4% + 6x =412+ 6.1 =42+ 6 =8 + 6 = 14 (calcularam 12, como
sendo 1.2); ou

4x* + 6x =4.5% +6.5=4.10 + 30 = 40 + 30 = 70 (calcularam 52, como
sendo 5.2)
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Outro trio (T6) encontrou dificuldades ao substituir os valores
escolhidos para x na expressao 2x(3 + 2x). Ao substituirem, por exemplo,x por
2nesta expressao, encontraram 2.2(3 + 2.2) =43 + 4 = 12 + 4 = 16 (ndo se
lembraram de efetuar primeiramente a adi¢do que estava nos parénteses).

Como os problemas apresentados eram poucos e se tratavam de
pequenas intervengdes, conversamos apenas com o0s alunos destes trios,
retomando os conceitos de potenciacdo e de expressdes numericas. Os proprios
alunos identificaram e corrigiram seus erros.

Ao finalizar a resolucdo da questdo, todos os estudantes
conseguiram visualizar,mais uma vez, a igualdade entre uma expressao algébrica e

a sua forma fatorada.
5.2.9 Atividade 9

Quando nos deparamos com resultados do tipo:

o Yy+3)=y +3y,

o (y-3)=y-3y,

o 2(2y+3)=4y+86,

o (x+4)(x—4)=x*-16
o (x—2%=x*-4x+4
o 2x(3+2x)=4x*+6

Dizemos que todas as expressdes presentes no 1° membro
(multiplicagdo de polinbmios) de cada igualdade acima representam a forma
fatorada (onde existe multiplicagdo) de cada polinémio do 2° membro.

Pensando nisso, mostre geometricamente que valem as igualdades:

a) (x+5%=x*+10x+25
b) (a—3)°=a*-6a+9
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5.2.9.1 Analise a priori da atividade 9

Como se trata da ultima questdo desta etapa, nosso objetivo é
proporcionar ao aluno um momento de retomada de todos os conceitos que foram
desenvolvidos até o momento. No enunciado apresentamos uma definicdo de
fatoracdo para que o estudante va se familiarizando com os textos e termos
matematicos.

Novamente utilizamos a representagdo geométrica e pretendemos
fixar a relagdo entre a area de retangulos e o produto de polinbmios, assim como
revisar dois casos de produtos notaveis e generalizar o assunto fatoragéo.

Acreditamos que os alunos terdo facilidade para desenvolver esta

atividade.

5.2.9.2 Analise a Posteriori da Atividade 9

Mais uma vez a turma estava completa, trabalhamos com 10 trios.
Este foi nosso sétimo encontro e nele finalizamos a experimentagao da etapa 1.

Fizemos uma leitura compartiihada do enunciado e seis trios
colaboraram lendo e comentando os exemplos.

Conforme acreditdvamos, os alunos tiveram muita facilidade na
resolugao desta atividade, mesmo porque montamos um “caderno” com todas as
questdes desenvolvidas até entdo e eles puderam consultar neste momento. Como
este nosso encontro era de 2 horas/aula, quando todos os trios concluiram suas
atividades, promovemos uma socializacdo dos “desenhos”, isto ¢é, das
representacbes geométricas encontradas.Na figura 36, reproduzimos a solugao
apresentada pelo trio T1 que desde o inicio da resolugdo desta sequéncia didatica,
mostrou preferéncia pela representagdo geomeétrica no desenvolvimento de todas as

questdes.
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Figura 36 - Solugao apresentada pelo trio T1 - atividade 9 (item b) — etapa 1

b) (a—3)? iaz -6a+9

%)
/

| | )
j-\(\‘ I (o _2 O O

Fonte: Relatério do aluno

A partir do préximo encontro, verificaremos os conhecimentos de fato

adquiridos, pois aplicaremos as atividades da etapa 2.

5.3  ANALISE DAS ATIVIDADES DA ETAPA 2

Como ja mencionado no capitulo anterior, a experimentacdo das
questdes desta etapa ocorreu em unico encontro com duragdo de cem minutos, ou
seja, duas horas-aula. Na aula anterior haviamos finalizado a aplicagédo das
atividades da etapa 1, discutindo e esclarecendo as eventuais duvidas.

Dos trinta alunos que foram observados durante a experimentagao
da etapa 1, apenas quatro faltaram neste dia, isto quer dizer que analisamos os
resultados de vinte e seis alunos com relacao as atividades da etapa 2.

Sendo assim, iniciamos o encontro dizendo como seria a aplicagao
das atividades desta nova etapa: o tempo disponibilizado para resolvé-la; a
resolugao realizada individualmente; o ndo acesso a fontes de consultas (escritas,
colegas, professor/observador) e os motivos pelos quais decidimos proceder assim.

Como ja citado anteriormente, esta etapa de aplicagao da sequéncia
didatica difere da anterior, pois neste momento os alunos realizaram as atividades
propostas individualmente, ndo recorrendo ao nosso auxilio e ndoacessando fontes
de consulta como caderno, sistematizagdes ou exercicios resolvidos.

Foi neste momento que verificamos quais conceitos foram

eficazmente construidos, ou seja, qual o real aprendizado da turma.

5.3.1 Atividade 1(Consta de Imenes e Lellis,2009, p. 197)

Vamos examinar o quadrado da soma de dois termos.

a) Efetue os calculos e complete a tabela a seguir:
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Tabela 4- Quadrado da Soma entre Dois Termos

CALCULO RESULTADO
(a + b)? momTmmTmmToommommomees |
(x+ y)? i |
(x + 3)° i ieiinily ]
(x + 4)? mmmmmmmmmmmoooooooo- T

Fonte: Imenes e Lellis, 2009, p. 197 R R

b) Preenchendo a tabela, vocé deve ter notado que os resultados obtidos tém
sempre um mesmo padrdo. Dos padrbées do quadro abaixo, qual € o que
corresponde a (4| A2

Tabela 5 - Padrao Observado - Quadrado da Soma Entre Dois Termos

2

Fonte: Imenes e Lellis, 2009, p. 197

c) Com suas palavras, descreva o padrao escolhido. Comece assim:

Elevando ao quadrado uma soma de dois termos, vamos obter...
5.3.1.1 Analise a priori da atividade 1

Oobjetivo desta atividadeé verificar se os alunos conseguem
identificar o quadrado da soma entre dois termos, se percebem uma padronizacao
nas respostas a este tipo de calculo e se conseguem registrar de diversas maneiras
este conceito.

Para responderem satisfatoriamente esta questdo, os estudantes
deveréao saber:

e Com relagdo ao item a: calcular (a + b)?, (x + y)?, (x + 3)% e (x + 4)% Para isso,

esperamos que o aluno utilize os conhecimentos adquiridos ao longo da
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resolugcao das atividades da etapa 1, neste caso especifico, atividades 4 (itens
be e) e 5 (item a), assim como os saberes institucionalizados, nos quais
evidenciamos o padrdo presente nos quadrados da soma entre dois termos.
Pode ser que algum (ou alguns) aluno recorra a representagdo geométrica para
conseguir resolver esta questao.

e Com relagao ao item b: identificar a igualdade

(D +AY="+4 . J+A> A

Mais uma vez reforcamos o padrdo de resolucido dos quadrados da soma
entre dois termos.

e Com relagdo ao item c: relacionar o registro de representagdo algébrico e
simbdlico com o registro na linguagem natural; esperamos verificar a
compreensao matematica do conceito abordado através da mudancga de registro.

Alguns alunos poderdo encontrar dificuldades para resolver esta
questao por ndo se lembrarem dos padroes de resolugdo abordados nesta questio.

Acreditamos que os estudantes demonstrarao certa estranheza ao responder o item

c, pois terdo que utilizar uma forma de registro diferente da habitual.

Porém, de forma geral, esperamos que resolvam com facilidade e

rapidez, sem necessidade de recorrer as representagdes geométricas ou a

propriedade distributiva da multiplicacdo em relacéo a adigao.
5.3.1.2 Analise a posteriori da atividade 1

Descreveremos a seguir nossas consideragdes sobre as respostas
apresentadas ao item a da questao 1.

Dentre os vinte e seis alunos que realizaram esta atividade, vinte e
trés deles conseguiram responder corretamente a questdo, ou seja, escreveram o0s
trindmios pedidos: a® + 2ab + b% x> + 2xy + y%; x* + 6x + 9 ex* + 8x + 16. Desses
vinte e trés alunos que acertaram, dezesseis deles realizaram a atividade sem
registro de calculo algum, ou seja, utilizaram a técnica ja descrita no capitulo 2: “o
quadrado da soma de dois termos é igual ao quadrado do primeiro termo, mais duas
vezes o produto do primeiro termo pelo segundo, mais o quadrado do segundo

termo.”
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Os outros sete alunos que também responderam corretamente esta

questao procederam da seguinte maneira:

Cinco alunos utilizaram a técnica descrita anteriormente, porém fazendo uma
passagem intermediaria, ou seja,
(a+ by’ =a’+2.ab+b*=a’+2ab+ b
X+ Y= X2 +2xy+ VP =x>+2xy + y
(x+3%=x*+23x+3°=x+6x+9
(X+4P%=x+24x+4°=x>+8x+16
Um aluno recorreu a representacdo geométrica. Fez um esbogo dessa
representacdoao lado da tabela e conseguiu identificar os resultados pedidos.
Quando fizemos a devolutiva desta etapa da sequéncia didatica, ele nos explicou
0os motivos pelos quais resolveu a questdo desta forma - elendo conseguiu
relembrar o formato da resposta.
Um aluno utilizou a propriedade distributiva da multiplicagcdoem relacdo a adigao,
transformando cada poténcia dada em um produto de dois bindmios.

Trés estudantes (que vamos representar por E3, E4 e E7),

responderam incorretamente esta atividade. Dois alunos (E4 e E7) apresentaram

como respostas “trinbmios” incompletos; colocaram apenas os resultados de cada

termo do bindmio inicial ao quadrado. Isto quer dizer que suas respostas a questao
dada foram: a® + b%; x* + y%; x> + 9 e X* + 16.

A solugao apresentada pelo estudante E4 estd destacada na figura

37.

Figura 37- Solugao apresentada pelo estudante E4 - atividade 1 — etapa 2

CALCULO RESULTADO

(a+ by i I

(x+y7

(x +3)°

,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,

(x +4)?

________________________

Fonte: Imenes e Lellis, 2009, p. 197

Fonte: Relatério do aluno

Um deles (E3) resolveu a questao utilizando de forma inapropriada a

representacdo”“o quadrado da soma de dois termos é igual ao quadrado do primeiro
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termo, mais duas vezes o produto do primeiro termo pelo segundo, mais o quadrado
do segundo termo.”

De acordo com as respostas dadas pelos alunos a este item,
observamos que de uma forma geral, as respostas foram adequadas.

Com relacdo ao item b, vinte e quatro alunos responderam
corretamente. Os dois alunos (E4 e E7) que na resposta ao item anterior
apresentaram “trinbmios” incompletos (na realidade, outros binémios), colocando
apenas os resultados de cada termo do binémio inicial ao quadrado, erraram

novamente, pois escolhneram como resposta a este item, a primeira opcao da tabela:
2 2
oA

Ja no item c, a quantidade de acertos foi menor. Do total de alunos
observados, vinte completaram corretamente a frase “Elevando ao quadrado uma
soma de dois termos, vamos obter...”

Dos seis alunos (E4, E5, E7, E8, E9 e E10)que responderam de
forma inadequada, dois deles (E4 e E7) ja haviam errado as questdes anteriores e,
pelo mesmo motivo, completaram a frase erroneamente escrevendo que “[...] vamos
obter o primeiro termo ao quadrado, somado com o segundo termo ao quadrado.”

Os outros quatro alunos (E5, E8, E9 e E10) erraram por se
confundirem na escrita do termo central do trinbmio quadrado perfeito. Completaram
a frase de duas formas distintas, porém erradas: “[...] vamos obter o primeiro termo
ao quadrado, somado com o dobro dos termos dados, somado com o segundo
termo ao quadrado.”Ou “[...] vamos obter o primeiro termo ao quadrado, mais duas
vezes cada termo dado, mais o segundo termo ao quadrado.”

De forma geral, podemos afirmar que a turma sabe resolver produtos
da forma quadrado da soma entre dois termos, afinal foram poucos os alunos que
ndo conseguiram responder corretamente todos os itens desta atividade, mas,
mesmo estes alunos demonstraram possuir certas nog¢des sobre o assunto

estudado, necessitando apenas de pequenas intervencgdes.
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5.3.2 Atividade 2(Consta de Imenes e Lellis, 2009, p. 197)

Na atividade anterior, nos referimos ao quadrado de uma soma. O
padrao do quadrado de uma diferenca € muito parecido. Sendo assim, responda:

qual é o padrdo para( - 'l )?ZA
Responda usando esses pequenos quadrados e triangulos.
5.3.2.1  Analise a priori da atividade 2

Assim como na atividade anterior,oobjetivo desta atividadeé verificar
se os alunos conseguem identificar o quadrado da diferenga entre dois termos e se
percebem a padronizacao existente nas respostas a este tipo de calculo, de acordo
com os saberes abordados nas atividades 4 (itens c e f) e 5 (item b) da etapa 1
desta sequéncia didatica

Para ter éxito nesta questdo, o estudante devera identificar a

igualdade

(J'A)Z=J2'2' o +A2

Acreditamos que os alunos nao terdo problemas para responder esta
questado. Poderao utilizar sua resposta a questao anterior, desde que verifiquem a
mudanca de sinal do termo central do trinbmio quadrado perfeito de forma geral a’-

2ab + b?querepresenta o formatoda resposta esperada para esta atividade.
5.3.2.2 Analise a posteriori da atividade 2

Conforme haviamos previsto na analise anterior(a priori), os alunos
nao apresentaram dificuldades para responder esta questdo. Dos vinte e seis alunos
participantes desta etapa, apenas dois (E4 e E7 - os mesmos ja citados na analise a
posteriori da atividade 1) cometeram o mesmo tipo de erro apresentado na questao

anterior, apontando como resposta ( =2 - Az). Todos os outros identificaram a

igualdade (1 - A)Z =4 2. . J”ZA A
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A resposta equivocada apresentada pelo estudante E7 esta
reproduzida na figura 38. Ele e o estudante E4 precisarao participar de uma
retomada e reconstrucdo do saber envolvendo quadrado da soma e quadrado da

diferenca entre dois termos.

Figura 38 - Solugao apresentada pelo estudante E7 - atividade 2 — etapa 2
Sendo assim, responda: qual é o padrao para

(| -A )*? Responda usando esses pequenos quadrados e tridngulos.

)

Li —A
Fonte: Relatério do aluno

Acreditamos que a quantidade de erros tenha diminuido, ao
compararmos com as analises relativas as atividades 1 e 2, por utilizarmos nesta
questdo uma forma de registro mais simples (representagdes de quadrados e

tridngulos coloridos) ao invés da representagdo em linguagem natural.

5.3.3 Atividade 3(Retirada de Imenes e Lellis, 2009, p. 197, Adaptada)

As multiplicagdes seguintes também tém um padrédo interessante.
Observe e complete a tabela:

Tabela 6 - Produto da Soma Pela Diferenca Entre Dois Termos

Multiplicagdo | Resultado
(@+b)y(@a-b)|
TR N % Rk
Cc+O =8| |
e | T

5.3.3.1 Analise a priori da atividade 3

Elaboramos esta questdo com o objetivo de averiguar os
conhecimentos adquiridos pelos alunos com relagdo ao conceito de produto da

soma pela diferenca entre dois termos.
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O estudante devera perceber a mudanga na forma de representagao
dos produtos de polinbmios presentes nesta questdo quando comparadas as formas
de representacéo das atividades anteriores. Isto quer dizer que devera estabelecer a
diferenca entre quadrados da soma ou da diferenca entre dois termos e produto da
soma pela diferenga entre dois termos.

Esperamos que identifiquem a igualdade (a + b) (a — b) = a®> - b’ e
que consigam aplica-la aos demais produtos presentes nesta atividade que sédo (x +
5)(x—-5)e (x+y)(x-y), de forma a conseguir completar a tabela.

Para facilitar a resolucdo desta atividade, os estudantes poderao
observar um exemplo, pois a segunda linha da tabela ja esta preenchida. A atividade
foi elaborada desta forma para ajuda-los a relembrar o conceito de produto da soma
pela diferenga entre dois termos, ja abordado nas questdes 4 (itens d e g) e 6 da

etapa 1 desta sequéncia didatica.

5.3.3.2 Analise a posteriori da atividade 3

Do total de vinte e seis alunos, vinte e cinco tiveram éxito ao
responder esta questido, conseguindo preencher corretamente a tabela apresentada.
Incluimos neste grupo os dois alunos que, nas duas atividades anteriores,
responderam incorretamente por apresentarem bindmios ao invés de trinbmios (s6
se lembraram de que deviam elevar ao quadrado o primeiro e o segundo termo de
cada binbmio dado). O unico aluno (E9) que n&o respondeu de forma totalmente
satisfatéria esta atividade, deixou de resolver 5% na terceira linha da tabela, porém
completou de forma totalmente correta todas as outras linhas da tabela. A solugéo

apresentada por este aluno € destacada na figura 39.

Figura 39 - Solugao apresentada pelo estudante E9 - atividade 3 — etapa 2

Multiplicacao Resultado
@+D)@=b)| i L]
(x+1)(x—1) x* -1
(x+35) (x—=195) ;_ 2
x+y)(x—y) ___W:i:
Fonte: Imenes e Lellis, 2009, p. 197

Fonte: Relatério do aluno
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5.3.4 Atividade 4(Consta de Ribeiro, 2010, p. 149)

Associe os quadrados aos trinbmios que representam as suas areas.

Para isso, escreva a letra e o simbolo romano correspondentes.

2a ba 6b
a)b b) < > < » +—r—>
) I -.
v
c) a 2b

——— >

2b
e 4

5.3.4.1  Analise a priori da atividade 4

Esta questao foi elaborada com o objetivo de possibilitar ao aluno
expandir seus conhecimentos sobre quadrado da soma entre dois termos. Ao
resolvé-la, os alunos entram em contato com situagbes diferentes das ja
vivenciadas, pois os binbmios apresentados nesta atividade tém complexidade maior
que os utilizados nas questdes anteriores.

Esperamos que cada estudante seja capaz de generalizar os
conhecimentos adquiridos até este momento e relacione corretamente cada produto
que esta representado geometricamente com sua respectiva resposta.

Para que isto ocorra o aluno podera utilizar diferentes artificios, como
calcular as areas de quadrados de lados 2a + b(item a), a + 6b(item b), a + 2b (item

c) e assim encontrar a trés respostas apresentadas na questao; calcular as areas de
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cada retadngulo formado a partir do quadrado inicial em cada item e facilmente
relacionar estes valores com as trés respostas apresentadas; utilizar apenas a
observacao e concluir que valem as igualdades (2a + b)? = 4a’+ 4ab + b, (a + 6b)* =
a’ + 12ab + 36b% (a + 2b)* = a° + 4ab + 4b°.

Acreditamos que os alunos resolverao facilmente esta questao.
5.3.4.2 Analise a posteriori da atividade 4

Todos os alunos observados responderam de maneira correta esta
atividade, encontrando as associagdes a—Ill; b —1; c —Il.
Mostramos na figura 40, o método de resolugdo empregado pelo

estudante E1, evidenciando como conseguiu responder com éxito a questao.

Figura 40 - Solu¢ao apresentada pelo estudante E1 - atividade 4 — etapa 2

2a b a 6b

c) a 2b
a) b b) - ‘} \ = >
| s ) :
L -.I ot ‘la g b 2
2a ot Gbeb Iso /g/ : ?5 a
X\ _/'
L (. il

Fonte: Relatério do aluno

Acreditamos que o fato de poder utilizar a exclusdo, ja que tinham

acesso a todas as respostas, funcionou como um facilitador para esta atividade.

5.3.5 Atividade 5 (Consta de Ribeiro, 2010, p. 151)

Associe cada quadrado azul ao trinbmio quadrado perfeito que
representa sua area. Para isso, escreva a letra e o simbolo romano

correspondentes.

il il el
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5.3.5.1 Analise a priori da atividade 5

Assim como na questao anterior, 0 objetivo desta questéo € propiciar
aos alunos o contato com quadrados da soma ou quadrados da diferenga entre dois
termos, diferentes daqueles ja abordados nas atividades anteriores.

Pretendemos que o aluno generalize os conhecimentos adquiridos
até agora e relacione corretamente (2x + y)* com 4x* + 4xy + y*; (2x — y)? com 4x* —
4xy + y%; (x — 2y)* com X2 — 4xy + 4y~

Esperamos que o estudante resolva com facilidade esta questao
pois, mais uma vez, retomamos o conceito de area de retangulos para a resolugao
de produtos entre dois polindbmios. Neste momento, o aluno devera estar
familiarizado com esta representagao, afinal ela vem sendo utilizada durante toda a

sequéncia didatica.
5.3.5.2 Analise a posteriori da atividade 5

Mais uma vez o éxito foi geral. Todos identificaram as associagoes |
—c; Il - a; Il — b. Acreditamos que, novamente, o fato de poder utilizar a
exclusao, ja que tinham acesso a todas as respostas, funcionou como um facilitador

também para esta atividade. Associado a este fato, temos a possibilidade dos alunos
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terem relacionado a ideia de area total da figura (todo o quadrado estar pintado de
azul) com um trinbmio com termos exclusivamente positivos e area parcial da figura
(parte do quadrado inicial estar pintado de azul) com trinbmios que possuem termo
central negativo.

A forma como o estudante E24 respondeu os itens a e b desta
questéo, conforme apresentamos na figura 41, demonstra a facilidade encontrada

pela turma ao resolver esta atividade.

Figura 41 - Solugédo apresentada pelo estudante E24 - atividade 5 (itens a e b) —
etapa 2

i)

X —Axy+4F )] -

~

I .

oo — L

Fonte: Relatério do aluno

5.3.6 Atividade 6

Com base no que foi estudado até agora, complete cada quadrinho
abaixo com o termo adequado:

a) (x+5)*=x"+10x +

b) (x +4)?=x*+ +16

c) (3x+6)°= + 36x + 36

(2a— b)Y =4 -4ab + b?
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d) (a—3b)*= - ab + 9b?
x+y)x=-y)=[ |-V

5.3.6.1  Analise a priori da atividade 6

Considerando o estudo ja realizado, esta questao foi elaborada para
permitir que o aluno, novamente, entre em contato com os trés casos de produtos
notaveis abordados nesta sequéncia didatica, porém em uma mesma atividade.

Até o presente momento, abordamos apenas dois casos de uma
unica vez, quadrado da soma entre dois termos e quadrado da diferencga entre dois
termos, pois suas formas gerais sdo bem préximas.

Desta maneira, pretendemos verificar se o aluno identifica cada um
desses casos, encontrando suas respectivas resolugdes, inclusive nocaso do
produto da soma pela diferenga entre dois termos.

Optamos por colocar parte da resposta, criando uma atividade de
completar, pois queriamos facilitar esta identificagado por parte do aluno, assim como
ajuda-lo na percepcédo das regularidades também existentes em bindmios mais
complexos (designamos por bindbmios mais complexos, os binbmios que possuem
um ou os dois termos representados através de um mondmio que, obrigatoriamente,
tem coeficiente e parte literal diferentes de um).

Esperamosque os estudantes apresentem dominio do conteudo

“produtos notaveis”, mostrando facilidade para completar as igualdades propostas.
5.3.6.2 Analise a posteriori da atividade 6

Na realizacdo desta atividade observamos que vinte alunos
responderam corretamente todos os itens desta atividade.

Como a atividade era uma questdo de completar, ndao houve
problemas com relagdo ao numero de termos do polindbmio resposta.

Os outros seis (E3, E4, E5, E7, E13, E21)erraram poresquecer de
incluir o nimero 9, deixando apenas X no primeiro termo do trindmio do item ¢ (dois
alunos) ou por completarem o termo central do item e com 3ab e ndo 6ab que seria
a resposta correta (dois alunos).Dois alunos deixaram as poténcias apenas

indicadas, como por exemplo, no item a completaram com 5° ao invés de 25.
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Podemos perceber os erros citados e a falta do calculo de poténcias na resolugéo

apresentada pelo estudante E7 que reproduzimos na figura 42.

Figura 42 - Solucdo apresentada pelo estudante E7 - atividade 6 — etapa 2

a) (x+5)2=x2+10x+D
b) (x+4)2=x2+D+16

c) (3x+6)2=+36x+36

d) (2a—by =4[ |-4ab+p?

¢) (a-3by=[ |- [ Jab+ep?
D rn-n=[]-y

Fonte: Relatério do aluno

Ao refletir sobre os resultados da turma com relagdo as respostas
dadas as questdes de numeros 1 a 6, podemos afirmar que os alunos, no geral,
compreenderam e assimilaram o conceito de produtos notaveis, no que diz respeito
aos trés casos estudados: quadrado da soma entre dois termos, quadrado da

diferenca entre dois termos, produto da soma pela diferenca entre dois termos.

5.3.7 Atividade 7(Consta de Imenes e Lellis, 2009, p. 198)

Abaixo temos um quadrado cuja area é m* + 8m + 16
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Observando a figura atentamente, diga quanto mede o lado desse

quadrado:

5.3.7.1 Analise a priori da atividade 7

Com esta atividade iniciamos a verificagdo da aprendizagem sobre
fatoragdo. Através dela, poderemos perceber se o aluno conseguiu desenvolver a
ideia de fatorar relacionada a ideia de encontrar as medidas do lado de um retangulo
cuja area é conhecida.

Para resolver esta questao esperamos que o aluno reconheca (m2 +
8m + 16) como um trinbmio quadrado perfeito, resultante de um produto do tipo
quadrado da soma entre dois termos. Desta forma, o produto procurado é (m + 4)?,
entdo o estudante encontrara como medida do lado do quadrado (m + 4).

O aluno podera também determinar a medida do lado de cada
retdngulo formado a partir da divisdo do retangulo inicial em quatro partes, sendo
eles dois quadrados e dois retangulos. Ou seja, encontrara as medidas “m’para o
lado do quadrado menor; “4” para o lado do quadrado maior; “m” e “4” para as bases
e alturas dos dois retangulos. Em seguida, sera possivel determinar a medida do
lado do retangulo (quadrado) inicial que sera(m+ 4).

Acreditamos que, mais uma vez, a turma nao tera dificuldades para

encontrar a solucéo pedida.
5.3.7.2 Analise a posteriori da atividade 7

Durante a observacao da realizacdo desta atividade, foi possivel
perceber que os alunos a desenvolveram com facilidade, isto €, conseguiram se
apropriar da ideia de fatorar relacionada a ideia de encontrar as medidas do lado de
um retangulo cuja area é conhecida.

Dentre os estudantes observados, vinte e quatro deles responderam
adequadamente a questdo 7, escrevendo que o lado do quadrado deveria medir
(m + 4). Parte deles (oito alunos) deixaram como registro de sua resposta, a
identidade m? + 8m + 16 = (m + 4)?, os alunos restantes (num total de 16), deixaram
como registro de sua resposta, as medidas indicadas em cada parte dos lados do

quadrado inicial, ao somar estas medidas chegaram a resposta (m + 4).
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Os dois alunos restantes E1 e E4, ndo responderam adequadamente
esta questado, pois deixaram como registro de sua resposta, apenas a identidade
m? + 8m + 16 = (m + 4)?, marcando (m + 4)? como sendo a expressao algébrica que
representa a medida do lado do quadrado dado. Na figura 43, verificamos como o

aluno E1 respondeu esta atividade.

Figura 43 - Solu¢ao apresentada pelo estudante E1 - atividade 7 — etapa 2

Fonte: Relatério do aluno

Mesmo assim, percebemos que ndo houve um erro de fatoragdo. O
erro, provavelmente, se deve a uma falta de atengdo com relagdo ao enunciado da

questao.

5.3.8 Atividade 8(retirada de Ribeiro, 2010, p. 154)

Associe os polinbmios a sua forma fatorada, escrevendo a letra e o

simbolo romano correspondentes.

A) 1252 + 8x 1) 4x(2x + 3)
B) 82 + 12x 2 4x(3x - 2)
C) 12x°* -8 1) 422 3)
D) 8x% + 12 IV) | ax@@3x +2)
E) 12x% — 8x V) 4322 - 2)
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5.3.8.1 Analise a priori da atividade 8

Nesta atividade listamos varios binbmios e esperamos que o aluno
associe cada um deles a sua forma fatorada que também é dada.

Ao observar cada bindbmio dado e cada fatoragao existente, cada um
listado separadamente, pensamos que o0 aluno consiga fazer a associagdo pedida
na questdo. Para chegar a essa conclusao o estudante podera fazer cada fatoragao
dada, de A até E, utilizando a técnica da fatoragcéo pelo fator comum em evidéncia.
Ou ainda, podera resolver cada produto de | até V, através da utilizacdo da
propriedade distributiva da multiplicagdo em relagéo a adig&o.

Acreditamos que alguns alunos tenham dificuldades para encontrar
as associagoes corretas, principalmente devido a falta de acesso aos registros das
aulas anteriores. Mas, esperamos que a maioria encontrara como resposta os pares:
A-IV;B-I;C-V;D-1ll; E-IL.

5.3.8.2 Analise a posteriori da atividade 8

Com esta questdo, pretendiamos verificar se aluno era capaz de
associar cada um dos bindbmios apresentados a sua forma fatorada.

Todos os alunos que resolveram a atividade, ou seja, o0s vinte e seis
alunos observados conseguiram responder a questdo exatamente como
esperavamos, isto é, encontraram as associagées A —-1V; B-I; C-V; D-1ll; E -
Il.

Um fato que nos chamou aten¢ado, ao observarmos os registros dos
alunos, foi que apenas dois desses alunos (E2 e E15) utilizaram a fatoracéo pelo
fator comum em evidéncia. Os demais estudantes utilizaram apropriedade
distributiva da multiplicacdo em relacdo a adi¢gao, conforme podemos verificar nos

registros do aluno E17, destacados na figura 44.
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Figura 44 - Solugao apresentada pelo estudante E17 - atividade 8 — etapa 2

1)

)

1y

V)

Ao e
4x(2x + 3)

iy

424 +3)

4;@& + 5)

43 -2)

Fonte: Relatério do aluno

Desta forma, foi possivel constatar que os conteudos fatoragéo pelo

fator comum em evidéncia e fatoragdo por agrupamento, embora tenham sido

abordados indiretamente nas atividades 1, 2 e 3 da etapa 1 desta sequéncia

didatica, deverao ser retomados com a turma.

5.3.9 Atividade 9

Dadas as figuras abaixo, determine a area destacada em cada uma e

depois apresente o resultado na forma fatorada:

a) x
«————— Pe—>
Xy
2

a) Area =

2

Forma fatorada =

A

v

b) Area =
Forma fatorada =
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5.3.9.1  Analise a priori da atividade 9

Como esta atividade sera o fechamento, tanto da etapa 2 quanto da
sequéncia didatica como um todo, ela englobara os conceitos de produtos notaveis
(quadrado da soma e quadrado da diferenga entre dois termos) e de fatoragao
(trinbmios quadrados perfeitos).

Portanto, para resolvé-la, o aluno devera retomar estes dois
conceitos e suas respectivas representagbes geometricas.

Esperamos que, para o calculo da area destacada, o estudante
considere as divisdes feitas no quadrado inicial, ou ainda, que resolva os produtos (x
+ 2)? — item a e (y — 3)° — item b. Num caso ou no outro devera encontrar como
respostas X +4x+4e y2 — 6y + 9, para os itens a e b, respectivamente.

Ja para escrever os resultados encontrados anteriormente em sua
forma fatorada, bastara que o aluno se recorde que isto significa escrevé-los na
forma de produto, ou seja, devera reconhecer e utilizar as identidades (x + 2)? = x* +
4x+4 e (y — 3)> = y? — 6y + 9, deixando como respostas (x + 2)* e

(y - 3)2, para os itens a e b, respectivamente.
5.3.9.2 Analise a posteriori da atividade 9

Vamos analisar cada item desta questao separadamente.

Com relagao ao item a, o éxito foi geral. Todos os alunos observados
responderam adequadamente a questdo. Pelos registros individuais, conseguimos
constatar que todos marcaram na figura dada as areas de cada parte destacada no
quadrado inicial, depois somaram estas areas chegando a resposta (x* + 4x + 4).
Para escrever a expressao algébrica que representa esta area em sua forma
fatorada, os alunos podem ter recorrido & igualdade (x + 2)> = x* + 4x + 4, ou
observado o binbmio que indica a medida do lado do quadrado que € o bindmio (x +
2).

Ja no item b, embora apenas dois estudantes (E4 e E7) n&o tenham
correspondido as nossas expectativas, dos vinte e quatro alunos que responderam
corretamente esta questdo, dezoito partiram da forma fatorada para poder
determinar a area da figura dada. Fizemos esta constatacdo pela auséncia de

registro de calculos de subtragcdo entre as expressdes algébricas que representavam
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cada area formada a partir do quadrado inicial e a area inicial total. Ao mesmo
tempo, percebemos que os estudantes denominaram os lados do quadrado do qual
deveriam encontrar a area, utilizando a expressdo algébrica (y — 3) e a area
procurada, pela expressao algébrica (y — 3)>.

Os dois estudantes (E4 e E7) que ndo obtiveram éxito total nesta
questdao, conseguiram identificar a forma fatorada da expressao algébrica que
indicava a area procurada como sendo (y — 3)?, mas ndo chegaram a resposta
esperada, pois escreveram esta expressao algébrica como y2 — 9, ou seja, admitiram
de forma equivocada a igualdade (y — 3)* = y* — 9, repetindo um erro apresentado
por eles nas respostas as primeiras questdes desta etapa.

Os seis alunos restantes utilizaram, para o calculo da area, as
técnicas ja desenvolvidas em outras atividades da primeira etapa, conforme

destacamos na figura 45, resolugao do aluno E2.

Figura 45 - Solugdo apresentada pelo estudante E2 - atividade 9 — etapa 2

a) X 2 b) — 4

a) Area=X"" T1XH b)Area= | -/~ /T

(y +£2.) Forma fatorada = /¥’

Fonte: Relatério do aluno

Forma fatorada =

54 UMA ANALISE GLOBAL

A sequéncia didaticaque elaboramose desenvolvemos com alunos
do 8° ano do Ensino Fundamental segue os principios da Engenharia Didatica.

Desta forma, as analises descritas neste capitulo se referem a uma
validacdo interna da metodologia que utilizamos. O objetivo destas analises é
relacionar as analises a priori com as analises a posteriori para cada uma das
atividades, a fim de verificar como os alunos estabelecem relacdes entre Algebra e
Geometria.

Nesta secdo, fazemos uma analise mais abrangente considerando os

aspectos motivadores da pesquisa,ja mencionados na Introdugcdo deste trabalho.
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Com esta analise mais geral, buscamos destacar algumas particularidades
identificadas no desenvolvimento da sequéncia didatica e nas analises realizadas
até entdo e que estejam de acordo com o objetivo desta pesquisa.

Considerando nossa pratica e experiéncia como professoras
percebemos que, além dos estudos sobre Algebra serem desenvolvidos quase que
exclusivamente nos 8° e 9° anos do Ensino Fundamental (de acordo com o curriculo
tradicional), estes estudos normalmente se limitam a um amontoado de calculos sem
sentido para os alunos.

Pensando em uma abordagem diferenciada, optamos por elaborar
uma sequéncia didatica, segundo os principios da Engenharia Didatica, mas que ao
mesmo tempo contemplasse uma articulagdo entre Algebra e Geometria. Desta
forma, esta sequéncia didatica deveria permitir aos nossos alunos identificar e
resolver determinados produtos entre polinbmios, assim como conseguirfatoraros
polinbmios resultantes destes produtos, através da utilizacdo da representagao
geomeétrica de areas de retangulos.

No caso deste trabalho, focamos nossas atividades nos produtos
notaveis quadrado da soma entre dois termos, quadrado da diferenga entre dois
termos e produto da soma pela diferenca de dois termos com suas respectivas
fatoracoes.

De forma geral, podemos inferir que os alunos perceberam relagdes
entre aspectos algébricos e geométricos e ficaram maravilhados ao identificar as
igualdades determinadasnas diferentes questdes da sequéncia didatica.

Podemos citar as igualdades determinadas pela questdo 1, da
primeira etapa da sequéncia didatica, como exemplo. As igualdades identificadas
foram xX@a+7+y)=ax+T7x+xye(y+2)(x+5)=xy+5y+2x+10. Até o
momento da primeira institucionalizagdo, os alunos nem haviam pensado em utilizar
a propriedade distributiva da multiplicagdo em relagdo a adigao para encontrar estas
igualdades. Conseguiram percebé-lasfaciimente através da representagao
geométrica.

Ao iniciarmos a experimentacéo, os estudantes ndo se lembravam de
como calcular areas de retéangulos, especialmente de retangulos cujas medidas dos
lados fossem expressas algebricamente. Mas, apdés uma breve revisdo, como o

conceito de area ja havia lhes sido apresentado, conseguiram ampliar este conceito
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e utiliza-lo para a obtengdo de novos saberes que se consolidaram ao longo do
desenvolvimento das atividades seguintes (2, 3 e 4).

As atividades de numeros 5 a 7 da primeira etapa da sequéncia
didatica, sdo questdes nas quais os alunos devem observar as representacoes
geométricas e preencher lacunas relativas a essas figuras. Citamos esta
caracteristica como um facilitador para estas questdes, pois o estudante que, neste
momento ainda demonstra inseguranga com relagcdo aos novos conteudos
trabalhados, apresentachances minimas de erro, pois € levado implicitamente as
respostas adequadas. Constatamos que a turmaresolveu com facilidade estas
atividades.

Ainda com relagcdo a primeira etapa de atividades da sequéncia
didatica, podemos afirmar que na resolugéo das duas ultimas atividades (numeros 8
e 9) os alunos, de maneira geral, demonstraram dominio na representacéo
geomeétrica dos produtos notaveis quadrado da soma entre dois termos, quadrado
da diferenga entre dois termos e produto da soma pela diferenca de dois termos,
tanto em situagbes nas quais deveriam fazer a representagdo geométrica, como em
situagdes nas quais deveriam analisar uma representagcao geomeétrica dada.

Conforme ja mencionado neste capitulo, as atividades pertencentes
a segunda etapa da sequéncia didatica foram realizadas pela turma de forma
individual e sem consulta. Num contexto geral os estudantes demonstraram que, de
fato, construiram os novos conhecimentos e saberes pretendidos.

ApOs esta analise inicial faremos uma reflexdo sobre as principais
dificuldades encontradas pelos alunos durante toda a experimentacdo da sequéncia
didatica. Comecgaremos listando algumas destas dificuldades:

e representar geometricamente uma medida de comprimento expressa
algebricamente por uma subtragdo de mondémios;

e representar geometricamente uma medida de area de retangulo cujas
dimensdes estejam expressas algebricamente por uma subtragcdo de
mondmios;

e dominar o calculo com numeros inteiros;

e resolver calculos que envolvam potenciacao;

e agrupar termos semelhantes em expressdes algébricas;



136

o utilizar, em situagdes especificas, a propriedade distributiva da multiplicagao
em relagao a adicao;

o fatorarexpressdes algébricas, utilizando os casos de fatoragéo fator comum
em evidéncia e agrupamento.

Devemos observar que as duas primeiras dificuldades listadas, foram
sanadas ao longo da aplicacdo da sequéncia didatica. Com relagdo aos problemas
enfrentados para calculo com numeros inteiros e para resolugao de poténcias, vale
ressaltar que séo situagdes comuns que se resolvem com rapidas intervengdes, ou
seja, breves momentos de retomadas.

Ja as dificuldades relativas as operagdes com expressdes algébricas
como: agrupar mondmios semelhantes; aplicar a propriedade distributiva da
multiplicagdo em situagdes mais especificas, como no item bda atividade 3 da
primeira etapa, na qual quase todos apresentaram dificuldades; e fatorar expressdes
algébricas nao representadas geometricamente sao dificuldades que ja previamos e
contavamos n&o superar totalmente.

Nossa proposta para esta pesquisa era permitir aos alunos um
primeiro contato com o tema desenvolvido neste trabalho, criando uma familiaridade
com este tema. A ideia ndo era apresentar o calculo entre expressdes algébricas
como um objetivo unico, as técnicas de calculo foram sendo abordadas aos poucos,
na medida em que isso se fazia necessario. Sendo assim, a ndo superacao destas
dificuldades né&o significa uma fragilidade da nossa metodologia e sim um indicio de
que estes conceitos deverao ser retomados no ano posterior, isto €, no 9° ano, pois
neste ano o aluno tera condicbes de aplicar estes novos saberes, imprimindo
significado ao estudo desenvolvido.

Para uma analise final, vamos recordar que a hipotese levantada
inicialmente e que norteou nossa pesquisa, foi sugerir que uma articulagao entre
Algebra e Geometria facilitaria 0 acesso aos conhecimentos relativos ao produto
entre polinbmios e suas respectivas fatoragdes.

Nosso objetivo era investigar se o desenvolvimento de uma
sequéncia didatica que considerasse a representagao geomeétrica dos casos de
produtos entre polinbmios a serem estudados, permitiria ao aluno compreender,
identificar e resolver os diversos casos de produtos entre polinbmios, assim como

efetuar a fatoracdo de cada um dos resultados encontrados nestes produtos.
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Podemos concluir, com base nos resultados obtidos, que os alunos
que participaram da experimentacdo da sequéncia didatica proposta adquiriram
novos conhecimentos sobre produto e fatoracdo polinomiais, através de
representacbes geométricas de areas de retangulos. Desta forma, se tornaram
capazes de identificar, compreender e operar com polindmios, sobretudo nos casos

de produtos notaveis.
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CAPITULO 6
CONSIDERACOES FINAIS

As nossas reflexdes, na Introducdo deste texto, sobre o porqué e
como ensinar Matematica, indicam que o ensino tem como objetivo ndo apenas a
consolidacdo e o aprofundamento dos conhecimentos adquiridos, mas também a
preparacao para o exercicio da cidadania, para o viver em sociedade.

Neste contexto, a escola de hoje ndo pode mais servir
exclusivamente ao ensino disciplinar de natureza enciclopédica. Nossa pratica deve
considerar um amplo conjunto de competéncias e habilidades que deverdo ser
desenvolvidas ao longo do processo de ensino e aprendizagem.

Segundo As Orientagbes Curriculares Para o Ensino Médio (2008,
p. 80), “falar de ensino e aprendizagem implica a compreensao de certas relagdes
entre alguém que ensina, alguém que aprende e algo que é objeto de estudo.”

Concordando com estes apontamentos, iniciamos uma reflexao
sobre o ensino de Algebra na atualidade. As questdes levantadas por nds foram:
como se desenvolve, na pratica, o ensino de Algebra? Qual seriauma forma eficaz
de contribuir para o ensino e aprendizagem da Algebra?

Neste sentido, propusemos um estudo sobre o tema Polindmios,
especificamente, produtos notaveis e fatoragdo. Considerando estes tdpicos de
Algebra, buscamos através de pesquisas, inclusive na histéria da Matematica, o
melhor caminho para que o estudante construisse o conhecimento acerca deste
tema e pudesse desenvolver as habilidades e competéncias ligadas a ele para poder
avancar matematicamente.

Percebemos que uma forma interessante de abordagem dos
conceitos produtos notaveis e fatoracdo de polinbmios, seria utilizar representacoes
geométricas de areas de reténgulos. Para escolhermos esta abordagem, nos
baseamos na evolucdo histérica destes conceitos, nos materiais norteadores do
ensino de Matematica nopais e, especificamente, no estado de Sao Paulo, nos livros
didaticos atuais e na nossa pratica em sala de aula.

Reformulamos nosso questionamento sobre o ensino de produtos
notaveis e fatoracdo de polinbmios. Nossa motivagao era pesquisar porque a
articulacdo entre Algebra e Geometria é deixada de lado na pratica de sala de aula,

embora tenha sido uma pratica de nossos antepassados e seja incentivada por
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quase todos os materiais relativos ao ensino de Matematica para este tema,
conforme discutimos no capitulo 2 deste trabalho.

Desta forma, o objetivo deste nosso estudo era investigar o papel
das representagdes geométricas no processo de ensino aprendizagem dos produtos
notaveis e fatoragdo de polinbmios, ou seja, qual a eficacia da articulagdo entre
Geometria e Algebra e qual a sua contribuicdo para a apreensdo dos objetos
matematicos destacados.

Para atingirmos este objetivo, elaboramos e aplicamos uma
sequéncia didatica, com o intuito de propiciar aos alunos do 8° ano do Ensino
Fundamental compreender o conceito produtos notaveis e fatoracdo de polindmios.
A metodologia de pesquisa utilizada foi a Engenharia Didatica. Analisamos trinta
alunos que participaram da aplicagao das atividades desta sequéncia didatica.

A partir das producbes dos alunos e também de nossas
observagdes no desenvolvimento da sequéncia didatica, pudemos destacar algumas
consideragdes.

Percebemos que, no atual quadro de ensino, os professores de
forma geral evitam este tipo de abordagem ao ensinar produtos notaveis e fatoragéao
de polinbmios. Seja porque sempre aprenderam e ensinaram este tépico através de
listas imensas de exercicios da forma observe o modelo e reproduza; seja porque
acreditam que o aluno encontrara dificuldades com esta forma de abordagem, pois
trabalhara com outro campo da Matematica simultaneamente.Consideremos a

reflexdo dos autores Coxford e Shulte (1995, p. 37):

Com frequéncia, as expressbes algébricas sao introduzidas
com a afirmacao de que elas envolvem variaveis e de que “uma
variavel € uma letra que representa um ou mais numeros”.
Definigdes como essas podem ser adequadas para professores
de Matematica, mas muitas vezes carecem de significado para
os alunos principiantes. Para que os iniciantes construam um
significado para as expressbes algébricas, é necessario que
tenham em sua formacdo uma base cognitiva que o alicerce.
Ajudar os alunos a criar esse significado com base no
conhecimento que ja tem deve ser 0 nosso objetivo primordial.

De fato a articulagdo entre Algebra e Geometria facilitou a
apropriacdo, por parte do aluno, dos conceitos abordados neste estudo. Apds
analise geral da turma, verificamos que a maioria atendeu nossa analise a priori, ou

seja, corresponderam as nossas expectativas, mostrando dominio do tema proposto.
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O fato de trabalhar duas ideias matematicas ao mesmo tempo — areas e produtos
entre polinbmios — s6 favorece o aprendizado, pois o aluno verdadeiramente
enxerga as respostas as questdes propostas.

Com relagdo a sequéncia que elaboramos, também temos algumas
consideragdes. Como no desenvolvimento das atividades, ou seja, na
experimentacdo desta sequéncia, encontramos algumas dificuldades, acreditamos
que poderiamos té-las minimizado se incluissemos mais itens as atividades iniciais
que abordavam a representacdo do quadrado da diferenca entre dois termos.
Também poderiamos ter proposto a execug¢ao de uma atividade de recorte de pecas
representando as areas formadas a partir de uma area inicial dada (na
representacdo dos produtos notaveis e suas respectivas fatoragdes). Provavelmente
os alunos que ainda ndao demonstraram total dominio do conteudo trabalhado,
poderiam ter tido avangos mais significativos.

Nesta pesquisa nos propomos a refletir sobre o papel da articulagao
entre Algebra e Geometria para o ensino de Polindmios, mas esta é uma reflexdo
inicial. A Educagéo continua seu movimento de transformagédo e melhoria e, desta
forma, faz-se necessaria a realizacdo de mais pesquisas sobre este assunto. Em
relacdo a essas futuras pesquisas sugerimos que procurem testar nossa sequéncia
didatica, inclusive com as alteragbes citadas anteriormente. Sugerimos também o
uso da tecnologia, através de softwares especificos sobre este tema e que permitem
a manipulagao das figuras.

Finalmente, esperamos que este estudo possa provocar reflexdes
sobre o ensino da Matematica em diferentes niveis da Educacao e oferega subsidios

para o trabalho docente.
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APENDICE A

Materialutilizadoem nossos encontros com os alunos - terceiro encontro

Conforme citamos na analise a posteriori da atividade 4 (etapa 1),
apresentamos as sistematizagdes relativas aos conceitos abordados nas atividades
iniciais da sequéncia didatica, baseadas no livro de Souza e Pataro (2012, p. 96 a
110).

As expressbes em que aparecem letras no lugar de numeros sdo chamadas
expressodes algébricas. Nessas expressoes, as letras sdo chamadas variaveis.
Quando substituimos a variavel de uma expressao algébrica por um numero e
efetuamos os calculos, obtemos o valor numérico da expressao.

Por exemplo, o valor numérico da expressdo 2x + y> — 5, para x = 8 e y= -2, é dado
por:2x+y* —5=28+(-2°-5=16+4-5=15

Os monbémios s&o expressdes algébricas formadas por um unico termo. Esse termo,
em geral é constituido de duas partes:um numero, chamado coeficiente, e uma
variavel ou um produto de variaveis, chamado parte literal.

Exemplos:

2x arte literal

t@)efimente

Mondbmios que apresentam a mesma parte literal sdo chamados
mondémiossemelhantes.

Podemos simplificar uma expressao algébrica em que aparecem mondmios
semelhantes adicionando ou subtraindo os coeficientes e preservando a parte literal.
Exemplos:

« 12ab® + 3ab? — 6ab® = (12 + 3 — 6).ab’ = 9ab?

e xyz° - xyz’ + 0,5xyz° + 1,8 xyz> = (1 =1 + 0,5 + 1,8).xyz° = 2,3 xyz°

Para determinar o produto de monémios, multiplicamos os coeficientes e, depois, as
variaveis da parte literal. Exemplos:

+8a’.3=8.3.a" =244’

- 5ab®. 4a°b = 5.4.a.a°.b°.b = 20a"b°

Para determinar uma poténcia cuja base € um monémio, elevamos o coeficiente e
cada uma das variaveis da parte literal ao expoente dado. Exemplos:

« (3x°)? = 3% (X’ =9.x°>%? = 9x™°

. (2x3y4)5 — 25.(x3)5.(y4)5 — 32.x3'5.y4'5 — 32x15y20

Os polinOmios s&o expressdes algébricas formadas pela adigdo de mondmios,
sendo cada monémio um termo do polinédmio.
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Dependendo do numero de termos, um polinbmio recebe um nome particular. Os
polinbmios que possuem um termo sao chamados monémios, os que possuem dois
termos sao chamados bindmios, e o0s que possuem trés termos, sao
chamadostrinbmios.

As expressdes algébricas que possuem mais de trés termos ndo recebem nomes
particulares.

Para determinar o produto de dois polinbmios, aplicamos a propriedade distributiva
da multiplicagcdo. Para isso, multiplicamos cada termo de um deles por todos os
termos do outro e adicionamos os resultados obtidos. Exemplos:

3Ly =+ 8) = 3Y°.4)2 + 3)°.(— 2xy) + 3y°.8 = 12)° — 6xy* + 24)°
N =

Nas multiplicagbes que envolvem mais de dois polinbmios, devemos calcular o
produto dos dois primeiros e depois multiplicar o resultado obtido pelo terceiro, e
assim por diante. Exemplo:

(DB = (0 + 4y + 32y + 1) =2+ 97 4 10y +3

+ Ay + 3)
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APENDICE B

Material utilizado em nossos encontros com os alunos - quinto encontro

Conforme citamos na analise a posteriori da atividade 7 (etapa 1),
apresentamos as sistematizacbes relativas ao conceito de produtos notaveis,

baseadas no livro de Souza e Pataro (2012, p. 113 a 115).

Quadrado da soma entre dois termos

O quadrado da soma entre dois termos € um produto notavel que pode ser indicado
por(a + b)* ou (a + b).(a + b).

Podemos desenvolver esse produto notavel utilizando a propriedade distributiva da
multiplicacao:

(@a+by’=(a+b).(a+b)=a’+ab+ab+b’=a*+2ab+b’

A expressdo algébrica a® + 2ab + b? tem trés termos e é chamadatrindmio
quadrado perfeito.

A igualdade (a + b)? = a®+ 2ab + b?, pode ser escrita como:

“O quadrado da soma entre dois termos é igual ao quadrado do primeiro termo, mais
duas vezes o produto do primeiro termo pelo sequndo, mais o quadrado do segundo
termo.”

Quadrado da diferenca entre dois termos

O quadrado da diferenca entre dois termos € um produto notavel que pode ser
indicado por (a - b)> ou (a - b).(a - b).

Podemos desenvolver esse produto notavel utilizando a propriedade distributiva da
multiplicagao:

(a-b)y’>=(a-b).(a-b)=a’-ab-ab+b*>=a’-2ab+b?

A expressdo algébrica a*- 2ab + b? tem trés termos e é chamadatrindmio quadrado
perfeito.

A igualdade (a -b)? = a°- 2ab + b?, pode ser escrita como:

“O quadrado da diferenga entre dois termos é igual ao quadrado do primeiro termo,
menos duas vezes o produto do primeiro termo pelo segundo, mais o quadrado do
segundo termo.”

Produto da soma pela diferenca entre dois termos

O produto da soma pela diferenca entre dois termos também €& um produto notavel,
e é indicado por (a + b).(a - b).

Podemos desenvolver esse produto notavel utilizando a propriedade distributiva da
multiplicagao:

(a+ b).(a-b) = a? 2;?6 b*=a”-

A expressao algebrlca a‘- bze chamada dlferenga de quadrados.

A igualdade (a + b).(a - b) = a*-b?, pode ser escrita como:

“O produto da soma pela diferenga entre dois termos é igual ao quadrado do
primeiro termo, menos o quadrado do segundo termo.”
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ANEXO A

Termo de consentimento

Eu, )

portador (a) do RG n° , SSP/ , autorizo a professora

Keyla Cristina Borgato a utilizar, parcial ou integralmente minhas anotacoes,
respostas a questionarios, bem como registros de entrevistas, para fins de pesquisa,
sem restricbes de prazo e citacdes, desde a presente data. Estes dados também
poderao ser divulgados integralmente ou em partes em publicagdes, congressos e
eventos da area com a condicdo de que meu nome seja citado apenas como
participante da pesquisa, garantindo o anonimato no relato desta.

Declaro ainda que fui devidamente informado (a) e esclarecido (a) quanto a
investigacado que sera desenvolvida.

Abdicando direitos meus e de meus descendentes, subscrevo o presente termo.

Assis, 18 de maio de 2013.




