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RESUMO

Descrever a termodindmica na linguagem da geometria diferencial, utilizando o espaco de
fase das varidveis termodinamicas. Certamente que este é um objetivo de grande auda-
cia entretanto o esperado ¢ atingi-lo por etapas. Uma primeira etapa sendo justamente
a verificagdo de sua viabilidade, para isso sera feita principalmente uma discussao de
fundamentos geométricos na abordagem desse trabalho.

Palavras-chave: Superficies. Formulacao Geométrica. Termodinamica. Operador Bel-

trami. Gas Ideal.
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ABSTRACT

Describe the thermodynamics in the context of the differential geometry, using the phace
space of thermodynamics variables. Certainly this is a great audacity goal however is
expected to accomplish it in stages. A first step is just to check it’s viability, for this will
be done primarily a discussion of geometric basics approach in this work.

Keywords: Surfaces. Geometric Formulation. Thermodynamics. Beltrami Operator. Ideal
Gas.
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1 INTRODUCAO

Um sistema termodindmico possui uma relacao funcional entre os parametros ter-
modinamicos de um sistema em equilibrio, essa relacao é nomeada por equacao de estado

. Se P, V,T sao os parametros termodinamicos, a equagao de estado tem a forma
[PV, T)=0 (1.1)

que reduz o nimero de parametros independentes de 3 para 2. A funcdo f é parte da
especificacao do sistema, podendo haver outras relagoes envolvendo os parametros termo-
dindmicos. Costuma-se representar o estado do sistema como um ponto no espacgo de fase
3-d e a equacao de estado definindo uma superficie neste espago, como esquematizado na

figura Fig. 1.

A simples observacgao que a equacao de estado de um sistema termodindmico no
espaco de fase P, V,T é uma superficie regular como esquematizado na figura Fig.1 induz

a pergunta:
"Quais as propriedades geométricas dessa superficie no espaco de fase?'

A ideia de introduzir uma linguagem geométrica (ou descrigao geométrica) da ter-
modindmica foi abordada inicialmente por Gibbs [3]. Ele considerava que a andlise de
sistemas em equilibrio termodinamico era facilitada com a ajuda de métodos graficos ou
geométricos, expressando a vantagem que utilizar a representacao geométrica das proprie-
dades termodinamicas de alguns sistemas (termodinamicos) simples através de superficies
no "espago de Gibbs', consistindo de coordenadas retangulares tendo como eixos a energia

interna, o volume e a entropia do sistema.

T
1 Estado de
equilibrio
& uperficie de
equilibrio
>

P

Figura 1 — Representacdo Geométrica da Equacao de Estado
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Posteriormente, este problema foi abordado sistematicamente por Frank Weinhold
[13-18]. Nestes trabalhos o autor constréi um espago vetorial linear de natureza abstrata
(no contexto da termodindmica) isomorfo ao espago Euclidiano e possuindo uma estrutura

métrica.

Devido a todos estes aspectos geométricos dos sistemas termodinamicos, espera-
se naturalmente pela possibilidade de se encontrar uma estrutura métrica intrinseca ou
uma métrica induzida na superficie de equilibrio de sistemas termodinamicos. De fato
este ¢ um dos objetivos deste trabalho, ou seja o de encontrar uma métrica para siste-
mas termodinamicos em equilibrio, porém este problema sera abordado considerando-se
inicialmente a métrica associada ao sistema termodinamico mais simples: o gas ideal. Tal
procedimento justifica-se pela dificuldade da construcao de uma métrica para um sistema
geral, dado que todas as tentativas realizadas até entao levam a resultados contradito-
rios [4,7,9,11] relacionados a, pelo menos, duas possibilidades consideradas até entdao: da
superficie de Gibbs, a qual consideraremos neste trabalho e da construgao de um espaco
métrico abstrato pelo método de Weinhold. Na abordagem do problema via Gibbs, nao
ha, em principio nada que determine em geral a escolha de uma métrica no espago de
fase, a ndo ser certamente a consisténcia das leis da termodindmica [2], entretanto quando
consideramos um sistema em particular podemos construir a métrica induzida na super-
ficie utilizando a equagdo de estado Eq.(1.1). Por outro lado, utilizando a construgao do
espago métrico de Weinhold [13] o qual tem definido um produto interno e portanto uma
estrutura métrica, a qual utilizada para calcular algumas propriedades geométricas, como
por exemplo curvatura e geodésica de um dado sistema termodindmico, gera resultados
contraditérios com aqueles obtidos via espaco de Gibbs, como ja mencionado anterior-
mente. A motivacao para Weinhold introduzir uma outra abordagem geométrica para a
descricao de sistemas termodindmicos ¢ devido a arbitrariedade na possibilidade de esco-
lha das diversas grandezas termodindmicas (potenciais termodindmicos) para os eixos de
coordenadas na descrigdo de Gibbs. Observamos que esta possibilidade nao é necessaria-
mente um problema dado que estes potenciais estao relacionados via transformacgoes de
Legendre, que no contexto dos parénteses de Poisson no espaco de fase do sistema pode
ser relacionados via transformacoes canonicas, portanto esperamos que métricas induzidas
obtidas com diferentes representacoes dos eixos no espaco de fase, estejam relacionadas via
transformacoes conforme. De fato este é um outro problema, inicialmente consideraremos

a geometria de um gas ideal no contexto do espaco de Gibbs.
Em virtude de esclarecimento, esse trabalho sera separado em trés partes, as quais:

1. Parte I - Conceitos Basicos - sao introduzidos os conceitos fundamentais sobre Sis-
temas Coordenados (coordenadas no espago e mudanga de coordenadas), Espago
Euclidiano (curvas, formas quadréticas e vetores), Espacos Riemanniano e Pseudo-

Riemanniano (métrica Riemanniana e de Minkowski) com objetivo de fundamentar
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as ferramentas que serao utilizadas. [8]

Parte II - Teoria de Superficies - comecando a aplicar sera introduzidos os conceitos
as superficies ao definir a Geometria da superficie no Espaco (coordenadas na su-
perficie, planos tangente, a métrica em uma superficie e a area de uma superficie),
em seguida definida e discutindo sobre a Segunda forma Fundamental (curvatura
das curvas na superficie e invariantes de um par de formas quadréticas), o célculo
das métricas da esfera e da pseudo-esfera utilizando métodos usuais a definicao de
forma conforme e para fechar a parte com chave de ouro deduz-se de um teorema o
Operador de Beltrami e aplica-se o método de Beltrami para a obtencao da métrica
na forma conforme. [8]

Parte III - Aspectos Geométricos de um Gas Ideal - sdo apresentados os resultados e

uma discussao sobre aspectos calculados, como a Métrica e a curvatura Gaussiana.






Parte 1

Conceitos Basicos da Geometria em Regioes do Espaco
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2 SISTEMAS COORDENADOS

O objetivo principal da geometria analitica é descrever figuras geométricas por
meio da formulacao algébrica referente ao sistema Cartesiano de coordenadas do plano
espacial 3-dimensional. Os objetos estudados sdao os mesmos da geometria Euclidiana
elementar: a unica diferenca reside na metodologia. Novamente, a geometria diferencial é
0 mesmo que geometria analitica comum porém com a excecao de que as técnicas aplicadas
do célculo diferencial e algebra linear sao utilizadas em sua totalidade. Ao ser aplicaveis a
objetos geométricos "suaves'gerais, essas técnicas provém acesso a uma classe mais ampla

de tais objetos.

2.1 Coordenadas Cartesianas no espaco

Os conceitos mais basicos de geometria se fundamentam em dois paragrafos:

(i) A geometria é feita em um certo espago que se consiste de pontos, como em exemplo:
P,Q, R, ...

(ii) Em geometria analitica, é introduzido um sistema de coordenadas para o espago.
Isso é feito por simples associacdo de cada ponto no espago a um n-upla ordenado
(z',...,2™) de ntimeros reais - que sdo as coordenadas de um ponto, ou também
"endereco- no qual é necessario que sejam satisfeitas as condigoes:

(a) Pontos distintos sdo assimilados com n-uplas distintas. Ou seja, os pontos P e

@ de coordenadas (z',...,2") e (y',...,y") sdo o mesmo ponto se e somente
sexl =y’ i=1,... n
(b) Todo n-upla (z',...,2") possivel é assimilado a algum ponto do espaco.

Definigao 1. (Espaco Cartesiano n-dimensional). Um espago configurado d um sistema
de coordenadas Cartesiano satisfazendo as condigoes (a) e (b) é nomeado um espago Car-
tesiano n-dimensional, é denotado por R"™. O numero inteiro n é chamado dimensao do

espaco.

Usualmente é possivel se referir livremente a uma n-uplas (z',...,2") como um
ponto do espaco. O exemplo mais simples do espaco Cartesiano é o conjunto dos niimeros
reais. Aqui cada ponto tem apenas uma coordenada z', entdo necessariamente n = 1, as-
sim sendo é um espago Cartesiano 1-d. Outros exemplos familiares da geometria analitica
sdo os espagos Cartesianos 2-d e 3-d (Figura 1). Esses espagos Cartesianos sao comple-
tamente adequados para a solugdo de problemas da geometria escolar, abrange todo o

necessario para o ensino médio.
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Um modelo menos familiar, mas extremamente importante entre os exemplos de
espago Cartesiano. A fisica moderna ensina que tempo e espago nao sao separados, con-
ceitos nao sobrepostos, mas intrinsecos em um 4-d espago-tempo continuo. A seguinte
formulagdo matematica do ordenamento natural dos fenémenos acaba por ser extrema-

mente conveniente.

Os pontos do espago-tempo continuo sao tomados como eventos. Designa-se a cada
evento um 4-upla ordenado (¢, 2", 2%, 2*) de niimeros reais, onde ¢ é o tempo do instante

em que o evento ocorre, e xl,xZ,xg’

sao coordenadas da localizagdo espacial do evento.
Com essa coordenalizagdo, o espago-tempo continuo torna um espago Cartesiano 4-d, e
entao define nossa interpretacio de coordenadas (t,z', 2%, 2*) como tempos e locais dos
determinados eventos. O espaco 3-d da geometria classica é entao basicamente o hiper-
espaco 4-d definido pela equacao t = constante. O trajeto ou caminho, no espago-tempo,
de um objeto o qual pode ser reconhecido abstratamente em todo instante de tempo
como um ponto (o entdo conhecido por "ponto-particula"), é entao identificado com uma
curva segmentada (ou arco) z%(t), a = 1,2,3,t; < t < ty, no espago 4-d. Essa curva é
chamada de linha de mundo do ponto-particula (Figura 2). Eventualmente, podem ser
considerados inclusive espaco-tempo continuos 3-d ou 2-d, coordenados por trios (¢, z*, 2?)
e pares (t,z') respectivamente, o que é de interesse justamente pelo fato de que para esses

espagos ¢ mais facil de desenhar figuras inteligiveis.

.I’EL
7.2 .3
z] ""?pm&h"w‘zﬂ)
|
| 2l
I
]
5 4
|
P S
z

Figura 2 — Coordenadas Retangulares no Espago Cartesiano 3-d [8].

2.2 Mudancga de Coordenadas

Supondo um espago Cartesiano n-dimensional, é dada uma fungao real f(P), tal
que ela esteja atribuindo um ntmero real a cada ponto P do espaco. Desde que cada
ponto do espago aparega com suas n coordenadas é possivel pensar f como uma funcao
de varidveis reais: se P = (z',...,2"), entdo f(P) = f(z',...,2"). O olhar deve estar

voltado as fungdes f(x', ..., 2") continuas (por vezes inclusive sua diferencial é continua).



27

71
Pk _
g ]
|
|
tf r—— { |
) b
z%(t;) z%t;) 2%

Figura 3 — A linha de mundo de um objeto [8].

Por vezes as fungoes consideradas nao serao definidas para todos os pontos do espago R",

mas apenas em porgoes, ou, mais precisamente, regioes do espaco.

Definigao 2. (Regido). Uma regido, ou uma regiao sem borda (ou também, conjunto aberto
em outra terminologia), é um conjunto D de pontos em R" tal que junto com cada ponto

Py, D também contem todos os pontos suficientemente prorimos a Py; mais precisamente,

para cada ponto Py = (x[l), . ,a:}z) na regiao D, existe um numero € > 0 tal que todos os
pontos P = (xl, ..., x") 0s quais satisfazem a inequagao
|2t —agl <€, i=1,...,n,

também estdo em D.

Definigao 3. (Regiao com Borda). Uma regiao com borda é obtida de uma regico D (sem
borda) ao simplesmente juntar a todos os pontos da borda. Sendo a borda da regiio em

questao o conjunto dos pontos da borda.

O exemplo mais simples de uma regidao sem borda é todo o espaco R". Outro
exemplo simples é o conjunto de pontos (x1,2;) do plano tal que z? + 22 < p* (disco
aberto de raio p < 0). A mesma regiao mas agora com borda é formada pelos pontos
(z1, 15) satisfazendo 23 + 25 < p*. O modo de definicio dessa regido é tipico no sentido

especifico indicado no teorema a seguir.

Teorema 1. Seja fi1(P),..., fm(P) (P = (z',...,2")) funcdes continuas definidas no

espaco R™. Entdo o conjunto D de todos os pontos P satisfazendo as inequagoes
fl(P) <07f2(P> <O77fm(P) <0
¢ uma regiao sem borda.
Prova. Supondo Py = (},...,23) esteja em D, no caso fi(P) < 0, fo(P) <

0,..., fm(P) < 0. Pela propriedade da preservacao do sinal de fungoes continuas tem-

se que para cada j existe um ntimero ¢; > 0 tal que f;(P) < OV P = (z',...,2")
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satisfazendo |2' — x| < €;,i = 1,...,n. Colocando € = min(ey,...,€,), entdo é visto
que D certamente contenha todos os pontos (x',...,z") satisfazendo |2 — x| < €. Por

consequéncia D ¢é uma regiao sem borda.

Aqui é mencionado o frequente encontro e a ideia de uma regido com borda do
espago, uma regiao na qual todos os seus pontos sao menores que uma certa distancia da

origem do sistema de coordenadas.

Coordenadas Cartesianas (z',...,2") assimilado a R™ obviamente construido, em
particular, uma coordenacao de cada regiao D, exceto se D nao é o espago todo R", entao
com certeza os n-uplas correspondentes ao ponto D nao tomara todos valores possiveis;
isso ainda faz sentido com certeza para falar sobre a continuidade e diferenciabilidade de

fungoes definidas apenas na regiao D.

Supondo outro sistema de coordenadas (2, ..., z") que é dado para a mesma regido

em questao. Pode ser escrito:

=2zt 2", i=1,2,...,n, (2.1)

2=zt 2", j=1,2,...,n. (2.2)

Essas equagdes significam simplesmente que cada ponto da regiao tem uma associagdo com
ambos, tanto como as "antigas'coordenadas (x',..., z"), e as "novas"(z', ..., z"), entdo é

possivel entender as novas coordenadas como fungoes das antigas, e o inverso também.

Primeiro investigando mudancas lineares de coordenadas do espago:

=Y a2, i=1...n (2.3)
j=1

(ou mais compactamente z* = a;-zj , onde aqui e sequencialmente sera entendido na
repeticao de indices, para um indice em cima e um embaixo como sendo a soma sob esses
indices). De dlgebra linear sabe-se que z; é bem expresso em termos de z; se e somente
se a matriz A = (a;;) tem uma inversa B = A™' = (b}). Essa matriz inversa ¢ definida
pelas equacoes bzai = §;,, onde novamente a soma sobre o fndice repetido j foi utilizada,

e o Simbolo de Kronecker &), é definido por

1 para 1=k,

5, = 2.4

g 0 para 1#k. (24)

Na Eq. (2.3) as coordenadas cartesianas z',...,2" do ponto P sdo expressas em termos
das novas coordenadas 2!, ..., 2" por meio da matriz A = (a;»); a equagao Eq. (2.3) pode

ser reescrita mais compactamente como:
1 2 1 2
X =AZ, X =(z,...,2%), Z=(z...,2%)

(onde na primeira equagao, X e Z sdo escritos como vetores coluna). A equagao Eq. (2.3)

diz que se z!, ..., 2" sdo as coordenadas relativas a P no sistema de coordenadas original
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(inicial), entdo no novo sistema de coordenadas, P é assimilado as coordenadas z',. .., 2"
satisfazendo tais equagoes. Foi visto que A precisa ser inversivel (ou em outras palavras,
nao singular, ou ainda em outras palavras, ter determinante nao nulo), entdo as novas

coordenadas podem ser expressas em termos das antigas:
7 =BX, 2 =bla" (2.5)

(onde a soma sobre k estd implicita).

Voltando para uma situacio geral onde z' = z'(2',...,2"), i = 1,...,n, exceto

que agora pode assumir-se que as funcdes x'(2', ..., 2") sdo continuamente diferencidveis
(isso é, tem derivadas parciais de primeira ordem continuas, ou, mais brevemente, sao

"suaves").

Ao assumir que de todo ponto em uma regiao podem ser escrutinadas novas coor-

denadas, ou, em outras palavras, para cada n-upla (zg, ..., z) da regido ha pelo menos
uma n-upla (zg, ..., z) correspondente tal que
i il n L
ry=2'(25,-..,25), 1=1,...,n.
Definicdo 4. (Ponto Ordindrio). Um ponto P = (x},...,x0) é chamado ordindrio ou
ndo-singular de um sistema de coordenadas (2*,...,2") se a matriz
, o1’
2l=z},..2n=27
(onde 2}, ..., 2 satisfazendo x'(2y, ..., 24),i =1,...,n) possui determinante nio nulo (é

nao singular, em outras palavras).

A matriz A é chamada de matriz Jacobiana de uma dada transformagao de coor-
denadas, e é denotado por J = (0x/0z). O determinante da matriz Jacobiana é chamado

simplesmente de Jacobiano, e é denotado por J:

J = det gg: = det(.J).

z

O teorema a seguir, conhecido como "Teorema da Fungao Inversa'(um caso parti-

cular do mais geral, "Teorema da Fungao Implicita").

Teorema 2 (Funcao Inversa). Supde-se uma mudanga de sistema de coordenadas onde,

como acima, as antigas coordenadas sao expressas em termos das novas por x' = x'(z),

i=1,....,n, eseja xhy = 2'(2},...,2)), i = 1,...,n, seja as coordenadas de um ponto
com a propriedade J = det(0x/0z) # 0 em z' == 2},...,2" = 2. Entdo para uma
vizinhanga suficientemente pequena do ponto (xj,...,x[) deve-se encontrar que: as co-

ordenadas z*, ..., 2" dos pontos dessa vizinhanga sdo expressos em termos de x',. .., z",
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dizendo-se z' = 2'(x), onde, em particular, z = z'(xg,...,23), i = 1,...,n; e em cada
ponto da wvizinhanga a matriz (b;) = (07'/02%) (a matriz Jacobiana da transformagcdo

inversa) é a inversa da matriz (af) = (0x%/02"); isso é

0z dxf
97 ok~ O (2.7)

(novamente hd a soma sob os indices repetidos).

Para o caso n = 1 isso se torna um exemplo simples como segue a declaracao: se
r = x(z), e se gy = x(zp) é tal que dz/dy # 0 em z = zp, entdo em algum intervalo
suficientemente pequeno sobre xg, z pode ser expresso em termos de x, dizendo z = z(x),

com a particularidade zyp = z(xo), e, através do intervalo, (dz/dx)(dz/dz) = 1.

O que o Teorema 2 transmite no caso especial, ja considerado, onde a transforma-
cao de coordenadas é linear? Aqui a transformacao é dada por X = AZ, isso é z' = a;zj ,
entdo desde que dx'/0zF = a}, a matriz Jacobiana dx/dz é basicamente uma matriz
constante A. Entao nesse caso o Teorema 77 reduzi para o previamente mencionado fato
bem conhecido que se o det A # 0, entao a transformacao é inversivel em todo o espaco,
e Z = BX onde B ¢ a inversa de A.

Os trés exemplos a seguir que seguem sao todos tomados da geometria analitica

de duas ou trés dimensoes.

(a) E usualmente conveniente o uso de coordenadas polares r, ¢, do plano. Coordenadas

Cartesianas retangulares sao expressas em termos dessas por
X! = rcos(p), 2% = rsen(yp). (2.8)

(Aqui permite-se apenas r > 0.) Entao para todos inteiros k os pares (r, ) e (r, o+
2k) representam o mesmo ponto P = (2!, 2%). Assim segue-se que aja um ¢ tnico
para cada P impoe-se o requerimento de que 0 < ¢ < 27. Note também que os
pares (0, ¢) representam um ponto singular, que é a origem; porém na origem deve-
se esperar que a transformagao Eq. (2.8) tenha um mal comportamento. Devido a
isso faz-se uma verificagao se a origem é de fato um ponto nao ordinério do sistema

de coordenadas polares. A matriz Jacobiana é:

A= | 0r 9| cos(p) —rsen(p) (2.9)
92" Oa” sen(p) 7 cos(y)
or  dy

Em consequéncia o Jacobiano é

J=detA=1r>0,



31

2

entdo esse é zero apenas na origem. Expressando r como uma funcio de z' e 22,

' = 22 = 0. Por outro

tem-se r = \/(z!)” + (22)*, o qual é nao diferencidvel em x
lado, na regiao {(r,)|r > 0,0 < ¢ < 27}, ndo hé pontos singulares, e as novas

coordenadas correspondem uma a uma aos pontos.

As coordenadas Cartesianas retangulares z', 2%, 2® do espaco 3-d "Euclidiano'séo

expressas em termos de coordenadas cilindricas z' = r, 22 = ¢, 2* = z por

2! = rcos(y), , 2% = rsen(p), 7’ = 2. (2.10)

Aqui a equagao r = 0 define o eixo z, e é ao longo dessa linha reta que as coordenadas

do sistema se comportam mal, no sentido em que a matriz Jacobiana é:

cos(p) —rsen(p) 0
A= sen(p) rcos(p) 0 (2.11)
0 0 1

tem determinante zero na origem (e sé nela). Na regido r > 0 esse sistema de
coordenadas nao possui pontos singulares. Assim como em (a) a coordenada ¢ possui

valor tinico para um P desde que imposta a restrigdo 0 < ¢ < 27.

Finalmente sdo consideradas as coordenadas esféricas z' = r, 22 = 0,2%> = ¢ no
espaco Euclidiano 3-d (Figura 3). Nesse caso
o' = rcos(ip) sen(6), 2% = rsen(yp)sen(),
a:?’:?"cos(e); r>0, 0<0<m 0<¢p<2r. (2.12)

Consequentemente a matriz Jacobiana é

cos(p)sen(f) rcos(p)cos(f) —rcos(p)sen(d)
A = | sen(p)sen(f) rsen(yp)cos(d) rcos(p)sen(d) |, (2.13)
cos(6) —rsen(6) 0

e o Jacobiano J = det A é J = r?sen(#). Correspondentemente o Jacobiano é zero
apenas quando r = 0, ou 8 = 0, 7. Concluindo-se que na regiao r > 0,0 < 6 < m,
0 < ¢ < 27, as coordenadas esféricas possuem valores tinicos e assim nao ha pontos
singulares do sistema. Os pontos definidos por r = 0(0, ¢ arbitrarios), e por 0 =

0, m(r, ¢ arbitrarios) sao pontos singulares das coordenadas esféricas.
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Figura 4 — Coordenadas Esféricas no Espaco Euclidiano 3-d [8].
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3 ESPACO EUCLIDIANO

Agora suplementando a ideia rudimentar da geometria considerada anteriormente
com os dois conceitos basicos da geometria, nomeando o comprimento de um segmento de
curva no espaco, e o angulo entre duas curvas em um ponto onde elas sao interceptadas
uma a outra. O pensamento intuitivo de comprimento e angulo sdo determinados pelo
fato de que a vida didria acontece (aproximadamente) em um espaco Euclidiano 3-d. Mas

vale a pena bem estruturar esses conceitos.

3.1 Curvas no Espaco Euclidiano

Seja suposto um espaco Cartesiano 3-d onde o quadrado de um comprimento [

de um segmento de linha reta que une qualquer ponto P = (x*, 2%, 2°) a qualquer ponto

Q= (y',y*,y’) é dado por
l2 — (Z’l o y1)2 4 (SL‘2 _ y2>2 4 (LES _ y3)2.

Esse espago Cartesiano é chamado Euclidiano (de 3 dimensdes) e chama-se essas coorde-

nadas Cartesianas de coordenadas Euclidianas.

Em algebra linear é usualmente conveniente associar vetores com os pontos do
espago Euclidiano. Com cada ponto P associa-se o vetor com sua calda iniciando em O (a
origem do sistema de coordenadas), e sua ponta em P. Esse vetor é chamado raio vetor

do ponto P, e suas coordenadas (x', 2%, 2°) de P sdo as coordenadas ou componentes do

vetor. Vetores ¢ = (2, 2%, 2%), n = (y*, y?,¥*) podem ser adicionados em suas coordenadas
um ao outro para formar o vetor £ +7 com coordenadas (' +y', 2> +y* 23 +%°). Um vetor
pode ser também multiplicado por qualquer nimero real (chamado de escalar nesse con-
texto). Os vetores unitarios (versores) eg, es, e3 com coordenadas (1,0,0), (0,1,0), (0,0, 1)
respectivamente, claramente tem comprimento 1; mais a diante sera visto que eles sao
perpendiculares entre si. Qualquer vetor £ = (z', 2%, #%) pode ser expresso por uma com-

binacdo linear desses vetores unitarios: &€ = z'e; + 2%ey + 23es.

Define-se um espaco Euclidiano n-dimensional analogamente. Entdo um espago

Euclidiano n-dimensional sera considerado como um espago linear (isso é espago vetorial)

para o qual o quadrado da distancia [ entre quaisquer dois pontos ¢ = (a',...,2") e

n=(y',...,y") é dado por
n
. N 2
l2 — Z (.Tl o yz)
i=1
Como visto, no caso de n = 3 correspondendo a um espago Euclidiano ordinario. O caso
n = 2 corresponde a um plano Euclidiano, enquanto que espagos Euclidianos de dimensao

n>3 sao simplesmente generalizacoes para dimensoes maiores.
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De fundamental importancia é o produto escalar de um par de vetores no n-espaco

Euclidiano.

Definigao 5. (Produto escalar Euclidiano). O produto escalar Euclidiano de dois vetores
reais £ = (x*,...,2") en=(y',...,y") € o nimero

n

& m = 'y (3.1)

i=1

As propriedades essenciais do produto escalar sdo as sequintes:

(i) (€m) = n,§);

(17) (A& + Ao&aym) = A&, m) + Ao(&2,m) para qualquer nidmero real Ay, Aa;

(1i7) (£,€) > 0se & #£0.

Como observado acima, coordenadas Cartesianas z',...,x" em termos do qual o produto

escalar tem a forma da Eq. (3.1), sio chamadas coordenadas Euclidianas.

Agora, olhando para os comprimentos e angulos no n-espago Euclidiano sao termos
expressivos em termos do produto escalar. Entao o comprimento (ou norma) de um vetor
€, o qual serd denotado por ||, é dado por |£] = 1/(&, ). Semelhantemente o quadrado
da distAncia entre os pontos P e @ com raio vetor £ = (z',...,2") en = (y*,...,y")
respectivamente é apenas o produto escalar do vetor £ — 7 com ele mesmo, (€ —n,& —n).
Consequentemente a propriedade (iii) pode ser interpretada como dizendo que o produto

escalar sendo possuidor de um comprimento positivo para qualquer vetor nao nulo.
Pela geometria analitica com a férmula para o angulo entre dois vetores £ =
1 n _ 1 n
(7, ...,2")en=(y,...,y"), sendo

cos(p) = ——&em _&m g (3.2)

€& ) LMl =

Concluindo disso que dois conceitos geométricos basicos, nomeados por compri-
mento e angulo, podem ser expressos em termos de um unico conceito, que é o produto
escalar. Subsequentemente, quando trata-se de espacgos generalizados, deve-se tomar o
produto escalar satisfazendo (i), (ii) e (iii) como o conceito bésico, em termos do qual a

estrutura geométrica é definida.

Supondo agora que se tem o segmento de curva no n-espa¢o Euclidiano dado na

forma paramétrica:

2l = (), ...a" = fr() (3.3)
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onde o pardmetro t varia de a a b, e a funcio f'(t) sdo funcdes suaves de t. A tangente ou

vetor velocidade da curva no instante ¢ é o vetor
dftdfm
)= |— . 3.4
o0 = (44 (3.4
Defini¢ao 6. (Comprimento). O comprimento de um segmento de curva (ou arco) é

[ = /ab S, o(6))dt = /ab [o(t)|dt. (3.5)

Isso é, o comprimento de um arco é definido como a integral de a até b da norma

do vetor velocidade.

Agora definindo angulo entre duas curvas em um ponto onde elas se interceptam.
Supondo que as curvas sejam dadas por ' = fi(t)i=1,...,n, ez’ =g¢'(t),i=1,...,n,
e que elas possuem intercessio quando t = ty, ou seja, f'(to) = ¢'(to),s = 1,...,n.

Denotando os respectivos vetores tangentes as curvas por
dft dfm
v=|—,...
de 77 dt

we (3 do"
e

Definicdo 7. (Angulo). O dngulo entre duas curvas no ponto de interseccio (em t = tg)

t=to

(3.6)

t=to

é o angulo ¢ que satisfaz 0 < p <7 e

(v, w)

cos(yp) (3.7)

~ ollwl

Alguns exemplos agora para mostrar que tais defini¢oes de comprimento e angulo

sao coerentes:

(a) O segmento de linha reta. Por simplicidade supondo (como acima) que um fim de
segmento seja a origem. Essas equacoes serdo entdo ' = y't,i=1,...,n,0 <t < 1.
Quando t = 0 as coordenadas z' sdo todas zero, enquanto quando ¢t = 1 se tem
2" = y' Vi, isso é na ponta do vetor. De acordo com a Definicdo 6, o comprimento {

da linha reta é dado por

Z=KJG§>+W+(ﬁj&:¢@y+”+WV

o qual ¢ a férmula usual para comprimento de um segmento de linha reta.

(b) O Clirculo. As equagdes paramétricas usuais do circulo (no plano) de raio R e com
centro na origem, sdo: ' = Rcos(t), 2 = Rsen(t), onde 0 < t < 27. Aqui o vetor

tangente v(t) = (—Rsen(t), Rcos(t), e entdo pela Defini¢do 6, a circunferéncia é:

2w
[ = / \/R2 sen?(t) + R? cos?(t)dt = 27 R (3.8)
0
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Portanto para o circulo, a definicdo de comprimento da a resposta prevista.

E claro que a definicdo também satisfaz o requerido para o comprimento de um arco

inventado de muitos segmentos nao sobrepostos, sera a soma desses segmentos.

A Eq. (3.5) tem um parametro defeituoso: parece depender da parametrizagao
' = f'(t),i = 1,...,n, a <t < b, de um segmento da curva. Para colocar isso
cinematicamente, se (f'(¢),..., f"(t)) representa a posi¢do na curva num instante
t, entdo a velocidade em um tempo t é |v(t)|, o qual entra na formulagdo da Eq.
(3.5). O que vai acontecer se for tragado do mesmo segmento de curva (do ponto
P = (fYa),..., f"(a)) para o ponto @ = (f*(b),...,f"(b))) com diferentes velo-
cidades? A equagdo para o comprimento de arco (Eq. (3.5)) vai fornecer o mesmo

numero?

Para manter uma boa precisao, supondo que haja um novo parametro 7 variando
de a’ para V' (a’ <7 <), e que o antigo pardmetro ¢ é expresso como uma fungao
t = t(r) de 7, onde t(a’) = a, t(') = b, e que dt/dr > 0. A condi¢ao de derivada
positiva é justamente para indicar que ¢t e 7 estdo na mesma direcao. Entao a curva

em questao possui a nova parametrizacao:

P= i) = () = gi(r), i=1,...,n. (3.9)

A taxa na qual a curva relativa ao parametro 7 é tracada é:

dg" dg"
w(r) = (di""’i)’ a <7<V, (3.10)

Com a nova parametrizagdo a equagao para o comprimento de arco Eq. (3.5) deve

ficar:
b/
y:/mmw. (3.11)

A norma do vetor w(r) é:

w5 (1) - 5 () - [

como dt/dr > 0. Em consequéncia

> (dfz> o).

=1

”%[mmwszaniw:[ﬂwmﬁa

! =a =a

ou seja, [ = I'. Concluindo que: o comprimento de um arco de uma curva é indepen-

dente da velocidade a qual o arco ¢ tragado.

De fato, a definicao de comprimento adotada, absorveu todos requerimentos impos-

tos intuitivamente desse conceito.
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(c) Supondo uma curva no plano tal como um grafico da funcio 2* = f(z'). Entdo
r! vai se comportar como parametro: rt = t, x? = f(t). O vetor tangente é entao
v = (1,df/dx'), e o comprimento do segmento do grafico em questdo no intervalo
a<zxl<bé

1\ 2 2\ 2 ?
I = /ab jv]dt = /b\l <3i1> " (jngl> de' = /ab mdxl' 1)

Uma curva dada por 2! = 2'(¢), ..., 2" = 2"(t) serad chamada de suave se 2 (), . .., 2" ()

possuir derivadas continuas e v(t) # 0 V¢ em um intervalo especifico de valores de
t. Para qualquer arco suave ha um parametro natural, chamado de comprimento [

tracado a partir de algum ponto. Desde que para um par de niimero a, b no intervalo

b
de valores de [ tem-se que / lv(t)|dl = b — a, disso segue que |v(l)] = 1.

Supondo que no n-espaco Euclidiano com coordenadas Euclidianas (', ..., 2"),
dado o novo sistema de coordenadas (z',...2") (ndo necessariamente Euclidiano),
e que ' = 2'(2',...,2"), i = 1,...,n. Supondo também que uma curva a qual
as equacbes paramétricas em termos das novas coordenadas sdo: z' = 2'(t), i =
1,...,n. Entao é possivel dessas parametrizacoes da curva em termos da original,

Euclidiana, coordenadas nomeadas

x! =29 (2(t)) = K (t), j=1,...,n.

Define-se o vetor tangente da curva relativa ao sistema de coordenadas (2!, ..., z")
a ser um vetor v, (t) = (vl,...,v"), onde
G ,
Ug:E, j=1,...,n. (3.13)
Relativo as coordenadas originais (z', ..., z"), o vetor tangente é v = v, = (dh'/dt,...,dh"/dt)

Os vetores v,(t) e v, () sdo por hora o mesmo vetor desde que cada um deles seja a ve-
locidade (em relacao a t) na qual a curva é tracada, analisando no ponto P, represen-
tado por (z'(t),...,2"(t)) no novo sistema de coordenadas, e por (h'(t),...,h"(t))

nas coordenadas antigas.

As n-uplas (dz'/dt,...,dz"/dt) e dh'/dt,... dh™/dt sdo simples representacoes
desse vetor relativo a dois diferentes sistemas de coordenadas (z) e (x). Agora veri-
ficando como as coordenadas do vetor velocidade se transforma sob a dada mudanca
de variaveis. Sendo Can tridd  Or

U = dt 0z dt 8zjvg’ (3:14)
onde, naturalmente, fica entendido que hé a soma sobre o indice repetido j. Em

consequéncia o quadrado do comprimento do vetor tangente é

. n dhz 2 n @J}Z ) 2 .
|U ‘2 = Z ( dt ) = Z (azjvi> = gjkvivl;7 (315)

i=1
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onde o simbolo g, ¢ definido por

" Oxt Ox'
Jik ; 079 0zF (3.16)
Fechando a ideia: para qualquer sistema de coordenadas (2, ..., 2"), onde z = x(2)

(z sendo uma coordenada Euclidiana), o escalar que é o quadrado do vetor tangente
v, = (dzt/dt... ,dz"/dt) a curva z' = 2'(t), i = 1,...,n, é dado por

- dz? dz2*

2
2 = o2 = g S 3.17
v [val” = 9337 (3.17)

onde gj = (&vi /02 ) (axi / 82’“). A Definicao 6 do comprimento de arco e a Eq.
(3.17), juntas produzem a equacao geral para qualquer sistema de coordenadas

(24, ..., 2"

b dz? dzF
= i —— ——dt. 1
z / gt (3.18)
3.2 Formas Quadraticas e Vetores

Foi mostrado na Eq. (3.14) que as componente do vetor tangente de a uma curva

se transforma sobre a mudanga de variavel = z(z) de acordo com a regra

i
i ox'
YT g
ou, mais brevemente,
Uy = sz>

onde A = 0z/0z é a matriz Jacobiana da mudanga de coordenada, definida anteriormente
na Eq. (2.6). Nota-se que ao chegar na Eq. (3.18) nao foi usado o fato de se ter assumido
que as coordenadas (x',...,2") sdo BEuclidianas. Utilizando Eq. (3.18) como modelo, é
possivel dar uma definicdo que sobreponha todas as anteriores, de o que se quer dizer ao

falar de vetor.

Defini¢ao 8. (Vetor). Um vetor no ponto P = (xg,...,x}) é, em rela¢io a um sistema
de coordenadas (z', ..., 2"), um n-upla (£,...,£") de nimeros, os quais se transformam
sobre uma mudanga de coordenadas x = xz(z) das coordenadas (x*,...,z") para as coor-
denadas (2',...,2"), de acordo com a regra

e=2 ¢ (3.19)

zh=zk
onde x'(z),...,20) = b, i=1,...,n,e(C',..., (") éarepresentagio de um vetor relativo
1

as coordenadas (z*,...,2").
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A parte que mais interessa dessa defini¢cao esta na forma da regra de transformagao
(Eq. (3.19)).

Para obter um contraste, considerando outro objeto geométrico frequentemente
encontrado, chamado de gradiente (tomado no sistema de coordenadas k) de uma fungao
f, é denotado por Vf. Tomando a definicio usual de gradiente de uma funcao real

f(z',...,2™) é o "vetor'representando por

of of )

—_— ... 2
oxl’ 7 Qg (3.20)

-

1

em coordenadas cartesianas =", ..., x". J4 a cara do gradiente em termos das coordenadas

2! ..., 2" onde x = x(2) como ficaria? Tem-se
of of
1 n —
V.f(x (2),...,x (z))_<azl,...,azn>,
of  Of 0 .
0zt Oxd 92 Tt

Ao escrever & = 0f /07, m; = 0f /07", i =1,...,n, serd assim obtido

O’
77 821 é] ( )
Porém fica perceptivel que sobre uma mudanga de coordenada o gradiente de uma funcao

se transforma de forma diferente de um vetor; tal entidade é chamada de covetor.

Agora olhando para as formas quadraticas. Seja suposto um sistema de coorde-
nadas (z',...,2") Euclidiano, e que &, = (&],...,&") e & = (&, ..., £5) sdo dois vetores
ambos originados no ponto P = (x3,...,70). Se em um novo sistema de coordenadas
(z',...,2") com x = 2(2), 2(z°) = 2, esses vetores possuem componentes (n1,...,n7") e
(na,...,ny) respectivamente, entdo a relacdo entre as antigas e novas componentes é, pela

Definicao 8, dada pelas equagoes
& =dm,  &=dm,

onde (aé) é 0 matriz Jacobiana tomada em zF = z[])“, k=1,...,n. O produto escalar do

vetor & e & no sistema de coordenadas inicial (Euclidiano) é
<51a52> = Zfifé = 5@‘51’5%- (3-22)
i=1
Em termos das componentes relativas ao novo sistema de coordenadas a Eq. (3.22) fica

6.6) =Y (aimd) (aimd) = gprrl &, (3.23)

=1

onde
n

gik = Zaéaé = 5lma§-a7k”. (3.24)

i=1
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Os coeficientes g;, em questao aqui sdo os mesmos quais encontrados na Eq. (3.15) en-
quanto se resolvia o problema de calcular o comprimento de arco em qualquer sistema de
coordenadas. Nao é surpresa o fato de uma matriz G = (g;) aparecer numa expressao para
o escalar que é o quadrado de um certo vetor em termos das novas coordenadas; afinal
uma transformacao linear pode ser expressa por uma matriz. Na linguagem de matrizes

a Eq. (3.24) pode ser escrita como:
G=A"A, (3.25)

onde T denota a operagao de transposicdo da matriz. Agora analisando como as com-

ponentes g;; da matriz G se transformam sobre mudancas de coordenadas. Assim, to-

mando y', ..., y" sendo um outro sistema de coordenadas para a mesma regido, e deixando
7 =2 ...y"), j = 1,...,n. Escreve-se C = (¢}) = (02'/9y’). Entao pela Defini-
¢do 8 as componentes ({7, ...,CP), (Cy,...,¢Y) dos vetores &, & relativos as coordenadas
y', ..., y", satisfazem

m=cd,  m=da. (3.26)

Denotando por (hy;) a matriz que surge na expressao do produto escalar (£, &) em termo

das novas coordenadas, entao

(€1, 62) = hudiG,
Nas coordenadas antigas

(&1,&2) = g@-min%,
De modo que

hlefCé = gim’m{é (3.27)
Substituindo para n},n} de Eq. (3.26) ficara

hiayCh = GiCnCl el (3.28)
Reescrevendo de maneira comparavel

P (Cffé) = (Cigz‘jczj) (Cf(é)
Entao consequentemente
hit = (chgiicl) | (3.29)

a partir da Eq. (3.28) que é para quaisquer dois vetores &, & (originando em P). Na

linguagem matricial é possivel enxergar Eq. (3.29) se tornar H = CTGC.
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Definigdo 9. (Forma Quadrdtica).Seja 2*, ..., 2" as coordenadas de uma regiio no es-
paco. A forma quadrdtica dos vetores em um ponto P = (z),...,2Y) dessa regido, relativa

a essas coordenadas 2, ..., 2"

, € uma familia de nimeros g;j, 1,7 = 1,...,n, que satisfa-
zem gi; = gji, € se transformam sobre a mudanca de coordenadas y', ... y" onde z = z(y)

i iyl n
e zo=2"(Yy,---,Yy), de acordo com

077

9i5 57
YI=yg Oy

0z

- o (3.30)

kl

v =yp

onde o hy, k,l = 1,....n, hyy = hy, sao os coeficientes da forma quadrdtica para as
novas coordenadas y*,...,y". (Como jd notado, Eq. (3.30) pode ser reescrita na notagio
matricial como H = CTGC'.)

Dado um ponto P a forma quadrética g;; na qual se transforma de acordo com
(3.30), entao é possivel definir uma forma bilinear {,n} em pares de vetores originados

em P, tomando
{&n} =956
E possivel disso obter a forma quadrética de vetores individuais, que é dado por &,& =

9:;€'€ . E segue da transformacdo dada pela Eq. (3.30) que essa forma bilinear nio depende

da escolha do sistema de coordenadas, mas apenas do ponto P e do par &,7n dos vetores

(conforme Eq. (3.27)).
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4 ESPACO RIEMANNIANO E PSEUDO-RIEMANNIANO

4.1 Meétricas Riemannianas

O arco de uma curva suave do tipo z* = z*(t) em um espago n-dimensional com

coordenadas (z°,...,2") é definido por

dz
dt

I = /ab]j:(t)|dt, i= (4.1)

Essa definicao assume de antemao que ¢ sabido o que se quer significar com o comprimento
do vetor tangente & = #(t) a curva em cada ponto da curva. Para a métrica ser considerada
Riemaniana é necessario primeiro que o comprimento do quadrado do vetor £ originario
de um ponto P tenha a forma

€1 = gise'€ (4.2)
onde £',... &" sejam as componente do vetor & em relacdo ao dado sistema de coorde-
nadas, e os nimero g;; dependem de P e do sistema de coordenadas. Entretanto |€ 2 ¢
a forma quadratica do vetor &, de modo que o comprimento de um vetor nao deve de-
pender da escolha do sistema de coordenadas, o ¢ deve persistir sob transformacoes de

coordenadas, mudando como os coeficientes da forma quadratica, assim define-se:

Defini¢ao 10. (Métrica Riemanniana). A métrica Riemaniana em uma regiao do espago
R™, relativa a coordenadas arbitrdrias (2', ..., 2"), é uma familia de funcoes suaves Gij =
gii(2', ..., 2"), 4,5 C [1,n] com duas propriedades: a matriz (g;;) € positivo definida; e i =
[1,n], entdo relacionado a essas novas coordenadas a métrica Riemaniana é representada

pela familia de fungoes g;; = g}i(yl, o y™), i, C [1,n], dado por

ozF 02

= g 4.3
91 = 5y M g (4.3)

Uma matriz positiva definida significa simplesmente que gi]flfj > () para vetores
¢ nao nulos, a forma quadratica é um exemplo de positivo definido. Dada uma métrica

Riemaniana, é possivel definir o comprimento de arco de uma curvatura z' = 2*(t) como:

1= l’ Wz@»iiifdt (4.4)

Agora definindo o produto escalar entre dois vetores que originam num mesmo ponto.

Definicdo 11. (Produto Escalar) Sejam dois vetores &€ = (¢*,...,6") en = (n*,...,n")

no ponto P = (z&, ., 20). Seu produto escalar é definido como:

(& = gij(20, -, 208 (4.5)
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Nota-se que as regras de transformagao Eq. (3.19) e Eq. (3.30) garantem que o
produto escalar de dois vetores em um ponto é independente da escolha do sistema de
coordenadas. Agora a definicdo de angulo toma a forma familiar: Se temos duas curvas
2 = f(t) e z' = Rh'(t) os quais se interceptam quando t = t,, entdo o angulo entre as

curvas nesse ponto é tnico, satisfazendo 0 < ¢ < 7, e assim podendo ser escrito como:

(€, m)
cos(p) = , (4.6)
iyl
onde &, 1 sdo vetores tangentes a respeito da curva no ponto t = tg, e |£] = 1/(,&).

Olhando para ¢ e percebendo que ele deve ser real desde que [(§,n)| < |£[|n] (uma forma
da "desigualdade de Cauchy-Bunjakovskii"). Para perceber isso, primeiro nota-se que para

qualquer nimero real a,

(a& +m,af +n) = a®(&, &) +2a(&,n) + (n,n),

entao como a forma quadratica é positiva com uma pequena manipulacao é possivel

levantar o descriminante

1€ m)] < |€]Inl,

€n* < (Ve o)
que leva ao descriminante
(€& m? = (€& n,m <0,

o qual é o mesmo que

Qual a forma que a métrica toma nos variados sistema de coordenadas para um

espaco Euclidiano?

(i) n = 2. Relativo a coordenadas Euclidianas ' = x, 2> = y, tem-se:

5 I parai=j ()_10
91 = Ois 0 parai#j Jis 0 1/

Relativo a coordenadas polares z' = r, 22 = ¢, onde, como usualmente z' =

> = rsen(yp), utilizando (4.3), rapidamente sem complicacdo alguma se

, (10
%7 \o )

rcos(p), =

obtem



Consequentemente o comprimento [ de um arco dado por r

SR

n=3. Relativo as coordenadas Euclidianas z!, 2°, z

a<t<b,é

Relativo as coordenadas cilindricas y' = r, y

(2.10)) se obtém:

consequentemente

=L

, como anteriormente g;; = 0;;.

z (como dado pela Eq.

J4 para as coordenadas esféricas y* = r,y* = 0, y> = ¢ (como Eq. (2.12)), se tem

E o comprimento de um arco na esfera sera

0 0 7r?sen’(d)

=L

) + r2sen?(0) (d

Frequentemente a métrica é dada via formula para o quadrado do diferencial di, que

seria

di? = g,-jdzidzj.

(4.7)

(Falando estritamente, d2* é definido por dz* = 2'dt (similarmente para dl), onde

2" = 2'(t) é a curva em estudo.)

Voltando aos exemplos de sistemas de coordenadas no plano Euclidiano e no espaco,

tem-se:

Coordenadas polares,

Coordenadas cilindricas,

Coordenadas esféricas,

[\V]

2 (dp)” + (d2)*;
(d9) + sen?(0) (dy)?] .

(4.8)
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Definicao 12. (Métrica Euclidiana). Uma métrica g;; = g;i(z) € chamada de Euclidiana

se existem coordenadas x*, ..., x", 1" = 2'(2), tais que

% n k k
det (81’) 20, gy — Z oz" Ox '
k=1

0z 0z 02

", é necessario que todos os

Segue da Eq. (4.3) relativa as coordenadas ', ...,z
pontos da regiao ggj = 0;;. Essas coordenadas sao nomeadas Euclidianas. Nos exemplos
mostrados anteriormente foi meramente representada a métrica Euclidiana relativa a va-
rios sistemas de coordenadas. Uma pergunta que pode surgir: mas existem s métricas

Euclidianas? A resposta é: ndo, existem também métricas Riemannianas, por exemplo.

4.2 A Meétrica de Minkowski

Na Definicao 10 o que foi feito para a obter foi mudar o requerimento quanto
a matriz (g,;) exigindo que essa fosse positiva definida por condi¢oes que em todos os
pontos a forma quadrética g;;¢'¢’ fosse indefinida, mas tinha indice de inércia fixo e ainda
tinha classe n (isso é, det(g;;) # 0), entdo chegamos na definicado da métrica pseudo-

Riemanniana.

Seja g?j o valor de g;; no ponto P = (zg,...,2}), isso é g?j = gij(20,--.,23). Da
algebra linear uma "mudanca de varidveis'¢’ = )\an, na qual a forma quadratica g?jﬁifj
toma a forma canodnica

My Ry = gy~ T
onde p depende apenas da forma quadratica g?]f’fj.Por consideracoes de continuidade o
inteiro p, sera chamado indice de inércia da forma quadratica, é o mesmo para todos os
pontos P da regiao considerada, entao ha como definir sem ambiguidade o tipo da forma
quadratica gijé“i{j a ser um par (p,q) onde p + ¢ = n. Nota-se que em geral assim nao
vai ser possivel uma mudanca de variaveis em termos dessas coordenadas, gijéiﬁj esta na

forma canonica em todos os pontos da vizinhanca de P.

Definigao 13. (Métrica pseudo-Euclidiana). Seja g;; = gji(z) uma métrica pseudo-

Riemanniana. Essa métrica é pseudo-Euclidiana se existe coordenadas z', ... a", x' =
7'(2), det(02"/027) # 0 tal que
_ Oz' ozt P OxP Oz OaPT! QxPtl ox™ Ox"
95 = 021 927 07 021 02 0 0z 02

Segue de (4.3) que, relativo a essas coordenadas,
g9;; =0 para i# j,
g, =1 para i<j
gi; =—1 para i>p+1.
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As coordenadas z', . . ., 2" chamam-se coordenadas pseudo-Euclidianas do tipo (p,q), onde
q = n — p. Pode-se definir uma métrica pseudo-Euclidiana do tipo (p, ¢) no espago R" de

n-uplas (z',...,2") reais ordenadas tomando

(Empg=En' + -+ PP =Tt — gy (4.9)

para os vetores £ = (£1,..., ") en = (n',...,n"); as coordenadas "usuais"z’, ..., 2" serdo
entao pseudo-Euclidianas. O espago R que possui essa métrica é também referenciado

como pseudo-FEuclidiano, e denotado por R} .

Vale notar que podemos supor p < [n/2] afinal para nosso uso a forma quadratica

—gi; essencialmente nao difere de g;;.

O espago ]R‘iS tem um significado especial. E o espaco de Minkowski da teoria
especial da relatividade. Nessa teoria é postulado o continuo espago-tempo, o qual ja visto

2

anteriormente (na Sessdo 2.1), 14 foi utilizado: 2° = ct, 2, 2%, 2°. Portanto o quadrado de

um elemento de comprimento é dado por
a? = (da”)” — (do!)’ — (de?)” — (ae?)". (4.10)

Dados dois eventos (isso é, pontos no espago-tempo) P, = (29, 21, 22, 23) e P, = (23, x5, 22, 23),

define-se a separacao no espago-tempo, para ser a quantidade
2 2 2 2
P, — P|* = (x(l) - x(2)> - (x% - m%) - (m% - x%) - (m? - xg) : (4.11)

A separacao espago-temporal de dois eventos distintos P;, P, pode ser positiva, negativa

ou inclusive zero.

Para conclusao dessa sessao considera-se a a coordenalizagdo de uma regiao do
espaco R? ,, nomeada de coordenadas pseudo-esféricas, as quais define-se como segue. Seja
2Y, 2!, 2? denota-se coordenadas pseudo-Euclidianas em R? ,. Entdao coordenadas pseudo-

esféricas p, x, ¢ sao definidas por

1" = pcosh (), —00 < p < 00,
x = psenh (x) cos(y), 0<x < oo, (4.12)
2% = psenh (x) sen(yp), 0 < <2m.

Consequentemente
<x0>2 _ (II)Q _ (1’2)2 — /)2 > 0
Consequentemente coordenadas p, x, ¢ sdo assimiladas unicamente a pontos de uma regiao

definida por (2°)*—(2')*—(2?)? > 0, isso é no interior do cone (2°)* = (z")*+(2*)* (Figura

0 sdo pontos ordinérios

0

4.2). Todos os pontos dessa regiao exceto aqueles que estao no eixo x
do sistema de coordenadas pseudo-esféricos. Nessa regiao (com o eixo z° removido) o

quadrado de um elemento de comprimento é dado por

di? = dp? — p* [(dx)* + senh” (dgp)?]. (4.13)
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Figura 5 — Cone (2%)? = (z')* + (2?)? [8].

Por curiosidade expondo o caso em que se assimila as coordenas pseudo-esféricas a pontos

fora
” = peosh (x)

ot = psenh () cos(¢), p>0 (4.14)

2* = psenh () sen(y).

Porém, s6 curiosidade essa situagao.



Parte 11

A Teoria das Superficies
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5 GEOMETRIA DA SUPERFICIE NO ESPACO

5.1 Coordenadas na superficie
Uma superficie no espago 3-d é basicamente um objeto que possui sua propria
geometria (intrinseca), isso é, quantidades internas que sejam invariantes & métrica.

J4 uma curva é um objeto geométrico contrario a superficie, nesse caso possui
geometria extrinseca. Uma curva r = r(t) nao possui invariantes métricos, afinal essen-
cialmente o tinico parametro desse tipo que possui é o comprimento de arco [, definido
por

t1
L= [ luldt, v=i = (0,9, 2),
to
e claramente isso é em si inadequado para a distingdo de uma curva, por exemplo, a
uma linha reta, isso é, é possivel escolher coordenadas para uma linha reta com o mesmo
parametro [ de tal forma que as distancias ao longo tanto da curva quanto da linha reta

sejam mensuradas a mesma maneira.

Para superficies a situagao ¢é diferente: é impossivel escolher coordenadas para a
esfera (ou até uma parte da esfera) tais que a formula da distancia na esfera em termos

dessas coordenadas sejam a mesma da formula no plano Euclidiano.
Superficies no espaco Cartesiano 3-d sao dados em trés diferentes maneiras:

(i) (mais simples) como um grafico de uma fungao de duas varidveis

2= [(,y);

(ii) (mais geral) como um gréfico para a equagao

F(z,y,z) = 0;

(iii) através de equagbes paramétricas

r=r(u,v);
que em mais detalhes
r = x(u,v), y =y(u,v), z = z(u,v),

onde o par (u, v) abrange uma regiao do plano, o dominio dos valores dos parametros

u,v. E necessario frequentemente se referir sugestivamente para os parametros u, v

como coordenadas da superficie.

Vale salientar que todas as fungoes serao assumidas continuamente derivaveis, a nao ser

que seja claramente definido o contrario.
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Defini¢ao 14. Uma superficie dada pela equagio F(x,y,z) =0 € nao singular no ponto

P = (0,Y0,20), se o gradiente de F' em P ¢ diferente de zero:

VF|(J307yo,Zo) 70,

<8F oF oF )
ey

) + 7& Oa

Oz Oy 92 ") | (zoyu0,70)
oF oF oF
87 €1 87 €o + 87 €3 7£ 0.
(%0,Y0,20) Yy (%0,40,20) o (%0,40,20)

Pelo Teorema da Fungao Implicita, se OF /024,40, 7 0, entao proximo ao ponto
P(xq, Yo, z0) na superficie, a equacao F'(x,y,2) = 0 pode ser resolvido para z como uma
fungdo (continuamente derivavel) de z e y; isso é, existe uma fungao z = f(z,y), tal que
20 = f(x0,%0), €, em na vizinhanga do ponto (zo,vo), F'(z,y, f(z,y)) = 0. Férmulas para
as derivadas parciais de f sao obtidas como segue. Derivando implicitamente a identidade
F(z,y, f(z,y)) = 0 com relagdo a z, obtém-se:
dF

— =0,
dx
8F67x OF 0y 8F%_

9ror  oyor  or0r

Mas vale lembrar, z = f(x,y)

OF | OF 0f(x.y)

or 9z or 0
Consequentemente:
) OF |0z
%f(x,y) __aF/aZ (51)
B  OFJoy

Da Definicao 14 e o Teorema da Funcao Implicita segue que em torno de cada ponto
nao singular da superficie dada por F(z,y,z) = 0, hd uma vizinhanca tal que o pedago
da superficie fechada por essa vizinhanga é o grafico de uma fungao (onde se nao for z,
entao tanto x quanto y devem servir como variaveis dependentes). Entao localmente, isso
¢é na vizinhanca de um ponto nao singular, a superficie é dada por equagoes paramétricas
z = f(u,v), x = u, y = v (em torno do ponto xy = ug, Yo = vg). Isso é frequentemente
expresso como: em uma vizinhanca de um ponto nao singular de uma superficie existem

coordenadas locais u, v.

Supondo agora que uma superficie é dada parametricamente:

r=r(u,v); r = z(u,v), y = y(u,v), z = z(u,v). (5.3)
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Defini¢ao 15. Um ponto P = (x0, Yo, 20) = (x(uo, vo), y(uo, vo), 2(ug,vo)) na superficie

dada por (5.3), € considerando nao singular se a matriz

Ox/0u Oy/Ou 0z/0u
Jx/dv Oy/dv 0z/dv e

tenha posto' 2.

O préximo teorema dira que a Defini¢ao 14 e a Defini¢ao 15 sao localmente equiva-
lentes, mas, mais significante que isso concluir-se-a partindo disso que localmente as trés
maneiras diferentes de se expressar equacionalmente uma superficie no espago cartesiano

3-d sao equivalentes.

Teorema 3. Se uma superficie é dada parametricamente (como no formato dado pela
FEq. (5.3)) € o ponto P(xo, Yo, 20) correspondente a (ug,vy) € ndo singular, entdo hd uma
equagio F(x,y, z) = 0 a qual define a superficie na vizinhanga de P, e possui a propriedade
que VFy o2 7 0.

Seja P um ponto nao singular, pela Definicao 15 a matriz A possui posto 2; con-
sequentemente, pelo renomeamento de x,y, z se necessario, pode se supor que o determi-

nante

Oxrdy Oxdy

dudv  vou "
Entretanto esse determinante é o Jacobiano da transformacao (u,v) — (z,y), calculado no

ponto (ug, vp). Como o determinante é nao nulo, deduz-se do Teorema da Funcao Inversa
(Teorema 2) que a vizinhanga de um ponto (g, yo) (que sdo zg = x(ug, Vo), Yo = y(ug, o)),
onde a restri¢ao da transformagao (x,y) — (u,v) tem uma inversa, na qual ainda, a matriz

Ug V) , . Ty Yu .
¢ a inversa de . Se definir f(z,y) como
Uy Uy Ty Yo

f(z,y) = 2(u(z,y),v(z,y)),

, entao a equacdo z = f(x,y) atenderd o que o teorema diz.
Alguns exemplos:

(a) O elipséide 2*/a® + y*/b* + z*/c* = 1 ndo possui pontos de singularidade, mas
globalmente nao é o gréfico de uma funcao (porém localmente é). Nao possui uma
parametrizacao global com respeito a todos os pontos nao singulares.

(b) O hiperboléide z*/a® + y*/b*> — 2%/c* = 1 também ndo é globalmente grifico de
uma fung¢do, mas possui pardmetros globais u = z,v = ¢ (onde ¢ é o angulo polar
usualmente definido em termos de x e y) deixando a parametrizacao sem pontos

singulares.

1 Esse termo em inglés é rank
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(¢) O hiperboléide duplo —2?/a* — y?/b* + 2*/c* = 1. Cada parte é o grifico de uma
funcao da forma z = f(z,y) (e tem uma parametrizagao sem pontos singulares).

(d) O cone z%/a* +y*/b* — 2% /c* = 0 tem o ponto (0,0,0) como ponto singular.

Agora olhando para o espago Cartesiano n-dimensional onde entende-se uma su-

perficie dada por um sistema de equacoes
fil@t, 2™ =0,..., far(zt,...,2") =0 (5.4)
definido em uma regiao do espaco.

Definigdo 16. Um ponto P(x}, ..., x}) da superficie dada por Eq. (5.4) diz-se ndio sin-
0fi
oxJ

Lema 1. Coordenadas locais podem ser definidas em uma vizinhanga de um ponto singular
da superficie (5.4).

gular se a matriz (n — k) x n

i
=T

tem posto (n — K).

5.2 Planos Tangente

Supondo uma superficie em R*® ¢ dada em forma paramétrica r = r(u,v),r =
(x,y, z), onde u, v sdo pardmetros, ou, em outra terminologia, coordenadas na superficie.
UMA CURVA u = u(t),v = v(t) na regiao (u,v) define a curva r(t) = r(u(t), v(t)) imersa
numa superficie em R*. O vetor tangente 7(¢) a curva, tem a forma
or or
— T, ==
ou ov

Pela Definicao 15 um ponto nao singular de uma superficie ¢ um no qual os vetores

f’(t) = Ty U + Ty0, Ty = (55)

Tu = (Tu, Yus 2u) € Tw = (Ty, Yo, 2») s@0 linearmente independentes. Unindo com as Eq.
(5.5), que diz que todo vetor tangente a uma superficie é uma combinagao linear dos
vetores 1, e r,, deduzindo que todos os vetores tangente a tal superficie em um dado ponto
nao singular P forma um subespago possuidor do par r,, r, com base. Esse subespaco é o

plano tangente a superficie em um dado ponto.

Supondo agora que uma superficie em R? seja dada via a equacdo F(x,y,z) = 0.
Se r = r(t) = (x(t),y(t), 2(t)) é uma curva na superficie, isso é F(z(t),y(t), z(t)) = 0
para um intervalo especifico dos valores de t, entao (d/dt)F(z(t),y(t), z(t)) = 0 para tais

valores de t consequentemente, aplicando a regra da cadeia, obtém-se
Foo+Fy+ F.z2=0. (5.6)

Em um ponto nao singular P(xg, 3o, 29) de uma superficie se tem (por definigdo), VF =
(Fy, Fy, F,) # 0. Disso A, B,C para F,, F,, F, respectivamente, avaliado em P, se vé
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da Eq. (5.6) que para todo vetor (&, 9, 2) tangente a uma superficie em P estd no plano
Ax+ By+Cz = 0. Consequentemente ha um plano tangente a superficie em um ponto nao
singular P: ele é um subespago 2-d que consiste de todos os vetores (z,y, z) que satisfazem
Az + By + Cz = 0. Agora repetindo esses dois argumentos (mostrando que existe um

unico plano tangente em cada ponto nao singular da superficie) em n dimensoes.

Assim, primeiramente supondo que em um espago Cartesiano n-d com coordenadas

z', ..., 2", é dado uma superficie k-d na forma paramétrica:
l’lzl’l(Zl, ,Zk>,
(5.7)
I L)
(Chamando essa superficie k-d desde que olhando para z', ..., z" como coordenadas para
isso.) Como no caso n = 3, uma familia de fungdes 2/ = 2/(t), j = 1,...,k (define
uma curva no espaco coordenado por z', ..., P ), na substitui¢do na Eq. (5.7), uma curva
compreendida na superficie das Eq. (5.7) com vetor tangente
v=(2'...,8") = ' + - + by, (5.8)
onde os vetores b; sao dados por
Ozt ox™
b‘: Ny A o 5 :1,,k’ 59
! ((‘92] 077 ) J (5:9)

Pela analogia com a Defini¢ao 15 (que se aplica quando n = 3,k = 2), deve-se dizer que
um ponto dentro da superficie (5.7) é um ponto nao singular da superficie se os k vetores
na Eq. (5.9) sdo linearmente independentes. Continuamente essa analogia com o caso 3-d,
entdo define-se o plano tangente a superficie (5.7) no ponto nao singular P, a ser um
subespago de R™ medido pelos k vetores independentes na Eq. (5.9); da Eq. (5.8) vé-se
entdo que todos os vetores tangente a superficie em um ponto P nao singular, estd no

plano tangente a superficie em P, entao essa é a definicao de plano tangente apropriada.

Se por outro lado uma superficie k-d é dada em termos de um sistema de (n — k)

equagoes
fi(zh, ... 2™) =0,
(5.10)
fn_k(l’l, Ce ,l‘n) :O,
entdo as componentes de um vetor tangente (i',...,4") a superficie (isso é tangente &
curva z' = x'(t),..., 2" = 2™(t) que estd na superficie) ird satisfazer o sistema de (n — k)
equacoes lineares
~0fi -
> it =0, j=1,....,n—k. (5.11)

ox!

=1
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Se agora for definido (por analogia da Defini¢ao 15 e como na Defini¢ao 16) um ponto nao
singular da superficie para ser um no qual o coeficiente da matriz (9f;/ ox') do sistema
(??) tem posto (n—k), entdo em tal ponto P o subespago de R" criado com todas solugoes
do sistema (??), ird possuir dimensdo k e vai conter todos os vetores (i, ..., i") tangente
a superficie em P; em consequéncia pega-se um subespago para ser o plano tangente a

superficie em um ponto nao singular P.

(E possivel prontamente parar e perguntar se o Teorema 3 possui um andlogo em n
dimensoes, entao localmente ambas as definigoes de um ponto nao singular da superficie
sao a mesma, entao obviamente os dois caminhos levam a planos tangente que sao o

mesmo plano.)

Conciliando: o significado geométrico da propriedade de ser nao singular depende
do fato que o plano tangente a uma superficie em um ponto nao singular tem a mesma
dimensao que a superficie. Esse é o nimero de parametros na representacao paramétrica
da superficie, ou, se a superficie é dada por um sistema de equagoes (5.10), entdo essa é

a diferenca entre a dimensao de um espaco subjacente e o nimero dessas equagoes.

5.3 A métrica em uma superficie imersa no espaco Euclidiano

O estudo da métrica agora estd completamente livre da métrica. E sera assumido

que as superficies estejam em espacos Euclidianos.

Para comecar utilizando o espago Euclidiano de 3 dimensoes, com coordenadas
Euclidianas z,y, z (Definigdo 12). Entao o interesse é estudar a superficie nesse espago
no qual é dado parametricamente por r = r(u,v), r = (z,y,2) (r é uma funcao de u,v e
também um vetor no espago dado por x,y, z, isso é, r = (z(u,v),y(u,v), z(u,v))); onde
u, v sdo coordenadas da superficie. Segue que todo ponto da superficie que for considerado

serd assumido nao singular (Definigao 15).

Ao imaginar uma superficie coordenada por u,v entao é natural surgir o questio-
namento sobre a medida do comprimento nesse espaco, ou seja, o comprimento em termos
das coordenadas u,v. Com base nisso, entao suposta a curva r = r(t) = (x(t),y(t), 2(t))
na superficie. Como a curva esta no espaco Euclidiano, seu comprimento em termos de

x,y, 2 ¢ dado basicamente por:

b
[ = / Ji? g2+ 22dt (5.12)

Desde que a curva esteja sob uma superficie, é possivel encontrar um par de fungoes, tal

que:
v =a(u(t),v) ==) y=y(ul) @) =ylt)  z=z(ul)uv)==01). (513)
por exemplo, as equagdes u = u(t),v = v(t) determinam a curva, isso se considerar

a superficie como um espacgo coordenado por u,v, entdo essas equagoes tomam parte
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como paramétricas da curva Eq. (5.13) no primeiro espago em termos de u, v. Tendo isso
em vista, surge o questionamento de qual seria a métrica g;; = ¢;;(u,v) gera o mesmo
resultado para o comprimento da curva parametrizada comparado a Eq. (5.12). Essa

pergunta pode ser traduzida para:

b b
/|v|dt:/ Ji? 4 2 + 224t (5.14)

com lv|* = gya'a e r=u, T =v
Abrindo o lado esquerdo segue que:
b — b
/ Jogudiiidt = / i+ 2 + st

b
/ \/(91111 + 91200 + ga10U + gop0?)dt =

E = g11 F= gdi12 = g21 G = (§22 (515)
Eu+ Fuv + Fou+ Go? =
B4 2Fu0 + Gv? = &% + g + 22 (5.16)

Tomando a derivada das equagoes Eq. (5.13) obtém-se:

. Ox. Ox. L

T=—U+ —0= 2,0+ 2,0
ou ov

Y = Yul + Y0

Z = Z, U+ 2,0

Tomando os quadrados, a fim de substituir em Eq. (5.16)

.2 9.9 . . 2.9
T° = 2,0 + 22,0x,0 + T,0

9 = Y20 + 2y, iy, 0 + y2o®

22 = 2207 + 22,02,0 + 2207
Substituindo
202 + 2w, 0w, 4+ 2207 + y20? + 2y, 0y, 0 + YRR+
+220° 4 22,02,0 + 220 = B + 2Fu0 + G
(22 + 2+ 22) 0% + 2 (wuo + Yuo + 2020) 00 + (] + 92 + 22) 0% = (5.17)

Pela comparacao dos coeficientes em Eq. (5.17) pode entdo ser escrito:

gn = E = TyZTy + YulYu T ZuZu
g12 = F = TyTy + YulYv + Zu2y (518>
g22 = G = TyTy + Yol + Zu2y



o8

Escrevendo os vetores r, e r,:
Tu = Tyl + Yuls + 2463, Ty = Tpe1 + Ypla + Zyp€3 (5.19)
Reescrevendo Eq. (5.18) em termos do produto escalar:
Gij = (Twi, i), r=u, x°=v (5.20)

Enfim a métrica g;j(u,v) = (E,F,G). Essa métrica Riemanniana na superficie tem a

forma:

gi;da*da? = E(du)® + 2F (dudv) + G(dv)?

é chamada de primeira forma fundamental da superficie e a métrica é chamada de induzida

na superficie.

Se a superficie dada possuir uma forma do tipo z = z(z,y), com u =z e v =y,

entao segundo Eq. (5.18) verifica-se que a métrica induzida é dada por:

gn=1+22, 12 = Za2y = g21, g2 =1+ Z; (5.21)

E no caso de a superficie ser dada por uma equacao do tipo F(z,y,z) = 0, é ne-

cessario escolher uma regiao sem um ponto P onde VF' # 0, para tal é possivel considerar

oF
5 # 0 VP € "Regiao” sem perda de generalidade. Como a equagao F'(x,y, z) = 0 define
z

uma fun¢do z = z(x,y) implicitamente na regiao de P, e nessa tem-se z, = —F,/F,,

fy = —F,/F., de modo que:

F 2
911=1+<;> ; 12 =

. F

F 2
ng = 92, g2 =1+ <Fy> . (5.22)

Concluindo assim, que independente de como é definida a equacao da superficie, é
possivel calcular a métrica induzida com respeito as coordenadas apropriadas definidas, se
for do interesse é possivel calcular comprimentos dos segmentos das curvas que estao sob
a superficie. Enfatizando que esses comprimentos Euclidianos sdo medidos em um espago

Euclidiano 3-d, o espaco no qual a superficie esta situado.

Nota-se que se a superficie estiver na forma r = r(u,v), isso é x = z(u,v), y =

y(u,v), z = z(u,v), entdo usualmente expressasse a Eq. (5.17) de forma breve:

di? = dz? + dy? + dz* = g;;da'da?, t=u, 2t=v (5.23)
onde g11 = E, g1o = g21 = F, g22 = G sao dados pelas Eq. (5.19), e onde dl é um elemento
do comprimento de arco de uma curva na superficie.

E possivel que para a métrica induzida gij(xl, 2%) na superficie seja Euclidiana;

isso ¢, existe um sistema de coordenadas u = u(z', 2?), v = v(z', 2%), tal que

(da)? + (dv)* = gi;daida?.
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A métrica induzida em um cilindro é Euclidiana. Supondo a equagao do cilindro
dada pela equagao f(x,y) = 0 (na qual z nao aparece), entao as coordenadas da superficie
u=z,v=1,onde ! é um comprimento de arco medido ao longo da curva f(z,y) = 0 no
plano z = 0, sao coordenadas Euclidianas para o cilindro, que é

(da? + dy? + d2?) ‘f(x,y):o = d22 + di2.

O que é bem intuitivo para imaginar, pois um cilindro desenrolado é planificado.

Desviando um pouco para introduzir o conceito de unidade normal a uma superficie
em um ponto. Pela Eq. (5.6), se a superficie é dada na forma F(x,y,z) = 0, entdo em
qualquer ponto o vetor VF = (F,, F,, F,) é perpendicular a todo vetor tangente a uma
superficie no ponto em questao. Entao em um ponto nao singular da superficie, VF' é um
vetor normal nao nulo a uma superficie nesse ponto. Se por outro lado a superficie é dada

em forma paramétrica r = r(u,v), r = (z,y, z), entado os vetores
§=ry ="y = Ty€1 + Yuez + 2u€s,

N =17y =Tz2 = Ty1 + Y2 + Zy€3

sao ambos tangente a superficie (Eq. (5.5)), entdo se eles sao linearmente independentes
(e como estarao em um ponto nao singular da superficie, Definigdo 15), entao seu produto

vetorial [£, 7] providencia um vetor ndo nulo perpendicular & superficie.

Equipar essa superficie com a métrica Riemanniana g¢;; na maneira descrita prece-
dentemente é possivel, como uma espécie de métrica espacial "auto-contida "; assim usa-se
essa métrica para calcular o comprimento de arco da curva u = u(t), v = v(t) da superfi-
cie, e pode-se também ser utilizado para calcular a medida do dngulo entre as curvas no
ponto de intersec¢ao das mesmas. Assim se (uq(t),v1(t)) e (ua(t), v2(t)) sdo duas curvas
na superficie, e se n; = (1, 01), N2 = (g, U2) s@0 o0s vetores tangente a essas curvas no

ponto onde elas se interceptam, entao o angulo p(0 < ¢ < 7) entre as curvas em tal ponto

¢ dado por
<?717 772> 9 )
o8 - = ) 9 = ) )
) 1172 ] (|"1| (m,m), m2]” = (n2 n2>)
onde o produto escalar ( , ) é definido por

(o) = gy (g = e = O, k= 1,2).

E claro de (5.16) que esse angulo ¢ vai ser o mesmo que o Euclidiano entre as curvas
r=r(u(t),vi(t)) e r = r(us(t),ve(t)) (assumindo a superficie dada na forma r = r(u, v))

no espac¢o Euclidiano 3-d.

Agora na formula da métrica na superficie k-d no espaco Euclidiano n-d. Desde que

haja pelo menos uma vizinhanga de um ponto nao singular dessa superficie, os parametros
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podem ser definidos (como ja visto), assumindo que a superficie é dada na forma para-
métrica z* = z'(z%,...,2"),i = 1,...,n. Como antes uma curva 2/ = 2/(t), 7 =1,...,k,

no espaco de parametros k-d, define a curva
T'(t) = 2" (2 (1), .., ")), i=1,...,n, (5.24)

no espago Euclidiano n-d, sob a superficie. Comprimento de arco ao longo da curva (5.24)

z_/abyath_/ab i(ii)th

NENPRr N
:Ldzaywﬁ”“

h=1

¢é dado pela féormula

Assim como a métrica definida na superficie toma-se

" 9z Oxh
glj(zv"w'z) E:aZZ 827"

h=1

(5.25)

Como no caso 3-d, deve-se dizer que a métrica definida pela Eq. (5.25) é induzida na
superficie por uma métrica Euclidiana de um espaco Euclidiano. A métrica induzida em

geral ¢ nao Euclidiana.

5.4 Area da Superficie

Do calculo se sabe que a area de uma regiao U de um plano Euclidiano com

coordenadas Euclidianas x,y, é dada pela integral dupla

o(U) = // dzdy (5.26)

U

e também a mudanca de variaveis uma-a-uma
x = z(u,v), y =y(u,v), (5.27)
a férmula para o(U) em termos das novas coordenadas u,v é

o(U) = [ [ lrays = wgldude, (5.28)
Vv

onde V' é a regiao do plano (u, v) que corresponde a regiao U do plano (z,y). O integrando
de Eq. (5.28) é o valor absoluto |J| do Jacobiano da transformagao (5.26), entao a Eq.

(5.28) pode ser reescrita como

o(U) = //|J|dudv.

A questao que deseja-se considerar é como realizar o calculo da area de uma regiao nao

necessariamente em um plano, mas em uma superficie arbitraria em um espaco Euclidiano
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3-d. Mais precisamente, dada uma superficie r = r(u,v), r = (z,y, z) no espago Euclidiano

3-d, e com a métrica Riemanniana induzida
dl? = g;;da’da’, ot =u, 2*=v, (5.29)

quer-se uma férmula andloga da Eq. (5.26) para a area de uma regiao da superficie. O
determinante g da matriz (g;;) vai ser a parte principal da resposta a questao. Sabendo que
g > 0 para a métrica (5.29) Riemanniana. Como para o comprimento de arco (Definigdo
12), entao também para a area da superficies simplesmente apresentar a definicdo como
fato, e entao em seguida o fato se mostra valido, apropriado. Seja U uma regiao de uma
superficie r = r(u,v), r = (x,y, z) no espago Euclidiano 3-d. Cada regido da superficie é
determinada por uma regiao no plano (u,v) isso serd ocasionalmente conveniente (como
foi ao considerar curvas na superficie) para imaginar U apesar da regidao do plano (u,v)
que o determina. Com essa interpretacao flexivel de U a definicdo de superficie é a que

segue.

Definig¢ao 17. A drea de uma regiao U na superficie r = r(u,v),r = (x,y, z) € dada por
o(U) = / / Jgdudv, (5.30)
U

onde a integral é tomada sobre a regido no plano (u,v) que determina U.

Por analogia com a Eq. (5.29) introduz-se a expressao diferencial (ou abreviada)
do = /gdudv,

onde do é chamado de "elemento'ou "diferencial"de area da superficie com métrica g;;.

Agora justificando a Defini¢ao 17; seja &, n vetores no plano Euclidiano, e conside-
rando o paralelogramo que consiste de todos os vetores A 4+ un, 0 < A, < 1. Verifica-se

a area do paralelogramo que é dada por

1 2

1 2
o = |det Al onde A= (CC§ ¢ ) : (5.31)
noon

e onde ', €2 e n', n? sdo as componente de & e 7 relativas a uma base ortonormal eq, e,
L 1 2 1 2
issoé & =Ee+E€e,n=mne +ne,.

Agora supondo um espago 2-d com produto interno (produto escalar). Seja e, es,
uma base ortonormal para esse espaco. Isso é entdao natural definir que a area do para-
lelogramo ¢é determinada por dois vetores &£, por analogia com a situacao Euclidiana;
assim toma-se a Eq. (5.31) como defini¢do de area desse paralelogramo no contexto mais

geral de um produto interno espacial. Escrevendo (£,1) = g12, (£,€) = 11, (n,1) = goo-
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Expressando agora a area o em termos do paralelogramo determinado por &, 7, em termos

desses g;;. Para esse fim obtém-se
2 2
g1 = (€,&) = (fler + e, Eley + Ee9) = (51) + (§1> ;
g11 = <€7 77> = <€1€l + 6262777161 + 772€2> = 61771 + 62 27

g2 = (1) = (n'er + rean'er +nPea) = (') + (n')"

o qual pode ser expresso de maneira mais compacta na notagao matricial como
_ T

onde A é como na Eq. (5.31). Tomando o determinante em ambos os lados, obtém-se
det(gi;) = (det A)*. Disso e da Eq. (5.31) se obtém o resultado desejado que se estabelece

como o lema a seguir.

Lema 2. A drea de um paralelogramo determinada pelos vetores £,m do produto interno

espacial, € \/g onde g = det(g;;) = g11G22 — 9%2-

Agora o integrando da Definigao 17 da area da superficie ¢ denotado por /g. Agora

¢ momento de encontrar a conexao disso com o Lema 2, indo mais um pouco
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6 A SEGUNDA FORMA FUNDAMENTAL

6.1 Curvatura das curvas na superficie no Espaco Euclidiano

Supondo que seja dada a superficie em um espaco Euclidiano 3-d e um ponto nao
singular (g, Yo, 20) na superficie. Deve-se assumir inicialmente que o eixo z é perpendicular
ao plano da superficie no ponto (zg, ¥o, 20), caso o qual o eixo x e o y serdo paralelos ao
plano da superficie no ponto em questao. A superficie serd entao dada localmente na

vizinhanga do ponto (xg, 30, z0) pela equagao na forma z = f(z,y), onde zy = f(xo, %) €

of

_ofl _ _
o = =0, VSlysy =0 (6.1)

r=x0 ay T=x0 Y=Yo
Y=Yo Y=Yo

Agora considerando a segunda diferencial da funcdo z = f(x,y), isso é df? = fda® +
2 foydady + fyydyZ. A matriz dessa forma quadrética, isso é a matriz (a;;) onde a;; =

fuizi,,xt = 2, 2% =y, é conhecido como o Hessiano da funcio f.

Definigao 18. (Curvatura Principal, Gaussiana e Média). Dada a superficie z = f(x,y),
e um ponto (xo, Yo, 20) nela no qual Vf =0, define-se Curvaturas Principais de uma su-
perficie no ponto como sendo os autovalores da matriz (a;;) calculada no ponto (o, yo, 20)-
Chamando de Curvatura Gaussiana K o det(a;;) no ponto; e o trago de (a;;) no ponto

(0, Yo, 20) da superficie de Curvatura Média.

Assim os autovalores ki, ke de (a;;) calculado em (zo, o, 20) s@o as curvaturas
principais, enquanto a curvatura Gaussiana é K = kiky = aj1a90 — aq2a91, € a curvatura

média é kl + ]{?2 = ay1 + aoa.

A desvantagem da Definicao 18 é que ela diz o que as curvaturas no ponto de uma
superficie em termos do sistema de coordenadas especiais, o qual é determinado por um

ponto que foi escolhido no eixo z perpendicular a superficie nesse ponto escolhido.

Assim supondo a superficie na forma paramétrica
r=r(u,v). (6.2)

Foi visto que o vetor [ry, ] (produto vetorial de 7, com r,) é normal & superficie em um
ponto nao singular; consequentemente se m denota um vetor unidade na mesma diregao,
entao [ry,ry] = |[ru, 7s]|m. Se agora r = r(u(t),v(t)) é uma curva na superficie, entao se

tem 7 = r,u + 7,0, €

= (Fuul® + 2rg 0 + 14y 0%) + (ryil + 79).
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Usando r, L. m e r, L m, deduz-se que
(#,m) = (Pyw, MYU* + 2(Tu, MYUD + (T, M) = b0 + 201200 + bao?. (6.3)

De Eq.(6.3) concluir que: em termos de coordenadas locais u = z', v = 2% a projecdo (¥, m)
do vetor aceleracao 7 na normal a superficie, ¢ uma forma quadratica nas componentes

1, v do vetor tangente.

Se tomar by = L,bjs = M, by = N, entdo em termos das diferenciais Eq.(6.3)

pode ser reescrito como
(#,m)dt* = b;da'dz’ = L(du)® + 2Mdudv + N(dv)?. (6.4)

Nomeia-se a expressao para (7, m)dt? por segundo forma fundamental da superficie Eq.(6.2).
Vale notar que os coeficiente L, M, N dependem apenas do ponto da superficie em questao,

e nao da curva r = r(u(t), v(t)).

Supondo agora que a curva r = r(u(t),v(t)) é parametrizada pelo parametro
natural, t = [, onde [ é o comprimento de arco. Assim com essa parametrizagdo a curva
se torna uma "curva de unidade de velocidade'. Tomando a primeira férmula de Serret-
Frenet [8, Capitulo 5, Eq.(22), p.45], se tem

d?r
N

onde n é a normal principal a curva, e k é sua curvatura. Consequentemente

7 = kn,
(f,m) = k(n,m) = kcos (),
onde 6 é o dngulo entre os vetores unitarios m e n. Disso e de Eq.(6.4) se obtem
kcos (0) (d1)? = (#,m)dl* = L(du)? + 2Mdudv + N(dv)? = b;;dz'da’.
Comparando isso com a formula para a métrica induzida na superficie, que é,
di? = g;;d2'da? = E(du)? + 2Fdudv + G(dv)?,

onde u = z',v = 2%, concluindo-se, a partir de dI* = (b;;dz'dz?)/(kcos(0)) e dI* =
g,-jdxidxj , que
byt

kcos (6) =

Gij LI 7
onde aqui denota-se os pontos como diferenciagdo com respeito a qualquer parametro t.
Na forma conveniente de notacao diferencial pode ser reescrito como
by daida’ vt =u
kcos () = L—— ’ (6.5)

- -
gijd.’ll'ld.’ll'j ;L‘Q =,

(entretanto, ¢ necessario manter em mente que estritamente falando em dz' nado é a

diferencial independente, mas apenas 'dt).

Estabelecendo Eq.(6.5) em palavras, como
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Teorema 4. A curvatura em um ponto de uma curva na superficie no espago 3-d Fu-
clidiano, quando multiplicada pelo cosseno do angulo entre a normal a superficie e a
normal principal a curva no ponto, € a mesma razdo entre a sequnda e primeira formas

fundamentais nas componentes do vetor tangente a curva nesse ponto.

Um novo teorema, agora para definir um conceito importante dentro da abordagem
do trabalho

Teorema 5. (Curvatura Gaussiana). A curvatura Gaussiana de uma superficie € igual d

razao dos determinantes da sequnda e primeira forma fundamental:

_ b11b22 - b%Q

K : 6.6
911922 — Gia (6.6)
Em particular, se a superficie é dada na forma z = f(x,y), entdo temos
_ g2
it (6.7)
(L+r2+12)

6.2 Invariantes de um par de formas quadraticas

Conseguir associar cada ponto de uma superficie Euclidiana 3-d, ao par de formas

quadraticas
dI? = g;;da'da?, (6.8)
(i, m)dt* = bydz'da’, (6.9)

o primeiro é positivo definido. O objetivo é deduzir dessas formas quadraticas invariantes
de superficie. Considerando um par de formas quadraticas no plano com coordenadas x, y,

com matrizes relativa a essas coordenadas
biy b
a— g1 gi12 7 0= 11 012 ’ (6.10)
921 922 ba1 oy
onde G é positiva definida e g5 = go1, b2 = be;. Em seguida considerando a equacao
det(Q — \G) =0, (6.11)
o qual, quando escrito em detalhes se torna
(b11 — Agn1)(baz — Agaz) — (b1 — Agi2)* = 0. (6.12)
Chama-se de raizes \1, Ay dessa equagao os autovalores das formas quadraticas.

Para cada ¢ = 1, 2 procura-se solugoes do sistema de equacgoes

(b1 — )\igu)fil + (b2 — )\i912)€z‘2 =0, }

(6.13)
(bya — /\1‘912)@1 + (boo — )\i922)§i2 =0,
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no desconhecidos @1, 53. Desde que \j, A satisfaca a Eq. (6.12), o coeficiente da matriz de

cada um dos sistemas (6.13) é singular, entao existe solu¢ao nao trivial, diz-se

h= 5%61 + 5%627 fa= 5561 + 5362,

e todas as solucao serao multiplos escalares da solugao apropriada fi, fo. As diregoes dos
vetores f; e fo sdo chamadas de diregoes principais no plano do par de formas quadraticas,

que f; corresponde a Aq, e que fy a Ao.

Agora com o plano equipado com o produto escalar definido em termos da forma
quadrética positiva definida com matriz G, por tomar (e;, e;) = g;j, onde e; = (1,0), e =
(0,1).

Lema 3. Se os autovalores de um par de formas quadrdticas do tipo de (6.10) sao distin-

tas, entao as diregoes principais sao ortogonais.

Para mostrar que os dois vetores f; e fo sdo ortogonais, basta que
(f1, f2) = 9:561& = 0.

Multiplicando a primeira das equacdes de (6.13), com i = 1, por &3, e a segunda
por &, obtém-se
(b1 = Mign)é16s + (b2 — Mg12)€765 = 0, }
(b12 — Mg12)&1€5 + (b2 — Mg2)&7E5 = 0.

Ao adicionar essas duas equagoes

0= (b11 — Mg11)&1& + (biz — Mgi2)&18 + (bra — Mg12)€1E5 + (boo — M g22) &5
0 = b;&18 — Mgiy€ied. (6.14)

Analogamente tomando ¢ = 2 e multiplicando na primeira equacdo £ e na segunda &7,
obtém-se

0= 0i;€18 — X241 (6.15)
Finalmente, subtraindo a Eq.(6.14) de Eq.(6.15), e usando a hipGtese que A; # Ay obter-

se-&4 a conclusao desejada, isso €, que as dire¢oes principais sao ortogonais.

Esse lema pode ser considerado como uma variante do teorema da algebra linear.
O qual estabelece que uma forma quadratica real assume a relativa forma diagonal a uma
base ortogonal adequada; consequentemente uma forma real quadratica pode ser trazia

para a forma diagonal por uma rotagao do dado sistema de coordenadas ortogonais.
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7 AS METRICAS: ESFERICA E PSEUDO-ESFERICA

7.1 Meétrica na Esfera

A equacdo da esfera S? C R? de raio R centrada na posicio C' = (a, b, c) é
(r1 —a)* + (g — b)* + (23 — ¢)* = R?

Mas tomando 1 —a = z, 29 —b = y e x3— ¢ = z obtém-se uma esfera centrada na origem,

que ¢é o que interessa para simplificar sem perda de generalidade:
® +y* + 2% = R (7.1)
A métrica em coordenadas Euclidianas:
di* = da® + dy? + d2° (7.2)
mas:
x = rsen(f) cos(¢)
y = rsen(d)sen(o) (7.3)

z = rcos(theta)

Tomando a diferencial das equagoes de 7.3:

dz = sen(#) cos(¢)dr + r cos(¢p)d sen(d) + rsen(#)d cos(¢)

= sen(f) cos(¢)dr + r cos(¢) cos(8)d — rsen() sen(p)deo (7.4)
dy = sen(f) sen(¢)dr + rsen(¢)dsen(f) + rsen(6)d sen(¢)

= sen(f) sen(¢)dr + rsen(¢) cos(6)dd + rsen () cos(¢)de (7.5)
dz = cos(0)dr + rd cos(0)

= cos(0)dr — rsen(f)db (7.6)

Tomando a soma dos quadrados de Eq. (7.4), Eq. (7.5) e Eq. (7.6), com isso serao obti-
dos termos com dr?,d#?, d¢* mas também os termos cruzados drdé, drdeg, dfdd¢ e depois

usando a identidade trigonométrica sen®(«) + cos?(a) =1 :

dz? + dy? + dz? = dr? (sen®(0) cos*() + sen’(0) sen’(9) + cos*(0) )
+d6? (r? cos?(0) cos®(¢) + 1? cos? () sen®(¢) + 1* sen*(6) )
+ dg? (r? sen’(0) sen*(¢) + r sen’(6) cos*(¢))
+2drdd ( sen()r cos(0) cos®(¢) + sen(6)r cos(9) sen*(¢) — r sen(6) cos(0))
+ 2drdg ( sen(8) cos(¢)r sen()(— sen(6)) + cos(8) sen(6) cos(¢) sen(e))
+2d0dg (r? cos(6) sen(0) cos(¢)(— sen(¢)) + 1 cos(6) sen(6) cos(g) sen(g))
= dr® + r2d6* + r* sen®(6)d¢?

+ + + + + o+
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Comparando:
di? = da? + dy? + d2? = dr? + r2d6” + r? sen?(0)d¢? (7.7)

Na superficie da esfera hé a condigdo de que r = R, que consequentemente leva a métrica
para:
di? = R? (d6? + sen®(0)d¢?) (7.8)

Propondo as projegoes estereograficas para colocar a métrica na forma conforme: com

N

Figura 6 — Projecao Estereografica: (6, ) — (r,¢). [§]

a figura Fig. 6 identifica-se visualmente as mudancas de variaveis, por semelhanca de

triangulos
sen (0/2) = R cos (0/2) = S (7.9)
VR 17 VR 2 '

Tomando a razdo entre o cos (0/2) e o sen (6/2) encontra-se cotg (0/2) = r/R diferenci-
ando entao R
dr = —§COSSGC2 (0/2)deo,

isolando df, tomando o quadrado e substituir lembrando que
cossec’( ) = sen ?( );

seré obtido
4R*dr?

2do® = 1
R R? 412 (7.10)
Voltando assim na (7.8) e fazendo as substituigdes adequadas:
4R
2 _ 2 2942
di? = 7 (dr? + r2dg?) (7.11)
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Agora tomando a mudanca de varidveis

x =rcos(p), y=rsen(p),

a parte da métrica

(dr? + r2dg?)

fica
(dx2 + dy2> .
Entéao reescrevendo (7.11):
4R
AP esfera = Al 7.12
f (RQ +.T2 +y2)2 plano ( )
7.2 Meétrica na Pseudo-Esfera
Uma métrica pseudo-euclidiana tem a forma:
di? = dt* — da? — dy? (7.13)
A equacao do que chamamos de pseudo-esfera, que tenha raio R é:
R* =1 — 2% — 3 (7.14)

A pseudo esfera esté do lado interno do cone de luz (isso é: t* —x?—y* = 0). As coordenadas

da pseudo-esfera sao:

—00 <p < +00
0 <x < +o0 (7.15)
0<p <27

Onde:

t = pcosh(

=

x = psenh(y) cos(y)
y = psenh(y) sen(p)

Tomando os diferenciais:
dt = cosh(x)dp + psenh(x)dx

dz = senh(x) cos(¢)dp + pcosh(y) cos(¢)dx — psenh(x)sen(p)dp
dy = senh(x)sen(p)dp + pcosh(x)sen(¢)dx + psenh(x) cos(p)de
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Tomando os quadrados e ja substituindo no lado direito de (7.13) com os termos dp?, dx?, de?, dpdy, dpde, ¢
evidenciados:

di? = dp? (coshz(x) — senh?(y) cos?(¢) — senh?(y) sen2(g0)>

+
+ dy? (p2 senh?(y) — p? cosh?(x) cos®(¢) — p? cosh?() sen2(90)> +
+ dig? (—p senh®(x) sen’(ip) — p senh®(x) cos*() ) +
+ 2dpdx (cosh(X) cos(x)p — psenh(x) cosh(x) cos?(¢) — psenh() cosh(x) senz(gp)) +
+ 2dpdyp (,0 senh?(y) cos(y) sen(p) — psenh®() sen(p) cos(gp)) +
+ 2depdy <p2 cosh(x) senh(x) cos(¢) sen(p) — p* cosh(x) senh () sen(¢p) cos(go))
= dp? — p*dx*® — p? senh?(x)dg’
Ora, de tal forma:
di? = dt* — da® — dy® = dp” — p? (dx* + senh®(x)dy?) (7.16)
Tomando p = R, onde R é um valor fixo de raio para a pseudo-esfera teremos dai:
—di* = R*(dx?* + senh®(x)dp?) (7.17)
T t+ R
u R
r=u (1 + ;) (7.18)
y=uv <1 + ;) (7.19)

RY =12 — 2%

P (R R
R R

R — 42 _ (UQ + 1}2> <(R;—2t)2>

RY = R*t? — (u® +v*)(R* + 2tR + %)
R' = (R* —u® — v*)t* — R*(u® +v*) — 2Rt(u® +v* + R?)
0= (r* —u® —v*)t* — 2R(u* + v*)t — R*(u* + v* + R?)

Essa equacdo estd na forma at® + bt + ¢ = 0, equacdo de segundo grau usual, podemos

assim calcular pela relacao de Baskara:

. 2R(u? +v?) + \/4R2(u2 +v2)2 + 4R?(R? — u? — v?)(u? + v? + R?)

2(R? — u? —v?)
2R(u? + v?) £ \JAR?(u? +v2)? + AR (R — (u2 + v?)2)
N 2(R? — u? —v?)

_ 2R(u® + v?) + V4RS _ R(u*+v*) + R? :R< (u? 4+ v?) £ R? >
2(R? —u? —0v?) (R? —u? —v?) —((u? +v?%) — R?)
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Se tomamos o — obteremos:

t=-R

Se tomamos o + obtemos, mais interessantemente:

2R
t:—R<1+@ﬂ+w)_RJ (7.20)

Agora usamos Eq. (7.18) para reescrever z e y, obtendo diretamente:

2Ry
= (R—u—) (7.21)

2R%v
y= (RQ 2 — v2> (7.22)

Lembrando que temos com p = R e utilizando a relagao entre as coordenadas que

t = Rcos(x)
x = Rsenh(y) cos(y) (7.23)
y = Rsenh(x)sen(p)

Igualando a primeira equacio de Eq. (7.23) com Eq. (7.20) e adotando u*+v* = r? temos:

2R?
Rcosh(x) = —R <1 + (2 ) = R2>

2R?
COSh(X) = <—1 + }M)

Tomando a diferencial da equacao:

2R?

::2320—3(—2r)<u?_ffa2>dr

4R?

2 2

x
Vamos calcular o valor de TQy’ utilizando as expressoes para x de Eq. (7.23) e também

Eq. (7.21) e Eq. (7.22) obteremos resultados que ao igualar vai nos fornecer senh(x)?
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dependendo apenas da variavel r e do raio que fixamos R :

22 4y?  ((Rsenh(x)cos(v))* + (Rsenh(x) sen(p))?)
R? R?
= senh(y)?

2R*u 2 2R%*v 2
R?2 —y? — 2 + R2 —y? — 2
4R? 9 9
() ()

B 4R?r?
- (RQ —u? = vz)Q

AR?*r?
2
senh(x)” = ((R2 — 112)2>

x2+y2 .

R2

/R

(7.25)

Como tinhamos em Eq. (7.16):
—di* = R? (dx2 + senhz(x)dgoz)

Para obter dy? basta tomar (7.24)? e isolar, substituindo também com a equacio Eq.

(7.25) :
o (AR VR
o = () (Vo) o

4 R?dr?
_ 2
(R? — 22 (7.26)

Enfim agora basta calcular dy? e para isso é preciso retomar, por isso lembrando que:

u = rcos(p)
v =rsen(p)

r? = u® 4 v

De forma que as diferenciais ficam:

du = drcos(p) — dpsen(p)r
dv = drsen(p) + dy cos(p)r
Al 4o = du® + v
du? + dv? = dr? (0082(90) + senz(gp)) -
+ dgp? (Sen2(<p)r2 + COS2((p)7‘2) +
+ drdep (—r cos(p) sen(gp) + rsen(p) cos(p))
= dr? + r2dy?
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Levando a
dr?

plano

Substituindo Eq. (7.26) em Eq. (7.16) resulta:

= dr? 4 r2dy? (7.27)

4R?*dr? 4R?*r2dp? 4R*
2 _ p2 _ 2 27 2
—di*=R <<R2 — 7"2)2 + (R2 _ 7“2)2) = m (d?" +r ng ) (728)
Agora usando Eq. (7.27) e Eq. (7.28) obtém-se
4R*
—di? = ————dl}
(R2 _ T2)2 plano

Por questao de clareza nota-se que

dl2 = dl]%seudo

esfera

De fato é possivel entao escrever a métrica da pseudo-esfera na forma:

4R
2 _ 2
—dlpseudo == mdl

esfera

(7.29)

plano
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8 A FORMA CONFORME DA METRICA NA SUPERFICIE

No espaco euclidiano R3. temos uma superficie que é um objeto em 2 — d com as
b

seguintes equacoes paramétricas:

r=ux(p,q) y=ylp,q z=zpq) (8.1)

Com p e g € R, os quais para nossa analise serao considerados aos pares assumindo valores
do tipo (p, q), esses fazem parte do conjunto R?. A métrica induzida nessa superficie ¢

Riemanniana:
ds®> = Edp® + 2Fdpdq + Gdg? (8.2)

Sabendo que a métrica é positivo definida, ds® > 0 e sabendo que a métrica é simétrica

9ij = gji, entao conseguimos encontrar uma métrica g;; tal que:
ds® = g11da® + goady® = G11 >0, o2 >0 V(p,q) # (0,0) (8.3)
ref Esta condi¢ao nos leva a:
0 < G11G22 = § = g = det(gi;) > 0

Como o determinante é invariante para transformagoes ortogonais, como a que fizemos

para levar de g;; para gag:

g21 Gg22

Ainda na forma da equagao Eq. (8.2) temos de modo geral o seguinte:

g11 912
(gij) = ( ) — g = g11922 — g1 > 0 (8.4)

g1 = E =20, + YpYp + 2p2p
Gr2 = F = xpxq + ypyq + 2p2q
922 = G= TqTq + YqlYq + ZqRq
Assim, podemos escrever a relagdo com o determinante relacionado diretamente com E,F

e G:
g=EG—-F*>0 (8.5)

8.1 Coordenadas Isotermas. Curvatura Gaussiana em termos

das coordenadas conforme

Teorema 6 (Curvatura Gaussiana(dada pela métrica conforme)). Se u, v sdo coordenadas

conforme em uma superficie do 3-espago Fuclidiano, em termos da métrica induzida que
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tem a forma:
di? = g(u,v) (du2 + dv2> ,
entdo a curvatura Gaussiana da superficie é dada por:
1 0? 0?
K=——|—+—-—]1 8.6
s (o * e o) 86)

Supondo que em termos de coordenadas conformes wu,v a superficie é dada lo-
calmente por r = r(u,v); r = (z,y,2), onde z, y, z sdo coordenadas Euclidianas em
R3. Desde que a métrica na superficie em termos dessas coordenadas seja dado por
di? = g(u,v) (du2 + dv2), pela defini¢ao de Eq. (5.20) escreve-se:

(Tu, Tu) = (1o, 10) = g(u,v), (ru,mv) =0 (8.7)

Derivando Eq. (8.7)

= 2Tuvru = 2<Tuva Tv> (88)

Analogamente como em Eq. (8.8), escreve-se todas igualdades:

1 39(% U) _ =
2 ov - <Tvv77"v> - <T’uv,7”u> <89)

Além dessas, também ao derivar (r,,r,) = 0 é encontrado:
<Tuu7 rv> + <TU7 Tuv> = <Tu’U7TU> + <TU7rvv> =0 (810)

Ao tomar r = r(u(t),v(t)) como a curva sob a superficie, entao = r, i+ r,0, e a

segunda derivada:

da
dt
T =Ty + TV
Tuul+Tyu?0 TuvUtTrvp?0

= Ty U+ Ty V + Ty U+ TV

= Ty l® + 27 U0 + Ty + Tyl 4 TyD (8.11)
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[T, 7]

[rul|7o]
os vetores a e b) tal que (r,,n) = (r,,n) = 0 deduz-se

Tomando um vetor normal a superficie n = (onde [a, b] é o produto vetorial entre

(#,0) = (Pyuy NI 4 2(T gy, NYUD + (T4, n)D? (8.12)
- b11u2 -+ 2b12UU + b22’1>2
by = <7’uu7n> bip = <7”uv, n) byo = (Tvm n>

De Eq. (8.12) conclui-se que em termos de coordenadas locais, como em exemplo u = z',

v = 2% a projecdo (7, n), é a forma quadritica em termos das componentes 1, ¥ do vetor

tangente.
Ao definir by; = L, bis = M, byy = N, entdo escrevendo com as diferenciais a
equagao Eq. (8.12):
(#,n)ydt* = bj;dr'dr! = L(du)® + 2Mdudv + N(dv)? (8.13)

A expressdo Eq. (8.13), é nomeada como segunda forma fundamental da superficie.

Identifica-se entao:
b1 = L = (ryu,n) bio = M = (ryy,n) bae = N = (Typ, 1) (8.14)

De Eq. (8.9) e Eq. (8.10) com Eq. (8.14), n = [ey, e2] e ainda as definigdes dos vetores

r
Ty v sz ’
unitarios €l = —F/——, € = —F/——= Ja ¢ pOSSlVGl escrever os vetores em termos das

g9(u, v) 9(u,v)
direc¢bes, no formato

(T €1)5 (Tuws €2) 5 (Tuu, 1))

= (
(<TUU7€1 ruv7€1> <’r’uu,n>)

89 (u U) 1 Jg(u, ?J)7L (8.15)
2 u 2 g(u,v) dv

= ((ruv, €1), (Tuv, €2), (Tuv, M)

= Tuv7€1>7 <Tuv;€2>7 <rUU’n>)

( 89 (u,v) 1 dg(u, v) M) (8.16)
2

o 2 fo(uw) O

rvva 61>7 <rvv7 €2> <7'vv7 n>)

—Tuwv, 62> Tovs 62> <Tvv7 n))

_ 1 dg(u, v) 1 dg(u, v) N (8.17)
2 g u,v) du 9 g(u,v) v
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Entao a diferenca entre os produtos escalares (ryy, 7vu) € (Fups Tou):
1 dg(u,v) 1 9g(u,v)
2y/g(u,v)  Ou  2\/g(u,v) Ou
1 0g(u,v) 1 0g(u,v)

_2\/g(u,v) v 2,/g(u,v) dv

LN 1 0g(u,v) 1 0g(u,v)

2,/g(u,v) v 2,/g(u,v) v

1 ogwy) 1 dglwu) .

Coglwe) Ou 2 fg(uw) O
(o) — (o) =~ (@gw“))l : ((9g<uav>>2+

<Tuu7 Tm;> - <Tuv7rvu> = -

~ 4g(u,v) ou 4g(u,v) v
+ LN — M?
-1 dg(u,v) 2 0g(u,v) ?
— = LN — M? ’ —= 1
<ruuarvv> <Tuv7rvu> + 29(’“’1}) (( v > + ou (8 8)
Derivando Eq. (8.9) em relagao a u
1y o
2002 Ou """

— <rmw, TU> + <7’um Tuv)
0
= (av<7‘uu>7’v> - <Tuuyrvv>> + (us Tuw)
_ 2 -1 dg(u,v) : 9g(u, v) i
——%V‘uﬂ"w)_ LN -M +2g(u,v) (( dv ) +< u ) )]

_ _1%gwo) LN + M? + Qg(i,v) (<8g(u’v)>2 + (ag(w>2) (8.19)

0

2 Ov? ov

quando isso procede (usando a Eq.(6.6)) se tem a curvatura Gaussiana dada por

_det(by)  LN-M* 1 " PN
n det(gij) o (g(u, U))Q o 29<u,v) <8u2 + 81)2)1 <g< ) ))7

concluindo a prova do teorema.

Notando finalmente que em notacdo complexa a métrica dI* = g(u, v)(du?® + dv?)
se torna (tomando z = u + w)
di? = g(z, z)dzdz,

e a formula Eq.(8.6) para a curvatura Gaussiana da superficie com essa métrica se torna

(em alguns passo):
2

K =59 (o= 2). (8.20)
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9 OPERADOR DE BELTRAMI

9.1 A construcao do Operador de Beltrami

Supondo F, F' e G sendo func¢oes analiticas reais das variaveis p e ¢ € R. Entéao
existem novas coordenadas u e v € R e locais para a superficie em termos da métrica

induzida, que tomara a forma:
di? = f(u,v)(du® + dv?) (9.1)

Coordenadas com essa propriedade sdo chamadas conforme, ou também, isotermas. Desta
forma, coordenadas isotérmicas sobre uma superficie sao aquelas para as quais a métrica
assume a forma conforme. Antes de prosseguir vamos provar esse teorema. Tomemos a

equagao Eq. (8.2)
di? = Edp* + 2Fdpdq + Gdg?

Igualando a uma forma fatorada geral para duas varidveis, assim serd possivel fatorar o
lado direito, (adp + 3dgq)? :

di* = (adp+ Bdg)* = Edp® + 2Fdpdq + Gdg?

= o2dp? + 208dpdg + B*d¢? (9.2)
Pela comparacao em Eq. (9.2) tiramos:
E=ao*> F=aBf G=p3* (9.3)
g+ F?

E temos também de Eq. (8.5) g = EG — F? — G =

que pode ser escrito:

_ [Feujs [F=ujg
G—\/ N NG (9.4)

Agora portanto vamos olhar para « e § descritos como:

o = oas = o =0y =VE

B2 =pifa= Br=p)= }7—'_\/%\/?

Com « e (8 nessa nova forma voltaremos para Eq. (9.2) a fim de reescrever o lado direito

que dependiam de « e 3:

di* = (adp+ Bdg)® (aidp + Bidg)(azdp + Badq)
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Nesse momento serd suposta uma fungdo A = A\(p, ¢) que obedega:

A (\/Edp + qu) = du +dv (9.5)
A (\/Edp + F_\/ZE\/gdq> = du —udv (9.6)

Multiplicando Eq. (9.5) por Eq. (9.6):

A(\/EderFJF\/ZE\/gdq) (\/_dp+ \/Equ> = du?® + dv?

F? - EG — F?
du® + dv* = |\? (Edp2 + 2Fdpdg + [ EG ] dq2>

du? + dv? = |\*| (Edp? + 2Fdpdg + Gdg?) (9.7)
Obtemos assim:
du® + dv? = | A\?|d/? (9.8)
Assumindo |A\?| # 0 temos:
2= A\ 72 (du® + do?) (9.9)

Entdo comparando Eq. (9.9) com Eq. (9.1) podemos designar f(u,v) = |A\|72. Ora, como
Eq. (9.5) e Eq. (9.6) sdo equagoes diferenciais complexas de varidveis reais, onde uma é o
complexo conjugado da outra, basta resolver uma dessas equagoes. A escolha feita serd a

Eq. (9.5), primeiro utilizando:

ou ou
du = —dp + —d
=T g
ov ov
dv—a—pdp—l—aqu
Entao: 5 5 5 5
u v U v
_ (9w Ov ou_ oV 1
du +dv (ap—l—zap)dp—ir(a —Haq)dq (9.10)

A comparagao de Eq. (9.5) com Eq. (9.10) gera:
F+a1/9 ou ov ou ov
FE — = [ == —_— - i
)\<v dp + NG dq) <8p+zap>dp+<aq+zaq>dq

Que podemos separar em duas equagoes, uma na qual sdo os termos multiplicativos de

dp e a outra os de dg:

MWE = <au g;) (9.11)
(F ;ﬂ) <8u m) 012
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Tomando a razao entre Eq. (9.12) e Eq. (9.11):

F+a/9 ou ov ou ov
E N (8(] +Z@q> /(8}) —Hé?p>

Multiplicando os dois lados pela multiplicagao dos denominadores:
ou  Ov
— B ==,
<5q ! Zﬁg)

ou ov ou ov
F— F — =F—+ FE1—
op + + z\/_a +1 \/_8 a4 + 34

<F+M><"+ 2;)

Abrindo os dois lados:

Separando do forma comparativa, isso é, o que acompanha 2 e o que sobrar também,

fazendo isso obteremos:

8u (% ou
Ov
F— \/' 75, = Fa, (9.14)

O préximo passo é obter algo no formato v, = v,(E, F, G, g, uy, ug), vy = v4(E, F, G, g, up, u,),
up, = up(E, F,G, g,0,,vy) euy = u,(E, F,G, g,vp,v,), n0 caso de v, e u, € trivial, bastando
colocar de um lado e dividir a equacao pelo termo multiplicativo que o acompanhar, assim

temos:
ov ou Ou
2 (Fap aq) NG (9.15)

ou ov ov

—=|E——F— |+ 9.16
Para obter v, e u, podemos substituir Eq. (9.15) em Eq. (9.14) em seguida isolar no
mesmo procedimento para o primeiro, e o segundo substituindo Eq. (9.16) em Eq. (9.13)

em seguida isolar:

(Fp_

>_F‘9“
Yoo

8 (g—i—\/F_)@u
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Entao:

v ou ou
i = (Ca ) v 17

De forma semelhante agora obteremos u,:

@ _Fou \/gov
d¢g Eodp E Op
_ F (Ec% _Fc%> Vg Ov

E\/g op E Op
o (1)
“Vidq \EJg E)op

Entao:
ou F ov ov
= G 9.18
dq  \/99q dp (9.18)

Finalmente, os resultados que obtivemos para as derivadas parciais de u e v em relagao a

p e q onde:
di? =Edp? + 2Fdpdq + Gdg?
di? =f(u,v)(du® + dv?)
A7 =f(u,v)
IA|7*(du® 4+ dv®) =Edp® + 2Fdpdg + Gdg?
ov ou ou ov ov
=—=|F——-F— =—=|F——F— 1
2 ( & ) 1, = 2 ( > ap) v (9.19)
v ou ou ov ov

Agora construindo o Operador de Beltrami em si.

Entao exigindo que u = u(p,q) e v = v(p, q) tenham segundas derivadas parciais
; 0%u 0%u 0%v 0% .
continuas, = e = , definimos o operador L:

Opdq  0qdp Opdq  O0qOp

rd _po rd g9
L=9 | 0 9q| 9| d¢ "9p (9.21)
9q | VEG -2 | op| VEG - F?



Aplicando L. em u, lembrando que g = EG — F? :

[0 0 0 0
Fo —E Fo— G
0| _0p "0q o "oy~ o "

dq V9 dp V9
- ou ou ou ou
o |F5, " Fa,| o |F3, ~Ca

_I_
Jq N dp NG

Utilizando as equagoes Eq. (9.15) e Eq. (9.17) é conclusivo que:

g (0Ov 0 Ov
L = — _ e _— = IL =

Agora fazendo a aplicacao de L. em v:

(79 p9] r? a9
o9 | Op —0q| 0| 0qg 0Op
0q | VEG — F?2 op | VEG — F*2

ov Gv_‘ ov ov

F— —FE— F— - G—

0 dp dq 0 dq G@p

Substituindo Eq. (9.16) e Eq. (9.18), semelhantemente para v :

0 ou 0 (0u
Lv—aq<—ap>+ap<aq>—0=>
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(9.22)

(9.23)

A esse operador LL é dado o nome de Operador de Beltrami, a equacao Lf = 0 é nomeado

por Equagao de Beltrami.

9.2 Aplicagcao Operador de Beltrami: Forma Conforme Esfera
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Mas equagoes diferenciais parciais iguais de diferentes varidveis s6 podem ser iguais a

constante, portanto:

1 0°Plp) 1 0 are)\
"B 0 1) sen(&)% (sen(@)ae> =«

Mas por comodidade, conhecendo esse tipo de equacdo tomamos: o = m?, e basta resol-

vermos a equagao para 7'(0)

1 82]3(90) —m?

P(p) 0¢?
aQP(QO) — _P<90)m2
0p?
0*P(p) 2 _
92 + P(p)m* =0 (9.24)

E também para P(p)

en(0)” 87;29)

+ cos(6) 800 ~ sen(0) =0 (9.25)

Antes de sair resolvendo as duas equacgoes diferenciais é interessante olhar primeiro 9.25,

que sera feitas as substituigoes:

x = cos() — 59 = gz(fx = —sen(&)(il7
880889 = 889 (— sen(@)iﬂ)
= — 005(9);% — sen(G)aﬁefx
=— cos(é’)(iC — sen(f) (— sen(@)ip) (i
= _xddq; +(1—- xQ)d;
A partir da troca de pardmetros foi obtido:

x = cos()

886 =— sen(@)(fx (9.26)

88; = —x(fx + (1 - :1:2);;
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Utilizando Eq. (9.26) em Eq. (9.25) depois de dividir toda a equagao por sen(f) temos:

sen(Q)%T(Q) + COS(Q)%T(@) _ m;:((:))

=0
sen(6)
Tal que
d? d m?T(x)
—2—+ (1 -2~ | T(z) —2—T(z) — =
( e tl-e )dx2> (=) e (@) 1 — a2 0
Enfim:
d? d m?
2
(1—=x )@T(x) - QxaT(x) 12 (x)=0
d? d m?
J— 2 J— s —
l(l x )de 2xdx = x21 T(x)=0 (9.27)

O resultado Eq. (9.27) podemos comparar com a Equagao de Legendre Associada

d?y y m?
1—a?)—5 —2z—+ [I(l+1) - =0 9.28
(-t -2l ey - (9.25)
Para a convergéncia de Eq. (9.28) sabe-se:
[>0 ; Im|<lI (9.29)

Pela comparagao de Eq. (9.28) com Eq. (9.27) e usando as relagoes para convergéncia Eq.
(9.29):

[=0=>m=0 (9.30)

Usando Eq. (9.30) em Eq. (9.24) torna possivel solucionar diretamente:
1 9*P(y)

0 0*P(p)
P(p) 0p? 0p?

Onde, a e b serdao mais tarde determinados. E usando Eq. (9.30) em Eq. (9.27) tem-se

=0 — Plp)=ap+b (9.31)

(1— xZ)d—Q — 295i T(x)=0 (9.32)
dz? dw N '
Para solugao de Eq. (9.32) supoe-se:
T(z) =) apa™ (9.33)
n=0

A partir disso toma-se as derivadas primeira e segunda:

T &
(2) _ $~ (n + syt (9.34)
d$ n=0
427 e
dx(f) =Y an(n+s)(n+s— 1)z (9.35)
n=0
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Substituindo Eq. (9.34) e Eq. (9.35) em Eq. (9.32), e reajustando os indices dos somatérios:
(1 —a?) Z an(n+s)(n+s—1)z" 2 -2 Z an(n+ 8)z" 1 =0
n=0 =0

Z Oén(n + s)(n + s — 1).1'7““9*2 —2? Z C(n(n + 3)(n 45— 1)$n+372+
n=0 n=0

-2 Z an(n+ s)x"“*l =0

n=0
Z an(n+s)(n+s— 1)$n+8_2 - Z a,(n+s)(n+s— 1)x"+5+
n=0 n=0

—23 ap(n+s)a"t =0
n=0

io&n(n #8)(nts = 1= 32 (anln )t s~ 1)+ 2+ )0 =0

aps(s = 1)r* P +ar(s + 1)s + Y an(n+s)(n+s—1)a" "+
n=2

- i(an(n—i— s)(n+s+1))z"" =0

aps(s — 1)z*Pag(s + 1)s+ > apa(n+2)(n+s+2)(n+s+ )"+
n=0

- i}(&n(n‘F s)n+s+1))a" =0

Finalmente:

aps(s = D" >+ ai(s+ 1)s+ > [ana(n+s+2)(n+s+1)+

n=0
—ap(n+s)(n+s+1)]a" =0
Tomando s =0
S [ nya(n+2)(n + 1) — an(m)(n + 1) ] 2" = 0 (9.36)
n=0
Tomando s =1
2011 + i [apia(n+3)(n+2) —ap(n+1)(n+2) 2" =0 (9.37)
n=0

No caso de s=0, de Eq. (9.36) tira-se que:

app2(n+2)(n+1) —aun(n+1)=0
apio(n+2) —a,n =0

Qnto(n +2) = ayn
n

n -+ 2
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Tomando n=0

n=0—>ay=0
:>Oé27£0, a2n+2:O YV n>0 (938)

n:1—>a3:§a1

3 31 1
n=3— 055:5043:5§Oé1:5041

5 53 531 1

" G T R T rp3t T ™
aq
= Q7 # O, Aopt1 = m V n Z 0 (939)

Ja no caso de s=1, usando Eq. (9.37) obtém-se:

o = 0
apio(n+3)(n+2)—a,(n+1)(n+2)=0
Qo +3) — an(n+1) = 0

pi2(n+3) = ay(n +1)

n—+1
(079

n+3

Se sabe que a; = 0 de forma que todos os de indice impar serao zero, pois depende do

Apt2 =

seu antecessor de modo que é identificado as,+1 = 0 enquanto os coeficientes de indice

impar para s = 1:

1
n:O—>a2:§a0

3 31 1
n=2-— 044:5042:55040:5040
n=4—a« —éa —§§04 —§§1cw _ 1
B STt T 75 2T 753 0 7
Qo
= > 4
= a9 #0, ao, 1 V n>0 (9.40)

(%]

De modo que unindo Eq. (9.33) com Eq. (9.38) e Eq. (9.39) para s = 0 mas para s = 1
usa-se Eq. (9.40):

00 x2n+1
SIO:>T($):(10+O(17;)2n+1 (941)
00 2n+1
- (9.42)

=1=T(x) =
§ () O‘ngnﬂ

Segundo [5] tem-se:

2

Pode ser também provada a seguinte relagao:

1 (1—1—1’) ~ g (2)

1 1+ oo g2ntl
—In{— ) = 9.43
n(l—x) nZ::OQn—l—l ( )

—1In

2 1—=x
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Comegando com tg(x)

senh(z) e*—e™@
t = =
&) cosh(z) e*+e®
(ex + e_x) tg(x) =e* —e™®

e’ (tg(x) — 1) = —e " (tg(z) +1)
o _ o t8(2) +1

B tg(x) — 1
2 tg(x) +

1
e = ——
tg(x) — 1

Fazendo uma inversio chama-se z = tg™ ' (u)

62 tg=l(u) _ tg(tg_1<U)) +1
-1
tg(tg™ (u)) +1
62tg71(u) _ _U “I‘ 1
u—1
1 1
In (e2tg (“)) =In (_u + )
u—1
1 1
tg l(u) = 5 In <1 i u) (9.44)
—u

Assim ¢é valido reescrever substituindo Eq. (9.43) com Eq. (9.44) em Eq. (9.41):
s=0 — T(x)=a+atg (v (9.45)
O mesmo procedimento adotado para reescrever Eq. (9.42):
s=1 — T(x)=aptg *(u) (9.46)

Vale notar que sem perda de generalidade é possivel adotar apenas a Eq. (9.45) no lugar
de Eq. (9.45) para s = 0 e Eq. (9.46) para s = 1 onde adota-se:

s=0 = ay—a o —a

s=1 = aoay—a a —0
Assim a solucao de Eq. (9.32) é:
T(z) = ap + ap tg ' (uw) (9.47)

Retomando ao que foi feito, primeiro tomada a equacao de Beltrami para a variavel

u=u(p,0):
Lu=0

Que abrindo o operador de Beltrami foi obtida a equagao diferencial Eq. (9.25)

92T () OT() _m*1(6) _,

sen(f) 502 + cos(6) 50 sen(0)




89

Mas considerando que u = u(, ¢) fosse separavel, sua forma seria do tipo u = T'(0)P(p)
entao é possivel reescrever a equacao diferencial em um sistema de equagoes diferenciais,

onde felizmente as varidveis estao desacopladas:

0*P(p)
0p?
0)

+ P(o)m? =0
0T ( oT () m*T(0)

gz o050~ eng) 0

sen(f)

Da equagao dependente de 6 faz-se a substituicao = = cos(f) obtendo:

Que ao comparar com a Equacao de Legendre:

2

1 — 22

d2
(1-— :cz)d—x‘z — 2%% + [l(l +1)—

[s=0

Percebe-se que [ = 0 para que a equacao obtida a partir da equacao de Beltrami tenha
convergéncia, sendo assim [ = 0 faz com que o tUnico valor de m que nao gere uma solucao

divergente seja m = 0, de forma a redefinir o sistema de equacdes para:

As solugoes obtidas sao do tipo:

P(o) =ap+b
T(z) =g+ a;tg?

Isso foi o feito até o momento, para que a volta seja coerente é necessério escrever T' = T'(x)

como T' = T'(#) assim tem-se:

tg~1(z) = 1 m(l—i—x)

2 1—x

0 0
Mas utilizando cos(#) = cos® () — sen <2> entao:

2
0 0
— sen <2> = 2cos® <2>
0 0
+ sen <2> — 2gen? <2>

1+ cos(f) = 1+ cos?

7N N
NI oD

1 — cos(f) =1 — cos®
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que voltando reescreve-se:

tg ' (cos(f)) = ;ln (

2 cos? ( %) _ ;ln (cotg2 <Z>>

2 sen? (

D | N[

P(o) =ap+b

101 - a0+ 51 (s (2))

Enfim u = u(0, ) = T(0)P(p) é reescrito

0
u=(ap+0b) (ao + %ln (cotg2 (2>>>
u = boyg + bgl In (Cotg2 <§>> + acpp + ao;lgp In (cotg2 (g)) (9.48)

Vale notar que a solugdo para Lv = 0 terd a mesma forma funcional, entao:

v=dpy+ 61251 In (cotg2 (g)) + cBop + 052190 In ((:otg2 (Z)) (9.49)

Mas é necessario que u e v sejam compativeis. Para encontrar algo que compatibilize basta

voltar & construcao feita para obtencao da equacao de Beltrami no ponto onde se obteve
o que relacionava u e v o quadro Eq.(9.19).Nele é feita as substituigoes necessarias para
aplicagao nesse caso:
p=0 q=v
E=R* F=0 G=Rsen’(0)
¢* =EG — F? - g = R?sen(0)

De ponto a se obter diretamente por substituicao:

g"; _ <—R2(§Z> / (R sen(6))

ZZ _ <R2a;> / (B2 sen(6))

0 (Littn) ()

(‘;Z _ <R2 senz‘(e)%) / (R*sen(0))

Simplificando:

e <_ se§<e> ZZ) -
Zz - <se§<e>§:;> 50
g; - <—sen(9)g;> (9.52)
> <sen<e>gg) (953)



91

E é notavel que Eq. (9.50)<Eq. (9.52) e Eq. (9.51)<Eq. (9.53), sobrando duas equagoes

que mantém o vinculo de interesse entre v e v :

ov 1 Ou

—=|—-——— 9.54

06 ( sen(d) 8(,0) (9:54)

ou 1 Ov

— = — 9.55

00 ( sen(f) 890) (9:55)
Por comodidade, adotando u = wy, v = ws, 01 = 1 e 09 = —1 se torna possivel compac-

tamente escrever tanto Eq. (9.54) quanto Eq. (9.55)

8wi . ( g; Bwj

- (25 a¢> i) ijelL (9.56)

Por questao de completeza e clareza expondo a forma de w; = w; (6, ¢)

w; = bjoy; + 26 In (cotg2 <2>> + a;a;0 + ¢ g L™ (cotg2 <2>> (9.57)

Cada identificagao fica:

a; = a a1 =
by =10 pr=am (9.58)
g = C az = By
bo=d Ba=/

Calculando as derivadas em ¢ e em 6. O calculo em relagao a ¢ sai diretamente:
dw; iPi 0
al; = a;o; + a25 In (cotg2 <2>> (9.59)

Agora em relagao a 6 usa-se:

din(/(@)) _ 1df(a)

dx r dx
dcot(g;e(ﬁ/2) = 200tg(¢9/2);(—0055602(9/2)) = — cotg(f/2)cossec®(0/2)
—cossec?(0/2) —sen(6/2)

d 9 B B
@ln(cotg (6/2)) = cotg(6/2)  cos(0/2)sen2(0/2)

Mas como cos(0/2) sen(6/2) = sen(0/2)/2 entao

d 5 B
@ln(cotg (0/2)) =

wen() = —2cossec(6) (9.60)

Resultando entao a derivada em 6 de Eq. (9.57) com Eq. (9.60):

8wi
00

= —Bi(a;p + b;)cossec(0) (9.61)
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Retomando Eq. (9.56) substituindo Eq. (9.61) e Eq. (9.59)

2
—Bilaip + b;) = o; [ajozj + ajfj In <cotg2 (Z))] (9.62)

—Bi(a;p + b;)cossec(d) = o;cossec(h) [ajozj n a;P3; n (cotg2 (Z))]

Da Eq. (9.62) tira-se as relagoes:
fia; =0 Bib; =oja5a;  Bja; =0 (9.63)

A escolha feita serd de uma constante de cada fungao, uma do tipo romana (da fungao
P = P(y), a,b) e uma grega (de T' = T'(0), «, 3) a ser zerada para o sistema admitir
solucao diferente da trivial. Antes, para clarear, expondo os indices i, 7 das equacoes Eq.

(9.63):

Blal =0 5151 = 0200202 52612 =0

62G2 =0 ﬁ2b2 = 01017 51611 =0

Agora fazendo escolhas para encontrar uma solucao do sistema:

‘alzo‘ (S ‘041:0‘—)52()2:0
Mas 62(12:0
= |02 =0 (9.64)

Que levou a uma nova equagao para o sistema, a qual comparando com uma que ja fazia

parte do sistema resultou em [y = 0, agora voltando em u e v escrito como em Eq. (9.57):

b 0 0
u=wy = by + 1251 In <C0tg2 <2>> +tarap + a1§1§0 In (cotg2 <2>>

b 0 0
v =wy = byay + 2252 In (cotg2 <2>> + asaap + a2§2§0 In (cotg2 <2>>

Substituindo os valores adotados em Eq. (9.64):

b 0
U = w; :1261 In <cotg2 <2>>

V= Wy :bQCYQ + 51051

Com 51[)1 = —Ql9 = Ae b20é2 =B
u=u(f,p) :1;1 In (cotg2 (g)) = u(h) (9.65)
v=uv(0,p) =B — Ap = v(p) (9.66)

Enfim com v = u(f,¢) e v = v(0,p) é hora de calcular o valor do fator integrante
A = Au,v) da equagao Eq. (9.9).
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9.2.1 Fator Integrante

As equagdes que definem A\, Eq. (9.11) e Eq. (9.12):

ou  Ov
E=—+1—
\WE <8p —H@p)

(55 (3 )

Para a situacio da esfera & partir da métrica: di* = R (d(92 + senQ(Q)dgo), se fez utilizar

de:

Tem-se:

ou ov

ou ov )

MR sen(0) = (6@ + Z%

Como foi obtido Eq. (9.65) e Eq. (9.66), substituindo:

AR = ((;99 (gl In (Cotg2 (Z))) + Z;Q (B — Agp)) (9.67)
MARsen(0) = (88@ (1;1 In (cotg2 (g))) + Zéio (B — Agp)) (9.68)

Ambos vao gerar o mesmo resultado, mas é bem mais direto o cdlculo por Eq. (9.68), que

resulta diretamente em:

B A
Rsen(0)

ARsen(f) = —A = |\ = (9.69)

9.2.2 A métrica induzida na foma conforme para a Esfera

A métrica para a esfera:
ds* = R? (d02 + sen2(0)d<,02)
Que como visto, pode ser escrita na forma:

di? = |\ 7% (du? + dv?)



94
E reescrevendo utilizando Eq. (9.69)

= = (du? + dv?) (9.70)

Ha um problema ainda, a dependéncia em #; para remover a mesma, toma-se novamente

Eq. (9.65) e conferindo uma relagdo antes de seguir:
sen’(0/2) cos’(0/2) = sen’(0)/4  —  sen’(6) = 4sen’(6/2) (1 — sen(6/2))  (9.71)

Seguindo:

(%) = cotg?

e\A cotg 5

[

R
2

2(0
()

sen? (g)
i _ 1 — sen? (g)

B sen? (g)
o2/ A gen? <Z> =1 — sen? <Z>
1 = e*/4 gen? <§> + sen? (Z)
0 1
2

Enfim substituindo Eq. (9.72) em Eq. (9.71):

sen’(f) = 4# (1 1)

1+e2w/A " 14 e2v/A

1 2u/A _ 1
R ey
(1 + eu/A)

sen?(9) — (%) (9.73)

(14 e2w/A

Substituindo Eq. (9.73) em Eq. (9.70)

. _ (2R)? e/ 2 2
P == 5 AT (du? + dv?)
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Para que a notacdo acomode este exemplo é conveniente escrever:

R 2 62u/A 2 ) ) R 2 62u/A 2
dSesfera - <2A> <1—|—62“/A> (du +dov ) = <2A> 1—|—€2“/A> dsplano (974)

COMPARAR?

9.3 Aplicacao Operador de Beltrami: Forma Conforme Pseudo-
esfera
A métrica da pseudo-esfera:
—dI* = R? (dx2 + SenhQ(X)dc,02> (9.75)
Tomando dI”* = —dl? para nao carregar o sinal negativo, e comparando com:
dl"”? = Edp? + 2Fdpdq + Gdg?
podendo assim identificar:

p=Xx q4=¢
E=R* F=0 G=R*senh®(x) (9.76)
g = R*senh?(x)

Utilizando os valores de Eq. (9.76) no Operador de Beltrami:

0
L=

9
dp

— G2
Gap

0 0
Fop — E5
N{

V9

Bq.976) 0 —R? 8 8 — R? senh?( —R?senh”(x) 8
dp \ /R senh?(y) \/ R* senh?( X
Q —senh(y E
ox 8
( ) (0.77)

1 82

0 -1 0
Ggp ( senh() 8)
0
senh 0p? 87

As equagoes de Beltrami ficam:

as quais podem ser identificadas como:

Taw: = - — h = .
w, =0 = senh(x) 02 + . (sen (x) ) (9.78)

com i = [1,2], onde w; = u e wy = v. Supondo uma solugio separavel para w; = w;(, p):

w; = Xi(x)Yi(p) (9.79)
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Substituindo Eq. (9.79) em Eq. (9.78)

0 L OXiYile)
senh(y) 0p? ax
senh(x) 9

“xoovie 1 0%Yi(e) . senh(x) O ( 3Xz(X)>
X + — | senh =0
Ve 0 T X0 oy \ "W

De forma que é possivel agora desacoplar as varidveis em duas equagoes:

1 aQYi(@ )
Yile) og2
_ senh(x) 3(90) i’ Xi(x) (9.80)

.00 a <senh(X) » ) =m

A equacao em ¢ tem solugoes triviais, tais que:

Q

PYi(p)
S =0 —F= =0
e m — 0,2
= Yi(p) = aip+ 5; (9.81)
2V
Se m#0 — agng@—mQE(go):O
=  Yi(p) = a;e™ + [BieT ™ + (9.82)

Agora solucionando a equacao referente a dependéncia em Yy fica

senh(X)gi (senh(x)éi) Xi(x) + m*X;(x) =0

9Xi(x)

2
X,
N + senhQ(X)i8 ix) + mQXZ-(X) =0

senh () cosh(x) 9y

tomando cosh(y) = &, recordando da identidade cosh?(x) — senh®(x) = 1, entdo dessa

substituicao resoluta-se também:

;X = j;di = senh(x)ci = VK2 — 1;/{ (9.83)
dd); = d(i( (senh(x)i) = cosh(x)— + senh(x)dd(i
= Kdi + senh2(x)(f;
dd;? = /idi + (/12 — 1) dd; (9.84)
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Com Eq. (9.84) e Eq. (9.83) em Eq. (9.80)

0= vz —1e 2% | e yFXND ey

1% ox?
0=rVK?— 18);)(:() + (k* = 1) (/id(L + (mQ - 1) dd,#> X;(k) + m* Xy (k)
0=~k (Iiz — 1) d);i,g{) + (k% = 1) (/ici + (Ii2 — 1) dd,#> X;(k) + m*Xy(k)
0= (k- 1)2 ddﬁzxi(n) +26 (K2 — 1) d);":f) + m?X, (k) (9.85)

Dividindo toda a equacio pelo termo x? — 1 é obtida a equacdo no formato:

L S

R (9.86)

Comparando com a equagao de Legendre, é possivel remover valores e introduzir de forma

que a solucao convirja:

0=(1-#?) Cﬁ;x,-(n) - zmd)gi’i’i) + (za H1) 1__”;)> Xi(k) (9.87)

De Eq. (9.87) e Eq. (9.86) se tira que [ = 0 o que implica em m = 0, pois |m| =

0,1,...,0 —1,1. Resultado esse que leva a

0= (/@2 - 1) d—2X'(/<) + QKdXi(@

dr2™ " dk
. d 2 dXZ(I{) 2 dXZ(Ii) . .
0—& [(H) —1) dr ‘|—>(K/ —1) dr —Cte:Az
dX; (k) B A;
de (k2 -1)
Integrando em dkx
Xm(H)d _/ i
dr ) (k2—1)
1 1
X, A
l(ﬁ) ’ 1—|—/€/€—1d/€

A,

= ?Z In(1— k) —In(1 4 k)] + b
A‘ 1 — K ’

=] In(e%
2 n<1+m>+ n(e”)

. Az 1—+x i 2b/A;

—21n<1+ﬁ>+ In(e )

:Ailn<1_ﬁ Qb/A) :Ailn(l_KB’>
2 1+k 2 1+x°

Ja lembrando que k = cosh(x)

Xi(cosh(x)) = Xi(x) = 2 In (1 — cosh(x) B’)

1+ cosh(y) "
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Tomando B; = —B;

X(x) = ’gi In (Bi tg @)) (9.88)
Retornando em Eq. (9.79) com Eq. (9.88) e Eq. (9.81):
wi(x, ) = Xi(x)Yi(p)
= [Fm (Bite (X))] e+ 51 (9.89)

Agora enfim, é possivel descrever w; = u, wy = v removendo nesse ponto a economia de

notacao que foi feita com B;:

u(x, ) = V; In (tg @)) + bl} la1p + Bi] (9.90)
v(x, ¢) = V; In (tg (g)) + 52} [asp + o] (9.91)

Obs.: de fato para economizar a notacao o termo B; se manterd na forma ’escondida’ na
hora de utilizd-lo, exposto a essa maneira. Agora compatibilizando as solugoes, utilizando

a construcao do Operador de Beltrami

ov ou ou ov ou ou
Vio =t ey Vi Yy
ou v v ou ov ov
—=F——-F— — =F—-G—
\/Eﬁp dq op \@aq dq op
Como F=0, pois a métrica é diagonal reduz-se para:
ov ou ov ou
- g2 -~ _an=
gé?p dq gaq Gap
81} 8”0
\/_8]9 g \/—061 8p

E também as substituicbes de Eq. (9.76), p = x, ¢ = ¢, E = R*>, G = R*senh®(y) e
g = R*senh?(x)

ov Ju v ou
2 ov o 2 ov _ 2 2, U
R Senh(X)@x R a4 R? senh(x) a4 R* senh <X)6X
ou Jv ou ov
2 h — R2 2 h — _ P2 h2
R sen (X)—ax R 9 R sen (X)—aq R sen (X)—ax
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Simplificando recai-se sobre duas equacoes diferenciais distintas:

ov ou ou ov
— senh(v) 2% T senh(yv) Y .
e sen (X>8X o senh() (9.92)

Calculando as derivadas parciais:

%wg; = Xi(X)a}g((;O)

Felsy Xi(x) ;:0 [ + Bi]

- a,éi In <tg @)) + b, (9.93)
%7";”' ~Yi(p)? ai>(<X>

12 [ (s ()
X

A1 0(Bitg(%))
Bitg (x/2) 2%

2
= lasp + Bi j;lz ! <1sech2(X/2)>
A,

= [aip + Bi]

tg (x/2) \2
cosh(x/2) 1
4 senh (x/2) cosh?(x/2)
A

4 senh (x/2) cosh(x/2)

= [aip + Bi]

= [aip + Bi]

T _ T - 2z __ o2z h(2
Utilizando a relagao: senh(z) cosh(z) = (e 26 ) (e +26 ) = (e 46 ) == 2( 2

A; 2
=l B
A; 1
= laip + Bl -
o A1 A1
ox ¥ senh (x) "2 senh(x)

senh ()

(9.94)

Utilizando os valores de Eq. (9.93) com i = 1, Eq. (9.93) com i = 2, Eq. (9.94) com ¢ =1
e Eq. (9.94) com i = 2 em Eq. (9.92) obtém-se as equagoes:

A2 X . A1 1 Al 1
@27y o (tg <2)> + azhy = senh(y)arp 2 senh () T 2 senh ()
0[2142 In (tg <)> + O./ng = OélgOAl + BIAI (995)
Al X AQ 1 AQ 1
| A — —senh 2 - £ -
iy (tg (2)) Fanby = —senh(axp s A
a1A1 In <tg <>2<)> + O./lbl = —OéQQDAQ — 62142 (996)
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Ao comparar os coeficientes se obtém, de Eq. (9.95)

O(QAQ =0 Oézbg = 61141 041141 =0 (997)
E de Eq. (9.96)
alAl =0 Oélbl = _/BQAQ — CYQAQ =0 (998)
=0 A #0
Escolhendo: “ 17 = aghy = 1A = D # 0 e ajby = 0 = [yA;. Esses
/42 =0 (6%)] 7£ 0

resultados levam a:

u(x, ) = V;l In (tg @)) + bl} 5
(i (3)) b

v(X, ) = D + by 3

Os coeficientes (31 e by sao bem definidos como nao nulos. Ja 35 e by sdo nao determinados
a nao ser por uma escolha; por economia aqui se adotara eles como sendo nulos, isso é,
by = B> = 0. Enfim u e v obtidos:

u(x, p) = l;ln (tg @)) = u(x) (9.99)
v(x,p) = Dy = v(p) (9.100)

Das equagoes para obter o fator A, utiliza-se a:

ou ov

A
A (F _ g Y
JE WO =501,

Que ao substituir os valores correspondentes como é mostrado em Eq. (9.76) fica:

A ou ov
4 2
\/_22\/]% senh”(x) = =— 4+ 1—

MR senh(x) = 2(2:;
Misenh(y) = D=  |[A—— 2 (9.101)
SR = ~ Rsenh(x) ‘

Podendo nesse ponto escrever a métrica da pseudo-esfera como:

AP eudo = |2 (du2 + du2)

esfera
D\,
R N — dv?
(Rsenhm) (0 + 0%)

_ (RDh(X)> (d? + de?) (9.102)
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A equagao Eq. (9.102) possui ainda dependéncia explicita em y mas como pode ser escrito
X = x(u,v). De Eq. (9.99):

u=u(x) = 2 Inta(x/2)

2u
2 = [tg(/2)
2P = tg(y/2) (9.103)
_ senh(x/2)
cosh(x/2)
h
62/P cost?(x/2) = senh(x/2) cosh(x/2) =~
h
62u/D COShQ(X/Q) _ Sen2 (X)
1
Mas como sech?(x) + tg*(x) = 1 — cosh?®(x) = m
senh(y) _ _2u/D 1
—e _
2 1 — tg*(x/2)
Eq.(9.103) eZu/D;
- 1 — edu/D
1
senh(x) = QBZU/DW
) e4u/D
senh =4—> 9.104
(x) (1— e4u/D)2 ( )

Finalmente Eq. (9.102) com Eq. (9.104):

2R 2 e4u/D
2 _ (=l e 2 2
_dlpseudo - ( _D ) <(1 _ €4u/D)2> (dU/ + d’U )

esfera

Enfim:

2R 2D ?
2 _ 2
dlgi;ﬂ;ﬁg - <D (1 _ €4u/D)> dleuclidiano (9105)







Parte 111

Aspectos Geométricos do Gas Ideal






105

10 GEOMETRIA DO GAS IDEAL

Um gas ideal é definido como o sistema termodinamico que satisfaz as equagoes
2,10]
PV = NRT, (10.1)
3
U= §NRT. (10.2)

Onde, como usualmente é definido na termodindmica, P é a pressao, V o volume, T a
temperatura e U a energia interna do sistema termodinamico; N é o nimero de moles e

R =1.986 cal/mol K, é a constante universal dos gases. Introduzindo a notagao

V U V R S
U:N’ U:N, U:N’ k:N’ S:N, (103)
reescrevemos as equagoes Eqgs. (10.1,10.2) como
Pv=NkT = RT, (10.4)
3 3

Substituindo as equagoes Eq. (10.4) e Eq. (10.5) na forma diferencial da primeira lei da
termodinamica

du =Tds — Pdv (10.6)

obtemos a equacao diferencial

= —du+ —dv=-Nk— + Nk—
ds du dv 5 ku kv

que pode ser integrada diretamente fornecendo

s =8¢ + §Rln (u) + RlIn <U>
2 Uo Vo
T

s—Syp 3 U (’U>
=—RIn(— In(— 10.
7 2Rn(u0>+Rn ” (10.7)

Onde sqg, ug e vg, sdo constante de integracao que sao valores dos parametros do sitema

referidos a um dado estado de equilibrio inicial. A equacao Eq.(10.7) pode ser resolvida

para a energia interna por unidade de moles, fornecendo
2
U () (“) ’ (10.8)

Introduzindo as varidaveis admensionais

g=2"% ﬂ’ z=—, z=2z(x,y) (10.9)

R ’ y= Vo Uo

reescrevemos a equagao Eq.(10.8) como

L= (10.10)
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10.1 A métrica induzida do Gas Ideal

A equagao Eq.(10.10) é a equagdo de uma superficie regular representando os
pontos de equilibrio de um gés ideal no espaco de fase, aqui representado pelas variaveis

xrewy.

Para utilizar a equacdo da métrica induzida na superficie S? imersa no espaco
Euclidiano R? ( neste caso de fato o espaco de fase) dI* = gijd:vidxj, para a superficie

dada pela equagao Eq. (10.10) calculamos

E =011 = oy + Yulu + 202y = Taly + Yolp + 202 = 1 + 22,
F =012 = TuTy + YuYo + 2u2p = Lyply + Yz Yy + Rgly = Rgly,

E =g92 = 2@y + Yoy + 2020 = TyZy + Yyly + 292y = 1 + 25

Calculando cada termos separadamente, obtemos

4 4 22 4 2?
gu =1+ §ZQ, 12 = —§;, g2 =1+ §?> (10.11)

de onde segue a métrica induzida na superficie de equilibrio para um gas ideal

4 8 22 4 2°
dz2:<1 2>d2—dd 1422 ) g2 10.12
+9z x 9y:1:y+ +9y2 Y, ( )
ou na forma
2
2 2 2 4 dy

10.2 A curvatura Gaussiana do Gas Ideal

Utilizando diretamente a equacao Eq.(27) da ref. ( [8]) que fornece a curvatura

Gaussiana de uma superficie regular,

W (10.14)

teremos para

2 4 2 10 4
2o =T, g = =%, Zy= —gi, Zyy = —Z Zgy = _2Z (10.15)
Yy

a expressao

K= l V24zy >r (10.16)

9y? + 422 (1 +y?
O primeiro resultado interessante que segue desta expressao é que ela é positiva definida.
Dado que (veja equagoes Eq.(10.8) e Eq. (10.9)) x > 0, y > 0, z > 0, a curvatura é neces-

sariamente positiva e nao nula, ou seja K > 0. Importante ainda é o fato deste resultado
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ser coerente com o requerimento que este resultado é consistente com as condigoes de es-
tabilidade de um sistema termodinamico que na representacao de energia impoe a forma
quadratica d*u como provado na referéncia [2]. Outro ponto interessante demonstrando a

consisténcia deste procedimento é que o fato de termos

2
24
Razlyy —22 = <\/_ Z) > 07

Ty 9y

>0 Wz oo

Zexr = Ryy = 7 5

9 ’ vy 9 y2 )

indicam que além da superficie possuir uma curvatura positiva ela é convexa estando

acima de seus planos tangentes.

Devido isto e baseados nas condigoes de estabilidade de sistemas termodinamico em
equilibrio [1], esperamos que uma descrigao deste problema na representa¢ao da entropia
forneca uma superficie com curvatura Gaussiana positiva porém convexa e estando abaixo
de seus planos tangentes. Isto pode ser verificados simplesmente reescrevendo a equagao

Eq.(10.10) para a variavel z = z(y, z), fornecendo
v =In (yz*?) (10.17)

e seguindo 0o mesmo procedimento anterior que nos levou as equagoes Eq. (10.13) e Eq.
(10.16), obtemos

4 22

1 41 1
dL* = <1 + y2> dy? + g%dydz + (1 + 9) dz*. (10.18)

Para a construcao da curvatura Gaussiana, destacamos os célculos de

1 31

Py g ey =0 ==

e a curvatura Gaussiana que é dada por

V24zy

T a2 (1+?)

(10.19)

Apesar da representagao funcional da curvatura Gaussiana nas representacgoes da energia
Eq. (10.16) e na representagao da entropia Eq. (10.19) serem iguais, vale lembrar que no
primeiro caso a fun¢do z = z(z, y) nao sendo portanto uma varidvel independente. Como
afirmado afirmado anteriormente, a superficie Eq.(10.17) possui curvatura positiva com
Tyy < 0 e x,, <0, portanto é convexa estando abaixo de todos os seus planos tangentes,
como esperado da condi¢ao de equilibrio de um sistema termodindmico cuja equacao de

estado é expressa em termos da entropia.
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11 CONCLUSAO

O resultado Eq. (10.16) estd em desacordo com aqueles obtidos nas referéncias

[7,9,11], coincidindo, entretanto com o resultado obtido nas referéncias [4].

O fato de haver a discordancia entre os resultados de Gibbs e Weinhold ¢é decor-
rente das diferentes escolhas para a métrica nos trabalhos anteriormente citados, ou seja
os autores comparam a curvatura Gaussiana decorrente de trés escolhas, aparentemente

distintas, para a métrica.

Nas referéncias [13-18] o autor constréi um espago abstrato com um produto in-

terno e consequentemente um espago métrico sob os seguintes requerimentos:

1. As propriedades de um sistema em equilibrio podem ser associadas com derivadas
de menor ordem de uma fungao U (as quais o autor representa por R; que serao os
vetores base do espago vetorial) que depende de um certo (pequeno) nimeros r de
variaveis independentes e que esta funcao seja diferenciavel.

2. Que a funcdo U seja de classe C? para que a primeira lei seja uma diferencial exata.

3. A fungao U deve satisfazer a condigao

gﬁi >0,

para que a estabilidade de um sistema termodinamico em equilibrio, na representa-

¢ao da energia, seja satisfeita.

Utilizando este procedimento os autores [7] obtém o resultado nulo para o célculo da

curvatura Gaussiana de um gas ideal.

Na referéncia [11] o autor busca construir uma formulag¢do geométrica da termo-
dindmica alegando que nos trabalhos [6,12,17] falta um significado mais amplo de uma
estrutura métrica. A solugdo que propoe é incluir a teoria das flutuagoes (Mecanica Es-
tatistica) nos axiomas da termodindmica do equilibrio através da inclusao de uma fungao
distribuicao ,

W(z,2")dx' = Be%dm/,
onde = = (z,y), 2’ = (2/,y'), Si(x,2’) a entropia total do reservatério’(reservoir),kp a
constante de Boltzmann e B uma constante de normalizacao. Considerando as flutuagoes
do sistema em contato com o reservoir, com relacao a configuragdo de equilibrio, leva a

definicao da métrica
() 1 9%S;
9i ki 02,0,
e ao correspondente elemento de comprimento de arco

}1/2

r'=x

Al = {gij (z) Az Az

?
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a qual "aparenta' ser uma distancia entre estados vizinhos em uma variedade Riemanniana
com métrica g;;(x). Para um gas ideal, esta métrica fornece o elemento de comprimento
de arco o L v
B k‘B;2 a7 + k’BiTPQKT
onde p = N/V e Ky = —(1/V)(0V/OP)r é a compressibilidade isotérmica. Mostra-se

que esta métrica pode ser escrita na forma

dI2 dp?,

di* = dz® + dy’

que é a métrica Euclidiana, portanto plana, ou seja, a curvatura Gaussiana associada a

esta métrica é nula.

O trabalho desenvolvido na referéncia [4] adota um outro procedimento, que no
entanto tem alguma semelhanca com aquele adotado nos trabalho de Weinhold [17]. ' O

autor propoe uma funcao distancia
n 2
di* =3 (AZdE®)" + du?,
a=1

definida em um espaco R™™! no qual U(E) est4 imerso. Na vizinhanca do ponto de equi-

librio (Ef, Up(F)) a métrica induzida na "superficie potencial" n —d é
2
Gap = (Ag) 5045 + Uauﬁa

onde
ou

OE~

representa uma "for¢a termodinamica generalizada" atuando sobre o sistema em contato

Uy =

—\B

com o reservoir e caracterizada pela varidvel termodindmica intensiva AZ. No equilibrio

U, = 0. Esta geometria quando aplicada ao gas ideal fornece a expressao para a curvatura

e

que é positiva definida, como esperado para uma superficie convexa.

Gaussiana [4]

f'f"f‘ fsr
frs fSS

T/Cy —T/Ty

KEV)= ~T/T'v 1/VBg

O determinante da equagao Eq.(11.1) é a matriz de stiffness e que de fato decorre
da condicio de estabilidade da forma quadratica semi-positiva du? que na interpretacao do
autor ¢ comparada a segunda forma fundamental no contexto da geometria Riemanniana.
A segunda forma fundamental de fato é proporcional & curvatura e determina o sinal
da curvatura Gaussiana, entretanto é bem sabido que a curvatura Gaussiana ¢é definida

em como a razao entre o determinante da matriz simétrica associada a segunda forma

1 Este ainda é um problema em aberto que precisa ser esclarecido, isto serd feito oportunamente.
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fundamental e a associada a primeira forma fundamental,portanto o motivo pelo qual o
autor na referéncia [4] define a curvatura Gaussiana como na equagao Eq. (11.1) ndo esta

claro e deve ser justificada ou corrigidal

J& com relagdo a semelhanca dos resultados para a curvatura Gaussiana nula
obtida nas referéncias [7,11,17], é que de fato as métricas sdo equivalentes conforme, e isto
decorre que de fato os autores definem a métrica em fungdo das derivadas segundas de U
e S nas referéncias [18] e [11], respectivamente, ao contrario da referéncia [4] que utiliza as
derivadas primeira desta fungdo para construir a métrica. Sendo as métricas equivalentes
conforme espera-se, como acontece, que as duas fornecam os mesmos resultados para a

curvatura Gaussiana.

Neste trabalho buscou-se construir uma formulagdo geométrica consistente tanto
na descricio Gaussiana ou Riemanniana da termodindmica de sistemas em equilibrio.
Entretanto dada a nao trivialidade do problema. Outro problema encontrado foi o fato de
se deparar a um numero razoavel de literaturas discrepantes nos resultados obtidos quando
as formulagoes propostas sdo aplicadas a sistemas termodinamicos simples, optamos por
um caminho aparentemente inequivoco e quase que trivial: ou seja fazer a geometria a
partir das equagoes das superficies no espaco de fase de sistemas termodinamicos simples,
para os quais foram calculados as diversas quantidades geométricas: curvatura Gaussiana,
Tensor de Riemann, Escalar de Curvatura, Geodésicas, etc, para em seguida se estender
a descricao em um contexto mais geral, ou seja construir uma formulagao geométrica
da termodinamica que ao ser aplicada a qualquer sistema termodinamico em equilibrio
fornega os resultados ja obtidos para estes sistemas via métrica induzida e que também

reproduzam os resultados ja consolidados da termodinamica classica.
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