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AMARAL, R. A. Estudo da rotacdo via formalismo de grupos. 2012. Dissertacéo
(Mestrado em Fisica) - Universidade Estadual de Londrina, Londrina, 2012.

RESUMO

Nesta dissertacdo utilizamos o conceito de grupos para estudar a rotacdo, retratando-a por
meio deste formalismo, que permite uma descricdo algébrica da rotacdo. A teoria de grupos e
0 ramo da matematica direcionado a investigar como estruturas algébricas (nimeros, funcgdes,
vetores, etc) se transformam frente a uma dada operacdo, que por sua vez e também escrita
através de uma estrutura especifica denominada operador. Derivamos da defini¢do grupo, o
grupo de rotacédo, o qual define-se como a estrutura capta as propriedades de um sistema sob
rotacdo e o implementamos o estudo da rotagdo. Sob esta perspectiva, primeiramente
analisamos rotagbes fisicas, reais, intuitivas e através das quais retratamos as principais
caracteristicas da rotacdo, exemplo as regras de comutacdo do momento angular. O passo
seguinte, cuja intencdo e comumente associada aos estudos de estruturas abstratas como
grupos, foi o estudo de um sistema fisico ineremente abstrato, a rotacdo no espaco complexo, e
analise dos resultados de como estas estruturas diferentes (rotagdo no plano euclidiano e
complexo) se transformam de forma similar.

Palavras-chave: Grupos. Rotacdo. Momento Angular.



AMARAL, R. A. Study the rotation via formalism of groups. 2012. Dissertacdo (Master's
Degree in Physics) - Universidade Estadual de Londrina, Londrina, 2012.

ABSTRACT

This essay uses the concept of groups to study the rotation, portraying it through this
formalism, which allows algebraic description of rotation. The group theory is a branch of
mathematics aimed to investigate how algebraic structures (numbers, functions, vectors, etc.)
transform against a given operation, on the other hand is also written through a special
structure called operator. We derived of the group definition, the rotation group, which is
defined as the structure that captures the properties of a system under spin and we
implemented the study of the rotation. Under this perspective, first we analyzed physical
rotations through which portrayed the main characteristics of rotation, exemplifying the
switching of the angular momentum rules. On the following step, the purpose was commonly
associated with the study of abstract structures such as groups, we studied a physical system
inherently abstract, the rotation in complex space. Finally, we compared the results of
different structures: rotation in the Euclidean system and in the complex space too, which
transformed similarly, in other words it also have a similar algebra.

Key-words: Groups. Rotation. Angular Momentum. Operator.
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Capitulo 1
Introducao

A teoria de grupos é o aparato matematico que investiga como ele-
mentos de um determinado conjunto se relacionam frente a uma operagao. FEm-
bora abstrata, a teoria de grupos fornece informagoes significativas sobre a estru-
tura das simetrias encontradas na natureza, e uma maneira de lidar com elas de
uma forma operacional ' Pl

A intencao deste trabalho é analisar a rotacao, via a perspectiva for-
necida pela teoria de grupos. Desta forma vamos abordar de modo pormenorizado,
as regras que tecem um sistema sob rotacao, pela construcao do grupo de rotacao
que capta e reproduz as caracterisitcas inerentes da rotacao como por exemplo,
as regras de comutacao do momento angular.

Alia-se assim a teoria de grupos a investigagao da rotacao por meio de
operadores que atuam nos vetores do sistema e preservam as condi¢oes de contorno
e simetrias fisicas relacionadas a operacgao e suas as propriedades operatérias.

O segundo capitulo apresenta um referencial tedrico basico que da
suporte para a introducao da idéia de grupo, atraves dos conceitos de conjuntos,
funcoes, vetores, matrizes, espaco vetorial e corpo.

O terceiro capitulo implementa o conceito de grupo para a rotacao em
duas dimensoes, SO(2), e o analisa quanto a sua fidelidade para com a descrigao
fisica da operagao. Depois de definir a rotacao no plano, amplia-se a discussao
e examina-se a rotacao para o espaco eucliadino tridimensional, E3, através do
grupo de rotagao SO(3), relacionando-o as regras de comutacdo do momento
angular.

No capitulo 4 aplicamos o conceito de grupo de rotagao para o estudo



de um sistema inerentemente abstrato, o espaco complexo, no qual é possivel
entender o porqué das técnicas de grupos e representacoes terem ganho forga
depois do advento da mecanica quantica.

O d1ltimo capitulo faz revisao da intencao geral do trabalho, dos re-
sultados, e das principais propriedades obtidas ao longo da discussao, como por
exemplo, a maneira com que estao interligados os operadores e os objetos nos

quais estes atuam, e o sucesso da descri¢ao via grupos de uma operacao fisica.



Capitulo 2
Estruturas Algébricas e Grupos

O presente capitulo expoe as estruturas basicas pelas quais sera cons-
truido o conceito de grupo, e consequentemente, dara suporte para a discussao
da rotagao através desta linguagem. Serao apresentadas estruturas algébricas
elementares como conjuntos, funcoes e vetores, e através delas introduziremos o
assunto que discutiremos neste trabalho.

A intencao é, deste modo, abordar o conceito de grupo a partir de fer-
ramentas matematicas conhecidas, contextualizando o aparato axiomatico através
das estruturas matematicas mais comuns. Iremos apresentar o conceito de grupo
e vincula-lo a rotacao, especificando-o de modo que atenda a descrigao da rotacao

para o espaco euclidiano.

2.1 Conjuntos

Dentre os conceitos matematicos estruturantes na construcao do con-
ceito de grupo, destaca-se a nogao de conjunto, cuja idéia central é associar objetos

e classes de objetos, identificando-os por alguma caracteristica.

Definicao 2.1 Congunto. FE uma estrutura matemdtica que representa a idéia
de colecdo. Assim, um conjunto € definido como uma colegao de objetos genéricos,

denominados elementos.

Os elementos de um conjunto podem entao representar: carros, bolas,
tipos numéricos, operagoes, funcoes, etc. A importancia da discussao de conjun-

tos reside na identificacao de tipos e subtipos que nos ajudam a definir o grau



de generalidade da estrutura abordada. Para a classe dos nimeros, a nogao de

conjuntos permite organiza-los, segundo uma regra de selegao:

Exemplo 2.1 Segue abaixo alguns conjuntos numéricos importantes.

Niumeros Naturais: € a colecao formada pelos nimeros utilizados na contagem:
N=1{1,2,3,..n}.

Niumeros Inteiros: sao os nimeros formados pelos nimeros naturais, o nega-

tivo destes e o zero:

Z={-n,..—3,-2,-1,0,1,2,3..n}.

Numeros Racionais: sao quantidades que resultam de divisoes entre inteiros:
Q=A{a/b:a,be Z;b#0}.

Numeros Irracionais: nimeros que nao podem ser escritos através de um quo-

ciente de inteiros':

S={>a/ba,bec Z,b#0}; ex: T=3,1414,V2, ....

Numeros Reais: inclui todos os conjuntos niumericos citados anteriormente em

uma mesma classe:

NeZecQeSeR.

Numeros Imaginarios: conjunto que admite raizes de numeros negativos:
I={V—-a®>=+va*y/—1=uai:a R}, onde /—1=1.
Niumeros Complexos: compostos de parte imagindria e parte real:

C={a+tib:a,beR}.

Portanto ha relacoes de hierarquia entre os tipos numéricos, devido
a seu grau de abrangeéncia, permitindo escrever subtipos, no caso, subconjuntos.
Deste modo, podemos organizar as classes numéricas como: NCZ C QC S CR
C I € C? e os resultados validos para uma classe mais geral contém os resultados
de suas subclasses, que é idéia a central que serda também usada para analisar as

estruturas matematicas relacionadas ao conceito de grupos.

15 significa ndo pertence
2 C significa contém ou “estd contido em”



2.2 Funcoes

Também merece destaque a idéia de func¢ao, que essencialmente ca-
racteriza a dependéncia entre quantidades. Desta maneira, dado dois conjuntos
c = {c,co,..cn} e f = {f1, fay--fn)} , podemos dizer que estes exibem uma
dependeéncia funcional de modo que seja possivel escrever uma relacao que para
cada ¢, exista um tnico valor de f(c,).

E necessério também indentificar as quantidades como discretas ou
continuas, respectivamente, relacionadas a quantidades interruptas e nao inter-
ruptas com relacdo a um intervalo. Exemplo R € [a,b] é continua, enquanto

N € [a, b] nao é.

2.3 Vetores

Utiliza-se para representar quantidades orientadas, a nocao de wve-
tor, que tem a interpretacao geométrica de um segmento de reta orientado, com
magnitude (tamanho) e uma orientagao: direcao e sentido. Veremos que a rota-
¢ao atua especificamente sobre os vetores de um sistema, ja que girar é mudar a
orientagao.

Em um contexto mais amplo, um vetor é parte de um espaco ve-
toriall” . Por exemplo o espaco euclidiano tridimensional, E®, é composto de
vetores {‘7'1, ‘72, ‘7;,...}3, que sao escritos em funcao das bases deste espaco, z, y e
Z. Base, portanto, é o componente estrutural minimo relacionado a um tipo de
estrutura matematica, do qual todos os demais objetos da classe sao linearmente
dependentes.

De outro modo, diz-se que sao linearmente independentes, as estru-
turas que nao sao expansoes com relacao a uma base. Para um conjunto de
vetores {Z,7, Z}, caracteriza-se esta independéncia quando a = b =c¢ =0 é a

Unica solucao para a equagao:

aF + bij + 7 = 0. (2.1)

3notaremos vetores também como V, utilizando a outra notacio apenas quando, for neces-

sario para evitar confusao.



Fig. 2.1 — Representagao geométrica de vetores no plano euclidiano tridimensional.

Versores I, 9, € 2. Vetores A= az, B= by e C =ct Soma A+ B+C.

Exemplo 2.2 Considere os vetores A = az, B = by e C = cZ inseridos em um
sistema sistema euclidiano tridimensional, onde %,1, e 2 sdo os versores®, figura

2.1 . Observando as projecoes destes vetores podemos escrever:
1. A=ai = (a,0,0) dependente da apenas da dire¢io T;
2. A+ B=ai+ by = (a,b,0) é funcao das direcées T e Y;

3. A+ B+C = ai +bj + ¢z = (a,b,c), € formado pelas trés diregoes que

compoem o sistema euclidiano tridimensional.

2.4 Espaco Vetorial

Estendendo os conceitos expostos acima, podemos abstrair que veto-
res e escalares compoem um espaco regido por regras operatorias proprias que os

associam: a adicao vetorial e a multiplicacao por nimeros reais.

Definicao 2.2 Espaco vetorial: Reconhece-se como espaco vetorial a estrutura
matemdtica formada pelos conjuntos de escalares {F : fo, f1, f2...}, e de vetores
{V' 1 wg,v1,09,...} para os quais estao definidas as operagoes de adi¢ao vetorial

(+) e multiplicacdo escalar (.) e, deste modo, satisfazem os sequintes axiomas:
1. vi,v; €V = v, +v; € V; fechado em relagdo a soma;
2. v + (vj +v) = (v; +vj) + vg; associativo quanto a soma;

3. vy +v; = v; = v; + vy, hd um elemento nulo em relacao a soma;

4yetores unidimensionais



4. v + (—v;) = vg = —v; + v;; hd um elemento inverso em relagao da soma;
5. vy +v; = vj + v;; comutativo em relagdo a soma.

1. fie F,v; eV = fiv; € V; fechado em relagao a multiplicagao,

2. fi.(five) = (fi-f;)-vks associativo com relagdo @ multiplicagao;

3. 1L.v; = v;.1 elemento neutro da multiplica¢ao;

4. fi-(vj + o) = fivi + fiivg associativo quanto @ multiplicagao sobre soma;

5. (fi + fj)ve = fi-ve + fj.0 associativo quanto a soma sobre multiplicagdo.

2.5 Matrizes

Os operadores que iremos tratar sao escritos na forma de matrizes,
que expressam a transformacao de vetores em um espaco vetorial. Assim a trans-
~ ’ . .
formacao (z,y,2) — (z,y,2) em E3 pode ser formulada por meio de um sistema

> Y Y Y )

de equagoes, ou de uma matriz:

!

T =M11T + M2y + My 32
!

Y = Mo + Mooy + Mooz (2.2)
!

Z =mg12 + m3oy + m33z

’

x mi1 Mi2 M3 x
Yy = me1 Moz Mog Y. (2.3)
Z m3y1 M32 M33 Z
Os tipos mais comuns de matrizes sao:
Matriz Quadrada: cujo o nimero de linhas, n, é igual ao de colunas, m:

M ={M,m :n=m}.

Matriz Diagonal: todos os elementos, exceto os da diagonal, linha ¢, coluna 7,

sao nulos:
E={m;;=0:01#j;m;; #0:i=j}.

Matriz Indentidade: matriz diagonal onde os elementos nao nulos sao iguais a

um:

E:{mw:OZ#j,mwzlz:j}



Matriz Inversa: dada a matriz, M, entdo M ! é a sua inversa, caso:

MM = E;

Matriz Linha: constituida por elementos organizados em apenas uma linha:

M = (ml,l mig m1,3)~

Matriz Coluna: apresenta os seus elementos distribuidos sobre uma tnica co-

luna °
mi1
M = ma1
ms1

As operagoes mais comuns relacionadas a uma matriz sao:

Multiplicagao por escalar: c € Re M = Ms;:

Cmiy1 Cmiz CMa3
c.M = |cmg1 cmas cmog
m3i1 Cmgza2 CIN33

Matriz Transposta: é a matriz obtida trocando as linhas por colunas:
Mg = Mj;.
Tracgo: ¢ a soma dos elementos da diagonal de uma matriz quadrada:

TT’(Mnm) =M + ™Moo 4+ ...+ Mym,-

Determinante: é uma fator relacionado a condicao de inversao de uma matriz,
e definido como a diferenga entre os produtos da diagonal principal e da

diagonal secundaria:

det(MQQ) = M11Mo2 — M12MM271.

2.6 Grupo

Apresentadas as estruturas algébricas bdsicas, iremos introduzir o
conceito de grupo que, inicialmente, é constituido por um conjunto de elementos
e uma operacao fechada, que gera sempre elementos pertencentes a esta classe.

Dessa forma, se os elementos Gy, G, G, ... , e a operagao ® formam

um grupo, isto quer dizer que estes podem ser escritos como um conjunto G' =

5as matrizes linha e coluna sdo vetores



{G1,G2,G35,®, ...}, que é bindrio, fechado, tem elemento neutro e inverso, com

relacao a ®:

Definigao 2.3 Grupo: Dado um conjunto G = {G1, Ga, Gs, ...G,} pode-se dizer

que esta estrutura constitui um grupo em relacao a operacao & se:

1. ha uma operacao, denominada genericamente de multiplicacao ®, a qual é

associativa, isto €: G1 ® (Gy ® G3) = (G1 ® Gs) ® G;

2. deve haver o elemento unitario, E, o qual comuta com todos os outros ele-

mentos do grupo: E ® G, = G, ® E para qualquer G,, € G;

)

3. todo elemento G, € G possui inverso G, € G; de modo que G, G,' = E;

4. as operacoes do grupo sao fechadas, pois qualquer operagao de dois elemen-
tos do grupo resulta em um terceiro elemento também pertencente ao grupo:
exemplo Gy ® Gy = G, € G

Para classes de niimeros, podemos identificar que muitas delas podem

escritas por meio de um grupo.

Exemplo 2.3 O conjunto dos numeros inteiros Z forma um grupo com rela¢ao

a operacao de soma, {Z,~+} para a,b e c € Z:
1. a+ (b+c) = (a+b) + ¢ associativo;

2. a+ 0 =a ; elemento neutro 0;

3. a+ (—a) =e, inverso a™' = —a ;

4. qualquer combinagao por soma produz um niumero € Z, portanto o conjunto

¢ fechado com relagao a soma.

Por sua vez {N,+} nao forma um grupo ja que nao se pode definir
uma operagao inversa. Deste exemplo podemos entender que o conceito de grupo
é bastante sofisticado, no sentido de agregar de forma especifica as operacoes e as
estruturas em que estas atuam.

E f4cil ver que a rotacao em torno de apenas um eixo, a rotagao no
plano, pode ser associada a um grupo. Por exemplo, para a rotagao em torno do

eixo z, 2 : (z,y) — (x,y) pode-se constatar que:
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e hi o elemento neutro ( rotagdo de um angulo nulo) ;
e entende-se elementos inversos como rotagoes no sentido contrario;

e a composicao entre rotagoes, ¢ uma rotacao equivalente, também perten-

cente ao conjunto de rotagoes no plano.

2.7 Representacoes

Ha diversas formas de parametrizar matematicamente um problema,
analogamente ha inimeras formas de escrever os operadores de um grupo, sendo
que cada uma é dita uma representacdol”.

Quando as representacoes sao matriciais ha, basicamente, dois tipos
de representacoes, as redutiveis e as irredutiveis, que respectivamente denominam
as estruturas matriciais que podem ou nao ser rearranjadas em uma forma mais
simples.

Sob o aspecto da simplicidade, as representacoes irredutiveis sao
muito importantes pois assemelham-se a base do sistema, e assim qualquer confi-
guracao ¢ uma soma dessas representacoes fundamentais ou, em outras palavras,
qualquer representacao redutivel pode ser construida por meio de uma soma de

representacoes irredutiveis.

2.8 Corpo

Sob transformacao de coordenadas, o comprimento dos vetores é pre-
servado. Na verdade esta propriedade define escalares, e por completeza vamos
vincular escalares a idéia de corpo que, de forma analoga aos conceitos de vetor e

espaco vetorial, vem sintetizar as propridades de um escalar:

Definigao 2.4 Corpo: Dado o conjunto C' = {cy,c1,...cp} € dito que C' € um
corpo caso as operagoes de adigao (+) e multiplicagao(.) satisfacam as sequintes

propriedades:

1. em relacao a soma e multiplicacao :

(a) associativo: ¢y + (ca +c3) = (c1 + ¢2) + ¢35 e ¢1.(ca.c3) = (c1.¢2).c3;

(b) comutativo: c¢1 4+ ca = ca + €1 € ¢1.co = Ca.¢1;



11

2. hd o elemento identidade para a soma (e4) e a multiplicagdo (e):
(a) cn+er =er+cyecpe =e.Cp;

3. distributivo com respeito a multiplicagcdo sobre a adigdo: ¢1.(ca+c3) = ¢1.co+

C9.C3;
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Capitulo 3
O grupo de Rotagoes SO(n)

Apresentado o conceito de grupo e das principais estruturas mate-
maticas a ele relacionadas, vamos neste capitulo mostrar a aplicablidade dessas
idéais para andlise da rotagao para duas e trés dimensoes, que culminam com a

defini¢ao do grupo SO(n).

3.1 O grupo de Rotacoes no Plano

Iniciaremos nosso estudo restringindo nossa andlise ao plano euclidi-
ano bidimensional, E2, escolha que tem motivacao na simplicidade matematica
sem prejudicar o curso normal da discussao.

O grupo de rotacao no plano é o conjunto de operadores fechados
que contém as caracteristicas da rotacao neste espago vetorial, mapeando trans-
formagoes do tipo: (z,y) — (x,y). Utilizando a figura 3.1 é possivel mostrar
que esta transformacao é dada por um sistema de equagoes ou uma multiplicagao

vetor matriz, respectivamente dadas por:

r = zcosp — ysend '\ _ [cos¢ —sing\ [z
y = xsend + ycosp y ) \sing cos¢ Yy
Comparando as equacoes acima, é possivel identificar o operador de

rotagao no plano, dado por:

ro) = (g ) 1)
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>Y

Fig. 3.1 — Representacao da operagao da rotacao: (z,y) — (z,y)’, onde ¢, é o angulo

de rotacao.

O operador definido na equacao 3.1 é conhecido como matriz de ro-
tag¢do no plano; é uma funcdo continua, R(¢), representando assim um conjunto
infinito de operadores, ¢ € [—7,7].

Através da matriz de rotacao no plano, podemos estudar quaisquer
rotacoes em duas dimensoes, em torno de um eixo arbitrario. Portanto, caso
tenhamos rotagoes dadas em torno de Z com ¢ = £nw/2, para n € Z , teremos

os operadores: R(7m/2), R(m), R(37/2), e R(2m).

Exemplo 3.1 As rotagoes no plano euclidiano bidimensional para ¢ = +nm/2,

n € Z, podem ser escritas como:
_ pf 4 (cosm/2 —sinmw/2) [0 —1)
L R(m[2) = R(=3m[2)"" = (sinW/Q cosw/2 )~ \1 0 )’

I v T &

3. note ainda que: R(m)R(—7) = (—E)(—E) = E? = E como esperado;

b n/2) = Ry = (32 min2) (0, 1)

cos2m —sin2w Lo
5. R2m) = R(0) =E = <sin27r cos 2 ) B <0 1)'

Por meio da matriz de rotacao, podemos verificar que estes operado-

res atendem a definicao de grupo, pois:

1. A operagao é fechada: R(¢1)R(¢2) = R(¢1 + ¢2), sendo R(¢1 + ¢2) € R().

Loutros intervalos também sdo possiveis, por exemplo:[0, 27]
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2. A operacao é associativa, pois para a adicao e multiplicacdo de matrizes te-

mos: R(¢1)+(R(¢2)+R(¢3)) = (R(d1)+R(2))+R(¢s) e R(dr)(R(¢2). R(ds)) =

(R(¢1)R(¢2)).R(¢3) com relagao a soma e multiplicagao usual de matrizes.

3. Para todo elemento R(¢,) € R(¢) hd um elemento inverso R(¢,)~ ' € R(¢)
2 e assim R(¢1) <> R(—¢1), e R(¢n)R(—¢n) = E.

4. Possui elemento identidade, que no caso é obtido tomando R(¢ = 0) = F,
de modo que R(¢,)R(0) = R(¢y).

O grupo formado pelo conjunto de operadores R(¢) é conhecido por

SO(2) cujo o nome refere-se as carateristicas dos operadores que o compoem:

especiais, ortogonais e de dimensao-2 *.

Teorema 3.1 Grupo de Rotagoes no Plano - ¢ o conjunto de operadores

R(¢) € SO(2), que satisfazem a defini¢ao de grupos, que rotaciona vetores em E?

de um angulo ¢:

(2,9)" = R(¢)(z,y)
2\ _ [cos¢p —seng)\ [z
y)  \sing cos¢ Y
3.1.1 Propriedades do Grupo de Rotagoes no Plano: SO(2)

Estabelecido SO(2) como ferramenta para o estudo da rota¢ao no

plano, a intencao aqui é destacar suas propriedades. Inicia-se esta tarefa pela

andlise das caracteristicas que distinguem SO(2) e que fazem com que ele seja

identificado como: especial, ortogonal e de dimensdo-2.

E dito que um operador matricial é especial quando tem determinante

igual a 1. E ficil notar que os operadores pertencentes a SO(2) obedecem esta

condi¢ao, uma vez que dado um operador R(¢) € SO(2) é imediato notar que o

determinante da matriz det R(¢) = cos*¢ + cos’¢ = 1.

Outra propriedade que caracteriza os operadores de SO(2) é a da

ortogonalidade, definida quando uma matriz multiplicada pela sua transposta
resulta na matriz identidade, isto é R(¢)R(¢)T = E, pois:

2note que o elemento inverso neste caso é uma rotacio no sentido inverso
3do inglés: special, orthogonal, dimension-2
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seng  cos¢p

R(6)T = ( cos¢ sengb)

R(¢) = (cosq§ —sengb) (32)

—seng cosp

R(¢)R(¢)" = R(¢)R(~¢) = R(¢ — ¢) = E

Verificamos ainda que SO(2) é consistente com os vinculos fisicos da

operacao de rotacao, a saber:

1. Conserva o comprimento dos vetores |(z,y)| = |(x,y)]|:

(z,9) = R(¢)(z,y

|(z,9) | = R(¢)(w, y) R(¢
= R(2)(z,y)”
= E.(z,y)* = E|(z,9)| = |(z,y)].

2. Tem periodo de 27, dado que uma rotacao completa é identica a identidade.
3. E comutativo, R(¢1)R(¢s) = R(¢2)R(¢r).

4. E associativo R(¢y + ¢o) = R(¢2)R(61).

5. O operador inverso deve ser igual & rotacao no sentido contrario, R(¢)™! =

R(—=9) .

6. Forma um conjunto continuo, pois R(¢) é definido V ¢.

O grupo SO(2) também é classificado como unidimensional devido
a exibir a uma dependéncia funcional de uma unica quantidade, que por sua vez é
também continua, visto que sempre tem-se um angulo ¢ valido para um intervalo
o qual estd parametrizado a funcao R(¢).

Provém da analiticidade dos operadores do grupo de rotagao no plano
com relagao a variavel ¢ a possibilidade das rotagoes tornarem-se suficientemente
pequenas, d¢ = ¢ — 0. Dessa forma, teremos o operador de rotagao dado por um

montante de operagoes infinitesimais R(¢) = R(d¢1) + R(d¢ps) + ....R(dpy,).
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3.1.2 O gerador do Grupo de Rotacao no Plano

Utilizando a equacdo de Eulerl), ' = cos¢ +isend, onde i = /—1,

¢é possivel reescrever o operador de rotacao no plano como:
__[cos¢ —sing
R(¢) = (Singb cos ¢ )
10 0 —1
= cos¢ (O 1) + seng (1 0 )

= cos¢ <(1) ?) + seng (_OZ.Q z(j)
= 0S¢ ((1) (1)> — iseng (? _OZ>

= Fcos¢p — iJseng

onde

o< (1) o0 7).

O operador J definido acima é o gerador das rotacoes no plano e
através dele podemos associar um ajuste exponencial que retrate SO(2) em torno
da origem, F/, utilizando pouquissimos parametros: ¢, J, o que pode ser observado

pela expansao :

R(¢) = e
=E—iJop— E¢*/2 —iJ(—¢*/3)) + O*
= Fcosp —iJseng

_ (COS ¢ —sin q§)
sing cos¢ )

onde no caso utilizamos a propriedade de .J ser ciclico, isto é:

2 (0 =i\ (0 =i\ _
J_(i 0><2 0)—E
J=J=JE=J

Jr=J2 ) =FE
JP=JJ ' =JFE =]
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E interessante perceber que SO(2) escrito sob a forma R(¢) = e~/¢

preserva suas propriedades, por exemplo:

1. é fechado:
R(¢1)R(¢) = e™P2e701 = 701792 = R(¢) + ).

2. apresenta elemento inverso:

R(¢)™ = R(=¢) = .

3. possui elemento identidade:

R(¢p=0)=¢e"=E.

3.2 O grupo de Rotacoes em Trés Dimensoes
SO(3)

Vamos agora estender nosso estudo sobre grupo de rotagao, de forma
a contemplar as rotagoes no espago euclidiano tridimensional. Construiremos um
grupo, o grupo de rotagao no espaco, SO(3) *, que caracterize a rotacao para o
espaco euclidiano tridimensional, E3.

O grupo de rotagoes no espaco €, desta forma, o conjunto de operado-
res, R € SO(3) , relacionados & operacio (z,y,2) — (z,y,2)". A parametrizacio
utilizada na determinacao R € SO(3) é feita eixo por eixo, ou seja: a rotagao no
espaco é entendida como uma composicao de rotacoes independentes realizadas
em torno z,y e Z.

Por conseguinte, R, (¢) denota a rotacao em torno de Z de um angulo
¢, e analogamente R,(5) e R,(7) compoem a denominacao dos operadores de
rotagdo em SO(3). Representaremos assim os operadores de rotacao no espago
através de trés operadores unidimensionais, parametrizados pelas quantidades ¢,
e 7y, conhecidos como dngulos de FEuler!! .

E interessante observar, que a parametrizacao via angulos de euler,
leva a operadores muito parecidos com os R € SO(2), o que é explicado pela
geometria dessa escolha, que é equivalente a fixar uma direcao e girar em torno

dela. Assim, por exemplo, para uma rotacao de um angulo ¢ em torno de Zz:

4especial, ortogonal, dimensdo trés
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cos¢p —sing 0
R.(¢) = (sinqS cos ¢ 0) : (3.3)
0 0 1

Sob esta forma de parametrizacao, a rotacao em torno de uma direcao
pode ser arbitrariamente descrita pelo grupo de rotagao no plano, ou no espago,

sendo que a tnica diferenca esta na dimensao espacial em que estes grupos atuam:
e R € SO(2), atua em E2, sendo que a terceira direcao permanece inalterada;

e R € SO(3), atua em E?® e traz dentro de sua estrutura a preservagao com

relacao a uma direcao.

Sob o aspecto de conjuntos SO(2) € SO(3), de modo que, & partir
do estudo do grupo de rotagoes no espaco, deve ser possivel reproduzir todas

propriedades da rotagao bidimensional. Assim, a rotacao em torno de Z pode ser

dada por:
1. Re SO(2):
x /_ cos¢ —sing x
y) \sin¢g cos¢ | \y
(z,y) = (xcosp — yseng, xsend + ysend)
2. Re SO(3):

r\’ cos¢ —sing 0 x
(y) = (sin ¢ coso O) ) (y)
z 0 0 1 z

(x,y,2) = (xcosp — ysend, rsend + yseng, z)

Seguindo o mesmo raciocinio geométrico os operadores R € SO(3)

que operam em torno de ¢ e & sao dados por:

cosy 0 sinvy 1 0 0
R,(v) = ( 0 1 0 > R.(5) = (O cos f3 —sinﬁ) (3.4)
—siny 0 cosvy 0 sinf cosf
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Devido a parametrizagao unidimensional e continua, é possivel as-
sociar um gerador J € SO(3), e assim representar o grupo de forma compacta.
Consequentemente, relaciona-se as trés matrizes espaciais de rotacao, aos gerado-

res: J, < R.(¢), J, <> R:(B) e J, <+ Ry(7), obtidos de forma andloga que para

SO(2):
00 O 0 0 =2 0 —2 0
Jx:<0 0 —i), Jy:<0 0 0), Jz:<i 0 0). (3.5)
0 2 0 — 0 0 0O 0 O

E deste modo podemos escrever para SO(3) uma representacao expo-
nencial em fungao dos geradores, de forma anédloga ao procedimento para SO(2),

porém no caso tridimensional temos um produto de funcoes para cada direcao:

R($,7, §) = e 50t (36)

3.2.1 Propriedades do Grupo de Rotacao no Espaco

Iremos analisar as relagoes de comutacao dos geradores do grupo de
rotacao no espaco, de forma semelhante a abordagem feita para o caso bidimen-
sional, porém como veremos agora esses operadores nao comutam.

Calculando os comutador relacionado aos operadores J, e J:

00 0\ /0 0 i 0 0 @\ /0 0 0
[Jm,Jy]:JmJy—Jny:<O 0 —i) (0 0 0)-(0 0 0) (0 0 —i)
0 i 0/ \=i 00 —i 00/ \0 i 0

0 -1 0 0 -1 0
= (1 0 0) =1 (1 0 0) =1J,.
0 0 0 0 0 0

Por completeza, podemos arranjar os comutadores relacionados aos operadores

Jz, Jyed, como:

[Jy, J5] =i, [z, Jo] = 1J, [ oy Jy] = 0. (3.7)

As relacoes acima, podem entao ser reescritas, usando o tensor anti-simétrico,

Exyz 7 :
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[ o, Jy] = igay. .. (3.8)

Continuando a inspegao das propriedades dos geradores do grupo de
rotacao no espaco, ¢ interessante definir um escalar relacionado a estes operadores,
no caso, J* = J.J = J? + Jy2 + J2, o qual entao deve comutar com os demais

operadores:

00 0\ /00 0 000
J§:(0 0 —i) (0 0 —i :(0 1 o) (3.9)
0i 0/\0 i 0 001

100

2

Jy:(O 0 0 (3.10)
001
100

Jf:(o 1 0) (3.11)
000

000 100 100 2 00
J2:010>+000>+010>:020>:2E (3.12)
001 001 000 00 2

E interessante notar que as regras de comutacao, obtidas para os
geradores de rotaciao em E3, sdo andlogas as regras de comutacao do momento

angular, [ 1¥].

[J%, J.] =0 (3.13)

O operador J? comuta com qualquer um dos geradores de SO(3):

[J2, T, = J* T, — J,J? = 2EJ, — J,2E = 0. (3.14)

A rotacao em torno de apenas um eixo comuta, enquanto que rota-

¢Oes no espaco nao; equivalentemente, diz-se que SO(2) comuta, ao contrario de
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SO(3). Baseando-nos no fato de que a escolha de uma representacao deve susten-
tar as caracteristicas da operagao a qual descreve, vamos utilizar os operadores
do grupo SO(3) para investigar se hd uma dependéncia entre a ordem da variavel
independente com respeito a comutatividade.

Considerando a rotacao apenas em torno de Z dada pela equacao 3.3
para um angulo infinitesimal ¢ = limy_,¢ ¢ e utilizando as expansoes em série de

Taylor para as fungoes sene = ¢ —%/6+ 0% e cose = 1 —&2/2+ 0%, reescrevemos

1—¢2/2 —e 0
R.(c) = e —052/2 0 (3.15)

De maneira similar os operadores correspondentes as rotacoes infite-

simais em torno de Z e ¢ sao:

10 0 1-¢2/2 0 ¢
Re)= |0 1-222  —«¢ R)=[ 0o 0o o0
0 5 1—¢%/2 —e 0 1-¢%)2

(3.16)

Multiplicando os operadores infinitesimais, equacoes 3.15 e 3.16, po-

demos calcular os comutadores relacionados aos operadores infinitesimais de SO(3):

10 0 1-e2/2 0 ¢
R.(e)R,(s)= [0 1—-¢?/2  —¢ 0 0 0 (3.17)
0 5 1—¢%/2 — 0 1-¢%)2
1—¢2/2 0 5
= g2 1-¢%/2 —¢
—€ £ 1—¢?

e analogamente:

1—¢2/2 g2 5
R,(e)R.(e) = 0 1—¢%/2 —e |. (3.18)
—€ —e  1—£

Através dos resultados das equagoes, 3.17 e 3.18, vemos que a or-
dem de ¢ esta relacionada a comutatividade dos operadores de SO(3), pois se

admitirmos €2 = 0 estas equacoes sao idénticas.
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Ainda ¢é possivel relacionar o comutador [R,, R,| com o operador
identidade R,(0) = R,(0) = R,(0) = E:

]
()
N

(R (), Ry(e)] =

o N
oo
co o
I
=
n
~—~
™
(V)
SN—
I
oy
—~
o
SN—
I
=
N
—~
™
[\&]
SN—
I
eS|
—~
w
—_
©
S—
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Capitulo 4
Rotacoes no Espaco Complexo

Abordamos até aqui a rotacao de maneira cldssica, uma vez que
SO(n) é a classe de operadores que operam sobre o espaco euclidiano E™ ajustando
a rotacao dos vetores que o compoem. A proposta agora é analisar como um espago
vetorial complexo, ou seja um espaco no qual os objetos que o constituem € C.
Em suma a intencao é estudar a rotacao em um caso mais geral, ja que C D R.

A grande utilidade de um espaco complexo, C", esta relacionada
com estudo da mecanica quantica, onde os estados dos sistemas sao mapeados
por operadores matriciais lineares, R, de modo que uma rotacao seja dada por
)" = R|a).

Um sistema quantico é altamente abstrato, resultando que as idea-
lizagoes sobre a dinamica do sistema sejam postas na forma de representagoes,
que sao condicionadas por vinculos fisicos os quais estes sistemas e sua algebra
devem obedecer. Consequentemente, o estudo da mecanica quantica converge
para a utilizacao de representacoes e grupos, organizados por meio de postula-
dos que remetem diretamente as condigoes e contornos os quais o sistema ou sua

representacao devem atender.

4.1 Espaco de Hilbert

Dentre os espacos complexos, nos concentramos especificamente no
espaco de Hilbert, H", que configura-se como o conjunto de vetores e regras ope-
ratorias que se ajustam ao estudo de representacoes na mecanica quantica, onde

n é a dimensao. E desta forma H” uma extensao de E? uma vez que é construido
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sobre o corpo dos nimeros complexos.

A primeira caracteristica de H" é a sua dualidade, ligada a sua cons-
trucdo por meio de um vetor, denominado ket, |a) , sempre relacionado ao seu
oposto dito bra, (a|. O espago C" é assim expandido em fungao de auto-kets,

{|a’)}; e auto-bras, {(a'|}, de forma biunivoca:

a'),|a"), ... & (d], ("], ... (4.1)

@) +18) < {al + (B, - (4.2)

Postula-se que o bra dual relacionado & c|a) é ¢*(a| e ndo c({a|l .

De forma mais geral reescrevemos a relacao ket-bra como:

Cala) + cp|B) <> cial + c5(B]. (4.3)

O produto interno para o espaco vetorial complexo é dado partir
da operacao entre dois vetores, um bra e um ket, da qual resulta um ntmero

complexo:

{Bla) = ((B])-(Je)) (4.4)

Do mesmo modo postula-se as propriedades fundamentais do produto

interno destes operadores, dadas por:

(Bla) = (alB)* (4.5)

e assim (f|a) e («|f) s@o complexos conjugados um do outro.

O produto escalar é andlogo ao produto escalar em E™, contudo de-
vemos agora distinguir entre (3|a) # («|8) devido a natureza complexa do espago
vetorial.

Percebe-se por meio da equagao 4.5 que (a|a) € R, substituindo

(8] = {al.
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A equacao 4.6 estabelece que temos uma métrica positiva, isto é
(a]a) = 0 apenas para um ket nulo. Define-se ainda que dois kets (a| e |5)

sao ditos ortogonais se:

{a]B) =0 (4.7)

e utilizando a equacao 4.5 também podemos verificar que :

(Bla) =0 (4.8)

4.2 Momento Angular e Operadores de Rotacao

Com base nos resultados anteriores, vimos que podemos descrever
a rotacao de um sistema fisico via uma matriz de rotagao. Assim, dado um
sistema fisico descrito por uma configuragao escrita por uma fungao ¥(z,y, 2),
onde x,y e z sao as coordenadas espaciais, podemos definir que uma rotagao pode

ser genericamente escrita como:

i = RZ (4.9)

onde R é o operador de rotacao, ou seja:

Rip(z,y,2) = (z,y,2) = (7). (4.10)

. / .
Em outras palavras, R opera sobre 1 criando v, numericamente
. — -~ . ~
igual a (), onde ¥ s@o as coordenadass escritas em relacao a R.
Considerando R., equacao 3.3, e a componente Z do operador mo-
lar classico LI’ lacionar di d
mento angular classico , vamos relacionar diretamente os geradores e as regras
de comutacao do momento angular. Escrevendo L = 7 X p'em termos do opera-
dor momento, i(0,, dy, ;) , podemos considerar uma rotagao infinitesimal de um

angulo d¢ em torno de Z como:
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Expandindo o lado direito em serie de Taylor!’!, e considerando ape-

nas a primeira ordem de §¢:

R.(00)¢(x,y, 2) = ¥(x,y, 2) — (6¢){wdy) — yOp} + O

ou seja, obtemos uma expressao em funcao de ¢L,, e como a rotagao

em torno de uma tnica dire¢ao comuta:

Ro(¢+09)¢(,y,2) = R(00) R(0) (2, y, 2) = (1 = i(69) L2) Ro(0)y (4.13)

e assim nos mostra uma forma fechada, muito 1util para calculo de

uma rotagao em relacao apenas a uma dada diregao:

R.(¢+6¢) — R.(¢)/0¢ = —iL.R.(6). (4.14)

Observa-se que lado esquerdo da equagao 4.14 coincide com a defi-

.« o~ . ~ . . d
nicao de derivada de funcao para d¢ — 0, e identificando o termo @RZ(@ na
equagao acima, obtivemos uma equacao diferencial de primeira ordem, cuja so-
lucao e seu valor de contorno, considerando as propriedades de diferenciacao da

funcao exponencial, sao:

R.(¢) = exp(—iL,), R, =FE. (4.15)

Reescrevendo sob uma forma matricial, e definindo o operador S =
i€k, no qual 7 é imagiario e €;;;, ¢ a constante de estrutura de SO(3), reconhecemos
a interligagao entre os operadores L e J ja que ambos obedecem as mesmas regras

de comutagao:

O
L. =(2,y,2)J. (%) : (4.16)
o)
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4.3 Homorfismo entre o Grupo SU(2) e SO(3)

O grupo especial unitério, SU(2) , é o grupo composto pelas matrizes
unitarias, UQ,ZU;Q = E , com det(U) = 1, e cujos geradores sdo dados pelas
matrizes de Pauli.

Segue que uma matriz Usy € SU(2) pode ser parametrizada utili-

zando as quantidades a,b,c e d € R:

Ups = (‘é Z) (4.17)

e logo complexo conjugado relacionado ao operador Us s, isto é U;ﬂ2

* b*
Uy = (i d*> (4.18)

como U é unitario, entao impomos U272U§2 = E:

+ (a b\ (a* b\ _ (aa® +bb* ac® +0bd*\ _
vut = (c d) <c* d*) o (ca* +bd* cct+dd*) £ (4.19)
e assim podemos relacionar os a = d e b = —c, pois:
la> + b =1 (4.20)
lc? +|d? =1 (4.21)
ac* +bd" = 0. (4.22)
Consequentemente a = cosne® e b = —senne’. E a forma geral

de um operador € SU(2) é representada por trés varidveis continuas £,7,( € R

conhecidos como parametros de Caley-Klein):

e“cosn e“senn a b
U_(—e_iccosn e %senn) — \—=b* a* (4.23)
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Utilizando um procedimento analogo a obtencao da equacao dos ge-
radores de SO(n), no qual diferenciamos e truncamos para ordens maiores ou

iguais a O?, obtemos os geradores de SU(n):

S T () B U

As equagoes em 4.24 sao conhecidas como as matrizes de Pauli e
tratam da rotacdo de um sistema quantico bidimensional”l,["). Note que as ma-
trices de Pauli sao hermitianas, e assim tém autovalores reais. Com relagao aos

geradores de SU(2) podemos escrever que as fungoes geradoras sao:

U, = eiazaz/Z ’Uy — eiayay/2 ’Ux = eiazaz/Z (425)

onde os trés parametros da equacao 4.27, a,,a, e a, € R. E importante notar
que hé nesta equacao um fator 1/2 é posto para que possamos definir uma regra
de comutagao similar ao estudo de SO(3), R <» J. Deste modo definimos um

operador s <> o, que se transforma exatamente como o momento angular:

s, =0,/2, sy = 0y/2, Sy = 04/2. (4.26)

E assim podemos relacionar com a rotacao no espago complexo bidi-

mensional uma expressao compacta analoga ao caso classico:
[Sz, Sy] = 1€4y20. (4.27)

Analizando a forma dos grupos SO(3) e SU(2), notamos que SU(2)
descreve as rotagoes em H?, ao passo que SO(3) desempenha funcao identica
com relacdo a E3. Assim hd um correspondéncia entre essas duas estruturas
denominada genericamente morfismo ja que funcionalmente podemos mapear uma
em funcao da outra, lembrando porém do ajuste do fator 1/2.

De outro modo essa constante 1/2 pode ser entendida através do
periodo das fung¢oes R € SO(3) e U € SU(2), que ao longo de Z respectivamente

tem perfodo 27 e 47. Ou ainda a partir de 4.23, para a = €% e b = 0:

e 0 0 1\ /(e ™ 0 0 e 2
o= (5 B QY D-(8T)
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Escrevendo em termos de cada componente de o, nota-se que o valor

da fungao estd dobrado, pois:

UZZL‘O'xU;r = xc0s2o, — rsen2€o, (4.29)
U.xo,Ul = ycos2¢o, + ysen2éo, (4.30)
U,xo,Ul = z0.. (4.31)

Desta forma, hd uma correspondéncia, que nao é univoca(um por
um) , entre SO(3) e SU(2), mas sim biunivoca (duas para um), que define que
esses grupos sao homeomorficos. Por fim, podemos compar o morfismo destes

grupos relacionando seus operadores para um angulo arbitrario w como:

pio/?2 0 cosw —sinw 0
Uw/2:< 0 e_iw/Q)HRZ(w): SiI(l)w co(s)w (1) (4.32)
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Capitulo 5
Conclusao

Abordamos neste trabalho a operacao de rotacao do ponto de vista
de operadores. Deste modo obtivemos e analisamos os grupos que ajustaram as
propriedades de rotagao no plano euclidiano bi e tridimensional,respectivamente
dados por SO(2) e SO(3).

Identificamos para os grupos de rotagao classicos, SO(n), a relagao
entre a dimensionalidade do espacgo, a partir das estruturas vetoriais nas quais
os operadores atuam, a conservacao do produto escalar, e principalmente deriva-
mos, a partir dos operadores de rotacao, as regras pelas quais se transformam os
operadores de momento angular.

Fundamentados os elementos basicos da teoria de grupos de rotacao
para o caso classico, observamos a rotacao para um sistema abstrato, a rotacao
no espaco de Hilbert em duas dimensoes, para a qual o uso de representacoes,
operadores e postulados nao é s natural como necessario.

Também para este sistema foi possivel investigar a rotacao com base
nas ferramentas derivadas ao longo do texto, obter as matrizes de Pauli e também
relacionar uma relagao analoga do momento angular classico.

Por fim, ainda analisamos como as classes de operadores pertencentes
a SO(3) e SU(2) sao mapeadas, a constante 1/2 aparece com relagdo ao ajuste
das regras de comutagao dos operadores o € SU(2), juntamente com a qual se
identifica o homorfismo reconhecidamente confirmado na literatura aos grupos
SO(3) e SU(2) .
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