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CAMARGO, Samuel Jungles. Sistemas de Bresse com acoplamento termoeléstico na Forga
de Cisalhamento e Momento Fletor . 2020. 101 f. Dissertacdo (Mestrado em Matematica
Aplicada e Computacional) — Universidade Estadual de Londrina, Londrina, 2020.

RESUMO

Neste trabalho, estudamos a existéncia e estabilidade de solucdo para dois novos sis- temas
termoelasticos de Bresse, cujas leis constitutivas sdo motivadas pelo trabalho de Lag- nese,
Leugering e Schmidt em [10]. Inicialmente, os acoplamentos térmicos estdo localizados no
momento fletor e na forca de cisalhamento, na sequéncia consideramos 0 mesmo sistema
adicionado de uma dissipacdo localizada no deslocamento horizontal. Primeiro, provamos a
existéncia e a unicidade de solucdo para os problemas através da teoria do semigrupos linea-
res, de acordo com a teoria em Pazy [13]. Em seguida, provamos dois resultados dependendo
de uma relacdo com os coeficientes para o primeiro caso e um resultado de estabilidade que
independe de relagdo entre os coeficientes no segundo caso. Para tal finalidade, usamos os re-
sultados abstratos fornecidos por Priss [14], Borichev-Tomilov [4] e provamos um resultado de
observabilidade para sistemas do tipo Bresse.

Palavras-chave: Sistema de Bresse. Desigualdade de observabilidade. Estabilidade exponen-
cial. Decaimento polinomial.



CAMARGO, Samuel Jungles. Bresse systems with thermoelastic coupling on the Shear
Force and Bending Moment. 2020. 101 p. Dissertacdo (Mestrado em Matematica Aplicada e
Computacional) — Universidade Estadual de Londrina, Londrina, 2020.

ABSTRACT

In this work, we study the existence and stability of solution for two new thermoelastic Bresse
systems, whose constitutive laws are motivated by the work of Lagnese, Leugering e Schmidt
[10]. Initially, the thermal couplings are located on the bending moment and shear force, then
we consider the same system added by a new localized dissipation on the horizontal
displacement. We first prove the existence and uniqueness of solution through the linear semi-
group theory, according to Pazy [13], for each problem. Then, we prove two stability results
depending on a relation among the coefficients in the first case and a stability result independent
of such relation in the second case. To this end, we use abstract results provided by Priss [14],
Borichev-Tomilov [4] and prove an observability result for Bresse type systems.

Keywords: Bresse system. Observability inequality. Exponential stability. Polynomial
decay.



2.1
2.2
2.3
2.4

3.1
3.1.1
3.12
3.2
321
3.2.2
3.2.3
3.3
3.4

4.1
4.2
4.3
4.3.1

5.1
5.2

SUMARIO

LN EI0] 5161070 TSRO 10
PRELIMINARES ...ttt e 14
ANALISE FUNCIONAL ...ttt e e 14
sy =Xl 13 14
ESPACOS DE SOBOLEV UNIDIMENSIONAIS.......uvteitieeiiieeiieeessieeessneesssseessssessnssessnseeeanes 15
SEMIGRUPOS LINEARES ....ttteuiatetetesestesteseesesseseeseasesseseasessessesessessessessssessessssessessesessens 16
SISTEMA DE BRESSE TERMOELASTICO.....ccooeiverieereeeeeeesesesessesisse s 20
EXISTENCIA E UNICIDADE DE SOLUGAO ....ccciiiieiiieeciie e stee e siee e et niee e snee e 20
Condicéo De Fronteira De DiIriChlet...........ccovieiieiiiicceee e 20
Condicdo De Fronteira De Dirichlet — NeUmMann ..o 34
ESTABILIDADE .....cvetetietesteieseete sttt sttt be bbb et e st sae st e be st e s e seabe st e s eneene e e e enenes 41
0T T T I T [0SR 42
Conclusao Da Prova Do Teorema 3.19: Decaimento Exponencial ...............cccccoeueeee. 62
Conclusdo Da Prova Do Teorema 3.20: Decaimento Polinomial ............ccccoovviennne. 63
FALTA DE DECAIMENTO EXPONENCIAL ..cvvovvitiieriatisieiesieiesieeesessesiesessesseseesssseseeneesenes 65
OTIMALIDADE DO DECAIMENTO POLINOMIAL ....cvviviiinieiisiesieieiesie e sieeese e siene s 70

SISTEMA DE BRESSE TERMO ELASTICO COM DISSIPACAO
LOCALIZADA ...t e e et e e e st e e e s e aba e e e s sbaeeeeans 72
O MoDELO CoM Dois ACOPLAMENTOS TERMICOS E UMA DISSIPACAO LOCALIZADA 72

EXISTENCIA E UNICIDADE ... .eeeee ettt e e e e e e e e e e e e e e e e e eeennnns 73
B ST ABILIDADE ... i iiiteeetee e e e ettt et et e e et et e e et e st e eeeettes s s e teeeeeteea b et e e eeeeteeer i rraaeaees 76
Conclusdo Da Prova Do Teorema 4.5: Decaimento Exponencial .............c.cccovvennee. 80
SISTEMA DE BRESSE CONSERVATINVO ...ttt eeee e e 82
DESIGUALDADE DE OBSERVABILIDADE PARA SISTEMAS DO TIPO BRESSE.........vvv...... 82
RESULTADO DE EXTENSAD .. ceeett ettt e et e e e e e e e e e r e e e e e e e e eeennnns 98
CONGCLUSAO ...t e e s e s e eeeseseseseseeeeeseseneeeneeeseeeeens 99

REFERENCIAS . ..ottt e et e es e e e et es e e e e er e e e e et e s eeateesas e 100



10

1 INTRODUCAO

O sistema de Bresse foi desenvolvido pelo engenheiro francés Jaques Antoine Char-
les Bresse (1822-1883). Este modelo consiste em descrever o comportamento de uma viga
arqueada fina por meio de um sistema de equagdes diferenciais, ou seja, este modelo rege a
movimentacdo de um corpo eléstico.

O sistema de Bresse em sua forma isotérmica, leva em consideracdo trés movimentos
sobre o corpo (viga) em questdo: o deslocamento vertical ¢(x,t), dngulo de rotacdo 1 (z,t) e
o deslocamento longitudinal w(z, t), onde cada uma depende do tempo ¢ > 0 e da sua posi¢cao
x € (0,{), considerando ¢ como o comprimento da linha de referéncia que atravessa o centro

da viga (ver Figura 1.1).

. e SN .,
‘_',_:d-"f————_ _'Ir"—-ll____ "-\.:‘_?_ o
e P - - 1- .
“_,IJP | o—'—l- -""--_\_\_.‘._H\x"\-\.‘_
s [w Sl el
' f Wl
< P T NN

Figura 1.1: Inicialmente uma particula P se concentra fixada, apds uma deformacdo na viga
obtemos um deslocamento da particula P para uma nova posicdo P’. (Autor: Ver [7]).

O sistema de Bresse em sua forma eldstica, como segue em [5], possui as seguintes

equagdes governantes:

pAQOtt = Q:E + lN7
plpy = M, — Q, (L.1)
pAwy = N, —1Q,

onde as leis constitutivas eldsticas sd@o dadas por

Q =KGA(p, + ¢ + lw), (1.2)
N = EA(w, — ly), (1.3)
M = EI,, (1.4)
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descrevendo, respectivamente, a for¢a de cisalhamento, forga axial e momento fletor, onde A é
a area da seccgdo transversal, / € o momento de inércia da seccdo transversal (com respeito ao
eixo vertical), E é o médulo de elasticidade, G é o mddulo de cisalhamento, k&’ é o coeficiente
de cisalhamento, p é a densidade do material e [ = R~! com R sendo o raio de curvatura (Ver
[5D.

O sistema (1.1) munido das leis (1.2)-(1.4) estd em um estado conservativo, isto €,
nao existe influéncia de dissipa¢do. Mais recentemente, Lagnese, Leugering e Schmit em [10]
obtiveram novos sistemas que regem o movimento de uma viga arqueada, considerando também
a variagdo de temperatura 6(z,t). Desta forma, pode-se acoplar em (1.1) uma (ou mais de
uma) equagdo do calor, obtendo assim um Sistema de Bresse Termoelastico. Neste caso, de
acordo com [10], se considerarmos o fluxo de calor atuando no momento fletor e na forca de

cisalhamento, o sistema termoelastico € descrito da seguinte forma:

pApy = Qp + [N,

plhy = M, — Q,

pAwy = N, —1Q), (1.5)
pcubs = qra — k1To(pz + 9 + lw)y,

PVt = Gog — koTot,

onde as seguintes leis constitutivas termoeldsticas sdo levadas em consideragao

Q :=KGA(p, + ¢ + lw) — k16, (1.6)
M = By, — ky), (1.7)

€ q1, o representam o fluxo de calor, 7, € a temperatura de referéncia, k1, ko sdo constantes de
acoplamento e ¢, € a capacidade térmica do material. Considerando a cldssica Lei de Fourier

para condugdo de calor, pode-se escrever o vetor ¢g;, com 7 = 1,2, da seguinte maneira:

1 1
Q1= p_erm q2 = _1990 (18)

v Cy

Para simplificarmos a notacdo, vamos considerar
p1:=pA, py:=pl, k:=kKGA, ky:=FEA, b:=FI,

e ainda,

C 1

psipai= D2y
3y M4 - T()’ 3 .

- pc Ty

Portanto, substituindo (1.4), (1.6), (1.7) e (1.8) em (1.5) obtemos o seguinte sistema termoelas-
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tico de Bresse:

p1pu — k(e + ¥+ lw)y — kol(w, — L) + k10, =0 em (0,0)x( )

p2thse — 0oy + k(pr + 0 +lw) — k10 + ko), =0 em (0, €)% ( )
prwy — ko(wy — 1)y + kl(pr + ¢ + lw) — k110 =0 em (0,¢)x(0, 4+00), (1.9)

P30y — by + k1(pr + 0 +lw), =0 em (0,0)x( )

pa0s — YWeo + kathey = 0 em (0, £)x( )

Observacao 1. Sob estas notagdes note que p3 = p4 € o = 7y, porém vamos considerar mate-
maticamente que pode ocorrer p3 # ps € o #* . Além disso, note também que sempre vale a

igualdade %o = &
p1 p2

A formulacdo do sistema (1.5) foi motivado pelas equacdes de modelagem em [10]
e também por uma variacdo do problema dado por Liu e Rao em [11], onde considera-se um
sistema termoeldstico do tipo Bresse porém com acoplamento térmico na forca axial € no mo-
mento fletor, também com a Lei de Fourier para condugio de calor e condi¢des de fronteira do
tipo Dirichlet e Dirichlet-Neumann. Em Liu e Rao [11], a solu¢@o do sistema decai exponenci-
almente quando a velocidade da onda do deslocamento vertical coincide com a velocidade da
onda do deslocamento longitudinal, isto é, quando G = E. Caso contrdrio, apenas uma taxa
de decaimento do tipo polinomial pode ser obtida, dependendo das condicdes de fronteira e da
regularidade dos dados iniciais.

No presente trabalho, a proposta € estudar o sistema (1.9), o qual ndo fora considerado
ainda na literatura e pretendemos demonstrar os resultados de estabilidade para este. Sendo
assim, vamos considerar (1.9) com condi¢des de fronteira de Dirichlet e Dirichlet-Neumann,

respectivamente, dadas por:
o(x,t) =P(z,t) = w(x,t) = 0(z,t) = I x,t) =0, para x € {0,¢}, (1.10)
ou
o(x,t) = Yp(x,t) = we(z,t) = 0, (x,t) = ¥ z,t) =0, para z € {0,/(}, (1.11)
e condicdes iniciais

(p(:(,’,O) = 300(1:)7 (pt(SC,O) = Spl(x)v ¢(x70) = ¢0<ZC), wt(QZ,O) = ¢1($)7
w(z,0) =wo(x), wi(z,0)=wi(z), 6(x,0)=0(x), V(x,0)="7(z).

No Capitulo 3, mostraremos no Teorema 3.19 que, independente das condi¢des de
fronteira estabelecidas em (1.10) e (1.11) para o sistema (1.9), a solu¢do decai exponencial-
mente quando as velocidades de propagacdo de ondas coincidem, isto é, quando k = ky. Caso
contrdrio, para k # ko mostraremos no Teorema 3.20 que a solug@o decai do tipo polinomial

com taxa Gtima de ¢~ /2 (ver Teorema 3.34) para dados iniciais regulares e, consequentemente,
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falta de estabilidade exponencial como mostraremos o Teorema 3.32. Para provar tais resulta-
dos a estratégia essencial se concentra em utilizar fun¢des cut-off, assim como Alves et al. [2],
onde considera-se um sistema termoelastico de Timoshenko e obtém estabilidade exponencial

ou polinomial com taxa t /2

independente das condi¢cdes de contorno estabelecidas.

Em seguida, no Capitulo 4 apresentaremos o sistema termoeldstico de Bresse (1.9)
acrescido de uma dissipacdo localizada no deslocamento horizontal. Para este caso, vamos
garantir no Teorema 4.5 que a solucdo do problema (conforme esté explicitado em (4.1)-(4.4))
decai exponencialmente independente de relacdo alguma entre os coeficientes do sistema e con-
di¢des de fronteira estabelecidas, diferenciando-se dos resultados do Capitulo 3.

Finalmente, observamos que a utilizacdo de funcdes cut-off, auxiliam significativa-
mente nas estimativas evitando problemas com termos de fronteira, mas essa ideia acarreta em
estimativas locais e portanto acaba nos gerando uma espécie de estimativas localizadas. Sendo
assim, em [2] utiliza-se de um resultado de observabilidade para sistemas do tipo Timoshenko,
provado por Rivera et al. [17], a fim de estender estas estimativas locais para todo intervalo em
questdo. Portanto, como estamos tratando de um sistema termoeldstico de Bresse vamos apre-
sentar na Proposi¢do 5.1 do Capitulo 5 uma versdo deste resultado de observabilidade, agora
para sistemas do tipo Bresse juntamente com um resultado de extensdo como segue no Corolé-
rio 5.2. Com este importante resultado em mente, podemos concluir os objetivos almejados nos

Capitulos 3 e 4.
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2 PRELIMINARES

O objetivo principal deste capitulo é fundamentar teoricamente o corpo deste trabalho,
mas da maneira mais sutil possivel. Os resultados preliminares que serdo apresentados nao con-
templam toda a formulacio conceitual, apenas sdo exibidos os principais resultados utilizados.
Basicamente serdo apresentados alguns resultados de andlise funcional, espacos LP, espacos
de Sobolev unidimensionais e teoria de semigrupos lineares, as demonstragdes serdo omitidas

neste capitulo havendo apenas uma orientacao ao leitor.

2.1 ANALISE FUNCIONAL

Teorema 2.1. (Lax-Milgram). Sejam H um espaco de Hilbert sob o corpo C e uma forma
sesquilinear a : H X H — C continua e coerciva. Entdo, para qualquer funcional antilinear

f:H — C, existe um tinico v € H tal que

G(I,y) = (f7 y)7'b \V/y €EH.

Demonstragdo. Ver [12], Corolério 6.6.2. ]

Teorema 2.2. Seja H um espago de Banach e S € L(H) um operador invertivel de modo que
St e L(H). Se B € L(H) é um operador tal que

1
[P —
0= 15 e

entdo S + B é um operador linear, limitado e invertivel.

Demonstragdo. Ver [16], Lema 2.12.1. O

2.2 ESPACOS L?

Definicdo 2.3. Seja I C R aberto e 0 < p < + 0o. Indicaremos por LP(I) o seguinte conjunto,

IP(I)={f: 1 — (—o00,+00); f é mensurdvel e || f||, < + o0},

111, = ([ 1rwpas) "

Observacio 2. Para o caso p = 2 0 espago L*([) é um espago de Hilbert sobre R munido do

onde

seguinte produto interno,

(f. 9)2 = /I f(@)g(@) dx, ¥ f.g € IA(T).
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Lema24. Sel <p<+ooea,b>0,entdoa’ + b < (a+b)P <271 (aP + bP).
Demonstragdo. Ver [1], Lema 2.2. O

Teorema 2.5. (Desigualdade de Young com c). Sejam a,b > 0 e 1 < p,q < 4 0o conjugados.

Entdo, para todo £ > 0 temos
ab < ea? + Cebqa

onde C. é uma constante positiva que depende de ¢.

Demonstragdo. Ver [9], Observagdo 4.51. [

Teorema 2.6. (Desigualdade de Holder). Sejam I C R um aberto, f € LP(I) e g € Li(I),
com 1 < p,q < + oo conjugados. Entdo, o produto fg € L*(I) e

gl < 1 1pllgla:

ou seja, se 1 < p < 4+ oo temos

ﬂlﬂ@m@Wxs([ummw{f”(ﬂm@mu{f”_

Demonstragcdo. Ver [6], Teorema 4.6. O

2.3 ESPACOS DE SOBOLEV UNIDIMENSIONAIS

Definicao 2.7. (Espaco de Sobolev). Sejam I um intervalo aberto e 1 < p < + co. Definimos

o espago de Sobolev WP (I) como o seguinte conjunto
WP(I) = {u € LP(I);dg € LP(I) com /u@dm = —/g@dx, Ve CS(I)} :
I I
e ainda, para o caso de p = 2 denotamos W'*(I) := H'(I). Além disso, o espago WP é
completo com a seguinte norma:

lullwio = (Jull? + l[ual2) ", Yu € WH(I), 1 < p < + oo

Defini¢ao 2.8. (Derivada Fraca). Seja u € H'(I), com I C R aberto. A fungdo g € L*(I) tal

que
/u@dw = — /g@dx, Ve Cy(I),
I I
é denominada a derivada fraca de u e denotamos g = u'.

Teorema 2.9. Seja I C R. Entdo, existe uma constante C > 0 tal que ||u||oo < C||u|| g1, para
todow € H'(I), ou seja, H'(I) — L>(I).
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Demonstracdo. Ver [6], Teorema 8.8. O
Teorema 2.10. Se I for limitado, entdo H'(I) C C(I), com inclusd@o compacta.
Demonstragdo. Ver [6], Teorema 8.8. U]

Teorema 2.11. (Integragdo por Partes). Sejam u,v € H*(I), com I C R aberto. Entdo temos

que wv € H'(I) e (wv) = u'v + wv'. Além disso, vale que

Demonstragdo. Ver [6] , Corolario 8.10. L]

Definicio 2.12. Dado 1 < p < oo e I C R, denotaremos por W, *(I) o fecho de C{(I) em
W'(I). Em particular, denotaremos Wy*(I) := HL(I).

Teorema 2.13. Uma fungdo v € Hj(I) se, e somente se, u € H'(I) e u(z) =0, Vx € d1.
Demonstragdo. Ver [6], Teorema 9.17. O

Teorema 2.14. (Desigualdade de Poincaré). Seja I um intervalo limitado. Entdo, existe uma

constante c, > 0 (constante de Poincaré) tal que
lull i < epllull2, Vu € Hy(1).
Demonstragdo. Ver [6], Proposicao 8.13. [l

2.4 SEMIGRUPOS LINEARES

Definicdo 2.15. (Semigrupo). Dizemos que uma aplicacdo S : [0,00) — L(X) é um semi-

grupo de operadores lineares limitados de X se

(1) S(0) = Ix;
(ii) S(s +t) = S(s)S(t), Vs,t € [0, 00).

Além disso, dizemos que o semigrupo {S(t)}i+>o € um Cy-semigrupo se
%irré |S(t)x — z||x =0, paracadaz € X.
e

Definicdo 2.16. (Semigrupo de Contracées). Dizemos que {S(t) }1>o é um semigrupo de con-
tragoes quando ||S(t)||z(x) < 1 para todo t > 0.

Definicao 2.17. (Gerador Infinitesimal). Seja {S(t)}i>0 um semigrupo sobre um espago de
Banach X. O gerador infinitesimal de {S(t) }+>0 € 0 operador

A:D(A) C X — X,
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definido tal que

S(t)r —x

A(z) = lim , para cada x € X,

onde

D(A) = {m € X:3 limw}.

t—0

Definicao 2.18. (Operador Dissipativo). Seja H um espaco de Hilbert. Dizemos que o opera-
dor linear A : D(A) C H — H é dissipativo se

Re(AU,U) <0,VU € D(A).
Teorema 2.19. Seja H um espaco de Hilbert e A : D(A) C H — H um operador linear
dissipativo.
Pl. Se Im(\oI — A) = H para algum Ay > 0, entdo Im(A\ — A) = H para todo X\ > 0.
P2. SeIm(I — A) = H, entdo D(A) = H.

Demonstragdo. Ver [13], Teoremas 4.5 e 4.6. O

Teorema 2.20. Seja H um espaco de Banach e A : D(A) C H — H um operador linear com

conjunto resolvente p(A) ndo vazio. Entdo,

P1. O operador A tem resolvente compacto se, e somente se, a aplicacdo inclusao

it (DA llpay) = (Ho - ),
¢ compacta, onde || - || p(ay € a norma do grdfico.

P2. Suponhamos que o operador A tem resolvente compacto, entdo o espectro o(A) de A é

composto apenas por autovalores.
Demonstragdo. Ver [8] , Proposi¢do 5.8. [

Teorema 2.21. Seja H um espaco de Hilbert e A : D(A) C H — H um operador linear
dissipativo com dominio denso. Se 0 € p(A), onde p(A) é o conjunto resolvente de A, entdo o

operador A serd o gerador infnitesimal de um Cy-semigrupo de contracdes.

Demonstragdo. Ver [16], Teorema 2.12.3. O

Teorema 2.22. (Hille-Yosida). Seja A um gerador infinitesimal de um Cy-semigrupo de con-

tragbes S(t) = et

em um espaco de Hilbert H. Entdo, dado Uy € D(A) existe uma tnica
fungdo

U € CY([0, 4 00); H) N C([0,+ 00); D(A)),
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satisfazendo o seguinte problema de valor inicial

AU =U, t>0
ty ) (21)
Além disso, a solugdo é dada por U(t) = S(t)Uj.
Demonstragdo. Ver [6] , Teorema 7.4. O

Definicao 2.23. Seja H um espaco de Banach e A : D(A) C ‘H — H um operador linear.

Entdo, o dominio do operador A™ para algum n € N é dado por
D(A") ={U e D(A""): AU € D(A""),n e N)}. (2.2)

Teorema 2.24. Sob as hipéteses do Teorema 2.22, se Uy € D(A™) para n > 2 natural entdo a

solucdo U de (2.1) estd na classe

(C™ ([0, + 00), D(A)). (2.3)
j=0
Demonstracdo. Ver [18], Teorema 2.3.1. O

Teorema 2.25. (Priiss). Um C - semigrupo de contragées S(t) := et definido em um espago

de Hilbert H é exponencialmente estdvel se, e somente se,

(i) iR C p(A), (2.4)
QD&WMWWM@—Arwwﬂ<+m. (2.5)

—00
Demonstracdo. Ver [14] . O

Definicao 2.26. Dizemos que
f =0(g9) quando x — xy,
se existir uma constante C' > 0 tal que

|f(@)| < Clg(@)],

para todo x suficientemente proximo de x.

Teorema 2.27. (Borichev e Tomilov). Seja S(t) := ' um Cy-semigrupo limitado definido

sobre um espago de Hilbert H tal que iR C p(A). Entdo, para algum w > 0 sdo equivalentes



as seguintes afirmagoes:

(1) ISE)A™ 0y = O Y¥), para t — + o0,
(i) [|(iNg— A) " eay = O(IA|®), para || = + oc.

Demonstragdo. Ver [4].
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3 SISTEMA DE BRESSE TERMOELASTICO

Considere inicialmente o sistema de Bresse termoelastico dado por:

prew — k(pr + 9 4+ lw), — kol(w, — 1) + k16, =0
P2y — byy + k(@ + 0 + lw) — k10 + ko), =0
prwy — ko(we —19)e + kl(pzr + 0 + lw) — k110 =0
P36y — by, + ki(op + ¥ +1w), =0

Pl = Yz + kathar = 0

o qual é considerado com condicdes iniciais

cm

cm

cm

cm

cem

QO(Z‘,O) = 900(‘7;)7 9015{1:70) = 901(1‘)7 ¢($=0) = wO(J:)a wt(l’, 0) = wl(x>7
w(z,0) = wo(z), wi(z,0)=wi(z), 6(z,0)=0)(x),

e condi¢des de fronteira do tipo Dirichlet

Yz, 0) = Yo(z),

o(x,t) = P(z,t) = w(z,t) = 0(z,t) = I x,t) =0, para x € {0,(},

ou do tipo Dirichlet-Neumann

o(x,t) = p(z,t) = we(z,t) = 0, (x,t) = ¥ (z,t) =0, para z € {0,/(}.

20

3.1)

(3.2)

(3.3)

(3.4)

Neste momento, nosso objetivo é mostrar existéncia e unicidade de solucdo para este

sistema. Para isso, vamos reescrever (3.1)-(3.4) em um novo problema de evolucio e estuda-lo

via teoria de semigrupo linear.

3.1 EXISTENCIA E UNICIDADE DE SOLUCAO

3.1.1 Condicao de fronteira de Dirichlet

Nesta secao vamos reescrever o sistema (3.1)-(3.4) com condig¢ado de fronteira (3.3) em

um problema de Cauchy abstrato. Para isso, considere inicialmente o espago de fase

Hy = Hy(0,0)x L*(0,€)x Hy (0, )x L*(0, £)x Hy (0, £) < L*(0, £) x L*(0, £) x L*(0, £),

o qual é um espaco de Hilbert munido do produto interno usual

<U7 U*>H1 = (909:7 90;)2 + ((I)7 CI)*>2 + (1/}9:7 ¢Z>2 + (\Ijv \I}*)2 + (wﬂlu w;)z + (VV, W*)z

+(0,6%)s + (9,07)a,
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cuja a norma proveniente do mesmo €
UL, = llwalls + 1203 + a3 + 1213 + llwsllz + W15 + 19115 + 19113

onde U = (¢, ®, 0,V w, W, 0,9), U* = (o, ®*,o*, U* w*, W* 6*,9*) € H; e a aplicagdo
| - || é a norma em L?(0, £).
A partir de agora omitiremos a nota¢do L*(0, /) e H} (0, ), denotando simplesmente

por L? e H}, respectivamente. Além disso, consideremos uma nova aplica¢do definida por

(U, U gy, = p1(P,D%)g + po( ¥, U*)g + p1 (W, W*)a + b(1r, ¥3)2 + p3(6,0%)2
+ p4(0,9%)2 + k(pz + U + lw, @5 + P* +1w*)s + ko(wy — Lo, w} — lo*)a,

de onde, definimos também

U3, = pll®l5+ p2llV]5 + pr| W15 + bllvball3 + Kl (0 + ¥ + lw) |3 + koll(we — L)
+ p3|6]15 + pall9]|3,

para quaisquer U, U* € H,;.

Afirmacao 1. A aplicagio (-, )3, define um produto interno em #;, consequentemente || - ||3;,
define uma norma no mesmo espaco.

Com efeito, dado U € H; temos que
(U7 U)?'ll =0= q)7 \P7 VV7 97 797¢£E7 (902 + w + ZU)), (wx - ZQO) =0.

Note que,

[0y = ¥ell2 =0 =¥ =0,

portanto obtemos
or + w2 = ||lwe —lplla =0 = ¢, +lw=0¢e w, —lp=0.
Como w € Hj segue que ¢, € H}, entdo podemos considerar o seguinte sistema

4 Ro=0
{‘p T (3.5)

(0) = ¢(¢) = 0.

Sabendo que 0 € C(]0, £]), entdo o problema de valor inicial (3.5) possui uma solugdo
¢ € C?([0, £]) dada por (x) = csen(lx), com ¢ € R um coeficiente a determinar .

Substituindo a solu¢do em ¢, (0) + (w(0) = 0 temos que ¢ = 0. Portanto, ¢ = 0, e

consequentemente w = 0.
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Assim,
(U,U)y, =0 = U =0.

As demais propriedades seguem da defini¢cdo de produto interno em L? e do fato que
cada parcela do produto interno (U, U)y, € limitado por (U, U)y, + (U*,U*)y,, para U, U* €
H,.

Lema 3.1. As normas | - |3, e || - ||n, sdo equivalentes.

Demonstra¢do. Vamos mostrar que dado U € ‘H; existe uma constante C' > 0 tal que ||U ||, <
Observe primeiramente que usando Desigualdade Triangular, o Lema 2.4 e a Desigual-

dade de Poincaré, obtemos

ko(llwell2 + 1| ¢ll2)?
2kollw, |3 + 2kol*[|¢ll3
2k0||w:c||% + QkOZQCPH‘zOIH%a

kollws — lelf3

IAIA A

analogamente, temos

< 2Kkllpn + I3 + 2K w3
< Akllpall3 + RIS + 2k w3
< Ak||alI3 + dkey |3 + 2k, |w, |3,

k(0 + 9 + lw)|[3

onde ¢, > 0 € a constante de Poincaré. Portanto, existe uma constante C' > 0 tal que

k(e + 1 + tw)lI3 + Follwe — loll3 + bllvald < Cllleall? + a3 + llwall3).  (3.6)
Logo, existe uma outra constante C' > 0 tal que
1Ullw, < ClU 4, -
Para o segundo caso, isto é, |U|y, < C||U||3, vamos considerar as fun¢des

J = ¢ +¢+lw,
G = w,—ly,

ou ainda,

O +lw = J—1, (3.7
w, —lp = G. (3.8)
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Tomando o produto interno em L? de (3.7) e (3.8) com x¢ e zw, respectivamente, obtemos

(e +lw,zp)s = (J =1, 20)3, (3.9
(wz —lp,xw)y = (G, zw)s. (3.10)

Agora, integrando por partes e tomando a parte real de (., x¥)s € (w,, Tw),, temos

Re(pg,20)2 = —Re(p, )2 — Re(p, 10,)2,

Re(wy,zw)s = —Re(w,w)y — Re(w, zw,)s.
Sabendo que Re(z1, 22) = Re(z9, 1), para qualquer 2, z2 € C, concluimos que

—llell3 = 2Re(ps, z)e,

—||w|? = 2Re(w,,zw)s.
Tomando a parte real de (3.9) e (3.10), obtemos que

Re(p, +lw,xp)s = Re(ps, xp)2 + Re(lw, xp)a,
Re(w, —lp,zw)s = Re(w,,zw)s — Re(ly, xw)a,,

somando as equacdes vem que,

2
g - ”U;H2 = Re(J — 9, x9)s + Re(G, zw)s.

Usando Desigualdade de Holder e o fato que |z| < ¢, temos

lpll3 + [lwll3

—2Re(J — ¢, xp)s — 2Re(G, zw),
2/(J =, wp)a| + 2/(G, 2w)y|

20| = Pllallzells + 2[|Gll2llzw]
2017 = Pllzlllle + 20[ G2 llwll2,

VAN VANVAN

e usando a Desigualdade de Young
lell3 + l[wlls < 4||J — 9|5 + 4| Gl5. (3.11)
Além disso, pela Desigualdade Triangular podemos estimar

ool = llv—J+ w3
1T =I5 + 21| — |2 ]lw]l2 + P]Jwl]3, (3.12)

IN
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lwall3 = G +1]l3
< GI3 + 201G l2llell2 + Pllell3- (3.13)

Somando (3.12) e (3.13), obtemos

lpallz + lwallz < 1T = llz + 21T = ®llallwllz + 2 wll2
+IGII2 + 20 Gllallell2 + Zllell2-

Substituindo (3.11) e usando a Desigualdade de Poincaré, tem-se

loall3 + lwall3 < AT — 9|3 + 4P GIE + (|7 — 13
+2cp|l] = Pllallwallz + 1G5 + 2lep[|Gll2llpzl2,

e novamente usando a Desigualdade de Young, vem que

loalls + llwallz < 20T = I3+ 2IGl2 + 4[| T = ¥l
+APG||GII; + 8T — w3 + 8P G5
< O =2l +IG13),

onde C' € uma constante positiva. Portanto, do Lema 2.4 e da Desigualdade de Poincaré, obte-

mos

< 20|gs + ¥ + lwl3 + 2C |9l + Cllws — Lol

leallz + llwsllz < CQIJIZ+ 20115 + IGI12)

Portanto,
lpall3 + 13 + llwells < Cllwe + ¢+ lwll3 + [tz 3 + lwe — lpll3), (3.14)
para alguma outra constante C' > 0. Logo, existe uma constante C' > 0 tal que
Ul < CllU I3,

]

Observacio 3. Pelo Lema 3.1 concluimos que (Hy, || - ||, ) é um espago de Banach, e portanto
um espacgo de Hilbert.

Considere agora o operador linear A; : D(A;) C H; — Hi, onde
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d
pﬁl(gpz + 77Z} + lw)x + %(wx - lgo) - %Hx
L
AlU = Pzw P2 ((‘0 _'_wm—/i_ w> - p2 P2 , (3_15)

l;_(l)(w:c - lgp)x - ,,j_f(gpz + 'QD + lw) + %0
« k1
Y

ol _ ke
L 2 Vs p4 v,

paratodo U € D(A;) e
D(A) :={U € Hi:p,0,w,0,0 € HHNH*; ®, U, W € Hy}.

Denotando ¢; := @, := ¥ e w; := W podemos reescrever o sistema (3.1)-(3.3)

como o seguinte problema de valor inicial

U, =AU, t>0,
{t ! (3.16)

U(0) = U,

onde U = (% q)a 77Z}7 le) w, VV7 97 19) € UO = (QD()a P15 1/}07 ¢17 Wo, Wi, 007 190) Desta forma temos
um problema de Cauchy abstrato no qual utilizaremos da teoria de semigrupos lineares para

buscar existéncia e unicidade de solucao.

Teorema 3.2. Seja A, : D(A;) C Hi — H1 o operador linear definido em (3.15). Entdo, A,

é um operador dissipativo em H,.

Demonstracdo. Devemos mostrar que Re(A1U,U)y, < 0, paratodo U € D(A;). Sendo as-
sim, dado U € D(A;) temos que,

(AU Uy, = k((x + 0+ lw)g, ®)a + kol(wy — lip, )
—k1(0z, @)2 + 0(Vea, ¥)2 — k(pr + 0 4 lw, V),
+k1(0,9)y — ko(90, U)o + ko((wy — 1)z, W)a — kl(pp + 1 + lw, W),
+ kL0, W)+ (W, Yy)o + k(Py + V + IW, 0, + 1+ lw)s
+ho(Wy — 1@, w, — 19)g + a(lpe, 0)2 — k1 (Py + W +IW, 0),
+7(Vaz, 92 — ka2 (Va, 9)a,
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integrando por partes, vem que

(AU U)yy, = —k(pe + 0 + 1w, @)z + kol(w, — lp, D)y
+k1(0,Pr)a — (Y, U)o — k(s + 1 + lw, V),
+ k1 (0, W) + ko (0, Vo )2 — ko(we — I, Wa)a — kl(@z + 9 + lw, W),
+ kL0, W)o +0(Vy, y)e + k(P + U +IW, 0 + 9 + lw)s
+ko(Wy — 1P, w, — lp)g — (B4, 0,)s — k(Py + ¥ + 1V, 0),
=YV, V)2 — k2 (¥, 0y)2.

Logo,

(AU U)yy, = k(@ + U +IW, 0, + ¢ +1lw)s — k(ps + ¢ + 1w, D, + U+ 1IV),
+ ko(W, — 1P, w, — 1p)g — ko(wy, — lo, W, — @)y — a||0,||3
+0(Va, ¥z )a — b(the, Wa)o + k1 (0, Pp)o — ki (Do, 0)2
+ k1(0,0)g — k1 (U, 0) + k1 L(0, W)y — ks l(W, 0)2

3.17)

Sabendo que para qualquer z € C vale que z — Z = 2/m(z) e tomando a parte real de
(3.17), obtemos
Re(AU, U)yy = —al|0l2 — v[19:]]2. (3.18)

Portanto, como «, v > 0, segue que

Re(AlU, U)Hl < O, YU € Hl.

Lema 3.3. Dados g1, g2, g3 € L2, o sistema

k(e + ¢+ lw), + kol(w, — lp) = g1,
bpr — k(i + 0 + lw) = go, (3.19)
kO(wx - l(p)x - kl(gpx + Z/} + lw) = g3,

possui uma tnica solugdo (¢,,w) € (H* N HY)3.

Demonstragdo. Primeiramente, considere o espago de Hilbert H := H}x H} x H} munido da

norma || - ||, definida por
1013, = llpalls + 1valls + w3, (3.20)

para qualquer U = (p,¢,w) € H. De fato o espago (H, || - ||») é Hilbert uma vez que
(Hg, || - l|123) € Hilbert.
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Definamos agora a aplicagao sesquilinear a : H x ‘H — C por

¢ ¢
a(U,U*) = k/o (pz + 0 +1w)(@r + ¢* + lw*) dx + ko/o (wy — lo)(wi — lp*) dz

l
+ b/ Y07 do, (3.21)
0

paratodo U = (¢, ¢, w),U* = (¢*, ¢*,w*) € H.
Afirmacao 2. A aplicacdo a : H x ‘H — C é uma forma sesquilinear continua e coerciva.

Com efeito, dado U, U* € H temos que

YA v
la(U,U")] < kr/ I%+¢+lwl|w2+¢*+lw*|dﬂf+ko/ \w, — lpl|lwy, — lo*| dx
0 0

l
b / el de. (3.22)
0

Usando a Desigualdade de Holder, obtemos

a(U, U] < Kllow + 9 + lwllallgy + 97 + lw™|ls + Kollwe — lpllaflwy, — e
+ollell2ll9z 2,

pelo Lema 3.1 (ver (3.6)), existe uma constante C' > 0 tal que
|a(U.U")| < ClIUNFNU 3 (3.23)

Portanto a : H x H — C é continua. Além disso, novamente do Lema 3.1 (ver (3.14)),

podemos garantir que existe C' > 0 tal que
a(U,U) = C||U]f3,.

Logo,
Re(a(U,U)) > C||UJ3,

e consequentemente a : H x H — C é coerciva.

Considere também o funcional antilinear Y : H — C, definido por

¢ ¢ ¢
T(U") := —/ g1o* dx —/ got)* dx —/ gzw* dz, (3.24)
0 0 0

para todo U* = (¢*, ", w*) € H
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Afirmacao 3. T : H — C é limitado.

Com efeito, dado U* € H e utilizando a Desigualdade de Holder, obtemos

T < Mlgall2lle”ll2 + lgzll2lle" |2 + llgsllallw"]l2-

Além disso, pelas Desigualdade de Poincaré

T ()]

IN

cpllgrllallezllz + cpllgall2lvzllz + cpllgsll2llwll2
< Cligallz + Cllvzllz + Cllwgll

< ClU2,

para uma constante C' > 0. Logo T é limitado.
Portanto, pelo Teorema de Lax - Milgram (ver Teorema 2.1) existe um tnico U € H
tal que
a(U,U*) ="T(U"), YU* € H. (3.25)

Sendo assim, consideremos particularmente os casos onde p* € C3,¢* = 0 e w* = 0.
Dai, de (3.25) temos

a((p, ¥, w), (¢%,0,0)) = T(¢,0,0),
isto é, de (3.21) e (3.24) vem que

¢ ¢ ¢
k/ (pz + 0 + lw)pk de — kol/ (we — lp)p* dx = —/ g1p*dx,
0 0 0

e reagrupando os termos e integrando por partes, obtemos

¢ ¢
— kol 1 1=
[emmt—— [ |-wrtw. - B+ fo|Fave e
0 0
Portanto o, € H', e ainda pela defini¢do de derivada fraca temos

kol 1
bre = = (1 lw)e — == (W = lg) + 701,

isto é,
k(e — ¢ +1lw), + ko(w, — lp) = g1,
com p € H*N H}.
Da mesma forma, considere em particular * € C}, ¢* = 0 e w* = 0. Dai, de (3.25)

obtemos

a((p, ¥, w), (0,47,0)) = T((0,47,0)),
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isto €, , , ,
k/ (§0x+1/1+lw)de+b/ wzw_;dx:—/ Ga0* da.
0 0 0

Reagrupando os termos e integrando por partes, vem que

l l
| vtz —— [ [%(sox ot lw) + %g} T de Yy € CL.
0 0

Portanto ¢, € H', e ainda

S o

1
wm“ = _(901 + 1/} + lw) + 5927

com ) € H* N H}.
Analogamente, consideramos w* € C’é, p* =0ey* = 0. Dai, de (3.25) temos

a((% @D» w)? (07 0, w*)) = T(()? 0, w*)7

isto €, , . e
k;l/ (pz + ¥ + lw)w* de + k:o/ (W, — lp)w? do = _/ gsw* dz,
0 0 0

e reagrupando os termos e integrando por partes, temos

‘ ‘
_ kl 1 _
/ wywidr = —/ —(pz + ¥ + lw) + lp, + —g3 | W dz,Yw* € Cj.
0 o Lko ko
Portanto w, € H', e ainda
kl 1
Wep = (P + U + W) + I, + ——gs,
ko ko

comw € H*N Hy.

Feito isso, podemos concluir que o sistema (3.19) possui uma tnica solucio

(¢, ¥, w) € (H* N Hy).

Lema 3.4. Seja f € L. Entdo existe um inico 0 € H} N H? tal que 0, = f.

Demonstragdo. Considere aplicagdo sesquilinear a : H) x Hj — C, tal que
¢
a(f,v) := / 0,0, dv, ¥ 0,v € Hy.
0
Note que, pela Desigualdade de Holder

|a (0, 0)| < |[all2llvellz = 1161l llv]l g
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e ainda,
a(8,6) = (16,113 = 16112

Logo, a é continua e coerciva.

Além disso, considere o funcional antilinear Y : H’O1 — C, definido por

¢
To(v) := —/ fodx,Yv € H,.
0

Observe que pelas Desigualdades de Holder e Poincaré € facil ver que T € limitado.
Portanto pelo Teorema de Lax - Milgram (ver Teorema 2.1) existe um tnico § € H_,
tal que
a(f,v) = To(v),Yv € Hy,

isto €,
¢ ¢
/ 0,0dr = —/ fodx,Yv e H&.
0 0

Portanto 0, € H', e ainda, pela defini¢do de derivada fraca

Ore = f.
Sendo assim, concluimos que existe um tnico § € H* N H] tal que 6,, = f. [

Teorema 3.5. O operador linear —A; : D(Ay) C Hy — H, € bijetor.

Demonstracdo. Basta mostrar que, dado F' = (f1, fo, f3, fa, f5, [, 7, fs) € Hi, existe um
tnico U € D(A;) tal que —A,U = F.

Considere o sistema —A;U = F em termos de suas componentes

.

—¢ = f17
_p_kfl(spm +p + lw), — %(w:C —lp) + %99,« = f2
-V = f37
W= f57

4+ ) )~ 0
~pilne 2 (o + W UW) = fr

k —
e + 2T, = fy.

\

Como f1, f3, fs € Hg, segue de imediato que ®, U, W € H}. Além disso, conside-

rando

g1 = —prfo+ kibe, g2 = —pafs — k10 + kaVy, g3 := —p1fs — k1l0 € L?
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entdo pelo Lema 3.3, temos que existem tnicos ¢, 1), w € H* N H} satisfazendo (3.26) . Ana-
logamente, pelo Lema 3.4, existem tdnicos 6,9 € H? N H} satisfazendo (3.26).

Portanto, existe um unico U = (¢, ®, ¢, ¥, w, W,0) € D(A;) tal que —A,U = F.
Logo —A; é bijetor. O

Teorema 3.6. O operador linear (—A;)™" : Hy — H, existe e é limitado.

Demonstragdo. Pelo Teorema 3.5 garantimos a existéncia do operador inverso (—A;)~!. Res-
tando verificar a sua limitagdo, isto €, basta mostrar que existe uma constante C' > 0 tal que
U3, < C||F||3, uma vez que (—A;)"'F = U, paratodo F' € H;.

Consideremos novamente a equacdo resolvente —A;U = F' em termos de suas com-

ponentes,
( - = f17
—E (o + ¥ + lw), — Bl (w, —lp) + 116, = f,
—U = f37
.3 x l 2 x:c__ k219 - )
oz + U+ lw) = 20 = J1 (3.27)
_W = f5a

%(@w+¢+lw) %(wz_lgp)x_%‘ngﬁ’
2y + 2Py + U W) = fr,

_ ko _
P4Q9mc + PS\IIE o f87

\

para qualquer que Seja F= (f17 f27 f37 f47 f57 f67 f77 fS) € Hl-
Sabendo que Re(A U, U)y, = —al|0.||3 — 7|9 |3, segue da Desigualdade de Holder

que
allOallz + AI9all3 < 1A 10Tl = IF e 10 [l (3.28)

pela Desigualdade de Poincaré, vem que

3|03 + pall 915 < CIF 31U ||, (3.29)

para uma constante C' > 0. Além disso, [ @[3 = [|£1[Z. [¥]3 = [l £l [WI13 = I £513
Logo,

1 2 2 2 1 2 = P1llJ1ll2 211312 1115112

pil| @15 + o2l P15 + pu[W 5 = pullAill3 + p2ll fsll5 + pall £5115

e usando a Desigualdade de Poincaré, obtemos
pUll @13 + o2l VI + o WIS < il frzll + p2cill faalls + o160 foe 3,
por fim, usando o Lema 3.1 (ver (3.14)), vem que

pul @Iz + P2l Pl + o [WIE < CIFI,, (3.30)
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para alguma outra constante C' > 0.

Neste momento, vamos considerar o sistema reduzido de (3.27) dado por

k(g&x + 'QD + lw) — waoc - k‘19 + k’g’ﬂx = p2f4,

Agora tomando o produto interno de ., ¥ e w com p; fo, p2fi € p1f, T€SPECtivamente, temos

que

—k((pe + 0 4 lw0)z, ©)2 — kol(we — lp, )2 + k1(0z, )2 = p1(f2,9)2,
k(s + 19 +1lw,v)s — b(Vge, V)2 — k1(0,0)2 + ka(Va, )2 = pa(fa,1)s,
Kl(pr + 9 + 1w, w)y — ko((we — 1)z, w)2 — kil(0,w)y = p1(fs, )2

Integrando por partes, somando as equagdes e reagrupando alguns termos, obtemos que

kll@e + ¢ + lwll5 + Kollwe —lpll3 +bllvalls = pi(fa, )2+ pa(fas )2 + pr(fo, w)e
+ kl(eu P + w + lw)Q + k?(ﬁ7 wx>27

usando a Desigualdade de Holder, segue que

Ellge + 1 + w3 + kollwe — lo]l3 + bl[wal3 < pullfallallellz + poll fall2llell2
+ pull fsll2llwllz + k)|l z + ¥ + lw]|
+ ko[9[ 2| Y2 2-

Agora usando a Desigualdade de Poincaré e Young, temos que

kllow + ¢ + 1wl + kollwe — loll; + 0llvall; < Cllfallallxllz + Cll fall2llte]l2

ou ainda, usando (3.28) e o Lema 3.1 (ver (3.14)) vem que
klla + 9 + w3 + kollwe — 1]l + bll¥all3 < CllF Il 1U ]2, (3.31)
para alguma constante C' > 0. Somando (3.29), (3.30) e (3.31), vem que
U115 < 2C1 Flla U3, + CIIF |,
Finalmente, usando a Desigualdade de Young com £ > 0 suficientemente pequeno, temos

1013, < ClIF I
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para alguma outra constante C' > 0.

Portanto, o operador (—A;)~! existe e é limitado. O
Teorema 3.7. Seja A, : D(Ay) C Hi — Hi o operador definido em (3.15). Entdo,
(i) 0 € p(Ar).

(ii) D(A) = Ha.

Demonstracdo. A prova do item (i) segue da combinagio dos Teoremas 3.5 e 3.6.
Para a prova do item (77), vamos considerar no Teorema 2.2 .S = [ e ainda um )y € R

tal que
1

||(_A1)_1||£(H1).
Sabendo que (—A;)~! € L(H,), podemos considerar B = \g(—A;)~!. Assim,

/\0<

1

1Bl 21) = Aol (= A1) 2o < TS
15| 220

Logo, pelo Teorema 2.2 [ + /\0(—A1)*1 ¢ linear, invertivel e limitado. Assim, Ao/ — A €
invertivel, uma vez que
(—Al)(I —|— )\0(—141)_1) — )\0[ — Al-

Portanto Im(A\gI — A;) = H; com Ay > 0. Logo, pelo Teorema 2.19 obtemos que
Im(A — Ay) = H; para todo A > 0, particularmente se A = 1 temos Im(/ — A;) = H;.

Consequentemente segue do Teorema 2.19 que D(A;) = H;. 0

Teorema 3.8. O operador A, : D(A,) C Hy — H; definido em (3.15) é um gerador infinite-

simal de um Cy - semigrupo de contragoes {S1(t) }+>o sobre o espago H..
Demonstracdo. Segue como consequéncia imediata do Teorema 3.7 e do Teorema 2.21. [

Observacao 4. O semigrupo cujo gerador infinitesimal € o operador A; serd chamado de semi-

— etAl

grupo gerado por A;, e o denotaremos por S (%) ,parat > 0.

Teorema 3.9. Se Uy € H,, entdo o problema (3.16) possui vnica solugcdo generalizada U €
C([0,00); Hq). Além disso, se Uy € D(A;), entdo U é solugdo regular do problema (3.16),
com U € C([0,00); D(Ay)) NCY([0,00); H1). Ou ainda, se Uy € D(A?), paran > 2 natural,

entdo a solugcdo U de (3.16) estd na classe

n

(C" ([0, + 00), D(A})). (3.32)

Em todos os casos, a solucdo é dada por U(t) := S (t)Uy = 10U,

Demonstracdo. Segue como consequéncia imediata do Teorema 3.8 e dos Teoremas 2.22 e
2.24. [
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3.1.2 Condicao de fronteira de Dirichlet - Neumann

A fim de reescrever o problema (3.1)-(3.2) com condicao de fronteira (3.4), considere-

mos inicialmente um novo espacgo de fase
Ho = H(0,0)x L*(0,£)x HL(0,£)x L2(0, £) x H(0, £)x L*(0, £)x L2(0, £) x L*(0, £),

onde H}(0,¢) = {v € Hl;%foevdx =0} e L%0,0) = {v e L%+ (fvdm = 0}. Ambos os

espacos (H}(0,0), | - ||m) e (L(0,€), ]| - ||l2) sdo espagos de Banach e vale a Desigualdade de
Poincaré em H' conforme a Teoria de Espacos de Sobolev.

O espago de fase H, € também um espaco de Hilbert munido do produto interno usual

(U, U, = (@a:03)2 + (2,072 + (v, ¥7)2 + (¥, W)z + (wa, w])a + (W, W5,
+(0,0%)2 + (9,072,

cuja a norma proveniente é
UL, = llgalls + @15 + 193 + 115 + llwell3 + W13 + 16115 + 19113,

onde U = (¢, ®,0, ¥, w, W, 0,9), U* = (¢*, &* * U* w* W* 6% 9*) € H, e a aplicagdo
| - ||2 € a norma em L?. Novamente substituiremos a notagdo H!(0,¢) e L2(0,¢) por H} e L?,
respectivamente.

Além disso tudo, consideremos também uma nova aplicac@o (-, -)3;, definida por

(U, Uy, = p1(P,2%)2 + po(V, U)o + p1 (W, W*)g + b(0)z, ¥%)2 + p3(6,0%)2 + pa(V,9%)2
+k(pr + ¢ +lw, @y + " +lw*)2 + ko(wsz — lp, wy — lp™)a,

e induzida pelo mesmo, definimos

U5, = pull @5+ p2ll V5 + prl|WII5 + bllvball3 + Ellpe + ¢ + lw||3 + kollws — le|3
+ p3|0]3 + pall 9|3,

para todo U, U* € Ho.

Observacao 5. A aplicagio (-, )y, define um produto interno em H, desde que ¢l # nm com
n € Z. Consequentemente || - ||z, define uma norma. A justificativa é andloga a feita na
Afirmacdo 1.

Caso contrdrio podemos ter U # 0 tal que (U, U), = 0. Basta considerar,
U = (sen(lz),0,0,0, = cos(lz),0,0,0) € Ho.

Assim sendo, no que segue consideremos (] # nr,Vn € Z.
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Lema 3.10. As normas || - ||, € | - |2, sdo equivalentes.

Demonstragcdo. Analogamente a prova feita no Lema 3.1, é simples mostrar que existe uma
contante C' > 0 tal que
||U||'H2 < C|U|'H2’ VU € H27

visto que vale (3.6) também neste caso. Por outro lado, a prova que |Uly, < C||U||y, para
alguma constante C' > 0, decorre da afirmagado a seguir e serd baseada nos argumentos vistos
em [3].

Afirmacao 4. Existe uma contante C' > 0 tal que
a1+ 1|2 + w2 < Okl + 0 + w2 + bl |2 + kollwe — lpll2),  (3.33)

para todo (o, 1, w) € Hix H} x H}.
No caso de (p,1,w) = (0,0,0) (3.33) segue imediatamente. Em caso contrdrio, a
prova segue usando argumentos de contradi¢do, diferindo da prova direta realizada em (3.14).
De fato, suponhamos que (3.33) ndo se verifica para todo n € N. Assim, para cada n
existe (¢", Y™, w") € Hix HIx H!, tal que

1
Klloog + 9" + bl + bl s + Kollwy — "l < — (3.34)

lenll3 + el + llwill3 = 1. (3.35)

Note que, de (3.35), a sequéncia { (", ", w") }nen € limitadaem H} x H! x H!. Como
os espagos H} C L? e H! C L? com inclusdo compacta, segue que existe um subconjunto
N; C N tal que a sequéncia {(¢", ¢"™, w")},en, converge forte em L?x L2x L2,

Além disso, de (3.34), vem que ¢! — 0 forte em L2 Consequentemente /" — 0 forte
em H! (pela Desigualdade de Poincaré).

Considere agora ¢ € L? e w € L2, tal que ¢" — ¢ forte em L? e w™ — w forte em
L2

Observe de (3.34), que " + " + lw™ — 0 forte em L?. Como
o+ lw 4+ (w" —w) + " = ) + " + lw",

segue que, " — —lw forte em L2. E assim, {¢" },cn, € uma sequéncia de Cauchy em H{, e
portanto converge para uma ¢ € H]. Pela unicidade do limite ¢ = ¢. Logo ¢ € H. Por fim,
0, +lw=0q.sem (0,7).

Analogamente, de (3.34), temos w — l¢"™ — 0 forte em L?. E como

wy —lp =" — ) =wy —lp
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segue que, w" — lp forte em L2. E assim, {w"},cn, € uma sequéncia de Cauchy em H,
portanto converge para w* € H!. Pela unicidade do limite w* = w. Logo w € H}. Por fim,
w, —lp =0q.sem (0, 7).

Sendo assim, como w € H! segue que ¢, € H' e podemos considerar o sistema

Prz + l2(;0 = 07
©(0) = p(£) =0,

0 qual é um problema de contorno com solu¢do ¢ = 0 como em (3.5), consequentemente,
w = 0. Portanto (¢, ¢, w") — (0,0,0) forte em L?x L?x L?, o que contradiz (3.35). Logo,
vale (3.33) e fica provado a afirmacao.

Portanto, vale que |Ul3, < C||U||x, para alguma constante C' > 0, de onde conclui-

mos que as normas sao equivalentes, provando o Lema 3.10.

]

Observacio 6. Do Lema 3.10 o espago (Ha, ||-||#,) também € um espago de Banach, e portanto

um espaco de Hilbert.

Agora vamos definir um novo operador linear A, : D(As) C Hy — H, sobre o espago

H5 com dominio,

D(Ay) ={UeHy: 0,0 € HyNH*; U, W € H!; ® € Hy ; Y, w,,0, € Hy},

dado por: i i
P
%(@x + 77Z} + lw)ac + %(wx - l@) - %Hm
v
b k k k
AQU = Pzw P2 ((‘0 wW w> p2 P2 : (3.36)

l;_?(w:c - lgp)x - /’j_f(@x + 'QD + lw) + %9
20;1:&: - %(q)x + W+ ZW)

P3
a _ ke
L 2 Vs pa v,

para todo U € D(As). Denotando ¢, := ®,1, := ¥ e w, := W podemos rescrever o sistema
(3.1)-(3.2) com condicao de fronteira dada em (3.4) como um sistema do tipo

Uy = AU, t>0,
{ ! 2 (3.37)

U(0) = U,

onde U = (QD, q)a 77Z}7 lI/, w, I/I/a 97 19) € UO = (%007 ¥1s 1/}07 wlv Wo, Wi, 007 190) Desta forma temos
um novo problema de Cauchy abstrato, o qual também vamos mostrar a existéncia e unicidade

de solucgdo via teoria de semigrupos lineares.
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Teorema 3.11. Seja A : D(Ay) C Hy — Ha 0 operador linear definido em (3.36). Entdo, As

é um operador dissipativo em Hs.

Demonstragcdo. Andloga ao Teorema 3.2, pois as condi¢gdes de fronteira estabelecidas sobre o

espago D(As) sdo suficientes para reproduzir os mesmos célculos e mostrar que
Re(AsU, Uy, = —al|0.]5 — ~[[9]]3, YU € D(Ay). (3.38)
O]
Lema 3.12. Dados g, € L? e g5, g3 € L?, 0 sistema

ko(wz - l(p)x - kl(ﬁ,@x + ¢ + lw) = g3,

possui tinica solucdo (p,v,w) € (H* N HY)x(H* N HY)? com ., w, € H.

Demonstragdo. Primeiramente, considere o espago de Hilbert H = H] x H! x H! munido da

norma || - ||, definida usualmente por
U115 = llzllz + llebellz + ez, (3.40)

para qualquer U = (¢,v¢,w) € H. De fato, o espago (H,| - ||3) é Hilbert uma vez que
(H!, || - |lm) é Hilbert. Definindo agora uma aplicagdo sesquilinear a : H x H — C, tal que

¢ ¢
a(U,U") = k/o(gpm+w+lw)(¢;+¢*+lw*)dx+ko/o(wm—lgo)(w;—lgo*)dx
/6 —
+b/ Y% dx,
0

paratodo U = (¢, v, w),U* = (¢*, ", w*) € H.
Pelo mesmo argumento usado no Lema 3.3 é possivel mostrar que a € continua e
coerciva.

Considere agora o funcional antilinear T : H — C definido por

‘ ¢ ¢
T(U*) := —/ g1p* dx —/ go)* dx —/ gzw* dux,
0 0 0

para todo U* = (¢*, ", w*) € H.
Analogamente ao Lema 3.3 € possivel mostrar que T é continuo.
Portanto, novamente pelo Teorema de Lax-Milgram (ver Teorema 2.1) existe um tinico
U € H tal que
a(U,U*) ="1(U"), YU € H. (3.41)
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Sendo assim, considere ¢* = w* =0, € H I'e defina

Y =€ z/0 £(t)dt. (3.42)

Observe que ©* € H!. Substituindo as fungdes em (3.41), vem que

14

¢ ¢
k/o (pz + U + lw)p*de + b/o U0ide = _/o gap*dzx,

ou ainda, usando (3.42) e o fato de ¢} = &, temos

¢ 1 L 0 e L 1 ¢

Reagrupando os termos € usando que p € H}, 1, w € H} e go € L2, obtemos

¢ ¢
b/ Y &pdr = —/ [k(ps + 0 + lw) + go] &dz, VE € H. (3.43)
0 0
Logo, 1, € H' e ainda pela defini¢cio de derivada fraca
by = k(@ + 0 + lw) + go. (3.44)

Integrando (3.44) sobre (0, £), usando as condi¢des de fronteira e o fato de 1), w € H}, conclui-

mos que 1,(¢) = 1,(0)
Tomando £ € C([0, £]) tal que £(¢) = 1 e £(0) = 0 e integrando por partes (3.43), vem

que
Y/
bisa (0)E(0) — b, (0)E(0) = /0 bt — (ks + 0 + ) + g)|Ede

Dai, ¢, (¢) = 0 e, consequentemente, v, (0) = 0. Portanto, ¢, € H;.
Analogamente, considere ¢* = 1)* = 0, £ € H' e defina

wt =€ — Z/0 £(t)dt. (3.45)

Observe que w* € H.
Substituindo as funcdes em (3.41) obtemos que

¢ ¢ ¢
kl/ (0 + ¢ + lw)w*dz + k:o/ (wy — lp)widex = —/ gsw*dz,
0 0 0
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ou ainda, usando (3.45) e o fato de w} = £, temos

—/Ozg;;({—%/ogﬁ(t)dt)dx = kl/oz(som+w+lw)(§—%/Ogg(t)dt)dx

¢
+ k‘o/ (W — lp)Epda.
0

Reagrupando os termos e usando que p € H}, g3 € L? e 1, w € H]}, obtemos

‘ ¢
ko / (W, — lp)&pdr = — / [Kl(pp + 0 + lw) + g3)€dx, VE € H. (3.46)
0 0
Logo, w, € H' e ainda
ko(w, — @)y = kl(vr + ¥ + lw) + g3. (3.47)

Integrando por partes (3.47) sobre (0, /), usando as condigdes de fronteira e que v, w € H],
concluimos que w,(¢) = w,(0).
Tomando & € C([0, ¢]) tal que £(¢) = 1 e £(0) = 0 e integrando por partes (3.46), vem

que

ko (wq (€) =1p(€))& (£) — ko (w2 (0) = 1p(0))§(0) = /0 [Ko(w, —1)e — (kl(patt+lw) +g3)[eda.

Dai, w,(¢) = 0 e, consequentemente, w,(0) = 0. Portanto, w, € Hj.
Desta forma, concluimos que ¢, w € H* N H} com ¢, w, € H} satisfazendo (3.39)

e de modo analogo ao Lema 3.3 obtemos ¢ € H? N H} satisfazendo (3.39). [
Lema 3.13. Seja f € L% Entdo existe um iinico 0 € H> N H! tal que 0., = f e 0, € H_.

Demonstragdo. Considere aplicagdo sesquilinear a : H}! x H! — C, tal que
¢
a(f,v) ::/ 0, v5dx, ¥ 0,v € H.
0

Note que, analogamente ao Lema 3.4 podemos mostrar que a € continua e coerciva.

Agora, considere também o funcional antilinear Y : H! — C, definido por
¢
Ti(v) := —/ fodx, Vv € H}.
0

Observe novamente que andlogo Lema 3.4 obtemos que T'; € limitado. Portanto, pelo

Teorema de Lax - Milgram (ver Teorema 2.1) existe um tnico § € H! tal que

a(f,v) = Y1(0),Yv € H.. (3.48)
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Considere agora, ¢ € H' e definav = £ — %foef(t)dt. Note que v € H) e assim

substituindo em (3.48), vem que

e ¢ 1 /7 X
/Oexfxdx——/o f(g—z/o §(t)dt>dx,V§€H.

Y4 4
/ 0 &dr = — / fédx,VE € H. (3.49)
0 0

Dai,

Portanto, 6, € H' e ainda pela defini¢io de derivada fraca 6,, = f, isto &, § € H?.
Tomando ¢ € C([0,/]) tal que £(¢) = 1, £(0) = 0 e integrando por partes (3.49),
obtemos

é —
0, (L) — 0,(0)E(0) = /O 6,0 — fIEdz.

Logo 6,(¢) = 0. Como 6,(¢) = 6,(0) uma vez que ¢,, = f, temos que 6,(0) = 0 e, portanto,
0, € H}, o que conclui a prova do Lema 3.13. [

Teorema 3.14. Seja —A; : D(As) C He — Ha 0 operador linear definido em (3.36). Entdo,
— Ay € bijetor.

Demonstra¢do. Novamente, basta mostrar que dado F' = (f1, fa, f3, f1, [5, f6, [7. fs) € Ha
existe um tnico U € D(A) tal que —A,U = F. Considere a equacao resolvente — AU = F,

ou ainda,
(-0 =1,
— (e + Y+ lw)y — B (w, — lp) + 810, = f,
U=,
) Blpe+ v+ lw) = Jtbus — 20+ 20, = fu (3.50)
W=/,

%(@x + ¢ + lw) - ];_?(wm - lgp):}c - %8 = f67
« k _

~ et BB+ VW) = .

_;_419196 + p_ilpx = f8~

\
Como f; € H} e f3, fs € H!,segue que ® € H} e U, W € H!.

Além disso, considerando
g1 :=—pifo+kiby € L, go:=—pafs— k10 + koVy, g3 := — p1 fo — knl6 € L2,

entdo pelo Lema 3.12, temos que existem dnicos (p, v, w) € (H* N HY)x(H* N H!)? com
V., w, € HJ satisfazendo (3.50) . Analogamente, pelos Lemas 3.13 e 3.4, existe um tnico
0 € H*N H! com 0, € H} e um tnico ¥ € H? N H} satisfazendo (3.50).

Portanto, U = (¢, ®, v, U, w, W, 0,9) € D(A,) é dnico tal que —A,U = F. Logo,
—As é bijetor. O
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Teorema 3.15. O operador linear (—Ay) ™ : D((—As)™Y) C Hy — Ho € limitado.
Demonstragcdo. A demonstragdo é andloga ao provado no Teorema 3.6. [
Teorema 3.16. Seja As : D(Ay) C Ha — Ho 0 operador linear definido em (3.36). Entdo,

(i) 0 € p(As),

(ii) D(As) = Ho.

Demonstracdo. A demonstracio é andloga ao Teorema 3.7. [

Teorema 3.17. O operador Ay : D(Ay) C Ho — Hy definido em (3.36) é um gerador infinite-

simal de um Cy - semigrupo de contragdes {Ss(t) }1>o sobre o espagco H.
Demonstracdo. Segue do Teorema 3.16 e do Teorema 2.21. [

Observacao 7. O semigrupo cujo gerador infinitesimal é o operador A, serd chamado de semi-

— 6tA2

grupo gerado por A,, e o denotaremos por S (t) ,parat > 0.

Teorema 3.18. Se Uy € H,, entdo o problema (3.37) possui tinica solugcdo generalizada U €
C([0,00); Ha). Além disso, se U € D(As), entdo U é solucdo regular do problema (3.37),
na classe U € C([0,00); D(A3)) N C*([0,00); Ha). Ou ainda, se Uy € D(AY), paran > 2

natural, entdo a solugcdo U de (3.37) estd na classe

n

(C" ([0, + 00), D(A})). (3.51)

r=0
Em todos os casos, a solugdo é dada por U (t) := Sy(t)Uy = e!2Uj.

Demonstracdo. Segue do Teorema 3.17 e dos Teoremas 2.22 e 2.24. [

3.2 ESTABILIDADE

Os resultados de estabilidade serdo resumidos na prova de dois Teoremas, relativos
aos decaimentos do tipo exponencial e do tipo polinomial para a solugdo U(t) = S;(t)Uy do
sistema (3.16) para o caso de j = 1 e (3.37) para j = 2, dada pelos Teoremas 3.9 e 3.18,
respectivamente e, consequentemente para a solucdo do sistema (3.1)-(3.4). Para isso vamos

considerar a relacdo de velocidade de propagacdo de ondas, a qual é dada por

X =k — ko. (3.52)

Teorema 3.19. Se x = 0, entdo o semigrupo S;(t) = et associado ao problema (3.16) para

j = 1e(3.37) para 7 = 2 é exponencialmente estdvel, ou seja, existem constantes C',w > 0

que independem de Uy € H; tais que

U, < Ce™"|Uplln, , t > 0. (3.53)
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Em outras palavras, o sistema (3.1)-(3.4) é exponencialmente estdvel.

A prova deste resultado baseia-se em verificar as duas condi¢des estabelecidas no Te-
orema 2.25, as quais serdo provadas posteriormente como consequéncia de uma série de lemas

técnicos.

Teorema 3.20. Se x # 0, entdo o semigrupo S;(t) = ' associado ao problema (3.16) para

j = 1e(3.37) para j = 2 é polinomialmente estdvel, ou seja, existe uma constante C' > 0 que
independe de Uy € D(A;) tal que

C
U034, < t_%HUOHD(Aj) , t>0. (3.54)

Em outras palavras, o sistema (3.1)-(3.4) é polinomialmente estdvel.

Analogamente ao caso anterior, para a prova de tal resultado mostraremos uma das
condicdes do Teorema 2.27. Novamente, vamos utilizar alguns resultados preliminares e con-

sequentemente concluir a prova.

3.2.1 Lemas Técnicos

Nesta secdo apresentaremos resultados que independem das condi¢des de fronteira
estabelecidas em (3.3)-(3.4).

Lema 3.21. Para j = 1,2, temos que o D(A;) C H; com inclusdo compacta.

Demonstragdo. Inicialmente considere a aplicacao inclusao
02 (DA (- o) — (Hgo - i)

onde ||U| pa,) = |Ulw; + |A;U|n; paratodo U € D(Aj)ej=1,2.

Nosso objetivo € mostrar que essa aplicacdo € compacta, consequentemente, pelo Te-
orema 2.20 o dominio do operador A; tem inclusdo compacta em H,;, para j = 1, 2.

Sendo assim, seja {U™ = (™, ®", ", U™ w™, W", 0", 9") }pen C D(A;) uma sequén-

cia limitada, isto €, existe uma constante M > 0 tal que
U™ |pea;y < M, paraj =1,2,n € N.

De imediato temos que {¢"},eny C H' é limitada. Além disso, somando e subtraindo alguns
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termos e usando a Desigualdade Triangular podemos obter

klleralla < [[R(Q7 + 9" + 1w)ull + [[E(4" + lw")a |2
< k(er + 9" + lw™)e + Tho(wy = 10") |2 + [[Tko(wg = L") [[2 + [R($" + lw™)l2

< k(ey + " +lw™), + lho(wyy — 19™) — k10 ]2
+ [[k107 |2 + [[1ko (wy — L™)||2 4 [[E (0™ + 1w™ )2 |2
< A (UM, + k02 Nl2 + llkow? ]2 + [[kol*@™ |2 + kv2 2 + ||klw? |2,

agora usando a Desigualdade de Poincaré, concluimos que existe uma constante C' > 0 tal que
l@hell2 < C.

Portanto, {¢" },,en C H? é limitada. Como H? < H' com imersdo compacta, segue

que existe Ny C N e ¢ € H' tal que
©" — pem H' comn € Ny, n — + oo.

Sabendo que {¢"},en, C H{ 0 qual é um espago completo, segue que ¢ € Hj.
Analogamente, nos podemos obter ¢, w € Hj, para j = 1, e ainda ¢, w € H}, para

J =2, tal que
(", w™) — (1, w) em Hy x Hyou H! x H! comn € Ny, n — + oo.

Para algum outro subconjunto Ny, C N; C N.
Além disso, de imediato temos que {®"},,cy C H' € limitada e sabemos que
H' — C(1) com imersio compacta. Logo, existe N3 C Ny e ® € C(1) tal que

P" — @ em (C(1),] - |los) comn € N3, n — + oo0.
Dai,
¢
o - a3 = [ [0") - a(a)|do
0
< |I][|®" = ?||oc — 0 comn € N3,n — + 0.

Logo, ®* — ® em L? e assim ® € L%
Analogamente, nos obtemos W, W, 0,9 € L? paraj = 1, e ainda U, W,0 € L? e
Y € L?, para j = 2, tal que

(U™ W 0™, 9" — (U, W,0,9) em L? x L* x L? x L? comn € Ny,n — + o0,
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ou ainda
(U™ W™ 0™ 9") — (U, W,0,9) em L2 x L? x L? x L> comn € Ny,n — + o0,

para algum outro subconjunto N, C Njs. Portanto, existe um subconjunto de indices N5 C Ny e
U= (p,®,¢,¥,w W,0,9) c H,tal que

|U" = Ull%, =0 comn € Ns,n— 400, e j=1,2.

Assim, segue que a aplicacao inclusdo é compacta e fica provado o desejado.

Lema 3.22. Para j = 1,2, temos que iR C p(A;).

Demonstragdo. Pelo Lema 3.21 sabemos que A; tem dominio imerso compactamente em H;,

para j = 1,2, e pelo Teorema 2.20 o espectro o(A;) de A; é formado apenas por autovalores.
Sendo assim, suponha por contradi¢do que exista 5 € R tal que if = A € o(A4;).

Logo, existe U # 0 € D(A;) tal que A;U = AU, que escrito em termos de suas componentes

fica como:

Ao —®=0 (3.55)
Ap1® — k(pr + 9 + lw), — kol(wy — 1) + k10, =0 (3.56)
M) — U =0 (3.57)

MooV — by + k(pp + 0 + lw) — k16 + ko, = 0 (3.58)
Mw—W =0 (3.59)

AW — ko(w, — lp), + kl(pp + 0 + lw) — k10 =0 (3.60)
Ap3f — by + k1 (Dy + T+ IW) =0 (3.61)

Apa¥ — Yqy + ko ¥y = 0 (3.62)

Usando as equacodes (3.55), (3.57) e (3.59) em (3.61), temos que
Apst — by, + k1A (or + 0 + lw) =0, (3.63)

e em (3.62)
AP0 — Y0 + ko Ap, = 0. (3.64)

Note também que,

0= (AU — AU, Uy, = (AU, U)gy, — MU, U gy, (3.65)
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tomando a parte real, notando que A = i3 e usando (3.18) obtemos
0= Re(A;U, Uy, = —allf:]3 — Y1912 (3.66)

Usando a Desigualdade de Poicaré em (3.66) obtemos 6,1 = 0. Dai, de (3.64) temos
que ¥ = 0 e consequentemente ¥ = (.

Restando,

Ap—® =0, (3.67)

A ® — kol(w, — 1) =0, (3.68)
Aw — W =0, (3.69)

AW — ko(w, — lp), = 0. (3.70)

Combinando as equagdes (3.67) e (3.68) segue que

|>\|2P1

We =

@+ lp. (3.71)
E ainda combinando as equagdes (3.69) e (3.70) temos
AP 1w = ko(ws — p)e. (3.72)

Agora substituindo (3.71) em (3.72), temos que

Ml2p1
kol

W%WZM( %)Zﬂwz%.

Por fim, da equacdo (3.63) obtemos que w = 0 e consequentemente ¢, = 0. Com isso, pela
Desigualdade de Poincaré podemos obter ¢, ®, W = 0 e portanto U = 0, mas isto contradiz
com o fato de U # 0. Logo, A = i3 € p(A,) e portanto iR C p(A;), paraj =1, 2. O

Sabendo agora que iR C p(A;), entdo dados F' € H;, 5 € R temos que a equagdo
resolvente
(i3I — A)'F =U,

esta bem definida, para 7 = 1, 2, isto é,

(ifl — A;)U = F, paraj = 1,2, (3.73)
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ou ainda, reescrevendo em termos de suas componentes

B — & = fi, (3.74)

iBp1® — k(e + ¥ + lw)y — kol(we — 1) + k16 = p1 fo, (3.75)

1pyY — U = f, (3.76)

iBp2V — by + k(pz + ¥ + lw) — k16 + koUp = pafa, (3.77)

bw—W = fs, (3.78)

i W — ko(we — l9)e + kl(pe + 9 + lw) — kilO = py fs, (3.79)

iBpst — abyy + ki (O + U +IW) = psfr, (3.80)

iBps) = YWag + k2 Wo = pufs, (3.81)

onde U € D(A;), para j = 1,2. Os resultados adiante serdo totalmente concentrados em

estudar a equagao resolvente acima, afim de obter as estimativas desejadas.

Lema 3.23. Seja U € D(A;), para j = 1,2, uma solugdo da equagdo resolvente (3.73). Entdo,

sob as condigcoes acima existe uma constante C > 0 tal que
16113, 192115 < ClIU Nl 1F I3, 5 = 1,2 (3.82)
Demonstragdo. Sabendo que, para j = 1,2, A; € um operador dissipativo com (ver (3.18))
Re(A;U,U )y, = —allb.]l3 — 7110113, YU € D(4;). (3.83)
Entdo, usando (3.73) em (3.83) e a Desigualdade de Holder obtemos que
allf.]5 +YI0all3 = = Re(A;U, U)p, = =Re(iBI — F,U)y; < C||F |3, U]l

Portanto,
102113, 1192115 < ClNU |3, I| F ll,, 5 = 1,2,

para alguma constante C' > 0, concluindo (3.82). ]

Note que, até o presente momento os resultados obtidos nesta subsecao foram de total
independéncia das condi¢des de fronteira dadas em (3.3) e (3.4). Portanto, vamos utilizar neste
momento uma técnica a fim de exibir resultados que continuem a proporcionar essa indepen-
déncia.

A justificativa para utilizacdo dessa ideia, vem do fato de problemas com termos pon-
tuais de fronteira nas estimativas posteriores. Sendo assim, utilizaremos fungdes cut-off para
evitar termos dessa natureza.

Além disso, vale ressaltar que na sequéncia dos resultados estaremos realizando algu-

mas estimativas para dados iniciais mais regulares. Contudo, devido aos resultados de densidade
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e unicidade de solucao, tal exigéncia nio afeta em momento algum na conclusao do decaimento
exponencial e polinomial.

Considere agora U € D(A;), para j = 1,2, solugdo regular de (3.73), uma funcéo
so € C*(]0,¢[) e ainda dado um [, € (0, £) considere também um ¢ > 0 tal que

supp (so) C (lp — d,lp+6) C (0,€), 0<so(z) <1,Vxe (0,0, (3.84)

e ainda,
80(%)21,V$€ [l0—5/2,l0+5/2] (385)

A fim de estabelecer um exemplo mais especifico de uma fun¢do com as propriedades

acima, consideremos uma func¢@o sy : [0, 6] — [0, 1] definida por:

( 0 , se0<x <1,
exp {1 + (1721)271} , sel <z <2,
So(x) :== 1 , se2<ux <4, (3.86)
exp{l#—(x_j)g_l} , sed <z <5,
0 , seb <z <6,

onde consideramos em particular ¢ := 6, [y := 3 e d := 2. Além disso, consideremos a ideia

geométrica da fun¢do sy na Figura 3.1.

o

Figura 3.1: Gréfico da func¢do s.
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Lema 3.24. Sob as notagéoes acima, existe uma constante C' > 0 tal que

lo+9 lo+9 :
[ slet vt < cnexug( / so@r?das) - ST
l l

3
C C
— —|F|3 .
K a1 e

Demonstragdo. Pelas equacdes (3.74), (3.76) e (3.78) temos que

+ 2 Ul 1, +

e substituindo em (3.80), obtemos

k1iB(oe + 1 +lw) = allye — iBp36 + p3fr + k1(fie + f3 +1f5),

agora multiplicando a igualdade acima por ksy(y, + ¢ + lw) e integrando em (0, £), vem que
¢ ¢ ¢
Zﬁklk/ solps + 1 + lw|?dr = ak/ S00u(0z + 1 + lw)dx — iﬁpgk/ sofpzdx
0 0 0
e _—
+k / solk1(fio + fs + Ufs) + pafal (e + ¥ + lw)dx
0
E —
—iﬁpgk/ sof (¢ + lw)dz.
0

Integrando por partes e usando as equagdes (3.74), (3.76) e (3.78), obtemos que

£ ¢
z’ﬁklk/ sol@s + 1 + lw|?dr = —odc/ S00y (0 + ¥ + lw),dx
0 0
¢
— ak/ Sobu(pr + 0 + lw)dx
0
g —_—_—
+k / solk1(fie + f3 + Ufs) + psfrl (e + ¥ + lw)da
0

¢ - ¢
- PSk/ 500(® + f1)dw — P3k/ 5o0(® + f1)dx
0 0

Y4
+p3k/ Sof(VU + IW + f3+ 1 f5)dx
0
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Usando (3.75) e reagrupando os termos, tem-se

¢ ¢
zﬁk‘lk’/ Sol@s + ¥ + lw|2d$ = —a/ So0[i8p1 P — kol(w, — l@) + k16, — fo]dx
0 0
¢
—ak/ $y0z (0 + U + lw)dz
0
¢
+ k/ Solk1(fiz + f3 + Ufs) + psfrl(pz + ¥ + lw)dx
0

¢ Y4
— pgk‘/ 500.(® + f1)dx — pgk/ so0(® + f1)dx
0 0

l
—|—p3k/ sof(U + W + fs + Ifs)du.
0

Novamente, tomando médulo, reagrupando alguns termos, utilizando as hipoteses es-

tabelecidas sobre a fun¢do sy e as Desigualdades de Holder e Poincaré,

lo+6 lo+o 2 C
[ et vt < cuexuz( / SO@Fdx) + ST,
3

i< i<

<
18] 18] 3]

Agora, usando a Desigualdade de Young e a estimativa do Lema 3.23, temos

o0 ll2ll Fllg, + 110213 + = U o, [1F [, -

lo+6 lo+6 i
[ slout v tupds = 0||ex||2( / 30|<1>|2da:) - LUl
l [

0—6 0—3 5]
C C
A 10 1 e + = 1E 1,
6l BI"
para alguma constante C' > 0, provando o Lema 3.24. [

Lema 3.25. Sob as notacées acima, existe uma constante C' > 0 tal que

lo+6 ) C 9 C )
L so|®["dz < WH%MUHHJ- +CHUHHJ-HFHHJ-+CHFHHj+7|612HUHHJ~- (3.87)
0o—

em particular, dado € > 0 e | 3| > 1 suficientemente grande existe C. > 0 tal que

lo+3
| opds < U1, + C.IFI,. (3.58)
.

2

Demonstracdo. Multiplicando (3.75) por —so® e integrando em (0, £), temos que

¢ ¢ ¢
—i8p1 / soPpdr = — k/ So(z + ¥ + lw),pdx — k:ol/ So(w, — ly)pdz
0 0 0

¢
+/ solk10, — fo]@da.
0
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Integrando por partes e substituindo (3.74), obtemos que

¢ ¢ ¢
01 / So®@[P + fi]dx = k:/ So(@z + U + lw)prdr + k:/ So(pe + U + lw)pdx
0 0 ) ) 0
— kol/ 50(’LU$ — l(p)@dl’ + / So[klex — fg]@dl’,
0 0

ou ainda,

l 4 L
pl/ s0|®|%dx = k:/ so|gpz+1/}+lw|2dxk‘/ s0(pz + ¥ + lw) (Y + lw)dx
0 0 0

y4 l Y4
+ k/ sopzpdr + k/ so (¥ + lw)pdr — kol/ Sowgpdx (3.89)
0 0 0

4

74 0
+ k‘(]ﬂ/ So‘g@|2dl‘ + / 80[]6‘191 — f2]¢dﬂ:‘ — P1 / so® frdx.
0 0 0

Note que,

‘ ‘ ¢
k/ Spprpdr = —k:/ sg|90|2da: — k/ SopPLde,
0 0 0

e tomando a parte real temos

0 k l
Re(k/ sggox@da:) = —5/ sp|p|*dz.
0 0

Novamente, usando as hipéteses sobre sy e sabendo que

supp (sg) C supp (sp) C supp (so),

basta tomar a parte real em (3.89), usar as Desigualdades de Holder e Poincaré e a equagao

(3.74) para obtermos

lo+6 lo+6
/ sol0de < C [ solpw + 0 + lw2de
lo—6 lo—6

lo+6 3
+C(/ 30|g0x+¢+lw\2dx) | + lw]|2
!

0—0

c Iots e c
+—||U (/ scbdx) + — 0 2/|U |2, + —= |0 ||2|| F ||,
BVl - || 102U, & 73102 [l e

C
+CU IF I, + CIF N3, + 5
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Agora, usando a Desigualdade de Young e as equacoes (3.76)-(3.78) obtemos

lo+9 lo+0
/ s0|®|2dr < C/ sol@e + ¢ + lw|*dx
!

0—0 lo—¢
C C
+ - 10u 211U 13, + 7 1021211 F 13,
WII l2[[U ], Iﬁ\” 2] HH]

+CNUll I Fllw, + CIE G, + ||U||"H] (3.90)

R
Retornando ao Lema 3.24 e substituindo em (3.90), concluimos que

lo+9d lo+6 3 O
[ sdafar < ﬂmm(/ stm)—qﬂwmmmm
l l

0—6 0—6
C
+w|l9x||2!|U|IHj + ClIU || F [l + ClIFIf3, + |5|2||UH;L¢]
e novamente usando a Desigualdade Young e o Lema 3.23, temos que
l()+5
/lg so|@[*dz < |B|H9 el2llUll3; + ClU 31| Fllz; + CIEF (17, + |5|2”U“7—l]
o

para alguma constante C' > 0, mostrando (3.87).
Agora para um caso particular, usando a Desigualdade Young para qualquer e > 0 e o

Lema 3.23, temos

lo+3
/l %z < W‘QHUHH + Cel|F I3y, + HUHH7
03

182

tomando || > 1 suficientemente grande concluimos que

lo+3
[ Bfdr < |UIZ, +Co|[FIE,.
»

para alguma constante C. > 0, o que prova (3.88) e assim concluindo a provado Lema 3.25. [

Corolario 3.26. Sob as notacoes acima, existe uma constante C' > 0 tal que

lo+3 C
/ oo+ + lw*dr < FH@xlleUHHj+C||U||Hj||F||Hj+C||F||3{j- (3.91)

lo—4 1]

em particular, dado € > 0 existe C. > 0 tal que

lo+2
/ e + ¥ + lw|?de < 8||U”H + C. ||F||H (3.92)

lo—2

Demonstracdo. Basta combinar os Lemas 3.24 e 3.25, usar a Desigualdade de Young, além das
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condigdes (3.84) e (3.85) sobre a funcao sg. Feito isso,

lo+3 c
/ oo + 0+ luftde < o
l 5

s |5|2||U||{fi¢j + Cel[Ula 1P N1, + CElIF N1,
2

agora usando que |3| > 1 e novamente a Desigualdade de Young obtemos o desejado em (3.92)

para alguma constante C. > 0, concluindo assim o Coroldrio 3.26.
]

Lema 3.27. Sob as notagées acima, existe uma constante C' > 0 tal que

lo+6 lo+6 B C
[ stenPie < Clonda( [ souPde)” 0l
lo—0 lo—6 |ﬁ|

C C
U [ Ellaey + 77 1E 113, -
18| B
Demonstragdo. Derivando (3.76) e substituindo em (3.81), obtemos

iBkothy = VUsz — 1Bpa0 + k2 f3z + pafs. (3.93)
Multiplicando (3.93) por k—l;so@ e integrando em (0, £), temos

4 b V4 . . b V4 o
iBb / soldalide = L [ sy0utiade — 211 / oS
0 kQ 0 kQ 0

14

b _
+ . so(ka f3z + pafs|tbedr.
2 Jo

Integrando por partes e substituindo (3.77), vem que

¢ ¢
Zﬂb/ 50Wm|2dl’ = _k:l 50U [iBp2V + k(g + ¢ + lw) — k10 + ka0, — pa falde
0 2 Jo
¢ ¢
00 [ s, Gim0iin - B [ soimias
kQ 0 kz 0

b [ — b [, —
+ P so[ka f3z + pafs|tbedr — . SoUz¥gdx,
2 Jo 2 Jo
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reagrupando alguns termos e usando (3.76), obtemos que

V4 V4 - k l
i6 / soltul?dz = iByps / st Wz — 1° / s09.(pn T 0 T Tw)dz
2
0 @0 ., 80
—"y/ Sowz|2dm+_ 3001[k19+p2f4]dx
0

ko Jo
O A
PO 0, (T + fyyde — P2 [ s o(U + fa)da
kjg 0 k2 0
b [t — SR A—
+ — Solka faz + pafs)iedr — — 50Uz Ygdx,
kz 0 kQ 0

assim, tomando o médulo e usando as hipéteses sobre a fungdo sy e as Desigualdades de Holder

e Poincar€é, tem-se

lo+5

lo+6 3
B [ solvePde < Clpllate( [ slwPde) O alUTg + Cl0LIR
lo— lo—

+ Clldall2lF Nl + ClIU 3, 1 13, -

Por fim, usando a desigualdade de Young e o Lema 3.23 concluimos que

lo+90 lo+6 é C
JRTE oumuz( / 30|w|2dx) + C e U,
l l

0—90 0—9¢ |B|
1% 1%

- IF|I3,.,
Kl B

1T [ E Ml +

como almejado. [

Lema 3.28. Sob as notagées acima, existe uma constante C' > 0 tal que

lo+6 ) C ) C )
solV[Pde < o l[Vall2Ulla, + ClU N, 1 Flla, + CIFI5, + 21U, (3.94)
lo—b 8] 8]
em particular, dado £ > 0 existe C. > 0 tal que
lo+% ) ) )
| wpds <O, + PR, (3.95)

lo—3

Demonstragdo. Multiplicando a equagio (3.77) por —sy¢ e integrando em (0, £), temos

¢ ¢ B ¢ B
p2/0 soU(if)dx = _b/o sozpmwdx—l—k:/o So(@e + ¥ + lw)dx

¥/ YA
+hy / 5oty Dz — / solk1 + pa fu] Bz,
0 0
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Substituindo a equacdo (3.76), reagrupando alguns termos e integrando por partes temos
¢ ¢ ¢ o ¢ o
02 / so|V[’dx = b/ so|be |2 dx + b/ Sobdr + k/ So(¥ + lw)dx
0 0 0 0
e ¢ ¢ o
- k/ Soppdr — k/ sepdr + kg/ soUdx
0 0 0
¢ o e
- / So[kle + p2f4]¢d$ - pg/ S()\Iffgdx. (396)
0 0
Note que, integrando por partes
¢ o ¢ e
b/ Sobdr = —b/ o) *dr — b/ Soide,
0 0 0
e tomando a parte real temos

l o b 0
Re(b/ sgwxwdx) = ——/ so|v)?dw.
0 2 Jo

Logo, tomando a parte real de (3.96), usando as hipdteses sobre s(, equacdo (3.76) e

as Desigualdades de Holder e Poincaré obtemos

lo+9 lo+9 lo+6 3
/ so|UPdr < C/ solwx\de—i-CHgng(/ solwx\zd:c)
!

0—5 l0—5 l0—5
e ll2||U ||, + Dell2 || F||3, + U
|5|H 2/l U1l, !B|H 21l £l IBPH I3,
|B‘QHFHH + ClU g, [1F 134, (3.97)

para alguma constante C' > 0.
Usando a Desigualdade de Young, a equacdo (3.76) e a estimativa dos Lemas 3.27,
3.23 em (3.97) temos

lo+6 C
/ solUde < o OulalU e, + Lo,
£ B

para alguma constante C' > 0, provando (3.94).
Por fim, dado € > 0 temos pela Desigualdade de Young, e pelas hipdteses sobre sg e

também o Lema 3.23 que

lo+3
/l Vs < VI + G, + CR1oE

1812
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e para | 5| > 1 suficientemente grande concluimos que
lo+3
| 1wk < UIR, + CIFI,
lo—3
para alguma constante C. > 0, provando (3.95) como desejado. [

Corolario 3.29. Sob as notacoes acima, existe uma constante C' > 0 tal que

lo+3 C
/l nfPdr < mllﬁxllzllUllﬂj+C||U||Hj||F||Hj+CHF||72L¢J--
0= 3

Demonstragdo. Basta combinar os Lemas 3.27 e 3.28. [l

Observacao 8. Com respeito aos termos de fronteira nas integragdes por partes, observe que a
utilizagdo da fungdo s, foi essencial para evitarmos termos pontuais nas estimativas. E ainda,
podemos concluir cada resultado independente das condi¢des de fronteira estabelelidas inicial-
mente. Com relacdo as constantes C' e C., notemos também que as mesmas sdo, respectiva-

mente, constantes universais com C. dependendo de € > 0.

Novamente vamos considerar U € D(A;), para j = 1,2, solugdo regular de (3.73) e

uma nova fungdo s; € C?(]0, £[) satisfazendo
supp (s1) C (lo —9/2,lp+9/2), 0<s(x) <1Vaze(0,0),

e ainda,
81(1’) = 1, Ve [lo - 5/3,[0 + 6/3]

Novamente, vamos exibir um exemplo mais especifico de uma fun¢do com as proprie-

dades acima, consideremos uma fungdo s; : [0,6] — [0, 1] definida por:

;

0 , se0<z<2,
eXP{l—I—W} , se2<uz <1,
si(z) == 1 , se% <z< %’ (3.98)
exp{1+m} , se <<y,
\ 0 , sed<x<6,

onde lembramos que assumimos em particular ¢ := 6,y := 3 e 0 := 2. Além disso, considere-

mos também a ideia geométrica da funcao s; na Figura 3.2.
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Figura 3.2: Grafico da fung@o s;.

Lema 3.30. Sob as notacées acima, existe uma constante C' > 0 tal que

lo+5/2 l0+§/2 lo+5/2
/ s1lws — lp2de + / s|Wkde < ClBIN / s1lpe + 0 + | [W|da
lo—6/2 lo—5/2 lo—5/2

2

lo+6/2
+CHUHH].</Z » !@z+w+lw12dx)
o

lo+6/2
+C |2z + C||0 2| U],  (3.99)
lo—06/2
2 C 2
+ CUlp, | Fllae, + ClIF 5, + WIIUIIH].,

onde lembramos que x é dado em (3.52).

Demonstracdo. Multiplicando a equacgdo (3.79) por (%{)s@) e integrando em (0, £), temos

que
k2l [* ¢ kI2ky [*
| s (wy — lp),wdr = —zﬂkol/ siWwdxr — 0/ $1(ps + ¥ + lw)wdz
P1 Jo 0 P1 0
kol [* _
+— Sl[lkle + plfﬁ]wdac

P1 Jo
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Integrando por partes e ajustando os termos convenientemente, temos

K3l 2 _ L kPR [ _
— | sijw, —lp|*de = —iBkel [ siWwdx — s1(z + ¥ + lw)wdx
P1 Jo 0 P1 Jo
kol [* k21 [
+ 2 | si[lk10 + po folwde — == | S (w, — lp)wda
P1 Jo P1 Jo
k2 [ —
—— | si(w, — lp)(lp)dz,
P1 Jo

ou ainda, ajustando alguns termos novamente, segue que

Kl ([ 2 , C o kPR [f _
— | si|w, —lp|*de = —ifkol | siWwdz — s1(pz + ¢ + lw)wdx
P Jo \ 0 PLJo
=
kol [* K2 [*
+ 2 s1[lk10 + py fe]wdr — - / shwwdz
P1 Jo P1 Jo
k2l2 4 k2l2 4
+ 2 | spwdr — 2 | syw,pdx
P1 Jo Pt Jo ,
=)
k23 [t
+ 29 | si]p)da. (3.100)
P1Jo
Agora, integrando por partes note que
k’2l2 14 k’2l2 14 k2l2 L
J=—22 | syw,pde =2 | swads + 2— | s;wgyde,
P1 Jo Pr Jo PL Jo
de onde, vem que
k.2l2 4 k.2 2 L
J = 2 | sjwpdr + 2— [ syw(p, + 1+ lw)dx
P1Jo P1 Jo
k212 l
— 2 | siw(y + lw)de. (3.101)

P1 Jo

Agora substituindo a equagdo (3.78) em J,, obtemos

14
JQ = k?ol/ 81W<W+f5)dl’
Oﬁ o 14 o
= k’ol/ 81WWd£E—|—k’ol/ S1Wf5dflf
0@ B 0 , B
= kol/ 51<Z5'w—f5)Wd$+k0l/ SIng,dSL'
0 0

¢ ¢ ¢
= iﬁkol/ sywWdx — k:ol/ s1fsWdx + k:ol/ s1W fsdz,
0 0 0
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e novamente ajustando alguns termos de maneira conveniente, chegamos a

4 0
J2 = Z/Bko/ 81(3096 + lZ/ + l’lU)Wd$ — Zﬂk’o/ Sl(QO;(; + ¢)Wd$
0 0
Y4 Y4
— kol / s1fsWdx + kol / s1W fsdz. (3.102)
0 0

Além disso, substituindo as equagdes (3.74) e (3.76) em (3.102), podemos reescrever 0 mesmo

como
¢ o ¢ o
Jy = iﬁko/ s1(pe + ¥ + lw)Wdx — k;o/ 519, Wdx
0 0
¢ L ¢ L
— ko/ SldeiL' — ko/ Sl(flz + f3>Wd3)'
0 0
L L ¢ L
—k‘ol/ 81f5Wdl’+ ]{Zol/ 81Wf5dI (3103)
0 0
Logo, substituindo (3.101) e (3.103) em (3.100) obtemos que
k(Q)l 4 ) . 14 o V4 o
— | silwe, —lp|"dx = ifky | s1(ps+ ¢ +I1lw)Wdx —ky [ 1P, Wdx
P1 Jo 0 0
0
—k,’[)/ 81\DWCZ$+]1, (3104)
0
onde
ki?ky (* kol [*
L o= ——2 / s1(r + 0 4 lw)Wdr + —= | s1[lk10 + py fo|wda
P11 Jo P1 Jo
/{ZQZ l /{32 2 l 273 l
— = | Slwawdr + -2 | sipwdr + =— [ si|p|*dx
P1 Jo P1 Jo P1 Jo
k?2l2 l 272 l
+ 0 | Swpde + 22— | syw(e, + 9 + lw)de (3.105)
p1 Jo p1 Jo
k212 ¢ L o
_ ;_ sw(Y 4+ lw)dx — k:o/ s1(fiz + f3)Wdx
1 Jo 0

Y4 Y4
— kol / s1 fsWdx + kol / s1W fsdz.
0 0

Por outro lado, derivando a equacdo (3.75), multiplicando por %slw e integrando em
(0, ), temos

k2 [t _ . £ kko [ _
—— | s1(w, —lp)wde = —ifky | $1Pwde +— [ s1(pe + 0 + lw)wdz
P1 Jo 0 P1 Jo
ki ke 4 l
_ o $10wdx + ko / $1 fazwdx.
P1 Jo 0



Substituindo as equagdes (3.79), (3.78) e integrando por partes, obtemos

kol [ ‘
_ ot si[iBpWwde = k‘o/ 51D, (W + f5)dx
0

P1 Jo
kko [*
— 2 s1(p + U+ lw),wyd
P1 Jo
kko [*
— 22 i + U+ lw),wd
P1 Jo
V4 V4
. kiko 510, 0=da + k1Ko s\, wd
P1 Jo Pr Jo
0 V4
— ko / s1fagdr — ko / s fawdx
0 0
kol [* .
+ m s1{lk(z + ¥ + lw) — Ik10 — p1 fo]wdz,
1 Jo

e novamente substituindo a equacdo (3.78) e usando integracdo por partes,

4 4 4
kol/ 81W(W + f5)d$ = ]{30 / Slq)g;WdI + p—o S1 (QOI + ¢ + lw) (wm)dx + IQ,
0 0 1 Jo

onde

l o l{fk'() 12
]2 = ko/ sl(Isz5dx + — / Sll(gﬁx + w + lU))U)_deL'
0 0

P1
kko [*
4 o
P1 Jo
kiko [* kiko [*

L
s1 (e + U + lw)wde + % / s1 (e + 1 + lw)wdx
1 Jo
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¢
+ — $10, W dx + —— 10, wdr — ko/ S1 fagdx (3.106)
0

Pr1 Jo P1 Jo

l kal ¢
— ]{30/ s'1f4wdx + pi / Sl[lk’(gOm + 'lb + ZU}) — lk:19 — plfg]wdx,
0 1.Jo

ou ainda, ajustando alguns termos vem que

14 14 . kf 14
kol / S| WPdr = ko / 1@, Tdz + / 51(a + 1 + L)oo (ws — Ip)ada
0 0 0

0
kko [ — ¢ _
+ p_ $1(pz + U + lw)lpgdr — kol | s1W fsdx + L.
1 Jo 0
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Substituindo a equacao (3.79) e reagrupando os termos adequadamente temos que

L 14 4
k’ol/ $1|W|2dl' = k,‘g / 31(1)do[£ — Zﬂk’/ Sl(QO;C + 'l/f + llU)Wd{lf
0 0 0

k? 4
—i—p— $1(pe + 0 + lw)[lk(pr + ¥ + lw) — lk10 — py fo]dx
1 Jo

kkol [*
4 =20 s1(pz + U + lw)ppdx
P1 Jo

Y4
— k:ol/ s1W fsdx + 1. (3.107)
0

Logo, somando (3.104) com (3.107), obtemos

k’2l ¥4 4 l o
pi s1|wy — lp|*dx + kol/ s1Wkdz = (iBko — zﬂk:)/ s1(pe + 9 + lw)Wdx
1 0 0 0
Y4
—ko/ s1YWdx + I, (3.108)
0
onde
]f Y/
b= L / s1(n + 0 + 1) (g + & + ) — U — pr folda
1Jo
kko [* S ¢ _
—+ p— Sl(ﬁpw + 1/) + lIU)l(pdeE — ]{fol 81Wf5d$ + ]1 4+ IQ,
1 0 0

com [ e I; dados em (3.105) e (3.106), respectivamente.

Note ainda, que integrando por partes tem-se

k2 [* k2 [* k2 [*
| Swwdr = % | sY|w|?de + = | sjwwgde,
Pt Jo P1 Jo P1 Jo
e tomando a parte real temos
kgl [ k("
Re( - L/ s’lwmmdx) = L/ sp|w|*dx. (3.109)
P Jo 2p1 Jo

Usando a estimativa (3.109), as hipéteses sobre s; e as Desigualdades de Holder e Poincaré, ao

tomar a parte real de /5, obtemos que

lo+6/2 1
|Rel3| < CHUHH], (/ |0 +¢+lw|2dx)
lo—6/2
<

CIIIU s, + N0 1l +

10153, + ClIFlG,,  (3.110)

para alguma constante C' > (. Portanto, tomando a parte real usando a Desigualdade Young,
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podemos estimar (3.108) como

l0+5/2 lo+5/2 l0+§/2
/ sllwx—lg02dx+/ 51]W\2dx < C!BHko—kl/ s1lex + ¥ + lw||W|dx
! lo—6/2

0—5/2 lo—6/2
lo+5/2
+C |U|?dx + | Rels),
lo—6/2
para alguma outra constante C' > 0 e usando (3.110), concluimos a prova de (3.99). ]

Corolario 3.31. Considere as hipoteses anteriores. Entdo, dado € > 0 temos que:

(i) Se x # 0, entdo existe C. > 0 tal que

lo+6/3 lo+8/3
/ wa4wmx+/ Wz < el|U|3, + CelB*IF|I3,- (3.111)
lo—6/3 lo—6/3 ! !

(ii) Se x = 0, entdo existe C. > 0 tal que

lo+6/3 lo+6/3
/ |wm—lcp|2dx—l—/ Wide < el|UJ% +CFI2. (.112)
lo—6/3 lo—6/3 ! !

Demonstragdo. Usando a Desigualdade de Young no Lema 3.30 e as hipdteses sobre s;, temos

que
lo+4/3 lo+6/3 lo+46/3
/ lw, — l<p|2dx+/ W dz < C|ﬁ|2|x\2/ |z + 1 + lw|*dx
lo—58/3 lo—6/3 lo—6/3
lo+4/2 2
O, (/ lon + 1+ zw,zda:>
lo—6/2
lo+5/2
+c/' WPdz 4 Cl6, o) U,
lo—5/2
2 C 2
+ CNU 3 [1F'[l3; + ClIF 5, + WHUHHJ-,

para alguma outra constante C' > 0. Logo, vem que:

(1) Se x # 0e |B| > 1, usando o Corolario 3.26 inequagdo (3.91), a Desigualdade de Young
com ¢ > (), Lema 3.28 desigualdade (3.95) e o Lema 3.23 obtemos que

lo+6/3 lo+6/3
[ e tePde [ WPds < eUlE, + PR
lo—6/3 lo—38/3 ! !

lo+6/3
+CWF/ |l lulide
lo—6/3



62

Por fim, usando a estimativa do Corolario 3.26 desigualdade (3.91), concluimos que
lo+6/3 lo+6/3
[ e tePo [ WPds < eUI, + CBPIFI,
lo—5/3 lo—6/3

para alguma constante C, > 0.

(i7) Se x = 0, tomando |3| > 1 suficientemente grande, usando a Desigualdade de Young

com ¢ > (), Lema 3.28 desigualdade (3.95) e o Lema 3.23 temos que
lo+6/3 lo+6/3
[ w—toPdst [T WP < UIE, + AP,
l0_5/3 10—6/3

lo+4/3
+OE/ |0z + 0 + lw|*dz,
lo—6/3

portanto, usando novamente o Corolério 3.26 desigualdade (3.91) vem que
lo+6/3 lo+3/3
| - tebdos [ WPde < U, + CIFIE,
lO_(S/S lo—6/3

para alguma constante C, > 0.
]

Observacao 9. Novamente vale ressaltar que a funcio de corte s; foi utilizada com objetivo
de evitar termos pontuais a cada integracdo por partes. E com isso, evitar a dependéncia dos

termos de fronteira.

3.2.2 Conclusao da prova do Teorema 3.19: Decaimento Exponencial

A conclusdo se baseia em verificar as condi¢des do Teorema 2.25. Com efeito, pelo
Lema 3.22 a condi¢do (2.4) se verifica. Agora, dado ¢ > 0 e x = 0, combinando o Corolério
3.26 desigualdade (3.91), Corolério 3.29, Corolério 3.31 item (ii), Lema 3.25 desigualdade
(3.88), Lema 3.28 desigualdade (3.95) e ainda a Desigualdade de Young temos que existe uma
constante C. > 0 tal que

Vo <ellU3, + Ccl|FIl3,, paraj = 1,2, (3.113)

onde

lo+46/3
Vo = / (Jpz + ¢ + lw]* + | + [0 + | + Jw, — lp|* + [W]?) da.
lo—5/3

Neste momento, vamos utilizar o resultado de extensdo do Capitulo 5 para concluir o

desejado. Desta forma, vamos nos conscientizar das hipéteses a serem contempladas. Primei-
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ramente lembremos que o vetor (¢, @, ¢, U, w, W, 0,9) € D(A;), para j = 1,2, é solugdo da

equagdo resolvente (3.73). Agora, consideremos um vetor G := (g1, g2, g3, 94, g5, g ) tal que

g1:= f1, 92 = p1fo — ki6y,
g3 = [3, Ga:= pafa+ k10 — kU,
95 = f5, g6 := p1fe + ki1l0.

Portanto, sob estas considerac¢des o vetor (¢, @, 1, ¥, w, W) := V é solugdo do sistema (3.74)-
(3.79), o qual corresponde ao problema (5.1)-(5.6) estabelecido no Capitulo 5.
Além disso, como (lp — 6/3,1p + §/3) C (0,¢), basta considerar b; := Iy — /3 e

by :=lp + /3, e ainda, considerar o pardmetro A em (5.44) tal que
A= eHUH%j + CEHFH%J_, paraj =1,2.

Agora, basta aplicar o Corolario 5.2 do Capitulo 5, uma vez que vale (3.113). Desta forma,

existe uma constante C' > 0 tal que
IVIG, < CellUlf, + CCIFIf, + ClGG,, paraj = 1,2, (3.114)

com || - ||, definido em (5.7).

Usando (3.114), o Lema 3.23 e a Desigualdade de Young temos que
U5, < CellUllz, + C:llFI,, paraj=1,2.
Portanto, tomando € > 0 suficientemente pequeno , concluimos
1Ulle, = 1(i81a — A)7"Fllag; < C|IF 3y, para j = 1,2.

Logo, para || — oo vale a condi¢@o (2.5) do Teorema 2.25, provando o Teorema 3.19, conse-

quentemente, o sistema (3.1)-(3.4) é exponencialmente estdvel para y = 0. U

3.2.3 Conclusao da prova do Teorema 3.20: Decaimento Polinomial

Pelo Lema 3.22 temos que iR C p(A;), para j = 1,2. Sendo assim, dadoe > 0 e x #
0 combinando o Coroldrio 3.26 desigualdade (3.91), Coroldrio 3.29, Coroldrio 3.31 item (i),
Lema 3.25 desigualdade (3.88), Lema 3.28 desigualdade (3.95) e ainda usando a Desigualdade
de Young temos que
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onde

lo+6/3
Vo e / (10w + 0 + lw]? + | @2 + 1,2 + [ + [, — lp|* + |W?) da,
lo—6/3

para alguma constante C. > 0 e |3| > 1 suficientemente grande. Novamente utilizaremos o re-
sultado de extensdo do Capitulo 5, para isso vamos considerar novamente b; = l[p—0/3 e by =
lo + /3, e ainda, note que V' = (p, @, ¢, ¥, w, W) é solucdo do sistema (3.74)-(3.79) o qual
corresponde ao problema (5.1)-(5.6) estabelecido no Capitulo 5 com G := (g1, 92, g3, 94, 95, J6)
tal que

g1 = fl, g2 ‘= p1f2 - klezm
93 = f3, ga = pafs+ k10 — ko,
g5 = f5, g6 := p1.fe + ki1l0.

Sendo assim, pelo Coroldrio 5.2 existe uma constante C' > 0 tal que
IVIE, < CellUllz, +CCABIMIF I3, + ClIGIG,, paraj =1,2,

com || - ||, definido em (5.7).

Agora, usando o Lema 3.23 e a Desigualdade de Young obtemos que
U3, < CellUlf,, + C|BI*I FIf,, paraj = 1,2.
Tomando € > 0 suficientemente pequeno temos que
U3, = 1(iB1a — Aj) " Flla, < CIBP||F ;. paraj = 1,2.
Logo,
1(iB81a — A7)l 2,y = O(IBI), para 8] = oo, j = 1,2..
Pelo Teorema 2.27 temos que
||Sj(t)Aj_1HL(Hj) =0t V%), parat — 00, j =1,2.

Portanto, usando a definicdo 2.26 podemos garantir que existe uma constante C' > 0

tal que

|’Sj(t)A;1‘|L(Hj) <Ct V% t—o00,j=1,2.
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Entao,
1S (1) A Fllay, < Ct V2| Fllay,, VF € Hy, t — 00, j =1,2.

Sabendo que, dado Uy € D(A;) temos A;'F = Uy e que || A;(Uo)|ls, < |Uollp(a,). para

7 = 1,2, concluimos que
U@, = 1150 Tolln, < CE Y2 Upllpays £ — 00, = 1,2,

provando o Teorema 3.20. Logo, o sistema (3.1)-(3.4) é polinomialmente estdvel para x # 0 e
Uy € D(A]) ]

3.3 FALTA DE DECAIMENTO EXPONENCIAL

Teorema 3.32. Seja Uy € D(As) e suponhamos que x # 0. Entdo, o semigrupo associado ao

sistema (3.1)-(3.4) ndo é exponencialmente estdvel.

Demonstragdo. Pelo Teorema 2.25 basta mostrar que (2.25) ndo se verifica. Com efeito, vamos
mostrar que dada uma sequéncia F,, € Hs, com || F}, ||, < 1, existe uma sequéncia /3, € R e
U, € D(A;) tal que

1Unll, = 1(iBnd — A2) " F|l3, — + 00, quando |3,] — + co. (3.115)

Sendo assim, para cada n € N considere de maneira particular a sequéncia limitada

1

F, = (0,0,0,0, 0, —cos(nx),0,0) € Ha, Vo € (0,m), £ := . (3.116)
P1

Observacao 10. A fim de mostrarmos um contraexemplo para a segunda condi¢do do Teorema

2.25, vamos considerar sem perda de generalidade ¢ = 7. Além disso, basta que || F}, ||z, < C

rd Fn . . A . . . .
e dai % < 1, ou seja, basta que F), seja uma sequéncia limitada e consideramos F) :=

| Fnll7y
—=.

Para F,, dada acima, como iR C p(A;), consideremos a equagéo resolvente
18,U, — AU, = F,,, (3.117)

onde 3, € Re U, = (¢n, Pn, Un, Yy, wy, Wy, 0,,,9,) € D(A3) sdo sequéncias a determinar.
Para facilitar a nota¢do, vamos considerar 8 = f3,,, U = (@, ®, ¢, U, w, W,0,9) = U,. Logo,



reescrevendo (3.117) em termos de suas componentes obtemos

ifp — @ =0,

iBm® — k(ps + 1+ lw), — kol(w, — lp) + k10, =0,
ipyY — ¥ =0,

iBp2V — bhyy + k(pr + ¢ + lw) — k16 + kot = 0,
1Pw—W =0,

iBpW — ko(wy — o)z + kl(@r + ¢ + lw) — k110 = cos(nx),
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(3.118)
(3.119)
(3.120)
(3.121)
(3.122)
(3.123)
(3.124)
(3.125)

De imediato temos que ifp = &, iy = U e ifw = W, e substituindo em (3.119),

(3.121) e (3.123), respectivamente, vem que

— B%p1p — k(x + ¥ + lw), — kol(w, — 1) + k16, = 0,

— B2pat) — by + k(pp + 0 + L) — k16 + ko), = 0,

— Bp1w — ko(we — 1), + kl(pe + 1 + lw) — k110 = cos(nz),
18p30 — ally, + iBk1p, + 18k + iBklw = 0,

18010 — Y0z + iBkatp, = 0.

O sistema reduzido (3.126)-(3.130) admite uma solucao do tipo

(3.126)
(3.127)
(3.128)
(3.129)
(3.130)

¢ = Asen(nx), 1 = Bcos(nz), w = Ccos(nzx), § = Dcos(nx), ¥ = Esen(nz), (3.131)

onde A, B,C, D e E sio coeficientes a determinar e que também dependem de n € N. Substi-

tuindo (3.131) em (3.126)-(3.130) podemos reescrever o mesmo no seguinte sistema algébrico

(—=B%p1 + kn® 4 kol®)A + knB + (k + ko)InC' — kynD = 0,
knA 4 (—B%py +bn? + k)B + kIC — kyD + kynE = 0,

(k + ko)InA + kLB + (—B°p1 + kon® + kI*)C — kyID = 1,
ifkinA +iBkiB +ifkil + (iBps + an®)D = 0,

—iBkonB + (iBps +yn*)E = 0.

(3.132)
(3.133)
(3.134)
(3.135)
(3.136)

Observacao 11. Note que, resolver o sistema (3.118)-(3.125) se resumiu em determinar os

coeficientes A, B, C, D e F do sistema (3.132)-(3.136), devido a equivaléncia dos mesmos.
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Reescrevendo o sistema (3.132)-(3.136) em termos matriciais, obtemos

Py kn (k+ko)in —kin 0 A 0
kn P2 kl —]{71 kgn B 0
(k4 ko)ln Kl Py —kil 0 cl=111,
0 —ifkan 0 0 P E 0
=M
onde
P = —/62[)1 + kn® + k‘olQ, b= —62p2 +bn? + k,
Py = —3%p +kon® + k%, Py=iBps+an’,

P = ifps +’Y”2-

Observe que, utilizando a Regra de Cramer podemos determinar o coeficiente C' a

partir da seguinte expressao

det Ms
T det M’
onde

P kn 0 —kin O

kn b 0 —k kan

Ms = | (k+ ko)ln kl 1 =kl 0

1Bkin iBky 0 Py 0

0 —ifkan 0 0 b

Usando o Teorema de Laplace note que

det M = (PyPs —1*(k + ko)*n®)PoPyPs + (I*(k + ko)*n® — P P3)iBkn*P,
— 2iBKkI1?(k + ko)n? Py Ps + iBkin® Py P3 Ps — 2i3kikn® P3Py
+iBkIP P PyPs — K* PP Py Ps — 2K K212 (k + ko) B°n* 4+ K23 12 5°n Py
+ 4iBkTKI (k + ko)n® Ps — iBki1? (k + ko)*n® Ps + 2k*1?(k + ko)n® Py Ps
+ k2k2B*n* Py + iBkI P3Py Ps — k*n*PyPyPs — 2i3k?1*k P, P;, (3.137)

det M3 = P1P2P4P5 + zﬁk§n2P1P4 — k‘gk’%ﬂ%fl — k?2’fl2P4P5 — Zﬁk?k’nQ — zﬁk%kn2P5
—FZBI{?%TLQPQ.Pg) + Zﬁk’%Plpg)

Afirmacao 5. Os determinates de M e M3 s@o ndo nulos para n suficientemente grande.
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Com efeito, tomando a parte real dos determinantes temos que

Re(detM) = (PiPs—I*(k + ko)*n?)PyPyPs — k*I? P P, Ps
— 2221 (k + ko) BP0t + K2K212 5202 Py
+ 2K%12(k + ko)n? PyPs + k?k23%*n* Py — k*n* P, P3P,

Re(detMs3) = PyPyPyPs — k3kiB*n* — k*n*P,Ps.

Portanto, sabendo que o grau dos polindomios Py, P, Py, Ps € menor ou igual a dois,
pelo Teorema Fundamental da Algebra existem no mdximo dez raizes nas quais os determinan-

tes se anulam Sendo assim, basta considerar um ny € N tal que
detM,detMs # 0, Vn > ng.

Por fim, os determinantes sdo ndo nulos para n suficientemente grande.

Observacao 12. Nosso objetivo neste momento é estudar o comportamento do |C| a medida

que n cresce, isto €, ndo existe problema em considerar n suficientemente grande.

Finalmente, vamos considerar a sequéncia  := (,, € R dada por

B = Ko 1 k17 - Uk + ko) (3.138)
' pP1 p1(k — ko)’ '
e desta forma, concluimos que
12(k + ky)?
Py = (k —ko)n* + (ko — k)I* + u,
k — ko
P1 P1 (k? - ko)/h 7
(k + ko)?
Pr= T
3 L — ko )
e ainda, A A
*(k+k
PPy — IP(k + ko)’n® = H + (ko + k)2 (3.139)
— Ko

Observacao 13. Note que estamos no caso x # 0, isto é, k — kg # 0 e portanto (3.138) esta
bem definida. E ainda pela Observagdo 1 temos p1b = kyp2, mas vamos considerar, de forma

mais geral, o caso em que possa ocorrer p1b # kopo.

Primeiramente vamos analisar o comportamento do |C/| para o caso em que p1b # kopa,
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e desta forma P, se comporta como um polindmio de grau dois e consequentemente

det M.
|n—73| ~ Cyn, quando n — oo,

onde Cjy > 0 € uma constante. E além disso, de (3.137) e (3.139) temos que

|det M|

n7

~ (', quando n — oo,

onde C'; também € uma constante estritamente positiva. Logo,

|detM3|

7
— n ~
|IC| = dear ~ Lon, quandon — oo,

n7

onde L > 0 é constante.
Agora para o caso de p1b = kyps, concluimos que P, se comporta como uma constante

e portanto

detM
‘—63| ~ Cyn, quando n — oo,
n

onde ' > 0 novamente é constante. E ainda, de (3.137) e (3.139) obtemos

|det M |
n6

~ ('3, quando n — oo,

onde ('3 > (0 também € uma constante. Da mesma forma, obtemos que

|det M3

6
=1 = —
|C| = e ~ Lin, quandon — oo.

nb

onde L; > 0 é uma constante.
Portanto, podemos concluir em qualquer caso que existe uma constante L3 > 0 tal que
|C'| ~ Lsn, quandon — + oco. Desta forma estamos aptos a concluir a prova do Teorema

3.32. Para isso, observe que
U, = ;W3 = prliBwllz = p] B |wll3,
e como w = C' cos(nx), obtemos
¢
U5, > p1\5]2/ |C cos(nzx)|?dx = p1|B*|CCy, (3.140)
0

onde 'y > 0 é uma constante determinada calculando a integral. Portanto,

U3, — + o0 para [B] = + oo,
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mostrando (3.115), e concluindo a prova do Teorema 3.32.

Corolario 3.33. Sob as condigdes do Teorema 3.32, dado 1 € (0, 2) temos que
B 2(|Ull3, — + 00, quando |B| — + oo.
Demonstracdo. Usando (3.140) e a expressdo para § dada em (3.138), temos que

BTl > v/ prCal €8I = Csn, quando n — + oo,

uma vez que % ~ L4, quandon — + oo, para alguma constante L, > (. Portanto fica

provado o Corolério 3.33. [

3.4 OTIMALIDADE DO DECAIMENTO POLINOMIAL

Teorema 3.34. Seja Uy € D(A;) e suponhamos que x # 0. Entdo, a taxa t~/* obtida no

Teorema 3.20 é dtima, isto é, ndo existe p € (0,2) tal que

C
NU®#)[2, < —|Uollp(ay) ,t > 0.

2—p

Demonstrag¢do. Suponhamos por absurdo, que exista i € (0, 2) tal que

C
U3, < —IUollp(ay), t > 0. (3.141)

2—p

Sabendo que 0 € p(As), entdo dado F' € Hy temos —(Ay)™'F = Uy com Uy € D(Ay).

Portanto, podemos escrever (3.141) de forma que

-

2—p

1U#)]|, < (A2) "' Fllpay), YF € Ha, t > 0. (3.142)

Sabendo que a solucdo U (t) é dada por U(t) = Sy(t)Uy, concluimos de (3.142) que

1S2(t) (A2) "L F ||, < i | |34y, YE € Ho, t > 0.
Logo,
192045 ey < >0
ou ainda,

192(8) A5 Ml a4y = O(t#2) , t = + 00,
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para uma constante C' > 0. Pelo Teorema 2.27 temos que

1(i61a — A2) "l cipz) = O(IBI*7H) , |B] — + 00,
ou ainda,
11810 — Az) "l eay < CIBET, |B] — + o0,
para alguma constante C' > 0. Logo, concluimos que a solug¢do U = (i31; — Ap) ' I satisfaz
Ul < CIBP I llpz, ¥ F € Ho,

ou equivalentemente,
BN U ey < CllF gz, ¥ F € Ha, (3.143)

onde U € D(As) e || — + oo. Por outro lado, para F,, dada em (3.116), existe uma sequéncia
Bn € Re U, € D(A;) tal que pelo Coroldrio 3.33,

|/8n|u_2”UnHH2 — + 00, quando |ﬂn| — + 00,

1/2

o que contradiz (3.143). Logo, a taxa ¢t~/ ndo pode ser melhorada. [
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4 SISTEMA DE BRESSE TERMOELASTICO COM DISSIPACAO LOCALIZADA

4.1 O MODELO COM DOIS ACOPLAMENTOS TERMICOS E UMA DISSIPACAO LOCALI-
ZADA

Neste capitulo, estudaremos o seguinte problema

prow — k(e + 0 + lw), — kol(wy — lg) + k10, =0 em (0,£)x(0,400),
Pl — bpy + k(0 + U +lw) — k10 + ke, =0 em (0,4)x (0, +00),
prwy — ko(wy — o)y + kl(0e + 0 + lw) — k110 + n(x)w; =0 em  (0,£)x (0, +00),
P30y — by + k1(pr + ¢ +lw), =0 em (0,€)x(0,400),
p419t - ’Vﬁx:c + kZQ/Ja:t =0 em (O,€)>< (07 —|—OO),
4.1
com condig¢des iniciais
SO('Q:?O) :SOO(I'), QOt(.T,O) :(701('17)7 ¢($a0) :¢0($)7 wt(xa O) :'le(.fﬁ), (4 2)
w(z,0) =wo(x), wi(z,0)=wi(z), 6(z,0)=0(x), V(z,0)="1(z),
e condicdes de fronteira do tipo Dirichlet
o(x,t) =(x,t) =w(x,t) = 0(x,t) =I(x,t) =0, para x € {0,(}, 4.3)
ou do tipo Dirichlet-Neumann
p(x,t) = o, 1) = wa(2,t) = Ou(x,t) = I(z,t) =0, para =z € {0,(}, (4.4)

onde consideramos as mesmas contantes e funcdes dos sistema (3.1)-(3.4) do Capitulo 3 e,
adicionalmente, 7 = 7(x) é uma fun¢io ndo negativa.

Aqui, diferentemente do problema (3.1)-(3.4) do Capitulo 3, mostraremos que o pro-
blema (4.1)-(4.4) decai exponencialmente independente de qualquer relacdo entre os coeficien-
tes, conforme a hipédtese x := k — kg = 0 usada no Teorema 3.19. Para isso, assumiremos que

1 € uma funcao nao negativa e localizada definida como segue.

Hipétese 4.1. Seja n € W1(0, ¢) uma fungdo ndo negativa satisfazendo
n(x) >mny >0 paratodo x € w C (0,7), 4.5)

onde w # () é um subintervalo aberto qualquer de (0, ().

Observacao 14. Note que 7 pode se anular no complementar de w, de modo que a dissipacao
localizada n(x)w;, tem efeito apenas no aberto genérico w. A figura abaixo ilustra um caso onde

n é efetivamente positiva apenas em uma vizinhanga contida em (0, ¢).
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770 e e

Figura 4.1: Gréfico da fun¢do 7 .

4.2 EXISTENCIA E UNICIDADE

Nesta secao serdo apresentados os resultados de existéncia e unicidade de solugdo para
o problema (4.1)-(4.4), neste momento vamos reformular o mesmo adequando-se as condi¢des

de fronteira simultaneamente. Para isto, consideremos os seguintes espacos de fase

Hy = Hy(0,0)x L*(0,£)x Hy(0,£)x L*(0, £)x Hy (0, £)x L*(0, £) x L*(0, £) x L*(0, ¢),
para contemplar as condi¢des de fronteira estabelecidas em (4.3), e
Ho := Hy(0,0)x L*(0,£)x HL(0,£)x L2(0, £)x H}(0,£)x L2(0, £) < L2(0, £) x L*(0, ¢),

para as condi¢Oes de fronteira em (4.4). Como visto no Capitulo 3 o espaco H; € Hilbert, para

7 = 1,2, munido do produto interno usual

(Ua U*>H] = (901‘) 90;)2 + ((ba (I)*)Q + (wxv ¢;)2 + (\I’a \D*)Q + (wxa w;)Q + (VI/’ W*)Q
+ (07 0*)2 + (197 79*)27

cuja a norma proveniente do mesmo é
Uy, = llpalls + 1905 + llball3 + 1215 + [lwa 15 + W15 + 1015 + 1215 .

onde U = (0, ®, 9, U, w, W,0,0), U* = (¢, &*, 0%, U*, w*, W*, 0%, 9*) € H,, paraj = 1,2.
A partir de agora omitiremos a notagdo L*(0,¢), L2(0,¢), H}(0,¢) e H}(0,¢), deno-
tando simplesmente por L?, L2 H! e H}, respectivamente. Além disso, consideremos uma

nova aplica¢do definida por

(U, U, = p1(P, @) + po(W, W)y + pr (W, W¥)a + b(, ¥} )2 + p3(0,07)2
+ p4(0,9%)2 + k(pr + 1 + lw, k + * + lw*)s + ko(w, — lp, wh — 1p*)a,
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a partir do qual, definimos também

pll @3 + o213 + pr W3 + bllballs + Kll (00 + 0 + tw)[5 + kol (ws — 10)]13
+psl015 + pall9l3,

10153, =

para quaisquer U, U* € H;, paraj = 1,2.

Observaciio 15. A aplicago (-, -)#,, com j = 1,2, define um produto interno em #; desde que
Il # nm, n € Z, para o caso j = 2. Consequentemente, || - ||, define uma norma no mesmo,

conforme a Afirmacdo 1 e a Observagdo 5 no Capitulo 3.

Observaciio 16. Andlogamente aos Lemas 3.1 e 3.10 concluimos que as normas | - [4; € || - ||,
sdo equivalentes para j = 1,2. Logo, (H;, || - [|3,) € um espaco de Banach, e portanto um
espaco de Hilbert, para 7 = 1, 2.

Considere agora, para j = 1,2, o operador linear A; : D(A;) C H; — H,, onde

d
pﬁl(gpx + %Z) + lw)x + %(wx - l‘p) - %ex
v
AjU = PQw P2 (QO +¢Mj— w) + P2 02 , (46)

p1

ko (wy — 1)y — %(gpx + Y+ lw) + %9 — W

ol k
&y — B (D + W W)

P3

¥ k:
p_419xx - _2\111‘

P4

para U € D(A;), cujos dominios sdo dados por

D(A) = {U e H,: p,0,w,0,0 € HHNH?; &, 0, W € H}},

D(As) :={U€Ma:p,0 € HyNH?; U, W € H}; ® € Hy; 1y, w,,0, € Hy }

Denotando ¢; := ®,v, := V¥ e w; := W podemos reescrever o sistema (4.1)-(4.4)

como o seguinte problema de valor inicial

t>0,j=1,2,

U(O) = UO)

onde U = (90’ q)a 'QD, \I], w, I/I/v 07 19) € UU = (9007 ¥1, 77007 wlv Wo, Wi, 90) 190) Desta forma temos
um problema de Cauchy abstrato no qual utilizaremos da teoria de semigrupos lineares para

buscar existéncia e unicidade de solucao.
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Teorema 4.2. Seja A; : D(A;) C H; — H; o operador linear definido em (4.6). Entdo, A; é

um operador dissipativo em H;, para j = 1,2.

Demonstracdo. A prova € andloga ao Teorema 3.2, obtendo agora
¢
Re(AU. U, = =l =210l = | nfa) W) o @3)
0

Portanto, como o, vy > 0 e n > 0, segue que

Re(A;U,U)y, <0, paraj = 1,2.

Teorema 4.3. O operdor (—A;)™' : H; — D(A;) existe e é limitado, para j = 1, 2.

Demonstragdo. A existéncia do operador (—A;)~! decorre do fato de —A; ser bijetor para

7 = 1,2 e ademonstracdo é andloga a feita nos Teoremas 3.5 e 3.14. Bastando observar que:

[ W@ <l [ 1w < oo

uma vez que ) € L* e W € L? para j = 1, 2. Portanto, nWW € L* para j = 1, 2.

Além disso, note que para o caso j = 2 temos W € L? e consequentemente

OSAMMW@MSMMAmeroéén@W@M=Q

e portanto nWW € L?, para j = 2.
A limitag¢do do operador segue usando os mesmos argumentos do Teorema 3.6, para
j=12. ]

Teorema 4.4. Se Uy € H;, entdo o problema (4.7) possui uma tinica solugdo generalizada
U e C([0,00); H;), para j = 1,2. Além disso, se Uy € D(A;), entdo U é solugdo regular do
problema (4.7) na classe U € C([0,00); D(A;)) N CY([0,00); H;), para j = 1,2. Ou ainda, se
Uy € D(A;?), paran > 2 natural, entdo a solugcdo U de (4.7) estd na classe

ﬂC" "( D(AY)), paraj =1,2. (4.9)

Em todos os casos, a solugdo é dada por U(t) = S;(t)Uy = iUy, j = 1,2.

Demonstragdo. Inicialmente, de maneira andloga aos Teoremas 3.7 e 3.16 mostra-se que 0 €
p(A;) e D(A;) = H; para j = 1,2. Sendo assim, pelo Teorema 2.21 o operador A; é um
gerador infinitesimal de se um Cy—semigrupo de contragdes S;(t) = e’ para j = 1,2.

Portanto, a conclusdao do Teorema 4.4 segue dos Teoremas 2.22 e 2.24. O]
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4.3 ESTABILIDADE

A estabilidade do problema (4.1)-(4.4) serd resumida na prova de um tnico resultado,

este relativo a decaimento do tipo exponencial para a solugdo U(t) = S;(t)Uy,j =1, 2.

Teorema 4.5. O semigrupo S;(t) = et associado ao problema (4.7) é exponencialmente

estdavel, ou seja, existem constantes C,w > 0 independente de Uy € H ;, tais que
U ||, < Ce™"|Uslla, , j=1,2,¢>0. (4.10)

Em outras palavras, o sistema (4.1)-(4.4) é exponencialmente estdvel.

A prova deste resultado consta em verificar as duas condicdes estabelecidas no Teo-
rema 2.25, e para isso vamos estabelecer alguns resultados preliminares e consequentemente

combind-los ao ponto de concluir a prova desejada.
Lema 4.6. Para j = 1,2, temos que iR C p(A;).

Demonstragdo. Pelo Lema 3.21 sabemos que A; tem dominio imerso compactamente em H ;,
para j = 1,2, e pelo Teorema 2.20 o espectro de A; é formado apenas por autovalores.

Sendo assim, suponha por contradi¢cdo que exista 5 € R tal que i = X € o(4;).
Logo, existe um vetor U # 0 € D(A;) tal que A;U = AU, ou seja, \U — A;U = 0, que

reescrita em termos de suas componentes fica sob a forma

Ao —® =0, (4.11)

M1 ® — k(o + 9+ lw), — kol(w, — L) + k16, = 0, (4.12)

) — U =0, (4.13)

Moo W — bty + k(pn + 10 + lw) — ki0 + ko, = 0, (4.14)

Mo — W =0, (4.15)

AW — ko(wy = 1p)s + kl(pz + 1 + lw) — kil + W = 0, (4.16)
Ap30 — by + k1 (P, + U 4+ 1) = 0, (4.17)

Apg¥) — YWy + koW, = 0. (4.18)

Pelo Teorema 4.2, sabemos que

l
Re(A;U, Uy, = —allfal; — 711913 —/0 n(@)|W ()] da.

Portanto, seguindo a prova de maneira andloga ao Lema 3.22 obtemos 6,9 = 0, inici-
almente. Logo, substituindo em (4.18) obtemos ¥, = 0 e consequentemente, usando a equagao

(4.13) e a Desigualdade de Poincaré temos i) = 0.
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Sabendo que 6,9 = 0 e ¢ = 0, obtemos que ¥ = 0 e assim reduzimos o sistema

(4.11)-(4.18) em

Ap1® — k(o + lw), — kol(w, —lp) = 0,

k(pe +lw) = 0,

AW — ko(we — lp)e + k(pr + lw) +nW = 0,
o, = —IW,

ou ainda, substituindo (4.20) em (4.19) e (4.21) obtemos

A ® — kol(w, —lp) = 0,
AW = ko(w, —lp), + W = 0,
o, = —IW.

Agora, derivando (4.23) e subtraindo (4.24) temos que

Ap1(®, — W) — IgW = 0,
o, = —IW.

Logo, substituindo (4.27) em (4.26) obtemos a seguinte identidade

W(2Ap1 +n) =0,

(4.19)
(4.20)
4.21)
(4.22)

(4.23)
(4.24)
(4.25)

(4.26)
(4.27)

e sabendo que 1 é uma fungdo real em (0, /) segue que 7 # —2\p;. Consequentemente temos

que W = 0. Portanto, concluimos que w = 0 e dai obtemos ¢, ® = 0, de onde vem que U = 0,

o que é um absurdo.

]

Sabendo agora que :R C p(A,), entdo dados F' € H;, 5 € R temos que a equacdo
resolvente (i3] — A;)"'F = U esta bem definida, para j = 1,2, isto é, (i3] — A;)U = F, para

jJ = 1,2, ou ainda, reescrevendo em termos de suas componentes

b — P = fi,

iBp1® — k(e + 9 + lw), — kol(wy — 1) + k10y = p1fo,
WP =W = fs,

iBp2V — by + k(0 + 0 + lw) — k10 + ko¥y = pafa,
ipw — W = [,

iBpW — ko(wy — lp)e + kl(@p + ¢ + lw) — k10 + W = py f,
iBp3l — ol + k1 (Py + VU +IW) = ps3 f7,
Zﬂpllﬁ - 719561’ + kQ\Ija: - p4f87

(4.28)
(4.29)
(4.30)
4.31)
(4.32)
(4.33)
(4.34)
(4.35)
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onde U € D(A;), para j = 1,2. Os resultados adiante serdo totalmente concentrados em

estudar a equagdo resolvente acima, afim de obter as estimativas desejadas.

Lema 4.7. Seja U € D(A;), para j = 1,2, uma solugdo do sistema (4.28)-(4.35), entdo sob as

notagoes acima existe uma constante C' > 0 tal que
16,05 10:15. [ WP do < CIUg |Fl, (4.36)
Em particular, dado ¢ > 0 existe uma constante C. > 0 tal que
16,18 10218. [ WP do < <15, + CIFI. @37)

Demonstragdo. Sabendo que, para j = 1,2, A; € um operador dissipativo e que
¢
Re(A;U, Uy, = —all0al5 = 7I[92113 —/ n(@)|W ()" da, (4.38)
0

basta usarmos que iU — F = A;U, a Desigualdade de Holder e o fato que n(z) > ny >
0, paratodo x € w em (4.38), que obtemos (4.36). Além disso, usando a Desigualdade de
Young com ¢ > () obtemos o caso particular de (4.37). [

Novamente, assim como feito no Capitulo 3 vamos utilizar de funcdes de cut-off para
evitar problemas com termos de fronteira e também exigir um pouco mais de regularidade para
os dados inicias.

Portanto, considere U € D(A;), para j = 1,2, solucdo do sistema (4.28)-(4.35), uma
fungdo sy € C*(]0, ¢]) e ainda dado um ly € w considere também um § > 0 tal que

supp (s0) C (lo — d,lp+9) Cw, 0<so(x) <1,Vx e (0,0),

e ainda,
80(1’) = ]_,VZE S [lo - 5/2,[0 +5/2}

Lema 4.8. Sob as notacoes acima, existe uma constante C' > 0 tal que

lo+3 C
[ e =t de < U | Fll, + ClOLMU T, + VI, 439

lo—g ’6’
Em particular, dado ¢ > 0 e || > 1 suficientemente grande existe uma constante C. > 0 tal
que
lo+% ) ) )
) e e s < U, + CAFIR,, 440)
2

paraj =1,2.
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Demonstracdo. Multiplicando (4.33) por sw e integrando em (0, £), obtemos que

¢ ¢ ¢
—ko/ so(wy — lp),wde = —ifp; / soWw dx — k‘l/ So(pe + 0 + lw)w dz
0 0 0

¢ ¢ ¢
—i—k‘ll/ soﬁwd:v—/ sonWde+p1/ Sofew dex.
0 0 0
4.41)

Integrando por partes, reagrupando alguns termos e substituindo a equagdo (4.32) em

(4.41) temos que,

¢ ¢ ¢
k:o/ solw, — lo|*dx = p / soWW dx — k:l/ So(z + ¥ + lw)w dx
0 0 0
¢ ¢ ¢
+ kll/ sobw dx — / sonWw dx + pq / Sofew dx
0 0 0
¢ ¢ o
— /{Z(]l/ S()(wz — l@)@ dx + P1 / 80Wf5 dx. (442)
0 0

Por fim, tomando o médulo, usando as Desigualdades de Holder e Poincaré, as hipé-
teses sobre as funcdes sq e 7, e substituindo as equagdes (4.28) e (4.32) em (4.42), obtemos a

seguinte estimativa

lo+6 lo+6
o [ solu—1ePde < pr [ slWEde+ U F g + U310,
lo—0 lo—0

C

l0+(5
+W||UH§U +n0/ so|W|? du, (4.43)

lo—6
para alguma constante C' > 0. Portanto, sabendo que (ly — 9, ly + ) C w, podemos voltar ao

Lema 4.7 inequacao (4.36) e concluir que

lo+3
/ w, —lpPde < ClUlIF I, + ClOI2 01T 15,

lo—3
c
+ o

E U5,

para alguma outra constante C' > 0e j = 1, 2.
Agora, usando a Desigualdade de Young com € > 0 e o Lema 4.7 inequacdo (4.36)

temos que

lot3 2 > 2 c
/ w, —lpPde < e|UI%, +CLIF|% + —

1013,
g R

para alguma constante C. > 0. Por fim, basta considerar |5| > 1 suficientemente grande tal que
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# < ¢ e concluir que

lo+3
| e tePde < eUIE, + CFIR,, paraji= 12

lo—3$

Lema 4.9. Sob as notacoes acima, dado £ > 0 existe uma constante C. > 0 tal que

lo+3
/ (2P + o + o + lw|* + [ + ) dz < e|| U3, + C[IF |7,
l

s
073

para j =1,2.

Demonstragcdo. Primeiramente observe a prova dos Lemas 3.25 e 3.28 e Coroldrios 3.26 e 3.29
considerando uma fungdo sy € C?(0, /), [y especificamente pertencente ao intervalo w tal que
(lp — 0,lp + ) C w para algum § > 0 e as demais hipéteses sobre sq. Feito isso, a prova deste
resultado segue de maneira andloga devido a similaridade das equa¢des envolvidas na prova dos
Lemas 3.25 e 3.28 e dos Corolérios 3.26 € 3.29 . 0

Corolario 4.10. Sob as notagoes acima e considerando || > 1 suficientemente grande, entdo

dado ¢ > (0 existe uma constante C. > 0 tal que
Vi < ellUl3, + C||F|,, paraj=1,2, (4.44)

onde
lo+3
Viim [ (8P 4l + 6 P 4 [ 4 i+ W + s — 1) do
l0—§
Demonstragcdo. Seja € > 0, entdo basta combinar o Lema 4.7 estimativa (4.37), Lema 4.8
estimativa (4.39) e o Lema 4.9 que obtemos (4.44). L]
4.3.1 Conclusao da prova do Teorema 4.5: Decaimento exponencial

Neste momento estamos aptos a concluir a prova do Teorema 4.5. Para isso vamos uti-
lizar os resultados de extensao estabelecidos no Capitulo 5. Inicialmente, dado € > 0 considere

a estimativa do Coroldrio 4.10, dada por:
Vi <e|U3, + Cel|FIl3,, paraj=1,2, (4.45)

onde

lo+3
V= / (PP + o+ L 4 [P A [l Wy — o) da.
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Neste momento, denotando por V' := (¢, ®,v, ¥, w, W) e por meio de (4.28)-(4.35)
note que V' € solucdo do sistema (3.74)-(3.79), o qual corresponde ao problema (5.1)-(5.6)
estabelecido no Capitulo 5 com G = (g1, 92, 93, 94, g5, g ) dada por

g = fi, g2 = p1fa— ki0,,
93 = f3, g4 = pafs+ k10— kU,
g5 = [f5, g6 = pife + kil0 —nW,

e ainda, (lp — 0/2,1ly + 6/2) C (0,¢). Assim, considerando by := (lg — 0/2) e by := (lp + 0/2)

estamos dentro das hipé6teses do Coroldrio 5.2. Logo, existe uma constante C' > 0 tal que
IVII5.c < CellUl3,, + CCelIF I, + ClGllG,» paraj = 1,2, (4.46)

onde || - ||o,¢ € definido em (5.7).
Sendo assim, utilizando a Desigualdade de Poincaré e o Lema 4.7 em (4.46) podemos

garantir que
G153, < ClUI IF N1, + CUF I,

e assim,
U3, < CellUl3,, + CCF|3,, + ClUw, | Fllw, + CIEN,,

para alguma constante C' > (0 e j = 1, 2. Portanto, usando a Desigualdade de Young com ¢ > 0

suficientemente pequeno, podemos concluir que
U5, < ClIFI5,, YV € H;,

e para alguma outra constante C' > 0, que independe de € > 0, e 7 = 1,2. Ou ainda, sabendo
que
1(i81a = Aj) " Fllag, = |Ullag, < ClIF |3, Y F € H,

temos que,
16814 — Aj) " lenyy < C, (4.47)

para F' # 0, |3| > 1 suficientemente grande e j = 1, 2.
Consequentemente, sabendo que iR C p(A;), para j = 1,2, pelo Lema 4.6 e que
(4.47) acontece para j = 1, 2, podemos garantir pelo Teorema 2.25, que o semigrupo associado

ao problema (4.1)-(4.4) é exponencialmente estavel, o que conclui a prova do Teorema 4.5.
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S SISTEMA DE BRESSE CONSERVATIVO

Neste capitulo, nos concentramos em mostrar dois resultados gerais para sistemas do
tipo Bresse, denominado "Desigualdade de Observabilidade". Este resultado foi provado por
Rivera e Avila em [17] para sistemas do tipo Timoshenko. Baseado nisso e no trabalho de Rifo,

Villagran e Rivera em [15] fomos capazes de estender tais resultados para o caso Bresse.

5.1 DESIGUALDADE DE OBSERVABILIDADE PARA SISTEMAS DO TIPO BRESSE

Considere inicialmente o sistema de equacoes:

(0, 0), (5.1)
(0,0), (5.2)
iy — ¥ = gsem (0,0), (5.3)
(0, 0), (5.4)
(0, 0), (5.5)
iBIW — (ko(wy — 10))s + k(02 + ¢ + lw) = g em (0, £), (5.6)

onde

91,93, 95 € Hy; 92,91,96 € L?; ou g1 € Hy; g3,95 € HY; g2 € L% ga, 96 € L2,
€ vamos assumir que

p1, pa, k, ko, b € CH([0,£]) tais que p1, pa, k, ko, b > 0 em (0, £).

Notacao:
Considere V' = (¢, ®, ¥, ¥V, w,W)e G = (g1, 92, 93, 91, g5, g¢)- E ainda, dados quais-

quer ay, as € [0,¢] com a; < az anotagdo || - ||4,.q4, € definida por

az
|WMW¢=/ (lpw + 2 + Lo + @ + |9 + [ + [wy — lp]? + [W]?) dz.  (5.7)
Proposicao 5.1. (Desigualdade de Observabilidade). Sob as notacoes acima, consideremos
V = (¢, ®,90, ¥, w, W) uma solucdo regular do sistema (5.1)-(5.6) e sejam 0 < a; < ag < {

quaisquer. Entdo, para |3| > 1 suficientemente grande, existem constantes Cy, Cy > 0 tais que

|P(a;)| < Col V|2, o, + CollGlI2 (5.8)
e
V2, .0y < CilP(a;)| + C1l|G[5 (5.9)
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onde

[Plag)| = [(ps+ ¢+ lw)(a)* + 1@(ay)[* + [t (ay) |
+1W(ay)* +[(we — 1) (a)* + |W(a;)|*, paraj =1,2.

Demonstra¢do. No que segue, usaremos constantemente que dados quaisquer nimeros com-
plexos 21, z5 € C temos que Rez1Z5 = Rezozy.
Seja q; € C'([ay, as]) uma fungdo qualquer, multiplicando a equagdo (5.2) por

kqi(pz + ¢ + lw) e integrando em (ay, as) temos:

/ kq192(r + ¢ + lw)dx = zﬂ/ Pk ®(or + ¥ + lw)dz
aj

al

J/

~
=J1

- / Pk (ks + 6+ 10))o(pn T 0 F Tw)de

ail
. J/
~~

=Jo

—/ 2 lkokgi(wy — lp) (s + ¢ + lw)dz. (5.10)

al

Substituindo as equagdes (5.1), (5.3) e (5.5) em J;, podemos reescrevé-lo tal que

az
5 = _/ p1kq1®[®, + U+ W + g1y + g5 + lgs)da

al

ag - az
= —/ plk:ql@q)xdx—/ o1k ®(V + IW)dx

ai ai

—/ p1kq1® (g1 + g3 + lgs)dx.

ai

Agora, integrando por partes e tomando a parte real de J; temos que

a2

1
ReJ, = —§P1l‘<7Q1|‘1>|2

1 [
+§/ (prkq1).|®|*dx

al ai

az
—Re(/ p1kq ®(V + lW)d:r)

ai

- Re(/ p1k1® (g1, + g5 + lg5)d:v)-

al
Integrando por partes e tomando a parte real de .Jo, obtemos que

a2 1 az
+ 5/ k;2q1$|g0$ + 1+ lw|2dx.

al ai

1
ReJ, = —§k2q1|gpx—l—w—|—lw|2
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Feito isso, ao tomar a parte real de (5.10) podemos concluir que

a2

1
) (pleI|q)|2 + k2 q1| 00 + b + lw|2)

ai

1o
+§/ [(prkar)o| @1 + K qual o + 1 + lw|] do
ai

as as
= Re(/ ka1 g2 + 1 + lw)dx) + Re(/ prkq (¥ + lW)dx)

ai al

a a
—l—Re(/ lkokqi (we — 1) (@r + 9 + lw)dx) + Re(/ p1kq1®(g1z + g3 + lg5)dx>
al al
(5.11)

Analogamente ao caso anterior vamos considerar uma outra fungio ¢, € C'([ay, as)),

multiplicando (5.6) por kog2(w, — ly) e integrando em (aq, az) vem que

a2 az
/ konga(wz—lsﬁ)dﬂc = Zﬂ/ Plk’OQQW(wx—lSO)dx

al
/

-~

:=Js3

— /a2 k’o(]g(ko(w:p - l@))xmd'x

al
&

=Jy

+ / lkokqa(0r + ¢ + lw)(w, — lp)dx. (5.12)

ai

Assim, substituindo as equacdes (5.1) e (5.5) em J3, obtemos

Jo— / pikogs WV, — 1@ + gs, — lgi]de,

al

ou ainda,

as o as o
J3 = —/ pll{?QQQWWmdl’—i—/ lplkoqQWCI)dZE

al al

a2
_/ p1ko@aW (952 — lg1)dz.

al

Agora, realizando uma integragao por partes e tomando a parte real de .J3 vem que

a2

1
ReJ; = —§P1kOQ2|W|2

1 [*
+§/ (p1koqe)|W |*dz

al ail

+Re(/ lplkoqQWEdl')
al

a2
- RC(/ plk'oqQW(gmc - lgl)dZE) .

ai
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Integrando por partes e tomando a parte real de J,, obtemos uma nova identidade tal

que

a2

1 1 [*
ReJ, = —§k§q2\wx —l<p|2 + 5/ kgqu]wx — lg0|2d:1:.

al al

Com isso, ao tomar a parte real de (5.12) podemos concluir de modo mais geral que

az

1
—5 (plkOQ2’W|2 + kSQQ‘wx - WP)

ai

1 [*
+ 5/ [(p1kog2)s|WI? + kjgos|we — lo]?] dz

= Re(/ kogage(w, — lcp)dm) —Re(l/ plkongidx)
al al

ag a2
_Re( / Uhioga( s + b + 1) (s — lgp)dx) +Re( / pikogaW (gan — lgl)dx>
(5.13)

Agora, consideramos uma fungio g3 € C*([ay, as]) e multiplicando a equagéo (5.4)

por bgs1, e integrando em (ay, ay) temos

/ bq394de = i3 / P2bQ3‘I’Ed$— / b%(b?ﬁx)x@dt?ﬁ
ai

al N al
::75 3;;6
a9 o
+ / kaqsb(pr + ¥ + lw),d. (5.14)
ay
=

Substituindo a equagdo (5.3) em J;, vem que

az
Js = —/ p2bgz VW, + gs,|dx

al

a2z o a2

al al

Logo, integrando por partes e tomando a parte real de .J5 temos que

1 az 1 a2
ReJ; = —5;025613"142 +—/ (p2bgs)s |V P da

al 2 ai

—Re(/ pgbqg\lfﬁd:c)
al
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Integrando por partes e tomando a parte real de .Js, obtemos que

1 a2 1 az
ReJ; = _§b2qg|¢gg|2 +§/ b2 s || *dex.

al ai

Agora, realizando uma integragdo por partes no termo .J7, podemos reescrevée-lo tal

que

Jr = kbgs(pn + & + lw)D| — / by (k(0n + 0+ [w))s Dz

al al

— / ) k(bqs)e (e + 1 + lw)ipda,

ai

e substituindo a equacao (5.2), e obtemos que

a2 a _
Jr = kbgs(p, + 0 +lw)p| — / bas[iBp1® — kol(w, — lp) — ga]tpdzx

al ai

- / 2 k(bg3) (e + ¥ + lw)d,

ai

ou ainda,

J = kbas(en + 0+ 10)D| + / b1 DA da

al ai

az

ao _ _
+/ lbqgko(wz—lgo)wdx—i-/ bqzgothdx

al ai
N 7
-

=J71

_/@ k(bgs)(0n + 1 + L) Pz (5.15)

ai
J/

-~

=J7 2

Note que, para os termos J7 1, J7 2, basta substituir a equagdo (5.3) para obtermos

a2

1 — 1 a2
Jr1 = T Ibgsko(wy — lo)Vdr — %/ Ibgsko(w, — lo)gsde,

1 [ e
Jro = % / k(bq3)e(pr + U + lw)Vdx + % / k(bqs)z(pr + ¥ + lw)gsdz.
a1

al
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Substituindo as novas estimativas de J7 ; € J7 2 em (5.15) e a equagdo (5.3), chegamos a

az a2 - a2 —
Jro= kbgs(pe + 1 +l0)y| + / bgzpr @V + / baslp1 255 + 9ol

al al ai
1 az - 1 az
T : Ibgsko(w, — l)Vdx — 7 /al Ibgsko(w, — lp)gzdx
ag o 1 az
3 k(bgs)s(ps + ¢ + lw)Vdr + B / k(bgs)s(ps + ¢ + lw)gsdz.

(5.16)

Portanto, ao tomar a parte real de (5.16), podemos obter uma nova caracterizacao tal

a2 a o
) + Re(/ bq3p1<I>\Ifdm)
al ai

— lIm( /a2 1bgsko(w, — lsﬁ)ﬁdx) + lIm(/a2 k(bgs)z(pz + ¢ + lw)ﬁdx)

que

ReJ; = Re (kbq3(<px + ¢+ lw)y

6 al B al
— %Im( /a12 Ibgsko(w, — lgo)@dx) + %Im(/ﬂl2 k(bq3) (@ + 0 + lw)%dﬂﬁ)

+Re(/ bgs[p1®gs + gﬂ]da‘)-

al

(5.17)

Por fim, tendo as novas expressoes dos termos J5, Js € J; podemos retroceder a esti-

mativa (5.14) e tomar sua parte real, feito isso obtemos a seguinte expressao:

az

1
——(psz3|‘1’|2 + b2q3|¢x|2)

1 [*
.- / [(p2bs)a| WP + Bgso|tho]?)d

2 @ 2 Ja,
a2z o a2
= Re( / bq3g4¢xdx) + Re( / pgbq3\Ilde>
a2 as
—Re (kbq?,(@;D + o+ lw)yp ) - Re(/ bqulfbﬁdx)
al ai
1 a2 _ 1 & _
+ Elm(/ Ibgsko(w, — lgp)\lfdx) - BIm(/ k(bgs)s (s + ¢ + lw)\I/dx)
1 aZQ 1 ‘“@
+ Blm(/ Ibgsko(w, — lcp)%dx) — Elm(/ k(bgs)z (s + 1 + lw)%dm)

— Re(/ 2 bas[p1 P73 + ggﬁ]d:p) )

ai

(5.18)
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Finalmente, combinando (5.11), (5.13) e (5.18) obtemos

/ [(Ple1)z|®|2+kQQ1x|¢x+¢+lw’2 (Plko%) |W|2 +k q2x|w:v lg0|2]d.§C

al

as
T / [(p2bs)o| T2 + Basalit de

1
az

= (plkql|<1>l2 + B qipw + 0 + lw]? + prkoga|W|? + kjgo|w, — lso\z)

al
az

as -
+ 2Re</ (pr1kqr — pleg,)(I)\Ifdx)

ai

+( pabgs |02 +b2q3wx12)

al

+ QRG(/ (Iprkqr — lPlkoC_Iz)@WCbU) + Q(a;) + Js + Jy + Juo, (5.19)

al

onde

Q(a;) = —2Re (ksbqg(% + 4+ L) ) com j = 1,2;

a;j

Jg = 2Re</ ) lkko(qr — q2)(@r + ¢ + lw)(w, — l@)da:);

ai

Jg = —Im(/a2 Ibgsko(w, — lgo)@dx) — %Im(/a2 k(bq3).(pr + 0 + lw)@dm);

ai

Jio = 2Re</ bgs[gats + p2Vgas — qu)ﬁ—ébmdx)

+ 2Re( kng ge(w lSO) + piW (g5 — lgl)]dx)
+ 2Re<

ka1 [g2(pz + U + lw) + p1®(g10 + f5 + lg5)}d:v>

+ %Im( Ibgsko(w, — L) 3dm> — %Im( /a2 k(bgs)s(ps + 1 + lw)@dm).
1 (5.20)

De posse da identidade (5.19) para ¢y, g2 € g3 fungdes arbitrarias em C'([ay, as)), va-

mos mostrar as estimativas (5.8) e (5.9) para j = 1, 2, separadamente.

Caso j=2 : Consideremos ¢, q> € g3 tais que:

(kgo)(2) = (ko) () = (bas) () = / Cemds, (5.21)

al



&9

para todo = € [ay,as) en € N.

Nosso objetivo agora € estimar cada termo exposto em (5.19), para isso a escolha
especifica de ¢, g2 € g3 nos permitird realizar esse processo sem maiores complicagdes, vejamos
a seguir. Além disso, vamos utilizar a notagdo usual para suas derivadas, isto é, 7’ ”.

Inicialmente vamos estimar o termo ()(az), uma vez que estamos no caso j = 2, e para
isso vamos usar o fato de que H' C L* com inclusdo continua. Logo, tomando o médulo de

()(az) e substituindo a equacéo (5.3) temos que:

|Qaz)| < %(k‘b%)(az)l(% + 1+ lw)(az)|[¥(az) + gs(az)|-

Agora note que:

(enag o enal) < k,(a2>ena2
n B n

(kbgs)(az) = k(a2)/ e™ds < < C,,

ai
para alguma constante C,, > 0 dependendo do indice n. Portanto usando a Desigualdade de

Holder e Young, obtemos

Cn

7] [P (az)[* + Calgs(az) .

C, 9
|Q(az)| < E|(%+¢+lw)(@2)| +

Como g3 € H' temos que |g3(a2)| < ||gslloe < |93z, € assim vem que

C.

] (U (az) > + Cn|Gllo,e, (5.22)

C, 9
|Q(az)| < m\(% + 1+ lw)(az)|” +

para alguma outra constante C,, > 0.

Partindo agora para a estimativa de .Jg, notamos que

l(kog — k)(x)em™

genx, (5.23)
n

leko(an — a)(x) = L(ko — E)(z) / " ensds < <

ai

para alguma constante C' > 0.

Desta forma, tomando o médulo de Jg e substituindo (5.23) vem que

2C [
) < 22 [ e g+ tullu, — telas,

al

usando a Desigualdade de Young temos que

C [*»
| Jg| < E/ e (Jpz + ¢ + Ww|* + |w, — lp|?) da, (5.24)

al

para alguma outra constante C' > 0.
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Para a estimativa do termo Jg vamos analisar primeiramente que,

lkobgs(x) = lko(x)/ e"ds < O, (5.25)

al

e ainda,
k(bgs)'(x) = ke™ < C,, (5.26)

para alguma constante C,, > 0. Logo, tomando o médulo de Jy e usando a Desigualdades de

Holder, temos a seguinte estimativa

| Jo] <G VG, e (5.27)
8]
para alguma outra constante C,, > 0.
Tomando médulo em Jy; e usando a Desigualdade de Holder, temos que
[J10] < CullVl[ay.a2l|Gllove: (5.28)

onde ', € uma constante positiva.

Observacao 17. Essa constante C,, > 0 € obtida por argumentos similares as casos anteriores
de (5.25) e (5.26), levando em consideracao as hipdteses sobre as funcdes q1, ¢z, g3, p1, K, ko €

b, nada a nos preocuparmos.

Por fim, retrocedendo a equacdo (5.19) e substituir (5.21), (5.22), (5.24), (5.27) e
(5.28), obtemos

/ [(prkar)' |1 + kg1 @z + ¥ + lwl* + (prkoe) |WI* + koga|we — Lol da

ai

+ /az[(ﬂgb%)/!‘I’P + Vg5, d
< (prkar)(a2)|®(a2)|* + (K?q1)((a2))|(ex + ¥ + lw)(a2)|* + (prkoge) (az2)|W (a2)|?
( 32)(a2)(wy — L) (az)|? + (P2bQ3)(a2)|‘I’(a2)|2 (b%q3)(az)|tha(az)]?

+ |T§l||(%3 + 1+ lw)(ag)|* + |B| |\1/(a2)|2 + Cy, ”GHOZ

—/ " (lpx + 0 + 1wl + |wy = lpf*) do + mIIVHal ar T CnllV [[ar.a[|Gllove-
(5.29)
Note que a constante C),, > 0 depende de n, porém este ndo serd um problema relevante, uma

vez que tomaremos ele convenientemente. E ainda, tendo em vista que devemos mostrar as

estimativas (5.8) e (5.9), vejamos primeiramente que existe uma constante C; > 0 tal que (5.9)
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se verifica, e para isso vamos fazer uso da afirmacao seguinte.

Afirmacdo 6. Considere uma fungio ¢ € C'([ay, as]) tal que

o) = () [ s
Se v € C*([ay, as)) tal que y(z) > v, > 0, para todo x € [ay, as|, entdo para n suficientemente
grande
1
¢(x) 2 570", (5.30)

para todo = € [ay, as].

Com efeito, derivando ¢ temos que

— €

nai
—) + "y (x).

n

Sabendo que ¥/ (x) > —||7||c € () > 70, temos que

enal _ pna -
(@) 2 Wl () e
ou ainda,
&m0~ Il

¢(x) = = ([['llc€™ + €™ (m70 = [17'l0)) =

SRS
S|

Por fim, basta considerar um ny € N suficientemente grande tal que

%o /
e > oy
>y
e portanto,
1
o ke (32) - 3o vz

como desejado.
Agora, note que podemos reescrever ¢; dada em (5.21) como:

(prkan) () = 1 (2) / "emds,

al

ou

(o) = ala) [ e

al
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onde v1(z) = p1(x) e yo(x) = ﬁ Desta forma, pela Afirmagdo 6 podemos concluir que
/ 1 nr
(prkar)'(x) = 5y0e™, (5.31)
e
/ 1 nr
¢ (z) = 370e

para algum 79 > 0 e n € N suficientemente grande, tendo em vista que p1,k € C'([0,7]).

Além disso, como k(z) > ¢, Vx € [ay, as] temos que
E*(2)d,(z) > Ck%em, (5.32)
onde (), ¢ uma constante positiva que depende da funcio k. Analogamente, podemos obter:

1
(p1kogz) (x), (p2bgs)’ () > 57067”3; (5.33)

K (2)aa(x), B (@)ds(x) = Cipog'e™, (5.34)

para algum outro 7 > 0, n suficientemente grande e Cy, ;, > 0 constante dependendo exclusi-
vamente das fungdes ko, b € C*([0, ¢]). Portanto, usando as estimativas (5.31), (5.32), (5.33) e
(5.34) temos que

/ [(01kq1)'|®* + K qilee + ¢ + lw|* + (prkoge) W + kidhlwe — lo]?] da

ai

[ lpaban) WP + Bl Pl

ai
az MO enx
>
2

ai

(|2 + | + ¥ + lw|* + W] + |wy — lo|* + [V + |4, ]?) da,

(5.35)

para alguma constante M/, > 0 e n suficientemente grande.

Com isso, voltando em (5.29) e usando a estimativa (5.35) podemos reescrevé-la como

My [**
B[O bk B4 W o sy o+ [P+ [1]?) do
al
c [*
< 5/ e (|9a 4+ + 1w + [, — loP?) de + Cy| Plaz)|
al
C,
VIR, 0y + CallV Il s |Gl + Call G,

18]
(5.36)
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Agora, reagrupando alguns termos em (5.36) concluimos que

My C\ [*
(70‘5)/ " (1B + |ios + 1 + lwf? + [W + |w, — lp| + [9* + |1, |?) do

Cn

IVIG, 02 + CollVlar.a2 | Glloe-

al,a2

Portanto, tomando n suficientemente grande tal que (% > %), e ainda satisfazer as

estimativas obtidas anteriormente, obtemos que

[ (B + i 4 b+ W+ g = Ll 4 W+ [, ?) o
ai

<
g

para uma nova constante C' > 0. Uma vez fixado o nimero n € N a constante C' > 0 torna-se

< ClP(a2)l + = IVIIE, a0y + ClIV llay,as |G o

ai,a2

universal.

Logo, usando o fato que e"* < €™ Va,x € [ay, as] vem que

<

V112, 0y < ClP(az)] + 7]

ay,a2

VG, a2 + ClV llaraz | Glloe,

ai,a2
para outra constante C' > 0. E assim, basta tomar |3| > 1 suficientemente grande tal que

IVIZ, 0r < CIP(a2)] + ClIV [lar a2 I Gllo.s,

ai,a2

onde C' > (. Finalmente, usando a Desigualdade de Young com € > 0 suficientemente pequeno

temos

V2, .0, < Ci|P(a2)] + C1]|GII2

ay,a2 —

para uma constante C'; > 0, provando (5.9) para o caso j = 2.
Neste momento resta a prova de (5.8) para o caso 7 = 2. Sendo assim, observe que

uma vez fixado n € N retornamos a (5.19) e de maneira similar a (5.29) obtemos

(prka)(a2)|®(az)]* + (K2q1)(a2)|(p2 + ¢ + lw)(az)|* + (prkoge) (az)|W (az)[?
+ (/fga%)(@ﬂ(wx — 1p)(a2)* + (p2bgs) (az)| ¥ (az)|* + (0°gs) (az)|te(a2)]?
< / [(prkaq) | @ + K¢ |@a +  + Tw]? + (prkoqe) [W]? + kg |we — lp|?] da

al

az
[ Habar) [0 + V0] da

al
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< 2,
+|5||<¢x+w+lw)(a2>| |5

az
+O/ " (e + 1 + lwl* + [w, — lp|?) dz + |‘7|||V||al as T ClVllar.a2|Gllose:

,\‘1’(@2)I2+CIIGH0L

(5.37)

para uma constante C' > 0, ou ainda, de (5.31)-(5.34) existe uma constante M; > 0 tal que

My (|®(a2)]* + [(ge + ¢ + lw)(az) > + W (az)|* + [(we — lp)(asz)]?)
+ My (¥ (az)]* + |s(a2)?)
SO/WU¢F+w¢+¢+wﬁ+Hml+mf4M”HWF+WJﬁm

ai

a2
T genee / (o + 0+ 1w + [, — 1[?) de

ai

I(sox+¢+l7ﬂ)(a2)l I‘If(a2)l2+CIIG||oe

Iﬁl 18]

IIVH + OV lara: [ Glloe,

ai,a2

BE]
(5.38)

Por fim, tomando || > 1 suficientemente grande e usando a Desigualdade de Young, conclui-

mos da desigualdade (5.38) que
|P(az)| < CollVIZ, a0 + CollGIIG, ..

para uma constante Cyy > 0, o que prova (5.8) para o caso j = 2.

Caso j =1 : Vamos considerar as fungdes q1, g2 € g3 tais que:

(ko) () = (ko) () = (bas) () = — / e,

para todo = € [ay,as] e m € N.

De maneira muito similar ao caso j = 2, podemos mostrar que

om0+ + w) (@) +

Q(a1)] < 3] |

\5| 1P (@)l + Gl Gl

l(k — ko)(x)e ™"

m

lkko(q1 — ¢2)(x) = I(k — ko)(l’)/ e ™ds < < Cpe ™,

C [e
uagg/‘emu%+w+mw+mf4w%m

al
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ol <m | IVIZ, s

18

e também,
[J10] < CaullV [lay,05 |G llo.e:

para constantes C',,, C' > 0. Portanto, podemos estimar (5.19) da seguinte forma

az
/ (ka1 8P + K2, s + 6 + wl? + (prkos) W] + K2gb|ws — 1] de

al

* /a2 [(p2bas)' ¥ [* + b i o [*] dac
< (prkaqi)(ar)|®(ar)” + (K*q1)(a1)](ge + ¥ + lw)(a1) [ + (prkoqr) (az)|[W (a1)]?
+ (k§a2) (ar) [(wy — o) (ar)]* + (szQ3)(a1)\‘I’(a1)\2 (b°q3)(a1) ]tz (ar)]?

C
18] (0o + 9 + lw)(az)* + |5| —rP(az)* + Cull G5,

—/ " (les + ¥+ lwl* + hwe — lpf?) do + WHVHM az T CmllVl[ar.021Glo.e-
(5.39)

Observacdo 18. A maneira como consideramos ¢, g2, g3 € C([a1, as]) ndo difere do caso j = 2
em termos de estimativas superiormente, e para o caso inferior vamos fazer uso da afirmacao

abaixo.

Afirmacdo 7. Considere uma fungio ¢ € C*'([ay, as]) tal que

q(z) = 7(:16)/ e "™ds, Vx € [ay,az).

Se v € C'([a1, ag]) tal que y(x) > 7o > 0 para todo x € [ay, as), entdo para m suficientemente

grande

1
q'(r) > 3¢ ", (5.40)

para todo x € [ay, as).

Com efeito, derivando g obtemos que
az
(a) = V(@) [ emods 4 @)
— ,<.'L') e—ma: - e_maz + (a:)e—mx
- 7 m P)/ I

e como —||7|lee <7 (z) ey < (), segue que

e~ MT _ o—maz -
(@) >~ (—) T
m
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ou ainda,

(mao = [Vllec)e™ [ lloce™™ > (myo — [lloc)e™
m m m

q(v) >

Portanto, tomando m, € N suficientemente grande de modo que % > ||7'||o obte-

mos o desejado
/ ]' —mx
q(x) = e, Vm > mo.

Feito isso, observe que de maneira muito similar ao caso j = 2 inequagdes (5.31) e

(5.32), obtemos usando a Afirmacdo 7 que

1
(prkaq1) (z), (prkog2)'(x), (p2bgs)'(z) > 5706_7%, (5.41)

K (2)qy(z), kj(x)gh(z), b°(2)ds(z) > Ck,ko,b%e_m, (5.42)

para alguma constante vy, > 0, m suficientemente grande e C}, ;, » > 0 constante que depende
exclusivamente das fungdes k, ko, b € C([0, £]). Portanto, usando (5.41) e (5.42) obtemos

a
/ [(p1kar)' |1 + K¢ |90 + 0 + lw]* + (prkoqe) W * + Kggs|w, — lp|?] d

al

a
T / [(pabas) | W] + Vb o [2)de

ai

az N[ e—me
2/‘_%;—UQMp%+¢+mf+mW+ma—wP+WF+Wﬁﬁm

ai

(5.43)

Agora, retornando em (5.39) e usando (5.43), temos:

My, [
_i/ e (|0 + |u + ¥ + W + [W[ + w, — lp? + [T + [¢]?) do

2 a
c [
< — e (e + ¥ + lw? + |wy — lp]?) da + Cy|P(ay)|
aj
Chm,
+ WHVHZWQ + CoullV llaras |Glloe + Coall GG

Logo, basta considerar m suficientemente grande tal que (% > %) e que ainda satisfaga as
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demais afirmacdes anteriores. Consequentemente, obtemos

[ 0 4 s 04 1w+ WP - = Bl + U + 14 ) do

<

< C[P(a)| + 7] Vg, 02 + ClVllaraz I Glloe + Cll Gl

ai,az

onde C' > 0 é uma constante universal uma vez fixado m € N.
Utilizando o fato que e™"* > ¢~ YV € [ay, as), tomando || > 1 suficientemente

grande e usando a Desigualdade de Young com ¢ > 0 suficientemente pequeno concluimos que

a2
/‘u@%w%+w+mw+m#+m%—wF+WP+W£wm

ai

< Ci|P(a)] + CLlIGII,

para alguma outra constante C'; > 0, ficando provado (5.9) para o caso j = 1.
Além disso, apds fixado m € N podemos retornar a (5.19) e de maneira similar a

estimativa (5.29), temos

My (18(ar)? + [0 + & + lw)(an)* + [W(an)[? + (s — Lo) (1))
+ Mo (| (ar)* + |a(ar)[?)
so/”u@%w%+¢+mf+m#+w&—wF+WF+W$wm

al

a2
+cw“/ (s + 0+ 1w + [w, — 1) da

al

C C

+ m|(% + 4+ lw)(ar)]* + mW(al)F +C|GIl5.,
C e

+ m”v”ahag + ClVllay,a2l|Gllo.e,

para alguma contante C, M, > 0. Feito isso, basta considerar || > 1 suficiente mente grande

e a Desigualdade de Young que obtemos

[P (an)]* + (e + 2 + lw) (@) * + [W(a2) |* + |(we — L) (ar)” + [W(an)* + [z(a)[?
< GollVIZ, . + CollGllG e,

para alguma outra constante Cj > 0. Logo, fica mostrado (5.8) para o caso j = 1.
Portanto, feito os casos j = 1,2 podemos afirmar que existem constantes Cy, C; > 0

tais que (5.8) e (5.9) sdo satisfeitas para 7 = 1, 2. O
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5.2 RESULTADO DE EXTENSAO

O resultado de extensdo seguird como um Coroldrio de Lema 5.1 e sua finalidade
tem suma cooperacao na conclusdo deste trabalho, visto que sua capacidade de estender uma
estimativa localizada para todo intervalo em questao foi absolutamente aplicavel na conclusao

dos resultados dos capitulos 3 e 4.

Corolario 5.2. Seja V = (¢, ®,v, ¥, w, W) uma solugcdo regular do sistema (5.1)-(5.6). Se

para algum subintervalo (b, by) C (0,£), com by < by, tivermos que
VIl5, 6, < A, (5.44)

onde \ é um parametro que pode depender de V, G e 3. Entdo, existe uma constante C' > 0 tal
que

VI3, < CA+C|Gl5 - (5.45)

Demonstracdo. Usando a Proposi¢do 5.1 estimativa (5.8) com by, by e (5.44), temos
[P(b))] < CoA + Coll G5, = 1,2. (5.46)

Agora, usando a Proposicdo 5.1 estimativa (5.9) para a; := 0 e ay := by e usando ainda (5.46)
obtemos
V1156, < C1CoA + CL8ol| G5, + CLIIG G, (5.47)

Novamente pela Proposicdo 5.1 estimativa (5.9), agora com a; := b, e as := ¢, e usando (5.46),
temos

V13,0 < C1CoA + CLCo||Gl5 , + CLlIGIlG - (5.43)

Portanto, somando (5.47) e (5.48) concluimos que
HVHg,K < 2C1CoA + 2(C1Cy + Cl)HGHg,E'

Logo, existe C' > 0 tal que
IVIIge < CA+ClGIlG,-
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6 CONCLUSAO

No Capitulo 3, consideramos primeiramente um sistema de Bresse termoeldstico com
acoplamento térmico nas forcas de cisalhamento e no momento fletor e, juntamente & Desigual-
dade de Observabilidade presente no Capitulo 5, fomos capazes de mostrar que a solu¢ido do
problema (3.1)-(3.4) decai do tipo exponencial para igualdade de velocidades de ondas y = 0
como se vé no Teorema 3.19. Caso contrdrio, para xy # 0, a solucdo decai do tipo polinomial
com taxa de decaimento de ¢'/2 para dados inicias regulares como segue no Teorema 3.20, com
otimalidade de taxa para o caso de condi¢des de contorno do tipo Dirichlet-Neumann, conforme
o Teorema 3.34.

Adicionalmente, no Capitulo 4 consideramos o mesmo sistema do Capitulo 3 acrescen-
tado de uma dissipacdo localizada. E novamente, usando dos resultados do Capitulo 5 mostra-
mos que a solu¢do do problema (4.1)-(4.4) se estabiliza com um comportamento que independe
de relacdo alguma entre velocidades de propagacdo de ondas. Isto €, provamos que a solugdo
decai do tipo exponencial para qualquer condi¢do de contorno estabelecida e independente de
relacdo entre coeficientes, como segue no Teorema 4.5.

Tais resultados foram considerados inicialmente neste trabalho, ndo sendo apresenta-

dos na literatura, at€ onde sabemos.



[1]
(2]

[3]

[4]

[5]

[6]

[7]

[10]

[11]

[12]

[13]

[14]

100

REFERENCIAS

ADAMS, R. A., AND FOURNIER, J. J. Sobolev spaces, vol. 140. Elsevier, 2003.

ALVES, M., SILVA, M. J., MA, T., AND RIVERA, J. M. Invariance of decay rate with

respect to boundary conditions in thermoelastic timoshenko systems. Zeitschrift fiir an-
gewandte Mathematik und Physik 67, 3 (2016), 70.

BENAISSA, A., MILOUDI, M., AND MOKHTARI, M. Global existence and energy decay
of solutions to a bresse system with delay terms. Comment. Math. Univ. Carolin 56, 2
(2015), 169-186.

BORICHEV, A., AND TOMILOV, Y. Optimal polynomial decay of functions and operator
semigroups. Mathematische Annalen 347, 2 (2010), 455-478.

BRESSE, J. A. C. Cours de mécanique appliquée, professé a I’Ecole impériale des ponts
et chausées. Gauthier-Villars, 1868.

BREZ1S, H. Functional analysis, Sobolev spaces and partial differential equations. Sprin-

ger Science & Business Media, 2010.

DE LIMA, P. R., AND SARE, H. D. F. Stability of thermoelastic bresse systems. Zeitsch-
rift fiir angewandte Mathematik und Physik 70, 1 (2019), 3.

ENGEL, K.-J., AND NAGEL, R. A short course on operator semigroups. Springer Science
& Business Media, 2006.

EVANS, L. Partial Differential Equations. American Mathematical Society, Providence,
RI, 1998.

LAGNESE, J. E., LEUGERING, G., AND SCHMIDT, E. G. Modeling, analysis and control

of dynamic elastic multi-link structures. Springer Science & Business Media, 2012.

Liu, Z., AND RAO, B. Energy decay rate of the thermoelastic bresse system. Zeitschrift
fiir angewandte Mathematik und Physik 60, 1 (2009), 54—69.

ODEN, J. T.; DEMKOWICZ, L. Applied Functional Analysis, 2 ed. Taylor & Francis,
Florida, 2010.

PAZY, A. Semigroups of Linear Operators and Applications to Partial Differential Equa-
tions. Springer, New York, 1983.

PRUSS, J. On the spectrum of cy-semigroups. Transactions of the American Mathematical
Society 284, 2 (1984), 847-857.



101

[15] RIFO, S., VILLAGRAN, O. V., AND RIVERA, J. E. M. The lack of exponential stability
of the hybrid bresse system. Journal of Mathematical Analysis and Applications 436, 1
(2016), 1-15.

[16] RIVERA, J. E. M. Estabilizacdo de semigrupos e aplicagcoes. Série de Métodos Matema-
ticos, Rio de Janeiro, 2008.

[17] RIVERA, J. E. M., AND AVILA, A. I. Rates of decay to non homogeneous Timoshenko
model with tip body. Journal of Differential Equations 258, 10 (2015), 3468—3490.

[18] ZHENG, S. Nonlinear evolution equations. Chapman and Hall/CRC, 2004.



