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RESUMO

O trabalho em questdo tem como objetivo apresentar um breve estudo sobre o operador Lapla-
ciano com condi¢do de fronteira de Dirichlet, bem como a defini¢do de sua poténcia fraciondria
e de seu operador inverso através do método de extensdo a-harmoénica. Para tal, foram usados
alguns resultados de teoria do trago, funcdes de Bessel modificadas e os espacos de Sobolev
H?, com s > 0.
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ABSTRACT

The following work has a objective to present a brief study about the Laplacian operator with
Dirichlet boundary condition, the definition its fractional power and inverse operator with the
a-harmonic extension method. For this, were used some results of theory of trace, modified
Bessel functions and the Sobolev spaces H*, with s > 0.
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operador Laplaciano com condic¢do de fronteira de Dirichlet

autofuncdo do operador —A com condi¢do de fronteira de Dirichlet para: € N

subconjunto do R™ aberto, limitado e com fronteira de classe C'*°
conjunto dos pares (z,y) talque z € R" ey > 0
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fronteira do conjunto X
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corpo R dos nimeros reais ou o corpo C dos nimeros complexos
espacgo das funcgdes continuas f: 2 — R

espago das funcdes f : {2 — R j vezes diferencidveis

espaco das funcdes f : {2 — R infinitamente diferencidveis
espaco das fungdes de C'*°(€2) com suporte compacto

espaco das fungdes f € LP(Q2) tal que |f|P é localmente integravel em €2
espaco de Sobolev usual

espago W™P(Q)) parap = 2
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operador identidade

dominio do operador A
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parte real do niimero complexo z

operador traco sobre (2

convergéncia forte
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1 INTRODUCAO

O presente trabalho tem como objetivo apresentar um estudo do operador La-
placiano com condicdo de fronteira de Dirichlet, exibindo a defini¢do da sua poténcia
fraciondria (—A)® para 0 < a < 1, através de uma série de autofungdes e via método de
extensao a—harmonica.

Para definirmos a poténcia fraciondria do operador Laplaciano com condi¢do
de fronteira de Dirichlet através do método de extensao aw—harmdnica fez-se necessario o estudo
da existéncia e unicidade de solucdo de um problema de extensdo a—harmonica. Este estudo
foi feito e com ele mostramos que este problema apresenta como Unica solu¢do a combinagao
linear das fun¢des de Bessel Modificadas.

Depois de feitas as consideragdes sobre o operador (—A)%, com 0 < a < 1,
também apresentamos a defini¢ao de seu operador inverso e mostramos que este ¢ um operador
auto-adjunto e compacto. Para isto, foram usadas, principalmente, as idéias e resultados de [6]
e[9].

O estudo da definicao da poténcia fraciondria do operador Laplaciano através
do método de extensdo v—harmonica tem crescido muito nos ultimos anos. Estudos iniciais
sobre a poténcia fraciondria do operador Laplaciano podem ser encontrados, por exemplo, em
[10], onde o autor considerou fun¢gdes cujo dominio € o conjunto R".

Posteriormente, em [9], estudou-se a raiz quadrada do operador Laplaciano
com condi¢do de fronteira de Dirichlet em dominios limitados e suaves de R™. Neste trabalho o
autor considerou o problema de extensdo harménica no cilindro C = Q x (0, c0) onde €2 é um
subconjunto de R™ limitado e suave.

Seguindo a mesma idéia de [9], podemos encontrar, por exemplo, em [23]
um estudo sobre a poténcia fraciondria do operador Laplaciano com condic¢io de fronteira de
Neumann em um dominio limitado e suave de R™ definida através do método de extensdo
harmonica.

Nosso trabalho foi baseado em [6], onde considerou-se a poténcia arbitraria
a € (0,1) do operador Laplaciano com condi¢io de fronteira de Dirichlet em um dominio li-

mitado suave do R".
O Trabalho em questao esta estruturado da seguinte forma. Nas Preliminares
elencamos uma série de definicdes e teoremas que foram usados no trabalho, dentre os quais

estdo algumas consideracdes sobre os espacos H° com s > 0 e o Teorema do Traco.

Posteriormente, no Capitulo 3, abordamos a poténcia fracionaria do operador
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Laplaciano com condig¢do de fronteira de Dirichlet, dado por

~A:D(-A) C L*(Q) — L*9Q)

u — —Au
onde seu dominio € o conjunto D(—A) = {u € H*Q) | v = 0 em 09}, sendo
Q) C R™ um conjunto limitado com fronteira suave e H%(£2) o espaco usual de Sobolev. Em um
primeiro momento, verificamos que o operador Laplaciano nas condi¢des impostas apresenta
varias caracteristicas, tais como, ser densamente definido, simétrico e setorial. Estes e outros

resultados apresentados, juntamente com a teoria espectral, nos permitiram exibir a lei de for-

magio do operador (—A)* e seu dominio.
Em seguida, no Capitulo 4 estudamos o conjunto

Vo(€2) = {Tra(v) | ve Hg(C)}
tal que Trq(w) € o trago da fungdo w sobre €2 e

a Foor o llag
O,L(C) - Co (C) ’ (0)7

onde

=

217297(1 — @)
o )= | ka [ v 7**|Vw|*dzd ko = ——r—>.
folug 0 = (b [0 2 VuPddy) e o

Verificamos que

Vo(Q) = {u e L2(Q) ] imuu, o) L2y |? < oo}

em que \; e (; sdo respectivamente os autovalores e as autofun¢des do operador —A com
condi¢do de fronteira de Dirichlet.
Definimos ainda a extensdo a-harménica em C de uma funcao u € Vy(f2).

Para isso fez-se necessario mostrar a existéncia e unicidade de solucdo fraca do problema

—div(y'**Vw) =0 em C,
w=0 em 0J,C, (P)

Tro(w) =u em €.

onde 0 < o < 1edC =00 x [0, 00).



No Capitulo 5, definimos o operador
Ag :Vo(Q) — Vy(Q)
u — Au(u),

de modo que Vg € Vy(2)

<Aa(u)7g> = ]f_ /Cy1_2avw ' védxdy7

onde w € a extensdo a-harmoénica de u e g a extensdo c-harmonica de g em C.

Mostramos ainda que

Aa(u) = Z )\?<U, SDj>L2(Q)SOja VU - V()(Q)
7=1

Dando sequéncia, definimos o operador B,, por

B : V() — V()
g +—— Ba(g) = Tro(v),

com v sendo a solugdo fraca de

—div(y'™**Vv) =0 em C,
v=0 em 8LC,

1
—— lim y12ag—2(x,y) =g(x) em Q.

]{Za y—0+

e mostramos que B, é o operador inverso de A, auto-adjunto e compacto.

14
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2 PRELIMINARES

Neste capitulo serdo apresentadas algumas defini¢cdes e resultados importan-

tes que foram utilizados no trabalho.

2.1 DEFINICOES E TEOREMAS AUXILIARES

Para n inteiro positivo, consideremos

R = {(z,2) eR"™ |2 €R" e z >0}

Seja U um subconjunto do R™. Denotaremos por LP(U) o espago de Banach

das fungoes f : U —> R, Lebesgue mensuraveis, satisfazendo,

( / If(w)pdx>;< .

Em particular, o espaco L?(U) com produto interno e norma dados, respecti-

vamente, por
1
2

(u, v) 2 :/Uu(x)v(x)dx e |ullewy = V{u,w) oy = (/U |u(q;)‘2dx> ,

para qualquer u,v € L?(U), € um espago de Hilbert.

Definicao 2.1. Sejam X e Y espacos de Banach. Um operador linear

A:D(A) C X — Y é densamente definido se D(A) = X.

Definicdo 2.2. Seja H um espaco de Hilbert, com produto interno (-, )y e um operador linear

limitado A : H — H. Dizemos que A é auto-adjunto se para quaisquer u,v € H
<AU, U)H = <U, AU>H

Definicdo 2.3. Seja H um espago de Hilbert, com produto interno (-,-)y e um operador
A : D(A) C H — H linear e densamente definido. Dizemos que A é simétrico se para
quaisquer u,v € D(A)

(Au,v)g = (u, Av)g.

Definicdo 2.4. Seja H um espago de Hilbert, com produto interno dado por {-,-)y. Um opera-
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dor A : D(A) C H — H é dito ser mondtono se
(Au,uyg >0 Yu € D(A).

Definicdo 2.5. Seja X um espaco normado. Um operador A : D(A) C X — X ¢ dito

limitado inferiormente se existe m € R tal que
(A(u),u) > mlul,  Vu € D(A).

Se m > 0, entdo dizemos que A é positivo definido.

Definicao 2.6. Sejam X e Y espacos de Banach. Um operador linear limitado
K : X — Y é dito compacto se para toda sequéncia limitada {u;},ey C X existe uma

subsequéncia {u;, } jen tal que{ K (u;,)}jen converge em Y.

Definicao 2.7. Seja H um espago de Hilbert, com produto interno dado por (-, -)g. Um opera-

dor A : D(A) C¢ H — H ¢ dito ser maximal mondtono se for mondtono e

R(I+ A) = H.

Definicdo 2.8. Sejam X e Yespacos de Banach. Um operador linear A : D(A) C X — Y ¢
fechado se o grdfico de A

G(A) ={(u,Au) e X xY | uwe D(A)}
é um subespaco fechado de X x'Y.

Definicao 2.9. Seja X # {0} um espaco vetorial normado complexoeT : D(T) C X — X

um operador linear. Um valor regular \ de T’ é um niimero complexo tal que
1. Existe o operador (T — \I ).

2. (T — X)™' é um operador linear limitado.

3. O dominio de (T — \I)~! é denso em X.

O conjunto p(T') formado por todos os valores regulares de T é chamado conjunto resolvente
de T. O conjunto o(T) = C — p(T) é chamado de espectro de T.

Definicao 2.10. Seja X um espaco de Banach, 0 < ¢ < g, M > 1ea € R. Dizemos que um
operador A : D(A) C X — X ¢ setorial se



17

1. A é um operador fechado, densamente definido,
2. O conjunto resolvente, p(A), contém o setor

S ={A€C| ¢ < |arg(A—a)| < m, A+ a};
3. Vale a estimativa

M
M- A < ——,

L e
para qualquer \ € S, 4.
Definicao 2.11. Seja X wum espaco de Banach. Dizemos que um operador
A:D(A) C X — X é positivo do tipo M > 1 (ou simplesmente positivo) se:
1. A é um operador fechado, densamente definido,
2. Ry C p(—A4);
3. Existe M > 1 tal que

(L+s)ll(sI+ )7 < M,

para qualquer s € R .

Definicao 2.12. Uma série de funcgoes f, : X —> R diz-se normalmente convergente quando

existe uma sequéncia de constantes a,, > 0 tais que Z a, converge e | f.(z)| < a, para todo

n=1

n € Netodoxr e X.

o0 o0 o)
Teorema 2.13. Se Z fn € normalmente convergente, entdo Z |fnl € Z fn sdo uniforme-

n=1 n=1 n=1
mente convergentes.

Demonstragdo. Ver Teorema 2 em [19] Capitulo 5. L]

Teorema 2.14. Seja 2 C R" um aberto de classe C* com fronteira limitada. Seja f € L*(Q) e
sejau € HY(Q) que verifica

/Vu-VzH—/uv:/fv, Vv € Hy ().
Q Q Q

Entdo, u € H*(Q) e

ull 720y < cllfll2@
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onde c é uma constante que s6 depende de ). Além disso, se §) é de classe C™2 e f € H™(N),
entdo

= Hm+2(Q) com ||u||Hm+2(Q) S C||f||Hm(Q)

N — _
Em particular, se m > 5 entdo u € C*(Q)). Por iiltimo, se Q) é de classe C™® e se f € C*(Q),

entdo u € C*(1).
Demonstracdo. Ver Théoreme IX.25 em [7]. O

Teorema 2.15. Seja {; }icny uma sequéncia ortonormal em um espaco de Hilbert H e o; € K,

para todo © € N. Entdo, a série

oo
E Q;p;
=1

converge na norma de H se, e somente se, a série

o
2
E il
i=1
é convergente.

Demonstracdo. Ver Theorem 3.5-2 em [18]. O

Teorema 2.16. Seja A : D(A) C H — H um operador simétrico maximal mondtono, onde

H é um espaco de Hilbert. Entdo A é um operador auto-adjunto.
Demonstracdo. Ver Teorema 1.8 em [22]. O

Teorema 2.17. Se A é um operador setorial no espago de Banach X com R(o(A)) > 0,
entdo para qualquer o > 0, A= é um operador linear, limitado e injetor em X e satisfaz

A= AP = A=05F) sempre que 3> 0e a > 0. Para 0 < a < 1 tem-se

Ao = M/ A + A)dA.
m 0
Demonstragcdo. Ver Theorem 1.4.2. em [16]. OJ

Proposicao 2.18. Se A ¢ um operador auto-adjunto densamente definido em um espaco de

Hilbert, e se A ¢ limitado inferiormente, entdo A é um operador Setorial.
Demonstracdo. Ver Exemplo 2 em [16] pédgina 19. [

Teorema 2.19. Se A é um operador auto-adjunto limitado inferiormente com a constante
m € R, entdo o(A) C [m,+00).

Demonstracdo. Ver Theorem 1.2.13 em [14]. O
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Definicao 2.20. Seja X um espaco vetorial normado. Uma forma bilinear a : X x X — R é

dita ser:

(1) coerciva se existe uma constante o > 0 tal que

a(v,v) > aljv||?, Vo€ X.

Teorema 2.21. (Lax-Milgran) Seja a : H x H — C uma forma bilinear coerciva e con-
tinua no espaco de Hilbert H. Entdo, para cada f € H' existe um tinico z € H tal que
flz)=a(z,z), ¥V x € H.

Demonstragcdo. Ver Corollary 5.8 em [8]. [

Teorema 2.22. Seja U C R"™ um aberto limitado. Entdo, o problema de autovalor

—Au = \u em U, ueW,?U)

possui um numero infinito e enumerdvel de autovalores

tais que

)‘j — +00,

e autofuncdes wu; que constituem uma base ortonormal completa de L*(U), isto é,

V= Z ;U5
i=1
para todo v € L*(U).

Demonstracdo. Ver Theorem 8.5.1 em [17]. O

Teorema 2.23. (Lei de Weyl) Seja ) C R? um aberto limitado conexo e

0<)\1<)\2S§A]§
os autovalores de Dirichlet do Laplaciano em €). Entdo,

s
li |
vl Aty /A ’
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onde A é a drea de (). Mais geralmente, se {2 C R"™ é um aberto limitado, entdo

Aj

lim =1,

; ) /n
Jj—oo j 2
A2
T (an

onde w,, ¢ o volume da bola unitdria em R™ e V ¢ o volume de ().

Demonstragdo. Veja [28] ou [13], pag. 429 - 443 [l

Teorema 2.24. (Du Bois Raymond) Seja w € L} (U) tal que

/U w(@)p(@)dz =0, Vo € CF(U),

entdo u = 0 quase sempre em U.
Demonstracdo. Ver Proposicao 4 em [12]. [

Teorema 2.25. (Desigualdade de Poincaré) Suponhamos que U seja um conjunto aberto e limi-

tado de R".  Entdo, para todo 1 < p < oo, existe uma constante c, tal que

||UHLP(U) < cp||Vu||Lp(U), Yu € Wol’p(U)
Demonstragdo. Ver Corolario IX.19 em [7]. L]
Teorema 2.26. (Desigualdade de Holder) Sejam f € LP(U)eg € LP (U)com1 < p < cc e

5+ =1L entdo fge L'(U) e

/U @@z < 1| F vy llgll o,

Demonstracdo. Ver Teorema IV.6 em [7]. O

Teorema 2.27. (Formula de Green) Seja U C R"™ um aberto limitado com fronteira OU suave.
Se u,v € H*(U), entdo

0
—/(Au)vdx:/Vu-Vvdx— Ty ds
U U au Ov
onde v representa o vetor normal unitdrio exterior a OU e g—:f := Vu - v a derivada normal da
funcdo u.
Demonstracdo. Ver Propriedade (ii7) em [8] pagina 316. [

Teorema 2.28. A funcdo Gama dada por

[(x) = / et dt, R(z) >0,
0
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satisfaz
s
I'l —o)I'(z) = )
(1= 2)I() sen(mx)
Demonstracdo. Ver Teorema 2.12 em [25]. O
Teorema 2.29. A equacdo
)+ 20 (142 =0 2.1)
v (s — (s — | = .
s 52

é denominada "equacdo de Bessel modificada" e apresenta como solugcoes linearmente inde-

pendentes as fungoes

= 1 2\ Tl _o(z) — I,(x)
fa(w) = TZ:O ril(a+7r+1) (5) ¢ Kalr)= 2 sen(aw)

Elas sdo chamadas "funcoes de Bessel modificadas". A combinacdo linear de tais funcoes é a

solucdo geral da equacdo (2.1).

Teorema 2.30. As funcoes de Bessel modificadas 1, e K, apresentam o seguinte comporta-

mento assintotico,

1, K,
i 2 1 (x)  _
T—00 € T—00 T 1/2
V2rx <%) e
Demonstragcdo. Ver Theorem 4.21 em [5]. ]

Teorema 2.31. A funcdo de Bessel modificada K, satisfaz a seguinte propriedade,

K
lim o(7)

=1
Demonstragdo. Ver Propriedade 9.6.9 em [1]. 0

Teorema 2.32. A funcdo de Bessel modificada K, apresenta a seguinte propriedade,

d

—{y"K, =—y"K,_

i (V" Ku(y)} = —y"Kna(y)
para todo n ndo necessariamente inteiro.

Demonstragdo. Ver Theorem 4.16 em [5]. L]

2.2 OS ESPACOS DE FUNCOES H° COM s > 0

Vejamos agora algumas defini¢des e resultados envolvendo os espagos H*

com s > 0. Os conceitos que seguem podem ser encontrados em [3].
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Definicdo 2.33. O conjunto S = S(R™) das fungoes f : R — C tais que f € C*(R") e

satisfazem

sup |26 f ()] < oo,
z€R™

para quaisquer multi-indices n, 3 € N", é chamado espaco de Schwartz. Denotaremos o dual

de S(R™) por S"(R™).

Definicdo 2.34. 1. Se s € Z., os espacos H*(R™) sdo os espacos de Sobolev definidos como

H*R") ={f € S'R") | |/l

Hs(]Rn) < OO},

onde

3
1l = (Z ||D”f||iQ(Rn>) ,

In|<s
para qualquer f € H*(R™).
2. Se s > 0 ndo inteiro, os espacos H*(R") sdo os espacos de Slobodeckij

dados por

HYR") ={f e S'R") | |/l

Hs(Rn) < oo},

onde

sy = 11+ |2 ][2n) 2 F fl| 2oy

para qualquer | € H*(R™) e F ¢é a transformada de Fourier em R".

Tendo definido os espagos H*(R") para s > 0, podemos, entdo definir os

espagos H*(U), com U C R™ um conjunto aberto arbitrario, como segue.

Definicao 2.35. Seja U C R"™ um aberto arbitrdrio.
1. Se s € 7., os espagos de Sobolev H*(U) sdo definidos como

H*(U)={f € L*(U) | g€ H'R") com g(z)= f(x), Yz € U},

con a norma

/]

HS(U) — g‘in_ff ||g||He(Rn),

geH*(R™)

para qualquer f € H*(U).
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2. Se s > 0 ndo inteiro, os espacos de Slobodeckij H*(U) sdo definidos como
HY(U) = {f € [*(U) | 3g€ H'(R") com g(x)= f(x),Ya € U},

com a norma

/]

HoU) = g‘i[?:ff i
geEH*(R™)

Hs(R™),

para qualquer [ € H*(U).

Quando o conjunto U é limitado e de classe C*°, os espacos H*(U) apresen-

tam a seguinte caracterizacao.

Lema 2.36. Seja U C R™ um conjunto limitado de classe C'*°,

DU)={f:U— R | fe& C*com suporte compacto}

e D'(U) odual de D(U).
1. Se s € 7, entdo

H(U) ={feD'U) | |/l

Hs(U < OO}

onde

/]

1
2
[ (||f||%z<u> +y ||D"f||%zw>> :

In|=s

2. Se s > 0 ndo inteiro, entdo

HU) ={f € D'(U) | IIfl

H.s < OO}

onde

1

D 2
1 f |l sy = (IIfIILz + Z/ | {x_ |n+2{J:( OlN d) |

In|=(s) " V>V

para qualquer f € H*(U), onde s = [s| + {s} com |s] inteiro e {s} € [0, 1).

Demonstracdo. Para o Item 1. ver Theorem 4.2.4 em [27] e para o Item 2. ver Remark 2. em
[27]. OJ

Teorema 2.37. (Teorema do trago em R™) Sejam s = 1,2,...e v = (v1,...,2,1) € R*7L.

Entdo, existe uma aplicacdo linear, continua,
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s—1

Tre: H'R") — [[H 2R
=0
ou 0ty
u — Tr(u) = {u(az,O),a—%(:v,O),...,W(x,O)}.

Demonstragdo. Ver Theorem 2.9.1 em [27].

Observacao 2.38. O teorema anterior é vdlido para s > () ndo necessariamente inteiro, desde

1

que s — j — 5 ndo seja inteiro.

Teorema 2.39. (Teorema do traco em U) Sejam U C R"™ um conjunto C*-limitado e

% < s < o0. Entdo, existe uma aplicagdo linear, continua,

11—
[5—§

Te:HU) — [ H72(0U)

=0
ou o2y
u — Tr(u) = { Ul ol i },
2
ou v ou
onde v é o vetor normal exterior em relagdo a fronteira OU e [s — %]_ € a parte inteira do

nimero s — %

Demonstracdo. Ver Theorem 4.7.1 em [27].
O

Lema 2.40. Seja u € H*(U x (0,00)), onde U C R"™ é um conjunto aberto e s > 0. Entdo,

Tr(u) = u(z,0) € H2(U x {0})

e existe um C' > 0 tal que

|| Tr(u) | < Cllu|

H =2 (Ux{0}) =

Hs(Ux(0,00))-
Demonstracdo. Ver Lema 2 em [3]. O

Definimos o espago
H(0) = Cie) e

com a norma

2
lwllag ) = <k:a/cy1_2a|Vw|2dxdy> ,
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D)

O conjunto H ({2, «) é dado por

Ka

H(©,0) ={u € L) 3 X1 o)zl < oo}
i=1

onde 0 mesmo, munido da norma

oo 1/2
lull e = (ZA?‘WW) ,
j=1

¢ um espaco de Banach, vide [11].

25
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3 CALCULO FUNCIONAL

3.1 ESTUDO DO OPERADOR —A
Considere o operador

~A:D(=A) C L*(Q) — L*9Q)

u — —Au,
onde, o seu dominio é o conjunto
D(=A)={uec H* Q) |u=0 em 0Q},
e 2 C R™ € um conjunto aberto, limitado com fronteira de classe C'*°.

Lema 3.1. O operador —A é densamente definido, simétrico e maximal monaotono.

Demonstragcdo. Primeiramente, mostraremos que o operador —A € densamente definido.

Sejau € L*(2). Como C°(Q) = L?(R2), segue que existe {u,} C C5°(Q)
tal que u, —> wem L?(). Observe que se

u, € C°(Q) € H*(Q), Vn € N,

entdo u, = 0 em 9N e u,, € H*(Q), Vn € N. Logo u,, € D(—A), ¥n € N.

Com isso, temos que D(—A) = L?*(2), ou seja, —A é um operador densa-

mente definido.

Vejamos agora que —A é um operador simétrico. Sejam u, v € D(—A). Pela

Férmula de Green (Teorema 2.27) e usando que v = v = 0 em 02 temos que:

(—Au,v)2(0) :/Q(—Au(x))v(x)dx = /Vu -Vou(z )dx—/m%(x)v(x)ds
= /Vu -Vo(z)dx
= / Vu(z) - Vu(x)de — gz (x)u(z)dS
o) o9

= / u(z)(—Av(zx))dx
Q
= <U, —AU>L2(Q).

Logo, —A é um operador simétrico. Note ainda que
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(—Au, u)r20) = /QVu(x) -Vu(z)dr = /Q |Vu(x)|?dr > 0, Yu € D(—A),

ou seja, —A é um operador monétono. Mostraremos agora que —A é maximal monétono. Seja
g € L*(Q), queremos encontrar u € D(—A) tal que (I — A)u = g.
Considere a : = x = — R tal que

a(u,v) :/QVu(a:)-Vv(:v)d:v%—/gu(:v)v(:v)dx,

onde Z = {u € HY(Q) | u =0 em 00N} é um espago de Hilbert. A fun¢do a € bilinear e
usando a desigualdade de Holder, para qualquer u, v € = vale que:

IN

|a(u, v)]

/Q|Vu(x)-Vv(x)|dx+/g|u(m)v(x)|dx

IVl 2| Vol L2 ) + l[ull 2@ l|v] 220

IA

< Nl @ vl arg) + ull @) o]l 2@

2lullz @ vl @)

atw)l = [ [Vu@Pdo+ [ fule)de = [9ulfag + oo = [l
Por 1. e 2., temos que a € limitada e coerciva, respectivamente.

Entdo, tomando F': & — R tal que

Fwwaémmwmm,

para qualquer v € =, temos que F' € =’ e pelo Teorema de Lax Milgram (Teorema 2.21), segue

que existe uma dnica funcio u € = tal que

F(v) =a(v,u), YveE,
ou seja,

/QQ(JU)U(UE)dJC = /vi(x) : Vu(x)dx—l—/gv(x)u(x)dx, Yo € E.

Entdo, pelo Teorema 2.14, temos que u € H?(12) e ainda, usando a Férmula de Green (Teorema

2.27), segue que
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/Q g@)(x)ds = — /Q (Au(z))o(z)de + /8 Q%@)U(m)dm / v(@)u(z)dz

Q

= —/Q(Au(x))v(x)dx—l—/Qv(m)u(:c)d:c, Vv € E.

Portanto

/Q[Au(x) —u(z) + g(z)|v(x)de =0, Vv € E. (3.1)

Em particular, parav € C§° C =, segue em (3.1), juntamente com o Teorema

de Du Bois Raymond (Teorema 2.24), que
Au—u+ g = 0 quase sempre em (2, ou seja, u — Au = g quase sempre em .

Logo, R(I — A) = L*(Q), assim, o operador —A é maximal monétono. O
Proposicao 3.2. O operador —A é um operador auto-adjunto.
Demonstracdo. A demonstracao segue do Lema 3.1 e do Teorema 2.16. [

Proposicao 3.3. O operador —A ¢ limitado inferiormente, isto é, existe m € R, tal que para
qualquer w € D(—A), vale

(=D, u) () > mllull72)

Demonstracdo. Para qualquer u € D(—A), segue da Desigualdade de Poincaré (Teorema 2.25)

que
ullz2 ) < el Vul 2
e entao
[Vul[z2(q) > bllull2(o)
1
onde b = — > 0.

c
Por outro lado, pela Formula de Green (Teorema 2.27) temos que

ou

Ny —(x)u(x)dS

(=8 == [ (Bu@uto)ts = [ Vule): Vutado - |

= /Vu - Vu(x)de
= ||VU||L2(Q)



29

Logo,

(—Au, u)r2() > mHuH%Z(Q), Vu € D(—A), com m = b

Teorema 3.4. O operador —A é um operador positivo do tipo M.

Demonstracdo. Pela Proposicdo 2.18 temos que —A é um operador setorial e pelo Teorema
2.19, que o(—A) C [m, +00), logo,

o(A) C (—oo0, —m)].

Com isso obtemos
0,4+00) C p(A).

Sabemos ainda, pelo fato do operador —A ser setorial, que —A é fechado,

densamente definido e para algum 0 < ¢ < Z, M > 1, vale que

Smo={A€C | ¢ < larg(A —m)] < 7,2 £m} C p(—A)

—

M

M+ A) Y2 € ——
T+ 28) i) < (=

para qualquer A € S, 4.

Assim, dado s € R, temos, pelo fato de m > 0, que A = —s € R_ C S, 4,
logo,

—~

M
|s +m]|

I(sT = D) Hlz2ge) <

Entao,

~ 1 s ~ 1
1 I—A)"! <M <M |—+1].
(U st = 8) Moy < 0 |t <3|

para qualquer s € R, ou seja, existe M > 1, onde




tal que
(L4 s)(sT = A) Hlzz) < M,

para qualquer s € R, . Portanto, —A é um operador positivo do tipo M.

30
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3.2 A POTENCIA FRACIONARIA DO OPERADOR —A

Nesta se¢do escreveremos (—A)* como uma série de Fourier e caracterizare-

mos o conjunto D((—A)®). Para tal, usaremos a teoria de célculo funcional de [16] e [24].

Pela Proposicio 2.18, temos que o operador —A € setorial em
D(—=A) C L*(Q) e R(c(—A)) > 0, entdo pelo Teorema 2.17 temos que

(—A)™": L*(Q) — L*(),
¢ um operador linear, limitado tal que, para 0 < o < 1, tem-se

sen(ma)

(~a) =

™

/ A" — A)ld,
0
Proposicdo 3.5. Para qualquer uw € D((—A)®), temos que

(—A)"u = Z A7, 93) L2(0) @iy

i=1
onde {p;}icn € um sistema ortogonal completo de L*(S), formado pelas autofungdes do ope-

rador —A com condig¢do de Dirichlet e {\;};cn sdo os respectivos autovalores.

Demonstracdo. Seja ; autofungdo do operador —A, para qualquer ¢ € N. Como
@; € D(—=A) C L*(Q), temos que

_ sen(7a)

/ AT — A)rgid.
T 0

—Api = Nipi,
para qualquer i € N e como A € [0, 00) C p(A), temos que

1

A = A) o = ——,
( ) e W

para qualquer ¢ € N. Entao,

_ sen(ma) AT sen(mar) @; /°° AT?
(=A)™% @A DY T Ao 4l

Colocando z = o temos que (z);)"* = A% e \;dz = d\, assim



_ sen(ma) @; /°° (2X) %A
—A) Y = i d
( ) ? ™ )\1 0 z+1
_ sen(ma)p;A; / "
m o 2+1
_sen(ma)p A /°° zmoti-l
B T o <2+1
Colocando f = —a + 1, temos que
_ sen(ma)pi\; @ /"O 2Pt
—A) %, = ! dz.
(=A)™% - Ml

Note que a integral acima pode ser representada do seguinte modo,

Logo

s
r

zﬁl

“Ydv = lim

e

t
Desta forma, tomando v = s +t e z = —, segue que
S

r

2P-1

z+1

QJ|Q‘QJ|QJ
P ESTHES

s+t

@ 1 1
3;—\tl

at

t
/ / —(s+t) 8+td dt

s+t A1 S + t
35 Ht+s) s2
/ / e e P s Bdsdt
0o Jo

dzdv pois

e ’dv = lim [—e*”‘b} =1.

b—o0 0 b—o0

dsdt

([ a)([ o)

</ ess(lﬂ)lds> </ ettﬁldt)
0 0

[(1— B)T(8) = T(@)T(1 — a).

32
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Pelo Teorema 2.28, concluimos que

o© B-1
/ SN PR—— (3.3)
0

z4+1 sen(ma)

Assim, substituindo (3.3) em (3.2), temos que

(=8)" % = X ¢,

para qualquer 2 € N.

Sejau € D((—A)™*) C L*(2), logo

o0

U= Z<U,%‘>L2(Q)%‘-

i=1

Assim, considerando a soma parcial

m

Sm = Z(% 90i>L2(Q)90ia

i=1

e como (—A)~* é um operador linear e limitado pelo Teorema 2.17, temos que

m

l=a)2u =3 A v

=1

[(=A)"%u — (=A) “smllz2 ()

I(=A)"(u = sm)ll 2@

m—o0
0.

L2(Q)

S KHU — Sm||L2(Q)

Portanto,
(_A)—au = Z)\Z-_O‘<u,g0i>Lz(Q)cpi, cm LQ(Q)
=1

Temos, para qualquer u € D((—A)*), que u € R((—A)~%), pois, por defini-

assim, dada uma fungdo u € D((—A)%), temos que

w=(—A)" (A,

Portanto u € R((—A)~%).

Sendo assim, como \; # 0, para qualquer ¢ € N, temos pelo Lema 6.9.10 em



[24] que

(—A)% = Z Af (u, 90@'>L2(Q)‘Pia

=1

para qualquer u € D((—A)%).

Proposicao 3.6. Considere o conjunto

Y = {u e L2(Q) ( ivﬂ(u, o) 1oy |? < oo}.
=1

Entdo, temos que D((—A)*) =Y.

Demonstragdo. Sejau € D((—A)%), logou € L*(2) e (—A)*u € L*(Q), ou seja, a série

Z AT (U, i) L2 o) i
1=1

converge em L?((2). Entdo, pelo Teorema 2.15, temos que a série numérica
o0

>N u, i) 2o

=1

converge. Portanto, D((—A)*) C Y.

Considere v € Y C L*(2), entdo a série numérica

> AP, i) 2
i=1

€ convergente. Entdo, novamente pelo Teorema 2.15, temos que a série

Z AU, i) L2 (o) pi

=1
converge em L?(Q). Logo, (—A)* € L?(Q), ou seja, Y C D((—A)%). Portanto,
Y = D((—A)%).

Sendo assim, concluimos o seguinte Teorema.

34
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Teorema 3.7. Seja {p;}icn a base ortonormal completa de L*(Q)) formada pelas autofungoes
do operador —A com condi¢do de fronteira de Dirichlet em §) e {\; };icn 0s respectivos autova-

lores. Entdo,

D((~8))" ={u € L) 32X i < o0

=1

2. O operador (—A)* : D((—A)%) C L*(Q) — L?*(Q) é dado por

(=A)%u = Z NG, i) r2(0) @i
i=1



4 A EXTENSAO o-HARMONICA
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Sendo 0 < aw < 1,C = 2 x (0,00) e 9.C = I x [0, 00), definimos o

conjunto
13,(0) = ey e,

com a norma .
2

lwllg , € = (ka/cylm\Vdea:dy) ,

217207(1 — )
() '

O conjunto H ({2, «) é dado por

ko =

H(Q,oz):{ueL2 ‘ZAO‘ u, i) 12(0)|? <oo}

onde 0 mesmo, munido da norma

1/2
\IUIIHm,a>=(ZA“ w03 2mce ) ,

¢ um espaco de Banach.

4.1 ESPACO V,y(Q)

Nesta sec@o estudaremos algumas propriedades do espago
Vo(Q2) = {Tra(v) | ve Hy(C)},

onde Trg, € o operador trago sobre Qe C = Q x (0, 00).

Lema 4.1. V(Q) C H*(Q), onde H*(Q)) é o espago de fungcdes em L*(Q) com a seguinte

norma finita

(@) —u()? M2
el = lullzze + ( / u(x) —u(@)P ) W)
() (@) aJa |I _ y|n+2a

Demonstragdo. De fato, seja u € Vy(£2), logo u = Tro(v) com v € Hg(C). Por [20] para-

grafo 5 existe C' > 0 tal que
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120, 0) [Bragary < C / U 9Py @
" x (0,00

para toda fun¢do z, desde que o lado direito da desigualdade seja finito.
Defina w : R" x (0,00) — R tal que w(x,y) = v(x,y) para (z,y) € C e
w(x,y) = 0 para (z,y) ¢ C. Logo,

/ y' 72 (w? 4 |Vw|?)dedy = /yl_QQUdedy + /yl_Qa|VU|2d$dy <o, (42)
1 (0,00) ¢ ¢

pois pela Desigualdade de Poincaré em €2 temos que

/112(1:,y)d:c§ C/ Vv(z,y)Pdx
Q Q

:Xy”"‘/f(:v,y)d:v < Cy”“/ V(2 y)|*de
Q Q

< 0y1‘2"‘/ Iva(%y)I?dIJrCyl‘?“/ vy (2, y)|*dx,
Q Q

logo

/yl_zaldemdy < C’/yl_2“|Vv]2d$dy < 00. (4.3)
c c

Temos ainda que

2
|w(z, 0 w(z,0)? 1/2
(-, 0) o ey = [||w< )2y + ( / n / n sy
2
lv(z,0) — v(z,0)[? 12
_ [Hv( )N r2@) (//‘ )’n+2adxdy — [0, )2y

Portanto, trocando em (4.1) z por w, segue de (4.2) e (4.3) que

100 0) 2y < C© / Y2 oPdedy + C / y' Vo dady
C C

< é/leo‘\VUIQda:dy < 00,
c

assim, v(-,0) € H*(Q) e [[v(-,0)| e < CHUHH&L(Q). Logo, Tro(Hg . (C)) C H*(Q).
Portanto, V,(2) C H*(Q).
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]

Para a proxima proposi¢do, utilizaremos alguns resultados de interpolacdo
que podem ser vistos em [2], [21] e [26].

Aqui usaremos a notagdo apresentada em [26].

Sendo Ej e E; espagos normados com normas || - [[o e || - ||1, respectivamente,

definimos, parau € Ey + E; et > 0, a fungdo

K(t;u) = ggi ([luollo + tlluall1),

u= ul

epara0 < 6 <1lel < p < oo, definimos o espaco
(Eo, Br)op ={u€ By + By | tPK(t;u) € LP(Ry;dt/t)}.

Sabemos pelas citagdes acima que H () = (H3(2), L*(Q))a.2-

O espago H§(Q2) = C’go(Q)lH‘Ha(m com respeito a norma

_ 2 1/2
lallsreey = llull 2 + ( / dedy)
QJN

|z —y|rree

1
é dado por H§(Q2) = (HZ(Q),L*(2))a2, para 0 < a < l,a # 3 Temos ainda que

1
H§(Q2) = H¥(Q2), para 0 < o < 7

Proposicio 4.2. V(2) = H(Q, a).

Demonstragdo. Para0 < o < %, note que

H*(Q) = Hg () = (H5 (), L*(Q))ap = H(, a),

logo
Vo(Q) = Tro(Hy 1 (C)) C H*(2) = H(Q, a).

1
Para a = 5 a demonstracao segue da Proposi¢do 2.1 de [9].

1
Para 5 <ac< 1, seja u € Vy(2), logo temos que u = Tro(v) com

v € H 1 (C). Desta forma, existe {v, fnen C C5°(C) tal que [[v — v, || me ) % 0. Logo,

n—oo

| Tro(vn) — ul| o) < Cllv — UnHH&L(C) — 0
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Assim, u € H$ (). Entdo, como H$(Q) = (HZ(Q), L*(Q))a2 = H(Q, )
para0 < o < 1, com «v # %, segue que u € H(Q, «). Logo, Vo(Q) C H(Q, a).
Por outro lado, se v € H(Q,a), entdo pelo Teorema 4.8 existe
w = E,(u) € H'(C). Logo, u € Vo(€), assim H (€2, ) C Vo(Q).
]

Lema 4.3. Vy(Q) < L9(Q) paral < g < 22—

n—ox

Demonstragdo. Sabemos pelo Lema 4.1 que Vy(2) C H*(Q2), logo Vo(£2) — H<(£2), ambos
com a mesma norma.

Por outro lado,
HY(Q) < LYUQ)

set>0et>n(;— ) Tomet=a > 0eobserve que

asnt-Neasl talonT 2
2 ¢ 2 q ¢ 2 =20
Logo Vo(Q) < H*(Q) <> LI(Q) paral < g < -2 -

4.2 A EXTENSAO a-HARMONICA

Definicdo 4.4. Dada uma funcdo u € H(Q, «), definimos sua extensdo a-harménica em C

como sendo a fungdo E,(u) = w que € solugdo fraca de

—div(y'**Vw) =0 em C,
w=0 em I.C, (P1)

Tro(w) =u em £,

ou seja, w € H§' (C), Tro(w) = u e vale a igualdade,

/yl—Zavw X V,Udﬂfdy — / a_u;(gj, O)M(ﬂf, O)dx, Vu S H&L(C)a com
C

o 0y
ow w
— = _— i 1-2a 7
e (@0 = = lim g2 2w y)

O que buscaremos a seguir € uma expressao que nos apresente o formato da
extensdo a-harmonica de uma dada funcdo v € H({),«). Primeiramente, vejamos o caso
particular da extensdo a-harmonica de uma autofuncdo ¢;, com ¢ € N, do operador Laplaciano

com condig¢do de fronteira de Dirichlet.



40

Lema 4.5. Dada uma autofuncdo @; e seu respectivo autovalor \;, com 1 € N, do operador
Laplaciano com condigdo de fronteira de Dirichlet, tem-se que sua extensdo c-harmonica é a
Sfungdo

Ea(0:)(,y) = Bi.ay™ei(x) Ka(X'?y),

onde

2172gen(am)I'(1 — «)
Bi,Ol = _ 2
7T)\i o/

e K, é a funcdo de Bessel modificada de segundo tipo de ordem . (Veja Teorema 2.29)

Demonstragcdo. Seja p; autofuncao do Laplaciano com condi¢do de fronteira de Dirichlet e as-

suma w = E,(¢;). Desta forma, a func¢do w satisfaz as trés seguintes condigdes:

0 = —div(y' ?*Vw), ou seja,

0 = div(y' " **Vuw)

= div(y' 72 (Way , -y W, , W)
iv((yl_mwxl, s y1—2awzn’ y1—2awy))

= (y“?“wx% oy T w2 ) + (1= 20)y *wy + Y w,e

(o

= y1*20‘(wx§ + o Fwe) 4+ (1 - 20)ywy, 4 y' T wye
=y (W + o Fwez) + (1= 20)y  wy + wye]
Como y > 0, obtemos

(1-2a)

Ayw + Wy + wyz = 0.

A fim de resolvermos a equacdo acima, utilizaremos o método de separacdo de varidveis.

Para isso, suponha w(z,y) = X ()1 (y). Logo,

L 1=200(X0) | P(Xv)

=0, em C,

. 2
Man_’_a_wX:O7 em C7

entio A, (X)Y + . oy o5



. AL (X) (1 —2a) 0y 1 0% B
ou seja, X0 v+ X0 8_yX+X_w0_y2X_O’ em C.
) A(X) (1—-2a)0y 10%)
Sendo assim, + —+——=0, em C,
X y Oy oy
_ 2
entio (1=20)0y  10% _ A.(X) =K, em C,

—__|__ —
yp Oy 1 Oy? X

com K € R. Desta forma

(A-20)0¢ ¢

A X =KX 0 oy
= © y Oy * y?

. A segunda condigdo de (P;) nos diz que w = 0 em 9;C, logo

X(2)d(y) =0, VY(z,y) € 9.C.

X(x)=0, VreodQ ou ¢y =0, Vyel0,o0).

Assim, vemos que X = 0 em 0f2, uma vez que procuramos uma solu¢ido nao nula.

Desta forma, por 1. e 2. segue que X = ¢; e K = \;,com ¢ € N.

. A terceira condi¢do de (P;) diz que Tro(w) = ¢;, ou seja
w(z,0) =p;(z), Vre e 1€N.

Logo
X(z)Y(0) = pi(z), Vee e ieN.

Como ja sabemos que X () = ¢;(x) para todo = em (2, segue que (0) = 1.

Com isso, concluimos de 1., 2. e 3. que a funcdo v deve satisfazer

—yYK =0 para y>0.
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2 y oy T (4.4)

Considere 9(y) = y*v()\;/%y) para y > 0, onde v é uma fungdo a determinar. Logo,

oY a—1 1/2 o, 0y 1/2 12 _ .« o 1/2 I 1/2
T = o ) AN = g o)+ ()
0% a2y 1/2 a1 70y 1/2. \y 1/2 a1 70y 172, \y 1/2
oy -5 W) =ala = 1)y* o\ y) + ay® V(AN + ay® T (A Ty

+ yavll()\il/Qy))\il/Z)\il/Q

[(a? — «

o )
=Y\ 7 U()\il/2y) + " 1/21/ v (N 1/2 y) + )\'1/2yv "\ 1/2y) +v <)‘i1/2y)
B 2
— 2a
— N %U(Ailmy) + "y 75V o' (NPy) 0" () |

Assim, pela primeira condi¢ao do problema (4.4), temos que

321/)+(1—2a)8_¢_

O P—
dy? y Oy

A

2 2

=y*Ai {%U(Aimy) + y/\—?/gvl()\imy) + U”()\z‘l/2y)] +
(1-2a) ,. [ « 1

+ —YN\ ﬁv()\imy) + Wv’

y (Aimy)] Ay v\ y)

%

a? -« 200 "
= yo‘)\i{ {(ng)U()\il/zy) + WU "NPy) v ()\imy)] +

)

(1-2a)[ « 1/2 1 1/2 1/2
—i—T Ev(/\i/y)—l—wv’()\i/y) —o(NY2y) ¢
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Logo
o (a® —a) 1/2 1y 1/2 ney 1/2
0=y*N 3N v(ANi7y) + '1/271()\1 y) + 0" (N Ty)+
1—2a) a 1—2a 1
: y )y)\. ()\Zl/2 ) NE /(/\11/29) U()\il/zy)}

Portanto, obtemos

! 2
v"(s) + os) _ v(s) (1 + %) =0, para s>0. 4.5)

A equagdo (4.5) € chamada "equagdo de Bessel modificada". Segundo o Teo-
rema 2.29, temos que yala(/\;py) e y“Ka()\i/Qy), onde

o0

1 s\ 71 o(s) — I.(s)
lal9) = 2 () e w3 ’

—ril(a+r+1) sen(am)




sao solugdes linearmente independentes da equacgao (4.5) e

A LoA?y) + B,y Ko (M ?y),

(3

com A4, ., B; , € R, é a solugdo geral. Mas, queremos que ¢; ;, ¢2; € H&L(C), em que

d1i(,y) = Y L)) e boi(r,y) = v KN y)pi(2)

ou seja, precisamos que

[61,ll g ) <00 ou |[@2llmg, () < 00

Vejamos que [ 412V (4 1\ *g)ea)) Py = o

C

De fato, pelo Teorema 2.30, temos que

In(s) 1
ou seja, dado € > 0, 36 > 0 tal que se s > 9, entdo e’ <e
2ms
Assim,
1— e I
e <e. = 1—‘“6(88)‘<e
\V2Ts
\2ms
I
:> 1 < ’ OL(SS)’
e
\V2ms
S (-0 < |L(s)]
_ (s
V2Ts

1
Tomando € = 3 temos que
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4.7)



Por outro lado,

a 12
—||y LN )¢l ¢

Assim, ¢y ; ¢ Hg [ (C). Desta forma,

/ 20 (40 L (A 2y i) Pddy

/C S L (A2 Vi)

+ (Y L)) () P dady

>

/C 1202 1, (NP P Vaspi () Pdady

( Oooy|la A2y |d?/></|vxtp, )|2d$)
AZ/ ylla(\ ) Pdy

/ yIIa(Agﬂy)EderAi/d Yl L) 2dy
Az‘/{5 yl LN ?y) Pdy

1/2

00 2)\
A /0 87r)\1/2 P

)\3/2 \L/2
e
™ Jo

(0. 9]

tome A; , = 0 em (4.6).

Do Teorema 2.32 segue que

a 1 2
Hy Ko\ 9)0i(@) g 0

)

= [PV RO ) Pdody

C

= UKy
0

+ /C 1— 20"( Ko ()\1/2 ))y%(ﬂv))|2dl’dy

Y / Y1 Ka(\2y)2dy
0

+ Ai/yl‘z‘”!y“ NPl () Pdedy
C

Y / YK (N2 Py
0
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+ Ai/ Y| Ko 1 (N2y)[Pdy (4.8)
0



Mas, pelo pelo Teorema 2.30

Ka(s) 1

lim =1,
s—o00 /s
2s

Ka(s)

<e+1

—1| <e¢

ou seja, dado € > 0, 30 > 0 tal que se s > ¢, entdo

Kq
ILAC]
Ve

Coloque € = 1, logo

3 /7
K, < =4/ —e ",
[Ka(s)| < 54/ 53¢

3 T
\2\ 2\

9_7T6_2Ai1/2y
8 Y

Fazendo s = )\Z1 / 2y segue que,

Ko Py <

2
6_>\i1/2y)
Y

paray > A, 2.

Assim

A2

/ yl Ko\ )2 dy =
0

0

X 1/2 9r [
Ko\ “y)|Pdy + —
< [ O Py + 8/&1/2

P

- / ylKa(N?y)Pdy + lim
0 b—oo
A2

. ! 1/2

- /0 y|Ka( )l d + 6/\1/2

97

Temos também pelo Teorema 2.31 que

lim

ST (0)(ds) e

isto é, dado & = 3 > 0, existe 6 > 0 tal que

8 o\

—26

YK a(AN2y) 2y + / Y1 Ka(A2y) 2dy
AZ

46

4.9)
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o Ka(s)] < zf(a)<%s> h
- mB@(ﬂF<<y(§F&O(%s)a)%

Assim, para s = A:my segue que

1/2\ —2«
ylKa(s)|? < EF(QV A y'
16 2 ’

desde que |\%y| < .

Tome m = min{/\i_l/Qg, )\;1/25}’ logo

AT25 m AT2%s
T e A T L XS
0 0 m
m 9 )\1/2 —2a >\1-_1/2(5
- / — () - y”“dy*/ YKo\ ?y)2dy
, 16 2 .
9 AL/2N 2 y?m2e | A2 1/2
= T(a)? ™ Ko(\?y)d
Grr(M) | [ sy
_ —1/2
9 ) )\3/2 2a, 2-2a P s s
= arer(Yy) et [ RO Ry <.
Segue de (4.9) que

/'MKJﬁ%m%y<m.
0

Analogamente,

/ y|Ka—1(/\il/2y)|2dy < 0.
0

Portanto, de (4.8) obtemos que ¢y; € Hg' [ (C). Voltando a fungdo v, temos

entao que a mesma segue o formato

U(y) =y BiaKa(N?y) (4.10)

onde B; , € uma constante real a determinar. Desta forma
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U(y) = y*BiaKa( N ?y)

— 4B, foa(/\imy) - Ia(>\z'1/2y)
“2 sen(am)

_ yO‘Bi,O/lT i 1 >\i1/2y 2r—a - i 1 )\il/Qy 2r+a
2sen(ar) =0 ril(—a+r+1) 2 — ril(a+r+1) 2

_Y*Biam i 1 APYNTTY y Biar i 1 AN
2sen(am) rll'(—a+r+1) 2 2sen(a) ril(a+7r+1) 2

r=0 r=0

_ YBiam 1 PYAA n y*Bjom i 1 Vg7
~ 2sen(am) T'(1 — a) 2 2sen(am) rlT(r—a+1)\ 2

r=1
Y Br gt Va2
2sen(am) = ril(a+r+1) \ 2
_ Bi,aﬂ-)‘;am n yY* By o i 1 Va2
- 2l-agen(am)'(1 —a)  2sen(am) —rill(r—a+1l) 2
Y Biam i L Va2
2sen(am) <= r'l(a+ 1+ 1) 2
Assim P
B;omi @
0) = : . 4.11
¥(0) 21—agen(am)I'(1 — «) .11
Como a segunda condi¢@o do problema (4.4) é que ¢(0) = 1, temos que
21=gen(am)'(1 — )
Bi,a - ﬂ'Ai_a/2 ) (412)
e a fungdo 1) é dada por
U(y) = ¥ BiaKa(N?y). (4.13)

Concluimos, entdo que E,(y;)(z,y) = Bi,ayacpi(x)Ka()\il/zy) em que B; , é dado por (4.12)
]

Vejamos no teorema seguinte a existéncia e unicidade da extensao a-harmodnica
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de uma funcdo u € H (£, o), mas antes, segue um lema que nos auxiliard a verificar certas pro-

priedades da extensdo a-harmonica.

Lema 4.6. Dada a fungdo u = Z aip; € L*(Q), segue que

=1

a 00
81" Z[aiBi,ayagpi( ) )\ 1/2 Z a az zoz?/ 901( )Ka<>\i1/2y)]7

& & 1/2

92 Z[%Bi,aya%( )K

tog=1

Za 2 a'z zay 901( )Koa()\il/Qy)],

parai=1,2,...n,

0 — =0
a_z i uxy ‘;01 a 1/2 28_ i zayagpi(ﬂf)Ka()\il/zy)]v

0 & 1/2

—— Y _laiBiay“pi(z) K.
o I

Za 0By i) Ka M 2y).

(4.14)

(4.15)

Demonstracdo. Considerando que as derivadas das autofuncdes ; sdo limitadas por uma cons-

tante M, segue pela Desigualdade de Young que

0 Do;
—[aiB; oy i) Ka( X Qy)]’ @B 0" 2 () Ko (NM2y)

8@-
< My~ |a1HBza||K( A2 )|ya
< el +M2!Bz,a| Ko (N 2y) Py
- 2 2 '
Sendo
B 2172gen(am)'(1 — )
Lo T 7r)\fa/2 )
considere N
B} .
7,0 )\i—oc
com
22722gen?(am)?(1 — )
N, = - .
Assim

ai? | M2Na|Ka(A2y) Py
2 2\ ’

)

0
o L1 Biay pie) Ko (N )]

Mas, pelo Teorema 2.30, segue que

(4.16)
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K '1/2
i oA %Y)

1—00 T 1/2 a2y
2\ /? ¢
iy

Logo, dado € = 1, existe iy € N tal que

Ka Ail/Q
P>y = (A7) ——1<1
(7T/2)\i1/2y)1/2€—)\i Y
2T o172
= [Ka(\Py)P < o 2, 4.17)
Substituindo (4.17) em (4.16), segue que
9 ail® MQNaWe_QAg/nyQ‘”‘—I
o foiBhay i) KaO )| < 1E 4 HEReTE @.18)
Tome £ € R, e observe que
6—2)\3/2?;
: 2a—1 _
zli{&y )\}/2—a—k =0
Ou seja, para ¢ = 1, existe 7; € N tal que:
_o\1/2
z>z':>2"‘1€%y<i (4.19)
1 Yy )\‘1/2,0[ )\k . .
Agora, substituindo (4.19) em (4.18), segue que
8 a; 2 Ca
%[aiBz‘,ayaSOi($)Ka()\i1/2y)] < % + N (4.20)

com C,, = M2N,7 e i > max{ig, i1 }.

Pelo Teorema 2.23 temos

Ai

e A2 (L)

onde V' é o volume de €2 e w,, é o volume da bola n-dimensional do espaco euclidiano. Isto &,
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1

para e = 3, existe i € N tal que
1 i\
1 >19 = 27T<an) < A;
IR (w, V)2 1
)\i 272 Z2/n
1 (w,V)2/"7* 1
= G < 52 i (4.21)
o nv 2/n k
Substituindo (4.21) em (4.20), e colocando J,, o0 = Cy {%} , segue
s
que

9 a 1/2 |ai’2 1 . L
a_q;i[aiBi’ay ()OZ(IE)KQ()\Z y)] < T + Jn7a7gm,v2 > max{zo,zl,'LQ}. (422)

Escolha £ tal que k> 1, ou seja, k > =, desta forma, os dois termos do lado
direito da desigualdade (4.22) sdo termos gerais de séries convergentes. Assim, pelo Teorema
2.13, segue que a derivada em (4.22) € o termo geral de uma série uniformemente convergente,
0 que nos permite concluir ser vélida a relagdo (4.14). De modo andlogo mostra-se 0 mesmo
resultado para a segunda derivada parcial em z;, a derivada parcial em y e a segunda derivada

parcial em y. 0

A seguir definiremos um conjunto W e mostraremos que o mesmo € nao

vazio, com o objetivo de utiliza-lo futuramente.

Lema 4.7. O conjunto

W ={we H5;(C) | Tro(w)=u quase sempre em 1}
é ndo vazio.
1/2
Demonstrag¢do. Dada a funcgio v(x,y) Z Bjoy™(u, ¢j) 12)0j(7) Ko (N} "y), observe que

v(+,0) = u(+), pois, podemos escrever a fun¢do v como v(z,y) Zw (U, ;) 25 (),

onde (y) é¢ dado em (4.13) e, por outro lado, usando (411) e (4.12), segue que
= > 0(0)(u, @) 225 (-) = Z(w%mm)%(') =u(-)emQev € H,(C).

j=1 j=1
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/ |V ,v|?dx
Q
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Mostraremos agora que |[v[| g, () < co. Para isso, veja que

el 0 = [y Iy
o! ’ C

= / y' Vo) g TPl dedy
c

= / lea/\vaFdxdy—i—// y' P vdedy. (4.23)
0 Q aJo

Por outro lado, usando a ortonormalidade das autofungdes ¢;, note que

= > Bj,aBi,ay2a<ua‘Pj>L2(Q)<U7Qpi>L2(Q)Ka(A;/Qy)Ka()‘;/Qy)/QVSOJ"v@idx
jii=1

SN B2 2, 05) 200y K2 (A ) (4.24)

[e%s) 2
/Q/ v dyds = // {[ZBmy (u, 95) L2(0) 5 (x )Ka(/\ﬁl‘ﬂy)} }dydx
0 y

segue que

1

EH“H?{@{L(C)

= /0 Yyl 2“Z<u 01) 220y (Bray® Ko\ ?y)),)2dy. (4.25)
=1

Substituindo (4.24) e (4.25) em (4.23), e usando que ¥(y) = y*B; o Ko (\*y),

/O ey w]m(mu (Bjay® KoM 9)? + ((Bjay® Ko (X *y)),)?)dy

o

= S e, / Y2 ()? + by (1) )dy
=1
> (u, L%Q){ /0 y1’2“¢(y)2dy+/0 y' 2 (y) dy)| . (4.26)

j=1

<.

Mas, usando a férmula de integracdo por partes e o fato de v ser solucdo do

Problema (4.4), temos que



/ Yy = / y 2 (g () dy
0 0

€ assim

i 2 () ()|

b—o0 0

- / B — 20)y™2 () + 20" ()] dy

_ /0 1=204 (4 ){ %w( )+Ajw(y)}dy

lim o2 () >\Z - / Ty () dy

b—o0

b—oo

lim ' o) <% [ v )y
0 0

b—o0

Desta forma, substituindo (4.27) em (4.26), temos que

1
EHUH%{aL(C) =

Temos ainda que

i 420/ ()0 ()|

b—o0

Agora, note que

lim y' =%/ (y) =

y—0t

Por outro lado, colocando z = )\;/ 2y, temos que y = A\

> b

> (w0 ia@ im v Y () v (y)| -
b—o00

j=1 :

lim o' 2% (y)e(y) — lim 4" (y)d(y).

Yy—00 y—0t

lim yl 2a<BchyaK ()‘1/2 ))y

y—0t
lim y' =22 B, A P[Py K (V).

y—0t

1/2
i~

(" Ka(2)): = (Ka(2)y 2 = XK (2)),

Yz

53

lim 322/ (y ‘ - / (1= 20)y~**(y)¢' (y)dy

(4.27)

(4.28)

(4.29)

(4.30)



logo

YK (A Py =yt

11—«
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(A2 KNy, = A2 (27Ka(2))s
= —AK, i (2)

_ _)\;/2()\1/23/)04}(6!7 ()\1/23/)’ 4.31)
Biah; I KaN )]y = —Biads A0 ) Kaoa (0 %)
= BNy K (M Py). (4.32)

Substituindo (4.32) em (4.30), segue que

1—2a, /7 o 1/2 1—o 1/2
Jim y V(y) = Jim = Bja, Ka1(A;"y)
_ 1/2 4. 1—a 1/2
= —BjaA lim y T Ko (A ). (4.33)
Mas,

7L oy N?Y) = Tay(N'%y)
2 sen(am)

oo

™

r Z 1 )\}/2y 2r—a+1 - i 1 /\;/23/ 2r4a—1
2sen(am) = ril(—a+7r+ 2) 2 = rIT(a +7r) 2

0o /\1/2

2sen(am

1 2r—a+1 oo 1 )\1/2 2r4+a—1
Z J y2r—2a+2 _ Z J y2r )
)L riT(—a+r+2)\ 2 —ril(a+7r)\ 2

Portanto
lim 4 2 (y) = —AYBj,| - — !
yg(glJr y ) 7 2sen(arm) I'(a) \ 2
a/2
_ ™ 1 >\j B.
2sen(am) I'(a) 20-1 77
_ m 1 )\?/z 27 sen(am)I(1 — «)
~ 2sen(ar) [(a) 201 7T)\j—0‘/2
_ 27*T(-a)
N [(a) !

= K.\ (4.34)
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Logo
lim y' 72 (y)y(y) = lim y' 7Y (y) lim ¥ (y) = koA (4.35)
y—0+ y—0t y—07+

Assim, substituindo (4.35) em (4.29), segue que

b

lim '~ (y)(y) = lim y' 2 () (y) — kXS (4.36)

b—oo

Por outro lado, usando as propriedades das fun¢des de Bessel (Teorema 2.30

e Teorema 2.32) e a igualdade (4.31), temos que

lim y 29 (y) = lim y' 72 (Bjay Ko (A %)),

Y—>00 Y—00

= lim "B () Ka (N %),

Y—00

_ lim yl QQBJOé( )\1/2()\;/2 )aKa7 ()\1/2y))

y—00 J

e

= AT lim Byt (w/2) %) e

vz,

l+a / _ .
= —\;7 lim Bj Y (77/2)\}/2y)1/2.e_>‘11' U lim 1 f
y—00 y—00 (71'/2)\1-/2y)1/2 e~ Ny

i .

= 01=0 (4.37)

lim ¢ (y) = JEEO Bj,ay“Ka(/\l-/Qy) — ylgﬁlo Bjﬂya(W/Q)\;/Qy)l/?e—)\;ﬂy =0. (4.38)

Yy—r00 J

Substituindo (4.37) e (4.38) em (4.36), segue que

lim o' 2/ (y)ab (y) . —ko XS (4.39)

b—o0 0

e por fim, usando (4.39) em (4.28), concluimos que

o0 [e.9]

1 « (6%
k—||UH§{3L(C) = Z<U, P 120y (k) = —kaZw, Pi) T2\ < oo, (4.40)

j=1 j=1

pois u € H(,a). Assim, a norma de v é finita e, pelo Lema 1.1.2 em [4], segue que
v e Hgr(C).
[
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[e.e]

Teorema 4.8. Dada uma funcdo v € H(S, «), com u = Z a;p;, existe uma unica funcdo
i=1

w = Eq(u), extensdo a-harménica de u em C, isto ¢, existe um iinico w € Hg [ (C) tal que

Tro(w) = u e w € solugdo fraca de

—div(y"**Vw) =0 em C,
w=0 em 0N x|0,00), (Py)
w(-,0) =u(-) em S

e esta é dada por

Ea(u)(z,9) = ) a;Biay"eil@)Ka(X'?y),
=1

onde p; e \; sdo autofungoes e autovalores do operador Laplaciano com condicdo de fronteira

de Dirichlet, respectivamente,

21=2sen(am)(1 — )
Bi,a = _ 2
7T)\i of

e K, é a fungdo de Bessel modificada de segundo tipo de ordem c.

Demonstragdo. Para demonstrarmos este teorema, mostraremos a seguir que, uma fungdo w ser
extensdo a-harménica de uma fungéo u € H ({2, ) € equivalente a w ser minimo do funcional
F no conjunto W, definidos logo abaixo. Em seguida, provaremos a existéncia e unicidade do
minimo de F, concluindo assim a prova deste teorema.

Considere, entdo, o conjunto W # & do Lema (4.7) e o funcional dado por

F:H$(C) — R

1

w — F(w) = = / y' 2|\ Vw|*drdy.
a JC

Logo, paraw € W e pelo Teorema do Traco (Teorema 2.39), temos a seguinte

desigualdade

1 o 1
|F(w)] = k—a/cyl HVwlPdedy = lwllig, @ 2 1 Tra(w)llzra.u = Tl
Logo, F' é limitado inferiormente em W. Tome m = inf{F(w)lw € W} e
{wy, fneny C W tal que F(wy,) =% m. Logo

«

HwnHJZLI&L(C) = kZF(w,) < M,
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pois {F(wy,) }nen € uma sequéncia limitada. Assim, {w, },eny € uma sequéncia limitada em

HE 1 (C), logo possui uma subsequéncia (wy, ) T2y € Hg 1 (C) e Tro(wy,) = Tro(wo)

em L1(Q)) paral < ¢ < ni” em particular, para ¢ = 2, devido ao Lema 4.3. Assim

o
[l = Tro(wo)l| 2 (@) = || Tra(wn,) — Tra(wo) 2@ = 0.
Logo, u = Trqo(wp) quase sempre em €2 e assim wy € W. Entio,

F(wo) > m. (4.41)

Por outro lado, temos que

[Vw,,|? > —|Vwo|* + 2Vwg - Vuw,,,

logo

1 1 2
k—/yl_Qa\anj\dedy > —k—/yl‘2“!Vwo!2dxdy+k—/yl‘Qano-anjdﬂﬁdy,
a JC C

« a JC

entao

2
F(wy,) > —F(wo) + = /y12°‘ng - Vwy, drdy. (4.42)
a JC

Considere agora o funcional linear continuo

£ Hy(C) — R

v o— {(v) =gy

1—

22a V'U) :

com g € (L*(C;R™))". Logo

1— 1—2a ]ﬁ)oo

gy 7 Vw,,) — gy 7 V)| = [€(w,,) — E(wo)] =30,

entao
1 —

y 22annj4y%ng em L*(C;R").

Agora, como y% Vwy € L*(C;R™), pelo Teorema 3 do Apéndice D em [15], temos que

o 1
[ Y, 23 [y = P
o JC a JC
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Desta forma, temos em (4.42) que

2
lim F(w,,) > lim [ —F(wy) + — /y12an0 - Vw,.dxdy |,logo
Jj—00 Jj—0o0 ka c J
m > —F(wp) + 2F (wy),
entao

m > F(wy). (4.43)

Por (4.41) e (4.43) segue que F(wy) = m e, como wy € W, segue que F'
admite um minimo em W. Vejamos agora que o minimo de F' € tnico. Para isso, suponha
v1,v2 € Hg'; (C) minimos de F, logo

o< (5

12a

11
Zk— Vv, — va‘ dxdy

1
= 1—/ 172 |Vv1|2 +|Vu1]? = Vo1 ]? — 2Vvy - Vg + | Vus|? 4 [ Ve |? — |VU2|2)dscdy

11
1k ), Yt 2|Vv1|2+2\va\ )dscdy+

—I- - / y' 2“( - \Vv1\2 — 2V - Vg — \Vv2|2>d1;dy

4 kg
_ 1 1 1 QQ‘VU1| d:L‘dy-l— 1—2a|vv2|2dxdy_
2k 2/€
l 1
e [y (|W1|2 42V, - Vo + |Vv2\2)da:dy
11 yi=? 11 yi=? 2 11 1-2 ‘2
= - o dxd @ drdy — = — * dzd
5k \Vv| a:y+2k |Vvs|“dzdy 1% Cy Vi 4+ Vus| dxdy
_ 11 g2 2 11 1-2a 2 1 1-2a (vlJr’Uz)‘Q
=3 |Vo1|“dedy + 5 /Cy |Vvs|*dxdy o Cy \Y 5 dxdy

F(’Ul) F(U2)7F<’U1+U2 —m=0

><m+m
2 -2 2

V1 — V2

entiao F( ) =0 epor fim v; = vy,

ou seja, F' possui um tnico minimo.
Mostraremos agora que wy, minimo de F', é a unica solucdo fraca de (P).
Para isto, considere f(t) = F(wy + ty) com v € Hg;(C) e ¥(-,0) = 0 quase sempre em (2.
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Logo t = 0 é um ponto de minimo de f, entdo f'(0) = 0, assim

0= £(0) = 1im 20 =F(0)

t—0 t

— lim F(wy + ty) — F(wy)
t—0 t

11
= lim - — {/ y' 2V (wo + ty) Pdady — /yl_Qa\Vwo\dedy}
c c

1 '/yl_zalv(wothv)lz—IVwo|2
t

Fat® |/, dxdy}

r 2 . 2 2
L gy [ [ o lTel 2V T £ 9O - Tl
C

t

i . )
_ 1y / 222V V() + V() dmdy]
C

1
= — lim [/ y' "2 (2Vw - Vy + t|V7|2)dxdy}
c

- Ea/cyl_gavwo - Vydedy, vy € Hy(C) e 7(-,0) = 0 quase sempre em €.

Portanto

/yl—Qavwo - Vydedy =0, Yy € HF(C) e ~(-,0) =0 quasesempreem . (4.44)
c

Afirmacio 1: wy é solugdo fraca de (P,).

De fato, ja temos que wy € Hg(C) e w(-,0) = u(-) quase sempre em €.
Seja y1 € Hg;(C), entdo pela defini¢do de H§ [ (C), existe uma sequéncia {ii, fnen C C5°(C)
tal que

n—oo

[ = pllag ) — 0,

logo
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(2, 0)u(x,0)dz| =

/yl_Qano - Vudxdy — Oy
c o Oy*

/yl_MVwo - Vudzdy
c

— / y172an0 . Vundxdy + /y12ano : Vundl’dy - / a_ujc(z(xa O)Mn(l’, O)dl’
c C Q ay

dwy
@oz

811]0

—(x,0) (2, 0)dz — o

——(z,0)u(z,0)dz| =

(x,0)pn(x,0)dr—

0
/y”“Vwo : V(u—un)dxder/y”ano - Vi dzdy — / is
C C o Oy

- [ S 0,0 o, 0

Como p,, € H§ 1 (C) € jin(+,0) = 0 em €2, segue que

5,
/yl—Qava Vipdzdy =0 e / az;s (2,0)pin(x,0)dz =0, VneN.
c Q

Desta forma, usando a desigualdade de Holder (Teorema 2.26), segue que

/y12an0-Vudxdy—/ a—w(i](ac,O)u(x,O)dx =
c o 0y

/Cyl—zavwo V(1 — i) daedy — gwo (,0)(u(x,0) — pp(x,0))dx

2]

||M 0) = pn (-, 0) 2@y — 0.

< llwollmg I = tnllmg 0 L2(Q)

8’LUO

Iy ——(z,0)p(z,0)dz, Ve Hyp(C).

Assim/yl_zano - Vpdxdy =
c

Logo, wy é solugdo fraca de (P).

Provaremos agora a reciproca deste resultado, ou seja

Afirmacao 2: se w é solugdo fraca de (P;), entdo w é minimo de F'.
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De fato, se w € solugdo fraca de (F), entdo w € Hg/(C), w(-,0) = u(:)
quase sempre em {) e

0
[o Ve Vudsdy = [ 5% @ 0pte,0)dz, e H,(C),
c o0y
em particular, para p € Hg,(C) tal que pu(-,0) = 0 quase sempre em 2. Logo,

/yl_Qan -Vpdzdy =0, Yu € H&L(C) e wu(-,0) =0 quasesempreem ().
c

Suponha agora que w, seja minimo de F', entdo de (4.44) temos

/yl—Qav(w —w,) - Vudrdy =0, VYpe Hip (C) e p(-,0)=0 quasesempreem (.
c

Tome p = w—w, € H51(C) e u(-,0) = w(-,0) —w,(+,0) = u(-,0) —u(-,0) = 0 quase sempre

em (2, entdo
/?/1‘2alv(w—wo)|2d:vdy =0, logo [lw—wolmg, ) =0 eporfim w=w, quase sempre.
. ;

Considere a funcdo v(z,y) Z B, sa;y“pi(x a()\lwy), assim como ja

vimos v € W, logo v € Hg,(C) e Tro(v) = u q.s em €. Por outro lado, v(z,y) =

Z a; Eo (i) (7w, y). Assim, para Vi € Hg' (C),

i=1
/yl_QaVv-V,udxdy = / - 2O‘V(Zaz ) Vudzdy
c
= Yo [y B ) ey
i=1 ¢
- dEa (i)
= a; | ————=(x,0)u(x,0)dx
> s )
6 oo
= /@<Zaz ) (x,0)dx

= /Q 6?—;a(x, 0)p(x,0)dx (4.45)

Logo , E,(u)(x, Z B; a0y pi(x a()\l/zy)- H
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S O OPERADOR A, E SEU INVERSO

5.1 DEFININDO O OPERADOR A4,

Teorema 5.1. Seja u € Vy(S2) e v € Hg[(C) sua extensdo a-harménica em C. Entdo
A (u) € Vy(Q), onde

1
(Aalw).g) = 1 [ v *V0- Vidady,
a JC
sendo
B 21720(1 — @)

"o = T T )

com g sendo a extensdo a-harmonica de g € Vy(1).

Demonstra¢do. Para uy,us € Vo(Q2), com vy = E,(uy) e vg = E,(uz), tem-se

1
<Aa(u)7 uyp + u2> - k’_ /y1—2avw : ngl’dy, (51)
a JC

comw = E,(u) e § = E,(u; + uz). Observe que

v1,v2 € Hy' 1 (C),v1(x,0) = ui(x), vo(,0) = uz(x) e

c Q

/y1—2o¢vv2 -Vpdrdy = / g—;i(lﬂ, 0)p(z,0)dz, Yy € H&L(C).
c Q

Entado
v1+ vz € Hgp(C), (01 + 02)(2,0) = (ur +uz)(z) e

/ylZO‘V(vl + o) - Viodady — / O(v1 + vg)
c Q

aya (.T, 0)@(I,O)d$,vg0 € H&L<C)

Desta forma vy + vy = E,(u1 + uz). Por outro lado, colocando v; + v3 no lugar de g, em (5.1),

temos que

1 1
(Ao (u),uy + ug) = = /yl_Qan - Voidxdy + o /yl_zo‘Vw - Vigdxdy
a JC a JC

= (Aa(u),ur) + (Aa(u), ug).

Vejamos agora que A,(u) é um operador limitado. Pela Desigualdade de

Holder e considerando v = E,(u) e i = E,(p), segue que
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1 1—20 1-2a ~
< Aaw)u> | < - [y 59l Vildady
a JC

1 3 1
< —(/y1_2a|Vv|2dxdy>2(/y1_2a|Vﬂ|2dxdy>2

1 ~
= vl ol Allg  o)-

Pelo Lema 3.4 em [4], segue que

[ollg, ) = Kallulvoy e allmg, © = kalltllvo)-

Logo,
1
| < Aa(w), 1> | < —hallullv@kallelivoe
5.2
— [l koo 02
= C”,UHVO(Q);
para toda funcio 1 € Vo(Q2) com C' = ||ul|y,(q)ka- Portanto, A,(u) € Vy(9). O

A partir deste Teorema temos a seguinte definicdo do operador A,,.
Definicao 5.2. Definimos o operador A, da seguinte maneira

Ao V() — Vy(Q)

u — An(u),

tal que
1

(alw).g) = 1 [ 40 Vadady, Vg € Vo(©).
a JC

O proximo lema nos apresenta que o operador A, é um operador limitado.
Lema 5.3. A, é um operador limitado.

Demonstracdo. Em (5.2) obtivemos que

| < Aa(w), > | < Rallulllllvo), Y, p e Vo(Q).
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Com isso temos que

sup ’ < Aa(u)nu > | S ka”“’”Vo(ﬂ% Vu € VO(Q)’

)u‘evo(Q)v
ll1tllvg (o) <1
assim
[Aa(w)l[vs@) < kallullvo@),  Vu € Vo(9).
Logo, A, é limitado de V,(2) em V(). O

Lema 5.4. Dada uma fungdo u € Y C Vy(X), segue que

(Aa(u), 9) = (=8)%(u),9), Vg €Wo()),

onde u="3"{u,0,)¢;.

=1

Demonstracdo. Dadas as fungbes u = Zaigoi, g = ijgoj € Vo(R2), sejam v e § suas

respectivas extensdes a-harmonicas dadas por

Zal Loy i (1) Ka(Ay) Zb 0l i (1) Ka(\Py),

logo

Vv-Vg=V,v-V,q+v,+ g,

o0

- (ZaiBzyay“szoi(rc)Ka(&” 2y)) ' (ijBj,ay“szoj(x)Ka(Aﬁ/ Zy))
=1 =1

T (ZaiBz’,a%’( [y Ka(Xi'y) ) (Zb Bjapi(z aKa()\jl/QZ/)]y)
=1

= > aibiBia By Ko\ 2y) K (N 29) Vi) - Vo ()]

i=1 j=1

+) > aib;BiaBjaei(@)p; (@) [y Ko Py [y Ko\ 2y)y.

i=1 j=1
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Logo

/ y' 2V - Vidady =
C

ZZaibjB,-,aBjﬂa/ y Ko (N 1/2 )Ka()\jlﬂy)dy/vzgpi(x)-Vzgoj(x)dx
0

i=1 j=1 Q

+> D aibiBiaBja /Q pi(@)p;(w)dx / Y'Y KNPy [y Ka (A 2y) ]y dy
0

i=1 j=1

=> \abiB}, / yEL (N Py)dy + > aibiBY, / y TRy Ko (N Py))2dy
i=1 0

i=1 0

:ZAiaim/ Y'Y BiaKa (A Py) dy+2al / Y B o Ko (A Py)ady
=1

=) Naib; / ' Y Bia Ko (N 2y)]P + [y Bia Ko (N 2y)5 Yy,
i=1 0

Assim

(ol g) = 1= St [0 o) + ()Pl (5.3)

@ i=1

Mas, pela equagao dada em (4.4), temos que

/ SN () Py = / Y2 () dy + (1 — 20) / Y2 )y () dy
0 0 0
= lim Yy )y ()| — / y' "y (y)|dy. (5.4)
— 00 0

Substituindo (5.4) em (5.3), segue que

() 0) = 1= 3 im o), )|

@ =1

Mas, por (4.36) e (4.39), temos que

lim g ()i (y) = 0

Por outro lado, usando (4.34), segue que

i 200000 = (im0 ) ( fim v 20,00 ) = LA = kX,

y—0+ y—0t y—0T
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Assim,

1 & N
(Aa(u),g) = E ; a;b\;. (5.5

(=8)%(u),g) = (=8)%"(w),9)r20)

= (Z A, %>L2(Q)%’, Z bjSOj>L2(Q)
i=1 j=1

= D) Nabi{en i) e
i=1 j—l
B ki Z B, (5.6)

Por (5.6) e (5.5), concluimos que

(=2)%(u),9) = ((A)alu),9), Vg € V().

Teorema 5.5. Os operadores A, e (—A)* coincidem no conjunto

Y = {u e L3(Q) ( SN, 0 2oy < oo}.
=1

Demonstracdo. A demonstragdo segue do Lema 5.4, da Proposicdo 3.5 e do fato de que
Y C H(f, «), pois dada uma funcdo u € Y, temos que 3k € N tal que
Y < AP para i >k,
. i—00
pois \; — oo. Logo,
|2

)\?|<U, 90i>L2(Q)|2 < )\?a|<u,¢i>L2(Q) , para k< ’L.,

e como o membro do lado direito da desigualdade € o termo geral de uma série convergente,

concluimos pelo teste da comparacao que a série

Z)\ (u, i) r2(0 \

é convergente. Logo, u € H({2, a), portanto Y C H(£, a).
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Tendo definido o operador A, nosso proximo passo sera definir seu inverso.

5.2 DEFININDO O OPERADOR B, INVERSO DE A,

Definicao 5.6. Considere o operador

B :Vy(Q) — V() (5.7)
g — Ba(g) = Trg(v), (5.8)

com v sendo a solugdo fraca de

—div(y'"**Vv) =0 em C,
v=0 em 00 x|[0,00), (Ps)

1 v
—— lim y**—(z,y) = g(z) em Q,
So(w.y) = gla)

k’a y—0+

ou seja, v € H' | (C) e satisfaz
[y Videdy = b < g.1(,0) >, Vi€ H3L (C)
c

Teorema 5.7. O problema ( P3) possui uma tinica solugcdo fraca. O operador definido em (1.1)

é o inverso de A,,.

Demonstragdo. De fato, considere o funcional

o) > Jo) = [ 2T Vudady,
C

Note, pela linearidade da integral e do gradiente, que .J € bilinear. Além disso,

note que, pela Desigualdade de Holder, tem-se

I(w0] < [y Valdody
C

= [ Vuly E Vadedy
C

<( /C yl—QanFdxdy)%( /C yl—“ml?dmyf

1 o o
= k—zHUHHgfL(C)HMHHaL(C), V(v, u) € Hy (C) x Hy (C), e

(5.9)
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% 1
To,0) = [ 9 dady = lolfss o

Dada uma fungio g € V,(Q) defina o funcional linear continuo

no— F(ﬂ) :ka <gula('70) >,

Desta forma, pelo Teorema de Lax -Milgram (Teorema 2.21), segue que existe

uma tnica fungdo v € H'; (C) tal que

J(U’IEL) =< F,[L >, \V/[NL S H&L(C)7

(5.10)
entﬁo/y1_2"‘VU -Vidrdy = ko < g,(-,0) >, Vv € Hg(C).
c

Vejamos agora que B, é o operador inverso do operador A,.
Afirmacio 1: (B, o A,)(u) = u, Yu € Vo(Q).

De fato, por defini¢do de A,, dada uma fungdo u € V,(€2) temos que

1 Ov
W oy

Qx{0}7
com .
< Ap(u), p >= k—/yl_QaVU -Vidzdy, Yu € Vo(Q), (5.11)
a JC

onde v = E,(u) e fi = E, (). Por outro lado, pela defini¢cdo de B, segue que

Bo(Aa(u)) = Tro(w), com w € Hyr(C)

/y12avw -Vodrdy = ko < Aa(u),0(-,0) >, Vo € Hy(C). (5.12)
c

Tome ji € H§ [ (C) em (5.12) e usando (5.11) segue que

/y1_2an -Vidrdy = ko < Ag(u), p >= /yl_ZO‘VU -Vidrdy, Vi€ Hgp(C),
c c

entﬁo/yl—MV(w —v) - Videdy =0, Vi e Hg(C). (5.13)
C



69

Tomando i = w — v € Hg(C), segue em (5.13) que

[Jw — U||12L13L(C) =0,

ou seja, w = v quase sempre em C. Com isso segue que Tro(w) = Tro(v) = u, logo
B, (Ay(u)) = Tro(w) = u, entdo (B, o Ay)(u) = u.

O que conclui a prova da afirmagdo em questao.
Afirmaciio 2: (A, o B,)(v) = v, Yo € V,(Q).

De fato, dado um funcional g € V,(Q), temos pela defini¢io de B, que
B.(g9) = Tro(v) comv € Hg;(C) e

/y1_2O‘Vv Vpdzdy = ke < g,pu(-,0) >, Vu € H§(C). (5.14)
C

Por outro lado, a defini¢do de A, nos diz que

1 ow
Ao(Ba(g)) = 0

1

,u> — k—/y1_2“Vw-Vﬁdxdy, (5.15)
Qx{0} a JC

e < 1w
Qx{0} ko Oy~
Vi € Vo(R2), onde w = E,(Ba(g)) e i = Eq(p).

Observe que Tro(w) = By (g) = Trq(v), entdo Tro(w — v) = 0.

Pelo Lema ?? temos que

0= [| Tra(w — v)llvy@) = ka* [| Ea(Tra(w — v))llug, )
_1
= ko ?|| Ea(Tro(w)) — Ea(TrQ('U))HH&L(C) (5.16)

_1
= ko2 ||w — UHH&L(C),

ou seja, w = v quase sempre.

Logo, por (5.15) e (5.14), segue que
1
< Aa(Balg) 3= 1 [ 12T Vitdady =< g,1(,0) >, Vo € Vol
a JC
Com isso segue que A,(B.(g9)) = g.

Pelas afirmagoes 1 e 2 segue que B, € o inverso de A,,. 0
Teorema 5.8. B, : L*(Q2) — L?*(Q) é auto-adjunto e compacto.

Demonstragcdo. Faremos a demonstracdo em duas partes. Primeiro, provaremos que o operador



B, € auto-adjunto.
Afirmacio 1: O operador B, : L*(Q) — L?*(Q) é auto-adjunto.

Seja f, g € L*(9), logo

(Bal) )10 = [

Q

Ba(f)gdx:/TrQ(v)gd:z:,

Q

comv € Hg (C)e

c

Por outro lado,

(f, Bal0)) 220 = / fBa(g)dz = / f Tra(w)ds,

comw € Hg(C)e

/y1‘2avzu - Vidrdy = ko < g,u(-0) >, Vi€ Hyr(C).
c

Tome p = wem (5.18) e u = v em (5.20), logo

/yl_QaVU . V/«Ldl'dy = ka < fa /’L(a O) >= ka/ fﬂ“(’ 0)dl’, VN € H&L(C)
Q
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(5.17)

(5.18)

(5.19)

(5.20)

/leaVv'de:cdy = ko < f,Tro(w) > e /leo‘VwVvdxdy = ko < g, Tra(v) >,
. c

entao
< f, Tro(w) >=< g, Trg(v) > .

Ou seja,

/QfTI"Q(w)d:BZ/QgTrQ(v)dx.

Portanto, por (5.17) e (5.19), segue que

< Bu(f),g >— /QTrQ(v)gdm _ /QfTrQ(w)dx < £ Bu(g) >, Vf.gc IXQ).

Concluimos entdo que B, é um operador auto-adjunto.
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Afirmacdo 2: O operador B, : L?(2) — L?(Q) é compacto.

Seja {g,} C L*(Q) tal que ||gy|/12(0) < M, ¥n € N. Como {g,} é limitada
em L2(2), existe uma subsequéncia {g,, } ¢ g € L*(Q) tal que g,, "—<° g em L2(2). Assim

k—o0
/gnku =3 /gu, Vi € L*(Q).
Q Q

Por outro lado, Be,(gn, ) = Tra(vn,) € Ba(g) = Tro(v), com v, ,v € Hg 1 (C),Vk € N.

/leaV'Unk : V¢dl‘dy =< Gny» ¢(7 0) >= / g”k¢($’ O)dl’, v¢ < HgL(C)
c Q

/ Y2V - Vodrdy =< g,(-,0) >= / 99(w,0)dz, Vo € H(C).
c Q

Como ¢(-,0) € L?(£2), temos que

o

/ G (,0) / 96(z,0), Vo € HL(C).
Q Q

Entao

/ y172av,0nk . V(b i}o / y1*2avv . V(ﬁ’ V(b < H&L(C)’
o Q
logo
/ Y2V (v, —v) - Vo "2, Vo € Hy 1 (C).
Q
Tome ¢ = v, —v € Hg(C), logo

k—o0

[on, — vl g ) =0,

entao

k—oo

| Tra(vn, ) = Tra(v)[|L2@) < cllvn, — vllag, © — 0.

Assim,
k—o0
Ba(gn,) = Bal(g).
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