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RESUMO

O isolamento social exigido pelas normas de preventivas da OMS quanto as medidas
de contencdo da propagacédo da Covid-19, impactou a educacdo, pois as aulas
tiveram que acontecer de forma remota. Este trabalho aborda a experiéncia
vivenciada nesse periodo, no formato de ensino remoto emergencial na disciplina de
Geometria Analitica e Algebra Vetorial para um curso de Engenharia Civil de uma
universidade privada do estado do Parana. O trabalho apresenta uma selecdo de
atividades realizadas no decorrer das aulas, as quais apontaram questionamentos
interessantes de trabalhar ou foram abordadas de uma forma diferente do ensino
presencial tradicional, utilizando-se de tecnologia digital nas discussfes para
esclarecer estes guestionamentos ou no desenvolvimento das atividades. Para o
embasamento tedrico sdo apresentadas leis que regulamentam a implementacao do
Ensino a Distancia e do Ensino Remoto, no Brasil, e a caracterizacdo de Ensino
Remoto Emergencial, explicando a diferenca entre estas modalidades de ensino. O
trabalho apresenta também um resumo da histéria da Geometria Analitica e da
importancia de seu ensino, de acordo com o que esta contido nos documentos oficiais
que tratam da Educacdo Béasica brasileira. Este trabalho faz um relato da experiéncia
pessoal vivida na mudanca para o Ensino Remoto Emergencial, apresentando as
dificuldades encontradas e como estas foram respondidas.

Palavras-chave: Geometria Analitica. Ensino Remoto Emergencial. GeoGebra.
Tecnologia Digital.



SCALABRINI, Luiz Fernando. Emergency remote teaching: a report of experience
in teaching analytical geometry. 2020. 96 p. Master’s thesis (Professional Master’s
Degree in Mathematics of National Network - PROFMAT) — State University of
Londrina, Londrina, 2020.

ABSTRACT

The social distancing recommended as a prevention guideline by WHO, related to the
measures of contention of Covid-19 spread, has impacted education, as the classes
had to become remote. This study involves the experience lived in this period, as an
emergency remote teaching format in the subjects of Analytic Geometry and Vector
Algebra in a Civil Engineering course of a private university located in the north of
Parana. The paper presents a selection of activities applied in the classes, which
pointed out questionings that were interesting to work or were approached in a different
way due to the traditional presence teaching format, using digital technologies in the
discussions to clarify such questionings or in the development of the activities. As
theoretical background, it is presented laws that regulate the implement of Distance
Learning and Remote Teaching in Brazil and the characterization of Emergency
Remote Teaching, explaining the difference between the two teaching methods. It is
also presented an overview of Analytic Geometry history and the importance of its
teaching, according to the content of the official documents that deals with the Brazilian
Basic Education. Thus, this paper reports the personal experience lived in the change
to the Emergency Remote Teaching, presenting the difficulties found and how they
were resolved.

Keywords: Analytic Geometry. Emergency Remote Teaching. GeoGebra. Digital
Technology.
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1 INTRODUCAO

No final do ano de 2019, mais precisamente no dia 01 de dezembro,
foi detectada uma “pneumonia misteriosa” na cidade de Wuhan na China, que depois
foi identificado como um corona virus. Esse virus se espalhou pelo mundo, chegando
ao Brasil em fevereiro de 2020, e ao fim do més de marco do mesmo ano, ja havia
milhares de casos e duas centenas de mortos no nosso pais. No Parana, os primeiros
casos foram detectados em marco, por isso inumeros prefeitos do estado decretaram
algumas medidas de isolamento e a suspenséo das aulas presenciais estava entre
estes decretos.

Diante desta situacdo inédita, os professores ficaram perante um
desafio, principalmente os professores que sempre trabalharam de forma presencial,
pois nesse momento as escolas, faculdades e universidades, adotaram 0 ensino
remoto emergencial como forma de ensino, algumas instituicdes aderiram de forma
mais rapida e outras apoés discussdes nos meios académicos. Frente a necessidade
de adaptacdo das disciplinas, que eram ministradas de forma presencial, para o
formato de Ensino Remoto Emergencial (ERE) surgiram questionamentos que
dominaram os profissionais envolvidos com a Educacdao como: quais estratégias de
ensino poderiam ser adotadas, como manter a qualidade do ensino, quais recursos
digitais, equipamentos e softwares poderiam ser adotados, qual ambiente virtual seria
utilizado para o desenvolvimento das atividades? Estas sdo algumas das questdes
tratadas neste trabalho.

Esta dissertacdo apresenta um relato de experiéncia sobre os
obstaculos enfrentados para a que as aulas fossem ministradas remotamente e traz
um rol de atividades de Geometria Analitica e Algebra Vetorial, que foram
desenvolvidas por meio de tecnologias digitais em um curso de Geometria Analitica e
Algebra Vetorial, destinado ao curso de Engenharia Civil, de uma universidade
privada, no primeiro semestre de 2020.

O andamento desse curso foi incomum, pois tivemos trés aulas
presenciais até que ocorreu o surto da doenca Covid-19. Respeitando a decretos
municipais e estaduais, as aulas passaram a ser remotas e prosseguiram desta forma
até o término da disciplina.

Desta forma, neste trabalho sdo apresentadas atividades que foram

trabalhadas de uma forma diferente da aula presencial tradicional, mostrando a
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adaptacdo necessaria deste professor para um modelo académico diferente que
estava sendo imposto no contexto de isolamento social.

No capitulo 2 é apresentado o histérico do ensino a distancia,
indicando algumas leis importantes que regulamentam essa préatica de ensino no
Brasil e discute sobre a diferenca do ensino a distancia e do ensino emergencial
remoto.

O capitulo 3 é dedicado a Geometria Analitica, onde é apresentado
um breve resumo da historia da Geometria Analitica e mostra como esse tema €
abordado nos documentos oficiais.

No capitulo 4 é apresentado um relato vivenciado pelo autor no ensino
de Geometria Analitica para um curso de Engenharia Civil, utilizando a modalidade de
ensino remoto, que ocorreu em meio a pandemia de Covid-19.

O capitulo 5 traz as atividades que, na opinido deste autor, tiveram
alguma abordagem diferenciada, algumas discussfes que apresentaram situacoes
diferentes em seu desenvolvimento, por conta de estarem sendo aplicadas no formato

de aulas remotas.
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2 ENSINO A DISTANCIA X ENSINO REMOTO EMERGENCIAL

Nesse capitulo € mostrada a diferenca entre ensino a distancia e o
ensino remoto emergencial, mostrando um pouco sobre o comec¢o do ensino a
distancia no Brasil.

Segundo a Vianey et al. (2003), podemos classificar o
desenvolvimento da modalidade de ensino intitulada Educacgéo a Distancia (EaD)! no
Brasil em trés geracdes. A primeira ocorreu com 0 ensino por correspondéncia em
1904, que tinha énfase na educacdo profissional em &reas técnicas. A segunda
geracdo de EaD surgiu nas décadas de 70 e 80 onde foram criados 0s cursos
supletivos, os alunos recebiam material impresso e as aulas aconteciam usualmente
por satélite. Outros recursos utilizados eram radio, televisdo, fitas de audio e fitas de
video, que eram menos comuns uma vez que nessa época ndo era facil ter um
aparelho que reproduzia fitas de video. A terceira geracdo ou fase da EaD comeca a
surgir em 1996 com a crescente utilizacdo da internet no ambiente universitario.

Com a expansao obtida por esta modalidade de ensino, fez-se
necessario a regulamentacéo da EaD no Brasil.

Fragale Filho (2003, p.13) explica:

Vista com desconfianca, tratada como uma forma supletiva ou complementar
do ensino presencial, ela foi quase ignorada nas preocupacdes legislativas
relativas & regulamentacdo da educacdo no Brasil. No entanto, com o
surgimento de novas tecnologias, rompem-se as barreiras que tornam suas

ampliacdes possiveis, proporcionando um aumento de oferta sem
precedentes e introduzindo sua regulamentacdo na agenda legislativa.

O desafio de diferenciar a educagdo nas formas presencial e a
distancia, definir e avaliar essas praticas, estava lancado para os formuladores da
politica publica educacional.

A Lei 9.394, de 20 de dezembro de 1996 (LDB), apresentou algumas
medidas para incentivar o crescimento da educacédo a distancia como vemos no Art.
80, “o poder publico incentivara o desenvolvimento e a veiculagdo de programas de
ensino a distancia, em todos os niveis e modalidades de ensino e de educacéo
continuada.” (BRASIL, 1996)

O Art. 80 possui apenas quatro paragrafos que abordam a EaD, o qual

1 EaD segundo o decreto N°9.057, de 25 de maio de 2017, a letra E significa Educacdo, mas na
literatura essa letra também pode ser utilizada como Ensino.
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afirma que as instituicbes que oferecem os cursos devem ser credenciadas pela
Unido, os requisitos para realizacdo de exames e registros de diplomas relativos a
educacgdo a distancia também serdo regulamentados pela Unido, as normas para
produzir, controlar e avaliar os programas de educacéo a distancia ficam a cargo do
sistema de ensino e a educacéo a distancia terd um tratamento diferenciado no custeio
da transmissdo, concessdes de canais e reserva de tempo minimo de canais
comerciais.
Depois veio o Decreto n° 2.494, de 10 de fevereiro de 1998, que surge
o termo “autoaprendizagem” como podemos ver a seguir:
Art. 1° Educacdo a distancia € uma forma de ensino que possibilita a
autoaprendizagem, com a mediacao de recursos didaticos sistematicamente
organizados, apresentados em diferentes suportes de informacéo, utilizados

isoladamente ou combinados, e veiculados pelos diversos meios de
comunicacao. (Brasil, 1998)

Diante disso, se um aluno optar por um curso com essa modalidade
de ensino, pressupde-se que terd maior autonomia, entretanto, devido a flexibilidade
de tempo, para que possa atingir a aprendizagem e terminar seus estudos, é
necessario ser disciplinado e desenvolver um comportamento auto-didatico.

A Portaria 2.253 de 18 de outubro de 2001, estabelece que um curso
presencial pode oferecer até 20% da sua carga horaria prevista no curriculo do curso
usando recursos nao-presenciais, ou seja, temos um numero definido para o curso
ser de fato presencial ou ndo-presencial (a distancia). (Brasil, 2001)

O Decreto 5.622 de 19 de dezembro de 2005, traz o novo conceito de
EaD:

Art.1 Para os fins deste Decreto, caracteriza-se a educacéo a distancia como
modalidade educacional na qual a mediagdo didatico-pedagogica nos
processos de ensino e aprendizagem ocorre com a utilizacdo de meios e
tecnologias de informacdo e comunicagcdo, com estudantes e professores
desenvolvendo atividades educativas em lugares ou tempos diversos. (Brasil,
2005)

Este decreto ainda afirma que sdo exigidos momentos presenciais
para avaliacdo; estagios obrigatérios e defesas de TCC, quando previstos na
legislagéo pertinente; e atividades relacionadas a laboratorios de ensino. Estabelece
também que a duracdo dos cursos a distancia deverdao ser a mesma do respectivo
curso da forma presencial.

O Decreto N° 9.057/2017, veio para atualizar a regulamentacéo da
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educacao a distancia, permitindo que instituicdes oferecam exclusivamente cursos a
distancia, sem a obrigatoriedade de ter cursos presenciais. O decreto regulamenta
também a oferta de cursos a distancia do ensino meédio e para educagao profissional
técnica de ensino médio. O objetivo maior era aumentar o nUmero de matriculas nos
cursos na modalidade EaD, uma vez que o Brasil na época estava com menos de
20% dos jovens entre 18 e 24 anos matriculados no ensino superior, segundo o
ministro da educacéo Mendonca Filho.

Fajardo (2018) afirma que segundo o Censo da Educacdo Superior
realizado em 2017, o numero de ingressantes em cursos superiores cresceu 27% em
relacdo ao ano de 2016, ou seja, houve uma grande crescente na procura do diploma
do ensino superior de forma geral. Em 2002, a parcela de alunos que optaram por
cursos EaD somava 40.714 e representava aproximadamente 1% do universo total de
matriculas do ensino superior naguele ano. Em 2018 o numero de estudantes na
modalidade EaD subiu para mais de 21% que equivale a 1,8 milhdo de estudantes de
acordo com o censo.

ApoGs esta regulamentacdo inicial e com o crescente avanco da
tecnologia, tanto o ensino quanto as leis foram se aperfeicoando, de forma que varias
escolas e universidades criaram seus préprios Ambientes Virtuais de Aprendizagem
também conhecido como AVA’s, onde segundo Borba, Malheiros e Zulatto (2008), se
constituem de um cenario no qual, dependendo dos recursos existentes, o ensino e a
aprendizagem podem ocorrer de maneira qualitativamente diferenciada. E o aluno
encontra video aulas, listas de exercicios e atividades, criando um canal direto com o
professor da disciplina.

Segundo Simonato (2014) mesmo na regulamentacdo, a base da
instrugcéo da gestéo para o modelo EaD foi totalmente vinculada ao modelo presencial
e, dessa forma, acabou de caracterizar uma miscigenagéo ou mistura mesmo entre
0s modelos, visto a implementacdo de cursos semipresenciais e outros semi-a
distancia.

Segundo Borba e Penteado (2007), no EaD existem dois modelos de
ensino, o modelo sincrono e o modelo assincrono, no sincrono o professor e o aluno
estdo em um mesmo ambiente virtual interagindo de forma imediata, por meio de voz,
imagem ou texto. No modelo assincrono, as aulas sdo gravadas previamente e
disponibilizadas. Porém, as aulas sincronas também podem ser gravadas para o caso

do aluno, que naquele momento, ndo pode acompanhar, mas pode assistir num
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momento que lhe seja conveniente.

O portal do Ministério da Educacao define que educacéao a distancia
€ uma modalidade de educacao na qual alunos e professores estao separados, fisica
ou temporalmente e, por isso, faz-se necesséria a utilizagdo de meios e tecnologias
de informacdo e comunicacao. (Brasil, 2020) Ou seja, o planejamento de aula e todo
o material que o professor EAD disponibiliza ndo é focada a um determinado grupo
de alunos, normalmente séo aulas gravadas utilizadas para varios grupos de alunos.
Assim como o material de avaliacdo, que é o mesmo que se aplica a todos os alunos.

E importante destacar que o modelo de ensino aplicado por este
professor na disciplina de Geometria Analitica, ndo foi 0 modelo EaD, e sim o modelo
de Ensino Remoto Emergencial (ERE). Apesar dos dois modelos terem algumas
similaridades, sdo modelos diferentes de ensino.

O termo de Ensino Remoto Emergencial foi introduzido formalmente
por Hodges e seus colaboradores (2020, p. 03) como podemos ver ha citacao abaixo:

Muitos membros ativos da comunidade académica, incluindo alguns de nos,
tém debatido calorosamente a terminologia nas midias sociais. “Ensino
remoto de emergéncia” surgiu como um termo alternativo comum usado por
pesquisadores da educacao online e profissionais para estabelecer um claro
contraste em relacdo ao que muitos de nds conhecemos como educagdo

online de alta qualidade. Alguns leitores podem discordar do uso do termo
“ensino” em detrimento de escolhas como “aprendizado” ou “educagao”.

As definigbes sobre “ensino” podem ser apresentadas de formas
simples sem mais debates como cita Hodges apud Merriam-Webster2 “ato, pratica ou
profissdo de um professor” e Hodges apud Olo e col. (2020) “compartiihamento de
conhecimentos e experiéncias” em conjunto com o fato de que as tarefas iniciais
realizadas durante as mudancas de emergéncia sao as de um professor.

Esse modo de ensino surgiu como solugéo para as instituicées de
ensino e seus alunos ndo ficarem sem aulas. Essa terminologia foi amplamente
debatida no meio académico e ERE foi a denominagéo adotada para distinguir da
educacao a distancia. O ERE caracteriza-se pela oferta de atividades curriculares por
meio de tecnologias digitais de informag&o e comunicagao, durante a manutencgao do
isolamento social e da suspenséo de atividades de presenciais.

O ERE usou situacdes de ensino que foram planejadas para serem

ministradas presencialmente e as transformou em remotas, pois inicialmente os

2 Merriam-Webster é um dicionario on-line disponivel em  https://www.merriam-
webster.com/dictionary/teaching.
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professores estavam preparados para o ensino presencial, por isso o ERE é diferente
de experiéncias educacionais totalmente planejadas e projetadas para serem online,
e precisava de um termo especifico.

O objetivo ao aplicar o ERE nao era criar um modelo educacional de
alta qualidade, mas sim fornecer o acesso temporario e continuo ao ensino de forma
mais rapida, e quando o momento de crise cessa, pode-se voltar ao modo de ensino
anterior.

Para que o ERE fosse posto em prética, os professores tiveram que
adquirir habilidades e competéncias em um curto espaco de tempo, e vale ressaltar
gue muitos ndo tinham equipamentos necessarios, como computadores com uma
conexao de internet de qualidade para transmitir as aulas, webcams, quadro ou mesa
digitalizadora, entre outros.

Em face da necessidade de adquirir todas essas habilidades e
competéncias, os professores ficaram sobrecarregados, tendo que se preocupar tanto
com os conteudos de suas disciplinas e as melhores formas de ensina-las, quanto a
qualidade visual e sonora da aula, fazendo com que suas jornadas de trabalho
ficassem muito maiores, e muitas vezes, sem receber por isso. Nesse aspecto
também fica claro a diferenca entre o EaD e ERE, pois o professor de EaD foi
preparado para lidar com essas dificuldades e com seu salario de acordo com suas
responsabilidades.

N&o se pode afirmar qual modelo de ensino é melhor, pois cada aluno
se identifica com algum dos modelos de acordo com suas caracteristicas pessoais,
maneiras de aprender e de acordo com as possibilidades disponiveis para que este
aluno possa estudar.

Em razdo da pandemia e consequentemente do isolamento social, o
ERE foi a maneira mais proxima do modelo de ensino presencial que a maioria das
escolas e universidades conseguiu encontrar para que os alunos nao fossem ainda
mais prejudicados, uma vez que 0s mesmos nado podiam frequentar aulas na forma

presencial.
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3 CONSIDERACOES SOBRE A GEOMETRIA ANALITICA

Neste capitulo é apresentado um breve resumo sobre o
desenvolvimento histérico da Geometria Analitica, desde seu inicio com Descartes até
os dias atuais.

Em seguida é apresentado como a Geometria Analitica aparece em
documentos oficiais como nos Parametros Curriculares Nacionais - PCN e Base

Nacional Comum Curricular - BNCC.
3.1 HISTORICO DA GEOMETRIA ANALITICA

Este capitulo foi baseado no livro Topicos da Historia da Matematica

de Roque e Carvalho (2012), para ter uma sequéncia dos fatos em ordem cronolégica.

A associacdo da geometria com a algebra teve inicio com Descartes

quando escreveu La géométrie, que era o terceiro apéndice do tratado intitulado

Discours de la Méthode pour Bien Conduire as Raison et Chercher la Vérité dans les

Sciences (Discurso do Método para Bem Conduzir a Razéo e Procurar a Verdade nas

Ciéncias, publicado em 1637), esse apéndice continha aproximadamente cem
paginas e propde a utilizacdo do método analitico:

Se queremos resolver qualquer problema, primeiramente supomos que a

solugéo ja estd encontrada, e damos nomes a todas as linhas que parecem

necessdrias para construi-la. Tanto para as que sdo desconhecidas como

para as que sdo conhecidas. Em seguida, sem fazer distingdo entre linhas

conhecidas e desconhecidas, devemos percorrer a dificuldade da maneira

mais natural possivel, mostrando as rela¢fes entre estas linhas, até que seja

possivel expressar uma Unica quantidade de dois modos. A isto chamamos

uma Equag¢ao, uma vez que os termos de uma destas duas expressdes séo

iguais aos termos da outra. (Descartes, 1954, p. 8-9 apud Roque e Carvalho,
2012, p. 247)

Apesar desse processo de dar nomes a figuras conhecidas e para as
gue ndo sao conhecidas ser a esséncia do método analitico, esse processo néo
utilizava palavras como coordenadas, abscissas e ordenadas, essas palavras foram
utilizadas em um sentido técnico por Leibniz em 1692.

Outro matematico que avancava nos estudos da Geometria Analitica,
na mesma época que Descartes (mesmo trabalhando separadamente) era Pierre de
Fermat. A diferenca entre seus estudos € que Fermat partia de uma equacéao e entao

buscava o lugar geométrico correspondente enquanto Descartes partia do lugar
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geométrico para encontrar a equacdo. E essa reciprocidade o principio fundamental
da Geometria Analitica.

A primeira aplicacdo dessa nova Geometria foi no calculo de
tangentes, que seria aprimorado no calculo infinitesimal alguns anos mais tarde, no
século XVIII, por Leibniz e Newton. Podemos dizer que a Geometria Analitica foi a
base do calculo como conhecemos hoje, alguns livros de calculo como do autor
George F. Simmons (1987) trata dos dois assuntos simultaneamente.

No final do século XVIII a Geometria Analitica também teve sua
contribuicdo na representacdo geométrica dos numeros complexos proposto por Carl
Friedrich Gauss, Casper Wessel e Jean-Robert Argand.

A Geometria Analitica também ajudou a criar as coordenadas polares
para trabalhar com curvas impraticaveis em coordenadas cartesianas, como por
exemplo, as espirais.

No século XIX a Geometria Analitica contribuiu para as definicdes
mais abstratas da matematica como vemos:

As primeiras e nebulosas no¢des de um hiperespaco n-dimensional (n > 3)
em pontos se perdem na obscuridade do passado e se confundem com
consideragbes metafisicas. O primeiro artigo publicado que lidava
explicitamente com geometria pontual de dimensao superior foi escrito por
Arthur Cayley (1821-1895) em 1843, depois do qual o assunto recebeu a

atencdo dos mateméticos ingleses, J. J. Sylvester (1814-1897) e W. K.
Clifford (1845-1879), além do préprio Cayley. (Eves, p 599)

Essa geometria de espaco n-dimensional ndo chamou muita atencéo
a principio, ela foi ter alguma relevancia a partir de 1870 quando o numero de artigos
publicados tratando da geometria de dimensao superior cresceu.

Ja no século XX tivemos grande avanco nessa area, tendo aplicacao
em diversas areas como a Fisica, a Quimica entre outros. Um exemplo de aplicacao
é a Teoria da Relatividade de Albert Einstein que utiliza o espa¢o quadridimencional.

Todo esse avango na teoria proporcionou meios para que a tecnologia
se desenvolvesse até os dias de hoje. No século XXI, as aplicacbes da Geometria séo
inUmeras, em diversas areas das ciéncias, como por exemplo na construgdo do
Grande Colisor de Hadrons (LHC)3 que é o maior experimento cientifico de todos os

tempos, que resultou na descoberta do Boson de Higgs.

8 LHC é uma maquina que acelera particulas e faz elas se colidirem a fim de simular um mini Big Bang
e estudar seus acontecimentos, LHC é uma sigla que vem do inglés Large Hadron Collider.
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3.2 A GEOMETRIA ANALITICA NOS DOCUMENTOS OFICIAIS

Esta secédo traz consideracdes sobre o que dizem os documentos
oficias em relacdo a Geometria Analitica, seu ensino e importancia.
Os Parametros Curriculares Nacionais — PCN, publicados em 1997
(Brasil, 1997), séo diretrizes para a Educacao Basica brasileira e tém por objetivo
orientar e organizar os curriculos em busca da melhoria da qualidade da educacéo e
garantir que os alunos adquiram conhecimentos necessarios para o bom exercicio da
cidadania. Esta regulamentacdo tem carater ndao obrigatério e admite-se que as
necessidades e caracteristicas regionais sejam consideradas.
Nos PCN a Geometria e Medidas sdo uns dos temas estruturadores
do ensino de Matematica, juntamente com os temas Algebra: nimeros e funcdes e
Andlise de dados. No documento é destacada a importancia da Geometria para a
formacdo intelectual do aluno. Os PCN+, que sdo os complementos dos PCN para o
ensino médio, enfatizam que estes trés temas devem ser desenvolvidos de modo
concomitante ao longo do Ensino Médio.
Em relacdo a componente Geometria e medidas, € descrito que
A Geometria, ostensivamente presente nas formas naturais e construidas, é
essencial a descricdo, a representacdo, a medida e ao dimensionamento de
uma infinidade de objetos e espacos na vida diaria e nos sistemas produtivos
e de servicos. No ensino médio, trata das formas planas e tridimensionais e
suas representacfes em desenhos, planificagdes, modelos e objetos do
mundo concreto. Para o desenvolvimento desse tema, sdo propostas quatro

unidades temdticas: geometrias plana, espacial, métrica e analitica.
(BRASIL, 2006, p.120)

Este documento destaca que as formas geométricas sdo empregadas
para representar ou conceber objetos do mundo real, possibilitando o entendimento e
a construcdo de modelos matematicos que podem resolver, ndo apenas problemas
matematicos, mas também problemas de outras areas.

A Geometria Analitica é evidenciada nos PCN+ como um ramo da
Geometria que “trata algebricamente as propriedades e os elementos geométricos” e
gue se deve proporcionar o conhecimento deste modelo que traduz um problema
geométrico em um problema algébrico. E importante que o professor possa conduzir
o aluno para que este perceba que a Geometria Analitica faz a ligacdo entre entes
geométricos como ponto, reta, plano, poligonos, circunferéncias, conicas com funcdes

de 1° e 2° graus e seus graficos. Além do conhecimento matematico, a Geometria
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Analitica possibilita analisar historicamente o desenvolvimento do pensamento
matematico, especificamente do século XVII, que culminou na concepcéo cartesiana
que tanto influenciou e ainda influencia a ciéncia.

Os PCN+(Brasil, 2006) propdem que as unidades tematicas a serem
desenvolvidas em Geometria Analitica séo:

e Representacdes no plano cartesiano e equacdes; interseccao
e posicoes relativas de figuras.

e Interpretacdo e utilizacdo de modelos para a resolugdo de
problemas geométricos.

e Reconhecimento que uma mesma situagdo pode ser tratada
com diferentes instrumentais matematicos, de acordo com
suas caracteristicas.

e Associacdo de situacBes e problemas geométricos a suas
correspondentes formas algébricas e representacfes gréficas
e vice-versa.

e Construcdo de uma visdo sistematica das diferentes
linguagens e campos de estudo da Matemética, estabelecendo

conexdes entre eles.

Outro documento que regulamenta a Educacao Basica brasileira é a
Base Nacional Comum Curricular — BNCC que normatiza o conjunto de
conhecimentos fundamentais que os alunos devem desenvolver durante a Educacéo
Basica. O documento traz orienta¢des para a organizacao do curriculo e os contetdos
minimos para possibilitar formagdo béasica comum, além de estabelecer as
competéncias e habilidades que devem ser adquiridas pelos alunos para que 0s
mesmos participem na construcdo de uma sociedade democratica, justa e inclusiva.
Ao contrario dos PCN, o BNCC tem carater obrigatorio, ou seja, ha uma lista de
conteudos obrigatdrios a ser cumprido por todas as escolas brasileiras.
Em relacdo a Matematica, a BNCC estabelece que no Ensino
Fundamental deve ocorrer
[...] o desenvolvimento do letramento matematico, definido como as
competéncias e habilidades de raciocinar, representar, comunicar e
argumentar matematicamente, de modo a favorecer o estabelecimento de

conjecturas, a formulacao e a resolucéo de problemas em uma variedade de
contextos, utilizando conceitos, procedimentos, fatos e ferramentas



24

matematicas. E também o letramento matematico que assegura aos alunos
reconhecer que 0s conhecimentos matematicos sdo fundamentais para a
compreenséo e a atuacado no mundo e perceber o carater de jogo intelectual
da matematica, como aspecto que favorece o desenvolvimento do raciocinio
I6gico e critico, estimula a investigacdo e pode ser prazeroso (fruicdo).O
desenvolvimento dessas habilidades esta intrinsecamente relacionado a
algumas formas de organizacao da aprendizagem matematica, com base na
analise de situac®es da vida cotidiana, de outras areas do conhecimento e da
prépria Matematica. (BRASIL, 2017 p.264).

Para que ocorra o desenvolvimento de competéncias para o
letramento matematico, a BNCC propde que sejam utilizados processos mateméaticos
como resolucdo de problemas, desenvolvimento de projetos, atividades de
investigacdo, entre outros.

Ha um entendimento de que a Matematica desempenha papel
fundamental para que o aluno se torne um cidadao com formacéao integral, inserido na
sociedade, pois o conhecimento matematico é primordial para o cumprimento das
atividades humanas que buscam solucdes de problemas, desde tarefas do cotidiano
a guestdes cientificas e tecnolodgicas.

Quanto ao Ensino Médio, a BNCC para a area de Matematica e suas
tecnologias recomenda que sejam aprofundadas e ampliadas a aprendizagem dos
conhecimentos desenvolvidos no Ensino Fundamental, para que nesta etapa 0s
estudantes desenvolvam uma perspectiva integrada dos conteudos mateméaticos

Segundo a BNCC, a area de Matematica e suas tecnologias devem
“‘promover acdes que estimulem e provoquem seus processos de reflexdo e de
abstracdo, que deem sustentacdo a modos de pensar criativos, analiticos, indutivos,
dedutivos e sistémicos e que favorecam a tomada de decisfes orientadas para a ética
e o bem comum” (BRASIL, 2017 p. 518) e indicar quais habilidades devem ser
desenvolvidas através de processos de investigacao, de elaboracédo de modelos e de
resolucdo de problemas. Deve-se destacar as inter-relacées entre os diferentes
campos da Matematica como Algebra e Geometria, Estatistica e Probabilidade,
Grandezas e Medidas.

Apesar da BNCC apontar a inter-relacéo entre Algebra e Geometria,
de assinalar a utilizacdo de diferentes representacbes para um mesmo objeto
matematico, de salientar a necessidade de articulacdo entre os diferentes campos da
Matematica, a Geometria Analitica ndo aparece de forma evidente na lista das
habilidades que devem ser alcancadas no Ensino Médio, ao contrario do que ocorre
nos PCN.
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A BNCC perde ao néo enfatizar a Geometria Analitica, pois esta area
de conhecimento permite a resolucdo de problemas geométricos por meio de
ferramentas algébricas, além das ligacdes deste tipo de abordagem geomeétrica com
problemas da Fisica ou da Quimica, como ja mencionado na secdo anterior.

Embora a disciplina Geometria Analitica e Algebra Vetorial, que foi
tratada neste trabalho, tenha sido ministrada para um curso superior, 0S
apontamentos acima mostram a importancia do ensino da Geometria Analitica no
Ensino Médio e algumas das atividades, que serdo apresentadas no capitulo 5, podem

ser adaptadas para o contexto deste nivel de ensino.
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4 EXPERIENCIA DE UM DOCENTE DE MATEMATICA EM MEIO A PANDEMIA

Nesse capitulo é apresentada a estrutura da disciplina de Geometria
Analitica e Algebra Vetorial, e também o relato da experiéncia vivenciada ao ministrar
esse curso no primeiro semestre de 2020.

4.1 ESTRUTURA DA DISCIPLINA

A disciplina de Geometria Analitica e Algebra Vetorial foi ministrada
para o curso de Engenharia Civil, no curso era previsto uma carga horaria de 60 horas
sendo que 50 horas em sala de aula e 10 horas em atividades pré e pés aula.

O objetivo da disciplina era desenvolver no académico competéncias
gerais ou de fundamentos de area, de acordo com as unidades de ensino e contetdos
estudados, com foco nas habilidades necessarias para a atuagéo profissional.

A estrutura do curso estava dividida em quatro temas. O primeiro era
Matrizes e Sistemas, onde foi estudado as definicbes, operacdes com matrizes,
determinantes e resolucdes de sistemas, utilizando ou ndo matrizes.

O segundo tema era Vetores no Plano e no Espago, onde eram
estudadas as defini¢cdes, adicdo e subtracdo de vetores e a representacdo geométrica
de vetores.

O terceiro conteudo era Produto Escalar e Produto Vetorial, onde
abordamos a combinacéo linear de vetores, o produto escalar e o angulo entre
vetores, no plano e no espaco, projecao de um vetor sobre outro vetor, o produto
vetorial e as aplicacdes deste conceito.

O quarto assunto era Equagbes de retas e planos, onde estudamos
as diferentes equacgodes de retas, como equacao vetorial da reta, equacgao reduzida da
reta, angulo entre duas retas. Analisamos também equacéao geral do plano, equacao
vetorial do plano, angulo entre dois planos e interseccdo entre dois planos, e a
distancia entre ponto e uma reta, distancia entre um ponto e o plano e a distancia
entre duas retas.

A proposta metodoldgica da disciplina foi estruturada com base em
dois momentos: pré-aula, aula e pds-aula. Em cada um dos encontros o académico
desenvolvia diferentes atividades para cada um dos momentos da aula. O material da

disciplina era composto pelo livro didatico, web aulas e atividades (diagndsticas e de
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aprendizagem). Este material é disponibilizado previamente para que o académico se
prepare para a aula. O professor € responsavel por desenvolver os conteudos
trabalhados em todos os momentos da aula e o académico é responsavel por realizar
as atividades e acompanhar os encontros de acordo com a sequéncia proposta. As
estratégias de ensino-aprendizagem adotadas na disciplina previam aulas expositivas
dialogadas, estudos em grupo, seminarios, debates, painéis integrados ou outras
metodologias ativas pertinentes ao conteudo e a proposta do encontro.

A avaliacdo do desempenho do académico na disciplina foi efetuada
através de verificacdes e atividades em que o rendimento foi obtido por meio de
pontos. As avaliacdes oficiais e atividades de sala de aula tinham seus conteudos
elaborados pelo professor. As demais atividades avaliativas foram disponibilizadas
pela Instituicdo de Ensino, que eram perguntas objetivas disponibilizadas no AVA. Ao
final do semestre esses pontos resultaram em uma nota expressa em valor numerico.
Todas as avaliacGes e atividades tinham suas regras, datas e valor previamente

estabelecidos seguindo as regras de avaliagéo da Instituicdo de Ensino.

4.2 EXPERIENCIA VIVENCIADA

Em dezembro de 2019, na cidade de Wuhan na China foi identificado
um virus altamente contagiante em humanos chamado de SARS-CoV-2, este virus
causa uma doenca chamada Covid-19. Segundo o Ministério da Saude, o coronavirus
€ uma familia de virus que é comum em muitas espécies de animais, podendo
raramente infectar pessoas.

Esta doenca é assintomatica ou oligossintomatica (apresenta poucos
sintomas) em 80% dos pacientes, e em aproximadamente 20% dos casos detectados
requer atendimento hospitalar.

Com essa doenca se espalhando rapidamente, no dia 11 de marco de
2020, a OMS (Organizagcdo Mundial da Saude) decretou estado de
pandemia. Sabemos que a crise causada pela Covid-19 resultou, entre tantas outras
situacdes, no encerramento das aulas em escolas e em universidades, afetando mais
de 90% dos estudantes do mundo (Unesco, 2020).

Neste mesmo més de marco, foram criados decretos estaduais e
municipais a fim de conter a disseminagao da Covid-19 no Brasil. Em uma cidade do

norte do Parana, em que se situa a instituicdo onde este professor leciona, foi criado
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0 Decreto N° 170/20, de 19 de marco de 2020 que suspenderam as aulas municipais
e recomendava-se suspender as aulas em escolas e universidades privadas.

Do dia 09 ao dia 13 de margo, ndo houve aula presencial e nesta
semana, os professores participaram de uma reunido online, onde foram orientados
de como iriam oferecer aulas para os alunos.

A fim de auxiliar os professores neste momento de adaptacéo, a
direcdo enviou tutoriais em formato pdf e videos, com sugestbes de como gravar e
publicar um video. Alguns colegas professores que ja gravavam videos como
metodologia de ensino, apresentaram sugestdes de como gravar um video, quais
programas utilizar e em quais plataformas hospedar o video.

A proposta inicial, sugerida pela instituicdo, foi gravar as aulas em
formato de video com a duracdo da aula presencial. A aula foi elaborada pelo
professor utilizando Power Point, com textos, imagens e equacdes. Agora faltavam as
ferramentas e o conhecimento de como gravar um video.

Inicialmente a tarefa era encontrar um programa para gravar a video
aula. Apés varias pesquisas, foram identificados muitos programas, alguns melhores
gue outros, alguns gratuitos e outros pagos. O software escolhido foi o Camtasia pois
atenderia as necessidades, que eram de um programa compativel com o computador,
facil de gravar, editar e de facil publicacao.

A segunda tarefa foi saber como gravar o 4udio, esta seria entdo a
tarefa mais dificil, pois os microfones que o professor tinha ndo funcionavam. Deste
modo, foi providenciado uma placa de audio e ao testa-la, verificou-se que o audio
estava sendo captado, porém com ruidos. Foi necessario identificar o porqué do ruido
na captacao de audio para soluciona-lo. O problema foi detectado com uma pesquisa
no Google sobre “como solucionar problemas de ruidos no microfone de computador”.
O computador foi devidamente aterrado melhorando assim a qualidade do som para
a video aula.

No primeiro video, que ocorreu no modo assincrono, ocorreram
algumas dificuldades por parte do professor, pois ndo tinha nenhum feedback dos
alunos, nenhum contato visual, e frequentemente se pegava fazendo perguntas como
“entenderam?”, “vocés estdo vendo?”, “esta tudo bem?”, e o professor percebeu que
a interacdo frequente com o aluno faz parte da aula e o quanto é importante a
comunicacao aluno/professor, mesmo que seja apenas a comunicacao visual. Esta

falta de interacdo de aluno/professor influenciou no tempo de duragdo da aula,
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fazendo com que o tempo do video fosse menor que o tempo de duracdo da aula
presencial.

Foi sugerido pela instituicdo que os professores publicassem suas
video aulas no You-tube ou no Google drive, depois de uma breve pesquisa no livro
do Bairral (2010), onde ele comenta as vantagens e desvantagens de postar videos
no You-tube, e ensina como postar videos no mesmo, o professor achou mais seguro
publicar no Google drive, pois para acessar o conteudo pelo Google drive é necessério
ter o link e estar autorizado a acessar esse link.

Na segunda video aula assincrona, o professor estava mais adaptado
com aquele método e a aula ocorreu sem maiores dificuldades, levando menos tempo
na elaboracao, edicdo e publicacéo.

Na semana seguinte, foi estabelecida uma nova orientagéo por parte
da instituicdo de ensino, onde as aulas ndo seriam mais gravadas e sim realizadas ao
vivo. Foi encaminhado aos professores um tutorial simples de como trabalhar com o
software Teams da Microsoft.

No fim de semana dos dias 28 e 29 de mar¢o, o professor programou
todos os encontros on-line dentro do Teams, e surgiu novamente um problema: como
fazer exercicios ou exemplos em tempo real sem escrever uma equagao?

Escrever todas as equacdes de um exercicio ou de um exemplo no
Microsoft Word ou no Microsoft Power Point ndo era pratico e nem didatico, pois estes
softwares ndo possibilitam que o professor faga, passo a passo, cada linha do
desenvolvimento de uma equacdo com agilidade, considerando que muitos alunos
apresentam dificuldades em Matematica basica e seria necessario este
desenvolvimento detalhado das equacdes. Buscando mais praticidade, outros
professores sugeriram o programa OpenBoard, que simula uma lousa na tela do
computador, com VArios recursos, porém escrever somente com o mouse e o teclado
é dificil. Para facilitar a execugéo da video aula o professor providenciou uma mesa
digitalizadora que permite visualizar tudo que se escreve na mesa digitalizadora na
tela do computador, fazendo com que o desenvolvimento de um calculo figue muito
mais rapido e explicativo.

Com os equipamentos todos instalados e softwares funcionando, foi
iniciada a nossa primeira aula ao-vivo, ou seja, de modo sincrono. Na primeira parte
da aula o professor explicou todas as funcionalidades e recursos do Teams, alguns

alunos tinham cameras e microfones, outros apenas microfones e outros conseguiam
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receber a imagem, porém ndo conseguiam se comunicar com o professor, foi entdo
disponibilizado um grupo de WhatsApp para que esses alunos enviassem suas
davidas.

No inicio o professor precisou se adaptar com as novidades, mas
depois de um tempo se acostumou e as aulas ocorriam dentro da nova normalidade,
com questionamentos dos alunos como na sala de aula convencional, mas via
mensagem ou audio. Em um certo momento, um aluno perguntou como seria a
representacéo de um vetor em R3 e o professor comecgou a tentar desenhar o vetor,
mas lembrou-se que utilizando o software GeoGebra, ja instalado em seu computador,
facilitaria mostrar a representacdo daquele vetor.

Depois de duas semanas no formato de aula ao vivo e on-line, ou seja,
de modo sincrono, poucos alunos participavam das aulas, porém esses participavam
de forma mais ativa e com muitos questionamentos.

A aula ao vivo e on-line também era gravada pelo software Teams, o
professor poderia baixar essa aula e disponibiliza-la no Google drive.

O desenvolvimento do curso deu-se como segue: Inicialmente
tivemos trés aulas presenciais tradicionais, ou seja, trés encontros em sala, onde cada
encontro teve duracdo de 180 minutos, nas segundas-feiras. Com a paralizacdo
decorrente da pandemia, tivemos uma pausa de duas semanas, retornando as
atividades na forma de ERE com duracéo de 100 a 120 minutos em forma de video,
foram quatro aulas gravadas nesse formato. Em seguida tivemos as aulas remotas ao
Vivo, que se estenderam até o fim do curso. Essas aulas tinham duracédo de 120 a 140
minutos. Elas eram gravadas e disponibilizadas para que os alunos pudessem assistir
novamente, caso fosse necessario.

Foram realizadas duas avalia¢cdes que ocorreram de forma remota,
onde o professor disponibilizou uma sequéncia de dez atividades de multipla escolha,
onde s6 uma alternativa era correta que ficava disponivel no portal do aluno. Essa
avaliagéo ficou disponivel durante 24 horas, porém se o aluno iniciasse a avaliagéo,
ele teria 180 minutos para termina-la. Essas avaliagbes eram corrigidas
automaticamente no portal do aluno, uma vez que o professor programou qual seria a
alternativa correta.

Houve também quatro avaliagcbes onde o professor disponibilizava
algumas atividades em arquivos de formato pdf. Os alunos tinham que resolver as

guestdes e redigi-las a méo, tirar uma foto ou escanear, enviar o arquivo nhovamente
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ao professor por e-mail ou pelo préprio portal do aluno.

Inicialmente foram previstas algumas estratégias de ensino-
aprendizagem, mas ocorreram basicamente aulas expositivas dialogadas, uma vez
que ndo houve muito tempo para pensar ou adaptar outras estratégias de ensino-
aprendizagem.

E importante mencionar que, como ja indicado no final do capitulo 2,
o professor apresentou dificuldades iniciais para se adaptar com o ERE, ficando
realmente sobrecarregado, tendo que se capacitar de maneira muito rapida, para
disponibilizar os contetdos para os alunos.

No proximo capitulo serdo apresentados alguns recortes de

atividades que foram ministradas durante o semestre.
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5 ATIVIDADES APLICADAS

Este capitulo apresenta atividades que tomaram caminhos diferentes
do planejado previamente pelo professor, devido as davidas manifestadas pelos
alunos. Tais dificuldades de compreenséo exigiram diferentes estratégias por parte do
professor, pois a aula estava sendo realizada em um ambiente virtual.

A teoria e atividades trabalhadas nesse capitulo foram adaptadas do
livro de Geometria Analitica e Algebra Vetorial dos autores Leonardo Alcantara Pontes
e Claudia Marques de Oliveira Farias.

Todas as 8 atividades apresentadas nesse capitulo ocorreram de
forma sincrona, no decorrer do curso. As atividades eram apresentadas para 0s

alunos, eles as resolviam e ocorria a discuticdo dos resultados.
5.1 ATIVIDADE 1

A finalidade dessa atividade era exercitar como fazer um
escalonamento utilizando o método de pivoteamento. Porém o objetivo de mostrar
essa atividade nesse trabalho é mostrar o andamento dessa atividade depois da

duvida do aluno.

Encontre a solucdo do sistema utiizando o método de

escalonamento por pivoteamento.

2x+y+z=5
3x—y—2z=-2
x+2y—z=1

(Adaptado de Pontes e Farias,2016)

Este exercicio é interessante de comentar, pois foi feito inicialmente
na video aula, no modo assincrono, desenvolvendo passo a passo, mas mesmo assim
os alunos pediram para refazé-lo na aula ao-vivo, ou seja, no modo sincrono.

Alguns slides da apresentacédo, utilizados na video aula do modo
assincrono, sdo expostos na sequéncia para elucidar como ocorreu 0 andamento da

aula assincrona. Na figura 1 é mostrado o sistema do exercicio.




33
Figura 1-Slide do enunciado

Processo de Escalonamento

Exercicios: Encontre a solugdo para o sistema

2x+y+z=5
3x—y—2z=-2
x+2y—z=1

Fonte: o préprio autor

Foi dito que primeiramente deveriamos associar esse sistema a uma

matriz ampliada como mostrado na figura 2

Figura 2 — Slide associacao do sistema com a matriz

Processo de Escalonamento

Exercicios: Encontre a solugdo para o sistema

2x+y+z=5
3x—y—2z=-2
x+2y—z=1

2 1 41 B
(3 ~1 =2 —2)
1 2 -1 1

Em seguida deveriamos permutar a terceira linha com a primeira linha

Fonte: o préprio autor

fazendo com que o elemento da primeira linha e primeira coluna (a,;) chamado de

pivo ficasse sendo o numero 1, pois facilitaria nas contas, como mostrado na figura 3.
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Figura 3 — Slide da permutacéo das linhas

Processo de Escalonamento

1 2 -1 1
=3 -1 -2 -2
2 1 1 5

Fonte: o préprio autor

Neste ponto, foi dito e mostrado no slide, como a figura 4, quais
operacdes deveriamos fazer com cada linha para que os elementos a,, € a3, ficassem

valendo 0. As operacdes eram:

L’1=L1
, a, 3
L,=—.L,—L,=-.L;—L,=3L; —L
2 a 1 2 =7 2 1 2
, asq 2
L,=—.L,—L,=—=—.L;—L,=2L, — L
3 a 1 3 =71 3 1 3

Figura 4 — Slide operacdes do processo de escalonamento

Processo de Escalonamento

L,\ =1L,

1 2 -1 1 L'z="i.L,—L2=§.L.—L,=3Ll—L2
=3 -1 -2 -2) &= h

2 1 1 5 3=—.Ly—Ly=—.Ly — L3y =2L; — L3

7 oan 1

Fonte: o préprio autor

A L', ficaria igual a L, a L', teriamos que dividir o elemento a,, pelo
elemento a;, € multiplicar o resultado por L, e depois subtrair por L,, ISSO era a mesma

coisa que multiplicar a L; por 3 e subtrair da linhaL,.
A conta foi feita em um slide de ‘rascunho’, como mostra a figura 5,
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onde foi mostrado todo o processo para eles:

Figura 5 — Slide rascunho das operacdes L',

Rascunho:

L’z = 3L1 - L2

=31 2 -1 1)-@B -1 -2 -=2)
=B 6 -3 3)-3 -1 -2 -=2)
=0 7 -1 5)

L'y=@0 7 -1 5)

Fonte: o préprio autor

Na linha L'; teriamos que dividir o elemento a5, pelo elemento a,, €
multiplicar o resultado por L; e depois subtrair por L;, iSSO era a mesma coisa que
multiplicar a linha L, por 2 e subtrair de L.

Assim como na L', foi feito um slidede rascunho para L’;, como mostra

a figura 6:

Figura 6 — Slide rascunho das operacdes L’';

Rascunho:

L,3: ZL]_ - L3
20 2 -1 D-(2 1 1 5)

2 4 -2 2)-(2 1 1 5)
0 3 -3 -3)

L's=(0 3 -3 -3)

Fonte: o préprio autor

Depois de realizadas todas as contas, foi montada a nova matriz com

as linhasL';, L', e L', como mostra a figura 7.



Figura 7 — Slide da matriz apés as operacoes

Processo de Escalonamento

Ly=1,

1 2 -1 1 L'zz"i.L,—L2=§.L.—L2=3Ll—L2
=3 -1 -2 -2) & )

2
2 1 1 5 LVy=-2 Ly —Ly==.L,—Ly=2L Ly

3T ay 1
1 2 -1 1
:<0 7 =1 5 )
0 3 -3 -3

Fonte: o préprio autor

36

Para terminar o processo de escalonamento era necessario eliminar

o primeiro elemento ndo nulo da Lsfazer mais algumas operagcdes com essas novas

linhas, que foram mostradas novamente no slide, como mostra a figura 8:

Figura 8 — Slide das segundas operacdes

Processo de Escalonamento

Ly=1,

12 -1 1 floa Bt e B g
=3 -1 -2 —2L a )

2
2 1 1 5 = Rlimly=T ki~ Ly =2l — Ly

1 2 =1 1\ th=ts
={0 7 -1 5 L2 =1"
0 3 -3 =3/ vty pdi

azz

Fonte: o préprio autor

A nova linha L"; seriaiguala L', a L', seriaiguala L', e a L"'; seria

igual a divisdo do elemento as, pelo elemento a,, multiplicado por L', e subtraido pela

linha L.

Novamente essas operacgdes foram feitas em um slide de rascunho,

como mostra a figura 9:
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Figura 9 — Slide rascunho das operacdes L'';

Rascunho:

Fonte: o préprio autor

E a nova matriz foi mostrada em um novo slide, como mostra a figura
10:

Figura 10 — Slide da nova matriz

Processo de Escalonamento

L'y =1,

1 2 -1 1 floe B e e
=3 -1 -2 -2 L )

2 1 1 5/%%%,

' 2 ”
Vy=li—ly=T.Li—ly=2l~Ly
1 2 -1 1
={0 7 -1 5
0 3 -3 -3

- ayy
Fonte: o préprio autor

Feito isso foi dito que o processo de escalonamento estava acabado,
entdo era sO associar essa matriz a um sistema de 3 equacdes e 3 incognitas
novamente e encontrar o valor de cada incégnita.

Quando as aulas passaram a ser ministradas no modelo de
apresentacdo ao vivo e on-line os alunos disseram que ndo tinham entendido o
exercicio e perguntaram se era possivel realiza-lo novamente. O professor
prontamente o refez, agora utilizando o recurso da mesa digitalizadora juntamente

com o software OpenBoard, como mostra a figura 11.
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Figura 11 — Foto da aula sobre escalonamento

Fonte: o préprio autor

Ao iniciar um aluno pediu para que néo pulasse nenhuma etapa. O
professor entdo iniciou da mesma maneira, associando o0 sistema a uma matriz

aumentada, como mostra a figura 12.

Figura 12 — Foto da aula associando sistema a matriz

Fonte: o préprio autor

Foi realizado a permutacao entre as linhas 1 e 3 como mostra a figura
13.
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Figura 13— Foto da aula permutando as linhas

Fonte: o préprio autor

E foi indicado as operacdes que seriam realizadas conforme mostra a

figura 14.

Figura 14— Foto da aula realizando as operacdes

=T
S SRR

k!

T2t =Ly
rey

4 &

Fonte: o préprio autor

E em seguida foi feito o célculo em cor diferente para indicar um
rascunho e encontrar a L',, e foi nesse momento que o aluno disse ‘agora entendi’,
ele relatou que néo tinha entendido como multiplicava a linha por um nimero, e so de
fazer a indicacdo com pequenos riscos foi o suficiente para ele entender como era

feita aquela operacdo, como mostra a figura 15.
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Figura 15— Foto da aula realizando os calculos

=

Fonte: 0 préprio autor

O professor entdo realizou isso nas demais etapas e concluiu o
exercicio, conforme mostra a figura 16 e 17.

Figura 16— Foto da aula realizando calculos

Fonte: 0 préprio autor

Figura 17— Foto da aula concluindo o exercicio

P asan [--ml.ec0 B

Fonte: o préprio autor
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Foi interessante perceber que apenas riscos que fazemos, ou énfases
circulando ou enquadrando determinada equacdo ou resultado faz diferenca no
entendimento do aluno, as vezes o aluno est4 tdo habituado ao modo do professor
fazer contas, que o simples fato de ndo ter o indicativo da operacédo que ele esta
fazendo, pode fazer muita falta no seu entendimento.

Foram apresentados somente os slides na primeira video aula porque
o professor ainda nao tinha adquirido a mesa digitalizadora, pois se esta ferramenta
estivesse disponivel antes, certamente o professor ndo utilizaria os slides.

E importante ressaltar que o fato de o aluno estar recebendo a

explicacédo do exercicio pela segunda vez, deve ter facilitado seu entendimento.
5.2 ATIVIDADE 2

Nessa atividade o objetivo era mostrar para o aluno que o resultado
do produto vetorial € um vetor ortogonal ao plano que os contém e explicar a regra da

mao direita. O seguinte problema foi enunciado:

Sejam 1 = (2,3) e ¥ = (—2,—1), vetores de R3. Calcule o produto

vetorial U X ¥ e ¥ X U, e faca suas representacdes geométricas.

(Adaptado de Pontes e Farias,2016)

Foi orientado ao aluno colocar os dois vetores em base candnica
ficando o vetor i = 2i + 3j + 0k e o vetor v = —2i — 1j + 0k. No enunciado os vetores
estdo no R?, para facilitar a representacdo geométrica, mas para calcular o produto
vetorial os vetores precisam estar em R3, para que possamos montar a matriz
guadrada.

Com a parte algébrica toda explicada antes, foi montada a matriz para

calcular o determinante como mostra a figura 18:
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Figura 18— Montando a matriz

2= (Cl=l=] =]« o] I8 1S LJF) QLS
®=(3,3) F=(-2,-1)
O !
Aj-x\f :2 ‘é’ D\ ‘3
2 71 D|-a -1

Fonte: o préprio autor

O determinante foi calculado o utilizando a regra de Sarrus como
mostra a figura 19.

Figura 19— Célculo do determinante

£ annn |[-=[=] (-0 B &

= Sl u voss

> - Lo Kb
M’(\r" 2 g D .=2 é

-2 1 D~

SO +o& 2k +bkK Dy TOa

- = N 3 (U
U\{J . O\ *Oh*

2l a_ls /g 3

Fonte: o préprio autor

O resultado do produto vetorial era o vetor i X v = 0i + 0j + 4k.

O professor representou os dois vetores # e ¥, mas mostrado “de
cima”, ou seja, no plano como mostra a figura 20.
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Figura 20— Representacao dos vetores

Zlalalns |[CE=ee B &

£ 0ipte o9 pons pemps.

Fonte: o pféprio autor

Depois de representado o professor pediu para os alunos colocarem
o indicador na direcdo de # e o dedo médio na direcdo de v de forma que o dedo
médio fiqgue mais préximo da palma da mao que o dedo indicador, fazendo com que o
polegar ficasse apontado em direcdo ao aluno, a direcdo que o dedo apontou é a
direcéo que o vetor do produto vetorial i x ¥. E como se o vetor estivesse “saindo da
tela”.

Depois foi calculado o produto vetorial ¥ x i, da mesma maneira como

mostra a figura 21, montando a matriz e calculando o determinante.

Figura 21— Calculo do determinante

Hnmnn |[—[=[u] ([0 B & » 38 = @ L =
o ™ o e toven i i e = tramte o

= | =
J XA

AR IBN
2 3 0

4
3

A
-2
d

SEONY {'Oé—b}(\ &&K D TOé
Z DX +Da -4 K

Jams @n x0y -B%

£ 7K Qe s ag=

Fonte: o préprio autor

O resultado do produto escalar de ¥ x i foi o vetor ¥ x i = 0i + 0j —
4k. Depois voltamos a representacdo geométrica da figura 20 e foi proposto para

tentar colocar o indicador na direcéo do vetor v e o dedo médio na direcdo de u de
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forma que o dedo médio fique mais proximo da palma da mao que o dedo indicador.
Depois de algum tempo e de certa dificuldade os alunos entenderam que o polegar
estava no sentido oposto a ele, ou seja, era como se o vetor estivesse “entrando na
tela”.

Inicialmente ndo estava previsto mostrar a representacdo geométrica
no GeoGebra, estava previsto desenhar no programa OpenBoard, mas o professor
estava com certa dificuldade de representar graficamente, entdo foi decidido construir
a representacao grafica no GeoGebra.

A construcao foi iniciada fazendo os A = (0,0,0), B =(2,3,0) e C =
(—2,—1,0), em seguida foi construido o vetor i tendo A como ponto de inicio e B como
ponto final, o vetor ¥ com A sendo o ponto de inicio e € sendo o ponto final. Depois
foram feitos mais dois pontos D = (0,0,4) e E = (0,0,—4), e construido os vetores
u X v, com inicio em A e final em D, e ¥ X 1 com inicio em A e final em E, como

mostrado na figura 22.

Figura 22— Representacao dos vetores no GeoGebra

Pa
]

¥

A = Intersegio(Ei: 2
-(0.0)

B=(23)
C=(2-1)

u = Vetor(A, B)

-0

v = Vetor(A, C)
()
> D =(0,0,4)

> E=(0,0,4)
v = Vetor(A.D)’

"

Fonte: o prébrio autor

Girando um pouco essa representacdo em R3, colocando o eixo z na
vertical, é notavel que o vetor i x ¥ é oposto ao vetor ¥ X 1, como mostrado na figura
23.



45

Figura 23— Vetores opostos

B e 4@ LN w Q

B

A = Intersecao(Ei: i
(0.0
B=(23)
C=(-2-1)
u = Vetor(A, B)
. (2) WD
-3 s

v = Vetor(A, C)

f
) (*2) S514131211.10.9 8 7 605 4 22 pb 1 203 45 6 7 8 9 101112131415
-1 15-14-13-12:11-10-0 8 7 6 54 32 4D 123 4567 89 101112131415

* D=1(0,04)
' E=1(0,0-4)
uxv = Vetor(A,D)

"

Fonte: o prébrio autor

Nessa atividade ficou claro que a representacdo geométrica feita com
o software GeoGebra ajudou muito na compreensdo da importancia da ordem de
calcular um produto vetorial, ressaltando que o produto vetorial ndo € comutativo.

E importante ressaltar que a construcéo da representacdo geométrica
dos vetores foi explicado passo a passo e quem tinha o software GeoGebra instalado

no computador pode construir concomitantemente.
5.3 ATIVIDADE 3

O objetivo dessa atividade era mostrar que a projecao de um vetor
nem sempre estara “em cima” de outro, ou seja, no mesmo sentido, mas sim tera

sempre a mesma direcao.

Encontre a projzu e proj;v sabendo que u = (10,2) e ¥ = (—3,2), e

faca sua representacédo geomeétrica.

(Adaptado de Pontes e Farias,2016)

Como o professor tinha feito uma atividade bem parecida a essa
anteriormente, foi sugerido para que os alunos tentassem fazer sozinhos. Depois de
um certo tempo questionou-se se eles tinham conseguido realizar a atividade e um
aluno mencionou que tinha conseguido fazer as contas, mas o resultado encontrado
estava “estranho”, foi perguntado a ele, “como assim estranho?”, ele disse que a

projecéo estava “indo para outro lado”, ele disse ainda que talvez tenha errado algum
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sinal. Foi dito a ele para ndo apagar nada que fariamos a corre¢ao juntos.
Novamente com toda parte tedrica vista antes do exercicio,

comegamos realizar a atividade como mostra a figura 24:

Figura 24— Iniciando a atividade

OO moo Boo p 3 ©
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&W\Iﬂ—‘ o ()Ib%\;’l 2 &O&d\; Nebinde
qut w:(10,2) o F:(-32)

Fonte: o préprio autor

Pra calcular a projecédo projzi € projzv precisamos calcular o produto

1)
<
|

<L

— > | - . > u - P —
escalar u-v,|u| e|v|, uma vez que projzu = =gV € projyV = —-1 como mostra a

Ul
figura 25.

Sabendo que o produto escalar (ou interno) entre dois vetores i =
(u,u;) e ¥ =(vy,v,), vetores pertencentes ao R?, escritos em coordenadas

relativamente a uma base, é definido como 4 - v = u;v; + u,v,, € que a norma (ou

modulo) de um vetor @ = (uy,u,), pertencente ao R?, € dado como || = \/u; % + uy?.

Figura 25— Calculo do produto escalar e norma dos vetores

Enconlis o gy K o gy T Aobulo
gt w:(10,2) o F:(-%2)

A4 LN V& Q2 ALEE

Fonte: o préprio autor
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Calculamos primeiro a projecado projzu como mostra a figura 26.

Figura 26— Calculando projzu
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Fonte: o préprio autor

Como sabemos a projecdo é um vetor, como o vetor i e o vetor v
estdo em R?a projecdo também estara em R2.

Nesse momento foi perguntado ao aluno se os valores das
coordenadas da projecdo projzu estavam iguais as encontradas por ele, e o aluno
disse que estavam iguais.

Seguindo com a atividade calculamos proj, 7 como mostra a figura
27.

Figura 27— Calculando proj,v
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Fonte: o préprio autor

Novamente foi perguntado ao aluno, se as coordenas da projecao
proj, U estavam iguais as que ele encontrou e ele respondeu que sim.

Entdo sabendo as coordenadas das duas projecées comegamos a
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representacdo geomeétrica, considerando que o lado de cada quadrado da malha

qguadriculada representa uma unidade.

30.

Comecamos representando os vetores 1 e ¥ como mostra a figura 28.

Figura 28— Representacao dos vetores
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Fonte: o préprio autor

Depois representamos s projecado projzu como mostra a figura 29.

A 3 ﬂ_) =
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Fonte: o préprio autor

Em seguida representamos a projecéo proj, ¥ como mostra a figura
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Figura 30— Representacdo da projecdo proj,v

Fonte: o préprio autor

Com a representacdo concluida, o aluno perguntou se a projecao
poderia “ficar fora do vetor”, entao foi explicado que a projecao tera sempre a mesma
direcdo do vetor que ela estd sendo projetada, mas nem sempre o sentido sera o
mesmo.

O professor perguntou entdo, qual é a condi¢do para que o vetor tenha
a mesma direcdo do vetor que ela esta sendo projetada?

O aluno respondeu que o angulo influencia na projecdo, mas nao
soube dizer qual o angulo. Foi entdo que o professor abriu o software GeoGebra e
construiu uma animacdo com dois vetores, U e ¥ e as projecées projzu=w e

projzv = d como mostra a figura 31.

Figura 31— Vetores no GeoGebra

A = Intersec3o(Ei:
(0.0)

B = (5.43, 0.66)

C =(-3.26, 1.24)
f: Reta(B,A)
0.66x - 5.43y |
g: Reta(C, A)
1.24x + 3.26y

-3.26x + 1.24y
u = Vetor(A,B)

(543)
0.66

Fonte: o préprio autor

Movimentando os pontos C e B que representam a extremidade dos

vetores u e v, foi possivel explorar o comportamento das projecGes. A partir da
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movimentacdo dos vetores puderam observar que os angulos entre os vetores se

alteravam.

Figura 32— Vetores e projecdes no mesmo sentido

A = Intersecio(Eir " \\\ ) e y
(0, 0) et
® B-(61) \\\ Ic
C = (1.68, 3.56) s /7“\\
f: Reta(B,A) 2| \ \\\
x-6y =0 \ B
Reta(C.A) LSS TL cnriR A RS e
g : Ref . %
8 6 b3 T b 2\ 4 S~ 10w

1.68x | 3.56y 4
u = Vetor(A,B)

Fonte: o préprio autor

A figura 32 apresenta o resultado apds serem movimentados o0s

pontos C e B de forma que os menores angulos entre os vetores u e v fosse agudo,

ou seja 0 angulo estava entre 0 e 90 graus.

Figura 33— Vetores e projecdes em sentidos opostas

A = Intersecio(Ei |
(0.0) \

B = (5.43, 0.66) \
® C=(-219 251) \c 3
f : Reta(B,A)
0.66x - 5.43y — 8
g ¢ Reta(C.A)

251 2.19; LT
51x + y \

_ i Perpendicular(

2.19x | 2.51y .
u = Vetor(A,B)

o (543)

Fonte: o préprio autor

Na figura 33 acima foram movimentados os pontos C e D de forma

gue os menores angulos entre os vetores u e v fosse obtuso, ou seja, 0 angulo estava

entre 90 e 180 graus.
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Figura 34— Vetores
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Fonte: o préprio autor

Na figura 34 foram movimentados os pontos C e D de forma que o
menor angulo entre % e v fosse o angulo reto, ou seja 90 graus.

Depois de movimentar os pontos C e B 0 aluno concluiu que se o
menor angulo entre 1 e v for menor que 90°, ou seja, se ele for um angulo agudo as
projecdes estardo no mesmo sentido dos vetores sobre o qual elas estéo projetadas,
se 0 menor angulo entre 1 e ¥ for maior que 90°, ou seja, se for um angulo obtuso as
projecbes estardo no sentido oposto dos vetores sobre o qual elas estdo sendo
projetadas, e se o menor angulo entre u e v for de 90°, ou seja, um angulo reto, ndo
havera projecao, ou ainda, as coordenadas das projecdes sao (0,0).

Com a utilizacdo do GeoGebra, foi possivel uma analise didatica
sobre as projecdes de vetores, uma vez que ao movimentar 0s pontos criamos uma
animacado que permite aos alunos visualizarem as trés possiveis situacdes, onde o
menor angulo entre os vetores pode ser agudo, reto ou obtuso, e observar suas
consequéncias. A utilizacdo desse tipo de software, permite uma visualizacao rapida

gue pode esclarecer o conceito estudado, uma vez que mostra as posi¢coes possiveis
dos vetores que ocorrem no estudo de suas projecdes.

5.4 ATIVIDADE 4

Esta atividade tinha por objetivo apresentar uma aplicagédo pratica do

conteudo de vetores em um problema da fisica, cujo enunciado € apresentado na
sequéncia e na figura 35.
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a aceleracdo da gravidade é 9,8m/s2.

a) Calcule a forgca normal.

b) Calcule a aceleracao do bloco.

Considere um bloco de massa igual a 10kg apoiado em uma
superficie inclinada de 30° com a horizontal, onde ndo atuam forcas de atrito, e que

(Adaptado de Pontes e Farias,2016)

Figura 35— Apresentacéo da atividade
FEEs CEE e B S G oL =

uma superficie inclinada de 30° com a horizontal, onde ndo
atuam forgas de atrito.

a) Calcule a forga normal.
b) Calcule a aceleragdo do bloco.

Co

L2 LN QU7 /Al =

000000600 O

Fonte: o préprio autor

Inicialmente é feita a decomposicao de vetores, uma vez que a forca

peso, a forca normal e a aceleragéo, pois tratam-se de grandezas vetoriais. Na figura
36 estdo representadas a forca peso e a for¢ca normal.

Figura 36— Representando as forcas

VAT == e8P JF]

P QL &L
Gue OLole. — -— —
Considere um bloco de massa igual a 10 kg apoiado em

uma superficie inclinada de 30° com a horizontal, onde nao
atuam forgas de atrito. 72

a) Calcule a fora normal. V
b) Calcule a aceleragio do bloco.

Fonte: o proprio autor



53

A forca peso é sempre perpendicular ao solo e a forca normal &
perpendicular a superficie em que o corpo esta apoiado. No problema o bloco esta
sobre uma superficie inclinada em 30°, assim consideramos a superficie inclinada

como 0 eixo x, e perpendicularmente a ele, o eixo y, como mostra a figura 37.

Figura 37— Orientagao dos eixos

P annn |[-==ll-cj0 B JF] i O L=k
o = = " T o
Considere um bloco de massa igual a 10 kg apoiado em
uma superficie inclinada de 30° com a horizontal, onde ndo
atuam forgas de atrito. >

a) Calcule a forga normal. “
b) Calcule a aceleragdo do bloco. NG /“
3

Pgor /7l QU727 /Als

00000060600 O
Fonte: o préprio autor

Para resolver o item (a) do problema, isto é, encontrar o valor da forca
normal, precisamos decompor o vetor que representa a forca peso em dois vetores }3;
e ﬁy, que representam a projecao do vetor nos eixos. Como o bloco est4 apoiado no
plano inclinado, utilizando a 32 Lei de Newton#, temos que 13}, = N. Conforme mostrado
na figura 37.

Primeiro encontramos o angulo a que esta entre P, e P, como a forga
peso Pé perpendicular ao solo e 13y € perpendicular ao plano inclinado podemos

afirmar que 6 = 60° e a = 30° conforme apresentado na figura 38 e 39.

4 A 32 Lei de Newton, conhecida como lei da acéo e reagao, afirma que, para toda forgca de agdo que é
aplicada a um corpo, surge uma forca de reacdo em um corpo diferente. Essa forca de reacao tem a
mesma intensidade da forca de acdo e atua na mesma direcdo, mas com sentido oposto.
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Figura 37— Valor do angulo 6
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Fonte: o préprio autor
Figura 38 — Valor do angulo a
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Fonte: o préprio autor

Em seguida, esses vetores foram representados em um plano

cartesiano e calculamos a forca peso utilizando a 22 Lei de Newton?®, P= g -m, onde

g € a aceleracdo da gravidade e m é a massa como mostra a figura 40.

5 A 22 Lei de Newton é definida como: A forca resultante que atua sobre um corpo é proporcional ao
produto da massa pela aceleracao por ele adquirida.
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Figura 39 — Forca peso
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Fonte: o préprio autor

Sabendo o valor da forca Peos angulos entre P, 13x e ﬁy, foi calculado

o valor de P, e de P, como mostra a figura 41.

Figura 40 — Calculando 1_5x e Fy

(30w ecnjiam) L) &) @ = ARt
Y. La'\f30°):ij§"— m_r\nle.o’r-zx“-
f ? ok
- ¥
B . Iz 6 a 98
R ES -98 .10 51 =
@ % \‘i 98 48 N=49nN
P- 98N I
______ Pa»—.%”.B]
2 285N
e v Q& 7/ A= %

Fonte: o préprio autor

Lembrando que os valores que foram calculados podem ser

considerados como os tamanhos dos vetores, e foi utilizado as relagdes
trigonométricas porque se posicionar a extremidade inicial do vetor P.com a
extremidade final do vetor I3y, forma-se um triangulo retangulo de hipotenusa com o
tamanho do vetor P, o cateto adjacente com o tamanho de ﬁy e 0 cateto oposto com
o tamanho de P,.

Como observado na figura 37, ﬁy = N, temos entdo que N = 85N,

Assim temos que a Forcga resultante (f;) do sistema & 13x pois o bloco ndo sofre acéo
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de nenhuma outra forca.
Para resolver a letra b) do problema, encontrar a aceleracéao,

utilizamos a 22 Lei de Newton novamente conforme a figura 42.

Figura 41 — Calculando a aceleragao

[jcrosiacien) Jeel I e oLEE
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Fonte: o préprio autor

Desta forma concluimos que a forca normal é N=85Nea aceleracéo

m
5%’

do blocoé a = 4,9

Para fazer essa atividade foi utilizado o recurso de um emulador® de
calculadora cientifica de modelo Vn-500MS, pois esse tipo de calculadora € muito util
para os estudantes de Engenharia, pois nela existem varias funcées que facilitam os

célculos.

Figura 42 — Foto do emulador da calculadora

Fonte: o préprio autor

Durante a atividade foi explicado como apagar as configuracdes

anteriores, como trocar a unidade de medida de angulos em “Deg” (graus), “Rad”

S6Emulador é um software ou hardware que permite a uma maquina se comportar igual a outra.
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(radianos) e “Gra” (grado). Os alunos foram instruidos como calcular seno de um
angulo utilizando a tecla sin, cosseno de um angulo utilizando a tecla cos e a tangente
de um angulo utilizando a tecla tan e como calcular o arco seno o arco cosseno e 0
arco tangente de um angulo, onde é utilizado a tecla shift e as teclas sin, cos e tan
respectivamente.

E importante ressaltar que qualquer calculadora cientifica ou até
mesmo um smartphone é capaz de calcular seno, cosseno e tangente, mas ao utilizar
esse emulador, o professor pode mostrar exatamente a sequéncia que esta sendo
executado o calculo, e ao mesmo tempo, compartilhar a tela da sua calculadora. Nas
aulas presenciais, quando o professor pega a calculadora para fazer determinado
calculo, somente o professor vé a tela da sua calculadora, e dita, ou escreve, qual é a
sequéncia que esta sendo executada naquele calculo. Muitas vezes o aluno nédo
consegue executar a sequéncia ou ndo se atenta ao modo em que a calculadora esta
configurada, fazendo com que seu resultado seja diferente do encontrado pelo

professor.
5.5 ATIVIDADE 5

O objetivo dessa atividade € mostrar para o aluno o que € uma

combinacdo linear de vetores e como representa-la geometricamente.

Considere os vetores w = (2,18), u = (3,1) e v = (2,5). Escreva e
represente geometricamente o vetor w como uma combinacao linear dos vetores i e
v.(Adaptado de Pontes e Farias,2016)

(Adaptado de Pontes e Farias,2016)

Iniciamos a atividade como mostra a figura 44.
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Figura 43— Inicio da atividade
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Fonte: o préprio autor

Primeiro escrevemos w como uma combinacgéo genérica de u e v, ou

seja, temos que encontrar o valor dos coeficientes a e b, como mostra a figura 45.

Figura 44— Escrevendo o vetor w

Fonte: o préprio autor

Substituimos os vetores w, U e ¥, por suas coordenadas, como mostra

a figura 46.
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Figura 45— Escrevendo as coordenadas
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Fonte: o préprio autor

Agora multiplicamos os coeficientes a e b por suas respectivas

coordenadas, conforme a figura 47.

Figura 46 — Multiplicando os coeficientes

Fonte: o préprio autor

Na figura 48 mostra a soma das coordenadas dos vetores que

aparecem do lado direito da equacao.
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Figura 47 — Soma das coordenadas
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Fonte: o préprio autor

Em seguida podemos formar um sistema, de duas equacdes e duas

incégnitas, conforme a figura 49.

Figura 48 — Montando o sistema

Fonte: o préprio autor

Resolvendo o sistema podemos encontrar o valor dos coeficientes a

e b, conforme a figura 50.
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Figura 49 — Resolvendo o sistema
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Fonte: o préprio autor

Uma vez encontrado os valores de a e b podemos concluir que w =
—21U + 4v, ou seja, para termos o vetor w precisamos de quatro vetores ¥ e dois

vetores de sentido contrario ao vetor de 1. Apés a realizagdo dos calculos, utilizou-se

o software GeoGebra a representacao geométrica.
Primeiro representamos os vetores w, u e v conforme mostra a figura

51.

Figura 50 — Representando os vetores

Fonte: o préprio autor

Em seguida representamos quatro vetores equipolentes a ¥, onde a

extremidade inicial de cada vetor esta localizada na extremidade final do vetor anterior,

conforme a figura 52.
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Figura 51 — Vetores equipolentes a v

Pomnaa  --al..0 B ra

Fonte: o préprio autor

Em seguida colocamos os dois vetores 1 no sentido oposto, onde o
ponto inicial do vetor % esta localizado no ponto final do Gltimo vetor equipolente a v

conforme mostra a figura 53.

Figura 52 — Vetores equipolentes a u

Fonte: o préprio autor

Depois de concluida a representacdo o aluno perguntou se existia
uma unica maneira de fazer essa representacéo pois ele tinha feito uma diferente. Ele
representou primeiro os vetores de sentido oposto a i e depois representou 0s vetores
v. O professor entdo perguntou se ele poderia explicar melhor como ele tinha feito.

Ele disse que partindo da origem ele representou os dois vetores —u

conforme mostra a figura 54.
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Figura 53 — Representando o vetor —u
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Fonte: o préprio autor

Depois colocou os quatro vetores ¥, como mostra a figura 55.

Figura 54 — Representando os vetores equipolentes a v
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Fonte: o préprio autor

O professor depois de fazer a representacao descrita pelo aluno disse
que estava correto e questionou: sera que sé existem essas duas representacées?

Passados alguns instantes de siléncio um aluno responde que néao
existiam mais representacdes pois a equacao que estavamos analisando poderia ser

escrita como w = —2u + 4v € como w = 4 — 2U apenas.

Foi entdo que o professor escreveu, como mostra a figura 56:
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Figura 55 — Escrevendo formas diferentes
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Fonte: o préprio autor

E perguntou aos alunos qual é a diferenca entre as duas equacfes?

Os alunos, depois de alguma discussao, chegaram a conclusdo que

nao tinha diferenca entre as equacoes.
Em seguida o professor escreveu, conforme mostra a figura 57:

Figura 56 — Mudando a posicéo

pEE e e G S
5l -8
U= -dX +4T
— nl Lo -
TRV Yy

£ 7 ANk Q_ /A pd=

Fonte: o préprio autor

E novamente o professor perguntou qual a diferenca?
E os alunos responderam que novamente nao tinha diferenca entre

as equacoes.
Entdo se ndo tem diferenca na ordem que escrevemos a equacao,
pois ambas representam a mesma “quantidade de vetores”, podemos representar

geometricamente essa “quantidade de vetores” em mais formas, conforme mostra a

figura 58.
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Figura 57 — Representando de outra forma
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Fonte: o préprio autor

E foi nesse momento que um aluno perguntou: quantas formas

existem para fazer essa representacdo?

Na figura 59 mostra 0 que o professor escreveu:

Figura 58 — Escrevendo outras formas
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Fonte: o préprio autor

E disse: Suponha que essa seja a ordem de representacdo dos
vetores, podemos permutar esses vetores, e para calcular a quantidade de
permutacbes com elementos repetidos. Vamos colocar a forma formal de como
calcular isso.

Sejam n, nq, n,,..., n;, NUMeros naturais tais que n; + n, +...4n; = n.
Considere uma palavra com n letras, sendo k dessas letras distintas. Se n,, n,,...,n;
representam os numeros de vezes que cada letra diferente aparece, entdo o numero

de anagramas de tal palavra € igual a
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n!
n —
Fronamie = ny! nyl..ny!

Sendo assim calculamos a quantidade de permutagcdes como mostra

a figura 60.

Figura 59 — Calculando as permutacdes
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Fonte: o préprio autor

Dessa forma podemos representar geometricamente de 15 maneiras
diferentes. Foi sugerido entdo que eles tentassem escrever as 15 maneiras diferentes.
Depois construimos, usando o GeoGebra, as outras opcbes de representacdo do
vetor w, que podem observadas na sequéncia das figuras 61 até 72. Na representacao
do vetor w é representado pela cor verde, o vetor ¥ por azul e como vermelho o vetor

u.

Figura 60 — Representacédo dos vetores 1
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Figura 61 — Representacédo dos vetores 2
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Figura 62 — Representacédo dos vetores 3
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Figura 63 — Representacao dos vetores 4
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Figura 64 — Representacédo dos vetores 5
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Fonte: o préprio autor

Figura 65 — Representacédo dos vetores 6
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Fonte: o préprio autor

Figura 66 — Representacao dos vetores 7
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Fonte: o préprio autor
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Figura 67 — Representacao dos vetores 8
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Fonte: o préprio autor

Figura 68 — Representacédo dos vetores 9

@ e

a = Veror(H,1)

--------

g Il

aCcH i

R

Fonte: o prépﬁo autor

Figura 69 — Representacao dos vetores 10

0 fue

veter

° -0

Fonte: o préprio autor
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Figura 70 — Representacao dos vetores 11

P
1]

2] A g B Ho

-

Fonte: o préprio autor

Figura 71 — Representacao dos vetores 12

Fonte: o préprio autor

E importante ressaltar que independente da forma como se
representam os vetores u e ¥, 0 vetor w, que é o vetor resultante, sera sempre o
mesmo.

Apesar de conseguimos construir 15 formas diferentes de representar
geometricamente a combinacéo linear w = 4v — 21, destaca-se que os coeficientes 4
e -2 sdo Unicos, ou seja, a Unica maneira de obter o resultado do vetor wutilizando os
vetores u e 7,6 somando 4 vezes o0 vetorv e 2 vezes 0 vetor oposto de .

Por conta de uma pergunta, tivemos que abordar um outro assunto da
matematica, a analise combinatoria, que € um contetdo de ensino meédio, mas que 0s
alunos que participavam da aula ndo sabiam ou ndo recordavam.

Foi interessante mostrar todas as maneiras distintas, pois alguns

alunos duvidaram que a combinacdo linear dos vetores dados poderia ser
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representada geometricamente de tantas formas diferentes, entdo por meio do
GeoGebra foi bem pratico mostrar todas essas maneiras, € comparar com as

maneiras que eles tinham pensado.

5.6 ATIVIDADE 6

O objetivo dessa atividade € mostrar a relacéo entre o valor do produto

escalar, ou produto interno, com o menor angulo formado entre os vetores.

Calcule o produto escalar entre os vetores abaixo, faca a
representacdo geométrica, e faca uma comparacao entre o valor do produto escalar
e 0 angulo entre eles.

a) u=(7,2)ev=(36)
b) u = (4,-6)e v =(-5,1)
c) u=(84)ev=(-498)

(Adaptado de Pontes e Farias,2016)

Inicialmente foi mostrado como se calcula um produto escalar
utilizando a definicéo:

O produto escalar (ou interno) entre dois vetores U = (uy,u;) € v =
(v1,v,), vetores pertencentes aoR?, escritos em coordenadas relativamente a uma
base, é definido como: U - ¥ = u;v; + u,v,.

De maneira semelhante, pode definir-se o produto escalar entre dois
vetores de R™.

Voltando ao problema, foi calculado primeiro o produto escalar do item

a, conforme a figura 73:
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Figura 72 — Calculando o produto escalar da letra a

& [= == —[= =] [- o]® G

et

C,:UA:{JL“ QL =G

b e s Corond

(2 ve(30)

FeE I R N A f;uug-@

e R L8 2 Al
Fonte: o préprio autor

Na sequéncia, figura 74, foi feita sua representacdo geométrica:

Figura 73 — Representacdo geométrica da letra a

gl Cslce B 5 0 SHD ecEl
3
4
4 s
Y *
£ 7N QA A=

Fonte: o préprio autor

Depois calculamos o produto escalar da letra b, como mostra a figura
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Figura 74 — Calculando produto escalar da letra b

.” () —[=u][- e8] B S

et

"3 e QL @
o —— |

Ze(9,8)  F-(s))
2T )+l =-20 -6 =]-24

£ 74N Qe A=
Fonte: o préprio autor

Em seguida foi feito sua representacdo geomeétrica como mostra a

figura 76:

Figura 75 — Representacdo geométrica da letra b

),, ()| [SE0) B0 B o

LJ (Y L @ LEE
N i e - .

w

£ N Qe A=
Fonte: o préprio autor

Finalmente foi feito o produto escalar da letra ¢, mostrada na figura
7.
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Figura 76 — Calculando produto escalar da letra ¢

Llleaac]-a][-[s] B G Ly 0§k (=R Y E)

2:(8,9  T-(18)
v BNt g=-22+32 =0

&~

£ 7 LN Q& A/ A=
Fonte: o préprio autor

Na figura 78 mostra como foi representado geometricamente:

Figura 77 — Representacdo geométrica letra c

Pisesssc-all colElS LJF) (¥ L [~ )
P R =

ot e Y Gt

r
>
n

-4 g

£ 7L QA=
Fonte: o préprio autor

Os alunos nao tiveram dificuldades em aplicar a definicao e calcular o
produto escalar e também néo tiveram problemas para representar os vetores dados.
Porém eles ndo conseguiam relacionar os valores do produto escalar com o menor
angulo formado entre os vetores.

Foi entdo que o professor utilizou novamente o software GeoGebra
para fazer uma construgéo que ajudasse o entendimento dos alunos.

Primeiro o professor construiu quatro controles deslizantes que
serviram para variar os valores das incégnitas a, b, c e d.

Depois foi construido um ponto A com coordenadas a e b, um ponto
B com coordenadas c e d, e um ponto C na origem, em seguida foi construido um

vetor i de origem em C e final B, e um vetor v de origem em C e final em A. Assi,



obtivemos o angulo a entre os vetores i e

v, conforme a figura 79.

Figura 78 — Construcdo no GeoGebra

o a=12

‘g . S® |
_ b=3 i 8|
Yos *— ig

c=3 |
Qs *— 5 5]
~od=1
Yos .
, A=(b)

(1.2, 3)

_ B=(ad)

ER
) €= Imersecéo[E\xo)\i\

- (0,0)

u = Vetor(C.B)
0

v = Vetar(C, A)
()

Fonte: o préprio autor
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Foi construido uma caixa de texto que apresenta o produto escalar u -

¥, como mostra a figura 80.

Figura 79 — Caixa de texto do

produto escalar

F
¢ Il «

a=12 "
O - 55
. b=3 5
) s - P i
=3 WV = 6.6 sl
1 - 4
d=1 35
' s . i A
. A=(ab) 25
(12, 3) 2|
B = (c.d) s
5
-(3.1 ?
€ = Intersecio(EixoX, | Z:” u
(0, 0) ¢ 55 5 45 < -35 3 25 -2 -15 1 05 | 05,1 45 2 25 3 35 4 45 5 55 0 65 7 7s B 85
L e
u = Vetor(C,B) i
0 :
1
2
v = Vetor(C,A) -25
() :
: 3 35

Fonte: o préprio autor

Em seguida, os controles deslizantes foram utilizados para variar 0s

valores de a, b, c e d, conforme a figura 81.



Figura 80 — Valor de ¢ = 7.47°

b=17 5
S * TV =267 i
; . - 4
d=1 35
. 3
A = (a,b) 25
~(5.17) 2
B = (c.d) ‘ 15
-(5.1) ;
C = Intersegio(EixoX. | i
(0.0) % 85 5 45 4 95 3 25 2 -15 1 05 | 03

4 = Vetor(C.B) i i
= _ (5) 15
! 2
Vetor(C. A) 25
(:7) :
1.7 - 35

Fonte: o préprio autor
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Na figura 81 podemos observar que a coordenada a=5, a

coordenada b = 1.7, a coordenada ¢ = 5 e a coordenada d = 1, ou seja, 0 vetor 4 =

(5,1) o vetor v = (5,1.7), consequentemente i - v = 26.7, € 0 menor angulo entre os

vetores é ¢ = 7.47°.

. 55

b=5 5

5 -

c=5 7T =1 By

. 4

d=1 s
.

A = (a,b)

- (-0.8, 5)

B = (c.d)

-(5.1)

€ = Intersecio(EixoX. |

Figura 81 — Valor de ¢ = 87.78°

F
VR | [

- (0, 0) 6 55 5 45 4 35 3 25 2 15 1
Vetor(C, B) i
5 15

1

2
v = Vetor(C,A) -25
(%) :
’ 5 . L35

Fonte: o préprio autor
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Ja nafigura 81 observa-se que a coordenada a = —0.8, a coordenada

b =5, a coordenada ¢ = 5 e a coordenada d = 1, ou seja, o vetor i = (5,1) o vetor

¥ =(—0.8,5), logo % - v = 1, e 0 menor angulo entre os vetores é a = 87.78°.



Figura 82 — Valor de a = 90°

.
b=5
s -
c=5 7T =0
.
o d=1
.
A = (a,b)
-(-1,5)
B = (c.d)
-(5.1)

C = Intersecdo(EixoX, |

77

- (0, 0) 6 55 5 45 4 35 3 -25 -2 -15 1 Q0%od 15 2 25 3 35 4 45 5 55 & &5 7 75 8 85
Vetor(C, B) i
5 £

1

2
v = Vetor(C,A) 2.5
) :
.5 35

Fonte: o préprio autor

A figura 83 mostra que a coordenada a = —1, a coordenada b =5, a

coordenada ¢ = 5 e acoordenada d = 1, ou seja, o vetor i = (5,1) o vetor ¥ = (—1,5),

desse modo % - v = 0, e 0 menor angulo entre os vetores é a = 90°.

L2

. b=28 5
“ . 7 a5

c=5 T = —22.4
. 4
d=1 35
. 3
A = (ab) 25
- (-5, 2.6) 2

B = (c.d) ¥

~(5,1) t

C = Intersegao(EixcX, |

Figura 83 — Valor de a = 141.22°

F
]

- (0, 0) 6 55 5 45 4 35 3 -25 2 -15 -1 05
05
Vetor(C, B) i
5 15

1

2
v = Vetor(C,A) 25
- () :
" \26 . L35

Fonte: o préprio autor
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Observando a figura 84 nota-se que a coordenada a = -5, a

coordenada b = 2.6, a coordenada ¢ = 5 e a coordenada d = 1, ou seja, 0 vetor i =

(5,1) o vetor ¥ = (—5,2.6), assim 1 - ¥ = —22,4, € 0 menor angulo entre os vetores é

a = 141.22°.
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Figura 84 — Valor de ¢ = 180°

_— s
, b=-1 5
;: 5 * 7V = —26 syl
. 4
d=1 35|
. |
A = (ab) 25/
- (-5,-1) 2|
B = (c.d)
-(5.1) i
C = Intersecdo(EixoX, | i u
(0, 0) 6 55 5 45 15 2 25 3 35 4 45 6 6 88
Vetor(C, B) H
0
1) i
v = Vetor(C,A) 25
-3 :
Al = -35

Fonte: o préprio autor

A figura acima exibe que a coordenada a = —5, a coordenada b = —1,
a coordenada ¢ = 5e a coordenada d = 1, ou seja, o vetor i = (5,1) 0 vetor v =

(=5,—1), portanto i - ¥ = —26, € 0 menor angulo entre os vetores é a = 180°.

Figura 85 — Valor de a = 54.09°

a=-5 A
R 5 o 55
. b=08

5 .
c=24 T = 10.08 18
- o s
- d=24 35
5 g 5

A = (a.b)

- (-5, -0.8)

B = (c.d)

(-2.4,24)
C = IntersegioEixoX. |

(0, 0)
u = Vetor(C, B)

2.4) 22
- 24
v = Vetor(C.A) 25

(_o3) :

Fonte: o préprio autor
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Na figura 86 apresenta a coordenada a = —5, a coordenada b = —0.8,
a coordenada ¢ = —2.4 e a coordenada d = 2.4, ou seja, o vetor U = (—2.4, 2.4) 0
vetor v = (—5,—0.8), portanto i - ¥ = 10.08, e 0 menor angulo entre 0s vetores é a =
54.09°.

Depois de um tempo movimentando os controles deslizantes, foi
perguntado aos alunos se tinha uma relacdo entre o valor do produto escalar e o
angulo entre os vetores. Um aluno comentou que quando o valor do produto escalar

€ negativo o valor do angulo é grande e quando o valor do produto escalar é positivo
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o valor do angulo é pequeno. O professor entdo perguntou o que seria um valor do
angulo grande ou pequeno? Depois de um tempo em siléncio, 0 mesmo aluno disse
que um valor pequeno seria um valor perto de 0 e que um valor grande seria proximo
de 100. Ent&o o professor disse que se o valor do produto escalar € positivo, o angulo
a estara entre 0 e 90 graus, e que se o produto escalar for negativo o valor do angulo
a estara entre 90 e 180 graus. E o professor perguntou entdo, se o valor do produto
escalar for 0 qual sera o valor do angulo a? E os alunos responderam que o valor do
angulo sera de 90 graus.

Desta forma, o professor pode observar que para esses alunos, ao
ser feita uma animacgéo, 0s mesmos conseguiram observar melhor a relacéo entre o
valor do produto escalar e o valor do menor angulo entre os vetores.

Talvez se ao invés de realizar a animacao, o professor tivesse feito
varios exercicios, 0os alunos conseguissem identificar essa relagdo, mas como 0s
alunos nao tiveram dificuldade para calcular o produto escalar, ndo tinha sentido fazer
mais exercicios, na visdo do professor foi mais produtivo construir a animacgao para

mostrar essa relagéo.

5.7 ATIVIDADE 7

O objetivo desta atividade foi mostrar para o aluno o que € o
parametro t da equacao vetorial da reta e mostrar também que a reta r estara na

direcdo do vetor.

Encontre a equacao vetorial da reta r, que contém o ponto P = (2,3),
e tem a direcdo do vetor # = (3,1). Em seguida, encontre as coordenadas dos pontos

para os parametrost =1et = 5.

(Adaptado de Pontes e Farias,2016)

Com a teoria sobre equagao da reta explicada anteriormente a essa
atividade, iniciamos sua resolucao no quadro digital escrevendo a equacéao vetorial da

reta e substituindo os dados do exercicio, conforme figura 87:
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Figura 86 — Escrevendo a equacao vetorial

Jooccm|=cn ool A e e oL=E

T b e s Corond

Encontre a equacgdo vetorial da reta r, que
contém o ponto P = (2,3), e tem a diregdo do
vetor U = (3,1)-.—E?n—seguida encontre as
coordenadas dos pontos para os pardmetros t =
let=5.

u,%\v(xn,%a\fa(mﬁ
NG P -t

(l,.a):(a‘a\ft(aa)

£ 74N Qe /A=
Fonte: o préprio autor

Usando a equacdo vetorial da reta, foram encontradas as
coordenadas do ponto com o parametro t = 1, esse ponto recebeu o nome de ponto

P;, como mostra figura 88.

Figura 87 — Coordenadas do ponto P4

. ADCN] “I=[=] [leo] B & - =) QL=
e = i e o v [

T b areres s Corond

Encontre a equagdo vetorial da reta r, que
contém o ponto P = (2,3), e tem a diregdo do
— — .
vetor u =(3,1). Em seguida encontre as
coordenadas dos pontos para os pardmetros t =
let=5. t-1

€ =@, +1(3,1)

= (e, oy Ela,®)
? ; 0,22+ (2,1)

(A, )= P *tf}i
b ¢ - (5)
(x,»&:(aa\*tlfxa)
£ 7 1A Qe /A=

Fonte: o préprio autor

Em seguida foram encontradas as coordenadas do ponto com o

parametro t = 2, esse ponto recebeu o nome de ponto P,, como na figura 89.



Figura 88 — Coordenada do ponto P,

grer LRI 22 2HO 8 ve oo
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Fonte: o préprio autor
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Com todas essas informacdes foi possivel representar graficamente

os pontos P, P;, P,, aretar, e o vetor i, como mostrado na figura 90.

Figura 89 — representacao dos pontos, do vetor e da reta

y.4 DN —l=[=] [+ ® B 9

.
et sig

) @9k
- T

S ———

o‘-\”‘"‘ch
N

£ A K QA /A p=
Fonte: o préprio autor

Feito a representacdo grafica, podemos observar que a reta r é

paralela a i, ou seja, estd na mesma direcdo do vetor .

Depois disso um aluno questionou: como essa equagéao pode ser uma

reta se nGs encontramos pontos?

Foi entdo que o professor fez a pergunta: o que é uma reta? O que

vOocé entende como reta?

Depois de um certo periodo em siléncio, um aluno que pesquisou no

Google responde que reta € um traco que segue uma direcao.

O professor entédo disse que reta ndo tem uma definicdo formal, mas

podemos afirmar que reta € um conjunto de infinitos pontos. No caso desta atividade,
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para cada parametro t € R, temos um ponto diferente.

Para ilustrar melhor essa ideia, o professor recorreu novamente ao
software GeoGebra, e fez uma construgéo rapida. Criou primeiramente dois pontos A
e B aleatérios e um vetor AB = 4. Em seguida criou um ponto C também aleatoério, e
um controle deslizante variando de -5 até 5, e chamou essa variavel de t. Utilizando
um recurso do proprio programa que € PONTO(<PONTO>, <VETOR>), onde
inserimos um ponto de base no campo <PONTO> e um vetor no campo vetor. Esse
comando soma as coordenadas do ponto base com as coordenadas do vetor, no caso
no campo <PONTO> foi colocado o ponto C, e no campo <VETOR>, foi colocado t -
u. Desse modo movimentando o controle deslizante, temos uma posicao diferente do
ponto D.

A figura 91 mostra que foi criado também uma caixa de texto

mostrando a operagao que o programa estava fazendo e a coordenada do ponto D.

Figura 90 — Coordenada do ponto D

® A-(11) N i o
(24) = C+ 15

@ B-(53
: _ (4 _ . D
u = Vetor(A, B) D= (1,6)+1-(,) = (5,8) # J
® 4)
(@) ;
@ c=(19)
t=1

t= 5
- &L

D = Ponto(C, Vetor(tu)) © s + 3
- (5.9) 2|
H 1 n

textol = U—um—]—(

W 0 8 8 7 & & 4 3 2 10

@ ferio? (ay) =C +t0

Fonte: o préprio autor

Na figura 92 a seguir foi habilitado o rastro do ponto D e conforme era

variado o valor de t e o resultado € mostrado na figura 92.



Figura 91 — Rastro do ponto D
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u = Vetor(A,B) D = (1,6) + —1.95 (;) = (-6.8,2.1) ,
@ 8
(2) t=-195
) & !
@ c-(18)
1=-1.95
o .,
o D = Ponto(C, Vetor(t u)) EHE
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Fonte: o préprio autor

E possivel notar que o rastro do ponto D forma uma reta com a mesma

direcao do vetor .

Depois, a direcdo do vetor u foi mudada e o valor de t foi variado

novamente e o resultado € mostrado na figura 93.

@ A=(1-1) v
® B=(5-2) H '_(a:,y):cf+t-u

u = Vetor(A.B) D =(1,6) +2.9. (j) — (12.6.3.1)
®

4 o,
- t=29
(9 R~

@ c=(186)

t=28
L 5 -
| D = Ponto(C, Vetor(t u))

- (126, 3.1)

@ yextol = D = (1,6)+ 2.9

Figura 92 — Outro rastro do ponto D
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Fonte: o préprio autor
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Alterando mais uma vez a dire¢do do vetor i e mudando os valores

de t, e a figura 94 mostra o resultado.



ficou.

@
@ A=(4,-3
@ Bg=(41)
u = Vetor(A, B) D=(1,6)+1- (?) = (1,10)

t0

§ m)=C4td

@ c-(18)
t=1
L .
o D = Ponto(C, Vetor(t u))

- (1,10)

@  ertol = D =(1,6)+ \-(‘

D

Figura 93 — Mais um rastro do ponto D

@ pestod = Yay)=C+t0

Fonte: o préprio autor
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Foi alterada também a posicdo do ponto C, a figura 95 mostra como

Figura 94 — Rastro diferente de D

@ A=(4,-3 v
© Bo(a1) Py =C+td
u = Vetor(A, B) D =(7,3)+—2.15 (2) = (7,-5.6)
® o)
(4) =215
) S I
@ c-(r3
t=-2.15
e 5 *
| D = Ponto(C, Vetor(t u})
(7,-5.6)
@  ertol = “D=(7.3)
T = % 5 4 3
@ petod = “(a.y)=C +t

Fonte: o préprio autor

Cod et

Em seguida, também foi mostrado o que aconteceria se 0 ponto A

fosse coincidente com o ponto B, ou seja, se as coordenadas do vetor u fosse (0,0),

ou seja, o vetor nulo, e a figura 96 mostra como ficou.
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Figura 95 — Sem rastro do ponto D

P
]
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e .
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Fonte: o préprio autor

Nesse caso para qualquer valor de t, as coordenadas do ponto D nao
se alteravam, pois independentemente do valor de t, as coordenadas do ponto D
seriam as mesmas do ponto C.

Desse modo, foi possivel explorar a equacdo vetorial da reta e o
significado da variavel t. Os alunos puderam observar geometricamente que a reta
formada pela equacao vetorial sempre tera a mesma direcao do vetor contido nela.

Nessa atividade observou-se que quando a imagem tem uma
“animacao” o aluno fica mais interessado e compreende melhor o termo variavel e as
consequéncias dessa variacdo. Quando € necessario um esfor¢co de imaginacéo, ou
seja, quando ele tem que construir uma imagem mental, o aluno fica inseguro, sem
saber se 0 que ele esta imaginando esta certo, essa construcdo depende muito de
seus conhecimentos, entdo se falta o conhecimento teodrica fica dificil, ou até mesmo
impossivel, a constru¢do dessa imagem mental.

A utilizacdo de softwares como o0 GeoGebra auxiliam na
representacédo da equacéao vetorial da reta. Seria interessante que cada aluno fosse
incentivado por todos os docentes a usar esses softwares, e conseguissem elaborar
essas constru¢cdes da maneira que imaginarem, para testar seus conhecimentos e
formarem suas conjecturas, uma vez que 0 acesso a esses softwares € bem simples,
pois sdo gratuitos e compativeis com muitas plataformas, como computadores,

smartphones e tablets.
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5.8 ATIVIDADE 8

O objetivo dessa atividade era mostrar para o aluno como encontrar
a equacao do plano que passa por 3 pontos dados, como encontrar um vetor ortogonal

ao plano e como calcular o angulo entre esses vetores ortogonais.

Encontre o angulo 6 formado entre os planos «;: 7x =3y —z+2 =10
e «x, sabendo que o plano «, passa pelos pontos A = (1,0,5), B=(-2,1,3) e C =
(—-3,—1,4).

(Adaptado de Pontes e Farias,2016)

Depois que a teoria de como encontrar a equacao do plano que passa
por 3 pontos dados foi explicada, a atividade foi iniciada calculando a equacao da reta,
montando uma matriz 3x3 com as variaveis x, y e z, e as coordenadas dos pontos A,

B e C, como mostra a figura 97.

Figura 96 — Montando a matriz

Encontre na nos o, Tx-3y-z+2=0
& a, sabendo que o ¢ @, passa pelos pontos A(1,0,5). B(-2,1.3)
. C(-3,-14)

-1 y-0 73'5
1-t) 0-1 53 | o0
e Rl L

£

Fonte: o préprio autor

Em seguida foi calculado o determinante dessa matriz, e encontrado

a equacao do plano «,, conforme mostrado na figura 98.




Figura 97 — Calculando o determinante
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Ol (>3 *5a T3y 3220

Fonte: o préprio autor
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Com a equagao dos planos «;:7x =3y —z+2=0e «,: —=3x + 5y +

7z — 32 = 0, foi encontrado as coordenadas dos vetores ortogonais a eles, o vetor i =

(7,—3,—1) que é ortogonal ao plano «; e o vetor ¥ = (—3,5,7) que é ortogonal ao

Em seguida utilizamos a férmula para encontrar o angulo entre dois

planos, lembrando que as equacdes dos planos estdo na forma geral.

Figura 98 — Calculando o angulo entre os planos

J ¥

Ol (Za +5y iy 3220

o4
cosd > cos 0

|aa, + bb, + €6,
MM val +bf +c¢}\a’ + b’ + ¢

o4, ?;-3,0- §¢3;n d)‘.’&k'f'.)é xy -32<0

(e - f? () +(.5 <(0 ¥
{3)*(-511 LG& X m

&

Fonte: o préprio autor

Na figura 99 acima substituimos as coordenadas dos vetores i e v.
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Figura 99 — Valor do angulo
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Fonte: o préprio autor

Depois de encontrado o valor do angulo 8, como mostra a figura 100

lembrando que esse angulo é o menor angulo entre os vetores, foi mostrado a
representacdo geométrica no software GeoGebra

A construcdo comecgou com a representacao do plano «,, fazendo os
3 pontos A4 = (1,0,5), B =(-2,1,3) e C = (—3,—1,4), em seguida utilizando o botéao
Plano por trés pontos que fica na barra de ferramentas, como mostra a figura 101

Figura 100 — Construcao do plano

e A @ LN
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1

b

Fonte: o préprio autor

Em seguida foi construido o vetor v que é ortogonal ao plano «,,
conforme a figura 102.



Figura 101 — Vetor normal ao plano
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Fonte: 0 préprio autor

Depois ocultamos todos os objetos e foi representado o plano «;,

digitando a equacao no campo de entrada, o resultado é mostrado na figura 103.

Figura 102 — Representando «4
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-0

]

Fonte: o proprio autor

Ap6s isso foi incluido o vetor # que, pelos célculos,

plano «,, conforme mostra a figura 104.

€ ortogonal ao
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Figura 103 — Representando o vetor ©
(e e bB®h@ 4N =D
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i

Fonte: 0 préprio autor

Com essa imagem foi possivel visualizar que o vetor 1 é realmente
ortogonal ao plano «,, ou seja, o vetor 1 forma um angulo de 90° com o plano «;.
Em seguida, revelamos novamente os planos «, e o vetor ¥, como

mostra a figura 105.

Figura 104 — Mostrando todos os elementos
Flée bt ded@ LN ap Hc &
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u = Vetor(E)

Fonte: o prébrio autor

E girando varias vezes essa representacdo geométrica, ficou facil
visualizar que o menor angulo entre os planos é o angulo suplementar do angulo

formado entre os vetores % e ¥, como mostra a figura 106.
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Figura 105 — Angulo @ entre os planos
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Fonte: o prébrio autor

Foi mostrado também o angulo entre os vetores u e v, que foi obtido

utilizando a ferramenta angulo entre dois vetores, conforme a figura 107.

Figura 106 — Angulo entre os vetores
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Fonte: o prébrio autor

A representacao, em 3D, do GeoGebra facilitou muito para mostrar os
planos e o0s vetores ortogonais a eles, com a possibilidade de girar a janela de
visualizagdo em 3D, aproximar e afastar, possibilitando ver detalhes impossiveis de
se notar em uma figura estatica.

E importante ressaltar que durante a atividade foi explicada a
diferenca do calculo do menor angulo entre dois vetores e do menor angulo entre dois
planos. A equacdo do menor angulo entre dois planos utiliza o0 médulo do produto
escalar dos vetores ortogonais aos planos, enquanto que para calcular o valor do
menor angulo entre dois vetores € utilizado apenas o produto escalar entre eles, sem

0 modulo.
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Em geral para trabalhar com objetos no R3, o professor que escreve
essa dissertacdo utiliza o GeoGebra, tanto para facilitar na representagéo, quanto
para ter a possibilidade de girar toda a janela e mostrar os detalhes para os alunos.
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6 CONSIDERACOES FINAIS

Em decorréncia da pandemia mundial, os professores tiveram que
adotar o Ensino Remoto Emergencial para dar continuidade ao seu trabalho e
possibilitar que seus alunos nao tivessem suas atividades totalmente interrompidas.
Para tanto, os professores tiveram que se inteirar de conhecimentos sobre softwares
e equipamentos, e de estratégias para tornar suas aulas possiveis em um curto
espaco de tempo. Desta forma a internet foi uma das pecas fundamentais para que
essa ligacdo entre professor e aluno acontecesse. Alguns educadores tém
expressado que apesar das muitas limitacées do ensino remoto, 0 momento em que
esta pandemia ocorreu € favoravel, pois existem ferramentas que permitiram e
facilitaram a comunicacdo entre professores e alunos. Caso a necessidade de
isolamento social tivesse ocorrido had poucas décadas atrds, as limitacbes e
dificuldades para interlocucdo seriam ainda maiores.

Para poder elaborar, desenvolver e apresentar suas aulas, 0s
professores precisaram se preparar, muitas vezes sozinhos, buscando o
conhecimento de como proceder e quais softwares utilizar nas aulas remotas. Os
professores precisaram também de equipamentos como cameras, microfones e um
espaco fisico silencioso para que a aula ocorresse da melhor maneira possivel.

Nesta experiéncia, vivida por este professor, pode-se observar que a
velocidade de mudanca do modo presencial para o modelo de aulas remotas foi
impressionante. Uma vez que foi definido, por sua instituicdo de ensino, que as aulas
ocorreriam virtualmente, em pouco mais de uma semana ja estava transmitindo as
aulas por meios remotos. Esta rapida adequacao pode ser consequéncia da facilidade
deste professor em utilizar recursos digitais, uma vez que esses recursos ja eram
frequentemente utilizados, como ferramentas de apoio no processo de ensino, em
aulas presenciais tradicionais. Eventualmente, alguns professores com uma idade
mais avangada ou com menor familiaridade com o0s recursos da tecnologia,
necessitaram de um tempo maior de adaptacdo, ou até mesmo desistiram da
aplicacao desse modelo de ensino.

Em relacdo ao uso de tecnologias digitais e plataformas de ensino,
para os alunos da disciplina Geometria Analitica e Algebra Vetorial, entendo que esta
mudanca na forma de ensino nao foi tdo impactante, uma vez que para o aluno deste
de curso Engenharia Civil, parte da carga horéaria ja eram oferecida no ambiente

virtual, a diferenga é que a maior parte das aulas aconteciam de modo remoto. Mesmo
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havendo diferencas no modo de ensino EaD e no modo de aulas remotas, os alunos
nao precisaram se habituar com uma nova plataforma de ensino.

Ao revisar as atividades pra escrever esse trabalho, pude perceber
uma participagdo mais ativa de poucos alunos, talvez um motivo para isso seria a
mudanc¢a do ambiente, em uma “sala virtual” pode ser que o aluno se sinta mais a
vontade para se relacionar com o professor. Para que este comportamento do aluno
permanega, acredito que seria interessante incentivar os alunos a usarem softwares
de Geometria dindmica como o GeoGebra e na funcdo de professor mostrar aos
estudantes como construir as representacdes geomeétricas, incentiva-los a como
pensar geometricamente, uma vez que todos que estavam presentes na aula tinham
acesso a alguma plataforma digital.

Durante as atividades pude perceber também que ao fazer uma
animacao, ou seja, mostrar um objeto se movimentando, seja um ponto, um vetor,
uma reta ou um plano, isto atrai a atencdo do aluno. Poder visualizar objetos
geométricos como estes, que eram representados de maneira estatica em uma lousa
ou em uma figura do livro, “criando vida” realmente despertou a atencao dos alunos.

Ao escrever este relato de experiéncia, este professor contribui, por
meio de um registro de sua vivéncia, como ocorreu a mudanca para o Ensino Remoto
Emergencial, que implicou em muitas mudancas para o ensino e a educa¢ao de modo
geral. Foram apresentadas as dificuldades e obstaculos encontrados, e a forma como
algumas atividades foram abordadas no contexto do ERE. Este trabalho ficard como
memoria para que geracdes futuras saibam dos desafios enfrentados durante o
periodo de suspenséao de aulas presenciais.

Além disso, nesta dissertacdo, o autor pode aprender sobre a
legislagéo do EaD no Brasil, sobre a diferenga entre ensino remoto emergencial e do
ensino EaD, sobre o desenvolvimento da Geometria Analitica e a como se adaptar as
novas estratégias de ensino, independentemente da situacdo, seja ha mudanca de
um conteudo, seja na maneira de ministrar uma aula de forma remota.

Um aprendizado fundamental a partir desta experiéncia foi comprovar
a importancia da comunicacao e do dialogo entre alunos e professor, da necessidade
de lidar com as duvidas e questionamentos dos alunos sincronamente, por causa da
interacéo e da oportunidade do ir e vir de perguntas e respostas. E por meio desta
interacdo, mesmo que ocorra por meios remotos, que se pode atingir bons resultados

no processo de ensino e aprendizagem.
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