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COBO, R. F. Pode a ndo-comutatividade do espaco indicar a dependéncia funcional da
entropia com a area?. 2009. 39p. Dissertacdo (Mestrado em Fisica) — Universidade Estadual
de Londrina.

RESUMO

O calculo da entropia de buracos negros ¢ uma questdo atual, ndo resolvida e de grande
interesse uma vez que sua compreensao estd estreitamente relacionada a problemas basicos
como a constru¢do de uma teoria quantica da gravidade, abordagem estatistica do calculo da
entropia de buracos negro e a validade (ou ndo) do principio holografico. Neste trabalho
abordamos um simples problema que considera a influéncia da ndo comutatividade na
dependéncia da entropia com as dimensdes espaciais. Resultados anteriores que consideram
campos-B em teorias de cordas e membranas sugerem que o espago ndo ¢ comutativo e esta
caracteristica pode afetar a dependéncia funcional da entropia com o volume ou area.
Utilizamos o campo escalar comutativo e ndo comutativo em diversas dimensdes para
compararmos os resultados das razdes S/E.

Palavras-chave: Entropia. Energia. Razao entropia/energia. Espacos ndo comutativos..



COBO, R. F. Can the noncommutativity of space to indicate the functional dependence
of the entropy with the area?. 2009. 39p. Dissertagdo (Mestrado em Fisica) — Universidade
Estadual de Londrina.

ABSTRACT

Calculation of the entropy of black holes is an open subject. Such problem is very interesting
due to its relationship with basic problems like; the construction of a quantum theory of the
gravity, statistical approach of the calculation of black holes' entropy and the validity (or non
validity) of the holographic principle. In this work we are looking for a simple problem that
considers the influence of the non-commutativity in the dependence of the entropy with the
space dimensions. Previous results that consider field-B in theories of strings and membranes
suggest that the space is not commutative and this characteristic can affect the functional
dependence of the entropy with the volume or area. In this work we consider the commutative
and non-commutative scalar field in several dimensions for we compare the results of the
reasons S=E.

Key-words: Entropy. Energy. Entropy/ energy ratio. Noncommutative spaces.
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INTRODUCAO

Uma das mais fundamentais questoes a respeito do universo primor-
dial é a questao da entropia. Relacionados a ongem do universo e entropia, tém
surgidos questoes mteressantes em trabalhos sobre gravidade quantica e campos
quanticos em espagos curvos. A entropia gravitacional, a qual é tratada em tra-
balhos como esses, tras uma ocorrencia impressionante, o processo de radiagao de
Hawking de buracos negros. Existem algumas himitagoes ainda para o entendi-
mento da conexao entre area, entropia e uma quantidade geométrica, nao tratada
neste texto, nesses trabalhos.

Um desses problemas diz respeito a ordem de grandeza entre a en-
tropia de um sistema ordinario e a entropia de um buraco negro, em que a segunda
¢ numericamente mumto malor do que a primeira, doze ordens de grandeza apro-
ximadamente. No trabalho de Bekenstein[!! sistemas sem massa relativisticos sao
comparados a buracos negros, no qual nao existe uma grande diferenca na desor-
denamento entropico . Essa nao diferenga provém de um limite superior da razao
entropia/energia, até aqui desaparecido, de sistemas de nao buracos negros de um
dado raio efetivol’, S/E < 2rR, em que i=k=c=G = 1.

O hmite nessa razao pode ser facilmente entendido, classicamente,
considerando um sistema com energia F ou nao maior igual a E. Essa quanti-
dade equivale a uma limitacao sobre o espago dos momentos, avaliado sobre as
componentes do sistema, que provém da energia potencial tendo um lhimite mi-
nimo. Se o sistema é hmitado no espago, entao o espago de fases é hmitado e
também a entropia. O contorno aumenta com a energia, mas nada pode ser dito
a respeito da linearidade e nem sobre a constante de proporcionalidade. De fato,
sistemas de buracos negros sao uma forma especifica para o limite superior da
razao S/F para sistemas com a gravidade desprezivel ). Uma forma interessante
para realizar um teste do contorno da razao entre a entropia e a energia é conside-
rar um sistema fisico simples. Um ponto importante é o resultado dessa razao em
sistemas simples, de auto-gravidade desprezivel, sobre espagos comutativos. Para
essa analise pode-se considerar o problema da radiacao de corpo negro, o qual

obedece a estatistica de Bose-Einstein®. Nesse sistema a energia total é dada

por:
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E =3PV (1)

sendo P a pressao e IV o volume.

A entroma é dada por;

4
S=37 @)

em que I é a temperatura do sistema.

Caleulando a razao entre essas duas grandezas se obtem o resultado:

S
E- 3T ®)

Este simples resultado mostra a proporcionalidade da razao S/E com
o volume do sistema em um espago 3-D. Esta proporcionahdade esta expressa
no fator 4/3 que resulta do volume de uma esfera em tres dimensoes. Isto é
esperado, uma vez que a entropia é uma quantidade extensiva quando nos sistemas
considerados a interacao gravitacional é desprezivel.

Apesar de considerarmos o campo escalar com auto-interagao mas
sem a interagao gravitacional, consideraremos a nao comutatividade do espago
como uma propriedade que pode alterar a propriedade extensiva da entropia. Para
1sto necessitamos inicialmente esbogar o aparato matematico necessario as nossas
consideragoes. Neste contexto a fatoragao da fungao zeta simphtfica o tratamento
de problemas em Teoria de Campos com temperatura finita em espagos escritos
como produto cartesiano de secgoes espaciais compactas e infimtas. Devido as
condigoes de renormalizabilidade da teoria do campo escalar e a possibilidade de
compactar duas dimensoes num espago da forma S' x R* x R? ou S x R? x T?,
em que S representa a esfera, B o espago euclidiano e T o torus, restando um
espago-tempo com quatro dimensoes observaveis, tratamos o espago 6-D fatorado
da forma acima. Consideramos inicialmente as quantidades (variaveis de estado)
termodinamicas necessaras a discussao de nosso problema, em seguida apresenta-

mos as equagoes para a fungao zeta fatorada que muito facilita o calculo da fungao
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de particao para modelos com temperatura finita em espagos fatorados como o

produto cartesiano de secgoes espacias.

diag (gi;) = (d+p,—1), D=1+d+p, h=c=1 (4)

Assim, calculando a entropia de contorno tem sido limitada pela CF'T
(sigla em inglés para teoria de campo conforme) e recentemente para campos
escalares massivos em espagos com curvatura positival!l em espacos comutativos.
Nesse trabalho comegaremos por considerar a entropia do contorno para campos
escalares em espacos nao compactos nao comutativos de 60 sendo M = St x
R? x RZ e espagos compactos nao comutativos M = S x R* x T3 em um loop de
APTOXIMACAO.

Nessa ordem para calcular a fungao termodinamica usaremos a fungao

zeta apropriada. Nesses termos, o logaritmo da fungao particao.

1 : 1.
log [ZV] = —{C (0] A) log I* — ' (0]4)} = ¢ (0]41%) (5)
a energia livre,
1
F(8) = —EngZB = Fy + F3, (6)
a energia,
0
=25 (BF), (7)
e a entropia,
gy 20F
S=B(E-F)=8 95 (8)

sao0 escritas nas formas apresentadas acima.



12

Esse trabalho é orgamzado como segue-se: No capitulo 1 a fatorizagao
da fungao zeta para a geometria M = S x M9 x MP. No capitulo 2 usaremos esse
formalismo para estudar as propriedades termodinamicas para campos escalares
em uma geometria com seccoes compactas e nao compactas M2, No capitulo
3 as propriedades termodinamicas para campos escalares em [) = 6 é utilizada.
Finalmente nas conlusoes, a influéncia da geometria nao comutativa na razao

entropia/energia sera discutida.
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CAPITULO 1
A FUNCAO ZETA FATORADA

Neste capitulo sera considerado a propriedade de fatorizagao da fungao
zeta, (, associada com o operador A, ( (s|A), em um espago M = St x M? x MP.
Na ordem comegaremos com uma revisao das propriedades de fatorizagao do heat

kernel e a construgao logaritmica da fungao partigao em questao.
1.1 A FUNCAO ZETA FATORADA

Seguindo a referencia [3], sera considerado dois operadores elipticos
Ay e Ay atuando sobre fungoes em M; e Ms. De acordo com a propriedade de
fatorizagao, o heat kernel relacionado ao operador A = Ay + As é o produto de

dois kernels relacionados aos operadores Ay Ay
K(t.A)=K(t,A) K (t. A5). (1.1)

Usando a relagao para o trago do heat kernel na representacao de

Mellin, ver apendice A, da funcao-(, pode-se escrever:

¢ (s|A) = ﬁ [:c VK (8, Ay K (¢, Ay) dt. (1.2)

Dessa forma obteve-se uma representacao interessante para ( (s|4) em termos de
¢ (slA1) C(s]Ag).

Em particular, para teoria de campos a temperatura finita, o caso
MP =St x MV, noqual A = A; + Ay = —a.% 4 Ly; 7 “esta” sobre S e satisfaz
condicoes periédicas, Ly é um operador em MY, Os antovalores de A tem a

forma:
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dmn
M= (T) + w;?, (1.3)

2

em que 3 é o inverso da temperatura sendo a circunferéncia de S' e w;? sao os auto-

valores de Ly. Neste caso pode-se usar o somatério de Poisson™, encontrando-se:

i d(r —2mn) = % iei”“, (1.4)

e a representacao de Mellin para a fungao zeta, FEq.(1.2),

C(sl4) = S ¢(s| Ly +[27n/6])

Bl (s—3) (_1 ) B [, e
= —mr[s}{ s Q)Lh +ﬂﬂz=:1./:mdtﬁ £(5|Lﬁ, —|—ﬁ)

- .5F(5_%) ( 1 ) B - [m s—3/2 _—n2a% /4t -
- m{ s——’LN —|—;ﬂZ::1.D dte e . (L5)

Da equagao(1.2) pode-se obter uma representacao da fungao zeta por
uma integral complexa, usada particularmente para o estudo de expansoes a altas

temperaturas. Da referéncia [3]

((sl4) = %{(?g (s 5/2x)

Ar(s—1 P
i «./4?; (s) ;Zra fR 43T (5)

1 (21 AN
r (T + s) ¢ (T +5 LN) (E) _, (1.6)

onde (g (z) representa a usual fungao zeta de Riemann e ¢ = N+ 1. Considerando

>

agora a proxima decomposigao. Supondo uma variedade topologica diferenciavel
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MY = M? x MP, neste caso a propriedade de fatorizacao do heat kernel e a

representagao de Mellin para a fungao zeta é dado por:

C(slAn) _ T(s—5) (., _d
Voz{RdJ‘@ﬂ)%r(s)*( Slee). (4.7)

Com esse procedimento pode-se tomar a seguinte representacao para

a fungao zeta:

(24 (4:.”%# 2
ﬁ]._ (5_5)[1 s - xeinjt 5 EL dt 1.8
e O3 [ e (s-lw)a a9
((s14) _ A (s— %5 (S_EL)
Q- (mi?rr{s)g 2™
B 1 N [ g a2
+ ﬁgﬁ}%l“(s};fut e K (t|L,)dt (1.9)

s/ A Al (s — 4L d+1
oy = SN P54

" (4?,;#; m-.rl ® fRFCgH &1 (3)

o g\ 1)
x T (Z_;LH)((#HLP) G) . (1.10)

Nessa ordem, para calcular o logaritmo da fungao particao ou, equi-

valentemente, da energia livre, é necessario conhecer a derivada da fungao zeta
no ponto zero. Para isso, é conveniente considerar as representacoes (1.8), (1.9)
e (1.10) e suas derivadas para o sector do espago M? com d par e impar. Assim,

para a funcao-(, (1.8). com d = 2n, n € N tem-se:



¢ (0[A) 3 1y 1
W - {4W}%F(H_§)(’(_”_§)LF)

o 8 )"t ) B
la - filrr}%_i nl [(k:I k) b |Lp}]
AU (—n+3) & [ ( | )
+ e (| —n+5|Lp | di
m(4m)? E_},{ 2

¢4 5 (_ _1) (_ 1y,
Q (@ﬁ‘ir "my)eT" g

e parad = 2n — 1

¢ (0]4) B (-1)"
Q4 {4ﬂ}i¥—1 !

16

(1.11)

(1.12)

(1.13)

(1.14)
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Finalmente para a representagao apropriada para altas temperaturas,

Eq.(1.10), com d = 2n

(o) _prn—d), ( i

1
- ) 1
Qq (47m) T A A

o [ aor @) r (=) (=) () e
R.=c

e para d = 2n — 1

o) 8 ([ o

i [ @or()r(5) (5

R-Z:C

As equacgoes (1.9, 1.10, 1.16) sao apropriadas para o calculo, em altas
temperaturas, para todas as propriedades termodinamicas em uma aproximacao
de um loop de campos quanticos na geometria S! x M? x MP. Além da formula de
Chowla-Selberg[®!, essas representagoes provém a continuacgao analitica da funcao-
( para todo o plano complexo-z e aparte da fungao zeta na seccao MP, a estrutura

dos polos explicitos tornam-se visivels.
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CAPITULO 2
CAMPOS ESCALARES EM ESPACOS COMUTATIVOS

Nesse capitulo iremos aplicar o formalismo previamente desenvolvido

para a avaliagao das fungoes termodinamicas para o campo escalar:

5= [ (Go.00% - ’”?;&) | 1)

el uma secgao nao compacta e compacta WP sobre o espago M. Esse resultado é
muto bem conhecido, mas é muito importante para nossas consideragoes futuras,
quando nos wemos igualar, comparar, esses resultados com os campos escalares
nao comutativos. Outro mteresse ¢ o caso massivo sendo o limite para a massa

zero sendo considerada.

2.1 O CAMPO ESCALAR EM UM ESPACO M=8'xR?xR?

A motivagao para o estudo do campo escalar em tal espago é rela-
cionado com a renormalizacao do modelo nao comutativo nessa dimensao, como
mostraremos nessa seccao. Para continuarmos com os caleulos imiciaremos usando

as representacoes (1.10) e (1.16) apropriada na ordem, considerando o caso d =

3n=2 ep=2:

CGl4) L= o 11
Qy (471‘)21_‘{5){:{ 2|L“]+(4gr)9?rﬂ_‘{s)

Lg) (g) o dz,  (2.2)

X f QR[z]F'(%)F'(z;4+s){(z;4—|—s

Rz=r
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- ELHJ B (4?)2% E‘: (=21L2) +¢ (_Mg)} T {iﬂf
e (e

A funcao-( associada com o operador laplaciano atuando na seccao compacta R?,

possul um espectro continuo:

M =m?+K. (2.4)
N, N2 B -ap (o — N ]

/ Wy P53 o mesY @)
(y*+¢)° [ (e) 2

a continuagao analitica da fungao zeta correspondente é:

r 2
((alLs) = LGER}[d"k 2 4 K2)”

Vol (R?) m2(1-a)

- 7 (a—1) (26)
e a sua derivada:
o LFOE {jo 2{1_0_':' 1

Usando os resultados anteriores nas equagoes (2.6), (2.7) e executando a inte-
gragao, com o teorema do residuo, nos polos simples z = 6,4,2, 1, —2n com n € [N
en > 1; e o polo de segunda ordem em z = (), nos podemos construir um conjunto

completo de fungoes termodinamicas (5),(6) e (7):



F(B) = - { 256 w0375 — 16?‘1'4']'?1-25_4 + Eﬂgm‘iﬁ_g — —mm°F-1

315 45 ' 3 ' 25

+ %EPE(%)+2(Mﬂ%j— —%J]

> 2n — m2nth 3\ 2"
- Z(—llﬂ WZE;(ET:} (r(2n+1) = }(g) }, (2.8)

n=1 l__[ {j + 2
j:
2 [ 128 8 : 9
au}——%&%ﬁﬁpmﬁ—ﬁﬁﬁ(wa+%ﬁ(nr~
m 1 17 9
+ ?llc}g(g)-l-g(lﬂgfzﬂ}—?—?) +0(B) } (2.9)
_ B 2 128 4 . 87! 5 _3
Sv (5) —Hﬁf{gﬂﬁ'b-]ﬁ - —em? (—4) B
Tl__'. 40 ‘1_T 5 2
+ 3m (—=2) 871+ ldm 12 J 0 (ﬁ ) (2.10)

Fazendo alguns comentarios a respeito das propriedades da energia livre. As

notacoes usadas nas equacoes (2.8), (2.9) e (2.10) para indicar a densidade de
energia livre, energia e entropia Xy (3) = ﬁ%g— A razao entropia/energia

para esse caso é:

5 6
ImE =350

13
2002 7 T 2004

m'3* +0(37). (2.11)

Todas as fungoes termodinamicas anteriores sao analiticas na massa m sigmfi-

cando que podemos tomar o liimite para o caso sem massa e assim:

L Fy (B) = 31L.
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. 20?1‘3 -8
fm Ev(8) = 3Eh
. 2473 _x
Jim Sv (B) = 3P
e para a razao entropia/energia temos:
S 6
5 = EJ (2.12)
B—0

Este resultado mostra que para o caso do campo escalar sem massa.,
nao existe uma contribuigao polinomial na temperatura, somente o termo linear
que também aparece no himite dos modelos massivos a alta temperatura. Isso
¢ importante para mostrar que as contribuigoes para todos os polos na energia
livre no caso massivo. Estas sao expressoes para as fungoes termodimamicas para
os campos escalares massivos na geometria M = S' x B® x R%. Nés temos
constribuigoes vindo somente do pélo z = 6. Diferentemente do caso massivo, no
qual a estrutura depende da energia livre na temperatura provindo todos os polos
da mntegral complexa, como para o caso sem massa temos somente a contribuigao

dos polosem z=D=1+d+p==56.

2.2 O CAMPO ESCALAR NO Espaco M = S! x R® x T?

Vamos iniciar considerando as propriedades termodinamicas do campo
escalar sem massa existindo em um espago com uma secgao espacial compacta
bidimensional T?. O procedimento da anélise estd estreitamente relacionada com
o procedimento acima, seccao 2.1 . Nessa ordem o cdleulo da funcao-¢ (1.10) e
sua derivada (1.16). O primeiro passo é executar o calculo da funcao zeta e sua

derivadas associando o operador de Laplace-Beltrami Lo atuando na seccio T°

nos pontos ( (a|Ls) |a—o e (' (a|La) |a——s. A fungao zeta para o torus bidimen-

sional pode ser calculada do espectro do operador de Laplace-Beltram sujeito
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as condigoes de contorno periodicas nas duas diregoes com ralos compactados R

(podemos considerar aqui iy = Rs = R). O espectro lé-se como;

2 2

n i 1
Qﬁ:ﬁ%—ké:ﬁ(n?+n§}, (2.13)

e associada as fungoes zeta:

Clall) = > [2]7". (2.14)

neZ? {0}

Essa relagao é fechada relatada para;

¢ (a|]L —2) = R¥™Z,

o @, 2.15)

g

onde 7, h

(s,¢) é a funcao-( de Epstein!'!l associada com a forma quadrética

dlan+g)=>;a5(n; + g;)’. Para R, > p, Z, E (s, ¢) é dado pela férmula ™

Z

g1 hy
gi--hy

(s.0) = Y _{da(n+g)]} /2>, (2.16)

nehP

onde g; e h; sao alguns nimeros reais, e omite-se o primeiro termo com, para

todos g; inteiros, (ny,na, -+ ,ny) = (g1.99," -+ ,gp). A equagao funcional para
Zy E‘ (s. @) é escrita como:
1 I'(5%%) om h
7 g (s,0) = (1/2)(25-p) 3 ) —omilg+h) o Zo (p—s,6")
[l 9 = G TGy =
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em que ¢° [a(n+g)] =3, aj_l (n; + gjk}g. A fungao-¢ bidimendional de Epstein

aparecendo na Eq.(2.15), pode ser apresentada como!™ 1Y

onde { (a) é a usual funcao zeta de Riemann e F(a) é a fungao-3 de Dirich-

0

E'ED

(@) =4((a) B (a), (2.17)

let,analitica em todo plano complexo, com zerosem oo = —2n—1,n=0,1,2,--- ;

definido por:

By =3 D (2.15)

“— (2n+1)

A equacao funcional para 3 (o) escreve-se:

me

B(1—a)= (E)Qm (—) [(a)f(a). (2.19)

aw ¥

Finalmente, a funcao zeta para o torus T° pode ser apresentada na

simples forma:
((alLy) = B**((a) B (@) (2.20)

Usando a equacao (2.20) em (1.10) e (1.16) e realizando a integral
complexa nos polos simples z = 6,4, 1,0, —2n; para n impar, a expressao para a

energia livre, entropia e energia podem ser fechadas e relacionadas com;

) R 1 32 - oG 2 44

+ %wc (—%) Jij (—%) RPB 71— % {‘32532 R+ 0(p) } (2.21)




R, 1 32 B

1<)

2 454 —4
- B TR +0(ﬁ]},

Sv(3) = 4ﬁ2{315n‘ RG3 — T A

o A (D) p(E)sr1v0( }

A razao entropia/energia nesse caso é:

) 6 21 3
-0 E 5

ME =57 20050 E_ﬂ) +0(#).

24

(2.22)

(2.23)

(2.24)
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CAPITULO 3
CAMPOS ESCALARES EM ESPACOS NAO COMUTATIVOS

O ponto principal desse capitulo é o caleulo das fungoes termodinami-
cas para o campo escalar em espagos planos nao comutativos. A agao para um

campo escalar interagente sem massa é o que estamos preferindo, este é dado por
1. ... A, | N\ .o
Sscular: E(aﬂl}} +_|‘:.b*’[p*"'*¢' d¥z - (31)
_ r!

Desde que se divida com uma teoria de campo escalar renormalizavel, r, o niimero
de campos escalares no produto estrela (*), pode ser escolhido como um inteiro
dado por r = D/D (D —2). Como é bem conhecido, as escolhas sao somente
D=3r=6D=4r =4,e D = 6;r = 3. Nesse calculo, o primeiro caso,
D = 3;r = 6;, nao é levado em consideracao, pois nao tem sentido uma dimensao
nao comutativa. Isso é facilmente venficado, pois o espaco com essa escolha se
torna, por exemplo S x R! x T'. Para o segundo caso, a fungao zeta associada

com a secgao nao comutativa do espago plano é mfinita

2425y T 252

e precisamos mais caleulos envolvidos®le nao precisamos dividir isso agora. Vamos

considerar o caso M = S! x B* x ]Rg.

_al 3 2
3.1 O CAMPO ESCALAR No Espaco M = 87 X R x Ry

Na ordem para o calculo da funcao zeta, para essa geometria, apro-
priada para expansoes em alta temperatura, nos iremos considerar a representacao
(2.1) e (2.2). Primeiramente é necessario calcular a funcao zeta especifica para a

secgio R2.
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O espectro do operador de Laplace na secgao R} escreve-se!”

AN 1
A2 =Ky ( E) = (3.3)

a funcao zeta associada a esse espectro pode ser calculada da expressao (2.5)

"ol (R2 3(1-s) p L) (ett
¢ (alLy) = 2250 ESETRE} (%) ( dr)(s}( ) (3.4)
((~2|L2) =0 (3.5)
¢ (-24ta) = 2val (=) (57) 36)

A expressao para a funcao zeta (2.2) e sua derivada (2.3) no ponto zero pode
ser calculada usando as equacgoes (3.4), (3.5) e (3.6) e o resultado é fechado e

relacionado com

C(0]Ly)
=0, (3.7)
COLy) B (AT 2
Vol (R®) Vol (R3) 4872 (E) T
z z— z— = ~(z-1)
X f (r(2)T (5) F( - 2) r (Tﬁ) (%) (g) dz.  (3.8)
R.=rc

O integrando possui polos simples em z = 6,1, 0 e polos de segunda ordem para

z=2z==-2nn=21-1,1 = 0,1,2,---. Usando o teorema do residuo nos
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podemos realizar o calculo da integral e pelo uso dos resultados e das equagoes

(3.7) e da energia livre (5) na ordem temos:

1 [ =2 . 4x? B\* A
F,(8) = — T 536020 Joe | (2 2| Z10g (256
v () 128:?9{945' T3 { “g[(zw) 99} og (256)

— 48(¢ (—1) - 3} (%ﬁ-?)
)

S (3 (2w
(

=1

+ Q(ii—l}{log[(%)g f%)%]
- 2{511]"’-"}(2‘!_%)“’_k;%}}}' (3:9)

Da equacao anterior, a energia (6) e da entropia (8) em sistemas a altas tempe-

raturas escreve-se:

1 [sa® . a4t B\ /A
lim By (8) = — 12T ge 37 (2 (A
iy Bv (5) 128:'r3{945' T3 Dg[(gﬂ) (39)]

1 [6° 80 B\ (A
1.- S_,— B - - _3—5 _1 - S
s Sv (F) 128:&{945' M Dg{(%) (ﬂ”)

(%) B+ 0 (6 } (3.11)

Para a razao entropia/energia. as equagoes (3.10) e (3.11) fornece:
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-4 (B () Q) @)oo

_al 3 2
3.2 O CAMPO ESCALAR NO ESPACO M=8 xR"xTj

A fungao zeta-( associada ao espectro!”

,_e) [, _A@R
O

| 20 -7 3.13

é calculada na referéncia [10]. 6 é o parametro nao comutativoe  (n) =) R™n3
fo1 escolhida para um propésito simplhificado, o raio do torus igual a B. Entretanto,
aqui podemos reproduzir de forma parecida, resultados sobre a mesma linha do
formalismo desenvolvido na secgao 1. Com o procedimento parecido da seccao 3.1

da fungao zeta e suas derivadas na origem sao:

¢(0l4)  3A(9)B 2 o 2
Vol (B = 2007 [1+3 KA{E}R], (3.14)

¢ (0]4) B [3. ., . ; L
Vol (R%) W{i“‘mﬂ}ﬂ {_2|L2}]+(4ﬂ}9m

X f (r(2)T (E) r (z ; 4) ¢ (z E 1 Lg) (g) o (3.15)
Rz=¢

d41

1 7 [A()RY 2s +4l —d — 1
Lg) ~ Rd+1-2s Z 1 )EE( D )

(s
i=1

d+1
(-2
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O integrando da equacao ¢ (0/A) tem uma estrutura rica em pélos que merece
uma analise cuidadosa. Isto é por causa da fungao zeta associada com o operador
La. A fungao zeta de Riemann e as fungoes gama que aparecem no integrando
das representacoes (1.10) na fatorizacao apropriada. As estruturas dos polos sao

resumidas na seguinte tabela:

z k n |0<[1<2+Fk|ordem do pdlo
6 =0 1°
4 1°
2 =1 2°
1 v 1°
—2k 2n 0 = 1°
=1,2 2°
> 1 >n+1 1°
on + 1 =2n+ 2 2°
>n+ 3 1°

As estruturas dos polos sao consideradas em detalhes na referencia
8], para uma variedade topologica diferenciavel D-dimensional. Nossas presentes
consideragoes é um caso particular para campos escalares , o = 2 existindo em

umespaco D =1+d+p=6 =1+ 3+ 2, entao, com p pares:

P U - L SRRy B T A0 A
F (B) = w{ o B 8 MO B C—Zlog (55 ) |7+

Fp-3 - (} 40, L B
R Zh{ﬁ:i 2R3 +2Aua}1%(m) + 0 (f )}{316]

=0

015 45

7 (e () - 1)]1‘_}+é4i{8][1+05(2;ﬂ+f)(f[}}} . (317)

; "r"l
Ey(B) = — ! { 5 32T Rgii_ﬂ+6;.l'3_'i—gﬁz'1{9] R*|C -
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045 26

_g(lgg(%)+%)]--— szhf 8)# + 0 5“)}, (3.18)

1 3077 8t
Sy (8) = __{ 6 R2B5 4 %_5—3 — 27A (0) R?

5 6 37 1 6}
map—— ——A(f) w1 ) F+0(F 3.19
E 5'3 520 73 R2 ©), DE(ZR)' ( ) (3.19)

em que A(f) foi definida na equacao (3.13) e as outras funcoes de teta e as

constantes sao definidas como:

h.{(aj:%f”]lm*g(ﬂ 3) (2:_-)f[(r ) (3.20)

J=1

G—%{an—i—ilnﬁ—an [[‘ G)]Hfﬁj}, (3.21)

A=1+ %Kﬁh (0). (3.22)
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CONCLUSOES

Primeiramente podemos reescrever aqui os resultados obtidos an-
terlormente para a razao entropia/energia observando a qual espaco cada um
desses pertencem. Reescrever é simplesmente uma maneira de poder compara-los

reunindo-as como em um quadro. Dessa maneira escreve-se:

S 6
g—0
pertencendo a um espago comutativo M = S§' x R* x R? juntamente com a
equacao:
. S5 6 21 32 .
ME =57 20000 (ﬁ) +0(#), (3.24)

no qual o produto cartesiano das secgoes compactas é feita na forma M = S! x
R* x T?. As duas préximas equacgoes pertencem a um espaco nao comutativo,

sendo:

-2 (@) @) @)oo o

no qual o espaco é M =8 x R* x B e

S 6, 37 1 B\ o5 o
—=—f—c———A(f)rlog (= | B+ O(57). 3.26
E- 5 300 ””g(zﬂ)' +O(87). (3.26)

sendo M = 8! x B3 x ']I‘g.
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As equagoes (3.23) e (3.24) pertencem a um espaco comutativo, mas

a ultima pertence a um espago escrito com uma secgao compacta diferente, neste
caso o torus. A mudanga na topologia do espago muda o resultado da razao

entropia/energia como pode ser observado. As equagoes (3.25) e (3.26) pertencem
a um espaco nao comutativo e de imediato percebe-se uma contribuigao de termos
de ordem superiores em [3.

Comparando a equagao (3.23) com a equacao (3.25), observa-se que
a primeira traz um resultado esperado, no qual a razao entropia/energia é propor-
cional a [ e o fator de proporcionalidade remete ao volume do espacgo, enquanto a
segunda, pertencente a um espago nao comutativo, também possui o termo linear
e mais termos adicionais de ordem superiores em beta. Esses fatores de propor-
cionalidade, nos termos polinomais, nao remetem a uma superficie, ou seja, a
area e também nao revelam uma dependeéncia com o volume. A comparagao entre
as equagoes (3.24) e (3.26) fornece um resultado similar ao anterior, devido a nao
comutatividade do espaco.

Esses resultados mostram que a nao comutatividade do espago pode
alterar a propriedade extensiva da entropia, pois existe uma contribuigao polino-
mial em ordens superiores de (3. Esses resultados revelam uma natureza semi-
extensiva, ou nao extensiva, pols nao sao proporcionals ao volume, mas nada
dizem de concreto a respeito de uma proporcionahdade com a area, por isso, a
nao comutatividade do espago pode sugerir uma alteragao da natureza extensiva
da entropia, mas esses resultados sao mconclusivos e nao se pode afirmar, de
maneira concreta, que a natureza extensiva é alterada e sim apenas ressaltar uma

indicagao de que isso possa ocorrer.
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APENDICE A — Representaciio de Mellin

A representacao de Melhin utilizada no capitulo um para a fungao-(
e simplesmente uma forma de escrever zeta em uma representagao integral. A

transformada de Mellin!'? é definida como:
=
My (s) = f f(e) e de (A.1)
]

no qual s sao nimeros complexos e para essa representagao a integral seja con-
vergente.
Usando a transformada de Mellin pode-se construir uma relagao entre

uma série de Dirichlet e uma série de poténcias. Isso é dado por:
1 o] i
§) = —— Fe ™)t dt A2
1= ), T e

Como partumos das seguintes relagoes;

f(s)= Z apn * e Fl(z)= Z anz" (A.3)
n=1 n=1

o que para todos a, = 1 resulta para f a funcao zeta de Riemann;

ts—l

1 [ 4]
=g ) (A4)




