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YAMAGUTI, Kleber Eiti. A natureza tricritica da fase nematica. 2010. 105 f. Tese
(Doutorado em Fisica) — Universidade Estadual de Londrina, Londrina. 2010.

RESUMO

O fenbmeno das fases criticas e um tema muito importante do ponto de vista conceitual,
principalmente por quebrar paradigmas das teorias modernas dos feno-menos criticos. Estes
fenomenos podem ser obtidos a partir de mecanismos de quebra espontanea de simetria
continua - modelo bem consolidado na fisica de particulas - onde ha o surgimento de Bosons
de Nambu-Goldstone que implicarao em flutuacdes cujas correlagbes tornam-se infinitas em
toda a extensdo da fase de simetria quebrada, e nao somente nas vizinhancas de um ponto
critico como a teoria tradicionalmente preve. Alem disso o funcional gerador de Goldstone e
puramente Gaussiano promovendo um expoente critico do parametro de ordem 8 = 0, 25
guando tomamos a dimensionalidade fisica conveniente d =3. Com estes conceitos,
pretendemos explicar o comportamento critico universal global da fase nemaitica que, jia a
algum tempo, tem sido observada, mas sem uma resposta satisfatoria.

Palavras-chave: Quebra espontanea de simetria continua. Bosons (modos) de Nambu-
Goldstone. Cristal liquido nemaético. Universalidade global. Expoente critico
global.



YAMAGUTI, Kleber Eiti. A natureza tricritica da fase nematica. 2010. 105 f. Tese
(Doutorado em Fisica) — Universidade Estadual de Londrina, Londrina. 2010.

ABSTRACT

The phenomenona of critical phases are very important topic of conceptual point of view,
mainly by breaking paradigms of modern theories of critical phenomena. These phenomena
can be suggested by mechanisms of spontaneous breaking of continumm symmetry - well
established model in particle physics - where there is the appearance of Nambu-Goldstone
Bosons leads to fluctuations whose correlations become infinite in the full length of broken
symmetry phase and not only in the vicinity of a critical point as the traditionally theory
predicts. Moreover, the Goldstone functional generator is purely Gaussian promoting a
critical exponent of the order parameter f = 0, 25 when we take the appropriate physical
dimensionality d = 3. With these concepts, we intend to explain the critical universal global
nematic phase behavior that has been already suggested in the literature but has not had a
satisfactory response.

Key-words: Continumm spontaneous breaking of symmetry. Nambu-Goldstone bosons
(modes). Nematic liquid crystals. Global universality. Global critical exponent.
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Capitulo 1

INTRODUCAO

A teoria singular dos fenomenos criticos prevé que, assintoticamente préximo
ao ponto critico, as quantidades termodinamicas exibem um comportamento sin-
gular segundo leis de poténcia e que estas sao caracterizadas por expoentes criticos
e fungoes de escala universais [1]. Na prética, estes efeitos se limitam a regides
muito pequenas ja que, os efeitos criticos sao observados em intervalos finitos
de temperatura ao redor do ponto critico [2]. Algumas fenomenologias bem ca-
racteristicas podem ser observadas nestas regioes; uma delas é o fenomeno da
opalescéncia critica que é muito comum em fluidos simples ou misturas de fluidos
e particularmente muito explorado pela literatura para representar tal fendmeno.
Perto do ponto critico as flutuagoes, em particular as flutuacoes da densidade,
dominam o sistema e, com isso, as flutuagoes aparecerao em todas as escalas pos-
siveis, com dimensoes que variam desde a escala atomica até as dimensoes da
amostra. Nas experiéncias de opalescéncia, joga-se luz sobre a amostra e, toda
vez que o sistema estiver se aproximando da temperatura critica, reflexdes suces-
sivas ocorrerao devido as varias regioes de densidade distintas, produzindo uma

luminosidade caracteristica.



Propriedades universais sao resultados previstos na vizinhanca de uma tran-
sicao de fase. Mostraremos neste trabalho evidéncias experimentais que mudarao
nossos conceitos de criticalidade ao longo da fase nematica onde, ao invés de um
fenomeno local, passaremos a observar fenomenos globais. Em sintese: passaremos
de um estudo do comportamento critico universal de uma transicao de fase, em
uma regiao ao redor uma temperatura critica, para o estudo do comportamento
critico de uma fase inteira, exibindo um comportamento critico global.

As evidéncias sao apresentadas a partir de resultados coletados de varios resul-
tados experimentais retirados da literatura [3, 4, 5, 6, 7, 8, 9]. Sdo uma enormidade
de dados experimentais, das mais variadas anisotropias termodinamicas que des-
crevem a fase nematica e apresentam um comportamento global tinico e universal,
nao apenas nas vizinhancas da transicao de fase, mas também em toda sua ex-
tensao, nao importanto a natureza dos seus pontos fixos terminais. E é possivel
reforgar ainda mais estas evidéncias devido ao fenémeno de espalhamento de luz
da fase nematica que é, como ja é de conhecimento da literatura, criticamente
opalescente em toda esta fase (e ndo uma transicao de fase). Alids, fenémeno que
ja havia sido observado por Reinitzer [10] em 1888 quando observou que a amostra
de um derivado do colesterol apresentava dois pontos de fusao, uma delas rotulada
pelo nome de ponto de clareamento (clearing-point) devido ao espalhamento de
luz que ocorre na fase.

A universalidade nematica foi proposta pela primeira vez por Freed, segundo
uma teoria de Landau na transicao tricritica nematica-esmética A, ao estudar
compostos da série homéloga do nO.m onde a variagao de n e m promoveria di-
ferentes naturezas de transicoes de fase. Ele mostrou que é possivel caracterizar
a fase nematica segundo um principio de estados correspondentes que seria expli-

cado pela teoria tricritica de Landau. Além disso, a partir de uma re-escala de
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temperatura (temperatura nematica) é possivel definir uma curva tinica e universal
que comporta todos os dados experimentais. Mais tarde, usando varios resultados
experimentais coletados da literatura, Simoes mostrou que além de tnica e uni-
versal, os dados experimentais apresentam um comportamento descrito por uma
lei de poténcia que é a mesma para a fase nematica, sugerindo assim um expoente
critico global para o parametro de ordem e com valor 5 = 0, 25.

Porém estas evidéncias, basicamente experimentais, ainda nao encontram mo-
delos satisfatorios que expliquem a natureza da fase critica, ou em particular, da
fase nematica critica. Esta tese tem como objetivo apresentar uma proposta para
compreender o fenomeno da universalidade nemaética. Para isto, foram aplica-
das ao problema o mecanismo da quebra espontanea de simetria continua. Esse
mecanismo aparece um varios campos da fisica, em particular, na fisica de par-
ticulas e nos da a possibilidade de descrever fenomenos que, em principio, nao
teriam nada em comum com os modelos tradicionais. Na pratica, o mecanismo de
quebra espontanea de simetria nos permite descrever o fenomeno critico em dife-
rentes sistemas fisicos, de forma bastante geral, e com resultados completamente
diferentes daquele que a teoria dos fendmenos criticos prevém.

Especificamente, quando os sistemas apresentam quebra espontanea de sime-
tria continua, ha o surgimento de modos de Nambu-Goldstone responsaveis por
gerar flutuagoes com comprimentos de onda muito longos ao redor da direcao da
simetria quebrada que tem custo energético quase nulo. Este fenomeno permite
definir uma fase como ordem de longo alcance uma vez que esta implicard em
flutuagoes cujas correlacoes tornam-se infinitas em toda a extensao da fase de
simetria quebrada. Estes argumentos serao responsaveis por justificar o carater
universal global da fase nematica. Ja o valor do expoente critico do parametro

de ordem apresenta um valor = 0,25 ¢é resultado da andlise dimensional do
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funcional gerador de Goldstone que é um funcional gaussiano e que em cristais
liquidos é descrito pela hamiltoniana elastica de Frank. Com isso, a familia de
expoentes criticos gaussianos, em particular, o expoente 8 tomara o valor 0,25
porque a dimensionalidade do sistema fisico é tridimensional.

Para chegarmos aos nossos objetivos dividimos esta tese na seguinte forma:
no capitulo 2 vamos apresentar o as evidéncias da existéncia da universalidade
nematica. Neste capitulo, este problema estara amparado por resultados experi-
mentais de outros autores e resultados de nosso grupo de pesquisa. A partir desses
resultados experimentais construiremos um modelo para explicar o fenomeno da
universalidade nematica.

No capitulo 3, serd apresentada uma breve revisao sobre transicoes de fase e
fenomenos criticos. Em especial, é recomendada uma atencao maior a se¢ao que
discute o fenomeno da opalecéncia critica em fluidos simples.

No capitulo 4 esta a parte mais importante do nosso trabalho. Neste capitulo
serd exposto o fendmeno da quebra espontanea de simetria e as suas implicagoes.
Além de formalizar o fenémeno em si, serao analisadas o comportamento das
flutuacoes no estado de vacuo e, dentro do contexto da quebra de simetria, veremos
a formacao de funcionais gaussianos d-dimensionais. Com isso, a ligacdo com
fenomenos experimentais tridimensionais, nos levarao a interpretagoes do valor
dos expoentes criticos da aproximacao gaussiana. E por final, apresentamos um
rapido exemplo de quebra de simetria continua em sistemas ferromagnéticos. Em
geral, por ser um sistema extremamente simétrico, ele é de facil compreensao.
Neste caso o ferromagnetimo nos ajudara a compreender de forma mais limpa,
como funciona o fendomeno de quebra de simetria.

No capitulo 5 é apresentada uma breve introdugao sobre grupo de renormali-

zagao. Neste capitulo focamos basicamente nos conceitos de fluxos de renormali-
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zagao na busca por pontos fixos e a andlise de sua relevancia (ou irrelevancia) no
mapeamento dos diagramas dos parametros que definem os sistemas fisicos. Em
particular, estaremos fazendo renormalizacao da aproximacao gaussiana e relaci-
onando seus pontos fixos com as familias de expoentes criticos gaussianos que sao
dependentes da dimensao do sistema. Com isto, pretende-se encontrar o expoente
critico que ira descrever a fase nematica critica.

No capitulo 6 é apresentada uma rapida revisao sobre os cristais liquidos,
tendo como foco a fase nematica como sendo o resultado da quebra espontanea de
simetria da fase isotropica. Com isto, também, serd necessario fazermos um breve
estudo sobre a transicao nematica-isotropica tricritica, uma vez que os resultados
experimentais nos mostram a muito tempo fortes indicios da tricriticalidade da
transicao.

Para finalizar nos capitulos 6 e 7 descrevemos o problema na linguagem (for-

mulagao) dos cristais liquidos e com isto justificando e finalizando o trabalho.

13



Capitulo 2

UNIVERSALIDADE
NEMATICA

A tentativa de interrelacionar varias propriedades fisicas de cristais liquidos
a fim de caracterizar as propriedades criticas em um principio dos estados cor-
respondentes, tem levado a alguns fenomenos bem interessantes, principalmente
quando observa-se que a universalidade nao é verificada apenas na vizinhanca de
uma transicao de fase critica, como tradicionalmente os modelos prevem, mas en-
globam toda a fase liquido cristalina, em especial a fase nematica. Estudos nesta
direcao foram propostas por Freed! e Simoes onde, em todos estes trabalhos foram
propostas, dentre outros estudos, o fenomeno da universalidade nematica?.

No trabalho de Freed, foram realizadas andlises detalhadas do ponto tricritico
da série homologa do nO.m onde 4 < n <8 e 1 <m < 8 [12, 13] . Neste estudo
foram realizadas variagoes nos valores de m e n , que representam a quantidade

de ligantes da cadeia de cada molécula e que podem ditar as regras que dominam

! Agradecimentos a Joanne Trutko e ao prof. Freed por gentilmente me enviar os artigos.
2Para um estudo mais detalhado recomendamos a leitura do trabalho de dissertacdo de

mestrado do David Simeao [11].



a transi¢cdo nematica-esmética-A. Quando n > 5 (n < 5) a transigao é de primeira
(segunda) ordem e para n = 5, m > 8(< 8, exceto para o 60.6) conduz a uma
transigao de primeira (segunda) ordem [14].

Para caracterizar a transicao de fase segundo os principios dos estados cor-
respondentes é necessario primeiro definir varidaveis reduzidas para eliminar as
dependéncias sobre as quantidades fisicas que estao sendo medidas, uma vez que
elas s6 servem como localizador da fase em uma determinada regiao de tempe-

ratura. O resultado estd ilustrado na figura (2.1), onde o comportamento do

w iR L1 A a L] (L] To
(TD Tha
Figura 2.1: Plot do parametro de ordem S versus a temperatura reduzida convencional

(TN[ — T)/TN[ para o 406/604

parametro de ordem S em funcao da temperatura reduzida convencional

T - T

t
Ty

(2.1)

foram estudadas para 14 misturas distintas de 40.6/60.4 correspondendo a um
intervalo de concentragoes x que variam entre 0 e 1. Nesta equacao, T é a
temperatura de transicao nematica-isotrépica e 7" a temperatura. Um outro plot

andlogo para uma série de compostos do nO.m estao ilustradas na figura (2.3) e

também foram descritas em funcao da temperatura reduzida convencional.
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Figura 2.2: Plot de S versus a nova temperatura reduzida global t§, para uma série de

compostos de 40.6/60.4.

Como podemos ver nas figuras (2.1) e (2.3) elas apresentam grandes espalha-
mentos das curvas que sao atribuidas ao tamanho relativamente largo de ATy (x) =
(T —Ts,n(x)) versus z e de n e m, respectivamente. Porém, quando S ¢é plotado

nas figuras (2.2) e (2.4) em fungao de t¥;, onde

oo =1 (2.2)
Iny—Ts,~

ou seja, uma temperatura reduzida que cobre todo o dominio da fase nemética,

obtém-se uma curva tnica e universal. Este comportamento é observado em outros

16 casos de compostos puros e misturas de uma série homologa de nO.m como

mostrado na figura (2.4).

Verificou-se ainda que esta curva universal nao é obtida somente por alguns ti-
pos de misturas que exibem uma transicao de fase de segunda ordem mas, também
aplicada aos casos onde encontramos transicoes de fase de primeira ordem apods
trocar a temperatura de transicao de fase T,y por T§, y(< Ts,n). Lembrando
que esta é uma temperatura onde uma transicao de segunda ordem ocorreria se

nao tivesse antes uma descontinuidade devido a transicao de primeira ordem. O

valor de Tg ) € obtido empiricamente por um tinico parametro ajustdvel (para
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Figura 2.3: Plot de S versus a temperatura reduzida convencional (Ty; —T)/Tn para

uma série de compostos de nO.m.

cada x) de forma a termos S em fungao de ¢ colapsando em uma curva uni-

versal como visto nas figuras (2.2) e (2.4). Além disso, esses resultados para
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Figura 2.4: Plot de S versus a nova temperatura reduzida global t% para uma série de

compostos de nO.m.

(Ts,~ — T, ) sao consistentes, dentro das incertezas experimentais, com a teo-

ria de Landau e entao é possivel interpretar os resultados obtidos da rescala de
U

temperatura ty.

Alguns resultados relevantes foram obtidos: O parametro de ordem Sg,y na



temperatura nemdtica de segunda ordem T,y ou 7§, 5 se o caso for de uma
transicao de primeira ordem, ¢ constante e igual a 0,760 4 0,005 para todos
os compostos da série homéloga. Portanto, Sy, o valor de Sy na transicao
nematica-isotrépica, é aproximadamente o mesmo para todos os compostos da
série homéloga. Essas observagoes podem ser colocadas em uma teoria de Lan-
dau para transigoes esmética-nematica [?] onde convencionalmente a energia livre

podem ser escritas em termos da ordem nematica e esmética,

2
F = a(T)¢* + py* +4¢° + —Q(i?;) — C6SY?, (2.3)

onde o = ap[S — Sg,n+|, 0S5 = S — S., x e C sdo constantes positivas e x
depende do comprimento do intervalo nematico. Como F' deve ser um minimo
com respeito a 0.9, a sua derivada dever ser zero; isso permite expressar 65 como
6S = xC? e portanto um ponto tricritico é previsto para x(Ts,n) = 26,/C?.
Para x(Ts,n) < 28p/C? existem uma transicio de segunda ordem em Ts,n =
T, v ese x(Ts,n) > 26,/C? haverd uma transicao de primeira ordem em T,y =
TS, N+ 52 /16aq7y.

A observagao de que Sg,n = 0,76 em T3, y em todos os casos sugere que ¢
possivel reescrever a(T,x) = a(S) = ap[S — Ss,n] na equagao (2) com g cons-
tante. Dessa forma, a transi¢do S4— N é induzida (dirigida) por um parametro de
ordem nematico. Dado que a transicao N — I ocorre na mesma temperatura 7
para todas as misturas de 40.6/60.4 com o mesmo valor de Sy aproximadamente,
o uso de t§, pode ser uma forma conveniente de mudanga de escala entre os pontos
terminais da fase nematica. Neste sentido, se Sy versus T tem comportamento
linear, ou seja,

SN = SNI + b(I)(TN] — T), (24)
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entao este fato conduz a

(SSAN - SNI)
b(x) = 2.5
(@) Ty = T§, n(2) (25)
levando a curva
S(T) = Snr + (SSAN — SN[)t]l{, (26)

que descreve todo o comportamento do parametro de ordem S no dominio da fase
nematica, ou seja, uma curva universal.

Nos trabalhos realizados por Simoes, diferente do trabalho de Freed que utili-
zou apenas 1 composto liquido cristalino, a abrangéncia foi maior. Foram realiza-
das analises detalhadas de uma série de compostos liquidos cristalinos de varias
anisotropias termodinamicas em funcao da temperatura recobrindo toda fase ne-
matica, como podem ser vistas na figura 2.5. Como podemos ver na figura, cada
composto liquido cristalino esta definido em regioes diferentes do diagrama, tanto
do ponto de vista da anisotropia quanto da temperatura mostrando, com isto, que
cada composto apresenta caracteristicas préprias.

Para fazer o estudo das propriedades universais definine-se novamente a es-
cala de temperatura reduzida global, que foi chamada de temperatura nemaética,
onde sao escolhidos os pontos fixos terminais Tn; como a temperatura de transi-
¢ao nematica-isotropica e T, como a temperatura de transicao de fase a baixas
temperaturas que define a temperatura de transicao nematica-cristalina, Ty¢, ou

seja,
T—T

- 2.
Iy — T (2.7)

tn

Dessa forma, quando T' = Ty a temperatura neméatica assume o valor ty = 1
e quando T = T™* a temperatura nematica recebe o valor ty = 0. Como pode
ser verificada no gréfico 2.6 a rescala de temperatura nematica colocou todos os
dados experimentais colapsados em uma tnica curva que abrange toda a regiao

da fase nematica. Outro diferencial do trabalho é o estudo log —log dos dados
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Figura 2.5: Grafico da anisotropia da susceptibilidade em funcao da temperatura.
Obviamente, compostos liquido cristalinos diferentes sao definidos em regioes diferentes

do diagrama tanto na regiao de temperatura e na quantidade termodinamica.

experimentais a fim de se extrair o expoente responsavel pelo comportamento do
fenomeno em questao. O resultado é uma reta cujo coeficiente angular vale 5 ~
0,25, que se extende por toda a fase, passando por todos os dados experimentais,
como podemos ver no grafico 2.7.

Se estivéssemos restritos as vizinhancas de um ponto critico, estes resultados
estariam nos mostrando uma caracteristica tipica de um comportamento critico,
ou seja, um comportamento de uma lei de poténcia com dependéncia na tempe-
ratura [T — T,| na direcdo do ponto critico do tipo |T"— T,|P onde p é o expoente
critico do observavel em questao. Porém ha diferenca notavel e fundamental, os
dados experimentais abrangem toda a fase, e nao somente na vizinhaca do ponto

critico, como afirmados pela teoria dos fendmenos criticos.
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Figura 2.6: Colapso dos dados experimentais das anisotropias (susceptibilidade magné-
tica (A&) e da birrefringéncia (An)) em fungao da temperatura nematica. Os resultados

mostram um comportamento global e universal em todo o dominio nematico.

Os trabalhos de Freed e Simoes se completam. Freed mostrou que, sob re-
escala de temperatura global, a natureza dos pontos terminais nao influem no
comportamento da universalidade nematica. Seja qual for a natureza da transi-
¢ao que delimitam a fase nematica, os parametros termodinamicos que definem
as transicoes nao influem na natureza global do sistema e, com isso, o fenomeno
universal se mantém sempre o mesmo por toda a fase. Ja no trabalho de Simodes,
a variedade de compostos liquido cristalinos foi o diferencial. A rescala de tem-
peratura global, para uma grande variedade de compostos, permitiu a observagao
da universalidade nematica de forma mais ampla pois, no trabalho de Freed, a

universalidade nematica foi aplicada a série homologa de apenas um composto
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Figura 2.7: Grafico do Logaritmo da anisotropia em funcao do logaritimo da tem-
peratura nemética. Os dados experimentais apresentam um comportamento de lei de
poténcia com um coeficiente angular dado por 5 ~ 0.25 que recobre todo o dominio da

fase nematica.

nematico e isto poderia nos levar a ideia de que este fenomeno ocorresse somente
em compostos homélogos. Nos trabalhos de Simoes a variedade de dados expe-
rimentais das mais variadas anisotropias termodinamicas permitiu generalizar o
fenomeno e tirar conclusdes mais solidas sobre a universalidade nematica. Além
disso, foi possivel mostrar que o expoente critico do parametro do ordem que
abrange toda a fase nematica tem o valor § = 0,25. O objetivo dessa tese é apre-
sentar um modelo que explique este comportamento universal global e mostrar a
razao do expoente critico da fase ter valor g = 0,25, que aparece nos trabalhos

acima.
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Capitulo 3

TRANSICOES DE FASE E
FENOMENOS CRITICOS

Do ponto de vista termodinamico, uma fase em equilibrio corresponde a um
minimo da energia livre, F' = U — T'S, onde U ¢ a energia interna, 7" é a tempe-
ratura e S a entropia. Em geral, essas fases sao resultados da competicao entre o
termo de energia interna U e o termo de entropia 7'S [16]. Em sistemas sélidos,
mais conhecido na literatura como “hard-materials”, U tende a dominar sobre T'S
e portanto, com boa aproximagao, a energia interna é quem determina a estru-
tura de equilibrio da fase e, além disso, as flutuagoes térmicas sao tratadas como
perturbacoes em relacao ao estado de energia minimo. Ja nos sistemas definidos
como matéria mole ou “soft-matter” o cenario pode ser completamente o oposto:
U pode ser menor que T'S ou pode nao depender efetivamente de todas as mudan-
¢as configuracionais do sistema. Neste caso, o estado de equilibrio é aquele que
maximiza a entropia ao invés de minimizar a energia interna [17]. Além disso,
flutuagoes da entropia em torno de seu valor de equilibrio maximo, cria forcas

cujos efeitos sao tao reais como as decorrentes de um gradiente de potencial.



Independente de qual ramo da energia livre domina o sistema, o balanco geral
entre a energia e a entropia conduz a uma ordem local, definida em determinado
dominio caracteristico. Este domino ou escala de comprimento em que as propri-
edades gerais do sistema comecam a se tornar visivelmente diferentes do estado
original da a medida do que chamados de comprimento de correlacao do mate-
rial. Esta quantidade da a distancia em que as flutuacoes dos graus de liberdade
microscopicos estao significantemente correlacionados entre si. Se os entes nestes
dominios apresentam um intervalo de correlagao infinita, dizemos que o sistema
tem ordem de longo alcance. Se o intervalo de correlacao entre os entes forem
da ordem das distancias entre atomos ou moléculas, dizemos que o sistema tem
ordem de curto alcance. E, finalmente, se nao hé correlacao entre os entes do sis-
tema, a distribuicao dos atomos ou moléculas sao completamente aleatéria, nao
hé ordem, e o sistema ¢é dito desordenado. Cada um desses dominios os estados da
matéria apresentam uma fenomenologia bem caracteristica que os tornam tinicos
e diferentes das outras fases.

Sob certas condicoes, quando mudamos alguns parametros externos como, por
exemplo, temperatura, pressao, campos externos, o sistema pode mudar abrup-
tamente seu comportamento macroscopico. Estas regioes sao representadas por
um ponto, uma linha ou um plano bem definido no diagrama de fase marcando
com isso uma transicao de fase de um estado da matéria para outro estado. Ba-
sicamente ha duas formas de ocorrer uma transicao: no primeiro caso temos as
chamadas transi¢oes descontinuas, onde duas ou mais fases podem coexistir em
equilibrio estavel sob a condicao de que a energia livre ¢ um minimo. No outro
caso ocorrem as chamadas transicoes continuas onde, diferente do primeiro caso,
podem ocorrer uma transicao onde a distin¢ao entre as duas fases desaparecem,

tornando-se uma regiao onde a fase é Unica e critica.
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3.1 Transicoes descontinuas

Na transi¢ao descontinua, ou de primeira ordem, h& sempre um ponto, linha ou
plano onde duas ou mais fases sao coexistentes e com propriedades macrosépicas
distintas. Além disso, levemente fora da linha de coexisténcia existe uma fase cujas
propriedades estao continuamente conectadas a uma das fases coexistentes. Neste
caso podemos esperar varios comportamentos descontinuos das varias quantidades
termodinamicas quando passamos de uma fase estavel para outra e, além disso, o
comprimento de correlacao na transicao descontinuas é geralmente finito.

Do ponto de vista termodinamico, a transicao de fase descontinua é acompa-
nhada de uma mudanca descontinua da derivada primeira da energia livre. Por
isso o nome transicao de primeira ordem. Logo, uma transicao de fase de primeira
ordem ird implicar em uma variacao descontinua de algumas quantidades fisicas

como, por exemplo,

oG\ ?! oG\ Y
AV =Vi—Vu = (a—P)T,Ni - (a—P)m ’ (31)

que implica na variagao do volume entre as duas fases, e também em uma des-
continuidade do tipo,

oG\ ! oG\’
AS = S; — S;; = (6_T> — <a_T) : (3.2)

P,N; P,N;

que reflete na diferenca da entropia das duas fases. Como a energia livre de Gibbs
é a mesma para ambas as fases na transicao, a equacao fundamental H = G4+ TS

mostra que a entalpia das duas fases sao diferentes,
AH=H;— H;; =TAS, (3.3)

onde a diferenca da entalpia, AH é chamada de calor latente. Logo, uma transicao
descontinua é caracterizada por apresentar calor latente e uma mudanca no volume

18].
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3.2 Transicoes continuas e os fendomenos criticos

A transicao de fase continua ocorre quando atravessamos um ponto critico.
Neste tipo de transicao duas ou mais fases se tornarao idénticas ao redor do
ponto critico. Além disso, nesta regiao, as correlacoes sao efetivamente infinitas
uma vez que as flutuacoes aparecem em todas as escalas de distancia. Além do
comprimento de correlacao divergir de maneira continua quando nos aproximamos
do ponto critico, vérias outras quantidades termodinamicas divergem da mesma
maneira. Estas quantidades comportam-se como leis de poténcia e apresentam

expoentes caracterisiticos que podem ser representadas da seguinte forma
fle) = AM1 + Be¥ + ...), (3.4)

ondey >0, e = (T'—1T,)/T. e A é chamado de expoente critico. E entao, definimos

o expoente critico de f(€) como

A= lim 2SO (3.5)

e—=0 Ine

Se A < 0, f(e) diverge no ponto critico. Se A > 0, f(€) vai a zero no ponto critico.
Ja no caso onde A = 0, podemos ter varias situacoes diferentes. Por exemplo,
pode ocorrer uma divergéncia logaritmica onde f(e) = Aln |e| + B como, também
a funcdo com a seguinte dependéncia, f(¢) = A+ Be'/2. Esses expoentes criticos
estao relacionados com leis de poténcias de diversas grandezas tais como [19]:

1) Expoente «, relacionando o calor especifico
¢~ e[ (3.6)

onde e = (T —T,)/T..

2) Expoente 3, associado ao parametro de ordem

m ~ ||, (3.7)
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valida para temperaturas abaixo da temperatura critica.

3) Expoente v, relativo a susceptibilidade magnética
X~ el (3.8)
4) Expoente v, relativo ao comportamento do comprimento de correlagao
£~ lel ™. (3.9)

Em contraste com as transi¢oes de fase descontinuas, estes expoentes apresen-
tam um comportamento universal. Isto é, sistemas muito diferentes se comportam
da mesma maneira na regiao proxima a transicao de fase continua. Além disso,
esses expoentes criticos independem de detalhes microscopicos da interacao entre
os atomos ou moléculas. Na verdade, eles se dividem em um pequeno niimero de
classes de universalidade, cada um caracterizado por somente propriedades globais
tais como simetria da hamiltoniana, dimensionalidade do sistema, etc. Aplicando
as teorias de escala podemos relacionar os varios expoentes criticos [20]. Para
isto, supoe-se que na vizinhanca de um ponto critico, a densidade de energia livre
g(T, H) é dada pela soma de uma parte regular (sem muita importancia na regiao
do ponto critico) go(7T, H) e uma parte singular(quantidade relevante no dominio

critico) g5(T', H), ou seja,
g(T H) = go(T,H) + gs(T, H). (3.10)

E mais conveniente escrever a parte singular em termos de variaveis reduzidas que

se anulam na criticalidade, ou seja,

T-T,

t
T

h:

| i

(3.11)

de forma que a equacao 3.10 sera reescrita como

g(T, H) = gO(Tv H) + gs(t7h>‘ (3‘12)
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A hipotese de escala consiste em supor que g é uma funcao homogeénea generali-

zada das suas variaveis,

gs(t.h) = bg,(t" h) (3.13)

que € rescrita em termos de varidveis de escala
gs(t, h) = b gy (b¥"t, b h) (3.14)

onde, b é um parametro arbitrario e y; e y, expoentes criticos. A arbitrariedade

de b permite fazer a escolha bt = 1, e portanto,

gs(t, h) =t @ (L) (3.15)

tyn/ye

onde ® é a funcao de escala. A partir desta equacao podemos encontrar todos
os expoentes termodinamicos. O calor especifico que é definido por 9%g/0t? o

|t|4/%=2 para h =0,
d
a=2—-—, (3.16)
Yt

a magnetizacio espontanea dg/0h oc (—t)(@¥»)/2 também para h = 0
d—yn

p=— (3.17)

e a susceptibilidade 9%g/0h? o |t|(4=2ur)/v  para h = 0,

2y — d
y = (3.18)
Yt
Em particular, para encontrar o expoente § nos temos
g d—=yn/y h
M = = (AR () ol (3.19)

Quando invertemos, para expressar h em funcao de M, nds temos a forma de

escala de Widom. Para que M tenha um limite finito quanto ¢t — 0, ®(z) deve se
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comportar como z%¥~1 quando # — oco. Portanto, quanto t = 0, M oc h¥/v»—1,

ou

Yn
= . 3.20
d—yn ( )

Com isto, podemos encontrar os quatro principais expoentes criticos termodina-
micos («,(,7,0) em termos dos parametros y; e y, e uma das consequencias disto

é que podemos definir relagoes de escala entre eles como, por exemplo
a+20+y=2 a+p(1+0)=2 (3.21)

Para obter os dois expoentes criticos termodinamicos que faltam é necessario
fazer uma analise de escala na funcao de correlacao. Proximo ao ponto critico a

lei de transformagao da funcao de correlacao é definida por,

— —2(d—yn) t tt
G(r,t) =b G(b,b t) (3.22)

e que segue a sua forma de escala

G(r,t)—|t|2(d‘yh)/yf\11< L ) (3.23)

|t’_1/yt

Como ja vimos, para distancias razoavelmente grandes, esperamos que G decaia
com e "/¢, a partir disto, podemos identificar o comprimento de correlacio & o
t|=Y/¥%  ou seja,

V= —. 3.24
" (3.24)

2(d— =
( un) e entdo

Ja para t = 0 nés temos G o< r~
v=d+2— 2y, (3.25)

assim, como os outros expoentes ja citados, estes também podem ser relacionados

por relacoes de escala, tais como

a=2—dv y=v(2-—n). (3.26)
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3.3 Fendmeno da opalescéncia critica

Nesta secao vamos expor um fenomeno importante da fisica dos fenomenos
criticos: fenomeno da opalescéncia critica na transicao gas-liquido. Nas proxi-
midades da temperatura critica 7., os tamanhos das regioes de gés e de liquido
comecam a variar em escalas cada vez maiores até um ponto onde as flutuacoes
da densidade ficam da ordem do comprimento de onda da luz e assim a mesma
¢ espalhada. O que, inicialmente, era transparente fica todo leitoso! quando nos
aproximamos do ponto critico, como podemos ver na figura 3.1. Este fenomeno é
chamado de opalescéncia critica. Se a amostra do fluido for iluminada com luz,
uma luz difusa e brilhante serd observada.

Para compreender este fendomeno observa-se que perto do ponto critico, o coefi-
ciente de compressibilidade é muito grande, e uma variacao infinitamente pequena
na pressao causara enormes flutuagoes na densidade de moléculas, portanto, forte
dispersao da luz. Assim em uma mesma regiao, ocorrem flutuacoes de ambas
as fases de maneira desordenada que podem alcancar proporcoes que vao desde
uma escala da unidade molecular até o tamanho inteiro da amostra, nao havendo
uma escala definida; o sistema é completamente invariante por transformacoes de
escala, tornando a fase tnica e critica.

Para compreendermos o comportamento dessas flutuacoes, temos que compre-
ender a forma com que as fungoes de correlagao, G(r), assumem. A fungao de

correlagao é definida como

G(r) = (60(0)d¢(r)) = (¢(0)e(r)) — (4(0)) (¢(r)), (3.27)

onde < . > representa uma média estatistica de uma quantidade, ¢ é uma fun-

cao qualquer definida na posicao 7 e d¢ as flutuagoes de ¢. As teorias de campo

'H4 muitas variacoes para esta palavra: branco, esbranquicado, leitoso, turvo, creme, etc
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médio prevem que, se T' # T, existe um comprimento caracteristico que deter-
mina a escala de decaimento de G(r) que, para longas distancias, tem o seguinte

comportamento
e —r/€

pd—2+n’

G(r) ~ (3.28)

onde 7 ¢ um dos expoentes criticos e & é o comprimento de correlagao responsavel
por medir o alcance das correlacoes entre as flutuacoes para longas distancias
(r >> ¢£). Dessa forma, particulas situadas a uma distancia r >> ¢ estarao
descorrelacionadas.

Por outro lado, quando nos aproximamos da vizinhanca do ponto critico a
funcao de correlacao apresenta um comportamento caracteristico onde r << ¢ e

entao a funcao de correlacao assume o valor
G(r) ~ e /8, (3.29)

o que permite definir o comprimento de correlagao ou também chamado de escala

natural,

&T)~|T—-T. 7", (3.30)

na vizinhanca de T,, onde v é um expoente critico. E, finalmente, quando estamos

em T' =T, a funcao correlacao obedece a lei de poténcia bastante particular

1
prd—2+n’

G(r) ~ (3.31)

que define o expoente critico n, também chamado de expoente de dimensao ano-
mala. Dizemos neste caso que, no ponto critico, o decaimento se torna algébrico,
o que significa que ha uma auséncia de escala.

Quando T" — T, a correlacao entre dois pontos diverge, vai haver um aumento
nas correlagoes entre as flutuacoes e, por isso, nao importam suas distancias, eles

estarao conectados. As flutuacoes dominam completamente o sistema e todas as
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quantidades termodinamicas dependem somente de &, forcando o sistema como
um todo a ser uma fase tinica. Esta divergéncia no ponto critico estd intimamente
associada com o conceito de invariancia de escala. A invariancia de escala é uma
simetria do sistema critico. Além disso, com esses resultados, podemos ver que
fixando uma escala r, quanto T" — T, temos £ — 0o e entao nos movemos para a
esquerda do diagrama representado pela figura 3.2. Quando 7" = T, a funcao de
correlacao torna-se uma lei de poténcia. Vemos também que longe da transicao a
fungao de correlagao apresenta um decaimento exponencial [22]. Estes resultados
foram introduzido pela primeira vez para explicar o fenomeno da opalecéncia
critica de fluidos simples em uma transicao liquido-gas, propostas por Ornstein e
Zernike, onde eles mostraram que o espalhamento de luz que ocorria na transicao
de fase devido as inomogeneidades do sistema era resultado da divergéencia das

correlagoes [23].
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Figura 3.1: Tlustracdo do fenomeno da opalescéncia critica: As fotos reproduzem uma
mistura de hexano e metanol a uma temperatura acima de 42 graus Ceusius e depois
sendo resfriada. Com o passar do tempo o sistema atravessa o ponto critico e é possivel

verificar o comportamento “leitoso” do sistema [21].
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Figura 3.2: Gréfico do log da funcao de correlacao versus log de r/{. Neste grafico
mostramos o decaimento exponencial caracteristico longe do ponto critico e um com-

portamento de lei de poténcia na vizinhaca da transigao.



Capitulo 4

QUEBRA ESPONTANEA DE
SIMETRIA

Toda vez que fazemos uma transformacao nas equacoes que descrevem algum
sistema fisico, e elas mostrarem-se invariantes frente a estas transformacoes, dize-
mos que ha uma simetria. Ha varias formas de se realizar estas operagoes, porém,
existe um caso particular de simetria (uma invariancia) que chamaremos de sime-
tria escondida ou simetria quebrada. Aqui simetria escondida vai significar que,
quando o sistema se encontra no seu estado fundamental (ou vacuo) ou um estado
qualquer onde a energia livre do sistema é minimizada, o estado nao respeita a
simetria, ou seja, ndo é um invariante sob a simetria [24].

Para exemplificar este fenomeno vamos observar a figura 4.1. Quando o lapis se
encontra inicialmente em pé, o sistema ¢é completamente simétrico, ou seja, todas
as direcoes ao seu redor sao equivalentes. Porém, quando soltamos o lapis, ele
caira em uma determinada direcao e 14 permanecerd, ou seja, o sistema tem uma
direcao e se tornou mais estavel de forma que ele atingiu o seu nivel de menor

energia. A simetria, que era completamente visivel ao problema, desapareceu



com a queda desse 1apis. Neste caso, dizemos que a simetria que existia antes esta
escondida por tras daquele lapis caido.

Mas, se existe uma simetria que nao aparece no estado assumido pelo sistema,
onde esta simetria esta escondida 7 Como veremos a seguir, elas estarao escondi-
das, na linguagem da teoria de campo, em particulas de massa nula chamadas de
Bosons de Nambu-Goldstone ou, na linguagem da matéria condensada, modos de
Goldstone. Ou seja, a resposta a essa pergunta comeca a ser respondida quando

entendemos o teorema de Goldstone.

Figura 4.1: Tlustagdo do fendmeno da quebra espontanea de simetria: O ldpis em

pé é um sistema completamente simétrico. Porém, quando o lapis cai a simetria é

perdida.[25]

Um exemplo bem ilustrativo foi formulado por Heisenberg(1928) onde ele mos-
trou que a hamiltoniana de um ferromagneto é um invariante rotacional. Porém,
quando este material que, inicialmente, tém seus spins orientados aleatoriamente,
como podemos ver na figura 4.2a, é exposto a um campo magnetico externo, os
spins irao se alinhar na direcao do campo magnético. Quando este campo magné-
tico for desligado verifica-se que ainda haverd magnetizagao remanecente, que é
incompativel com a invariancia rotacional, figura 4.2b. Isto, em principio, implica

que mesmo que todas as equagoes que descrevem o sistema fisico sejam invarian-
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Figura 4.2: Ferromagnetos em um estado aleatoriamente orientado(a), e em um estado

ordenado devido a presenca de um campo magnético externo(b).

tes por rotagoes, alguma coisa aconteceu no sistema pois, mesmo na auséncia do
campo magnético externo, que quebraria explicitamente a invariancia rotacional,
o sistema fisico ainda apresenta magnetizacao, ou seja, uma direcao preferida. Em
outras palavras, quando observamos este sistema nao encontramos uma simetria
rotacional mas, por tras disso, existe um sistema que ¢é invariante rotacional.
Toda vez que ocorrer uma quebra de simetria continua havera flutuacoes coleti-
vas com um pequeno nimero de onda ou grandes comprimentos de onda em torno
da direcao da simetria quebrada. O fato desse estado de energia ter uma simetria
quebrada implica que o sistema apresenta certa rigidez, ou seja, uma direcao foi
escolhida, e portanto as flutuagoes coletivas na direcao da simetria apresentarao
baixas frequéncias [26]. Em cristais, a quebra de ordem translacional introduz
uma rigidez a deformagoes por cizalhamento e consequentemente aparecerao fo-
nons de baixa frequéncia. Em magnetos, a quebra de simetria rotacional conduz a
uma rigidez magnética e a apari¢ao de ondas de spin. Em cristais liquidos, a fase
nematica quebra a simetria rotacional e introduz uma rigidez elastica orientacio-

nal e, consequentemente, flutuacoes cooperativas da orientacao molecular irao se
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comportam como ondas rotacionais como ilustramos na figura 4.3

ﬂ o0 0/
X QOQO

g \
\Qx%\g\

Figura 4.3: Cristais liquidos nemaéticos e suas ondas rotacionais de baixa frequéncia.

Goldstone(1961) previu o fendomeno e no ano seguinte Goldstone, Salam e
Weinberg(1962) provaram este teorema. O teorema diz que toda vez que uma
simetria global continua é espontaneamente quebrada, aparecem excitacoes cole-
tivas de massa nula(Modos de Goldstone). Ou em outras palavras, toda vez que
existir um estado fundamental que nao tem as mesma simetria das equacoes de
movimento, hamiltonianas, lagrangeanas e etc, vao aparecer equagoes de campo

livres.

Figura 4.4: Forma do potencial do tipo “chapéu mexicano” que descreve um sistema

com quebra de simetria continua.

A figura 4.4 ilustra esta idéia de uma outra forma. Temos um potencial onde
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o eixo vertical representa a energia potencial do sistema e os eixos horizontais
tém duas variaveis dinamicas a serem determinadas posteriormente. Como vemos
na figura, o minimo esta na regiao mais baixa em um dos pontos que percor-
rem esta regiao deste potencial que é comumente chamando de chapéu mexicano.
Além disso, podemos escolher qualquer ponto nesta regiao de minimo uma vez
que todos eles sao equivalentes ou, em outras palavras, esta regiao os minimos sao
degenerados. Uma vez escolhido um ponto neste minimo do potencial, podemos
tentar nos mover radialmente neste potencial mas, percebemos que deveremos
aumentar a energia para que possamos nos mover. Porém, se o movimento for
no sentido tangencial a estee circulo, é possivel realizar o movimento sem ne-
nhum gasto energético adicional. Na teoria quantica de campos, quando temos
excitacoes que requerem um aumento de energia potencial, implicard que essas
excitagoes exigirao o acréscimo de uma massa. Ou seja, precisamos de uma certa
energia para a producao delas. Porém, quanto temos excitacoes das variaveis dina-

micas que nao requerem um aumento de energia potencial, nao teremos aumento

=////

zero wave number, zero energy cost

de massa do sistema.

small wave number, small energy cost

Figura 4.5: Ferromagneto com nimero de onda igual a zero e custo energetico nulo (a)

e ferromagneto com nimero de onda muito pequeno e pequeno custo energético(b)
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Um exemplo de como os bosons de Nambu-Goldstone aparecem é verificado
na figura 4.5a, onde a simetria de um material ferromagnético é a de rotagao.
Fazemos, entao, uma rotagao em cada um dos spins de maneira igual. Dessa
forma, o custo energetico para mover o sistema como um todo ¢é nulo. No pro-
ximo exemplo, figura 4.5b, fazemos pequenas rotacoes de tal forma que a cada
vizinho aumentamos um pouco mais a rotacao, ou seja, variacoes locais de rota-
¢ao. Isto forma o que chamamos de ondas de spin, que pode se propagar por todo
o material ferromagnético. O niimero de onda dessa onda de spin é muito pequeno
de tal forma que requer uma pequena quantidade de energia para se propagar e
produzir flutuacoes de comprimento de ondas muito grandes. Se todos os angulos
dos spins fossem iguais, no limite em que o nimero de onda vai a zero (k — 0),
e portanto o comprimento de onda dessa onda de spin vai ao infinito (A — o0),
teremos uma situacao onde a energia necessaria para propagar esse tipo de onda
vai a zero. Consequentemente, a probabilidade dessas flutuacoes surgirem espon-
taneamente vai ao infinito quando o comprimento de onda ¢é infinitamente longo e
2

normalmente, espera-se que medidas de flutuacao < |S(k)|* > comporte-se como

B<|SK)* >=—73 (4.1)

quando £ — 0 . Aqui, R é uma constante positiva e My uma constante de nor-
malizagdo. < |S(k)|> > é conhecida como a transformada de Fourier da fungao
de correlacao e, portanto, espera-se um comportamento infinitamente de longo
alcance. Essas ondas de spins com comprimento de onda tendendo ao infinito
sao boson de Nambu-Goldstone. Assim, estamos recuperando a invariancia rota-
cional na forma de uma onda de spins de comprimento de onda infinito com um
custo zero de energia. Ou seja, isto é o mesmo que fazer uma transformacao de
simetria rotacional sem custo de energia. Portanto, conseguimos mostrar que os

bosons de Nambu-Goldstone nao massivos é o lugar onde a simetria rotacional é
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escondida. Notemos que, na fase de simetria quebrada, as correlacoes mostradas
nao dependem de nenhuma escala de comprimento, portanto, o sistema é livre

para assumir qualquer escala.

4.1 Quebra espontanea de simetria

4.1.1 Quebra de simetria discreta

Vamos agora formalizar o que descrevemos acima, até agora [27, 28], em parti-
cular, sobre quebras espontaneas de simetria globais. Um caso mais simples ocorre
quando estudamos um campo escalar ¢ de apenas uma componente descrito por

uma densidade lagrangeana
1 Loy 1oy

onde A > 0 é necessario para que a energia seja minima. Além disso, a densidade

hamiltoniana fica representada por
1 2 1 2
H = 5(09)" + 5(Vo)" + U(9) (4.3)

onde
1 1
U(9) = —gn*¢” + 7 \*" (4.4)

Queremos encontrar um campo constante que minimiza o campo U(¢), logo que-

remos que

W g =0 (45)
[§

CC% = —u? +3)%¢* > 0. (4.6)

A partir dessas condi¢oes podemos identificar dois casos qualitativamente diferen-

tes e basicamente, dependerao do sinal do coeficiente ;2. Como podemos ver na



figura (4.6), o potencial para pu* > 0 estd representado na figura (4.6b) e, para
p? < 0 estéd representado na figura (4.6a). Para o caso (b), com p? > 0, temos o

caso usual onde o valor esperado do campo no vacuo
¢, = 0. (4.7)

Por outro lado,no caso (a), quando pu? < 0, podemos observar que o campo

¢ = 0 nao ¢ um minimo para estas condi¢oes, sendo, na verdade, atingido quando
¢y = i% (4.8)

que ira corresponder ao valor esperado do campo em um vacuo duplamente dege-
nerado. Vemos aqui que o valor esperado no vacuo possui dois valores diferentes,

conectados pela transformagao ¢ — —¢, como visto no figura 4.6a.

U@
6L

U
20
au? <0 b) u? >0

15

IS

10

w

05

-2 -1 1 2

Figura 4.6: Potencial U(¢) para diferentes sinais de 2.

Quando o sistema escolhe um dos vacuos, a simetria ¢ — —¢ é espontane-
amente quebrada. Dizemos, neste caso que houve uma quebra espontanea de
simetria discreta. A diferenga entre as duas situagoes ilustradas em 4.6a e 4.6b
representam uma transicao de fase onde p? é o parametro de variacao de um pa-
rametro de ordem. Para compreender este conceito de simetria quebrada, vamos

escolher um dos vacuos, por exemplo, o valor

_ M
o =+ (4.9)
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e passar para um campo 7(z) que sao flutuagdes em torno do vécuo e que satisfaz

a transformacao
n(x) = é(x) — d, (4.10)
de tal forma que, no final,

Substituindo a equacao (4.10) na equacao (4.2) nosso potencial em termos de 7

fica
442 4
A 3 2 2 M
Un) = —n°A - — 4.12
() == = A+ — g (4.12)
que conduz a lagrangeana em termos de 7
1 Azt
L= -0" — =0 — 4.1
50" N0 — I = A+ T s (4.13)

que, como podemos observar, nao apresenta explicitamente uma simetria de refle-
x2a0; existe um termo 7° que quebra a simetria de paridade. Na verdade, a simetria
esta escondida na lagrangeana, ou seja, o vacuo nao compartilha a simetria da la-
grangeana. Com isso ¢ interessante que facamos um estudo mais detalhado nesta

regiao de simetria quebrada.

4.1.2 Quebra de simetria continua

O problema comeca a se tornar mais interessante ou, na verdade, mais im-
portante, quando a simetria que é espontaneamente quebrada é tomada como
continua. Para ilustrarmos este fenomeno, vamos consideram uma densidade la-

grangeana que descreve a interacao entre dois campos, ¢ e ¢o, da seguinte forma
Lo Lo Lo o NERSCIICILY
L = 5(0"61)(0ut1) + 5(0"62)(Oud2) — G17(d1 + ¢3) — 7 A°(1 + ¢3)". (4.14)
Como uma lagrangeana ¢ definida como

L=T-U (4.15)
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o potencial neste caso corresponde a

U(61,62) = = 5p2(6% + ) + 26 + 63 (1.16)
Se tomarmos esta lagrangeana invariante frente as transformacoes de um grupo
de simetria de rotacao no plano que contém ¢; e ¢, dada pelas transformacoes
(b; cosa  —sinao 01
by sina 4+ cosa 103

podemos encontrar o valor do vacuo de tal forma que satisfaga os seguintes mini-

mos
dUu dU
o, = 0@l =@l =0 T =6 [(9 + N -] =0 (417)

Como no caso discreto nés podemos identificar dois casos. Quando p? > 0 o

minimo ocorre em

¢y =0 (4.18)

e dizemos entao que o estado fundamental é simétrico, como podemos observar
na figura 4.7a. J4 no caso de p* < 0 o minimo ocorre em um plano de ¢ que
satisfaz a condigao

2 2 7#‘_27 2
¢1U+¢2U—/\2—a- (4.19)

Todos os pontos da circunferéncia de raio a encontram-se no estado de vacuo.
Logo, nesta regiao, encontramos infinitos vacuos degenerados.
Como todos os pontos desta circunferéncia sao equivalentes, faremos a expan-

sao em torno do vacuo particular escolhendo os pontos em

b1, =5  ¢2,=0 (4.20)

e, como anteriomente, introduziremos novos campos, 1 e p que serao flutuacoes

ao redor deste vacuo.

n(e) =¢1—¢1,  plx) =2 (4.21)
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Figura 4.7: Potencial U(¢1, ¢2) para diferentes sinais de p?.

Substituindo no potencial 4.16, chegamos a seguinte expressao em termos das
novas variaveis

4 4 2.2

4
+ o (—nf = np?) + N2 (”Z + 77; + %) (4.22)

_ 2,2 *
Ulnp) =m'1" — 133

e portanto chegando a lagrangeana

L= 3@ - | + 5@ 00

4 2 2 4 4
3 2 2 (7] np P e
- L - L 4.2
+u (n® +np?) — A <4+ 5 +4>+4A2 (4.23)

Aqui verificamos duas propriedades: a primeira é que o primeiro termo da equa-
cao corresponde a equacao de Klein-Gordon para uma particula massiva. Ja o
segundo termo da equacao mostra uma auséncia do termo quadratico em p, ou
em outras palavras, que o termo de massa esta ausente e ele representa uma equa-
cao de campo livre. Isto nao é um acidente. Este é um resultado do Teorema de
Goldstone que prevé que no fenomenos de quebra espontanea de simetria em cam-
pos de simetria globalmente continuas sao sempre acompanhadas pela aparicao

de uma ou mais particulas sem massa, ou bosons de Nambu-Goldstone.
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4.2 Flutuacoes em torno do vacuo

Um estudo importante é tratar das contribuicoes das flutuacoes para a lagran-
geana com quebra de simetria continua [29, 30|. Para isto, continuamos com o
exemplo do potencial chapéu mexicano. Vamos considerar que as flutuagoes se-
jam pequenas e, portanto, podemos considerar somente termos de até segunda
ordem em 7 que vao nos levar a uma aproximagao gaussiana e consequentemente
nos possibilitando ao calculo das funcoes de correlacao. Como podemos perceber,
o termo de flutuacao em 7, em direcao radial, apresenta o mesmo resultado da
flutuacao em uma componente. Neste caso a funcao de particao da equacao de

Klein-Gordon para as flutuacoes fica

Z[n) = /D[n] exp{—%/ddm {aa—; —/f} 77} (4.24)

onde d representa a dimensao espacial de x e D representa a soma sobre todas as

configuracoes do sistema. Usando as transformadas de Fourier
— Zn(k)em n(k) = %/ddmn(x)e_ikx (4.25)
k
obtemos,
/D exp{——/dden k' [8:1:2_ }Zn ’m} (4.26)
e, apos alguns célculos, encontramos
~ [ Dirlexs {—% (4 = ] o mkmh) [ e“'““f’”d%} (427
Kook
Utilizando das propriedades integrais da delta de Dirac
/77(1{:’)5(1{: — Kdk' = n(k) (4.28)

e, aplicando a propriedade de que n(—k) = n(k)* onde k' = —k, temos

~ [ Dlijes {% 82+ 12 525 0 (k) (k k’)} . (429)

Kk
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Logo
20l = [ Dl TLesw {3 12+ iy}

onde a funcao de correlagao no espaco de Fourier ficara definida como

1

Gy(k) = (n(k)n(k)™) = EEE (4.30)

ou, no espaco das posicoes em d = 3,

ddk, efik:v 1 6*1/50
. 4.31
G() / 2m) k2 +p?2 4w x (431)

onde & = (1/p)Y? e (x/&) >> 1. Estes resultados ficam muito mais claros
quando pensamos em fenomenos criticos. O comportamento exponencial decres-
cente de G, (x) com a distancia = é uma caracteristica de flutuagoes usuais (nao
criticas), ou seja, flutuagoes longe do ponto critico. Quando p — 0 temos & = oo
que ¢é equivalente a teoria de Landau quando &, é uma quantidade que depende

da temperatura e que vai de um valor finito para um valor infinito, ou seja,
11
CAdnx

G, (x) (4.32)

e assim o comportamento de G, () muda de uma exponencial decrecente para lei
de poténcia. Isto é a indicacao do surgimento das flutuagoes criticas. A funcao
G,(x) na forma encontrada é analogo ao resultado encontrado pela teoria da
opalescéncia critica por Orstein e Zernicke.

Porém, as flutuagoes em p, ou seja, as flutuacoes transversais, a diferenca é
nitida, uma vez que nao h4 termo proporcional a p?p?. Este é o caso onde temos as

integrais chamadas gaussianas onde as flutuacoes sao descritas por campos livres.

Zlp) = / D[p] exp{—% / d'zp [;—;} p} (4.33)

onde fazemos uma substituicao dos campos por fungoes transformadas de Fourier

pla) = SR (k) = [ dzpla)e (434)

Assim, temos
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ou seja,

- / Dl[p] exp {—% / d’x zk: p(K e {aa_;} zkj p(k)e“m} . (4.35)
Apo6s alguns calculos simples encontramos
— / Dlp] exp { Z Z p(k)p / itk gy, } (4.36)
Novamente, utilizando das propriedades integrais da delta de Dirac
/ ()5 — Kl = p(k) (4.37)

e aplicando a propriedade de que p(—k) = p(k)* onde k' = —k, temos agora

/ Dl exp { 5 3 kool - k’)} , (4.38)
que pode ser expressa como
k2
~ [ DA Tes {5 ot} (4.39)
k
onde a fun¢ao de correlagao no espaco de Fourier é definida como
Gp(k) = (p(k)p(k)") = -5 (4.40)

ou, no espaco das posicoes em d = 3

d?k etk 11
G,(k) = / TR (4.41)

Aqui nos deparamos com o fato de que G, ¢ singular quando k£ — 0 para todo va-
lor de ;2 < 0, ou seja, para toda a fase de simetria quebrada e nao apenas em um
ponto. Além disso, com respeito ao comportamento a longas distancias, na fase
de simetria quebrada, somente os modos em p sao termodinamicamente relevan-

tes. Na fisica dos fenomenos criticos, a componente em 7 embora crucial quando

48



estamos proximos ao ponto critico, nao é uma variavel termodinamica na fase or-
denada [31]. Logo, as correlagoes tendem ao infinito quando k& — 0, e, portanto,
os modos em 7(0) sempre aparecem nos estados quebrados espontaneamente, ou
seja, as correlacoes transversais apresentam intervalo infinito £, = (1/ p)? = oo,
que também é chamada de comportamento de longo alcance.

Em teoria quantica de campos o resultado que mostramos é consequéncia de
fenomenos de quebra espontanea de simetria onde surgem campos sem massa,
também conhecidos como Bosons de Goldstone (no nosso caso, modos de Golds-
tone). Essas flutuagoes sem massa ocorrem em sistemas onde a hamiltoniana
efetiva possui uma simetria continua global no espaco das componentes do para-
metro de ordem. Nota-se uma diferenca marcante com relacao as flutuacoes de
Goldstone em 7, onde as flutuagoes criticas sem massa aparecem apenas quando

i — 0, isto é, quando T" — T..

4.3 Aplicacao: Quebra de simetria continua no
ferromagnetismo

Para compreendermos os resultados que acabamos de encontrar vamos aplica-
los aos fenomenos de transi¢oes de fase[32, 33| e encontrar o comportamento das
flutuacoes de algum observavel termodinamico que, no nosso caso, sera a suscepti-
bilidade magnética. A justificativa é simples: A susceptibilidade esta relacionada
com a funcgao de correlacao e esta, por sua vez, mede o comportamento das flu-
tuacoes.

Como vimos, em capitulos anteriores, uma importante propriedade das tran-
sicoes continuas é a divergéncia na temperatura critica T, da escala de compri-

mento do sistema, tornando o sistema com uma unica fase. Por isso, espera-se
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que o sistema apresente uma invariancia de escala. Além disso, estes fenomenos
sao acompanhadas pela divergéncia do tamanho das flutuagoes térmicas. Como
consequeéncia, muitos observaveis termodinamicos tem, préximos a temperatura
critica, um comportamento de lei de poténcia na diferenga da temperatura, ou
seja, comporta-se como

T — T, (4.42)

onde p é um expoente critico que esta associado ao observavel. Com isto, preci-
samos separar, as variaveis de flutuagao térmicas préximas ao ponto critico que

possam ser escritas como um campo N-dimensional

¢(x) = (91(x), ..., on (%)) (4.43)

onde este campo sera definido como a generalizagao do parametro de ordem de-
pendente do espaco. A energia desse campo serd definida por uma hamiltoniana

H = H[¢(x)] e o valor esperado térmico do campo é definido por
d(x) =< ¢(x) > (4.44)

de tal forma que ele assume um valor diferente de zero abaixo da temperatura de
transicao, e um valor nulo acima da temperatura da transi¢ao. O estado de tempe-
ratura mais alta, onde o valor esperado é nulo, é chamado de estado desordenado.
Para baixas temperaturas, onde o valor esperado é nao nulo, o estado é chamado
de ordenado. Para compreendermos em detalhe os resultados que encontramos
na secao acima usaremos a transicao ferromagnética, que é um modelo ja padro-
nizado na literatura para estudar os fenomenos de transicao. Nesta transicao,
uma fase paramagnética em altas temperaturas, transforma-se, na temperatura
de Curie T,, em uma fase ferromagnética ordenada.

Materiais ferromagnéticos, como o Fe, Co e Ni, possuem momentos de dipolo

magnéticos que tenderao a se alinhar paralelamente uns aos outros a fim de mi-
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nimizar a energia de troca dos elétrons. Assim, os momentos magnéticos locais

podem ser descritos por um campo de trés componentes (d=3)

$(x) = (91(x), $a(x), ¢3(x)). (4.45)

Quanto estamos a temperatura zero, o alinhamento ira forcar o sistema a se
tornar globalmente ordenado. Assim o valor esperado térmico do campo é nao
nulo e o sistema exibird uma magnetizagao espontanea ¢(x) = ni(x) que servira
como o parametro de ordem. Além disso, 7(x) é um vetor que pode apontar para
qualquer dire¢ao no espago tridimensional, ou seja, a direcao é completamente
arbitraria, sua direcao dependera de fatores externos como um campo externo ou
tratamentos de superficies da amostra estudada.

Quando a temperatura é aumentada, a magnetizacao espontanea comeca a
diminuir devido aos efeitos de desordem das flutuacoes térmicas. Quando ele se
aproxima da temperatura de Curie 7,, a magnetizagao espontanea tendera a zero

continuamente de acordo com a lei de poténcia
m| = T — 7.J° (4.46)

e acima da temperatura de Curie ele é identicamente zero e o sistema esta na sua
fase desordenada. Do ponto de vista da simetria, a existéncia de uma magneti-
zagao espontanea baixo de T, é resultado de uma quebra espontanea de simetria
rotacional.

Os experimentos de medidas de espalhamento de luz sao uteis para medir
do comportamento das flutuacoes. Nestes casos, o espalhamento é causado pela
densidade de magnetizacao onde podemos utilizar a hamiltoniana de Ginzburg
Landau para medir estas intensidades.

Em um sistema ferromagnetico, a probabilidade de se encontrar uma configu-
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racao particular, na vizinhanca de um ponto critico, é dado por

K t2
Plm(x)] o< exp {—ﬁ / d'x {g(Vm)Q + §m2 + um®* — h.m” (4.47)
onde 5 = 1/KgT, Kp é a constante de Boltzmann, T  a temperatura e 11 é o vetor
magnetizacao, e t, u e K sao coeficientes de Landau onde, em particular, u = 0 e
u > 0 serao necessarios para estudar o ponto critico. Neste sistema de magnetos,

deverd existir uma configuragao mais provavel ao longo da qual os magnetos irao

se alinhar e, portanto, é conveniente definir a magnetizacao como
r?z(x) = me; (448)

onde ¢; ¢ um vetor unitario, e [ representara a direcao longitudinal do ordenamento
do sistema e m é a magnitude de orientacao. Com isto, a configuracao mais

provavel é encontrada quando minimizamos a energia livre do ponto de sela

ov

— =1 2um?) = 4.4
el m(t +2um”) =0 (4.49)

e que nos leva as seguintes solucoes

0 set>0

S
I

_$\1/2
(ﬁ) set <0

Na pratica, o que realmente queremos, é estudar o comportamento das flu-
tuacoes ao redor da configuragao de equilibrio. Podemos fazer isto escrevendo a

magnetizagao como
m(x) = (M + du(x)ér+ Y 67 (x)éa (4.50)
a=2

onde ¢; e é, formam a fase ortonormal de um conjunto de n vetores e ¢; e
¢, referem-se as flutuagoes longitudinais e transversais, respectivamente. Dessa
forma podemos escrever a hamiltoniana S H como funcao de parametros de flutu-

acao. Como me; é um minimo, nao havera termos lineares na expansao de fH em

52



termos de ¢. Com isto iremos expandir as contribuicoes de cada fator da energia

livre até a ordem quadréatica, ou seja

(Vin)? = (Vo2 + > _(Vey)?
a=2
(m)> = m®+2me + ¢ + ¢}
(m)* = m*+4mie, + 6m>¢; + 2m>e? (4.51)

onde, por conveniéncia, foi trocada a notacao que representa a média< a > pela

representacao a. A expansao de SH sera dada por

t K 2
fH=—-InP =V (57712 + um4> + /ddx {E(ngly + %(t + 12um?)
K 2
+ /ddx [?(V¢?)2 - %(t - 4um2)} (4.52)
onde os comprimentos de correlagao inversa sao
572_t+12um2_32\11 ) % set20
1= = 52
K 0 1, ’%t set <0
e
£72_75+41,Lm?_82111 ) & set=0
t o 2
K 007 1, 0 set<0

Como vemos no resultado acima, para t > 0 nao ha nenhuma diferenga entre
as componentes transversais e longitudinais. Mas, para o sistema ordenado, onde
t < 0 nao havera forcas de restauracao para as flutuacoes transversais. Isto
corresponde aos modos de Goldstone e ocorre devido a simetria rotacional da fase
ordenada.

Para compreendermos as implicacoes desses resultados devemos calcular as
funcoes de correlacao transversais e longitudidais. Para isso, devemos levar uma

aproximacao harmonica de SH onde se produz uma soma de hamiltonianas de
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diferentes componentes de flutuagoes ¢; e ¢f* onde estas quantidades sao indepen-

dentes de cada uma, ou seja,
<HE>=0 <Gl >=0 (4.53)

para v # a. Para determinar as fungoes de correlagao transversais e longitudinais,

devemos expressar a energia livre em termos dos modos de Fourier, ou seja
1 )
O(x) = — o(q)e'd™. 4.54
(x) N zq: () (4.54)

Assim, a probabilidade de encontrarmos as flutuacoes em uma configuracao par-

ticular é dada por

K _ K _
Plonot) x [Lexp |~ 5+ 6 00nal| oo | =5 @+ 6 00nal?| (459
q,x
Utilizando o fato de que P = exp|—fH], nés podemos agora identificar a energia
do sistema. Como estamos no equilibrio termodinamico e T # 0 qualquer sistema
sofre flutuagoes da energia da ordem de 1/2(kgT) por cada grau de liberdade.

Assim podemos utilizar o principio da equiparticao da energia para mostrar que

a funcao de correlagao longitudinal comporta-se como

kgT
Gi(q) =< |o(@)]? >= ———=~ (4.56)
K(¢* + & 2)
e a funcao de correlacao transversal
kgT
Gi(q) =< Pr= ————— 457

Aqui, o mesmo estudo sera feito com os resultados obtidos com o comprimento
de correlagao. Para T" > 0 as fungoes de correlacao transversais e longitudinais
apresentam o mesmo comportamento. Porém, para 7' < 0, como o comprimento
de correlacao transversal é zero, a funcao de correlacao transversal apresenta um

comportamento caracteristico

kT

<|ou(q))? >= K

(4.58)

54



onde no caso particular quando ¢ — 0 temos um polo e este polo é um modo
de Goldstone. Como vimos, quando o sistema quebra a simetria ele escolhe um
vacuo. Isso ird corresponder a um sistema de magnetos que poderao somente
apresentar flutuacoes coletivas de comprimentos de onda extremamente longos
ou numeros de onda extremamente pequenos para que o custo energético seja
nulo. Com isto, como podemos ver pela equagao, para todo T < 0, quando
g — 0 temos um sistema infinitamente correlacionado na fase toda uma vez que
a equacao 4.58 obedece uma lei de poténcia e como tal é susceptivel a invariancia
de escala, fenomeno este que era de nosso conhecimento apenas em um ponto
critico, mas agora ele é definido na fase toda. Além disso, podemos calcular a
parte longitudinal e transversal da funcao de correlacao no espacgo das posigoes.
Préximo ao ponto critico, o comprimento de correlagao longitudinal comporta-

se como
% set >0
a=1 %

VK
de forma que as singularidades podem ser escritas como &y ~ &|t|™” onde t =

set <0

T —T.| e v+ = 1/2 6 um expoente critico universal e & = 1/v/K. O comprimento
de correlacao transversal é igual ao longitudinal para t > 0 porém ¢ infinita para
todo t < 0. Ainda para t < 0, na criticalidade, sabemos que a correlacao decai
como 1/x%72,

Podemos integrar a fungao de correlagao e encontrar a susceptibilidade de bulk.

A divergéncia da susceptibilidade longitudinal é obtida da forma
& gdy
X1 X /ddel(x) x / —= x &~ Ast! (4.59)
0 T

onde d = 3 e o comportamento critico é encontrado. Ja para T < 0 nao havera

um limite superior para as correlagoes transversais. Isto ¢,

4G (x) Cd g (4.60)
Xt X XtXKoxd_QOC .

55



a susceptibilidade pode ser relacionada ao tamanho do sistema.

Portanto, vimos neste capitulo uma aplicacao direta do fendmeno de quebra
espontanea de simetria e as suas implicacoes. Como podemos observar, na fase de
simetria quebrada a teoria prevé que a correlacao é uma funcao com decaimento
algébrico, ou seja, uma lei de poténcia que nao contém nenhuma escala de com-
primento; isto implica que as propriedades de larga escala do sistema sao livres
para qualquer tamanho no comprimento de escala. Esta é a chamada propriedade
critica. As propriedades criticas sao independentes da natureza microscopica do
sistema. Eles sao propriedades universais e independentes da estrutura de rede
ou composicoes atomicas. A diferenca aqui é que este comportamento nao é re-
sultado de um comportamento no ponto critico, e nem em suas vizinhangas, mas

acontece em toda a fase. Esta é a conclusao importante de nosso tratamento.
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Capitulo 5

GRUPO DE
RENORMALIZACAO
GAUSSIANO

Na linguagem do grupo de renormalizacao o estado fisico de um sistema, em
uma determinada temperatura, pode ser representada por um ponto em um espago
arbitrario de parametros que definem este dado sistema. Isto pode ser represen-

tado por um vetor p definido como
I’L:{Tvuﬂ}vhv"'aKna"'} (51)

onde os coeficientes r, u, v, h e K, sao parametros que definem as equacoes que
descrevem um determinado estado fisico. Quando aplicamos transformacoes do
grupo de renormalizagao, também chamado de fluxos do grupo de renormalizacao,

é possivel mapear o ponto g em um outro ponto 4, no espaco dos parametros

Iu’:{rl,u’,v’,h/,"' »K;w"'} (5'2)



de tal forma que o mapeamento satisfaz a relacao

p = Ry (5.3)

onde b > 1 é o fator de reescala espacial, responsavel por reduzir o nimero de
graus de liberdade do sistema integrando as flutuagoes do sistema com compri-
mento de onda A que estao no intervalo a < A < ba. Como o comportamento
critico é dominado por flutuagoes que apresentam invariancia de escala na regiao
definida pelo comprimento de correlacao, Kadanoff sugeriu um procedimento para
eliminar gradualmente graus de liberdade correlacionados em escalas de compri-
mendo r << £ até torna-las simples e descorrelacionadas. Sob as transformacoes,
teremos processos de reescala espaciais onde 2’ = /b e consequentemente, o com-
primento de correlagdo também ¢é reescalonado como & = £/b. A estratégia do
calculo consiste na iteracao de R, por muitas vezes e analizar as consequéncias
disto. Uma das propriedades das transformagoes do grupo de renormalizacao sao
as transitividades

Ry, Ry, = R, (5.4)

Ou seja, transformagoes sucessivas com os fatores de reescala by e by deverao ter
o mesmo efeito de uma transformacao com um fator de reescala b; x by. Esta
propriedade é importante e sera utilizada mais a frente.

Da mesma forma, podemos representar o mapeamento operacional no espaco

dos parametros de uma hamiltoniana,
H,.1 = R,H,, (5.5)

onde cada hamiltoniana depende somente do resultado precedente ao calculo ite-
rativo. Em particular, podemos ter sucessivas hamiltonianas que serao sempre

iguais no processo iterativo. Quando isto acontece dizemos que alcangamos um
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ponto fixo, portanto,

Hy1 = RyH, = H, = H". (5.6)

O resultado da iteracao e consequentemente, o mapeamento do espaco dos pa-
rametros, podem levar o sistema a regioes de pontos fixos onde a reescala do
comprimento de correlagdo torna-se ¢ = £'/b. H& vérios tipos de pontos fixos:
os atrativos, os repulsivos e aqueles que sao resultado da mistura de pontos fixos

como podemos observar na figura 5.1.

TN

R

. C

V2

Figura 5.1: Tipos de pontos fixos: A: atrativo, B: repulsivo e C: misturado.

Em particular, quando a renormalizacao alcanca um ponto fixo, temos a situ-

acao onde
po=p=p, (5.7)
e dessa forma nds podemos linearizar as transformagoes ao redor deste ponto fixo

considerando que eles sejam variagoes infinitesimais, ou seja,

po= p o, (5.8)

poo= o, (5.9)
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Fazemos agora uma expansao de Taylor nas tranformacoes ao redor do ponto fixo.
Assim,

51 = Ay()op (5.10)

onde a matriz A,(p*) é dada por

; dR
Ap(p*) = [d—b] . (5.11)
,L[/ *
“w
Além disso, a matriz deverd satisfazer uma equacao do tipo

onde X; sao os autovetores e \; os autovalores da matriz A,(u*). Transformagoes
sucessivas com os fatores de escala by e by, devem se comportar de forma equivalente

as transfomacoes b; x by. Esta propriedade foi observada acima e implica em

Ab1 (M*)Abz (:LL*) = Ab1b2 (M*)a (513)

e dessa maneira, quando o sistema esta se movendo infinitesimalmente proximo
ao ponto fixo, a trajetéria é especificada completamente pelos autovetores e auto-
valores de A, e isto permitira calcular os expoentes criticos e estabelecer relacoes
entre eles. Como primeiro passo para se chegar a estes resultados é importante

mostrar que os autovalores devem satisfazer a seguinte equacao:

Ai(b1)Ai(b2) = Ni(bybo). (5.14)
Se aplicarmos a equacao de autovalores, nés temos

Apip, Xi = Aib1b2) X5, (5.15)

para a transformacao com parametro de escala b = biby. E se, a transformacao
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for primeiro b = by e depois b = by, obtemos

Ay, [Ap,Xi] = Ay, [Xi(b2)X0] (5.16)
= Ni(ba) Ay, X5, (5.17)
— i) Ni(b)) X (5.18)

E dessa forma, os autovalores da matriz de transformacao devem tomar a seguinte

forma

Ai(b) = b, (5.19)

onde y; é conhecido como indice critico. Qualquer desvio da hamiltoniana do
valor do ponto fixo pode ser expandido em termos de autovetores X; de A,(u*),
ou seja,

o= g%, (5.20)

para pequenos valores de |du| = | — p*|. Em outras palavras X; sdo os vetores
base para deslocamentos infinitesimais no espaco dos parametros e os coeficientes
g;, também chamados de campos de escala, sao as componentes do vetor du. Para
avaliar o efeito das tranformacoes do grupo de renormalizagao, devemos expandir

também
o = giX, (5.21)
e, quando operamos as tranformacoes doZ grupo de renormaliza¢ao temos,
o = ) RgX (5.22)
= iginXi, (5.23)
= igi)\iXi, (5.24)

= ) gt X, (5.25)
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Logo, temos o comportamento do campos de escala sob tranformagoes do grupo
de renormalizacao:
gi = byg. (5.26)

Distinguimos trés casos:

y; > 0: g; aumentara sob as transformacoes da renormalizacao e o sistema ira se

mover para fora do ponto fixo. Dizemos que g; é uma variavel relevante.

y; < 0: g; diminuird sob as transformacoes da renormalizacao e o sistema ird se

mover em dire¢ao ao ponto fixo. Dizemos que g; ¢ uma variavel irrelevante.

y; = 0: g; ¢ uma variavel marginal. Implica que em ordem linear o campo corres-

pondente sao muda o fluxo do grupo de renormalizacao.

Com isso, como a fungao de particao se mantém invariante sob renormalizacao,
ou seja

Z(H')=Z(H), (5.27)
, a energia livre F' também serd invariante. Dessa forma, expressamos a invariancia

da energia livre como

f(Hd%' = f(H)dx (5.28)
FHN d = f(H)d", (5.29)

entao,
F(H) = b~ f(H), (5.30)

Ao invés de trabalhar com as hamiltonianas, nés podemos trabalhar de maneira
equivalente com o conjunto de constantes de acoplamentos p e p’' que paramete-

rizam as hamiltonianas e escrever

Fl) =b"F (i), (5.31)
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de forma que, perto do ponto fixo, temos,

g1, 91,1, .) = b (b g1, %o, % g3, . . ). (5.32)

Isto funciona para valores arbitrarios de fator de escala espacial b, apos repetidas

iteracoes da renormalizacao. Esta é a defini¢cao da fungao homogenea generalizada.

5.1 Hamiltoniana Critica Gaussiana

Vamos analisar agora as condicoes de criticalidade das integrais gaussianas.
Nosso ponto de partida é uma funcao de particao com perturbacao até ¢* onde
inicialmente é necessario uma andlise dimensional [34, 35]. Para isto, vamos co-

mecar definindo a fungao de particao na forma funcional

2l = [ Dloje ™ (5.3
onde
1 1
L= /ddr {;y(Vn)z + atn?® + 5b774 +...= hn} ) (5.34)
Além disso, é conveniente fazer uma re-escala do parametro de ordem 7 de tal

forma que o termo de (Vn)? seja 1/2. Com isto temos os seguintes parametros

o= (By)"*n — (5.35)

Assim, podemos identificar a hamiltoniana efetiva

H¢l¢] = BL = /ddr {%(ng)2 + %T¢2 + iu¢4 +...— hgb} (5.36)

onde é necessario identificar as dimensoes de todos os parametros que compoem
a hamiltoniana efetiva uma vez que estas quantidades sao argumentos de uma
exponencial e, portanto, nao devem apresentar nenhum tipo de dependéncia di-

mensional. Assim, como H,.; ¢ adimensional entao

[Hep] =1 (5.37)
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onde estaremos usando a notagao |[...] para representar a dimensao da quantidade
em questao. Dessa forma, somos capazes de encontrar as dimensoes de varios

parametros. A dimensao de ¢ pode ser calculada se fizermos

{ / ddx(w)?] —1=01" 12 ¢ =1 (5.38)

portanto

2—d

¢ =172 (5.39)
onde [ tem dimensao de comprimento. Da mesma forma, podemos encontrar a

dimensdes de [r], [u] e [h],

Jewe]-[fom] - [fead -+

e portanto, respectivamente, temos

[r] =172 [u] = 1971 [h] =1 (5.41)

Agora, podemos escrever a funcao de particao como uma integral funcional do
tipo gaussiana mais as devidas modificacoes que nés trataremos como teoria de

perturbacgoes. Assim, temos as seguintes varidveis adimensionais

_ ¢
Y= [1—d/2 X

. h
Y fL h=

ld74 [—2 - (d;-?)

(5.42)

U

~I =

Na aproximagao de Landau, é de conhecimento que r < (17'—1T.) e agora, como
a aproximagao gaussiana temos que r o< 1/£(T)?, ou seja, proporcional ao compri-
mento de correlacao £. Como, na criticalidade, somente a escala de comprimento
¢ é importante, é interessante reescrever novamente nossos parametros adimensio-
nais em fung¢ao de uma unidade de escala de comprimento ja que [r] =2, Assim
podemos usar /2 como unidade de escala de comprimento e portanto definir as

novas variaveis,

o = r2=9/1 r=rr u=rd=9/2y r=1 h = rtd/4y, (5.43)
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e a funcao de particao torna-se

Z[¢) = / Depe~How=Hineg) (5.44)
onde
d !l 2, 1 9
Hy = dxi(Vgo) + 5T (5.45)
1 _
Hipy = /ddx[zﬂgo4+hg0] (5.46)

Quando H;,; = 0 (hamiltoniana perturbativa ou termos de interac¢do) a inte-
gral se torna uma aproximacao gaussiana e portanto teremos solugoes exatas.
A hamiltoniana em ¢? com r = 0 é chamada de hamiltoniana critica (H.). A

andlise de escala na hamiltoniana critica

H.= % / ((Ve)? + 2up*)d"x (5.47)

conduzird a hamiltoniana de pontos fixos (Hpp)

Her =5 [(V9)+ 200!’ (5.48)

E isto nos levara a duas situacoes: hamiltoniana com pontos fixo de campo
livre, ou seja, Hpp(u* = 0) e entdo a fungao de partigdo é uma integral que
descrevera o comportamento critico gaussiano ou uma hamiltoniana de pontos
fixos de campo interativo Hpp(u*) que descreve flutuagoes que atuam em T..

O ponto fixo u* = 0 é chamado de ponto fixo trivial ou ponto fixo gaussiano.
Este tipo de ponto fixo ocorre em alguns modelos que descrevem adequadamente
fenomenos criticos produzidos por flutuagoes nao interagentes e assim, a hamilto-
niana do tipo gaussiana é adequada para descrever fenomenos de flutuacao fora
da regiao critica.

Por outro lado, quando o ponto fixo u* # 0 ele é chamado de ponto fixo

nao trivial. Se o nimero de componentes do campo for n = 1 o ponto fixo sera
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chamado de ponto fixo de Ising e se n = 3 o ponto sera chamado de ponto fixo de

Heisenberg.

5.2 Grupo de renormalizacao do modelo gaussi-
ano

Nosso objetivo é definir o grupo de renormaliza¢ao do modelo gaussiano [36, 37]

e por conveniéncia devemos mudar para o espaco do k. No espaco k£ a hamiltoniana

A gd
H:/ 'k
o (2m)1

e tomando o “cutoff” ultravioleta em k sendo A. A soma parcial da renormalizacao

fica

S+ IR ~ b (5.49)

se realiza sobre os modos em k que sera responsavel por eliminar flutuagoes em
escalas entre a < x < ba que é similar a remover modos de Fourier com nimeros
de onda A/b < k < A. A hamiltoniana poderd ser separada por dois termos

envolvendo varidveis rapidas (¢,) e lentas (¢;):

H — H,+H, (5.50)
Ao gd
o _/O %B(Hk?)ml(/@ﬂ’f—h@,}, (5.51)
Y B D TR k
no= [ G S0+l (5.52)

O primeiro passo ¢ integrar sobre os modos rapidos

Z = / [dei]d]ier] exp[—(Hy + H,)] (5.53)
N / [I dedesol-m] [ diedexpl-H,), (5.54)
0<k<A/b AJbk<A

_ 2z / djipr] exp|—Hi], (5.55)
0<k<A/b
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onde

A d
n d*k
Z, = —= 1 k)| . :
exp{ 2//\/b 2n)d n(r + k%) (5.56)

A contribicao de Z, é apenas uma constante para a energia livre e serd ignorada.
A nova hamiltoniana (H') é definida quando redefinimos as distancias, ou equiva-
lentemente, os vetores de onda quando k' = bk, de tal forma que o cutoff original

seja recuperado, logo

AN p—d jdys
b—dek' |1
H, = = (r 4+ k" b2 —h .
I /0 ) [2(7” (b K| @il (5.57)

e assim reescalamos o campo de forma a preservar a forma da equacao, ou seja,
pi(0K) = 2 (K) (5.58)
cujo coeficientes que preservarao a equagao €
2= b2, (5.59)

Desse maneira, a hamiltoniana renormalizada serd

' ML e e ,
= /0 (2m)d 5(2 A=+ K)o (K7 = zhgy | (5.60)
A gdys
A o -,
- /0 (2)d {5(7" + k?2)|<,01(l€ )|2 —h gpl} . (5.61)

com os correspondentes expoentes

Yy = 2, (5.62)

d

Com estes dois resultados podemos ter a lista completa do expoentes criticos

termodinamicos gaussianos,

67



e, consequentemente, podemos ter todos os valores dos expoentes criticos termodi-
namicos dependentes da dimensionalidade. Porém, existem condicoes de validade
para estes expoentes criticos. Os resultados da combinagao da teoria de Lan-
dau e a aproximacao gaussiana podem ser resumidos segundo os resultados dos

expoentes criticos abaixo.

5.2.1 Analise dimensional da hamiltoniana gaussiana
Termos de interacao de ordem ?

Na hamiltoniana critica, v pode variar no seu dominio fisico, para apenas
valores positivos, ou seja, u > 0. Desse modo, o eixo positivo de u no espaco dos
parametros (r,u) representard todos os estados criticos do sistema. Estes estados
estarao representados no plano critico r = 0 ou, em outras palavras, pela familia
de linhas definida por (r = 0, u).

O resultado se refletird nos valores dos expoentes criticos termodinamicos
quando, por exemplo, analisamos as condicoes de existéncia do parametro u, que

escrito explicitamente resulta na expressao
i = ur @972 = yqd=4/2d-9/2, (5.65)

Deste resultado tiramos algumas conclusoes. Quando d > 4, teremos a si-
tuagao onde u — 0 quando t — 0. Assim, a teoria de campo médio torna-se
muito precisa quando T" — T,. Isto se reflete nos valores dos expoentes criticos
da aproximacao gaussiana que tendem a estarem corretos no sentido dos valores
previstos na teoria de campo médio. Logo, a teoria de Landau descreve bem o
ponto critico. Podemos notar ainda que para d = 4 eles concordam ainda mais.
Dessa forma, nossa andlise dimensional ja determina a dimensao critica superior e

a importancia das flutuacoes. Vemos que, de alguma maneira, quatro dimensoes
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estd conectada com a validade do modelo gaussiano(r = u = 0) quando tomadas

perturbacoes até p?.

Ug UH UH ug
B T e bt
u<0 0 u>0 0 u>0

(a) (b)

Figura 5.2: Estados criticos na aproximagao gaussiana para um modelo em ¢*. Em (a)
temos um sistema em d < 4, em (b) um sistema em d > 4. Por um critério puramente de
estabilidade da hamiltoniana o parametro u > 0, uma vez que v < 0 nao tem significado

fisico.

Na figura 5.2 observamos que as setas da figura 5.2a mostram que a hamiltoni-
ana critica para um sistema com d < 4 ira tender sempre para ug, o ponto fixo de
Heisenberg. Ou seja, uy é estavel e o ponto fixo gaussiano ug é instavel. Dizemos
portanto, que v é um operador relevante pois quando r — 0 temos u — oo, ou
seja, diverge no ponto fixo.

Porém, como podemos ver na figura 5.2b, quando o sistema tem d > 4, ug serd
um ponto fixo estavel e todas as hamitonianas criticas tenderao a hamiltoniana
gaussiana onde ug = 0, quando r — 0, ou seja, u torna-se uma variavel irrelevante.
E neste caso, uy estard em uma regiao nao fisica onde u < 0.

Ja, quando d = 4 e ug = ug = 0 ambos uy e ug sao coincidentes e exibem uma
estabilidade dita marginal e requer um estudo diferenciado de sua estabilidade que
foge do escopo deste trabalho.

A conclusdo que chegamos é que, sistemas com interacao da ordem de ¢* que

mantenham uma hamiltoniana gaussiana sé sao possiveis se d > 4 e portanto per-
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mitindo u = 0. E, dessa forma, os valores dos expoentes criticos de campo médio
apresentam concordancia com os expoentes criticos da aproximagao gaussiana.
Em particular, isto nos mostra que, se quisermos o valor do expoente critico do
parametro de ordem gaussiano que tenha o valor § = 0,50, também conhecido
como expoente critico de Landau classico, a dimensionalidade do sistema sera

obrigatoriamente a d = 4.

Termos de interacao de ordem ¢°

Agora nés discutiremos o efeito da interacao no modelo gaussiano de ordem

¢°, ou seja, quando adicionamos

v / ¢°(x)dx (5.66)
a hamiltoniana que nos leva a hipétese de haver uma expansao(interacoes) até ¢.

Procedemos para o termo v da mesma maneira como fizemos para o paramtro u.

Escrevendo explicitamente, obtemos:
v = orPd=0)/2 — 4 qd=34d-3, (5.67)
Os coeficientes da poténcia de v pertencente ao termo de perturbacao devem ser
pr@=3) (5.68)

Perto de um ponto critico, nés temos r — 0 com u # 0, e as flutuagoes que
envolvem poténcias dessas variaveis sao despreziveis quando d > 4. Por outro
lado, préximos ao ponto tricritico (u = 0) corregoes envolvendo v sao desprezadas
quando d > 3 (v é um operador irrelevante e portanto convergente para o valor
7Z€ero).

Nosso objetivo aqui é olhar as transformagoes de escala dos parametros do
modelo gaussiano de modo a entender quando os termos de interacao do tipo, ¢*

ou ¢° sao relevantes ou irrelevantes em pontos fixos gaussianos.
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O principal problema aqui é determinar a dimensao critica superior. Quando
d = 4, para uma perturbacao de ordem ¢* o parametro ¥ torna-se irrelevante.
Ou seja, para ¢* o parametro v ¢ irrelevante para uma hamiltoniana gaussiana.
Porém, a forma alternativa de tratar ¥ em uma perturbacao em ¢° é escolher
d = 3 e com isso tornd-la uma dimensao critica superior. Quando escolhemos
u = v = 0 o sistema estarda em um ponto tricritico e as regras para ¥ serao as
mesmas tratadas para .

Vemos imediatamente a partir desses resultados que acima de 4 dimensoes o
termo quartico , u, € irrelevante e acima de 3 dimensoes o termo v é irrelevante
(no ponto livre, ou seja, se de alguma forma u é ajustado para zero, como em um
ponto tricritico). Com isto, a dimensao critica superior para o ponto tricritico é
d=3.

Acima de d = 4 o ponto fixo gaussiano é estavel quando adcionamos o termo
¢*. Entre d = 3 e d = 4, o ponto fixo gaussiano é instavel para um termo em ¢*,
mas ¢é estavel para um termo em ¢°.

Portanto quando d = 3 ,que é a dimensao fisica experimentalmente conve-
niente, a integral é puramente gaussiana (r = u = v = 0). Dessa forma o
expoente critico para o parametro de ordem na aproximagao gaussiana em d = 3,

B = (d—2)/4, deverd ser 5 =1/4.
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Capitulo 6

OS CRISTAIS LIQUIDOS

Os cristais liquidos sao mesofases termodinamicamente estaveis, que apresen-
tam um grau de ordenamento intermediario entre a ordem posicional e orientaci-
onal de longo alcance dos soélidos cristalinos, e a desordem de longo alcance dos
liquidos isotrépicos. Estes sistemas apresentam ordem a partir de uma proprie-
dade muito particular, uma vez que cada unidade funcional pode apresentar as
mais variadas formas geométricas, favorecendo possiveis condig¢oes de orientacao.
Com isso, a funcao de distribuicao molecular dessas fases pode envolver somente
ordem orientacional ou ainda ordem orientacional mais uma ordem translacional
que sera uma fungao periddica em 1 ou 2 dimensoes. Estas fases, conhecidas
como cristais liquidos, compartilham as propriedades dos liquidos, possuem certa
fluidez, a0 mesmo tempo que tém propriedades épticas de um sélido como, por
exemplo, a reflexao seletiva da luz branca polarizada.

Os materiais que apresentam estas propriedades podem ser encontrados na
natureza ou até sintetizadas. Elas sao divididas em dois grupos: os termotropicos
e os liotropicos. Nos cristais liquidos termotropicos temos moléculas cujas uni-

dades basicas sao moléculas anisométricas, ou seja, moléculas com geometria nao



esférica que assumem aproximadamente uma forma do tipo calamiticas (prolatas)
ou discéticas (oblatas). Os cristais liquidos liotrépicos tém como unidade bésica
as micelas, que sao aglomerados de moléculas geralmente compostas de misturas
de moléculas anfifflicas e um solvente (geralmente dagua). As moléculas anfifili-
cas tém como caracteristica o carater antagonico onde podemos encontrar grupos
de polaridades distintas. Uma parte da molécula é hidrofilica, altamente solivel
em agua e a outros solventes polares. Ja a outra parte é hidrofébica, altamente
solivel em hidrocarbonetos ou solventes nao polares.

Uma caracteristica muito particular dos cristais liquidos é o polimorfismo me-
somoérfico. As fases liquidas cristalinas apresentam uma quantidade razoavel de
fases. G. Friedel foi responsavel por classificar algumas dessas fases levando-se em
conta as propriedades opticas do sistema. Segundo Friedel, a fase mais simples é
encontrada quando é possivel ver através de microscopia éptica polarizada descon-
tinuidades lineares exteriorizadas através de texturas em forma de linhas. Estas
observacoes permitiram Friedel deduzir a configuracao do eixo 6ptico ao redor
destas linhas e entao concluir que essas linhas sao singularidades orientacionais
do eixo optico. E por isso foi escolhido o nome de nematicos. Na fase nematica
cada molécula é definida orientacionalmente por um vetor unitario a que coincide
com seu eixo de simetria e que estara orientada em uma dire¢ao particular do es-
paco. As resultantes das médias das orientacoes individuais sao descritas por uma
quantidade vetorial unitdaria chamada diretor n. Nao ha correlagao de longo al-
cance entre os centros de massa das moléculas, ou seja, eles apresentam simetria
translacional tridimensional como nos fluidos. O eixo molecular nao apresenta
polaridade mesmo quando os constituintes moleculares forem polares, levando,
portanto, a invariancia de n e —n. Dizemos que, neste caso, o liquido nemaético

comporta-se como um material uniaxial, como podemor ver na fig.(6.1).
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Figura 6.1: Representacoes artisticas de uma fase nematica a) calamitica e b) discética.

Friedel também considerou que compostos da familia do colesterol eram ape-
nas uma fase particular da fase nematica. Chamada de fase colestérica, os entes
estao dispostos espacialmente de forma espiralada, devido suas propriedades es-
truturais. A fase colestérica é uma fase nemética onde suas moléculas apresentam
quiralidade. Moléculas quirais sao moléculas que nao apresentam nenhum plano
de simetria, ou seja, nao produzem uma imagem especular igual a si préprio.
Uma molécula desse tipo é chamada de molécula assimétrica ou molécula quiral.
A fase nematica quiral é parecida com a fase nematica, ela também apresenta
ordem orientacional de logo alcance e nao apresenta ordem posicional dos seus
centros de massas dos seus constituintes moleculares. O que diferencia da fase
nematica ¢ que, nessa fase, o diretor varia a sua dire¢ao por todo o meio de forma
regular. A estrutura da fase colestérica consiste de moléculas de cristais liquidos
em um arranjo estatisticamente paralelos com o diretor n, como na fase nematica
usual. Porém, a assimetria dos seus constituintes moleculares causa uma leve e
gradual rotacao do diretor. Essa mudanca gradual do diretor faz com que ele
descreva uma hélice. Em qualquer plano perpendicular do eixo de rotacgao, o eixo

maior das moléculas tendem a alinhar-se ao longo de uma série de planos parale-
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los equidistantes, e o diretor roda através de um angulo fixo, como ilustrado na
figura(6.2). A estrutura de hélice pode ser descrita pelo diretor, quando definido

da seguinte forma:
n, = cos(¢), n, = sin(¢), n, =0.

onde, tomamos o eixo da hélice sendo paralela ao eixo z, com ¢ = tgz + cte.
A rotagao do diretor é completa quando a distancia for p = 27/|ty|, sendo esta
distancia chamada de passo do colestérico. O comprimento da periodicidade do

passo é normalmente a metade da distancia (p/2) ja que n e —n.
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Figura 6.2: Representagoes artisticas de uma fase colestérica.

Friedel definiu a fase esmética, o segundo tipo de mesofase. Neste caso, as
moléculas estao arranjadas em camadas. Embora a espessura dessas camadas
seja praticamente fixa, essas camadas podem ser deformadas a ponto de surgirem
texturas que exibem linhas singulares na forma de conicas focais. Ao invés de
definir como conicas focais, Friedel chamou-os de esméticos por essas estruturas
serem frequentemente encontradas em solugoes de sabao. De acordo com critérios
de quebra de simetria, as moléculas perdem, pelo menos, simetria translacional

em uma dire¢ao no espago.
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Figura 6.3: Representagoes artisticas de uma fase esmetica.

Na fase esmética, as moléculas mostram um grau de ordem translacional. As
moléculas estao arranjadas em camadas e exibem alguma correlacao entre as suas
posicoes além da ordem orientacional. Ou seja, apresentam ordem orientacional de
longo alcance(como os neméticos), mas ela também tende a alinhar entre eles em
planos ou camandas. Todo movimento fica restrito entre esses planos. O aumento
de ordem significa que o estado esmético é mais "sélido” que a fase nemaética.
Existem dezenas de fases que apresentam a fase esmética, mas, de forma geral,
elas se diferenciam quanto ao angulo entre o eixo molecular e a dire¢ao do plano

das camadas. Como exemplo, a fase esmética da figura(6.3)

6.1 Parametro de ordem nematico

O que diferencia uma fase para outra, do ponto de vista de uma fase liquido

cristalina, é a quantidade de ordem de cada uma possui. Esta ordem esta dire-
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tamente ligada a uma determinada simetria da fase. O sistema pode passar por
uma transicao de fase onde hd uma quebra de simetria e podemos quantifica-la
a partir de uma quantidade chamada parametro de ordem ). Na linguagem dos
cristais liquidos, a transicao devera ser descrita por um parametro de ordem, de
forma que em uma fase menos simétrica(mais ordenada), @ # 0, e quando em
uma fase mais simétrica(menos ordernada), @ = 0 [38].

O parametro de ordem pode ser definido de varias formas, dependendo das
caracteristicas do sistema estudado. Por exemplo, uma transicao de fase liquido-
gas define-se o parametro de ordem como a diferenca da densidade entre as duas
fases e, dessa forma, o parametro de ordem é um objeto escalar. Uma transicao
de ferromagnetos o parametro de ordem é a magnetizagao do sistema e com isso
devido as suas caracteristicas, ele deve ser definido como um objeto vetorial.
Porém quando vamos estudar os cristais liquidos, a sua ordem nao permite a
associacao a um objeto vetorial. Na pratica utilizam-se objetos mais sofisticados:
0s tensores.

Experimentalmente sabemos que varias quantidades termodinamicas apresen-
tam propriedades anisotrépicas como, por exemplo, a susceptibilidade magnética
(€), a permissividade elétrica (¢), o indice de refragdo (n), etc. Usualmente as
propriedades macroscépicas anisotropicas sao relacionadas com as propriedades
anisotropicas microscépicas. Em cristais liquidos essa quantidade é resultado de
um valor médio térmico das variaveis microscopicas do parametro de ordem ten-
sorial, ou seja,

(Qij(n)) = 5Qi;(n). (6.1)

Devido a sua propriedade tensorial anisotrépica o sistema é descrito segundo um
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sistema de coordenadas particular de modo que,

Qij = &ij — % kak(szj (6.2)
k

onde §;; ¢ qualquer observavel termodinamico que apresenta anisotropia. Por essa

razao as anisotropias sao relacionadas com o parametro do ordem.

6.2 A Fase nematica

Na fase nemética, o eixo de simetria maior alinha-se, em média, ao longo de
uma dire¢ao comum especificada por um vetor unitario n chamado diretor. Seus
centros de massa, porém, estao aleatoriamente distribuidos como em um fluido
isotrépico. A existéncia e a estabilidade desta fase é devida, em grande parte,
a entropia. Logo, as moléculas apresentam entropia rotacional e entropia trans-
lacional. O movimento translacional aleatorio e orientado é fortemente inibido
mesmo em pequenas fracoes de volume.

A altas temperaturas ou baixas densidades, as moléculas rodam livremente em
direcao arbitraria em todas as direcoes ao redor do seu eixo formando um fluido
isotrépico homogéneo. Na fase nemadtica, as moléculas se alinham ao longo do
diretor, que pode estar ordenado em uma direcao arbitraria. A fase isotrépica é
invariante em relacao a rotagoes e translagoes arbitrarias. A fase nemaética escolhe
uma direcao particular para o alinhamento molecular. Ela continua sendo invari-
ante translacional mas é invariante rotacional somente ao redor do eixo paralelo
ao diretor n. A fase nematica apresenta simetria menor que a da fase isotropica
e com isto normalmente dizemos que ela é uma fase com simetria quebrada.

Esta reducao de simetria pode ser quantificada por um parametro de ordem,
que é diferente de zero na fase nematica e zero na fase isotropica. Um parametro

de ordem conveniente (Q;; para a fase nematica pode ser sugerido se definirmos
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como v; um vetor unitario que especificara a direcao do eixo maior da molécula

Qij = <Vi7/j - é51> =@ <ninj - %5@‘) (6.3)

onde < . > é a média do ensemble em equilibrio e

nematica. Ou seja,

Q= % (3(vm)* —1). (6.4)

Este parametro de ordem reflete a quebra de simetria rotacional e ainda, como
¢ da natureza dos nematicos, é invariante sobre a operacao de inversao, n —
—n. Diferentes dire¢oes de n definem diferentes estados de equilibrio ordenados.
Transformagoes entre estes estados sao produzidos por rotagoes que sao operacoes
de simetria da fase isotropica.

Normalmente a temperatura de transicao de fase nematica-isotropica € referida
como um ponto de clareamento porque o estado nematico é enevoado e a fase
isotropica é transparente, como podemos ver na figura 6.4. Isto significa que a luz
é espalhada fortemente na fase nemaética. Portanto a fase nemética serda sempre
criticamente opalescente. Este carater enevoado da fase nemética tem como causa
as flutuacoes orientacionais da moléculas.

Se as flutuagoes sao pequenas variagoes na uniformidade de n, ou seja,
n(x) = ng + on(x), (6.5)

entdo dn(x) deverd ser ortogonal a ng, én(x) - ng = 0, de modo a preservar
n? = 1. Portanto dn(x) deverd apresentar apenas duas componentes tranversais
a ng. Logo as flutuagoes da fase nematica sao apenas tranversais a direcao de or-
dem. Como nao hé direcao energeticamente favoravel para n, rotagoes uniformes
dos nematicos nao irao mudar sua energia livre F'. Somente distor¢oes espacial-

mente nao uniformes(flutuagoes transversais) irdo aumentar F. Porém, F' deve
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Figura 6.4: Transicao de fase nemaética-isotrépica: A parte branca é a fase nemética

enquanto que a parte transparente é a fase isotrépica [39].

ser pequeno e pode ser expandido em uma série de poténcias de gradientes de n.
A energia mais simples que podemos escrever é a energia elastica do tipo Lei de
Hook

1 3 9
LR / #rK (Vn) (6.6)

que é a forma reduzida da energia livre de deformagao dos nematicos chamada
de energia de Frank o que nos mostra que Vn sao variaveis transversas e por-
tando comportam-se como modos de Nambu-Goldstone. Aqui, é extremamente
importante olhar para esta equagao e identifica-la como uma integral gaussiana
e principalmente observar que d = 3. O resultado disto pode ser representado
segundo as distogoes mais basicas em cristais liquidos e que sao resumidas na

conhecida energia livre de Frank

By — %/d% (Ky(Von) + Ko (VX n) + Ks[nx (V xn)2} (6.7)

onde K, Ky, K3 sao definidos como modulo de rigidez ou constantes elasticas
associadas, respectivamente com as distorcoes, splay, twist e bend dos nematicos.
Dada a energia de Frank, podemos investigar as flutuacoes espontaneas do

diretor na fase nemética ordenada. Logo, é do nosso interesse calcular a funcao
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de correlagao [40]. Se a diregao de equilibrio ng esta na diregao do eixo-Z e as flu-
tuagoes do diretor dn(x) em primeira aproximagao tem apenas duas componentes

ou seja on(z) = (dny, dng, 0) a energia de Frank ird se reduzir a

1
EF = §/d31‘ {Kl(alnl + (92’@2)2 + K2 (62711 — 81712)2 + Kg [(83n1)2 + (83’”2)2]} (68)

Cada componente da flutuacao do diretor pode ser expandida em termos dos

modos de Fourier
1 .
ne(x)—= ) ona(q)e'd™ (6.9)
s

Dividiremos o nimero de onda em ao longo do diretor e as suas componentes

transversais
q=qé.+q, (6.10)

e definindo

G =é. x (6.11)

Entao acabamos de definir o sistema de coordenadas em ¢ e decompor n no plano

perpendicular a é, obtemos

n(q) = neGe + (6.12)

Assim, podemos integrar sobre o volume V' e encontrar que

1

Ep = 9 Z [(Kiq; + Ksq7)|ona(q)|” + (Kaqf + Ksq7)|ona(a)|?] (6.13)
q

Aplicando o teorema da equiparticao da energia encontramos as amplitudes qua-

draticas médias de dois modos do diretor em funcao do nimero de onda ¢, ou

seja, temos a expressao para as funcoes de correlagao:

kgT

<@ = e R
t l

(6.14)



kgT

< [6na(q)|® >= oot + Kot
t l

(6.15)

Aqui, o importante é observar a expressao e imediatamente identificar a estrutura
(1/¢*) que é caracteristica de uma quebra de simetria. Segundo, o teorema da

equiparticao da energia diz que as flutuagoes de n satisfazem a relagao simplificada

 kgT
-

(Jon(q)[*) (6.16)

Essas flutuacoes reduzem a ordem e tendem a restaurar a isotropia rotacional.
Se K fosse zero, as flutuacoes em n iriam divergir e destruiriam a fase nematica.
Assim, a existéncia de quebra de simetria da fase nematica requer a existéncia
de uma certa rigidez K diferente de zero, permitindo assim a existéncia da fase
nematica. E por ultimo, das implicagoes a mais importante é o fato de que
este comportamento é resultado do Teorema de Goldstone que implicard em um
comportamento de lei de poténcia que nao ocorre somente em um ponto critico

isolado mas ocorre em toda a extensao da fase nemaética.

6.3 Transicao de fase nematica-isotrépica

O comportamento singular de varias quantidades fisicas na transicao de fase
nematica isotrépica podem ser obtidas com a teoria de Landau-de Gennes e as
previsoes dessa teoria podem ser comparadas com os dados experimentais. De-
vido a sua proépria natureza de transicao de primeira ordem, parte da regiao
critica, proxima ao ponto critico, nao pode ser acessada experimentalmente. As-
sim, os expoentes criticos, sendo definidos nesta pequena regiao, nao podem ser
determinados sem o uso de alguma extrapolacao. A primeira tentativa para se

obter o expoente critico do parametro de ordem versus temperatura na transicao
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nemética-isotrépica veio de Poggy [41] que obteve o valor = 1/2, conhecido tam-
bém como valor cldssico, num composto de M BBA. Posteriormente, Keyes[42]
mostrou que o valor § = 1/4, conhecido como valor tricritico, podia se ajustar aos
dados experimentais muito bem, demostrando assim uma potencial ambiguidade
na obtengao dos expoentes criticos em transi¢oes de fase de primeira ordem|43].
Keyes ainda sugeriu que estes expoentes criticos divergem na direcao da tempe-
ratura 7™ (temperatura da fase isotropica super-resfriada), antes sendo limitada
pelo corte apresentado pela transicao de primeira ordem em Ty; e que estas eram
caracteristicas devido a natureza tricritica da transicao. E como esta diferenca
de temperatura sao muito pequenas, a natureza da transicao nematica-isotropica
é aceita, na realidade, como sendo fracamente de primeira ordem, ou seja, muito
proximos a uma transicao de segunda ordem. Experimentalmente, estas carac-
teristicas sao manifestadas por uma pequena variacao no calor latente e a obser-
vacao de grandes anomalias pré-transicionais, por exemplo, espalhamento da luz,
em uma regiao relativamente ampla na vizinhanca da transicao, pelo lado da fase
isotropica. A diferenca entre o comportamento critico e tricritico na transicao
¢ muito dificil de se verificar. A principal razao para se suspeitar o comporta-
mento tricritico é o valor do expoente 5. Para o expoente 3, o melhor valor
£ =0,2474 0,01 foi obtido para o 8C'B. Este valor suporta fortemente o carater
tricritico da transi¢ao. Desta forma, mostra que o comportamento desta transicao
é perto de um ponto tricitico e assim dificilmente parece concordar com o modelo
de Landau-de Gennes.

Tradicionalmente, sobre as vias de um modelo de Landau-de Gennes, a tran-
sicao de fase nematica-isotropica é descrita por uma expansao da energia livre em

séries de poténcias do parametro de ordem tensorial @);;,

3 3 9
F = Fig + ZAQiiji + §BQiijkai + 1—60(%@]@-)2 +..., (6.17)
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onde Fi,, ¢ a densidade de energia livre da fase isotrépica, ();; descreve o grau de
ordem na fase nemadtica. O coeficiente A é assumido ter a forma A = a(T — 1),
enquanto B e C sao considerados como independentes da temperatura. Para
nematicos uniaxiais, a direcao preferida das moléculas é ao longo da direcao n,
assim, ();; tem a seguinte forma
Qi = @ |iu(r)iy(r) — 30, (6.18)

onde n; sao as componentes de n e () representa a magnitude da ordem que estao
alinhadas paralelamente a n. Quando a fase nematica apresenta simetria uniaxial,
substituimos a equagao (6.18) na expressao (6.17), obtemos a expansao de quarta
ordem da energia livre em uma série de potencial dos invariantes do parametro
de ordem:

F=F+ %AQZ - %BQ?’ + %10@4. (6.19)
A presenga do termo cibico na equagao (6.19), que nao desaparece no ponto
de transicao de fase nematica-isotrépica, confere o carater de primeira ordem a
transigdo. A constante B tem magnitude muito pequena[44] e isto reflete no fato
de que o salto na entropia é pequeno e a transicao é muito préxima a uma transicao
de fase de segunda ordem, ou seja, B = 0. A constante C' também apresenta um
pequeno valor e isto d4 margem a uma possivel proximidade de uma transicao
nemética-isotropica de um ponto tricritico (C=0) [45].

Deste modo, vamos estudar as propriedades da transicao nematica-isotropica
na vizinhanca de um ponto tricritico. A expressao da densidade de energia livre
devera ser uma expansao em termos do parametro de ordem até sexta ordem, ou
seja

F=F+ 1AQ2 + 1BQ3 + 1CQ“ + 1DQ5 + 1EQG. (6.20)
2 3 4 5 6
Entao, nés assumimos que A = a(T —T*), onde T™ é a temperatura que define

o limite de estabilidade da fase isotrépica e a é uma constante positiva. As outras
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constantes B, C', D e FE sao tomadas como independentes da temperatura. @) é
o parametro de ordem usual dado por @@ = (Py(cos#)), onde 6§ é o angulo entre
o eixo molecular e o diretor n. Em geral, quando dois coeficientes apresentam a
mesma simetria e anulam-se simultaneamente na transicao nés temos um ponto
tricritico. Na nossa expressao, os coeficientes C' e A apresentam a mesma simetria
e quando C' = A = 0 eles nos fornecerao um ponto tricritico. Portanto, a energia

livre alternativa fica
1, o, 1 1, 1
F=F,, + §AQ + §BQ + ZCQ + EEQ , (6.21)

onde, obrigatoriamente, £/ > 0 para manter a estabilidade da expansao. Com a
expansao (6.21) nés podemos ter um ponto tricritico com B =0 e C' = 0. Uma
forma de se estudar uma transicao fracamente de primeira ordem é quando temos
o valor de B negativo e muito pequeno, uma vez que, o pequeno valor de B é
resultado do pequeno valor do calor latente. Além disso, a natureza de primeira
ordem da transicao nematica-isotropica e a vizinhanca de um ponto tricritico sao
encontrados se tomarmos o valor de C' pequeno e negativo. Nessas aproximacoes,
¢ normal tomarmos B = 0, apensar de isto nao implicar que o termo cubico
seja completamente descartado da expansao da energia livre. Esta aproximacao
implica que quando estamos muito préximos ao ponto critico o valor de B é tao
pequeno que pode ser desprezado. Assim, cabe agora acharmos as condicoes de

equilibrio e estabilidade da energia livre. Ou seja, as equagoes que minimizam F

serao
oF 9 4
_8Q :Q(A+CQ + EQ%) =0, (6.22)
e
0*F 9 4
- = > 0. .
902 A+3CQ°+5EQ" >0 (6.23)

Isto permite encontrar informagoes importantes, por exemplo, a temperatura de
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transicao de fase nematica-isotrépica Ty em relacao a T

3C?
T =T" 6.24
NI + 16aE’ (6.24)
e o valor do parametro de ordem nesta temperatura
30\ /2
=|-—= ) 6.25
o= (iz) (6.25)
A temperatura do limite da estabilidade nemaética, T**, em relagao a T
C? C?
T =T"+—=T 6.26
T E TV T 164 (6.26)

e o parametro de ordem nesta temperatura

. o\ /2
Q _(ﬁ) . (6.27)

E por dltimo, no limite absoluto de estabilidade da fase isotrépica, T = T™* o

Q" = (%)1/2. (6.28)

A minimizagao de (6.22) leva as seguintes solugoes:

parametro de ordem é

Q@ =0, (6.29)

1/2
1+ <1 — 4A—E>

C
=z ok

= o7 (6.30)

Ou seja, para T' > T™* somente a fase isotrépica é estavel e entao () = 0.
Em T = T a fase nematica é metaestavel e ) # 0. Em T = Ty; ambas as
fases sao igualmente estaveis. E a regiao de coexisténcia estre as duas fases fica
no internvalo 7%* — T*. Em T™ a fase isotrépica é metaestavel, e para T < T*
somente a fase nematica ¢é estavel e portanto Q) # 0.

O critério de Ginzburg serve para determinar o limite, imposto pelas flutua-

coes, de aplicabilidade da teoria de Landau. Em outras palavras ela determina
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o comprimento da regiao critica. A regiao critica é determinada através do uso
de duas formulagoes equivalentes do critério de Ginzburg. Nés podemos escrever

que a regiao critica é determinada por
< Q? >=G(§) (6.31)

onde G(r) é a fungao de correlagio < Q(r)Q(0) > — < Q? > e £ é o comprimento
de correlacao. A validade da teoria de Landau pode ser estimada, como sugerida
por Ginzburg, examinando as flutuagoes em volta da solugao @@ = 0 e @ # 0.
Para a transicao nematica-isotropica, o critério de Ginzburg pode ser posto na
seguinte forma

hE® >> kT (6.32)

onde h é o peso da barreira que separa a fase ordenada da fase desordenada e
proximos a temperatura Ty as flutuacoes envolvem regices de volume £3. A ine-
quagao entao mostra que flutuagoes ativadas termicamente conduzindo a estados
ordenados e desordenados, ou vice e versa, nao ocorrem com a mesma proba-
bilidade. Assim, somente sobr estas condicoes, a teoria pode ser valida. Ja o

comprimento de correlacao ¢ é dado por

2T*
2 S0
& = T_ T+ (6.33)
onde ¢ é o raio de correlagao. Ja a fungao de correlagao é dada por
kgT
G(r) = 22— expl-1/¢ (6.34)
e
D
§= (T, = T) (6.35)

que é , mais uma vez, o resultado tradicional da funcao de correlacao na vizi-

nhanga da transicao de fase, ou seja, um comportamento exponencial decrescente
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com caracteristicas de flutuacoes nao criticas, ou seja, flutuagoes bem distantes do
ponto critico. Como & varia com a temperatura desde valores finitos até valores
infinitos(7" = T.), o comportamento de G(r) muda de uma exponencial decres-
cente para uma lei de poténcia anomala(critica), indicando um sinal da aparigao
de flutuacoes criticas. Estas flutuacoes aparecem experimentalmente em forma de
espalhamento de luz quando nos aproximamos do ponto critico, como podemos

ver na figura 6.5.

88



&9

41°C

36°C

33.5°C

31°C

30.3°C

29.6°C

28.9°C

28.2°C

Figura 6.5: Representacao de um feixe de laser atravessando uma amostra liquida
cristalina do 6C'B que estd na fase isotropica se aproximando da transicao nemética-
isotrépica. A trajetoria do feixe de laser comeca a se tornar cada vez mais brilhante e
espessa quando se aproxima da transicao. Este fenomeno é um claro indicativo de um

fenémeno pré-transicional [46].



Capitulo 7

FASES NEMATICAS CRITICAS

Para compreender o trabalho é necessério relembrar o resultado de 1888 onde
Friedrich Reinitzer, ao estudar as propriedades térmicas do benzoato de coleste-
rila, descobriu que havia estranhamente dois pontos de fusao: um a 145,5 °C onde
a amostra se tornava uma substancia liquida e “leitosa” e posteriormente a 178,5
°C onde o liquido turvo se tornava claro e transparente[47].

Ao longo desse periodo, uma enorme quantidade de informacoes sobre esse
fenomeno foram obtidas e, ainda assim, a natureza das fases liquida-cristalinas
e suas transicoes de fase continuam cheias de controvérsias. Hoje, nds sabemos
que a caracteristica turva descrita por Reinitzer é devido ao espalhamento de luz
visivel. Medidas experimentais mostram que a intensidade de luz visivel espalhada
pela fase nemética ¢ da ordem de 10° vezes maior do que o espalhamento de luz
pela fase liquida isotrépical48, 49]. A figura 7.1 ilustra este espalhamento quando
um feixe de laser atravessa a fase nematica e a luz é espalhada pela amostra, ao
contrario da fase isotrépica na qual nada aconteceu.

Paralelamente, precisamos lembrar também que uma das evidéncias experi-

mentais que ocorrem em transicoes de fase liquido-géas na vizinhanca de um ponto
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T = 27.1°C; nematic phase T =28.6°C; isotropic phase

Figura 7.1: Ilustracao de um feixe de laser atravessando uma amostra liquida-cristalina
do 6C B na fase nemética. A direita o feixe atravessa a amostra quando a mesma se
encontra na fase isotropica, neste caso, o feixe de laser nao espalhou e é possivel ver
claramente a trajetéria. Ja a foto a esquerda mostra o intenso espalhamento de luz pela
amostra na fase nematica. Cabe aqui uma observagao relevante: temos um fendémeno
de espalhamento na fase nematica! Isto nao é um fenomeno de transi¢ao de fase como

vimos anteriormente.

critico é o fenémeno da opalescéncia critica [50]. Ao aproximarmos do ponto cri-
tico, os tamanhos das regioes de gas e de liquido comegam a flutuar em escalas
cada vez maiores e quando as flutuagoes da densidade ficam da ordem do compri-
mento de onda da luz, a luz é espalhada. O que era transparente fica enevoado.
Apos atravessar a regiao critica o sistema volta ao normal.

A comparacao destes dois resultados sao importantes e convenientes pois o
mesmo fendmeno de espalhamento de luz, particularmente falando do fenomeno

da opalescéncia critica, que ocorre localmente na vizinhaga de um ponto critico, é
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o mesmo comportamento que acontece em cristais liquidos nematicos, porém, ao
longo de em todo o dominio da fase nemadtica [51].

Além disso, a respeito do comportamento do parametro de ordem ao longo de
toda a fase nemadtica, podemos observar uma evolucao muito interessante a res-
peito dos estudos do comportamento critico na vizinhanca da transicao nematica-
isotrépica. Uma tentativa para se obter o expoente critico do parametro de ordem
foi realizada por Poggy onde obteve o valor 5 = 1/2, conhecido também como
valor classico, num composto de M BBA. Posteriormente, Keyes mostrou que
o valor f = 1/4 se ajustava melhor aos dados experimentais. J4 mais recen-
temente, Chirtoc [52] fez medidas muito cuidadosas em dados experimentais da
série homdloga do nC'B (n = 5 — 8) encontrando um valor o = 0.241 £+ 0.012
para o expoente critico do parametro de ordem, concordando ainda mais com a
tricriticalidade da transicao.

Mais recentemente, Freed, e Simoes et al. mostraram que o parametro de
ordem da fase nematica apresenta um comportamento universal global. Como
vimos no capitulo sobre Universalidades Nematicas, véarios conjuntos de dados
experimentais foram estrategicamente submetidos a uma reescala linear e o re-
sultado disto foi que o comportamento do parametro de ordem na regiao da fase
nematica apresentava um comportamento universal singular que acontece em toda
a extensao desta fase. Usando dados experimentais da anisotropia da susceptibili-
dade magnetica (Ay), anisotropia da permissividade elétrica (Ae) e birrefringen-
cia (An) de varios compostos que apresentam a fase nemdtica é possivel mostrar
que esses dados colapsam em uma tnica curva, como podemos novamente ver, no
grafico 7.2.

Apos esta andlise, podemos tomar o grafico log —log desses dados experi-

mentais e mostrar que o comportamento do parametro de ordem apresenta um
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Figura 7.2: Gréfico da Birrefrigéncia Normalizada em funcao da temperatura nemética.
Neste gréfico é possivel notar o valor do expoente critico do parametro de ordem [ =

0,25 que se extende sobre toda a fase nematica.

comportamento de lei de poténcia que se extende por toda a fase nematica, nao
havendo qualquer tipo de distingao a respeito do comportamento da fase e da
transicao de fase e além disso, este comportamento mostrou que a fase neméa-
tica apresenta um expoente do parametro de ordem com valor tricritico, ou seja,
8 = 0,25 para toda a regiao da fase nemética, como novamente estamos vendo
nos dados do grafico 7.3.

Neste trabalho foi usado o principio do fendmeno da quebra espontanea de
simetria. Quando estamos a altas temperaturas o sistema é completamente si-
métrico e dizemos que esta é a fase isotropica do sistema. Quando comecamos

a diminuir a temperatura do sistema havera um ponto, uma temperatura 1Ty,
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Figura 7.3: Gréfico Log da Birrefrigéncia Normalizada em funcao do Log da tem-
peratura nematica. Neste grafico é possivel notar o comportamento linear dos dados
experimentais e com isto observar o valor do expoente critico do parametro de ordem

5 = 0,25 que se extende sobre toda a fase nematica.

onde o sistema ird perder a simetria e passard a se orientar em uma determinada
diregdo comum; surge entao a figura do diretor, n.

O surgimentdo desta direcao quebrara a simetria esférica continua da fase iso-
trépica e, ao redor da temperatura tyy, aparecem dois tipos de flutuagoes que
caracterizarao o sistema, os modos longitudinais e os modos transversais. En-
quanto os modos longitudinais sao relevantes apenas na vizinhanca da transicao
de fase, os modos transversais, também chamados de modos de Goldstone, domi-
nam as flutuagoes de longo alcance do sistema.

Além disso, é facil ver que a energia que descreve os modos de Goldstones

(integrais gaussianas) apresentam a mesma estrutura matematica responséaveis
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por descrever a energia de flutuacao elastica da fase nematica e que esta, por sua
vez, é responsavel também pelo forte espalhamento de luz na fase.

Uma outra caracteristica presente neste trabalho é a questao que envolve o
estudo da dimensao fisica conveniente e sua consequéncia no valor do expoente
critico do parametro de ordem. Como estamos estudando um sistema tridimensi-
onal, isto afetara diretamente no valores dos expoentes criticos das hamiltonianas
criticas. No nosso caso, um valor g = 0, 25, ou seja, tricritico.

Para chegarmos ao resultado pretendido, faremos este estudo na linguagem
dos cristais liquidos, para isso, consideramos o funcional densidade de energia que

descreve a fase nemadtica [53],

H = /d?)ﬂf eXp[%Ll(&QM)Q + %LQ(@ZQ]k)2 + ... (71)

+%A<QijQﬁ> + %BQiijkai + }lC(Qﬂ)Q + %lDQiijkalQli + ]

onde

1

Qij = <Vi7/j - §5z‘j> = Q(nin; — 50;5), (7.2)

ou , de maneira equivalente

Q:g<(7.?{>2—%>, (7.3)

-, . ~ . . , s ’
onde v é a direcao local do eixo maior da molécula nematica. A parte responsa-
vel pelos gradientes da hamiltoniana efetiva envolve a construcao de invariantes
escalares, de dois gradientes em termos do tensor parametro de ordem @);;. Tra-

balhando com até a terceira ordem em (), nés temos

Q=T (7.4
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onde as oito contribuigoes sao dadas explicitamente por

L
o= é(anﬁw)(anﬂ'ﬂ
L
T2 - g(anaw)(vﬁQﬁ’Y)
Ty = 2(V;Qu5) (Vi)

T = 20usV,009,0u

Ty = 200V V Qe

Ty = 2QuViQuValu

T, = T QuVsQu Ve

T = 20usVsQu Y,
onde os oito parametros L; sao constante e serao definidos mais a frente. Se assu-
mirmos que a amplitude ) do tensor parametro de ordem é constante no espaco
a fim de expressarmos o resultado final em termos do diretor e dos gradientes

do diretor, com a ajuda da identidade ngV,ng = 0, encontramos os seguintes

resultados.

T = SQ(V-2) + (- Via))

T, = Q0 Vi) + (Vais) (Vi)
T, = SOV

T, = LRV - (0 Vi)

Ty = Le@((i- Vi) - 5(Vais))

T = QM Vi) — (Vaits) (Vo)
Ty = QU Vi) = (Vaits) (Vote)



Essas oito equacoes podem ser reagrupadas em um grupo de quatro quantida-

des diferentes na forma de
T = k1(Vaig)? + k2 (V - 2)* + K3(R - Vi)® + ka(Vaig) (Vi) (7.5)
onde
k1 o= LiQ*+ %Q?’ — %Q?’

_L22 L53
Ko = 2Q+3Q
2Lg

L22 L32 L53 3 L73 3
- = i I L - ——
ry = S QM+ Q- L+ L+ QT+ 0

_ @Qi%

Ly, Lr
e = Q- g@ -

As quantidades que multiplicam os x’s nao sao todos independentes, existirao

identidades onde

(Vaig)? = (V-0)* + (- (V x 1)*) + (7 x (V x 7))?
—Va(n - Vi) + Va(naV - n)
e também
nx(Vxn)=—(n-V)n (7.6)

e, como cada contribuicao sera integrado sobre todo o espaco para obter a con-
tribuicao das flutuagoes na hamiltoniana efetiva, nés podemos deixar de lado os

termos que sao proporcionais aos gradientes totais e escrever
1
Hp =3 /d% {Ki(Van)? + Ko n.(V xn)]* + K3 [n x (Vxn)*}  (7.7)

onde

K1 = K1t kKot kg

_K2 = K1

(NN NN I el NN I

—Kg = K1+ K3
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ou, em termos dos parametros originais

1 Ly+ L 3

§K1 = Q2 (L1+ 22 3>+%(L4+2L5—2L6—L7_L8>
1 3

Sy = QL+ D120y

1 Ly+ L 3

§K3 — QZ (L1+ 22 3>+%(L4—L5+4L6+2L7+2L8)

e dessa forma, encontramos as trés constantes eldsticas independentes K7, Ky, K3.
Se nos simplificarmos K; = Ky = K3 = K podemos identificar que o funcional
densidade de energia livre é dividido em um termo eldstico mais o potencial de
Landau-de Gennes onde o termo eldstico é a quantidade responsavel por penalisar
possiveis distor¢oes do meio nematico e o potencial de Landau-de Gennes que é

minimizado quando () for uniaxial e grau de orientacao fixa. Neste caso temos
|VQ,']‘|2 = Z|VQ|2 + ’LUQ2|VH|2 (78)
onde z e w sao constantes e
Lo 1o s 1y
Uae(Q) = 5AQ +§BQ + ZCQ + ... (7.9)

a densidade de energia homogeénea de Landau-de Gennes. As vezes é mais conve-

niente escrevermos a hamiltoniana como
HZHH—FHl, (7.10)
onde
K 1 1 1
H, = /d% —|VQP +AQ* + -BQ* + -CQ" + ...
2 2 3 4
1
H, = /d% {éK(ainj)Q} : (7.11)

Nesta nova formulacao, H) e H, representam, respectivamente, a densidade
hamiltoniana longitudinal(no sentido da dire¢ao da ordem) e a densidade hamil-

toniana transversal (no sentido da perpendicular da ordem nemadtica).
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A quebra de simetria acontece quando o movimento de vibracao molecular
angular nao sao mais isotropicos e torna-se orientado ao logo de uma determi-
nada diregao: a diregao do diretor 7i. Devido a forma de @, Eq.(7.3), somente as
componentes das vibragoes angulares / ao longo da direcao de 7 serao computa-
das para a determinacao do parametro de ordem (). Aquelas vibragoes que sao
perpendiculares a 77 nao contribuem para o valor de ; Se dividirmos as vibracoes
moleculares 77 em

7 = ail + 07, (7.12)

onde (V) = afi, (01) = 0 and d7.7i = 0, nds podemos ver que
v = (ail + 0i).1 = «, (7.13)

ou seja, que () depende somente de a. Com este resultado,a componente H)|, que
é normalmente usada para o estudo da transicao de fase neméatica-isotrépica, nao
descreve as componentes da vibracao molecular na dire¢ao perpendicular a dire-
¢ao do diretor. Contudo, como veremos, estes componentes perpendiculares sao
descritos pelo termo H . Para verificar isto, partindo das condi¢oes de normali-
zagao do diretor 7.7 = 1, sabemos que n;(6n;) = 0. Assim, d;n; é perpendicular
a n; e, consequentemente, o termo 0;n; descreve as flutuagoes perpendiculares a
direcao do diretor.

Quando ocorre a quebra espontanea de simetria, ou seja, quando surge a fase
nematica, as flutuagoes irao se dividir em duas partes: em modos transversais e
modos longitudinais que apresentam comportamentos distintos. O comprimento

de correlacao londitudinal, &, é dado por

1

& = oT =T (7.14)

onde a é uma constante e a fungao de correlacao londitudinal, G;(q) =< |S(q)|* >,
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sendo dado por

kgT
Gilg) = W (7.15)

Por outro lado, na fase de simetria quebrada, o comprimento de correlacao trans-

versal, &, satisfaz a regra,

§2=0 (7.16)
que levard a fungao de correlagao transversal, Gi(q) =< |n(q)|* >, dada por

kT

(|on(q)*) = e (7.17)

onde o comportamento dessa funcao quando ¢ — 0 caracteriza os modos de Golds-
tone definida para todo intervalo da fase nematica. Além disso, outra observacao
importante é a sua dimensao volumétrica, ou seja, d = 3. Isto porque, devemos
também observar cuidadosamente que a enegia elastica de Frank é uma integral
funcional gaussiana tridimensional e, este caso, as condigoes de criticalidade da
integral gaussiana nos mostram que, para o expoente critico gaussiano do para-
metro de ordem, o seu valor correspodera a 3 = 0,25 e, portanto, justificando o

valor observado experimentalmente em toda a regiao que define a fase nematica.
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Capitulo 8

CONCLUSAO

Nesta tese descrevemos o comportamento critico universal e o expoente critico
do parametro de ordem 3 = 0, 25 que recobre toda a fase nematica. Para isto, foi
utilizado a teoria da quebra espontanea de simetria continua, um modelo muito
conhecido em fisica de particulas. O resultado deste estudo nos mostrou que
quando encaramos a fase nematica como o resultado de uma quebra espontanea
de simetria continua, havera sempre o surgimento de modos de flutuagoes trans-
versais, também conhecidos como Bosons de Nambu-Goldstone ou, para nosso
estudo, modos de Goldstone. Os modos de Goldstone sao descritos por integrais
funcionais gaussianas e tem como caracteristica, promover fungoes de correlacao
com formato de leis de poténcia que sao definidas em todo dominio da fase de si-
metria quebrada e nao apenas em um determinado ponto, ou temperatura critica,
como a teoria dos fenomenos criticos prevém. Alem disso, a dimensionalidade do
sistema fisico é d = 3 promovendo expoentes gaussianos e portanto o valor do

expoente critico do parametro de ordem é § = 0, 25 para toda a fase nematica.
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