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LADEIA, Cibele Aparecida. Formulacdo semi-discreta aplicada as equacbes 1D de
conveccao-difusdo-reacdo e de Burgers. 2012. 150f. Dissertacdo (Mestrado em Matematica
Aplicada e Computacional) — Universidade Estadual de Londrina, Londrina, 2012.

RESUMO

Neste trabalho aplicamos a formulagdo semi-discreta, caracterizada pela combinagdo de
aproximacdes distintas para as variaveis temporal e espacial, onde a variavel temporal é
discretizada utilizando métodos implicitos multi-estagios e a espacial usando métodos de
elementos finitos, para a obtencao de solucdes numéricas para as equacgdes 1D de conveccao-
difusdo-reacdo e de Burgers, cujas solucfes analiticas sdo conhecidas. Métodos multi-estagios
sdo obtidos através dos aproximantes de Padé. Em particular, neste trabalho consideramos os
métodos implicitos multi-estagios de segunda ordem, Ri;, e de quarta ordem, Ry, na
discretizacdo temporal. Quanto a discretizacdo espacial, utilizamos trés formulacGes do
método de elementos finitos, ou seja, minimos quadrados (MEFMQ), Galerkin (MEFG) e
streamline-upwind Petrov-Galerkin (SUPG). Apresentamos andlises quanto a influéncia dos
nameros de Péclet e de Courant-Friedrichs-Lewy, da influéncia da malha e dos aproximantes
de Padé Ry e Ry, nas formulacdes MEFMQ, MEFG e SUPG. Apresentamos uma andlise do
erro utilizando a norma L2, comparando as solucdes numéricas com a solucéo analitica das
equacOes avaliadas. Verificamos que o método implicito multi-estadgio de quarta ordem, Ry,
qguando adicionado aos MEFMQ, MEFG e SUPG aumentou a regido de convergéncia das
solucdes numéricas das equacdes e que o MEFMQ apresentou uma melhor performance,
qguando comparado as formulagées MEFG e SUPG.

Palavras-chave: Equacfes 1D de conveccgdo-difusdo-reacdo e de Burgers. Métodos implicitos
multi-estagios. Métodos de elementos finitos.



LADEIA, Cibele Aparecida. Semidiscrete formulation applied the 1D convection-
diffusion-reation and Burgers equations. 2012. 150f. Dissertacdo (Mestrado em
Matematica Aplicada e Computacional) — Universidade Estadual de Londrina, Londrina,
2012,

ABSTRACT

In this work we apply the semidiscrete formulation, characterized by the combination of
distinct approaches to the time and space variables, where the time variable is discretized
using implicits multi-stages methods and space variable is discretized using finite element
methods, for obtaning numerical solutions for the 1D convection-diffusion-reation and
Burgers equations, whose analytical solutions are known. Multi-stage methods are obtained
through of Padé approximants. In particular, in this work we consider of the implicit multi-
stage method of second-order Ry; and of fourth-order Ry,, for time discretization. As for space
discretization, we use three formulations of the finite elements methods, namely, least square
(LSFEM), Galerkin (GFEM) and streamline-upwind Petrov-Galerkin (SUPG). We present
analysis of the influence of the Péclet and Courant-Friedrichs-Lewy numbers, of the influence
of the grid, of the Padé approximants R;; and Ry, in the formulations LSFEM, GFEM and
SUPG. We present a analysis of the error using the L?-norm, comparing the numerical
solutions with analytical solutions. We verify that of the implicit multi-stage method of
second-order when combined with the LSFEM, GFEM and SUPG, increased region of
convergence of the numerical solutions, and that LSFEM presented a better performace when
compared to the GFEM and SUPG formulations.

Keywords: 1D convection-diffusion-reation and burgers equations. Implicits multi-stages
methods. Finite element methods.
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1 INTRODUCAO

Nas ultimas décadas, com evolucdo da mecanica computacional, desevolveram
uma extensa pesquisa sobre resolu¢ao numérica, que tiveram impactos importantes para a So-
ciedade [1]. Em particular, interessamos nos procedimentos que possam ser adaptados em
problemas que envolvem processos convectivos, difusivos e reativos. Esses problemas t€m uma
vasta aplicabilidade [2, 3, 4], tais como na simulacdo dos efeitos da polui¢do de rios; mares
e atmosfera; na modelagem de evolucdo das reservas de petréleo e gds natural no subsolo; no
fluxo em meios porosos como em simulagdes de reservatorios e na injecao de tragadores; na
modelagem de problemas de transferéncia de calor; dispersdao de poluentes; crescimento de
populacdes; irrigacdo; poténciais elétricos em semicondutores; cosmologia; sismologia; tur-
buléncia; na teoria ondas de choque; em processos estocdsticos continuos; € em muitas outras
aplicacoes.

O método de elementos finitos surgiu em processos de andlise de estruturas
nos séculos XVIII e XIX. Em 1795, Carl Friedrich Gauss [5, 6] iniciou a corrida para o surgi-
mento do método de elementos finitos para solugdes de problemas matemadticos. A idéia prin-
cipal de Gauss era aproximar solucdes de problemas através de func¢des apropriadas, utilizando
as técnicas de regressdo linear e minimos quadrados, ja conhecidas na época. Sua maior difi-
culdade era de encontrar as funcdes apropriadas que resultariam em aproximagdes aceitaveis.
Ja em 1943, o matematico Richard Courant [7] sugeriu que a solug@o fosse aproximada em
todo o dominio de interesse, ndo apenas utilizando uma tnica fun¢do, mas que se partisse para
fungdes vélidas em uma parte do dominio. Enfim, em 1956, M.J. Turner, R.W. Clough, H.C.
Martin e L.J. Topp [5] desenvolveram o método de elemento finitos. Neste mesmo ano, traba-
lhando no projeto de aeronaves para a empresa Boeing, esses autores propuseram com base na
andlise matricial um método que modelasse painéis de aeronave a partir de pequenos triangulos
capazes de cobrir toda a superficie de cada peca. Apds quatro anos, em 1960, o método de
elementos finitos foi nomeado. Desde entdo a utilizacdo dos métodos de elementos finitos teve
crescimento exponencial [8].

No contexto dos métodos de elementos finitos, o método de elementos finitos
via minimos quadrados (MEFMQ) é baseado na minimiza¢do de um residual no sentido de
minimos quadrados e, apesar de ter uma formulacao simples, quando comparado ao método
de elementos finitos via Galerkin (MEFG), as aproximacdes sdo melhores [8, 9]. O MEFG
¢ o método de elementos finitos cldssico para aproximar solu¢des de problemas matematicos.
Este método utiliza em residuos ponderados, isto €, apoia-se no conceito de ortogonalidade [8].
Contudo, para contornar certas limitagdes que podem ocorrer no MEFG [10, 11, 12], utiliza-
se o método streamline-upwind Petrov-Galerkin (SUPG), que é um método estabilizado, que
consiste em adicionar um termo de pertubagdo associado ao operador e contém parametros

estabilizados dependentes da malha [13]. Usualmente estudam os métodos implicitos multi-
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estagios adicionado aos métodos de elementos finitos, para aumentar a regido de convergéncia
de seus resultados [14, 15, 16, 17].

Neste trabalho temos por objetivo estudar uma formulagdo semi-discreta, cara-
cterizada pela combinacao de aproximagdes distintas para as varidveis temporal e espacial, onde
a varidvel temporal é discretizada utilizando métodos implicitos multi-estagios e a varidvel
espacial usando métodos de elementos finitos, para obtencdo de solu¢des numéricas para as
equagdes 1D de conveccdo-difusdo-reacdo e de Burgers, cujas solugdes analiticas sdo conhe-
cidas. Métodos multi-estagios sao obtidos através dos aproximantes de Padé. Em particular,
consideramos os métodos implicitos multi-estdgios de segunda ordem, R;;, e de quarta or-
dem, R, para a discretizacdo do dominio temporal e utilizamos trés formulagdes do método
de elementos finitos, para a discretizacdo do dominio espacial, ou seja, minimos quadrados
(MEFMQ), Galerkin (MEFG) e streamline-upwind Petrov-Galerkin (SUPG).

Este trabalho encontram-se dividido em 9 capitulos. No Capitulo 2 apre-
sentamos uma formaliza¢do do espacos normados, do problema variacional, da formulacao
variacional, dos espacos de Sobolev, das funcdes diferencidveis a Gateaux e dos aproximantes
de Padé. No Capitulo 3 apresentamos a equagdo 1D de conveccao-difusao-reacdo e as aborda-
gens dos métodos multi-estdgios e dos métodos de elementos finitos. No Capitulo 4 aplicamos
a formulagdo semi-discreta para resolver a equacdo 1D de conveccdo-difusao-reacao. No Capi-
tulo 5 apresentamos os resultados numéricos obtidos através da formulacdo semi-discreta em
trés exemplos. Apresentamos também, uma andlise de erro utilizando a norma L?, comparan-
do as solugdes numéricas com a solucdo analitica. No Capitulo 6 apresentamos a equacao de
Burgers e as abordagens dos métodos multi-estdgios e dos métodos de elementos finitos. No
Capitulo 7 fazemos uma linearizag@o do termo convectivo da equacdo de Burgers, onde altera-
se o tamanho do elemento em cada etapa utilizando a informag¢do do passo anterior, tornando a
equacao de Burgers um problema linear local e posteriormente, aplicamos a formulacao semi-
discreta. No Capitulo 8 apresentamos os resultados numéricos obtidos através da formulagdo
semi-dicreta, para a equacdo de Burgers, para dois exemplos. Finalmente, apresentamos as

consideracgdes finais deste trabalho.
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2 PRELIMINARES

Neste capitulo enunciamos os resultados necessdrios para o entendimento

deste trabalho, cujas demonstra¢des podem ser encontradas nas referéncias citadas.

2.1 ESPACOS NORMADOS

Nesta secdo apresentamos os espagos normados e suas propriedades [18]. O

espaco normado € um espago vetorial com norma.

2.1.1 Propriedades

Definicao 2.1. Seja U um espago vetorial sobre os niimeros reais R. Uma norma sobre U é

uma funcao || - || : U — R* que verifica as seguintes propriedades:
i) [lull =0
i) |u| =0<=u=0
ii) || M|l = [A||lu|| YAER, VuelU
w) lu+wl| < ||u|l + ||w|| Yu,weU (desigualdade triangular)

O par (U, || - ||) é definido como sendo o espaco vetorial normado. Um es-
paco normado € um espaco de Banach se for completo, isto é, toda sequéncia de Cauchy ¢é

convergente em U [18].

2.1.2 Espaco com produto interno

Definicao 2.2. Seja V' um espaco vetorial. Um produto interno em V' é um funcional bilinear
em V' x V' que associa a cada par de vetores u,uy,us,w € V um escalar o € R, tal que, as

seguintes condicoes sejam satifeitas:
i) (ug + ug,w) = (ug, w) + (ug, w)
i) (qu,w) = a(u,w)
i) (u,w) = (w,u)
) (u,u) > 0e (u,u) =0 se, e somente se, u =10

para cada u,uy,us, w € Vea R,
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Um produto interno em V" define uma norma em V' dado por

Jull = V(u,u), YueV. 2.1)

Teorema 2.3. Desigualdade de Cauchy-Schwarz: Se u e w sdo elementos de um espago veto-

, entdo

rial V, com produto interno (-,-) e norma || -
| (u, w) | < [l flwl] (2.2)

A demonstracdo do teorema pode ser obtida em [18].

Definicao 2.4. H ¢ dito um espaco de Hilbert se ele é completo segundo a métrica induzida

pelo produto interno [18].

2.2 PROBLEMA VARIACIONAL

Nesta se¢do apresentamos algumas defini¢des necessarias e conceitos impor-
tantes do problema variacional relacionado ao funcional bilinear e ao Teorema de Lax-Milgram,
que serdo utilizados para obter a existéncia e unicidade da solu¢do. Portanto, consideramos o

espaco de Hilbert V', com norma, e o funcional bilinear, representados respectivamente, por || - ||
€ CL(', )

Definicdo 2.5. O funcional a(-,-) : V x V. — R, ou seja, a fungdo numérica a definida em

V' x V é linear em V| se é linear em cada uma das componentes.

Definicio 2.6. O funcional bilinear a(-,-) é continuo em V, se existe uma constante oy > 0 tal

que
la(u, w)| < aq||ul|||w]|, Yu,w €V. (2.3)

Definicdo 2.7. O funcional bilinear a(-,-) é coercivo em V, se existe uma constante oy > 0, tal

que

a(w,w) > as|lw|]?, Yw € V. (2.4)
Definicao 2.8. O funcional bilinear a(-,-) € simétrico em V, se

a(u,w) = a(w,u), Yu,w €V. (2.5)

Definicao 2.9. O funcional linear F : V' — R é continuo se existe uma constante oz > 0, tal

que

Fw) < azllw|, Yw €V, (2.6)
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onde F é dito um elemento do dual de V, denotado por V.

2.3 FORMULACAO VARIACIONAL ABSTRATA

Seja um problema variacional abstrato: Achar u € V tal que
a(u,w) = f(w) Yw €V 2.7)

onde V' é um espago vetorial, cuja norma é dada por || - ||y, No nosso caso V' é um espago de
Hilbert.
Fazemos uma andlise preliminar do problema (2.7), e especificaremos quais

condicdes que torna o problema bem-posto, para isto, utilizamos a defini¢ao:

Defini¢do 2.10. (Hadamard) O problema (2.7) é bem-posto se ele admite uma vinica solugdo

u € V e se a seguinte propriedade se verifica, a priori:
3 c¢>0, Vi eV, v <dlfllv-

Logo, o problema (2.7) é bem-posto, no sentido de Hadamard, se admite uma
Unica solugdo e se essa solucdao depende continuamente dos dados. Na literatura, existem dois
resultados importantes para designar se um problema € ou ndo bem-posto, estes sdo: o Teo-
rema de Lax-Milgram e o Teorema de Banach-Necas-Babuska. O primeiro resultado fornece
apenas uma condi¢do suficiente, enquanto que o outro, depende de hipéteses um pouco mais
sofisticadas, fornecendo condi¢des necessdrias e suficientes para que (2.7) seja bem-posto [19].
Nesse trabalho, € suficiente apenas o Teorema de Lax-Milgram, uma vez que, V' é um espago
de Hilbert.

Teorema 2.11. (Lax-Milgram) Se a(-, -) for um funcional bilinear continuo e coercivo e F(-)
um funcional linear e continuo em V., entdo, o problema (2.7) possui uma tinica solu¢do u € V.

Além disso, a aplica¢do F —— u é continua de V' em V.

A demonstragdo do teorema pode ser obtida em Ver Ern e Guermond [19].

2.4 ESPACOS DE SOBOLEV

A seguir, estudaremos os espagos de Sobolev. Seja {2 um conjunto aberto
em R, V e H espacos de Hilbert. Vamos denotar por L%(2) o espaco de fungdes quadrado-
integraveis, no sentido de Lebesgue, sobre o dominio 2.

O espago L?(2) € definido como [20]:

L*(Q) = {f : Q — R|f é Lebesgue mensurdvel, || f|| 2() < oo} (2.8)
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onde || f|l 2y = ([, | f(x)[*dx) 2.0 espaco L?(Q) é equipado com produto interno, definido

da seguinte forma

(u, w) :/uwdx (2.9)
Q

e a norma ¢ definida como

1/2
ullo = [(u,u)]"/? = (/ u2d3:> Vu e L*(Q). (2.10)
Q
Temos ainda que dado, duas fungdes f e g € L(9),

1+ gllz2) < I flle2@) + lgllz2) (2.11)

onde a desigualdade em (2.11) é conhecida como a desigualdade de Minkowski.
Sefegel?Q)entio fege L'(N)e

/ F@)g(@)lde < 11|z 9l 2, (2.12)

¢ conhecida como sendo a desigualdade de Schwarz.

Definicdo 2.12. Seja o espaco de Sobolev definido por H*(Q) para algum k inteiro e néo

negativo, utilizando a notacdo multi-indices dada pela n-upla o = (o, 9, -+ , ) € N,
onde é um niimero inteiro ndo negativo dado por |a| = ay + ag + -+ - +
H*(Q) =<ue L*Q) | 0l € L*(Q) V]| < k (2.13)
B 0x{r0xs? -+ - Qagin - '

Portanto, H* () consiste de todas as fungdes e suas derivadas de ordem k — 1

quadrados-integraveis. O espago H*()) é equipado com a norma

1/2
5\ Y

Blaly,
0z 0x5? - - Qi 2.14)

lulle = Z Z

s=0 |a|=0

Observamos que L%(§2) € de fato um espago de Sobolev H°(Q)) = L?(2), enquanto o espago
de Sobolev para k£ = 1 € definido por

Hmﬂ:{weLMDggeL%mi:Lluwn} (2.15)

X4

e tem como produto interno definido como

(u,w); = /(u'w'dx +uw)dr Yu,w € H' (). (2.16)
v
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Sendo assim podemos também encontrar sua norma
1/2
luli = [(u,u)]? = [/ (u'v —i—uu)dx]
Q

1/2
= (/ u’zdx+/u2dx)
Q Q
= (I[I3 + ull3)!? Vue HY(S).
Logo anorma H*(Q) é
lully = (lle/lIE + lullF) 2. (2.17)
Dizemos que H} () € um subespago de H'(f2) sendo

HY(Q) = {w € H'(Q)|w = 0 sobre T'}

onde H} () satisfaz o produto interno definido em (2.17) e denotamos a fronteira por I

Informacdes adicionais sobre o espaco de Sobolev podem ser obtidas em [20].

2.5 FUNCOES DIFERENCIAVEIS A GATEAUX

Nesta secao apresentamos o conceito de diferenciabilidade em espacos de

Banach, ou seja, a derivada no sentido de Gateaux [21].

Definicao 2.13. Seja F : U — V uma aplica¢do que leva vetores do espago de Banach U no

espago de Banach 'V e u € U. Assim, F ¢é dita diferencidvel a Gateaux se existe o limite:

P sw) = F)ll _ 9F

Jm S 5 (u), YVweU e s€eR, (2.18)

onde g—i(u) define a derivada direcional de F em u na diregcdo de w.

2.6 APROXIMANTES DE PADE

Em 1892, Henri Padé publicou um trabalho onde apresentou uma metodologia
para obter representacdes aproximadas de uma fun¢@o por fungdes racionais [22]. Atualmente,
esse trabalho se reveste da maior importancia em vdrias dreas do conhecimento, por fornecer
algoritmos que convergem rapidamente. As representacdes de Padé sao hoje conhecidas como
Aproximantes de Padé [23]. Aproximantes de Padé sdo geralmente superiores as expansoes de
Taylor, porque ndo somente convergem mais rapidamente como também se estendem a regides
muito além da definida pelo raio de convergéncia da série de Taylor correspondente [22]. Nesta

secdo iremos definir e estudar as propriedades dos aproximantes de Padé.
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Definicao 2.14. Os aproximantes de Padé sdo funcoes racionais, ou seja, quocientes de dois

polinémios, que representam a expansdo

N
f(h)=>"fih', (2.19)
=0

onde os coeficientes f; sdo chamados de “pecas de informacoes". Os polindmios dessas funcoes
racionais sdo representados pelos niimeros inteiros L e M, graus do numerador e denominador,
respectivamente, e denotado por Ryp);. Assim, os aproximantes de Padé Ry, associados a
f(h), tém a forma:

Riy = C];L—({Lh)) ., L M>0 (2.20)
com
Pr(h) = po + pih + poh* + ... + pLh* (2.21)
e
Qu(h) = g0+ q1h + @h* + ...+ quh™, (2.22)

onde tomamos qo = 1 em (2.22) para que o polinomio Q;(h) seja diferente do polinémio nulo.

Em (2.21) e (2.22) os coeficientes pj, € ¢; sdo obtidos a partir das f;, através

da condi¢do
Py(h)

~ Qu(h)

de modo que f(h) e o aproximante de Padé diferem apenas por termos da ordem hLFM+1,

f(h) = O(h"M*1) | (2.23)

Podemos escrever a condicdo (2.23) da seguinte forma

Pi(h) = f(h)Qu(h) + O(R"HHY) | (2.24)
ou de forma mais explicita,

po +pih+pah®+ ..+ pht = (2.25)
= (fo+ fih+ fob® + ...+ fuh") A+ qh + @bh? + ..+ quh™) + O(hPHYH)

Desenvolvendo o termo do lado direito de (2.25) até termos da ordem hX*M+! e comparando
termos de mesma poténcia em h, encontramos o sistema linear de (L + M + 1) equacdes

algébricas para os coeficientes p; € ¢; em termos dos coeficientes f;. Se o sistema admitir



26

solucdo, o aproximante de Padé existird e serd unico, sendo

po = Jo
= fitaf
p2 = fot+tafi+afo

pr. = fotafiaa+...+af (2.26)
0 = fim+tafi+.. +aufi-mn
0 = freo+afoai+.o Faufr—m+e

0 = fiem+afiem—+ .. +aufr .

O sistema (2.26) determina os coeficientes dos polindmios Py (h) e Qp(h) em termos dos
coeficientes f; da expansdo original. Portanto, deve haver pelo menos (L + M + 1) “pecas de

informacdes" disponiveis da expansdo bésica (2.19), ou seja,

L+M+1<N. (2.27)

Esta condi¢do limita as possibilidades para os graus dos polindmios Py (h) e Qp(h), e conse-
quentemente, a familia de aproximantes de Padé que podemos construir [22].

Examinando a estrutura do sistema (2.26), constatamos que para resolveé-lo,
podemos considerar primeiramente as ultimas M equacdes que envolvem apenas os coefi-
cientes ¢;. Uma vez determinados esses coeficientes, eles podem ser inseridos nas (L + 1)
primeiras equagdes, que resolvidas fornecerdo os coeficientes p,. Observa-se imediatamente
que os aproximantes Ry ;, com M = (, coincidem com a expansdo original (2.19) até o termo
frht. Se L = M, o aproximante de Padé ¢ dito ser diagonal [23].

A existéncia do aproximante de Padé Ry ,,, a uma série de poténcias (2.19),
depende da existéncia da solugdo do sistema (2.26), mais especificamente das M udltimas equagdes,

que podemos escrever na forma

afo+.. . Faufi-my1 = —fin
Gfep+ oo qufi-mee = —freo
: (2.28)

Qfrev—1+ . +aquft = —frim
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ou matricialmente como

Iz R J A yan ¢ —fra1
1
S B § N VA . B —fr42
qm
froom-1 .. 1L —frem
ou ainda,
AX =B, (2.29)

onde A € a matriz dos coeficientes, X € o vetor coluna das incégnitas g; e B € o vetor coluna
dos termos independentes. Como uma aplicacdo dos aproximantes de Padé consideremos a
série geométrica

f(Wy=1+h+h*+h*+h"+... |h <1 (2.30)

determinando o Padé associado

_ Do + prh + poh?
22 1 +q1h+qgh2 '

(2.31)

De (2.24) segue a relacdo
po+pih+ph?=(1+h+h>+h+ht+ . )1+ qh+@h?) +O0(R%),

de onde obtemos

po+pih+ph® =1+ +q)h+(1+q+@)h*+(1+a+@)hP+ (1 +q+g@)h'. (2.32)

Comparando os termos de mesma poténcia de h nos dois membros da igualdade de (2.32),

obtemos o sistema de equacdes

hOZ p():]_
K pr=1+gq
h? p=1+q +q (2.33)

e 0=1+q+q
Wo0=14q +g.

Das duas ultimas equagdes de (2.33) resulta que

G1=—1—¢q,
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de forma que, ¢;, assim como p; € ps, dependem da quantidade ¢», isto &,

P = —q
p2 = 0.

Substituindo estes valores em (2.31) obtemos

1-— QQh
Roy = . 2.34
27014 (-1 — @)h + @h? (239
O denominador da fragdo em (2.34) pode ser reescrito de forma
1+ (=1 = @)h + gh* = (1 = h)(1 — gsh)
de maneira que o Padé toma a forma final
Roy = ! (2.35)
22 — 1—h . .

Neste exemplo notamos que o sistema (2.26) possui infinitas solugdes e de-
pois dos cancelamentos, o aproximante de Padé se torna tinico. Observamos que o resultado
encontrado em (2.35) € justamente a soma dos infinitos termos da série geométrica considerada

em (2.30). Qualquer outro aproximante de Padé reproduzira esse resultado.

Teorema 2.15. (Unicidade) Se existir o aproximante de Padé Ry ), entdo ele é tinico.
A demosntragdo pode ser obtida em [22].

Exemplo 1. (Fun¢iao Exponencial)

Seja a funcdo exponencial e sua representacdo em série de Taylor
N
fh)y=e"=>" —. (2.36)

Usando construcdes similares a apresentada pela série geométrica, podemos construir a tabela

parcial, Tabela 1.1, de aproximante de Padé para a funcdo exponencial.

Tabela 2.1: Alguns aproximantes de Padé da funcdo exponencial.

Ry M=0 M=1 M=2 M=3
— 1 2 6
L=0 1 1-h 2—2h+h? 6—6h+3h2—h3
L=1 1+h 2+h 6+2h 24+6h
1 2—h 6—4h-+h2 24—18h+6h2—h3
L=2 2+4+2h+h? 6+4h+h? 12+6h+h2 60+24h+3h?
2 6—2h 12—6h+h?2 60—36h—9h2—h3
L=3 | 6+6h+3h2+h% | 24+18h+6h>+h? | 60+36h+9h2+h% | 120460h+12h°+h3
6 24—6h 60—24h+3h2 120—60h+12h2—h3
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Para h = 1, a expansao (2.36) nos dd o nimero transcendental ¢ = 2, 71828 . . ..
A Tabela 2.2 fornece aproximacdes para e, com base na Tabela 2.1.

Tabela 2.2: Valores fornecidos pelos aproximantes de Padé quando h = 1, para o valor de e.

Riwm M=0 M=1 M=2 M=3
L=0 1 ! 2 3

L=1 2 3 2,666666... | 2,727272. ..
L=2 2,5 2,75 2,714285... | 2,718750...
L=3 | 2,666666... | 2,722222... | 2,717948... | 2,718309...

Note das Tabelas 2.1 e 2.2 que quando M = 0 os aproximantes de Padé coin-

cidem com as expansdes de Taylor, correpondentes. Enfim, para um L fixo, conforme M cresce,

verificamos que o aproximante de Padé correspondente fornece uma melhor aproximacao para

e=271828....

Neste trabalho faremos uso dos aproximantes de Padé, Tabela 2.1, da funcao
exponencial (2.36) para a aproximacao temporal das equagdes 1D de conveccao-difusao-reacdo
e de Burgers, que abordaremos nos préximos capitulos.
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3 FORMULACAO SEMI-DISCRETA PARA A EQUACAO
1D DE CONVECCAO-DIFUSAO-REACAO

Neste capitulo apresentamos a equagdo 1D de conve¢ao-difusao-reagdo e maneiras
para resolver esta equacdo. Primeiramente vamos descrever o problema e em seguida faremos

as abordagens dos procedimentos sobre as discretizagdes no tempo € no espago.

3.1 EQUACAO 1D DE CONVECCAO-DIFUSAO-REACAO

Considere a equacao 1D de convec¢ao-difusao-reagao que consiste em encon-
trar u(x,t) : Q — R satisfazendo

u(x,t) + vug(x,t) — Dugy (2, t) + ou(z,t) = f(x,t), em$ 3.1
u(0,t) =0= wu(l,t) emT, (3.2)
u(z,0) = ug(x) Ve, (3.3)

onde €2 C R é um dominio limitado aberto com fronteira I' = 0€2. Os coeficientes em (3.1)
sdo: v : Q — R, o campo de velocidade; Em principio D : Q — R, o coeficiente de difusio;
o : Q — R, o coeficiente linear da reacdo; f : 2 — R, o termo fonte e, (3.2) representa
as condigoes de fronteira do tipo Dirichlet, e (3.3) a condic¢do incial. Em particular, para o
problema 1D de convecc¢ao-difusdo-reagao utilizaremos apenas as condi¢des de fronteira do
tipo Dirichlet.

Podemos reescrever (3.1) na seguinte forma:
u + L(u) = f, (3.4)
onde o operador espacial é definido como
L(u) = vu, — Dug, + ou (3.5)

e L = Leony + Laif + Lreqe representa a soma dos operadores lineares convectivos, difusivos
e reativos. A solu¢do numérica de (3.1)-(3.3) serd obtida por meio de dois processos de dis-

cretizacOes do tempo e trés processos de discretizagdes no espago.
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3.2 DISCRETIZACAO TEMPORAL

Muitas técnicas numéricas para a discretizacdo no tempo sdo utilizadas para
resolver equacdes diferencias [14, 24]. A seguir vamos introduzir a técnica passo de tempo

através dos aproximantes de Padé [25]. Considere a aproximagdo dado pelo operador
E(AL) s u(t") — u(t"™) (3.6)

que permite transportar a solu¢gdo numérica em um determinado tempo " = n/At para o proxi-

mo tempo "1 = " + At. A partir do desenvolvimento da série de Taylor, temos que

o 1,02 1,0
RSN R V-V L1V AR P
u <+ T o Tyt o T )“
a’l’b
= At— | ™ 3.7
() -

onde a evolugdo do operador £(At) é dado pela fung¢ao exponencial na equagao (3.7). Portanto,
€ evidente que a técnica de passo de tempo de vérias ordens pode ser concebida através dos
aproximantes de Padé para a funcdo exponencial [14]. Observe que os aproximantes de Padé

para a fun¢do exponencial e*, x = At%, foram apresentados na Tabela 2.1.

3.2.1 Aproximacao multi-estagio

Nesta subsecdo vamos detalhar um pouco mais a técnica passo de tempo
através dos aproximantes de Padé. Para isso, vamos dividir nossa abordagem em métodos
explicitos multi-estdgio e métodos implicitos multi-estagio.

Método explicito multi-estagio

Os aproximantes de Padé R;( na primeira linha da Tabela 1.1, descrevem a

técnica passo de tempo do tipo explicito, onde

Ut =" + Atul + %Aﬂu;’t + %At?’u?ﬁ + - (3.8)
Para evitar, derivadas de segunda e ordens superiores no tempo, que sao dificeis de expressar em
termos das derivadas espaciais usando a equagao conveccao-difusao-reacao, o método explicito
multi-estdgio, derivado das aproximagdes Ry, foi proposto na literatura [14, 26].
Método de segunda ordem: Como os aproximantes de Padé Ry, sdo requeridos, foi sugerido
por Richtmyer uma aproximacao em duas etapas no contexto de diferencas finitas [27]. Assim,

escrevemos as duas etapas da técnica na forma

1
un+(1/2) — u”+§Atuf,

1
u"tt = w4+ Atu] + §(At)2u;;, (3.9)
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que procede da fatoragdo dos seguintes aproximante Padé de Ro:

1 1
1+h+§h2:1+h(1+§>. (3.10)

Método de terceira ordem: Similarmente para os aproximante de Padé Rs, foi sugerido uma
aproximacgao em trés etapas envolvendo somente as primeiras derivadas no tempo [27]. Da

mesma forma, fatorando o aproximante Padé de Rs:

1 1 1 1
l+h+=h*+-h*=1+h({1+=h(1+=h 3.11
+haght+ o +(+2(+3)) (3.11)
o que produz um esquema de trés etapas
n+(1/3) n 1 n
u = u"+ gAtut,
n n 1 n 1/3
w2 — e —Atut+( / )7
W= w4 At 3.12)

Informagdes adicionais sobre o método explicito multi-estdgio podem ser encontrado em [14,
26].

Métodos implicito multi-estagio

Vamos considerar agora os métodos implicitos multi-estdgio que correspon-
dem aos aproximantes de Padé da Tabela 2.1 para M # 0. Os métodos métodos implicitos
multi-estagio sao de ordem 2n [25].

Meétodo de segunda ordem: O método implicito correspondente a [?1;(Crank - Nicolson )

1 1
1—=h)u"™ = (1+= " 1
( 2h)u ( +2h)u (3.13)

produz um esquema em duas etapas [28]
n+1 n 1 n n+1
Wt =+ EAt (ut + uy ) ) (3.14)

Meétodo de quarta ordem: O método implicito correspondente a Ry

h  h? h  h?
1— — - n+l _ 1 - _ n 1
( + )u < +2+12>u, (3.15)

produz um esquema em quatro etapas [28]

W= A (] ) DA — ) (3.16)
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Para evitar derivadas de segunda ordem no tempo, reescrevemos a equagao (3.15) na forma

h h n+l __ E ﬁ n
(1—5(1—6))u —(1+2(1+6))u 3.17)

que gera quatro etapas, incorporando duas etapas explicitas e duas implicitas, dadas por [14]

fatorada:

un+(1/6) ="+ At,n

u
etapas explicitas 6 ¢ (3.18)
pas exp { /) = g g Bty

W HB/6) _ gt — _%u?-&-l

ntl _ %u?+(5/6) 4 nt(1/2)

etapas implicitas {

u

Note que as duas etapas implicitas em (3.18) sdo acopladas, que resulta em uma solugdo si-
multanea.

Em [29, 30] os autores mostram que a [y, € incondicionalmente estavel se

satisfaz a condi¢do
M —2 < N < M <= Ry € incondicionalmente estavel. (3.19)

Logo, os aproximantes de Padé RR1; e Rso sdo incondicionalmente estdveis, assim como 0s
demais aproximantes implicitos de Padé [14].

Neste trabalho, estamos interessado somente nas técnicas de multi-estdgio
implicitas na parte da discretizacdo temporal. Logo, podemos reescrever o método implicito

multi-estidgio da seguinte forma
— — WAu = wuy, (3.20)

onde Au € R" é um vetor com dimensdo n e Au; € a derivada parcial de Au com respeito
ao tempo. Substituindo (3.4) e (3.5) em (3.20) e considerando que o operador £ é linear com

coeficientes constantes, temos que

% — WI[Af — DAuy, + vAu, + cAul = w[f" + Dul, — vul — ou"]

i—? + W[=DAuy, + vAu, + cAu] = w[f" + Dul, —vul —ou"] + WAS

A

K;L FWL(AW) = W™ — L(u")] + WAF 3.21)

com Auw definido em (3.20), onde W, Af, w dependem do método escolhido. Para ilustrar,

segue os métodos que utilizaremos neste trabalho:
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Método de segunda ordem: Uma formulagdo compacta do R1;(Crank - Nicolson )[26]

Au = un—i—l o un’ Af — fn-l—l - fn
W=1/2, w=1. (3.22)

Neste caso n = 1 e consequentemente os vetores e matrizes sdo escalares.

Meétodo de quarta ordem: Uma formulagdo compacta do Ros [26]

un+1/2 — " fn+1/2 _ fn
Au = { untl — un+1/2 ’ Af - fn+1 _ fn+1/2 ’

1|7 -1 1)1
W= — ; W= .

Similarmente podemos estender a ordem do método do tipo R33 como pode ser encontrado em
[14].

(3.23)

3.3 DISCRETIZACAO ESPACIAL

A seguir apresentamos trés formulacdes para a discretizac@o espacial que sao
utilizadas para resolver a equacdo 1D de convecgdo-difusido-reacdo. Uma das formulagdes é
realizada através do método elementos finitos via minimos quadrados (MEFMQ), uma outra
através do método elementos finitos via Galerkin (MEFG) e por ultimo através do método esta-

bilizado streamline-upwind Petrov-Galerkin (SUPG). A seguir descrevemos estas formulacoes.

3.3.1 Método de elementos finitos (MEF)

Os método de elementos finitos no sentido de principios variacionais sao clas-
sificados em método de Galerkin e método de minimos quadrados. O método de elementos
finitos via minimos quadrados (MEFMQ) refere-se a minimizac¢do do residuo no sentido de
minimos quadrados, isto €, considerando o problema (3.1) e definindo uma funcio residuo

aproximada r(z) por
r(z) = vug(x) — Dug,(z) + ou(z) — f(z), V€ (0,1). (3.24)

Assim constréi-se um funcional quadratico na norma de 1.?(0, /) a ser minimizado com respeito
a u. O MEFMQ leva a matrizes simétricas definidas positivas [9]. Por outro lado, o método de

elementos finitos de Galerkin (MEFG) refere-se a residuos ponderados, isto €, no conceito de
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ortogonalidade. Porém, nem sempre o MEFG leva a matrizes simétricas [31, 33]. O método
de Galerkin quando aplicado a problemas predominantemente convectivos perde a estabilidade
gerando oscilagdes perto das camadas limites ou das descontinuidades da solucdo. Para con-
tornar a perda de estabilidade, o operador streamline-upwind Petrov-Galerkin [10, 11, 32] é
adicionado ao método de Galerkin gerando, o método estabilizado SUPG. O método estabi-

lizado streamline-upwind Petrov-Galerkin ndo leva a matrizes simétricas [12].

3.3.2 Método de elementos finitos unidimensional

O objetivo do método de elementos finitos é o de introduzir fungdes bases
{®0, ..., vm} que geram o subespaco onde esta sendo procurada a solugdo exata, com suporte
localizado nos pontos nodais dos elementos [9, 34]. Para definir tais funcdes bases € feito uma
discretizagdo do intervalo [0,[], isto é, 0 = x, 1, %2, ..., Tym_1,Tm = [, onde g < a1 <
Tg... < Tym—1 < Z,. Esta particdo divide o intervalo [0, [] em m sub-intervalos ou elementos
e; = (xj_1,25),j =1,2,...,m, de comprimento h; = x; — x,_1.

Vamos construir uma fung¢ao teste uy, tal que, u;, € linear em cada elemento
e; e € continua sobre [0, /] e satisfaz as condi¢des de fronteira u;(0) = 0. Essas fun¢des cons-
tituem o subespaco V}, sendo V;, C V. Assim, como parametros para descrever u;, podemos
escolher os valores wg, uy, us, ..., u, nos nés r;. Consequentemente, sobre cada elemento

e; = (z;_1,%;), up(x) pode ser expressado como
up(z) = w%j)(m)uj_l + wé‘j)(m)uj x € ey, (3.25)
em que as funcdes

i vy xj—x)/h;
V) = ( " ) - ( <a(:—xj_)1§/hj ) | 20

Portanto, sobre todo dominio [0, /] podemos escrever uy () como

up(x) = @o(x)ug + @1(z)ur + . .. + O () U, (3.27)
em que
wéj)@?% T € €55
pi(@) =1 YW (@), weeyn 1<j<m—1 (3.28)
0, caso contrario;

(1) )

x), T € eq;

o) :{ 1 (@) ! (3.29)
0, caso contrario;
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0, caso contrario;

onl(@) = { V2 (@), E Cmi (3.30)

sdo chamadas de funcdes bases e ¢;(x) ¢ uma fungdo linear seccionalmente continua, com
valor [ para o né z; e nulo para os outros nés. Portanto, u,(x;) = u,. Especificamente, se
temos uy = 0 entdo (3.27) satisfaz as condi¢gdes de fronteira (3.2) e para outros parametros
Uy, Us, . . ., U, valores arbitrarios. Todas as fun¢des uy () constituem o espago das fungdes

teste V},. Geometricamente, as fungdes ¢; sdo representadas por meio da Figura 3.1.

Tjm1 X5 i1 I

Figura 3.1: Funcao base associada a cada nd.

3.3.3 Método de mimimos quadrados

Para aproximar o problema (3.1)-(3.3), fazemos uso do método de elemento
finitos via mimimos quadrados, é necessdrio primeiramente calcular sua formulacao variacional
para que seja possivel aplicar o método de elementos finitos [9]. Esta formulacido é obtida
usando o método de minimos quadrados que consiste em minimizar o quadrado da integral do
residuo. Assim, dado o espago de Hilbert V' = Hj(0,1), onde V é chamado de conjunto das
solugdes tentativas, € 7(x) = —Dug,(x) + vug(x) + ou(z) — f(z), Vo € (0,1), uma fungio

residuo aproximada, pode-se resolver numericamente o problema. (3.1)-(3.3).

Defini¢do 3.1. O funcional quadrdtico na norma de 1.%(0,1) é definido como

F:VoR (3.31)
u— F(u)

onde F(u) = (||r(x)|]o)* = f(f[—Dum(x) + vug(z) + ou(x) — f(x)|>dz para todo = € (0,1)

sobre todos os u € V.

Além disso, F é um funcional que tem seu dominio no espaco V' das solucdes
testes levado ao conjunto dos nimeros reais. Uma condi¢@o necessdria para que v € V' seja um

minimizador do funcional F em (3.31) € equivalente a calcular um minimo usando a derivada
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de Giteaux, isto €,

OF 4y = tim Wt sw) = F g ey (3.32)
ow 50 s
com u e w definidos em [0, /] e s € R. Logo,
OF ' fol[—D(u + W) e + v(u + sw)y, + o(u+ sw) — f2dx
—(u) = lim{ -
ow 50 s
!
ol Dt s ou = fPdsy o 53

S

V w € V, fazendo os cdlculos temos que,

a l
g(u) = / [2D2umwm — 2Dvugw, — 2Dougw — 2Dvugw,,|de +
w 0

!
+ / [—2D0uw,, + 2DWwey f + 20*uw, + 20vu,w]dx + (3.34)
0
!
+ / [20vuw, — 2w, f + 20*uw — 20uwfldr =0 Yw €V,
0
ou ainda,
!
/ [D?Upp Wy — DVUgp Wy — DOtgew — Dvtigwy,|ds +
0
!
+/ [~ Douw,, + v’uzw, + ovu,w + cvuw, + otuw]dr = (3.35)
0
!
= / [—Dwy, [ +vw, f 4+ cuwflde Yw € V.
0
Assim, definimos o funcional bilinear a(-,-) : V' x V' — R de (3.35) como sendo:
!
ay(u,w) = / [D?UppWyy — DVUzp Wy — Dotgaw — Dvtigw,,|ds +
0
!
+ / [—Douw,, + V2upw, + ovugw + cvuw, + UQuw]dx, (3.36)
0

que aplicando o teorema de Green [33] nos seguintes termos da equagdo (3.36),

! !
—Dv / UgrWedx = Do / Uy Wy dX (3.37)
0 0

l !
—Do / Uzgzwdr = Do / UWyedT (3.38)
0 0
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! !
UO'/ U wdr = UO’/ uwydx, (3.39)
0 0

ou seja, substituindo (3.37)-(3.39) em (3.36) e efetuando os cdlculos, reduzimos o funcional

bilinear a;(u, w) para
!
ay(u,w) = / (DU Way + V2 upw, + o*uw]de (3.40)
0

Definindo o funcional linear Fy;(-) : V' — R de (3.35) por

I
Fy(w) = / [—Dwy, + vw, + cuw|fdx (3.41)
0

para todo w € V. Portanto, podemos dizer que o problema (3.35) é equivalente a resolver o

seguinte problema variacional: Achar u € V/, tal que,
ay (u,w) = Fy(w), Yw eV, (3.42)

Vamos utilizar o Teorema 2.11 do Capitulo 2, para provar a existéncia e unicidade do problema
(3.42). 1. Vamos mostrar que a (-, -) € bilinear e simétrica.
Dem: Sejam u, 2z, e w fungdes pertencentes ao espago V' e escalares «, 3, A e .

Usando o funcional bilinear (3.40) temos,
!
ay(ou+ fz,w) = / [DQ((ozum + B2uz)Was) + UQ((ozugg + Bz )w,))]dx +
0
!
+ / [0*((cu + B2)w]dx (3.43)
0
fazendo os calculos

!
ay(au+ fz,w) = a/ (DU Wap + V2 Upw, + o2 uw]de +
0

+ 0 /Z[DQ,Z:,;:Eu)m + v*z,w, + o*zw]de (3.44)
0
Logo,
ay(ou+ fz,w) = aay(u,w)+ Bay(z,w) Yu,z,w e V. (3.45)
De maneira andloga, temos que
ay(u, pw 4+ Az) = pay(u,w) + Aay(u,z) Yu,z,w e V. (3.46)

Das igualdades (3.45) e (3.46) podemos concluir que ay,(+,-) € bilinear. A seguir, verificamos
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a simetria

! ! !
apy(u,w) = D2/ umwmdx—kUQ/ uxwxd:z+02/ uwdzx
0 0 0

! ! l
= DQ/ wmumdx+112/ wxuxdas+02/ wudx

0 0 0
= a(w,u). (347

Logo, ay (-, -) é simétrica.
|
2. Vamos mostrar que ay, (-, -) é continua.

Dem: Utilizando a equacdo (3.40), pela desigualdade de Cauchy-Schwartz

! ! !

lap (u, w)| = ‘D2/ umwmdx—l—vz/ uxwxdzv—l—az/ wwdx
0 0 0

< D*||ttgollol|wzallo + v* |tz lol|wallo + o [|ullo/|wllo

< max{D? v*, 0" }([[uzallo + [tz llo) (|waallo + wslo)

como (||tzz|lo + ||ullo) € ||ully sdo equivalentes em H(€2) [13], assim
ay (u, w) < eplulli]|wls, (3.48)

onde ¢; = max{D? v? o%}. Logo por (3.48) ax(.,.) € continua.

|
3. Mostraremos agora que a (., .) é coerciva.
Dem:
I ! I
ap(u,u) = D2/ Upp U AT + "02/ Uy Uy dT + 02/ uudx
0 0 0
= D*||ugallg + v*luallg + o*[lullg
> = min{D27 UQ, 0'2}HU||%
Temos que,
a(u,u) > coulf, (3.49)
onde ¢, = min{D? v?, 0?}. Logo por (3.49) ay(.,.) é coerciva.
|

4. Por tltimo, vamos mostrar que F;(-) é linear e continuo em V.
Dem: Pela defini¢do de funcional e funcional linear, F;(.) € ap (., .) sdo lin-
eares. Agora segue a demonstracao da continuidade de F;(w), onde o funcional linear F';(w)

dado por (3.41) € limitado em V/, pois, para transformagdes lineares, continuidade e limitagao
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significam o mesmo [18]. Suponha que existe vy tal que, 0 < vy < v — ou,. Considerando o

funcional F) () e utilizando a desigualdade de Cauchy-Schartz, temos que

!
Fy(w) = / [—Dwy, + vw, + cuw] fdz
0

l ! !
= / —Dwmfd:1:~|—/ vwxfdx+/ ouw fdx
0 0 0

l !
= —/ Dwxxfdx+/(v—aux)w$fdx
0 0

l !
< —/ Dwmfdx—ir/ vow, fdx
0 0

IN

! !
/|Dwmf|dx+/ vow, fdx

0 0
Dl[wezlloll fllo + vollwsl|| fllodz
< max{D| f[lo, voll fllo}|wl]1,

IN

logo,
Fy(w) < esllwl]y, (3.50)

onde c3 = max{D|| fllo, vollflo}- Assim, F/(.) é continuo.

[ |
Portanto, podemos afirmar, com o uso do Teorema 2.11 do Capitulo 2, a existéncia e unicidade
do problema (3.42).

3.3.4 Método de elementos finitos via minimos quadrados (MEFMQ)

O método de elementos finitos via minimos quadrados (MEFMQ) tem por
objetivo aproximar o espaco das solucdes tentativas e o espago das fungdes teste por subespaco
de dimensao finita. Iniciamos este estudo construindo um subespago de dimensao finita V}, do
espaco de dimensdo infinita V' = H; (0, 1), formado por fungdes lineares seccionais geradoras
de um conjunto de m elementos de V' denotado por V}, = [po, . .., ¢m]|. As fungdes bases ¢;
sdo as mesmas obtidas na secdo 2.3.2 a partir do método de elementos finitos, considerando
aparticdo rp < 1 < Tg... < Ty—1 < Z,. O problema agora consiste em determinar uma

solugdo aproximada u;, = uy,(x) € V}, tal que
up =Y i)y, Vo € Vi (3.51)
=0

Deste modo, o problema aproximado da equacdo (3.42) consiste em determinar u;, € V), tal que

ans(Un, wy) = Fr(wn), Y wy € V. (3.52)
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Da solugdo aproximada (3.51), a equacao (3.52) mostra ser valida a igualdade
wy, = pi(x),1=0,1,2,...,m, definida como fungdo teste. A equagdo (3.52) pode ser reescrita

como

> aulpi o)y = Fulp:), i=0,1,2,...,m. (3.53)
7=0

A equagdo (3.53) representa um sistema linear de equacdes algébricas com m equacdes e m

incognitas ug, uq, Us, . . . , Uy,. Em forma matricial, este sistema pode ser escrito como

AU =F, (3.54)
onde A = [A;;]nxm» comentradas A;; = a(g;, ¢;), é amatriz global, UT = [ug, u1, ug, . . . , Uy
é o vetor incognita e FT = [Fy, Fy, Fy, ..., F},] € o vetor de forga global.

3.3.5 Método de Galerkin

Nesta sec¢do apresentamos o método de Galerkin para resolver o problema
(3.1)-(3.3). Para aproximagdo do problema (3.1)-(3.3), seja V' = H}(0,1) assim definido, onde
V € chamado de conjunto das solucdes teste. Em seguida, a formulacdo variacional fraca do
problema (3.1) € calculada multiplicando ambos membros desta equacdo por uma fungdo teste

w € V. Temos,
—Dugw + vu,w 4+ cuw = fw Yw eV (3.55)
Aplicando a integral em ambos os lados da equacdo (3.55), segue que
l l
/ [—Dug,w + vu,w + cuw|dr = / fwdr YweV (3.56)
0 0
e integrando por partes obtemos
! l
/ —Dugwdr = / Dujw,dzx. (3.57)
0 0
Substituindo (3.57) em (3.56) temos que,
1 l
/ [Du,w, + vu,w + cuw]dr = / fwdz. (3.58)
0 0

Assim definimos os funcionais bilineares ag(.,.) : V x V — Re Fg(.) : V — R por:

I
ag(u,w) = / [Du,w, + vu,w + cuw|dx (3.59)
0
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!
Fg(w):/ fwdx (3.60)
0

para todo w € V.
Consequentemente, podemos dizer que o problema (3.58) € equivalente a resolver o seguinte

problema variacional: Determinar v € V' tal que
ag(u,w) = Fg(w) YweV. (3.61)

Assim, podemos afirmar, com o uso do Teorema 2.11 do Capitulo 2, a existéncia e unicidade
do problema (3.61).

1. Vamos mostrar que ag(-, -) € bilinear.

Dem: Sejam u, z, e w fungdes pertencentes ao espaco V' e escalares «, 5, A e fi.

Utilizando o funcional bilinear (3.59), temos que

I
ag(au + fz,w) = / [D(auy, + Bzy)w, + v(au, + Bzy)w + o(au + fz)w]d
0
! !
= a/ [Du,w, + vuzw + cuw|dr + ﬁ/ [Dugz, + vzpw + ozwlde.
0 0
Logo,
ag(ou + fz,w) = aag(u, w) + Pag(z,w) Yu,z,w eV (3.62)
De maneira andloga, segue que
ac(u, pw + Az) = pag(u,w) + Aag(u, z) Yu,z,w eV (3.63)

Das igualdades (3.62) e (3.63) concluimos que ag(+, ) é bilinear.
|

~ . . e . !
Observacao 3.2. O funcional bilinear as(+, -) ndo é simétrica devido ao termo v fo uzwdz. De

fato, integrando por partes temos que,

! !
v/ Uz wdr = —v/ wywdx.
0 0

2. Vamos mostrar que ag(-, -) é continua e coerciva.

Dem: Utilizando a equacdo (3.59) pela desigualdade de Cauchy-Schwartz,
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temos
l ! I
lag(u, w)| = /Duxwxdx—i—/ vuxwdx+/ ouwdzx
0 0 0
< Dljuzlloflwzllo + vlluzlloflwllo + allulloflwllo
< max{D, v, o }([[uxllo + [[ullo)([[wzllo + [[w]lo)-
< max{D,v,a}HquHle.
Logo,

ag(u, w) < callullsflwll (3.64)
onde ¢, = max{D, v,c}. Assim por (3.64), seque que, ag(-,-) é continua.
Antes de demonstrar que ag(-, -) € coerciva. Vamos supor que
L > 09 >0
0 — —Uy > 0 .
5 0

Podemos reescrever a equagao (3.59) como

! ! !
ag(u,w) = / Du,w,dx +/ vugwdr —i—/ cuwdx
0 0 0
! !
= / Du,w,dz +/ [vu, + ou]wdz (3.65)
0 0
!
= / Duwedx + bg(u, w)
0
onde
1
ba(u, w) = / [vu, + oujwdx (3.66)
0
Observacao 3.3. Para todo v € V temos que
1
betu ) = ((0 = goun)

(Informacdes adicionais pode ser encontrado em [13]).

De fato, considerando o primeiro termo de bg(u, 1) em (3.66), temos
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! l
1 d
/ VU udr = —/ v—uldx
0 2 )y dz

Logo,

! !
bo(u,u) = oudr — 1 veutda
0 2 Jo
: 1
_ / <g _ _Ux) Wi (3.67)
0 2
1
= <(0 - 5%)u,u>

Para coercividade, da equagdo (3.65) temos,

I
ag(u,u) = /Duwumdx—l—bg(u,u)

0
l l 1
= / DuidxﬂL/ (0 - —vz) u?dx
0 0 2
1
= Dllugll§ + ((0 - §vx)u,u) (3.68)

> Dlugllg + ooflullg

> C5HUH%7

onde ¢; = min{D, oy }. Logo, ag(-, -) é coerciva.
[
3. E por dltimo, vamos mostrar que Fg(w) é linear e continuo.
Dem: Pela definicdo de funcional e funcional bilinear, F;(-) € ag(-,-) sdo
lineares. Agora segue a demonstrac¢do da continuidade de Fz(w), onde o funcional linear F(w)
dado por (3.60) € limitado em V| pois, para transformacdes lineares, continuidade e limitacdo

significam o mesmo [18]. Considerando o funcional Fi(-) pela desigualdade de Cauchy -

/Olwfdx

> ||f||o\|w||1,

Schwartz, temos

[Fa(w)| =

N
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Assim,
Fe(w) < cgllwl)s, (3.69)

onde ¢g = || f]|o- Logo por (3.69) temos que, F;(+) é continuo.
[
Portanto, podemos afirmar com o uso do Teorema 2.11 do capitulo 2, a exis-

téncia e unicidade do problema (3.61).

3.3.6 Método de elementos finitos via Galerkin (MEFG)

O método de elementos finitos via Galerkin (MEFG) tem como objetivo aproxi-
mar o espaco das solugdes tentativas e o espaco das fungdes teste por subespaco de dimensdo
finita. Iniciamos este estudo construindo um subespaco de dimensao finita V}, do espago de
dimensio infinita V' = H} (0, 1), formado por fungdes lineares seccionais geradoras de um con-
junto de m elementos de V' denotado por V;, = [po,...,¢m]. As fungdes bases ¢; sdo as
mesmas obtidas na se¢do 2.3.2 a partir do método de elementos finitos.

Seja a particdo rg < r1 < To... < Tpy—1 < T. O problema agora consiste

em determinar uma solugdo aproximada u;, = uy(z) € V, tal que
Up = Z pj(x)ug, Yo; € Vi (3.70)
j=0

Deste modo, o problema aproximado da equagdo (3.61) consiste em determinar u;, € V}, tal que
ag(un, wn) = Fa(wy), Ywy € V. (3.71)

Substituindo a solucdo aproximada (3.70) na equacdo (3.71) temos a igualdade w;, = ;, © =

0,1,2,...,m, definida como func¢do teste. A equagdo (3.71) pode ser reescrita como
Za(;(goi,goj)uj = Fgo(pi), i=0,1,2,...,m. (3.72)
§=0

A equacdo (3.72) representa um sistema linear de equacdes algébricas com m equagdes € m

incégnitas ug, uy, Us, . . . , U,,. Em forma matricial, este sistema pode ser escrito como
AU =F, (3.73)

onde A = [A;;]mxm,» com entradas 4;; = a(y;, ¢;), é a matriz global; UT =
[tg, U1, U, - - ., U] € O vetor incgnita e FT = [Fy, Fy, Fy, . .., Fy,] é o vetor de forga global.

A forma matricial do MEFG € equivalente ao MEFMQ, porém a matriz obtida
pelo método MEFMQ € simétrica [8].
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3.3.7 Método estabilizado streamline-upwind Petrov-Galerkin (SUPG)

O método de Galerkin quando aplicado a problemas predominantemente con-
vectivos perde a estabilidade gerando oscilagOes espurias perto das camadas limites ou das de-
scontinuidades da solucdo [10, 11]. O método estabilizado streamline-upwind Petrov-Galerkin
(SUPG) foi proposto por A. N. Brooks e T. J. R. Hughes, em 1982 [10], para contornar es-
tas limitagdes do método de Galerkin [10]. O SUPG € uma combina¢do da formulagdo de
Galerkin com termos baseados no residuo, a nivel de elementos. Estes termos sdo balanceados
por parametros de estabilizacdo, resultando em formulacdes variacionais consistentes com as
propriedades de estabilizacdo superiores as da aproximacgado de Galerkin [12, 10, 13].

O método estabilizado SUPG para a equacdo (3.1) pode ser definido por: De-

terminar u;, € Vj, tal que
ac(up, wy) + Esupc(un, wy) = Fa(wy), Ywy, € Vi, (3.74)

onde Esypc(un,wy) indica os termos de pertubagdo que sdo adicionados a formulagdo varia-
cional padrdo (3.71). Como mencionamos anteriormente, estes termos sdo adicionados de forma

a preservar a consisténcia do método para obter a estabilidade numérica, dada pela expressao
owy, Ouy, aQUh
E , = E - D + . d§?
supG (Un, Wh) / v or T <U O O oup — f

= Y (P(wn), 7R(un))s, (3.75)

onde a pertubagado da fung@o teste P(w), o termo residual R e o parAmetro 7 sdo definidos por

[12] como :
8wh
=v— 3.76
Pw) =wv oy (3.76)
Guh aQUh

2 p ~ :
R=wv o 92 + oup — f, (3.77)
IEIE A A (3.78)

=\ ne 7 Y Pe = 2v ’ '

onde h € o tamanho da malha, Pe é o numero de Péclet e v, D, o sdo os mesmos coeficientes
definidos na equacao (3.1).

O método estabilizado SUPG adiciona difusdo artificial somente na direcdo
das linhas de corrente [10, 12, 13], j4 os métodos classicos de difusao artificial adicionam di-

fusdo extra em toda malha de elementos finitos. Isto representou um avanco em direcdo ao
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desenvolvimento de técnicas numéricas para estabilizacdo da equacdo de convecgao-difusao,
com conveccdo dominante, sobre os métodos classicos como viscosidade artificial, upwind,
diferencas centrais, elementos finitos via Galerkin e Petrov-Galerkin com fungdes pesos con-

tinuas [11]. Em [35] € apresentada a andlise de estabilidade e convergéncia do método SUPG.
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4 SOLUCOES NUMERICAS PARA A EQUACAO
1D DE CONVECCAO-DIFUSAO-REACAO

Neste capitulo aplicamos a formulag@o semi-discreta para resolver a equagao
1D de convecgdo-difusdo-reagdo. A formulacdo semi-discreta, caracterizada pela combinagdo
de aproximacdes distintas para as varidveis temporal e espacial, nesta formulacao, a varidvel
temporal € discretizada utilizando métodos implicitos multi-estagios e a espacial usando méto-

dos de elementos finitos.

4.1 MEFMQ coOM 0 METODO IMPLICITO MULTI-ESTAGIO

Utilizamos o método implicito multi-estagio como definido em (3.20).

4.1.1 MEFMQ com o R,

Considerando o método implicito multi-estagio de segunda ordem R;; (Crank-
Nicolson) descrito em (3.22) aplicado em (3.20) e lembrando que £(Au) = —DAu,, +vAu,+

o Au, obtemos

unJrl —ut 1 1 1 1
o D = e o = ), ot )] =
1
_ [fn +DuZz o vu;l o O_un] 4 §[fn+1 _ fn} (4.1)

onde vt = v (x,t, 1), u" = u"(z, t,), [P = N2ty ) € ff = f(x,t,) para uma
particao no tempo n = 0,1,2,..., N. O método de minimos quadrados é aplicado em cada
thi1,m =0,1,2 ... N, supondo u" conhecido. Para isso, definimos o conjunto das solucdes
V = H}(0,1) e o funcional

F:V = R
u" o Fu™h) 4.2)

onde,
1 Plurtt—ur 1 11 1 1
Fat) = [ (g = D = o ), o = )
0

2
— [ —=[Dul, +vul + ou"] — %[f"Jrl — f"]> dr. (4.3)
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Minimizar o funcional F com respeito v paran = 0,1,2,..., N é equivalente a calcular o

minimo usando a derivada de Gatéaux, ou seja,

9F
ow

n+1 _ n+1
() = tig P H50) 2 PO gy ey, @4

s—0 S

Resolvendo o limite (4.4) quando s — 0, temos que

I
1 1 1
/ (—Dwm — VW, — —ow + l) (Dult' + Dul, — " —vul '+
0

2 2 2 At
un-i—l . u™
+2 Ar ou" — f* —oul —ou™tt — 2E> dx. 4.5)
Reescrevendo a equagdo (4.5) temos
Plutt 1 1 1 1 1
/0 (uAt + §Du;‘;1 — §vu;‘+1 — §Jun+1) (Dwm — VW — SO + 2%) dx =
!
u” 1 1 1 1
— - _ ZDuy"™ I ) - n T [fntl n D o — 4.6
bowy + tow 12X Y de,  Vwev
— oW, + —ow + 2— | dxz, w
2 2 At

Assim podemos definir o funcional bilinear ay(+,-) : V' x V — R e o funcional linear Fj,(-) :

V — R como:

l n+1 1 1 1
ay (U w) = / (u + =Du — —putt — §au”+1> (Dwgp—
0

At 2 2 "
! Lowt 2 ) de, VweVv (4.7)
2vwm 20w Y x, w .
!
u" 1 1 1 1
F — - —D n - n - n “[fn+l n D o —
v (w) /o < A7 3 um—l—Qvux—l—zau +2[f —l—f])( w
1 1
- ?M+§MW2%>M, Yw eV (4.8)
paran = 0,1,2,..., N. De tal forma, a equagdo (4.6) é equivalente a resolver o seguinte

problema variacional: Determinar u" ™! € V tal que
ay (U w) = Fy(w), YweV, (4.9)

paran =0,1,2,..., N. Para resolver o problema aproximado utilizando o MEFMQ, consider-

amos o mesmo subespaco V}, do Capitulo 3.

O problema agora consiste em determinar uma solug¢do aproximada uZ“ =
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n+1

up " (+ thy1) € Vi paran =0,1,2,..., N dada por
uptt = ngj ”“, Vo,(x) € V. (4.10)

Assim, o problema aproximado de (4.9) é determinar u}"' € V}, tal que
an(up ™t wp) = Far(wy), Ywy € Vi @.11)

Da solugdo aproximada (4.10) e com a equagdo (4.11), mostra ser vélida a igualdade w;, =
ei(z), i = 0,1,2,...,m, definida como fungao teste. Assim podemos expressar a equacao

(4.11) como sendo

anm (Z%( Jui ™t i )) = Fu(pi(z)), Veoi(z) € Vi (4.12)
ou
> an(i(@), @i (@)uy ™ = Fulpil@)), ¥ei(a) € Vi, (4.13)

A equagdo (4.13) representa um sistema linear de equagdes algébricas com m equagdes e m
incognitas ug, uy, Uz, . . ., Up,. As defini¢des (4.7) e (4.8) levam ao seguinte sistema de equagdes

algébricas:

m 1 2 2
pj(x) 1 9pi(x) 1 dpj(z) 1 PFpilz)
Z; /0 ( st TaP o 2%y 209 ) (P

; 8gz;ix)_%a%<x>+ g ) wHdy Z/( (4.14)

- lagoi(:v)—i—Z@if))u?dm /O iy f”]( pZeie)

2 2 O0x?
1 Opi(z) 1 pi()
~ 3V 5 i(z) +2 AL dr, VYei(x) eV,

parat =0,1,2,....m
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Considerando a equagdo (4.14) e separando cada termo, temos que

2 0x?

i 0 ( ) + DAta 21 N G N )) <DAt8 pil@)

— ox? 2
1 Oy
2

1
2
1
2

0 3:182 3%2 4

1 2 : 82%’(33) :
ZDUAt /ngz(m) 9? d$+DAt/O pi(r)—55—
d¢i(z) Op;(x)

1

0x? ox

! I
+ l1}(7A1€2/ Y (a:)a%( )daz At/ ©;
4 0 O 0

1 2 la%’(z) 2 A 42 :
+ ZLUUAt/O 5 goj(x)dx—i-zo At/

L 92, 2,
ZD2AL2 9 pi(z) 0 %(x)dx _ leAt2

I 92, . 1
_ _DUAtQ/ 0 901<x) 890.7 (SL’) dx + —’U2At2/
2 0 2 0

ox

0

0

- : 32%’(3?)

2(33)_ A , ntl g ‘ _
vAt e 20At<pz(m)—|—2g0,(a:) u] dm—z DAt o w;(x)dz

J=0

L 9o ! :
At/o 3%@1(: )goj(ac)dx — %UAt/O %(@@j(m)dm‘*’z/o pi(x)p;(x)dz+
g la) Poyla) |

dp;(z) 1 o [1 i)
(z) P dx 2D0At T on

sﬁi(x)@j(x)dx—aAt/ol oi(x)p;(x )dx} nt1

ox 0x?

8903()

o0xr2

dx+

ox ox

o;(z)dr+

G 1 D pj(x) 1 Opi(x) 1

(DAta pile) 1 Ata%( ?) 1UAtgoi(x) + 290i(x)) ujdr =

0x? 2 ox 2

m 182%01(1_) 1 l(()goz(x) 1 l
= JZ:; {DAt o w;(z)dx — §vAt/0 o oi(r)dr — iaAt/o @i () p;(x)dz—
l I A2 9 l )
- () @; Lpepnge [ 20i@) i) ) o 1 o [ Opilz) Pp(x)
2 /O pilx)p;(0)de + S DAt o ow dr — S DvAt A ra = d

1 l 2, !
_ Z—chrAtQ/ @i(x)a §]<x>d:v + DAt/ ©i(z)
0 0

+ 1U2At2/ () 0, (x >d —i—lvaAt/lgo-(x)
4 ; Oz 4 ;
' 9pi(x)

1 82%( ) 1 2

— oAt /Ol gpi(:v)gpj(a:)d:n} uy

ox

2 . L 52,. .
0

0x? 0x? ox

de - vAt/o goi(x)M(:c)dx—

ox 02

1 l
pi(a)ds + 1008 [ (o) (a)da-

0

T+
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e
1/ Poile) 1 dpix) 1 pi(a)
- n+1 " (D v _ ¢ S ) s dx =
2/0[f i ]( i L i M v ) ‘
1 L 9%pi(2) 1 L 0pi()
= DAt Z A\ entl ap oAt v n+1 nd
PPA | g T Mde e qeat | = = e+
! !
+ oot [p@lmt )= [l s
0 0
parai = 0,1,2,...,m. Assim o sistema de equagdes algébricas (4.14) pode ser escrito na

forma matricial como segue

|:<(—§O'+ ia ) At+2> [M] + ((—%DU-F }lw) At + (D - %U) At) Cl+

1 . 1 2 . T 1 2 1 2 § 2 n+l __
+ ((4v0 4D0) At + (D v)At> [C] + (2D +30 4Dv) At [K]] Ut =
— 1 2 2 § . 1 2 . 1 _ 1

= [(40 At 20At 2) M] + (4vaAt + (D 5Y 20) At) [Cl+ (4.15)
- (sz - }lva — }lDa) At? + (D — U)At) [CT] + (% — Dv) AtQ[K]} U" + [F]

onde as matrizes de massa M, de amortecimento C (dependente da velocidade), de rigidez K e

os vetores de forca global F e incégnitas U™ e U™ sdo

l
Mzmmwmzlww%@m,

9o (1
c:wmmmzza%”%uMu

ox
L dpi(x) Dy (x)
K = K’Lm m — 2 ———=d )
[ j] x 0 8$ ax *
"1 Opi(z) 1 Opi(x) 1 pi(2)
F=[Flpa=[ =[f"'+ D=2 N oy, 2 d
[Filma /02[f +f]< U et LA 1C s At) o
Un+1 [ug—f—l u?f—i—l u;z—‘,—l Un+_11 un—l—l]T
U™ = [uf,ul,uy, .. ou g ut)t.

4.1.2 MEFMQ com o Ry,

Agora consideramos o método implicito multi-estdgio de quarta ordem Ry

apresentado na equacdo (3.23) aplicada a (3.20) e lembrando que L(Au) = —DAu,, +vAu, +
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o Au, obtemos

1 un+1/2 — 1 7 1 UZ;_l/2 . ng
At ) oyt gtz [ 2413 5 —-D untl — W2 +
n+1/2 n n+1/2 n
Ug — Uy, U —u 1] 1 "

+ U{ untl — ug+1/2 } + U{ uvtl g tl/2 }) = 5 { 1 } (f - (4.16)
7 1 frHl/2 _ n
13 § fn+1 _ fn+1/2 ’
onde vt = v (x,t, 1), u" = u"(z, t,), [P = N2, t,y ) € ff = f(x,t,) para uma

particdo no tempon = 0,1,2,..., V.

1
—  Du® n n
ul, +oul + ou )—I—24

O método de minimos quadrados € aplicado em cada ¢,,, 1, supondo u" conhe-

cido. Portanto, definimos o conjunto das solugdes tentativas V' = H; (0, ) e funcional F,

F:V —- R
u"tt = Fu"th (4.17)

onde
n n n+1/2 n
f(un+1) _ ! i U +1/2—U _i 7T -1 D Uz — Ugy +
o At | yntl —qn+1/2 24113 5 urtt — 2
ug"rl/? . U;L un+l/2 —u" B
+ v untl u2+1/2 +o Ul ontl/2 -

1 7 -1 fn+1/2 _ fn 2
13 5 fn+1 _ fn+1/2 dx

— Dul, +vul +ou") + —
n+1

N= N

} (fr= (418

24

Minimizar o funcional F com respeito a u" " paran = 0,1,2,..., N é equivalente a calcular

o minimo usando a derivada de Gatéaux, ou seja,

OF ity _ iy IF G 4 s0) = (o)

ow s—0 s

=0, YweV. (4.19)

Resolvendo o limite (4.19) quando s — 0, temos que

l l
/ A(%)d% = / G¢j<l’>d$, Ay
0 0
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onde
I I
1 24u" /2
an(zv)dr = / - (Dwyy — vw, — ow) (—Dugil +ou™ oyt 4 T
/0 o 288AL A7
24u™
- TZ — 8Du™? 119D + Svu™ 2 — 19vu” + 8oun 2 — (4.20)

— 190u™ — 5f" — 82 4 i) dy

l l
1 24
/0 anlo)ds = /0 288AL <5Dw” Ve = b TZU) (5Du ™ + 5oul ! + Sou ! —

24yt 24y H/?
_ Zt _ “At +8Du? — 25Dy, — Svu + 250"+ @.21)

+  8ou™Y? £ 250u" — fr 4+ 8T/ 4 5f"+1) dz

Reescrevendo as equagdes (4.20) e (4.21) temos

! I
1
/ ap(z)dr = / (=Dulft + vul™ + ou™) (= Dwyy + vw, + ow) do
0 0

288At
l
1 2 t1/2 24"
N / 283At (‘ uAt + AZ +8Duy ' —19Duj, — (4.22)
0

— 8vu2+1/2 + 19vu]; — Sou™t/2 £ 190u" + 57 4 8fn+l/2_
) (Dwgy — vw, — ow)dz, Ywe V.

: ' +1 +1 +1 24"t
dr = 5Du; Svul, Sou"T — 5Dw,, — dvw,—
/0 ag (z)dx /0 5SS AL ( up ™ 4 boul ™ + bou A7 ) (5Dw vw

24w | 24qH1/2
— bow— — |dr = — 8Du™Y? 4 25D
7 At) v /0 288At( At e ¥ 20D

+ SuutY2 — 250u™ + SouTV? — 250u™ + f1 — 8fmL/2 (4.23)

24
_ 5fn+1) <—5Dwm + bSvw, + bow + qu> de, YweV.

Assim podemos definir os funcionais bilineares a,,(+,) : V. xV = R, b,(+,-) : VxV — Re
os funcionais lineares Fi;(-) : V — Re Gpy(-) : V — R como:

I

1

(U™ w) = / 988 AT (—=Dulft +vul ™ + ou™) (—Dwg+
0

+ vw, +ow)dr, YweV (4.24)
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b (u" T w) = /l ! <—5Du"Jrl + 5vul ! + Bou™tt + MU—W) (5Dw, — Hvw,—
me o 288A¢ & g At - '
24
— Sow— —A;”> de, YweV (4.25)

l
1 24 n+1/2 2™
Fy(w) = / (— - TR 8DuM 1?2 —19Du”, —

o 288At At At
— 8vu;‘+1/2 + 19vu; — Sou"/2 L 1900 + 5" + 8fn+1/2_
) (Dwyy — vw, — ow)de, Yw eV (4.26)

G ( ) = /l 1 24Un+1/2 8D n+1/2 25 Du™ 8 n+1/2 250u”
w) = — 8Du + 25Du}, — 8vu + 250u” —
M o 288At At v e ¥ *

— 8ou"? 4 250u" 4 f7 — 82 — 5 ) (=5 Dw,,+

24w
+  bvw, + Sow + E) de, YweV 4.27)
paran = 0,1,2,..., N. Desta forma as equacdes (4.22) e (4.23) sdo equivalentes a resolver os

seguintes problemas variacionais: Determinar v"*! € V tal que

ay (U™ w) = Fy(w), YweV, (4.28)

by (vt w) = Gy (w), Yw eV, (4.29)
paran = 0,1,2,..., N. Para resolver os problemas aproximados utilizando o MEFMQ, con-
sideramos 0 mesmo subespaco 1}, do Capitulo 3. Os problemas variacionais, equacoes (4.28)
e (4.29), consistem em determinar uma solucdo aproximada uZ“ = qu( tnt1) € V, para
n=20,1,2,..., N dada por

uptt = Z pi()ul T, Y pi(z) € Vi (4.30)

Assim, os problemas aproximados de (4.28) e (4.29) sdo determinados por u}*! € Vj, tal que

ar(up ™ wy) = Far(wy), Y wy € Vi (4.31)
bM( ks ’LUh) = GM(U)h), ‘v’wh € Vh. (432)

Da solug@o aproximada (4.30) e com as equagdes (4.31) e (4.32), mostra-se vdlida a igualdade

wy, = @i(x) 1 =0,1,2,...,m, definida como fungdo teste. Assim as equagdes (4.31) e (4.32)
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podem SCr exXpressas como

am (Z ;i (2)u ™ i )) = Fu(pi(z)), Vpi(z) € Vi (4.33)
bar (Z ;i (x)ul™, i )) = Gulpi(x)), Yi(z) € V. (4.34)
ZCLM(%(@’%( )it = Fu(ei(z)) Y ei(a) € Vi, (4.35)
ZbM pi(2), pj(x)uf ™ = Gulpi(x)). ¥ oi(z) €V (4.36)

As equacdes (4.35) e (4.36) representam sistemas de equagdes algébricas lineares com m
equagdes e m incognitas ug, U, Ug, - - . , Upy-
As definigdes (4.24) e (4.26) levam ao seguinte sistema de equagdes algébri-

cas:

moorlq 0?p;() () 82pi() D)
_D J J i _D 1 1
JZ/ 288A¢ ( gz Tor 0P (x)> ( o 'Tor

240, a 0p;
+ 0901 "de—i—Z/ 288At( ‘P]( ) _8D (x)+8,0 ¢J(x)+

VAN 0x? ox

+ 8oy,;(x)) (—D gg}g ?) +v %; 7) + Ugoi(x)) ujH/de = (4.37)

ot 24 (x 0 0. (x %, (x

_ Z/O 288At( th( ) 19D gjf ) 4190 %;E )+190g0j(x)> <D gx(z )_
8901( ) n : 1 n n+1/2 n+1 82901<$)

- o agpi(x)> ujd:v—l—/o 5387 (5" +8f — D—8x2 -

— 8931(: ?) — acpi(x)> dx
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e as defini¢des (4.25) e (4.27) levam ao seguinte sistemas de equagdes algébricas:

mooel 0%p;(z) Jdy;(x) 24¢;(x) 0204 (x)
]ZO/O 288At (5D o2 ow _5"%(@—T)( 5D——— axQ +
Opulz) ; 2pi(z) urt! / 24p;(x) . 0%p;(@)
+ B = 4 bopi(n) + 0 dm+z o (T spt A

oS dp;(x )—|—8ag0j(x)) (—5Da wi( )—1—5218%( )+5J%(I)+ (4.38)

ox 0x? ox

240i(2)\ ny1/2 / 3 0p;(z) dp;(x)
— 250 I\ 9B s
A ) uj Tl Z 288 AL gz TV, T2owlo)t

24p;(x) 0 () Opi(x) , 24pi(x) \ n /l Lo
+ Al —5D 52 + 5v 5 + bopi(x) + A ujds + 0288At(f

gfnU2 _ 5 o) ( 5D g z) +5v pi() + Bopn(x) + 24%‘@)) d

P pi
ox ox At
parat =0,1,2,....m

Considerando a equagdo (4.37) e separando cada termo, temos que:

Z/ 288( g;g )+UA a%}i )+ oAtp;(x )) ( DAta 8;1:gx)+

Opi(x) wil, N~ DA [P 0Pgi(x) 0Pp(2)
oAt x| Toltel )) i dx—jzo 288 J, Oa? dz? da
DuAt* 1 0py(x) 82(’Dj<x>dx _ DoAt? /l .(x)82g0j(x)

288 J, Ox Ox? 288 Jo 7' Ox?
vDAE? [T 9%p;(x) Op;() VAL [P Ogi(x) 0p;(z) voAt? ! Dpj(x)
%8 )y onr  or T Toss /0 or o U Toms /0 pile) =g, o=

oDA? L 92p(x ovAt? L Op;(x a2At2 [t o
0

dr—

- d d
288 ), onz PiWdrE e | =g wil@dr+ g
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[ Ppi(x) 9p;() P pi(x)
;/O@(M%(ﬂc)—SDAt 92 + 8vAt e +80At90j(x)) (—DAtW+

. m _ L 92 .

Ox = 12 ), 022
vAt 1 Opi(x) oAt ! DA [T 9Ppi(x) 8%p;(x)
2 ) “or w;(z)dx + o/ o (z)pi(x)dr + % / B2 dx—
DoA# [ dpi(x) P, (x) DoAt* ! 0%p;()
% dr — ; J dr—
36 J, or o2 ' 36 /0 pile) =g

DAL [t Poi(x) Dpy(x) | VAL [ () Opy() |
36 J, Ox? Ox 36 J, Oz Ox

va2/lA@fwﬂ@dx_aDAﬁ 0P ()
36 J, 7’ Ox 36 J, 0x?

ov At [T py(x) ovAt? (! n+1/2
T /0 5 w;(z)dx + 36 /Osoi(a:)goj(x)dx}uj ;

xr+

pj(r)dz+

0? wi(r)
02

m l 2.h. .
g / % (24g0j(:p) - 19DA25a 690]233) + 192}At6¢aj—(x> + 190Atg0j(x)) (DAt
= Jo T x

m I 52 I
vAt&[;;@ — aAt) uj = ; {Dlgt /0 0 (;p;gx) ©;(z)dr — leZt /0 8@5;:6) oj(x)dr—
I 212l o2 2
73 [t - EEE [ EeTe)
19DvAL? [P 0p;(x) 0%, (x) o+ 19Da At? /l
%8 Jy or o 2% J,
190 DAt? /l D*pi(x) Opj(x) dr — 1902 At /l Dipi(x) a%(x)dx—
288 o Ox? Ox 288 J, Oz Ox

dz+

1 0Ppi(@)

wi(T) o2 dxr+

19voAt? [ Dpj(x) 196 DAL [t 02%py(x)
() g () da—
283 /OW”T) o Tt Togg | o wl@lde

190vAt? [t Op;(x) 1902A8% [
(2)dx — : (2)d n
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: 62 7 a )
/o 28§At (5f” + 8 fH/2 f”“) < g g 7) —v %;x) — Ugoi(x)) dx

- 2858DAt 0’ 8Q§;gx) frde = 28580At Ol a%:ix>f o = % /Ol S
+ Q;Zt 0’ 825:2(2@ e - 28?& Ol 8%-;9:) frtde —
N 282(jAt /Ol i) fH P 28§At Ol 82(;0;(2x)f "o+ 285&5 /Ol a?:ix)f "o+
+ oA /Ol pil@)f™ da
parai = 0,1,2,...,m. Assim o sistema de equagdes algébricas (4.37) pode ser escrito na

forma matricial como segue

a2 At? ovAt? o DAt? V2AL2 D2AP?
M - T
{ 288 M] ( 288 288 ) ([C] +[C ]) + < 288 + 288
N DuAt? avAt2 _DAt B U_At ] + UUAtQ_
288 12 12 36
o DA#? D2At2 DvAt2 v2AL?
_ K Un+1/2 —
36 )< ) < 36 * 36 >[ ]}
UAt 1902 At? 190DAt2 190vAt?
= Cl +[CT 43
(-5 -2 ) ( S (R

(DAt vAt)[] ( 19D2At2+19DvAt2 1902 At?

12 288 288 288

12 12 ) [K]} U+ [F]
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Agora, considerando a equagéo (4.38) e separando cada termo , temos que:

ji [ s (52 Z2) 5220 i) - ) (5o AL
s a%; ) | 5o Aty () +24%(x)> iz :g {_2512);?152 Ol a?;p;gx) 329@0;53:)dx+
N 2512);)8At2 /Ol agg@;x) 82§;§$)d$+%‘?ﬁfol @i(w)%dx—l—
. %2&/01%(@ gg) +25v2l;8At2 0’ 82;0;296) a%j;x)dx_

) 9¢

25U2At2 8901 (

j(@) ) 25voAL /Ol N (x)(?soj(x)dx_

288 ), Ox 0$ 288 O
SuAt [ Opi(x)  250DAE [ 920 (x)
- = /O%.(x) 2 o+ = / g2 Pilr)de—
250vAt2 [! 0pi(x) 2502 At?

l
- 2 [ e - 2520 [ e
oAt [! 5DAL (! P pi()
> [ e+ 250 [ 22

50At l@cpi(x) 50At [
- 55 [ Bewi -2 [ a@piaan-

- 2 [ s

@;(r)dr—
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0*pi(x)

[ 0%p;(z) Jpj(x)
;/0 @( SDAt————= 92 —l—SUAt—&x +80Atg0j(x)+24g0j(x))( S5DAt————= 2 +

Opi(z) w2, N [ODAE [ 0oi(x) 0Pp;(x)
SvAt o + 5o Atp;(r) + 24@,(x)) u; " dr = jzo % ), o o dx

2 o, 2, 2 ol 2
5DvAt / Opi(x) 0 goj(m)d _ 5DoAt / %(x)a goj(:r;)dx_
0 0

36 gr 02 36 Ou?
55t [ pin e 0 [0
S e s L
= i) 22t g, 2o DAE Ol Pelt) (wye+
A [0 i+ T [ o ey
JTN Ol%@v)w(@d”f— MizA : 018250;9)%“““

51{? Ol agi$)¢j(x)dx+ 5012At /0 | pilx)p;(x)dr+

l
2 [ ialestalde by s
0
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0x?

m 2 2 I 92, . 2, .
+ bv Ata(pl( 7) + bo Aty () + 24<pi(1;)) uide = Z { 125D°At Ppilx) O (x)dx—

m l o '
Z/ % (—ZSDAta g;gx) +250Ata%;x) +250At(pj(x)+24%(x)) ( 5DAta (m)Jr
— /o

Ox = 288 o Ox? Ox?
125DvA2 (! Opi(x) 0%p;(x) 125DoAt? (! Pp;(x)
R /0 or oz T 88 /0%'(35) orz 0T

dr+

25 DA /lw,(x) *pi(x)  1250DAP (1 Ppi(x) Dy ()
o 0 07
) 9¢

12 288 o 0z? ox
12502A8% (1 Opy(w) Op; () 12500 A% (! Op;i()
’ d ; 2
T oo ), o @x T8 /0(/)() or T
250At [ Dp;(x) 1250 DAL [T 0%p;(z)
; dz — (z)d
LTS /0 pile) =, 28 ), Togz pil@ldet

12500At? 1 0p;(x) 1250%A8% [
+ o [ e+ =2 e

250 At [ 5DAL ' 0%p;(x)
el R
SuAt [t Op;(x) 50At !
+ 23 [ @+ 5 [ a@psta)ins

o el o

l .
/ ! (At — 8Atf"+1/2—5Atf”+1)( spar? 2 )+5UAta%—(:U)+50At<pi(x)+

288 ox? ox
+ wi(x))dr = —512)@:2 Ol a2g;gx>f”dx + 538A8t2 i 6%56) frdr + 528A8t2 /Ol oi(x) ffdx +
N it i) frd + 51;?&2 Ol 82;;293)#“/2(11: B 51;32# Ol a%ix) P g
B 5032152/0 () 2§t 0 () 2+ 25223?152 Ol an;gx)andx_

parat =0,1,2,....m
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Logo, o sistema de equacdes algébricas (4.38) pode ser escrito na forma matricial como

{(_2502&2 _ SoAt 2) ™) + (25aDAt2 _ 2500A¢ N 5DAt N SUAt) )
288 6 288 288 12 12
(_ S5vAt N 1456 DAL 2501}At2> team (25DvAt2 | 250°A8
12 288 288 144 288

2 2 2 2 2
_ 25DAt ) [K]} gty wa At N oAt +2) M) + (_ 50 DAt N

288 36 4 36

S50vAt?  buAt DAt  50DAt?  vAt  5SovAt?
— C — — c’ 4.40
36 12 ) C] < 3 36 + 3 + 36 > [C]+ ( )

50DAt* 50 At 5D2AE? At 1902 At?
b L K| urz = | (220 20 IM]+
18 36 36 12 288
DAt oAt 190DAE*  190vAt? 190vAt? 190 DAt .
— + — [C]+ | — + [C']+
12 12 288 288 288 288
19D%A¢? N 19DvAE?  1902A¢?
288 144 288

) [K]] U" + [G].

Nas equacdes obtidas em (4.39) e (4.40) representamos, as matrizes de massa M, de amortec-
imento C (dependente da velocidade), de rigidez K e os vetores de forcas globais F e G, e os

vetores incégnitas U™+!, U1/2 e U™ por

l

C= [Cij]mxm = ; O QOJ(.CL’)dJZ,
' Opi(x) Opy(2)
K = [Kijlmxm = . ox o dx,
l 2
_ I _ 1 n n+1/2 _ pntl 9 %‘(x)_
F = [Fz]mxl - /0 288 At (5f +8f f ) D Ox2

32%’(@

l
G = [Gilmx1 = /0 ! (fn — 8fn+1/2 — 5fn+1) <—5D 92 +

288 A\t
2%4p;
+ 5UW + bopi(x) + Ziw)) dx,
Un+1 — [U8+1 n+1l , n+l n+1 n—i—l]T

, U y Ug yee ey U 1y Uy

dpi()

Y

untl/2 — [ug+1/2 W2 g /2 L2 un+1/2]T

s Y1 ) Y2 sy Ym—1 2 Ym )

n __ n .n .n n n 1T
U™ = [ug, ut,uy, ... upy g um]
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4.2 MEFG coM O METODO IMPLICITO MULTI-ESTAGIO

4.2.1 MEFG com o Ry

Consideramos o método implicito multi-estagio de segunda ordem R;; (Crank-
Nicolson) como apresentando na equagéo (4.1). Assim como no método de minimos quadrados,
o método de Galerkin € aplicado em cada ¢, .1, n = 0,1,2,..., N, supondo u" conhecido.

Definimos o conjunto das solugdes tentativas V' = H{(0,1). Multiplicando

ambos os lados da igualdade da equacéo (4.1) por uma fungio teste w € V, temos

un—i—l —un 1
(T) w o — 5[—D(un+1 _ un)mz + ,U(unJrl _ u”);p + U(unJrl _ un)]w =

1
= [f" = Dul, +vul} + ou"w + EWH — fMw, YweV (441)

assim,
utt D v o u* D v o
~,n+tl Y nt+l 7 ntl _ - =Z.mn “aomn Zan
(At Tt Tyt T )w (At 2”ﬂ”ﬂ”+2”ﬂ”+2“)w+
1
+ [+ w, Yw eV (4.42)

2

Aplicando a integral em ambos os termos da equagdo (4.42), temos que

l n+1 l n
U D ) o U D v
~,n+tl _ Z n+l 7 nt+l d: g () Zn
/0 (At Tt Tt T )w v /0 (At g lae TRl

l
1
+ %un> wdx —I—/ 3 [fn-i—l + fn} wdr, YweV. (4.43)
0

Reescrevendo a equagdo (4.43) como

l n+1 l n
U D v o U D ) o
~,n+tl  “ n+l 7 ntl d — e Zan ~amn
/O<At + 2“” 2ux 2u )w:c /O(At 2um+2ux+2u+

- % [+ f”]> wdr Yw €V, (4.44)

podemos definir o funcional bilinear a(+,-) : V x V' — R e o funcional linear Fg;(-) : V — R

como:

l n+1 D
ag(u" ™ w) = / (uAt - Eugl — gu;”rl — %u”“) wdr, YweV. (4.45)
0

! 1
Feo(w) = / (— - —u? + Eu;‘ + %u” +3 [+ f”}) wdz, YweV. (4.46)
0
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Portanto, a equagio (4.44) € equivalente a resolver o problema variacional de determinar u" ! €

V, tal que

ag(u"™ w) = Fg(w), YweV, (4.47)
paran = 0,1,2,..., N. Para resolver o problema aproximado (4.47) usando o MEFG, con-
sideramos o espaco de dimensao finita Vj, = [pg, ¢1, @2, - . ., ©m] € V, constituido de fungdes
lineares como definido no Capitulo 3. O problema agora consiste em determinar uma solug¢do
aproximada u)™' = u}" (-, ¢,,11) € V;, paran = 0,1,2,..., N dada por

uptt = Z pi(x)ultt, VeV (4.48)

Logo, o problema aproximado de (4.47) consiste em determinar u"+1 € Vj, tal que

ag(uy™ wy) = Fo(wy), Vw, € V. (4.49)

Da solugdo aproximada (4.48) e com a equagao (4.49), mostra ser valida a igualdade wy, = ¢;,

i=0,1,2,...,m, definida como fungdo teste. A equagio (4.49) pode ser escrita como

ag <Z ©;i(x ’?H, ;i )) = Fo(pi(x)), YV oi(z) € Vi, (4.50)

> ac(ei(x), pi(x)ul™t = Fa(pi(x), V¥ @i(z) € Vi (4.51)

Jj=0

A equacdo (4.51) representa um sistema linear de equagdes algébricas com m equagdes e m

incégnitas. As defini¢des (4.45) e (4.46), levam ao seguinte sistema de equagdes algébricas:

]f%/ol (@ﬁf) + 282;;;2@ B g&pajiif) _ %gpj(x)) oi(x)un da = jiofol (%_

D &pi(x)  vop(x) o n "1t
TS 0 T2 on +§%(a¢)> @i(x)ujd'r—{'/o 5 L/ de (4.52)

para todo ¢; € V, comi = 0,1,2,..., m. Logo, considerando a igualdade (4.52) e separado
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cada termo, temos que

“ ! 20, xr v i\ g
> [ (ista) 4 PREED OB IR 0)) ey -

= 2 0x? 2  Ox 2
= : DAt [ D*pj(x) vAt [ Dpj(x)
_;{/0 gpi(a:)goj(x)dx—i—T/o ©i(x) 2 dr — 5 /ngi(:t)wdx—
oAt

7 [}

ou ainda,
mo DAt &*pi(x)  vAtdp;(z) oAt .
j;/() (‘Pj(x) 9 o2 + 5 o7 + 5 goj(a;)) SOi(SC)ujdx —
m ! DAt [* 82p;(x) oAt [ D, (x)
E%{/o pile)ea(e)de === /0 pile) 5 dr + — /0 o) =5 =t
oAt [!
+ 9 ‘Pi($)s0j($)d$} u’;,
0
e

l l l
[ 5l s e =5 ([ e [ o)

para todo ¢; € Vi, com: =0,1,2,...,m.

O sistema de equagdes algébricas (4.52) pode ser escrito na forma matricial:

(- (23 2) - (22 (235

+ UTN) [CT]} U" + [F],

onde as matrizes de massa M, de amortecimento dependente da velocidade C, de rigidez K e

os vetores forca global F e incgnitas U™*! e U™ sdo

l

c’ = [Cylh :/0 %(37)8%(@61%

mXm ax
1 I !
F = [Flna = 3 (/ goi(x)f”+1dx+/ goAx)f”dx) ,
0 0
Uttt = [ugﬂ, u’f“, ugH, o ,u"mtll, U%H]T,

n o __ n .n .n n n 1T
U = [ug,uf,uy, ... upy g, un]
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4.2.2 MEFG com o R,

Agora, consideramos o método implicito multi-estagio de quarta ordem 5y
como apresentado em (4.16). Denotando a equagio (4.16) por B, um vetor 2 x 1, cujos ele-

mentos sdo representados por b;;, segue que

uty2 oy D v o D 19D
biy = i (= b o+l Yoo+l n+1/2 I
WA T A 2t Taggte Ty g e g e
Uogre 190 0 s 190 e S e 453
TRl o1 e T g 24 " Sy C A A Y AN
utt o yt/2 5D 5v 50 D 25D
byt = —— s Y ntl v n+l “von+l T nt1/2 e on
2= Ny T AL T ag e Tt Tt g tae T gy e T
E n+1/2 @ n z n+1/2 25_0 n i n_ 1 n+1/2 3 n+1 4.54
Tl 24 =3 VI YE At AV (4.54)
O método de Galerkin é aplicado em cada t,,1, n = 0,1,2,..., N supondo u" conhecido.

Portanto, definimos o conjunto de solug¢des tentativas V' = H (0, 1).
Em seguida, multiplicamos por uma func¢do teste w € V todos termos da

equagdes (4.53):

ynt1/2 u™ D v o D 19D
P o | Y on+l ~Yoon+l, o = ntl/2 o
AL w Atw 24um w+24ux w—|—24u w Su” w + Y U W +
19 19 ) 1
+§u2+1/2w — Q—IUZUJ + %U"H/Qw — Q—IU"“/Qw - ﬂf"w — gf”“/Zw +  (4.55)
1
—i—ﬂf”Hw, YwelV,

analogamente, multiplicamos também todos os termos da equagdo (4.54) por w:

ottt yt2 5D 5 . bo . D 25D
I R ) o am = on+1/2 e on
Atw+ AL w 24umw—|—24ugC w+24u w 3um w + 21 Uy W +
E n+1/2, 250 n z n+1/2, . 250 n i n, ., l n+1/2 4.56
EE op oW T Ut T = St g frw = g R (4.56)
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Aplicamos a integral em todos os termos da equagdo (4.55)

n+1/2 D l
/0 wdx—/ —wdm—/ 24u;‘;r1wdx+/ 51 Z+1wdx—|—/ "Hwdr —

D 19D 19
—/ 3u2:1/2wdx+/ TU wd:ﬁ+/ u M wda — / —Uu wdx + (4.57)
0 0

! ! I
19 )
—l—/o %u”“mwdx—/o —2;u"“/2wdx—/0 —24f”wdw—/0 gf”“/dea:jL

l
1
+/0 ﬂf”dex, YweV,

e em todos os termos da equacdo (4.56)

I, n+l L, n+1/2 l5D l
/0 uAt wd:v—l—/o “ wdx—/o o u"+1wd:x+/ 51 Z+1wdx+/ "dr —
—/ 3 w1 2pd —|—/ —u Lwdx —|—/ u ™ 2pda — /—u wdz + (4.58)
I !
+/O gu”+1/2wdx—/0 ﬂunwdaz—i-/o ﬂf"wdx—/o gf"“ﬂwdx—l—

I
5}
+/O ﬂf’”lwdx, VwelV.

Reescrevendo as equagdes (4.57) e (4.58), segue que

! l
D v o w2 D v
n+1 n+1 n+1 d . n+1/2 | © . n+1/2
/0< o Uy —1—24% +24u )wx—i—/o( AL 3um +3ux +

l
m 19D 19 19
n un+1/2> wdas—/ (u__ A Uu”) wdz + (4.59)
0

37 At 24 247 24
+ /l ) fn + 1fn+1/2 + 1 fn+1 d YweV
-— — - waxr w
s \247 T3 24 ’ !

! n+1 ! n+1/2
/ <u _ 5D w4 2 5 n+1+5_‘7 n 1) wdm+/ <“ _2u2;1/2+gun+1/2+
0 0

At 24 24 Y 24 At 3 37
!
25D 25 25
+ %u”+1/2> wdx = / ( o1 ur, + 24U + Q—Zu ) wdx + (4.60)
0

! 1 1
+/ <_ﬂfn + gfn—‘,—l/? . ﬂfn-H) wdx, YwelV.
0

Assim podemos definir os funcionais bilineares ag(-,-) : V x V = R, bg(-,-) : V xV — Re
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os funcionais lineares Fz(-)V — R e Gg(-)V — R como

l
D v o un+1/2 D v
n+1 — o ntl o n+l Y n+l Y nt1/2 U nt1/2
ag(u""", w) /0< gqlar Togle Tt T A Tgles T gle U
+ %u;;“/?) wdz, YweV, (4.61)

l
" 19D 19 19 ) 1
0

Al 24 e T o 24
1
+ 5 f”“) wdz, YweV, (4.62)
l n n
0
n %u:H/Q n %u”“/?) wdz, YweV, (4.63)

I

25D 25v 250 1 1

G — _evon “vv o N Y < 1) - omtl/2
6(w) /0 ( ox U T e T T g T gt

— 25—4 f”+1) wdz (4.64)

Logo, as equacdes (4.59) e (4.60) sdo equivalentes a resolver os seguintes problemas varia-

cionais: Determinar ©v" ™! € V tal que

ag(u"™ w) = Fg(w), YweV, (4.65)
bo(u"tt w) = Gg(w), Yw eV, (4.66)
paran =0,1,2,..., N. Afim de resolver os problemas aproximados (4.65) e (4.66) utilizamos

MEFG, consideramos o mesmo subespago V};, como definido no Capitulo 3.
Os problemas agora consistem em determinarmos uma solu¢do aproximada

uptt = up (L ty) € Vi paran = 0,1,2,..., N dada por
it =3 i@t Vg, €V (4.67)
=0

Assim, os problemas aproximados (4.65) e (4.66) sdo determinados por u} ! € Vj, tal que

ag(uptt wy) = Fg(wy), Ywy, €V, (4.68)

bo(up ™ wy) = Ga(wy), YV w, €V. (4.69)
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Da solugéo aproximada (4.67) e com as equacdes (4.68) e (4.69), mostra-se vélida a igualdade
= @i, 1 =0,1,2,... m, definida como funcdo teste. Assim as equacdes (4.68) e (4.69)

podem Ser expressas como

ac (Z pj(@)ui*, oi )) = Fo(pi(@)) ¥ pilz) € Va, (4.70)

b <Z i()uf ™ o )) = Galpi(z)) Vpi(z) € Vi, (4.71)
logo

ZaG p;(x), i) uf Tt = Folpi(x)) ¥ pi(z) € Va, (4.72)

Zba 2i(2), i(@) w = Galpi(®) ¥ eile) € Vi 4.73)

A equagdes (4.72) e (4.73) representam sistemas de equacgdes algébricas com m equagdes e m
incognitas wug, Uy, Uz, - - ., Upy,.
As definigdes (4.61) e (4.62) levam ao sistema de equagdes algébricas:

Uy D pi(z) v dpj(z) o il
Z/O <_QW Tl or ﬂ%‘(ﬁ)) pi(z)u " dr +

+Z/0 (%@-Qam@ +9890j(x) +%%( )) o e = (474)

3  Ox? 3 Oz

- Z/ < % o2 21 or 90;'(56)) oi(x)ultda +

/( fr—= f”+1/2+ f”“) wi(x)dx, Vi) €V
0

e as definicoes(4.63) e (4.64) levam ao sistema de equagdes algébricas:

x) 5D d*pi(x) bHuvdypi(z) bHo 1
Z/ < At 24 o2 24 oz +ﬂ¢j(‘c>) pilw)uj ™ de +

pi(z) Ddpj(x) wvopi(x) o (o2
+Z/0(At 3 Ox? +3 Ox —1—3%(95) pilz)u; e =

25D 0*pj(x) 250 dpj(x)  25v .
_Z/ <_ % ox2 T o4 or o4 %(w)> ei(zulde +  (475)

+/ <_lf"+ fn+1/2+ fn+1) @2( )dl’, v(pz(x) eV,
0
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parai =0,1,2,...,m. Considerando a equacdo (4.74) e separando cada termo, temos que:

" Do) | v g o
S [ (n T o g gyt e =

S -2 [Tt s 5 [ w2 ary

[ e )b,V ae) € Vi

At 3 022 T3 or 3P\

=0
“ : DAt (! D?p;(z)
oAt (! 0p;i(x oAt [ n
+T/ pi(x) %]J(: Vi + ; /soz( )soy(fﬁ)}uj+1/27 V ¢i(x) € Vi,
0

At 24 Ox? 24 Ox

IR R e 2

J
190At [ D, 190At [
n v /%(x)_%<x)dx+ o /%(m)cpj(x)dx}u?, YV @i(x) € Vy,
0 T 24 J,

Z/O (goj(x) 19D 0%p;() N 190 0 () N 129;7%@)) o)l =

5 [ 1/ 1 /!
— goi(x)f"dx——/ goi(x)f”+1/2dx+—/ wi(x) f* Tz, Y @i(x) € V.
2 J, 3/, 24 J,

Assim o sistema de equagdes algébricas (4.74) pode ser escrito na forma matricial como

li[M} _D [CT] + — - [C]} Ut 4 [(1 + U—At> [M] + (—D—At+

24 24 24 3 3
A N 190 At  19DA¢

+ 3 )[C }]U = {1+ ) M+ T (4.76)
19vAt

+—; )[CT}]U”Jr[F]
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Agora, considerando a equagéo (4.75) e separando cada termo, temos que:

— s . ﬂ+1d _
At 24 Ox? +24 ox +2490J(x))90z(13)uj x

- { / ) (a)da — 2B / o) 2D g

2
= Oz

S5uAt [! dyp; () 50AL [ .
t /OSOi(x) pe dr + 2 /Ogai(x)goj(x)dx}uj , Voilz) €V,

i/l (M_@a%j@) 5vdpj(x) | 50

=S [ewn@a - 250 [ o2

(L 25D 9%pi(x) 250 0¢p,(x) 250
Z/ (_ 24 0.2 24 o | 24 wj(””) pilz);

Lt 25D [ D*p;(x) 250 ! Jp;i(x)
—Z/O {_W %(@WC@JFQ/O%(%’)@—%WJF

0

250 [*
+2—/ soi(x)soj(x)drv}u;7 Y pi(z) € Vy,
0

e
I 1 [ 5
—— | pi(x)frdr + —/ oi () [P 2de + —/ oi(x) f* iz, Y gi(r) € V.
24 Jo 3 Jo 24 J,
parai = 0,1,2,...,m. Equivalentemente o sistema de equagdes algébricas (4.75) pode ser

escrito na forma matricial como

Kl + 524&) [M] + (— 524At + 51;?15) [CT]} Ut 4+ Kl + %At) (M]+

DAt DAY (o] ymiaje [ 2504t 25 DAt
+<  t 3 )[C }}U = | M+ o+ (4.77)
25vAt

) [ o e

Nas equagdes obtidas em (4.76) e (4.77) representamos, as matrizes de massa M, de amortec-

imento C (dependente da velocidade), de rigidez K e os vetores de forcas globais F e G e
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vetores incégnitas U™H!, U*1/2 ¢ U™ por

l

M = [Mi]om — / oi(x)p; (),
: dp;(x)
T _ (T _ , j
C" = [Cltn = | )5,
L 9i(x) O (x)
K= [Kij]mxm —A O ox dl’?

5 (! 1 /[ 1 /[
F = [Filmx1 = ﬂ/o wi(x) fdr — 5/0 soz-(w)f”“/gdx+ﬁ/0 @i(x) [ d

l l [
G = [Gilmx1 = : pi(z) fdz + 1/ i) [P + i/ oi(x) " dx
0 0

24 g 3 24
Un+1 — [USL_H, u’f“, US—H, o 7UZ1+_117 UZ;H]T,
unrty/2 - [USH/Qa U?H/z’ u121+1/2’ N ’unmtll/Z’ UZIH/Q]T,
U” = [l ul,ub, .. u g ut)r

4.3 SUPG coM O METODO IMPLICITO MULTI-ESTAGIO

Definimos o termo residual de (3.21), como sendo

R(Au) = v WL(Au) —w[f" — L(u")] — WAF (4.78)

de modo que Au definido em (3.20) onde W, w e A f dependem do método implicito multi-

estdgio. Posteriormente aplicamos SUPG no termo residual [12].

4.3.1 SUPG com o Ry

Considerando o método implicito multi-estagio de segunda ordem R, (Crank-
Nicolson) como apresentando na equagdo (4.1). Assim, como no método de minimos quadra-
dos e no método de Galerkin, o método estabilizado SUPG ¢ aplicado em cada ¢,,,1, n =
0,1,2,..., N, supondo u" conhecido. Contudo, definimos o conjunto das solu¢des tentativas
V = H}0,1).

A seguir, multiplicamos ambos os lados da equagdo (4.1) por Tvw, para todo

w € V, obtemos

utt —un _ 1 _ n+tl . n n+tl _ n n+l _ n\] _
TOW |~ va$2[ D(u U") e + v(u u")y +o(u u")] =

1
= Tow,[f" — Dul, +vul + ou"] + 7'1110955[f”+1 — " 4.79)
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onde 7 é dado em (3.78) e v é campo de velocidade. Efetuamos os calculos

+1 n
u" D v o u D
TVW, < + =l — —u”“) = TVW, <— e Rty Y ) +

At 2 g T At 2 2709
+ oo, Loy ], vwev, (4.80)

Aplicamos a integral em ambos os lados da equag@o (4.80) temos

l n+1 D
/ TUW, L4 it — Bu;”rl =Tyt dy =
; At 2 2 2

!
u* D o
= | — — — d 4.81
/Omw <At 2u —|—2ux+2u) x + (4.81)

l
+/7'vwx [f"“—i—f"} xr, YwelV.
0

Logo, podemos definir

l n+1 D
N n+1 _ U i n+1_2 n+l__ 4.82
asypc (U™ w) /0 vax< A7 + 5 Uz 5 U (4.82)
- %u"“) dz, YweV,
1
- u" D v o
F. = e | — — =u” —u" 4.83
supa(w) /0 TOW (At 5 U .+ ZUI + 5l + (4.83)

+ % [f"“+f"])da:, VuwelV.

Assim, das equagdes (4.45), (4.46), (4.82) e (4.83) podemos resolver o seguinte

problema variacional: Achar v"*! € V tal que

n+1
)

aq(u" w) + asype(u™ w) = Fo(w) + Fsupe(w), Yw eV, (4.834)

paran =0,1,2,..., V.

Para resolver o problema aproximado (4.84) usando o método SUPG, con-
sideramos o espaco de dimensio finita V}, = [¢0, ©1, P2, - - -, ©m] € V constituido de fungdes
lineares definido no Capitulo 3.

O problema agora consiste em determinar uma solugdo aproximada u) ™ =

upt (- tne1) € Vi paran = 0,1,2,. .., N dada por

uptt = Z% Wit Vo eV (4.85)
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Logo, o problema aproximado (4.84) consiste em: Determinar u“Jr1 €V}, tal que

ag(up™ wy) + asupe(uptt wy) = Fo(wy) + Fsypg(wy), Ywy €V. (4.86)

Da solugdo aproximada (4.85) e com a equagdo (4.86), mostra-se vdlida a igualdade wy, = ¢;,

i=0,1,2,...,m, como fungdo teste. A equacdo (4.86) pode ser escrita como
ag (Z Qoi 7'H_17 901 ) + aSUPG (Z 901 7‘1+17 sz )) =
J
= Fa(pi(2)) + Fsupa(pi(2)), ¥ ¢i(z) € Vi, (4.87)

> ac(pi(x), oi(@)urt + " asupalei(e), o (@)uftt =

=0 Jj=0

= Fo(pi(x) + Fsupa(ei(x), Y @i(z) € V. (4.88)

.

A equacdo (4.88) representa um sistema linear de equagdes algébricas com
m equagdes e m incognitas. As definicdes (4.45), (4.46), (4.82) e (4.83) levam ao seguinte
sistema de equacdes algébricas:

m l ( DaQ (x U(? (x o .
Z/U <¢3A(t) +5 g;g )_5 90(;; )_5%(@) il +
j=0
pi(r)  DdPpi(z) vdg(x) o Porl)
+Z/o ( JA(t) " 5#5) N 5% - 5903‘(93)) TU%%H(M -
7=0
m l (1 DaQ (x U@ (1 o
B Z/o <¢§t> B 5:90—;:2) i) %i )y 5%(35)) pi(w)ufde + (4.89)
j=0

m l 2

pi(x) D*pi(x) vipj(xr) o dpi(x) .,
3 [ (B2 -+ 52 1 S ) 2
=0

! ! o©:
+/O %(pz(x) [+ dx+/0 %TU—%;m) [+ ] da

paratodo ¢; € Vycom: =0,1,2,...,m.

Logo, considerando na igualdade (4.89) e separando cada termo, obtemos

{ [ et 5 [ oo ae

7=0

A 1 0pj(x) aAt/ A ntl
2 J, SOZ("E) o dx — 9 pi(z)pj(x)dr p u™™,
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= P Ogi(x) DAt [t Opi(x) 0%p;(w)
Z{/o Vo goj(x)d:c—l——Q /OTU e 92 dx—

_ Q}TAt a%pz(x) 69% (:E) oAl v 8(,01(26) gpj(.’li)ddi} un—&-l?

dv — —

0 Ox ox 2 Jo Ox

Zm:{/ol%(m)%( )de—DTAt/O i) (;Og 7) dr+

vAt [ Jp;i(x) oAt [t "
+5 [ o025 an s 2 [ aostarae o

zm: {/l dpi(w )goj(x)da: B DTN/OZ Tvﬁgz;ix) 82g;§x)dx+

7=0

VAL [T dpi(x) Dps(x) oA [T Dpi(x) 0
+T 07'1) e GJ:B dx + 5 /OTU e gpj(m)dx}u]

([ e [[ora)

1 lT 8901() n+1 : 8%( ) n >
2</Ovaxf d+/0 ——f"dx

O sistema de equagdes algébricas (4.89) pode agora, ser escrito na forma

N | —

matricial

]+ 25 (7] - U5 €] - T M+ o] + S KT

2
vAt
2

DAt

T*At - TvoAt [C]} Ut — [[M] _Pabrgr

2

5 [CT] +

+[F] + [F], (4.90)

onde as matrizes de massa M, de amortecimento C (dependente da velocidade), de rigidez K e
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os vetores de forgas globais F e F e vetores incégnitas U™ e U" sdo

l
M = (Ml = / pi(2)0;(x)dz,

L 0p;i()
C = [Oij]mxm_ o (91: @](x)dxv
: Do ()
T T _ . j
" = Clhn= [ o) e
' dpi(x) Dy ()
K - [Kij]mxm_ 0 8$ ax dl’,

A~ ~

l l
F = Floa=g ([ w@roa [ goi(x)f”d:v>,
1
2

l l
0p; 3 ;
0 Ox 0 8:76
Un+1 — [U8+1 u?—i-l ug-‘rl un+11 un+1]T
Ur = [ug,uluy,...,u” ,u”]"

4.3.2 SUPG com o Ry,

Agora consideramos o método implicito multi-estdgio de quarta ordem R
como apresentado em (4.16). Denotando e equagdo (4.16) por B, um vetor 2 x 1, cujos el-
ementos sdo representados por (4.53) e (4.54). O método de SUPG ¢ aplicado em cada %, 1,
n=20,1,2,..., N supondo u" conhecido. Portanto, definimos o conjunto de solucdes tentativas
V = H0,1).

Em seguida, multiplicamos por 7vw, em todos os termos da equagdo (4.53):

un+1/2 u™

Ay TUWe T R TV — Q—Zu;‘levwx + %u;‘“mwx + iu"“mwx -
—13) "+1/2vax + %u LTOW, + 3u"+1/27'vwx — 129%71 TOW, + (4.91)
+%u”+1/27vwx fju”“/zﬂij —4f"7vwx 1f"+1/271)wx +
+if”+17'vwx, YweV,

analogamente, multiplicamos em todos os termos da equag@o (4.54) por Tvw,:

Tian un+1/2 5D
At 24

TVW, + Eun+1/270wx — —Uu”ﬂ;wx + (4.92)

o 250 1
—l—gu"“ﬂmwz — —u"Tvw, + — fTow, — =

24 24 3
5 n+1
+ﬂf TVW,, Yw € V.
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Aplicamos a integral em todos os termos da equagdo (4.91), temos

Lt/ ' D Ly
/ A7 TOWdx — /—vaxdx /ﬂU:fTwad$+/o ﬂuZHvazdx—f—

)
/ vaxd:v—/ ”+1/27vwxdx+/ —u LTVW,dT +
+/ 3 2+1/2vaxda:—/ —u Tfuwmdx—l—/ 3u”+1/27vwxd:v— (4.93)
0
190 ni1/2 / 5 /l Loty
- — " rowedr — — f"row,dxr — —frt Prvw,dr +
/0 24 24 ) 3

l
1
+/ — " rvw,de, Yw eV,
o 24

analogamente, aplicando a integral em todos os termos da equagéo (4.92)

I nt1/2 'sD Iy
/ 4 Towgde + l TVwdr — / o1 —u" M row,dr + / —Uu”Hvaxd:c +
0 0

A A 24
D n+1/2
—u Hrow,dr — TVWdx + —u LTOW,dT +
l
+/ 3 ZH/Qvawdx—/ —u vaxdx+/ gu”H/Qﬂ)wzdx— (4.94)
0

L9250 !
-/ ST vaxdmjt/ ﬁf”vamdx—/o gf”H/Zvaxdx—i-

!
5)
+/ 24f"+17'vwxdm VwelV.

Reescrevendo as equagdes (4.93) e (4.94), segue que

l I 1/2
D v o w2 p
n+1 n+1 n+1 d o n+1/2 n+1/2
/0< o Y %——2414E +—24u )vaxx+/0( A7 7 Uaz —I—3$ +

l

" 19D 19 19

Gt e = [0 T+ G ) ek @99
0

I
1 1
—l—/ <25—4f" + gf"H/? + ﬂf”“) Towzdr, Yw €V,
0

l n+1 l n+1/2
u 5D S5v S50 U D
. n+1 n+1 n+1 d . n+1/2
/(At g U )vaxz—l—/o( N gt

I

25D 25

+ 3u2+1/2 + 3u”+1/2> TOW,dx :/ (— 51 Uy, + zfuz—l— (4.96)
0

25 ! 1 1 5
+ 2—40u"> TOW,dx +/0 <—ﬁf" + gf”H/Q — ﬁan) Tow.dr, Yw € V.
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Assim, podemos definir

I
D
asupg(u"t w) = /0 (—ﬂugil + iug‘ﬂ + iu"“) Towdr +

l n+1/2 D
+/0 (uAt B gu;z;yz + gu;z—‘rl/Q + %u:+1/2> TVw,dzx, (4.97)

P pes(u0) /l<u” 19D, 19 . 1% n) i+
supclWw) = — = Uy, T U, + — U | TVWAT
o \At 24 24 24

l
5 1 1

0
. l n+1 5D 5 5
bsupa(u", w) = / (uAt - gugil + 2—Zu;‘+1 + iunﬂ) o

0
l n+1/2 D

+/0 (uAt B gu:fp i guzﬂn X %un+1/2) row,dr, (4.99)

Crorres(a0) /l( 25D o 250 . 250 n) i +
suprPcg\W) = —— Uy, —Uu, —U TOVW,AX
0 24 24 24

Lro 1 5
+/ (_ﬁfn + §fn+1/2 . ﬁfn—ﬂ) vaxdﬂf (4100)
0

paratodo w € V.
Logo, das defini¢oes (4.61)-(4.64), (4.97)-(4.100) podemos resolver os seguintes

problemas variacionais: Achar v € V tal que

ac(u" w) + asupe(u™ Tt w) = Fglw) + Fsppa(w), (4.101)
bg(u"H, w) + Z;SUpg(un+1, w) = Gg<w) + GSUpg(w), (4102)

paratodo w € V. Afim de resolver os problemas aproximados utilizamos o método estabilizado
SUPG, consideramos o mesmo subespaco 1}, como definido no Capitulo 3.
Os problemas agora consistem em determinarmos uma solucdo aproximada

uptt = up () € Vi paran = 0,1,2, ..., N dada por

uptt = ()t Vs € V. (4.103)
=0
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Assim, os problemas aproximados (4.101) e (4.102) sdo determinados por u}*! € V}, tal que

ag(up™ wy) + asupa Uyt wy) = Fgo(wy) + Fsupa(wy), Yw, €V, (4.104)

ba(uitt wy) + bsupa(ult, wy) = Galwn) + Gsupa(wy), ¥V wy, € V. (4.105)

Da solugdo aproximada (4.103) e com as equagdes (4.104) e (4.105), mostra-se vdlida a igual-
dade wy, = ¢;, i = 0,1,2,...,m, definida como fung¢do teste. Assim as equagdes (4.104) e

(4.105) podem ser expressas como

ag (Z ij 7.‘+1,ng )) +dSUPG (Z ij(l’ 7‘1+1790Z< )) =

=0
= FG(QOZ'( + FSUPG (I (4106)
ba (Z (@)™ (@) | + bsupe (Z ()i pi(a )) =
= Galpi(2)) + Fsupa(pi(2)), (4.107)

para todo @;(z) € V. Logo,

Z ac (0j(x), i) uf ™ + ) asupe (9(x), i) uf 't =

= Fo(pi(x)) + Fsupa(pil(@)), (4.108)
Z be (@j(x), pi(x)) uf ™ + Z bsurc (¢;(7), i(x)) uitt =
= Ga(pi(x) + Fsypal(ei(z)), (4.109)

para todo p;(z) € Vj,.

A equagdes (4.108) e (4.109) representam sistemas de equagdes algébricas
com m equacdes e m incOgnitas ug, Uy, U, - . . , Upy,.

As definigdes (4.61)-(4.64), (4.97)-(4.100) levam aos seguintes sistemas de

equacoes algébricas:
D 82803 ) v agpj(x) o n+1
Z/ < 1 a2 Tar oy gl ) eile)uyTde +

. 2, '
! Z/o (% - e, %%’(x)) i) de = (4.110)

3 0x2 3 Ox

N Z/ < o2 o or o %‘(l‘)) oi(x)uldz +

/ ( fn . fn+1/2+ fn+1) 902( )d%, V(Pz(x) e Vha
0
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m l 20h. . )
E / (—28 221G + ia%(x) + i@j(l‘)) Tv—a%(x)u?“dx +
0

j=0 24 Ox? 24 Ox or
pi(z) _ DOPp;(x) | vop;(x)
+JZO/0 ( At 3 022 - 3 Ox + (4.111)
. dpi() n+1/2 5, i /l pi(x) B 19D 8290]-(33)
" 3%(90)) o i jz_; C\ A T o T

190 0p;(x) | 190 d¢i(z) 4 /l R Y
TR R TR Kl L A G ye A A

1
+ ﬁfnJrl) TV O dzx, v%‘(l’) eV,

m l 9
3 pi(x) 5D pi(x)  Svdpi(x) 5o P
/0<At o2 T o T 21 ) wil@)uiTde +

2i(2) — 98 216 Ea%(x) g , n+l1/2 ;
+;/ ( At 3 Ox? + 3 Or + 3903(1’) pi(z)u; ' Tdr =

mo 25D 82%. (x) 250 0¢;(z)  25v .
_Z/ <_ 24 o2 24 or %(fv)> pi(z)uide +  (4.112)

_l._
ﬁ
VR

1 1 5
_ﬂfn + gfn+1/2 + ﬂfn+1) vi(z)dz, Y @i(x) €V,

E pi(x) _ 5D p;lx)  bvdp;(z) 5o 0pi(T) 14
/o ( At 20U Ox2 + YR + 24%(@ SIS g

pj(x) D) vipi(r) o 00i(%) nt1/2
v v 9. /2 g
+Z/O ( AL 3 0 T3 ox t3nl)T U e

[ 82 < 2 |
:Z/ (_251)8 pi(x) | 2500p5(x) 5% x)> Wa%(x)u?dx+ @i

24 02 o ox o ¥l -

+
O\N‘
VRS

TR VAR ¥ H) G el € i

parat =0,1,2,....m.
Considerando a equagdo (4.110) e separando cada termo, temos que:

m D [! aQQOj (x) v l ang (q;)
Z{_ﬂ/o #i) 922 dx"‘ﬂ ; %(@Tda%

!
+ —/ goi(x)goj(x)dm} u?“, Voi(z) € Vi,
0
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é{ x_DTAt/Ol%(x)%d:H
- %/0 l(f’”)a%]x( i+ Uﬁt /Ol %(:c)soj(x)}u;‘“/g, Vi(x) € Va,
i { / s oA / l Ea 2P
+ 19;]4At /Ol Sﬁi(x)a%ix)dx + 19204At /Ol goi(x)cpj(x)dx} ul, Y gi(x) € Vi,
€
5 [ oy rde— 2 oo e - 2 [ o)
21 /. vi()f dx—g/o vi(2)f da:+ﬂ/0 i) fr e, Yei(x) € Vi,

parat =0,1,2,....m

Agora, considerando a equacdo (4.111) e separando cada termo, temos que:

dz+

Em: D/lmaw(f’?)a290j() v /! d¢i(x) Op;(z)
0 ox Ox? 24 ox ox

+ 2 TUani(x) i(z )dw} itV pi(x) € Vi,

“ L gi(x) DAt 1 0pi(x) 0%p;(x)
Z{/o TV ng(:L‘)d:L‘——g /OTU e 2 dx+

vAL [ dpi(x ) 9p;(z) oAt [T dpi(x) n+1/2
+—/OTU e e dr + 5 /Orv e goj(a:)}uj , YV i(z) €V,

= L Ogsi(x) 19DAt [P pi(z) 0%p;(w)
Z{/o TV ©;(z)dx — 54 /07"0 e 92 dx+

J=0

190AL (1 dpi(x) Dp;(x) 190At [T Opi(x) N
Y /OT'” or o T /OTU i w(az)d:c}uj, ¥ i(x) € Vi,

€

5 [ I0i(x) . e dpi(x) n41/2 L[ dpi(x) n+1
ﬂOT e fd—g/OTv e f d+24/TU e ()" dx, Vei(r) € Vy

para: = 0,1,2,...,m. Assim, os sistemas de equacgdes algébricas (4.110) e (4.111) podem ser
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escritos na forma matricial como

_Drer M4 T - P T K s T ] ot _
2
b 3& [c + ”?t c + UTN[M] + i) - 2 Tg“ K]+ Y 3& K]+
oTvAt nt1j2 _ 19DAE oy | 190AE -y 190AR n
3 [C]}U = |[M] o [CT] + 51 [CT] + o M| U+
+[F] + [F] (4.114)
Analogamente, consideremos a equagio (4.112) e separando cada termo, temos
= : 5DAt (! 20z )
i (x)de — ——— i
;{/Owwm o | e e
5uAt [ Jyp;(x) 50At (! nil
7/0 ©;i() o dx + 94 /o%( x)pj(x )dx} , V() €V,
- ! DAt (! D*pj(x)
S [ owesan - 25 [ o= ans
7=0
oAt (! 0p;i(x At [ n
22 [ )28 8ar 1 2 [ wypyatin bt v ta) € i,
3 ox 3 Jo

“t( 25D [ D*p;(x)
Z/o {_ﬂ 0 i) g 4T+ 5

250
WWW} i, V() € Vi

ox

25v /l i(2) Jp;i(x) dos

o

! 1 B 5
_ . n - n+1/2 ) n+1 )
51 (x)f dx—|—3/0 i(x) f dx+24/ oi(x) " dx, YV pi(x) €V,

parat =0,1,2,... . m.
E por dltimo, considerando a equag@o (4.113) e separando cada termo, temos

que:
[N Opi(x) 5DAt Opi() 0%p;(2)
S { [ 7258 apaa = 202 [ 0A T A
Jj=0
50At 1 Opi(x) Dpj(x) 5ot 1 Opi(x) nt1
7/071) Ox Ox dv+ 24 /om Ox ()dx}  Vodo) €V,



84

i{/l a% %) () de —DTN/Olm&gf)an;gx)dﬂ

7=0

VAL [T Opi(x) Dps(x) aAt [t dpi(x) nt1/2
+T OTU e e dx + 3 /OTU e pj(x)dr puy 7 Y pi(z) € Vi,

25D Dpi(z) 0*p;(x) 250 (! 0p;(z) Op;(x)
Z/{ 0 [ 0z? do+ 24/07'11 Ox Ox d

250 [t Ops(x)
—_— TV
24 J, Ox

gpj(m)dx} ul, YV pi(r) € Vi,

1/ 8@( ) 1 Y Opi(x) 5 [
o { o [ n+1/2d / ; n+l g Y o )
51/, f 3/0 TU—S f —1—24 Ogo(x)f x, Vi(xr)eV,
parai = 0,1,2, ..., m. Equivalentemente, os sistemas de equacdes algébricas (4.112) e (4.113)

podem ser escritos na forma matricial como

[[M] - ODA o) 4 28 ] 4 578 g ) - PPTA g 1 T A

ol e+ v - B 0] + 25 7] + T

S5cTvAt
24
DruAt RIRIAN oTvAt
- K] +

3
250 25D71v 25712 2507V
—[M] — K
24[ ] 24 K] + 24 24

[C"] +
_ [_@

M] + 7v[C]—

25v
24

[CT] +

[C}] U" +[G] + [G]. (4.115)

Nas equagdes obtidas em (4.114) e (4.115) representamos, as matrizes de massa M, de amortec-

imento dependente da velocidade C, de rigidez K e os vetores de forcas globais F, F,.GeGe
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os vetores incégnitas U™H!, Un+1/2 ¢ U™ por

l

!
dpi(x)
C= [Cij]mxm = : O @](w)diC,
l
dp;(x)
CT - [Olj]mxm _/0 QOZ(ZL') ajx dl’,
!
Opi() Dp;(x)

K Kz mxm — d y

Kl 0 O or

5 [ e / I

F = |F - . n _ = n+1/2 ] n+1

Bl =51 [ worde =3 [ a@rtaes 5 [ oo
S n 5 (1 i) L [1 Opi(x) 1 [T dpi(x)
F=[Flnx = 5 —— frdx — — e A / - ntlg

[Filmoa 2407'11 axfx 3/07' 8xf +2407'v ox (x)f “

! 1 5 [l

G = sl = —— ; nd - n+1/2d / ©; n+1d
A A 1 [ 5’901( ) fn 1 l 8%( ) n+1/2 0, 5 : n+1
L T 7 P VA T T i
Un+1/2 _ [u(7)14r1/27 U?+1/2 un+1/27 . ,U:L,:r_ll/2, U?n+1/2]T,

n __ n .n n n 1T
U™ = [ug, uf,uy, ..., ur _q,uy]



86

5 RESULTADOS NUMERICOS PARA A EQUACAO
1D DE CONVECCAO-DIFUSAO-REACAO

Neste capitulo apresentamos os resultados numéricos para a equacdo 1D de
convecgao-difusdo-reagdo e um exemplo particular para a equagdo 1D de convegdo-difusdo.
Apresentamos andlises quanto a influéncia dos nimeros de Péclet, de Courant-Friedrichs-Lewy,
da influéncia da malha e dos aproximantes de Padé R, e Ry, adicionados MEFMQ, MEFG e
SUPG. Fazemos uma andlise do erro utilizando a norma L?, comparando as solu¢des numéricas
com a solucao analitica dos exemplos avaliados.

A relacdo entre os fendmenos convectivos, difusivos e reativos pode ser cara-

cterizada pelo nimero de Péclet, dado por

vh
Pe=— 1
¢ 2D’ .1y

onde v é o coeficiente de velocidade; D € o coeficiente de difusdo; Ax = h é o comprimento
caracteristico na dire¢do de x. A condi¢do CFL € geralmente estabelicida para os termos em

EDPs que representam a conveccao [12]. No caso unidmensional a condicao CFL € dada por

v At
= — < .
C s <1 5.2)

onde At é o passo de tempo e C' € chamado nimero de Courant. Devemos ressaltar que uma
condicao para obter estabilidade é que C' < 1 [8, 12].
Por outro lado, se conhecemos a solu¢do analitica de um dado problema,

podemos calcular diretamente o erro na norma L?(0, ). Seja o erro definido por
E(z) = up(x) — ugn(x) (5.3)

onde uy,(z) € a solugdo aproximada e u,,(x) € a solugdo analitica.

A norma em L?(0, 1) do erro E € definida como

I 1/2
1E]lo = (/ |E|2dx> (5.4)
0

e pode ser calculada na forma discreta [38], como segue

m 1/2
1o = (h > (B - Ej)2> (5.5)
j=0

onde E; = E(x;). Em partcular, neste trabalho vamos utilizar a norma do erro relativo dada
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por [4],

1] = (himj ((EE—E)))/ 56

=0 J+1

onde E; = E(x;).

5.1 EQUACAO DE CONVECCAO-DIFUSAO-REACAO

Seja uma distribui¢do gaussiana para a equacdo 1D de conveccdo-difusao-

reagdo (3.1)- (3.3), com f(z,t) = 0 e condi¢do inicial dada por

u(z,0) :exp{— (x;xo)z} (5.7)

cuja solucao analitica, para o termo de decaimento linear —ou, no dominio —oo < x < 00, €

dada por [12]
_exp(—ot) T — 1z — vt
TS eXp{‘< ) } 8

onde v(t) = 4/1+ %. Consideremos para este exemplo 0 < x < [, [ = 2 como sendo o

dominio do problema 1D.

Para ilustrar os resultados numéricos desta se¢do, utilizamos zo = 1/4,
¢=1/25,v=1e0 = 0.1 e um tempo total de simulagdo de ¢ = 1.

Apresentamos os resultados dos aproximantes de Padé R, e Ry, adicionados
as formulacoes MEFG, MEFMQ e SUPG utilizando 100 elementos lineares, o que equivale
a Az = 0.02, para trés conjuntos de valores de difusdo, o que corresponde aos nimeros de
Péclet Pe = 1, Pe = 10 e Pe = 100 e avaliamos também situagdes onde C' = 1e C' = 1.5,
considerando o método implicito de segunda ordem R;;, Figuras 5.1-5.3,e C' =1.5e C = 2.5

considerando o método implicito de quarta ordem Rso, Figuras 5.4-5.6.
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Figura 5.1: A formulacdo MEFG+ R, para a equacdo 1D de convecgao-difusdo-reacgao.
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b)
.
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[l 1
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t
H C=1ePe=10 1
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i 1
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|| |
[
[
A o _
0.5 1 1.5 2
T
d)

C=15ePe=100
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b)

1ePe=10

=

1.5

0.5

d)

1.5 e Pe=100

=

N2k

-0.4

04

a)

— — — - Condigio Inicial

MEFMQ + R,

Analitica
TePe=1

1.5

0.5

C).

1 e Pe=100

C=

|

L5

0.5

1.5

0.5

X

ao-reagao.

Figura 5.2: A formulagdo MEFMQ+ R, para a equag@o 1D de convecgao-difus
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o Fi e i i b i __
0zt 1 ozt
04 - : - 0.4 s . .
0 0.3 1 1.5 2 i 0.5 1 1.5
x X
1 ©) . ! . 9) .
I C=1ePe=100 f C=15ePe=100
ozr |l ] ozl
I I
i i
&k [ 0&F |1
P .'ll
| |
z(% 04r [I ! 04r |y
= [ | II
S gal 1] L
[¥5] 0.2 | ! nz2 |
I [
o £ M _ i} & b _
ozt ] ozt
-04 L L L 0.4 L L L
0 0.5 1 15 2 i 0.5 1 1.5
X x

Figura 5.3: A formulacdo SUPG+1RR;; para a equagdo 1D de conveccdo-difusdo-reacao.
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1 a) 1 : b). :
i — — — - Condigio Inicial l’]I
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& 0z - 0.2 D
Y N, ol % LA
-0zt . 0z .
-04 L L . -04 L L L
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x x
1 ) | ! . d) .
i C=15ePe=100 i C=2.5 e Pe=100
02k 1 1 0.g 1
I N
' i
0&F || - 08 ||
i H
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Ea 04 I.l| T B I"|
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& 02 D 02 D
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b x

Figura 5.4: A formulacio MEFG+ Ry, para a equacdo 1D de convecgdo-difusdo-reacgao.
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X
C
1 . ) .
r
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|
1
|
o 04 i
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0.4 : : :
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Figura 5.5: A formulacio MEFMQ+ Ry, para a equacdo 1D de conveccao-difusdo-reacao.
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b)

C=15ePe=10

1.5
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C=25ePe=100
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1 T a). T 1 . b}
i —— —- Condigio Inicial i
0sf |1 4 o=k [ C=1%ePe=10
i SURG + Ry I
I I
08 il I — Analitica . 08+ { I .
I ’
I C=15ePe=1 I
::(% 04r [l | g 04t [l A 1
= I |I ||
=} I | L |
o 0z | 0z |
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i r N = T i} i b, r
-0z g 02+
0.4 L L L 04 L ! L
0 0.5 1 1.5 2 1] 04 1 1.5 2
X x
1 . ) . 1 , d)

C=15ePe=100 C=25ePe=100

.
b |
ogr |l 1 ngt |l 1
[ I
i '
neér | ] 06 || .
II| Il
E% 04t [|1 1 04t H 1
k= ||I ||
2 gal | i L1 |
s | 0.2 L
! I\ 1o
0 Fi — i i b ﬂhl —_

_04 1 1 1 —|:|4 L 1 1
a 0.5 1 1.5 2 0 0.5 1 1.5 2

i X
Figura 5.6: A formulacdo SUPG+ Ry, para a equagdo 1D de conveccdo-difusdo-reacao.

Observamos nas Figuras 5.1a-c, que o aproximante de Padé R;; adicionado ao
MEFG para o nimero de Courant C' = 1 apresenta oscilagdes significativas conforme o nimero
de Péclet aumenta (o que j4 era esperado pois o método de Galerkin é propenso a apresenta
oscilagdes quando a conveccdo é dominante). Os resultados tornam-se piores, considerando
ainda a andlise para Pe = 100, ao aumentarmos o nimero de Courant de C' = 1 para C' = 1.5,
como pode ser verificado na Figura 5.1-d.

Entretanto, observamos nas Figuras 5.2 e 5.3, que o aproximante de Padé Ry,
adicionado as formula¢cdes MEFMQ e SUPG, para os nimeros de Courant C' = 1, e C' = 1.5,
continuam apresentando oscilagdes, porém ndo tdo significativas quanto as apresentadas nas
Figuras 5.1. Desta forma, observamos que o método implicito multi-estidgio de segunda ordem,
Ry, adicionado as formulagcdes MEFG, MEFMQ e SUPG, para situa¢des onde a convecgao é

dominante, como ilustrados nas Figuras 5.1b-d a 5.3b-d, ndo apresentou um bom desempenho.
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Um desempenho melhor é observado no método implicito multi-estidgio de quarta ordem, Rao,
adicionado as formulacdes MEFG, MEFMQ e SUPG, para todos os valores de Péclet, mesmo
aumentando o passo de tempo, ou seja, considerando nimeros de Courant maiores, como por
exemplo, C' = 1.5 e C' = 2.5, como ilutrados nas Figuras 5.4-5.6. Obviamente, quando o passo
de tempo € grande os resutados numéricos sao degenerados para MEFG+R5; € SUPG+Rs,,
Figura 5.4d e Figura 5.6d, respectivamente, porém muito menos para SUPG+Ry,, devido ao
parametro de estabilizacdo. Contudo o MEFMQ+ Ry, para C' = 2.5 eliminou parcialmente as

oscilagdes, porém altos valores Pe ainda apresenta picos, como pode ser verificado na Figura
5.5d.

5.1.1 A influéncia do niimero de Courant-Friedrischs-Lewy (CFL)

Com o propésito de deixar claro a acao da condicao CFL, avaliamos a influén-
cia do ndmero de Courant-Friedrichs-Lewy de tal forma a garantir a estabilidade dos métodos
mesmo em situagdes onde C' > 1, para a situagdo onde a convec¢do é dominante, quando
D =1 x 10~*. Para isto consideramos trés valores para o nimero de Courant, sendo C' = 0.5,
C = 1e C = 1.5 e apresentamos os resultados dos aproximantes de Padé R, e Ryy adi-
cionados as formulagdes MEFG, MEFMQ e SUPG, assim como uma anélise sobre a regido de
convergéncia das solu¢des numéricas apresentadas, utilizando a norma L?.

Nas Figuras 5.7-5.9 apresentamos os resultados dos aproximantes de Padé
R11 e Rss adicionados as formulagdes MEFG, MEFMQ e SUPG para trés valores do nimero
de Courant, sendo C' =0.5,C =1e(C = 1.5.

a) LIEFG+R11 b) I'n.f_[E',FC‘T+R22
1 . . 1 . :
C=15 C=15
sl C=1 - gl C=1
/=035 —— =05
— Analitica e — Analitica
04}
oz} -
02t
0.4 . L L 0.4 L L :
0 0.5 1 1.5 2 a0 0.3 1 1.5 2
X X

Figura 5.7: As condi¢Oes CFL nas solu¢des numéricas a) MEFG+11; e b) MEFG+ Ros.
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a) MEFMQ + R, b) MEFMQ + R,
1 . . . 1 . . ;
C=15 C=15
ael——C=1 ael—— C=1 i
— =035 — =05
— Analitica — Analitica
0.6+ nsf .
::g D4} 04 i
[
=
o L i
@ 02 0z x
0 Aﬂ\)ﬁ 0 J -
N2t 0.2 h
0.4 " L " 04 " L "
n 0.5 1 1.5 2 0 0.5 1 1.5 2
x x

Figura 5.8: As condi¢des CFL nas solu¢des numéricas a) MEFMQ+ 11, e b) MEFMQ+ Ros.

a) SUPG + R11 b) SUPG + R22
1 ] : .
C=15 C=15
03} C=1 | pal——cC=1 ]
—— =05 — o =05
— Analitica — Analitica
06l 06t 1
= 04} 04 1
L
=
=) i |
g o2 ﬁ & 02 J
0 v"ﬁ'-‘* 0 o B
02t \) 1 ozt 1
04 L L L 04 L L 1
0 0.5 1 1.3 2 ) 0.5 1 1.5 2
X i

Figura 5.9: As condi¢des CFL nas solu¢des numéricas a) SUPG+R;; e b) SUPG+Ry,.

Podemos observar nas Figuras 5.7-5.9, que ao diminuirmos o passo de tempo,
consequentemente o nimero de Courant, as oscilacdes das solu¢des numéricas diminuem con-
sideravelmente. Como ja observado na secdo 5.1, os melhores resultados sdo obtidos quando
utilizamos o método implicito multi-estdgio de quarta ordem, 55, adicionado as formulacdes
de elementos finitos. Estes resultados ainda podem ser confirmados na Figura 5.10, onde apre-
sentamos a evolug@o do erro entre os métodos avaliados em funcdo do passo de tempo, uti-

lizando a norma L?. Obtivemos o grafico da Figura 5.10 na escala log;,(At) x logy, || E||, onde
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m na legenda do grafico descreve a inclinacdo da reta.
w10°

[ —s—WEFG +R,, (T =00158)

MEFG + R, (11 = 0.0056)

MEFMQ + R, , (172 = 0.0193)
—&— MEFMQ + R, (m = 0.0138)
-4 SUPG +R,, (M =00198) 7

—4—SUPG +R,, (M = 00148)

log, l[EIl

1.5 13 185 18 175 A7 -1 B5 18 155 15
Iog1 D(At)

Figura 5.10: Convergéncia dos resultados numéricos parat = 1, h = 2/100,v = 1,0 =0.1e

D =1 x 1074, em fun¢do do passo de tempo.

Observamos que a regido de convergéncia € maior nos métodos MEFG+ 5,
MEFMQ+ Ry, ¢ SUPG+R5,, quando comparados aos métodos MEFG+R,;, MEFMQ+R;; e

SUPG+ Ry, tanto para passo de tempo grande quanto para passo de tempo pequeno.

5.1.2 A influéncia da malha

Avaliamos ainda a influéncia da malha, para a situagdo onde a convecgdo é
dominante, quando D = 1 x 104, Fixamos o nimero de Courant em C' = 1 e discretizamos o
dominio em 50, 100 e 500 elementos lineares. Apresentamos os resultados dos aproximantes de
Padé R;; e Ry, adicionados as formulagcdes MEFG, MEFMQ e SUPG, assim como uma anélise
sobre a regidio de convergéncia das solu¢des numéricas apresentadas utilizando a norma L2

Nas Figuras 5.11-5.13 apresentamos os resultados dos aproximantes de Padé
Ry e Ry adicionados as formulagdes MEFG, MEFMQ e SUPG, comparados com a solucao
analitica, para as trés malhas, h = 2/500, h = 2/100 e h = 2/50, o que implica diretamente no

numero de Péclet, correspondendo a Pe = 20, 100 e 200, respectivamente.
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a) IvIEFG+R11 b) ]!’vi[EFGr-l-R22
1 : . 1 : : :
h= 250 h= 250
pel—— h= 2100 q j pel—— h= 2100
— h= 2500 — h= 2500
0} Analitica i nelk Analitica
2 04t \ 1 oa4f
L
=
=) i ] i
g 02 ﬂ 02
'l U ]U| iy
ozt 1 ozt
0.4 - - - 04 - - -
0 0.5 1 1.5 2 0 0.5 1 1.5 2
X x
Figura 5.11: a) MEFG+R;; e b) MEFG+R5, para C' = 1 fixo.
a) MEFMQ + R b) MEFMQ + R2
1 : . 11. 1 . , 2I
h=24550 h=24550
pgt—— h=2/100 i pgt—— h=2/100 q
— h = 2/500 — h = 2/500
st Analitica | pgl— Analitica '
=2 04f {1 os}
L
=
o i | i
2 o2 02
0 f\v 0 < \u
azf { oz}
0.4 - - - 0.4 - - -
0 0.5 1 1.5 2 0 0.5 1 1.5 2

x x
Figura 5.12: a) MEFMQ+R;; e b) MEFMQ+ Ry, para C' = 1 fixo.
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a) SUPG+R11 b) SUPG+R22
1 : : 1 : .
h =250 h =250 n
peb——— h=2/100 H i peb——— h=2/100 _
— h = 2/500 — h = 2/500 r|
06t Analitica | pgl— Analitica ]
2 04 { 04 |
e
=
o 1 1
3 o2 0.2 ] &

Figura 5.13: a) SUPG+R;; e b) SUPG+R5, para C' = 1 fixo.

Podemos observar nas Figuras 5.11-5.13, que ao aumentamos o nimero de
elementos na malha, consequentemente diminuimos o nimero de Péclet, as oscilacdes das
solugdes numéricas diminuem consideravelmente. Como ja observado na secdo 5.1, os melho-
res resultados sdo obtidos quando utilizamos o método implicito multi-estdgio de quarta ordem,
Ry, adicionado as formulagdes de elementos finitos. Estes resultados ainda podem ser confi-
mados na Figura 5.14, onde apresentamos a evolucao do erro entre os métodos avaliados em
fung¢io do refinamento da malha utilizando a norma L?. Obtivemos o grafico da Figura 5.14 na

escala log,,(Az) x logy, || F||, onde m na legenda do grafico descreve a inclinagdo da reta.
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o]
T

log,lIEIl

12 =

——MEFG +R,, (1 =0.002483)
14 H MEFG + R, (112 =0.01126)
MEFMQ + Ry, (172 = 0.001912)
—&— MEFMQ + Ry, (172 = 0.007282)
SUPG +R,, (M = 0.002226)
—<—SUPG + R, (112 =0.01246)

a0 I I I l 1 l
2.4 22 -2 1.8 -16 -1.4

log, ,(Ax)

Figura 5.14: Convergéncia dos resultados numéricos parat = 1, C = 1, v = 1,0 = 0.1 e

D =1 x 10~*, em funcdo do refinamento da malha.

Observamos que o método implicito multi-estdgio de quarta ordem, Ryo, au-
mentou a regido de convergéncia, quando comparado com o método implicito multi-estagio de
segunda ordem, R;;, tanto para poucos elementos na malha, quanto para muitos elementos.
E ainda observamos que, os resultados numéricos obtidos por MEFG+ Ry, ¢ SUPG+ Ry sao

melhores em relacio a0 MEFMQ+ Ro,.

5.1.3 A influéncia dos aproximantes de Padé R, e R,

Por fim, avaliamos a influéncia dos aproximantes de Padé R, e Ry sobre o
intervalo de tempo 0 < ¢ < 1, tendo sempre como meta avaliar se 0 método estd aumentando
a regido de convergéncia da solucdo numérica. Nossa andlise aqui €, também, sobre a situa-
¢do onde a convecgdo é dominante, quando D = 1 x 10~*. Para esta andlise utilizamos 100
elementos lineares, v = 1,0 = 0.1, C' = 1 e Pe = 100. Apresentamos os resultados numéricos
e analitico, em forma de superficie onde consideramos uma malha 100 x 50 elementos em
0<z<2e0 <t <1, respectivamente, e para uma andlise mais precisa sobre a estabilidade
e convergéncia dos mesmos, apresentamos os resultados dos modelos numéricos para o tempo
final de simulagdo ¢ = 1 e comparamos com a soluc¢do analitica [12].

Apresentamos na Figura 5.15 a superficie da solugdo analitica dada na equacao
(5.8),para0 <z <2e0<t<1,sendo Ax = 0.02.
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Solugdo

t

Figura 5.15: Superficie da solucdo analitica, equacdo (5.8).

Nas Figuras 5.16-5.18 apresentamos: a) Comparagdes entre 0s aproximantes
de Padé Ry; e Ry, adicionados as formulagdes MEFG, MEFMQ e SUPG, respectivamente,
considerando um corte da solu¢do para o tempo final de simulacdo, ¢t = 1; b) e ¢) Superficies
das solugdes dos aproximantes de Padé R, e Ry adicionadas as formulagdes MEFG, MEFMQ
e SUPG, respectivamente, para 0 < z < 2e (0 <t < 1, sendo Ax = At = 0.02.

a) MEFG + R, ¢ MEFG + R, b) MEFG + R, ¢) MEFG +R,,
1 . _
H WEFG + R“
oer MEFG +R,,
a5k — Analitica
2 oaf
[+
=
(3 02t
. . wﬂ\uﬂuﬂ o
-02F U
-0.4

1} 0s 1 15 2
x

Figura 5.16: a) Comparagdes entre os aproximantes de Padé R;; e Ry, adicionados a formu-
lagdo MEFG, considerando um corte da solugdo para o tempo final de simulacdo, ¢ = 1;b) e ¢)

Superficies das solucoes dos aproximantes de Padé R;, e Rq adicionadas a formulacdo MEFG.
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a) MEFMQ + R, ¢ MEFMQ +R b) MEFMQ +R |
1

¢) MEFMQ +R

MEFMQ + R, |
08r

06-

0.4r

0z2r

Solucio
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-02F

0.4

a as 1 13 2
X

Figura 5.17: a) Comparagdes entre os aproximantes de Padé R, e R adicionados a formu-

lagado MEFMQ, considerando um corte da solug¢do para o tempo final de simulacdo, ¢ = 1; b)
e c¢) Superficies das solugdes dos aproximantes de Padé Ry, e Ry, adicionadas a formulagdo
MEFMQ.

2 SUPG + R, ¢ SUPG+R, b) SUPG TR, | €) SUPG+R,,

- SUPG+R;,

——SUPG + Ry
— Analitica

08

s
04

0z

/

-04

Solugio

o 0.5 1 15 2
x

Figura 5.18: a) ComparagOes entre os aproximantes de Padé R;; e Ry, adicionados a formu-
lacdo SUPG, considerando um corte da solug¢do para o tempo final de simulag¢do, ¢ = 1; b) e ¢)

Superficies das solucdes dos aproximantes de Padé Ry, e Ros adicionadas a formulacao SUPG.

Podemos observar nas Figuras 5.16-5.18, que o método implicito multi-estagio
de quarta ordem, R, adicionado as formulagdes MEFG, MEFMQ e SUPG aumentou a regiao
de convergéncia das solucdes, eliminando quase que completamente as ocilagdes em todas as
trés formulacdes. Porém, os resultados sdo mais precisos para MEFMQ+ 22 como pode ser
confirmado na Tabela 5.1, onde apresentamos os erros dos métodos estudados para a equagdo
1D de convecg¢ao-difusdo-reagao.
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Tabela 5.1: Erro das aproximagdes para h = 2/100, C' = 1 e Pe = 100.

Solugdes numéricas log, | £l
MEFG+R;; —3.8234e — 003
MEFG+ Ry, —1.5345e — 002

MEFMQ+R; —5.7475e — 003
MEFMQ+Ry, | —1.1398¢ — 002
SUPG+R;; —4.9853e — 003
SUPG+Ra —1.6522e — 002

Assim como observamos na se¢do 5.1, problemas numéricos, como oscilacdes
espurias podem ser encontrados de acordo com a escolha da formulagdo, quando consideremos
problemas com conveccdo dominante. Em razao disto, apresentamos exemplos particulares da

equacao (3.1), a fim de confirmar os resultados.

5.1.4 Equacio de convecciao-difusao

Seja a equac@o 1D de conveccdo-difusdo, com o = 0 e f(z,t) = 0 satis-

fazendo

wg(z,t) + vug(x,t) — Duge(z,t) =0, z € (0,1) (5.9

w(0,t) =0 = u(1,t) (5.10)

com condi¢do inicial

5 r— x>
u(m,O)—?exp{—( ; °> } (5.11)

cuja a soluc¢do analitica € dado por [12]

5) T — Tg— vt 2
u(z,t) = T(t)exp {— <W) } (5.12)

onde (t) = y/1 + 5. Para ilustrar os resultados desta se¢do, utilizamos zq = 2/15 e { =
74/(2)/300, v = 1 e um tempo total de simulagio ¢ = 0.6.

5.1.5 A influéncia do niimero de Courant-Friedrischs-Lewy (CFL)

Vamos mostrar a acao da condicao CFL de tal forma a garantir a estabilidade

dos métodos mesmo em situacdes onde C' > 1, para a situacdo onde a convecgdo é dominante,



103

quando D = 5 x 107°. A seguir, apresentamos resultados nimericos onde utilizamos 100
elementos lineares para discretizar o dominio, e apresentamos os resultados dos aproximantes
de Padé R;; e Ry adicionados as formulacdes MEFG, MEFMQ e SUPG, assim como uma
andlise sobre a regido de convergéncia das solu¢cdes numéricas apresentadas, utilizando a norma
L2

Na Tabela 5.2, apresentamos os erros dos métodos MEFG+R;,, MEFG+ R,
MEFMQ+R;1, MEFMQ+ R2, SUPG+R;; € SUPG+ Ry,, para trés passos de tempo At = 0.05,
At = 0.03 e At = 0.01, e consequentemente nos nimeros de Courant C' = 5,C' =3e C = 1,

respectivamente.

Tabela 5.2: Erro das aproximagdes para h = 1/100 e Pe = 100.

Solugdo numérica | Passo de tempo At logy, || E||

0.05 —2.6946e — 004

MEFG+R;; 0.03 —4.5035e — 004
0.01 —4.4354e — 003

0.05 —3.0013e — 003

MEFG+Rs, 0.03 —6.8213e — 003
0.01 —1.5804e — 002

0.05 —2.7958e — 004

MEFMQ+ Ry, 0.03 —5.3217e — 004
0.01 —5.2110e — 003

0.05 —3.8994e — 003

MEFMQ+ Ry, 0.03 —6.3796e — 003
0.01 —9.2610e — 003

0.05 —2.7495e — 004

SUPG+R;; 0.03 —4.8054e — 004
0.01 —4.9003e — 003

0.05 —3.3557e — 003

SUPG+Ra9 0.03 —8.0328e — 003
0.01 —1.3125e — 002

Observamos na Tabela 5.2 que, a regido de convergéncia € maior nos méto-
dos MEFG+ Ry, MEFMQ+Rs; € SUPG+ 55, quando comparados aos métodos MEFG+ R,
MEFMQ+R;, e SUPG+R;, tanto para passo de tempo grande, quanto para passo de tempo
pequeno. E por ultimo, na Figura 5.19, apresentamos a evolucdo do erro entre os métodos
avaliados em fung¢fo do passo de tempo utilizando a norma L?. Obtivemos o gréifico da Figura
5.19 na escala log,,(At) x log,, || E||, onde m na legenda do gréfico descreve a inclinag¢do da

reta.
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log,IEIl

S0

—se— MEFG +R,, (71 = 0005359)
MEFG + R, (172 = 0.018311)
MEFMQ + R,, (172 = 0.007543)

—&— MEFMQ + R, (17 = 0.007670)

14 SUPG +R,, (. = 0.00B61E)

—&— SUPG = R, (178 = 0.012575)

16 i I I I I 1 | |
-2 -1.9 -1.8 1.7 -1.6 1.5 -1.4 -1.3 1.2

Iog1D(At)
Figura 5.19: Convergéncia dos resultados numéricos parat = 0.6,v = le D = 5 x 107°, em

A2

func¢do do passo de tempo.

5.1.6 A influéncia da malha

Agora avaliamos a influéncia da malha, também, para a situacdo onde a con-
vecgdo € dominante, quando D = 5 x 107°. Fixamos o niimero de Courant C' = 1 e dis-
cretizamos o dominio em 50, 100 e 500 elementos lineares. Apresentamos os resultados dos
aproximantes de Padé R;, e Ry, adicionados as formula¢cdes MEFG, MEFMQ e SUPG, as-
sim como uma andlise sobre a regido de convergéncia das solu¢des numéricas apresentadas
utilizando a norma L2,

Na Tabela 5.3, apresentamos os erros obtidos através dos métodos MEFG+R; 1,
MEFG+ Ry, MEFMQ+R11, MEFMQ+Rss, SUPG+R;; e SUPG+ R, para trés malhas com

= 1/50, h = 1/100 e h = 1/500, valores que implicam diretamente no nimero de Péclet,
correspondendo a Pe = 200, 100 e 20.
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Tabela 5.3: Erro das aproximagdes parat = 0.6, v =1e C' = 1.

Solugdes numéricas | Elementos na malha logo | £l

50 —2.7629¢ — 003

MEFG+R; 100 —4.4354e — 003
500 —3.4709¢e — 002

20 —1.2170e — 002

MEFG+Rj, 100 —1.5804e — 002
200 —8.1848e — 003

20 —4.5589%¢ — 003

MEFMQ+R; 100 —5.2110e — 003
500 —3.4772e — 003

20 —8.2443e — 003

MEFMQ+ Ry, 100 —9.2610e — 003
200 —5.6718e — 003

50 —3.8315e — 003

SUPG+R;; 100 —4.9003e — 003
200 —3.5391e — 003

50 —1.3290e — 002

SUPG+Ra 100 —1.3125e — 002
200 —6.0015¢ — 003

Observamos na Tabela 5.3 que, tanto para poucos elementos na malha, quanto
para muitos elementos na malha, o método implicito multi-estdgio de quarta ordem Ry, aumen-
tou a regido de convergéncia quando comparado ao implicito multi-estdgio de segunda ordem
R4, e ainda confirmamos as melhoras nos resultados obtidos por MEFG+Rss € SUPG+R9 em
relacdo ao MEFMQ+ R5,. Na Figura 5.20, apresentamos a evolu¢do do erro entre os métodos
avaliados em fun¢io do refinamento da malha, utilizando a norma L?. Obtivemos o grifico
da Figura 5.20 na escala log,,(Ax) x log,, || E||, onde m na legenda do grifico descreve a

inclinacao da reta.
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w0

log, [[EI|

—MEFG +R,, (m =0.001672)
MEFG + Ry, (772 =0.007619 )
A5k MEFMQ +R,, (= 0.001734) -
——MWEFMQ + R, (172 = 0003559 )
SUPG +R,, (T2 =0.001361 )
— 4 SUPG +R,, (11t = 0.007258)

-2.8 26 =24 -2.I2 -2 -1.8 -1.6
log, ,(Ax)
Figura 5.20: Convergéncia dos resultados numéricos parat = 0.6, v = 1le D = 5 x 107, em

func¢do do refinamento da malha.

5.1.7 A influéncia dos aproximantes de Padé R, e Ry

Por fim, avaliamos a influéncia dos aproximantes de Padé R;; e Ry, sobre o
intervalo de tempo 0 < ¢ < 0.6, tendo sempre como meta avaliar se 0 método estd aumentando
a regido de convergéncia da solu¢do numérica. Nossa andlise aqui é, também, sobre a situacao
onde a convecgio é dominante, quando D = 5 x 107°. Para esta andlise utilizamos 100 ele-
mentos lineares, v = 1, 0 = 0.1, C' = 1 e Pe = 100. Apresentamos os resultados numéricos
e analitico, em forma de superficie, onde consideramos uma malha 100 x 60 elementos em
0<z<1le0<t<0.6,respectivamente, e para uma andlise mais precisa sobre a estabilidade
e convergéncia dos mesmos, apresentamos os resultados dos modelos numéricos para o tempo
final ¢ = 0.6 e comparamos com a solucao analitica [12].

Apresentamos na Figura 5.21 a superficie da solug@o analitica dada na equacao
(5.12),para0 <z < 1e0 <t <0.6,sendo Az = 0.01.
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g 1 x

Figura 5.21: Superficie da solu¢ao analitica, equacao (5.12).

Nas Figuras 5.22-5.24, apresentamos: a) Comparagdes entre 0s aproximantes
de Padé Ry; e Ry, adicionados as formulagdes MEFG, MEFMQ e SUPG, respectivamente,
considerando um corte da solucdo para o tempo final de simulacdo, ¢ = 0.6, b) e ¢) Superficies
das solugdes dos aproximantes de Padé R1; e Ry adicionadas as formulagdes MEFG, MEFMQ
e SUPG, respectivamente, para0) < z < 1e 0 <t < 0.6, sendo Az = At = 0.01.

1) MEFG +R , ¢ MEFG + R, b) MEFG + R, ¢) MEFG +R,,
03 o ‘.
07 — NWEFG + Rll
MEFG + R22
081 — Analitica
0.5
o 04
e
O
= 03
3
w02
01
0 il
-0.1
02

.4 . 08 0z 1
Figura 5.22: a) Comparagdes entre os aproximantes de Padé R;; e Ry, adicionados a formu-
lagado MEFG, considerando um corte da solucdo para o tempo final de simulacdo, ¢ = 0.6; b)
e c¢) Superficies das solugdes dos aproximantes de Padé [?1; e Rso adicionadas a formulagdo
MEFG.
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a) MEFMQ + R, ¢ MEFMQ +R_, b) MEFMQ +R | ©) MEFMQ +R_,
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Figura 5.23: a) Comparagdes entre os aproximantes de Padé R, e R adicionados a formu-

lacado MEFMQ, considerando um corte da solucdo para o tempo final de simulacao, ¢ = 0.6;
b) e ¢) Superficies das solu¢gdes dos aproximantes de Padé R;; e Ry, adicionadas a formulagao
MEFMQ.

a) SUPG+R, & SUPG+R b) SUPG TR, ¢) SUPG+R,,

0z

BUPG + Ry,
SUPG + R,
08F | analitica

03
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a3

Solugio
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02

a 0z 04 0 0.8 1
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Figura 5.24: a) ComparagOes entre os aproximantes de Padé R;; e Ry adicionados a formu-
lacao SUPG, considerando um corte da solucdo para o tempo final de simulacdo, ¢ = 0.6; b)
e c¢) Superficies das solugdes dos aproximantes de Padé R?1; e Roo adicionadas a formulagdo
SUPG.

Podemos observar, nas Figuras 5.22-5.24, que o método implicito multi-estagio
de quarta ordem, [?99, adicionado as formulacdes MEFG, MEFMQ e SUPG aumentam a regiao
de convergéncia das solugdes, eliminando quase que completamente as oscilacdes em todas
as trés formulagdes. Porém, os resultados s@o mais precisos para MEFG+ Ry, e SUPGG+ R,
como pode ser confirmado na Tabela 5.4, onde apresentamos os erros dos métodos estudados

para a equagao convecg¢ao-difusao.
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Tabela 5.4: Erro das aproximagdes para h = 1/100, C' = 1 e Pe = 100.

Solugdes Numéricas logyo || E||
MEFG+R;; —4.4354e — 003
MEFG+ Ry, —1.5804e — 002

MEFMQ+R; —5.2110e — 003
MEFMQ+ Ry —9.2610e — 003
SUPG+R;; —4.9003e — 003
SUPG+Ra —1.3125¢ — 002
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6 FORMULACAO SEMI-DISCRETA PARA A EQUACAO DE BURGERS

Neste capitulo apresentamos a equacao de Burgers e resolvemos este proble-
ma utilizando as abordagens descrita no Capitulo 3. A equagdo de Burgers [36, 37] € uma forma
simplificada da equacdo de Navier-Stokes e tem atraido a atencdo de pesquisadores nas tltimas
décadas. Primeiramente vamos descrever o problema e em seguida faremos abordagens sobre

as discretizagdes no tempo e no espago.

6.1 EQUACAO DE BURGERS

Seja a equacgdo de Burgers satisfazendo

w2, t) + u(z, t)ug(z,t) — euge(z,t) = f(x,t) emQ, 6.1)
u(0,t) =0=u(l,t) emT, (6.2)
u(z,0) =up(xr) Vaoel, (6.3)

onde 2 C R é um dominio limitado aberto com fronteira I' = 0f). Os coeficientes desta
equacgao sao dados por: € = é € o coeficiente de viscosidade do fluido, Re € o nimero de
Reynolds, € um niimero adimensional usado em mecanica dos fluidos para o cdlculo do regime
de escoamento de determinado fluido sobre uma superficie; u(x,t) é a componente da veloci-
dade do fluido na direc@o do eixo x; f : Q@ — R, o termo fonte e, (6.2) representa as condi¢des
de fronteira do tipo Dirichlet, (6.3) descreve a condi¢ao inicial, onde ug é uma funcdo dada.

A seguir podemos reescrever (6.1) de forma similar a equacdo 1D de convecgao-

difusdo-reacao abordada no Capitulo 3, ou seja:
u + L(u) = f, (6.4)
sendo que, agora o operador espacial € definido como
L(u) = utly — €Ugy (6.5)

onde £ = Lcony + Lgis representa a soma dos operadores ndo linear e linear, convectivo e
difusivo, respectivamente. A solucdo numérica de (6.1)-(6.3) envolvera dois processos de dis-

cretizacdes no tempo e trés processos de discretizagdes no espago.
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6.2 DISCRETIZACAO TEMPORAL

Algumas técnicas numéricas para a dicretizacdo no tempo sao utilizadas para
resolver equacdes diferencias lineares e ndo lineares [14, 25, 24]. Neste trabalho, de acordo com
o que ja foi abordado no Capitulo 3, usaremos a técnica passo de tempo através dos aproxi-
mantes de Padé (3.20) e nosso foco continua sendo os métodos implicitos multi-estdgio de

segunda e quarta ordem, apresentados na equagdes (3.22) e (3.23), respectivamente.

6.3 DISCRETIZACAO ESPACIAL

Similarmente ao que foi aparesentado no Capitulo 3 utilizaremos as formu-
lacoes MEFMQ, MEFG e SUPG, para resolver a equagao de Burgers. Faremos o uso dos
resultados da se¢@o 3.2.1 do Capitulo 3, onde introduzimos o suporte necessario para o desen-

volvimento do método de elementos finitos unidimensional.

6.3.1 Método de mimimos quadrados

Para aproximar o problema (6.1)-(6.3), faremos uso do método de elemento
finitos via mimimos quadrados, sendo necessario primeiramente calcular sua formulagdo varia-
cional para que seja possivel aplicar o método de elementos finitos [9]. Esta formulagado € obtida
usando o método de minimos quadrados que consiste em minimizar o quadrado da integral do
residuo. Assim dado o espago de Hilbert V' = H;(0,1), onde V é chamado de conjunto das
solugdes tentativas , e 7(z) = u(v)u, () — €Uz (r) — f(z), V2 € (0,1), € uma fungio residuo

aproximada para o problema (6.1)-(6.3).

Defini¢do 6.1. O funcional quadrdtico na norma de 1.%(0,1) é definido como

F:V - R (6.6)
u — Fl(u)

onde F(u) = ||r(z)|]2 = fol [u(2)uy(2) — euge(x) — f(x)]2dx para todo x € (0,1) sobre todo
oucV.

Além disso, F é um funcional que tem seu dominio no espaco V' das solucdes
testes levado ao conjunto dos niimeros reais. Uma condi¢@o necessdria para que v € V' seja um
minimizador do funcional F em (6.6) € equivalente a calcular um minimo usando a derivada de
Gateaux, isto é,

oF |F (u + sw) — F(u)|

50 = lim p

=0VYweV, (6.7)




com u e w definidos em [0,[] e s € R. Logo,

a;r(u) = lim { fol{(u - Sw)(u + Sw)x - E(U + SU)):mc - f]QdSC
ow -

s—0
fol[uuz — EUyy — f]2dx} 0

S

S

Yw € V, e fazendo os célculos temos que,

OF :
—(u) = / [26* Uy Way — 26€UUL Wy + 2€UpUpeW — 26Ul gy w,]dx +
ow 0
!
+ / [2uuw — 2uuw, + 2€Wey f — 2upw f — 2uaw, fldr =
0
= 0 Ywel,
ou ainda,
OF :
—(u) = / (U Wy — EUULWay + EUGULp W — EUUGW,|dT +
ow 0

I
+ / [uuiw — vu,w,|dr =
0
I
= / [—€Wpe f + upwf + uw, flde Yw e V.
0
Assim, definimos o funcional bilinear ap/(u;-, ) : V x V — R
l
ay (u; Uy, w) = / [ Upp Wy — EUULWay + EUGUpp W — UG W, dT +
0
I
+ / [uuw — vtuzw,)d,
0
aplicando o teorema de Green [33] na equagdo (6.11), temos que

!
an (U Uy, w) = / (AU Way — EUULW,y]dx
0

Definindo o funcional linear Fy;(u;-) : V — R como

l
Fur(usw) = / —ewsn f + wwf + ww, flda
0

112

(6.8)

(6.9)

(6.10)

(6.11)

(6.12)

(6.13)

para todo w € V. Portanto, podemos dizer que o problema (6.10) é equivalente a resolver o

seguinte problema variacional: Determinar v € V/, tal que,

aM(u;uomw) = FM(w)v vev,

(6.14)
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Vamos utilizar o Teorema 2.11 do Capitulo 2, para provar a existéncia e unicidade do problema
(6.14).

1. Vamos mostrar que a,(u; -, -) € bilinear e simétrica.

Dem: Sejam c, e, u e w fungdes pertencentes ao espaco V' e escalares «, 3, A e .
Usando o funcional bilinear (6.12)

!
ay (u; ac + fe,w) = / [(ac + Be) puWey — eulac + Be) e, dr (6.15)
0

fazendo calculos

1 !
ay (u;ac+ fe,w) = a/ [€2CopWan — €UCWag|dT + B/ (€20 Way — €UCHW,,|dx
0 0
= aapy(u;c,w) + Bay(u;e,w), Ve, e u,we V. (6.16)
Analogamente, temos que
ans(w; ug, Ac + pe) = Aan(u; ug, ¢) + pay(u; ug,e), Ve, e,u,w e V. (6.17)

Das igualdades (6.16) e (6.17) concluimos que ays(u;-,-) € bilienar. A seguir, verificamos a

simetria:

!
ay (u; Uy, w) = /[ezumwm—euuxwm]dm
0

!
= / [ Waplyy — EWeptitly]da (6.18)
0

= apy(w,u;uy).

Logo aps(u; -, -) é simétrica.
|
2. Vamos mostrar que ay;(u; -, -) é continua.

Dem: Utilizando a equacdo (6.12), pela desigualdade de Cauchy-Schwartz

! l
€ / UgyWayr AT — € / UUp W AT
0 0

€[ttac lollwaalo + €llullo]ltwalo ]| waello

< max{e’, e}([[taello + [[ullo) (lwzsllo)

|an (u; g, )| =

AN

como (||tzz|lo + ||ullo) € ||ull; sdo equivalentes em HJ(€2) [13], assim,
an (s ug, w) < O|ufly]|wl, (6.19)

onde § = max{D? v% o%}. Logo por (6.19), a ay(u; -, -) € continua.
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[ |
Antes de demonstrar que a(u; -, -) é coerciva, vamos supor que
1
6 >71 > 0. (6.20)
Podemos escrever a equagdo (6.12) como
1
ay (u; Uy, w) = / (U Wy — EUULW,y]d
0
1
= / U WaadT + by (U; Uy, W) (6.21)
0
onde
1
b (u; Uy, w) = —/ EUUZ Wy AT (6.22)
0
Para todo u € V, temos que
l
by (u;ugp,u) = —/ EUUL Uy AT
0
1 [
_ 1 / e i uyoda. (6.23)
2 Jo
Dem:
l
an(u; ug,u) = / (U Uy — EUULUL,]dT
0
1 [
= ||ugellz + 5/ €U U g d]d
0
> 62”“:!:96”(2)+T||u||(2)||umx||g (6.24)
> Oy lulli-
61 = min{e, 7}. Logo ays(u; -, ) é coerciva.
[ |

4. Por ultimo, vamos mostrar que F);(u; -) € linear e continuo em V.

Dem: Pela definicdo de funcional e funcional bilinear, Fi;(u;-) e aps(us; -, -)
sdo lineares. Agora segue a demonstrac¢do da continuidade de F);(u; w), onde o funcional linear
Fy(u; w) dado por (6.25) € limitado em V, pois, para transformagdes lineares, continuidade e

limitag@o significam o mesmo [18]. Considerando o funcional F);(u;w), e utilizando a de-
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sigualdade de Cauchy-Schartz, temos que

I
Fy(u;w) = /[—ewmf+uxwf~l—uwxf]dx
0

! ! !
= —/ ewmfdx—i—/ uxwfdx—i-/ uw, fdx
0 0 0

! ! !
—/ €W,y fdx —|—/ uxwfdw+/ uw, fdx (6.25)
0 0 0

1 1 !
/ewmfdzv%—/uxwfdxjt/ uw, fdx

0 0 0
ellewsalloll Fllo + e lollewlloll £llo + lalloll ol Fllo

< Gafjw|ly,

IN

IN

IN

onde 0y = max{el| fllo, || fllo}. Logo, Fas(u;-) é continuo em V.
|
Logo afirmamos com o uso do Teorema 2.11 a existéncia e unicidade do
problema (6.14).

6.3.2 Método de elementos finitos via minimos quadrados (MEFMQ)

O método de elementos finitos via minimos quadrados (MEFMQ) tem por
objetivo aproximar o espaco das solucdes tentativas e o espago das fungdes teste por um subes-
paco de dimensao finita. Nosso estudo serd feito da mesma forma que iniciamos no Capitulo
3, vamos construir um subespago de dimensdo finita V},, de dimenséo infinita V' = H}(0,1),
formado por fungdes lineares seccionais geradoras de um conjunto de m elementos de V' deno-
tado por Vi, = [po, - . ., ¢m]. As fungdes bases ¢; sdo as mesmas obtidas na se¢do 3.2.2 a partir
do método de elementos finitos, considerando a particdo xg < 1 < Ta... < Typ1 < Tp. O

problema agora consiste em determinar uma solugio aproximada u;, = uy(z) € V}, tal que
un =Y ¢i()uy, ¥ p; € Vi (6.26)
j=0

Deste modo, o problema aproximado da equagdo (6.14) consiste em determinar u;, € V}, tal que
ant (uns vy wr) = Far(un; wn), ¥V wp € Vi, (6.27)

onde v = u,. Da solugdo aproximada (6.26) e com a equacdo (6.27) mostra ser valida a
igualdade wy, = ¢;(x), i = 0,1,2,..., m, definida como fungdo teste. A equacéo (6.27) pode

ser escrita como

> an(pi 05 05)u; = Fulpsi i), i=0,1,2,...,m. (6.28)
j=0
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A equagdo (6.28) representa um sistema linear de equacdes algébricas com m equacdes e m

incégnitas ug, uy, Us, - . . , U,,. Em forma matricial, este sistema pode ser escrito como

AU =F, (6.29)
onde A = [A;;]nxm» comentradas A;; = a(gi, ¢;), é amatriz global; UT = [ug, u1, ug, .. . , Uy,
é o vetor incégnita e FT = [Fy, Fy, Fy, ..., F},] € o vetor de forga global.

6.3.3 Método de Galerkin

Nesta sec¢do apresentamos o método de Galerkin para resolver o problema
(6.1)-(6.3). Para aproximacgdo do problema, seja V' = H}(0,l) assim definido, onde V ¢é
chamado de conjunto das solugdes teste. Em seguida, a formulagdo variacional fraca do prob-
lema (6.1) € calculada multiplicando ambos membros desta equagdo por uma funcio teste

w € V. Temos,
uu,w — euzw = fw, YweV. (6.30)

Aplicando a integral em ambos os lados da equacdo (6.30), segue que

! !
/ [uu,w — eugwlde = / fwdz, YweV. (6.31)
0 0

e integrando por partes,

! l
— / €U wdT = / €U, Wypdx (6.32)
0 0

substituindo (6.32) em (6.31) temos que

! !
/ [uuw + euzw,)de = / fwdz, YweV. (6.33)
0 0

Assim podemos definir o funcional bilinear ag(u;-,) : V x V. — R e o funcional linear
Fg(u;-) : V. — Rpor:

!
ag(u; ug, w) = / [uuw + euzw,)de, Yw e V. (6.34)
0

!
Fo(u;w) :/ fwdx, YwelV. (6.35)
0
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Consequentemente, podemos dizer que o problema (6.33) € equivalente a resolver o seguinte

problema variacional. Determinar v € V' tal que
ag(u; uz, w) = Fg(u;w) Yw e V. (6.36)

Logo, afirmamos com o uso do Teorema 2.11 a existéncia e unicidade do problema (6.36).
1. Vamos mostrar que ag(u; -, -) € bilinear.
Dem: Sejam c, e, u e w fungdes pertencentes ao espaco V' e escalares «, 3, A e .

Usando o funcional bilinear (6.34)

!
ag(u; ac+ fe,w) = / [u(ac + pe)w + e(ac + fe)wylde, Ve, e u,w eV, (6.37)
0
fazendo os calculos

I !
ag(u; ac+ fe,w) = a/ [uc,w + ecpwy|dx + B/ [ue,w + ee w,]de,
0 0
= aag(u;c,w) + Bag(u;e,w), Ve,e,u,w € V. (6.38)

Analogamente, temos que
ag(u; uz, Ac + pe) = Aag(u; uy, ¢) + pag(u; ug, €), Ve,e,u,w V. (6.39)

Logo das igualdades (6.38) e (6.39) concluimos que ag(u; -, -) € bilinear.
[
2. Vamos mostrar que ag(u; -, -) é continua e coerciva.

Dem: Utilizando a equacdo (6.34) pela desigualdade de Cauchy-Schwartz,

temos
! !
lag(u; u,, w)| = /euxwdx—l—/ uuwd
0 0
< elluallolfwello + [[ulloluallol[wllo
< max{e}([uzllo + l[ullo) (lwallo + llwllo)-
< max{e}|ully[fw]]s.
Logo,

a6 (u; g, w) < dal|ully|wlly (6.40)

onde ¢, = max{e}. Assim por (6.40), segue que, ag(u;-, -) é continua.
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Para coercividade, da equacdo (6.34) temos,

! !
ag(u; ug,u) = /euxuxdx+/ Uz Uy dT
0 0

= eljug||§ + Jullf]lusllo (6.41)
> Ofull7,

onde 5 = min{e}. Logo, ac(u; -, -) é coerciva.
[
3. E por dltimo, vamos mostrar que F(u; w) é linear e continuo.
Dem: Pela definicao de funcional e funcional bilinear, Fz(u;-) e ag(u;-, )
séo lineares. Agora segue a demonstrag¢do da continuidade de Fi;(u;w), onde o funcional lin-

ear Fg(u;w) dado por (6.35)é limitado em V' [18]. Considerando o funcional Fg(u;-) pela

/Olwfd:p

II.f llol[w]l1,

desigualdade de Cauchy - Schwartz, temos

|Fo(u;w)| =

IN

Assim,
Fa(w) < dgl[wll1, (6.42)

onde ds = || f||o. Logo por (6.42) temos que, F;(-) é continuo.
|
Portanto, podemos afirmar com o uso do Teorema 2.11 a existéncia e unici-
dade do problema (6.36).

6.3.4 Método de elementos finitos via Galerkin (MEFG)

O método de elementos finitos via Galerkin (MEFG) tem por objetivo aproxi-
mar o espaco das solugdes tentativas e o espaco das fungdes teste por subespaco de dimensao
finita. Vamos construir um subespaco de dimensdo finita V},, de dimensdo infinita V = H}(0, 1),
formado por fung¢des lineares seccionais geradoras de um conjunto de m elementos de V' deno-
tado por Vi, = [po, - . ., om]. As fungdes bases ¢; sdo as mesmas obtidas na se¢do 3.2.2 a partir
do método de elementos finitos, considerando a particdo o < 1 < To... < Ty < Ty O

problema agora consiste em determinar uma solugdo aproximada u;, = u,(x) € V, tal que

un =Y @i(@)uy, Veo; € Vi (6.43)
7=0
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Deste modo, o problema aproximado da equacdo (6.36) consiste em determinar u;, € V), tal que
ag(uh; vh,wh) = Fg(uh;wh), th € Vh. (644)

onde v = u,. Da solu¢do aproximada (6.43) e com a equacdo (6.44) tem-se que a igualdade
¢ valida w, = ¢;, @ = 0,1,2,...,m, definida como fun¢do teste. A equagdo (6.44) pode ser

escrita como

> ac(en i 0i)u; = Falej@i), i=0,1,2,...,m. (6.45)

=0

A equagdo (6.45) € um sistema linear de equacOes algébricas com m equagdes € m incognitas

Ug, U1, Us, - . . , Uy,. Em forma matricial, este sistema pode ser escrito como

AU =F, (6.46)
onde A = [A;;]nxm» comentradas A;; = a(gi, ¢;), é amatriz global, UT = [ug, u1, ug, . . . , Uy,
é o vetor incOgnita e FT = [Fy, Fy, Fy, ..., F,,] é vetor de forga global.

Novamente observamos, que a forma matricial do MEFG € equivalente ao
MEFMQ, porém a matriz obtida pelo método MEFMQ € simétrica.

6.3.5 Método estabilizado streamline-upwind Petrov-Galerkin (SUPG)

O método estabilizado SUPG para a equacdo (6.1) pode ser definido por:
Achar u;, € Vj, tal que

ac(up; vp, wy) + Esupc(un; v, wy) = Fa(up;wy), Yw, € Vi, (6.47)

onde % = vp, Esupc(up; up, wy) indica os termos de pertubagdo que sdo adicionados a for-

mulacdo variacional padrdo (6.44). Da mesma forma, que mencionamos no Capitulo 3, estes
termos sdo adicionados de tal forma a preservar a consisténcia do método para obter a estabili-

dade numérica, dada pela expressao

0uh 82uh

8wh
Esupg(un, wp) = 62/61 Uh o T(uh o _€8x2 —f) ds2

= Y (Plup;w), TR (up))os (6.48)

€j

onde a pertubacdo da funcdo teste P(up;wy), o termo residual R(uy,) e o pardmetro 7 sdo

definidos por [12] como :

P(w) = up—, (6.49)
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ou 0%u
R(up) = “ha_; —€ 8a:2h

2 2\ ~1/2
() ()

onde h sendo tamanho da malha, ¢ =

- f (6.50)

ﬁ, Re e u sao os mesmos definidos em (6.1).
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7 SOLUCOES NUMERICAS PARA A EQUACAO DE BURGERS

Neste capitulo aplicamos a formulac@o semi-discreta para resolver a equagao
de Burgers. Primeiramente, fazemos a linearizac¢io para o termo convectivo da equagdo (6.1),
onde altera o tamanho do elemento em cada etapa utilizando a informacao a partir do passo
anterior [4, 38], tornando a equacdo de Burgers um ploblema linear local. Assim o problema
(6.1)-(6.3) torna um problema 1D linear local. Em seguida, aplicamos a formula¢do semi-

discreta abordada no Capitulo 4.

7.1 LINEARIZACAO DO TERMO CONVECTIVO

Considere a equacdo de Burgers dada em (6.1), multiplicando ambos os lados

de (6.1) por uma funcdo teste w € V e aplicando a integral, obtemos

!
/ (uy + utly — €Uy, — flwde (7.1)
0

A solucéo do problema (6.1)-(6.3) é procurada sobre o dominio 0 < z < [, com condi¢des de
fronteira x = 0 e x = [. Assim, consideramos o subespaco de dimensao finita V},, do subespaco
de dimensao infinita V|, formado por funcdes lineares seccionais geradoras de conjunto de m
elementos de V' denotado por V), = [¢1,...,¥,], onde as funcdes bases ¢; sdo as mesmas
definidas na secdo 3.2.2, a partir do método elementos finitos, considerando uma parti¢do xy <
1 < Ty...< Tpy, de tamanho h; = z; — x;_1. Logo podemos construir uma fungio teste uy,
também definida no Capitulo 3, como parametro para descrever a fungdo teste uy,, escolhemos
os valores ug, Uy, us . . ., Uy, NOS NOS T;.

Assim podemos reecrever a equacao (7.1) aproximada como

m l Ou. Ry 920
jz:;/o (%%(@ + n—%iﬂf)goi(ﬂS)Uj —€ g;gfﬁ)%(a?)u] - fgoiuj) dr  (7.2)
v QDZ(.%’), @j(x) S Vh.

onde n = uo% e At é passo de tempo, e ainda w;, = ¢;(x), parai = 0,1,2,...,m, definida
como uma funcdo teste. Portanto, podemos aplicar a formula¢do semi-discreta a equagdo
aproximada (7.2).

Sem perda de generalidade uma vez que a equagdo de Burgers torna-se um
problema 1D linear local. Consideremos o desevolvimento da formulacdo semi-discreta para
a equacgdo 1D de convecc¢do-difusdao-reacdo feita no Capitulo 4, neste caso, o termo reativo foi

considerado como sendo nulo, isto €, o = 0.
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7.2 MEFMQ CcOM 0 METODO IMPLICITO MULTI-ESTAGIO

A formulacio MEFMQ com o método implicito multi-estigio para a equagdo
de Burgers assume as seguintes formas matriciais, sendo

MEFMQ com Ry,
De (4.15)com o =0, D = ee v = 7, temos

[2[M] + (e — g) At[C] + (e — n)At [CT]] Ut = [—2[1\/1] + (e - g) At[C]+

N (”ZN (e n)) At [cT]} U [F, (7.3)

onde as matrizes de massa M, de amortecimento C (dependente da velocidade), de rigidez K e

os vetores de forca global F e incégnitas U™ e U™ sdo

: 0pi()
C= [Cij]mxm = . oz goj(a:)dx,
L Opi(x) gy ()
K - [Kij]mxm - 0 817 Gx dl'a

lq Do, 1 Oy, i
P = (R = [t 71 (52 - 250 20

n+1l n+1 n+1 n+1 n+1 n+177T
U = Jud™ ul ™y un T un T
n __ n .n .n n n 1T
U™ = [ug, uf,uy, ... upy g um]
MEFMQ com Ro,

De (4.39) como =0, D = ee v = 7, temos

101+ (@ = e — ) 31K U -

oL AUK]| U [(—e -5 =

288
- At 5 o 19AE?
— |-yl + (e e - g

[K]} U" + [F] (7.4)

ede (4.40)como =0, D = ee v =7, temos

12 12 2 2 144
5At At 5A¢?
 [2M) = 5510+ (e G [CT] 4 (=€ e — o) S K 07 =
_ At ) 2, 19AE? .
~ |-l (e - AR U+ G 05)

onde as matrizes de massa M, de amortecimento C (dependente da velocidade), de rigidez K e
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os vetores de forgas globais F e G e os vetores incégnitas U+, U"T1/2 e U™ sdo

l
Mzmmmmzz%wwww,

' 0p;(w)
C= [Cij]mxm = . oz goj(x)dx,
' 0pi(x) Op; ()
K - [Kij]mxm - 0 8x 8x dl’,

I -
F= [Fi]mxl = /0 2881At (5fn —}—8f”+1/2 _ f”'H) (68 (pz(x)_

0x?
dpi(z)

l
G = [Gi]mxl = /0 L (fn — 8f"+1/2 _ 5fn+1) <_5€a2‘101<x)+

288 A\t 0x?
dpi(r) | 24p(x)
+5 + dx,
e At
Un+1 — [ug-i-l’ u?-i-l’ ’LLS—H, o ’urrtl—i;ll’ urrtl-i-l]T’
untl/2 — [ug+1/2’ u?+1/2, u;”rl/?’ o ’uner_11/2, UZH/Q]T,
U™ = [wl,ul,uy, .. u g u)t

7.3 MEFG coM O METODO IMPLICITO MULTI-ESTAGIO

A formulacio MEFG com o método implicito multi-estdgio para a equagdo
de Burgers assume as seguintes formas matriciais, sendo

MEFG com Ry,
De (4.53)com o =0, D = ee v = 7, temos

At

[M] + (e =)= [CT}} Ut = {[M] +(—e+ n)% [CT]| U™ + [F] (7.6)

onde as matrizes de massa M, de amortecimento C (dependente da velocidade), de rigidez K e

os vetores de forca global F e o incégnitas U™t e U” sdo

:Mﬂmmmzlwm%mm

! (1
C" =[Gy, :/0 ‘Pz’(-’f)a%—()d%

mXm ax
1 ! !
F = [Flmx1 = 3 (/ wi(x) f* da —|—/ goi(x)f”d:c) ,
0 0
UTL+1 = [USH_I, ugb—ﬁ-l, U’;H_lv ce 7u:Ln+7117 u?n—i_l]Ta

n n o, n ,n n n 1T
U™ = [ug, ul,uy, ... upy g um ]
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MEFG com Rys
De (4.76) com o =0, D = e e v = 7, temos

[%mwiKﬂ+%thMMW+ewm%KﬂhW”=
= {[M] + (—e+ n)% [CT}] U" + [F) (1.7
ede (4.77)como =0, D = ee v =n, temos
0+ e [0 et 1M+ (e O U -
_ [<_€ 2Rt [CT]} U+ [G) (78)

onde as matrizes de massa M, de amortecimento C (dependente da velocidade), de rigidez K e

os vetores de forgas globais F e G e os vetores incégnitas U, Un1/2 ¢ U sio

iMﬂmmmzéw@%mw

SN C))
T . J
C - [Clj]mxm /0 SOZ(‘T) 8m dl’,
' Opi(x) ()
K - [Kij]mxm - 0 837 8:1: dl’,

l [ [
G = [Gilmx1 = ! wi(x) ffdx + —/ o () Y 2de + i/ @i(x) frHd
0 0

24 0 3 24
Un+1 — [ungl’ uqf+17 u121+17 o au::r—llv unerl]T7
Untl/2 — [ugH/Q, u?+1/2, u§+1/2, o 7u:Ln-‘:11/2’ unerl/g]T7
U" = [uf,ul, b, . ut )t

74 SUPG COM O METODO IMPLICITO MULTI-ESTAGIO

A formula¢do SUPG com o método implicito multi-estdgio para a equacao de
Burgers assume as seguintes formas matricias, sendo

SUPG com Ry
De (4.90) com o =0, D = ee v = 7, temos

{[M] " (‘ft " WTN) [C7] + 79[ + (T”;At " ”’ZN) [K]] Ut = M+

(_;At + "TN> [CT] +[C] + (Tn;At + WZN) [K]} U+ [F]+[F] (79




125

onde as matrizes de massa M, de amortecimento C (dependente da velocidade), de rigidez K e

os vetores de forcas globais F e F e os vetores incégnitas U ™! e U" sdo

M = (Ml = / i)y (2)d,

b 0(x)
T __ T — J
C - [Ol]]mxm /0 @Z(x) 8$ d$a
' 9pi(x) Dy ()
K - [Kij]mxm - 0 81’ 8.13 diC,

F = [Flnx = % (/Ol ei(x) [ dx + /Ol %(x)f"Cm)

N A 1 ! 8 i ! a [
F = [Flnxa =5 (/0 m—%:(cx)f"“dx +/0 i %{ix)f")

n+1 n+1 n+1 n+1 n+1 n+11T
U™ = [ug ™ ul ™ uy ™ ue T un T
n n ,n ,n n n 1T
U™ = [ug, uf,uy, ... upy o, up]
SUPG com R,

De (4.114) com o =0, D = e e v = 1, temos

[(‘—E + ﬁ) [c"] + (_ET" + 7—772) [K]] U™ 4 [M]+

24 24 24 24
" (_E:),At * HTN) [C7] +n[C] + (_63& + %) [K]} g2
— {[M] - (—1;92777 + 12177>) [CT]} U" + [F] + [F] (7.10)

ede (4.115) com o =0, D = e e v = 7, temos

[[M] N (—5€At N 5nAt) (O] + 7[C) + (—5emAt N 5m2At) [K]] U 4 M+

24 24 24 24

+ <_€3At + %At) [CT] +[C] + (_;At - T’TN) [K}} Utz =

- {[M] + <_2245€ - 225—4")) [C] + <_225im N 25274772) [K]} UG+ @D

onde as matrizes de massa M, de amortecimento C (dependente da velocidade), de rigidez K e
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os vetores de forcas globais F, f‘, G e G e os vetores incégnitas U1, U»t1/2 Un sio

!
M = [My]msom = / oi(2)05(2)dz,

C" = [Cijltnxm = /0 il 28 g,

mXxXm ax
L0p;(x) Op,(x
K = [Kij]mxm = ; aji ) 5; >d.T,
[ 1 l 1 l
F = [Elnx1 = 21 pi(x) f*dx — 5/0 i) [P + ﬂ/o @i(x) [ dx
. 5 1 Opi(a) n 1 (1 0pi(x) nt1/2
F = [Fi|nx1 = BV ; TN o wi(x) fdx — 5/0 Tﬁw%(@f dr +

1 : 8902(1‘) n+1
+ 21 OTT] pe wi(x) f*de,

l l l
1 5

G = Gz mx1l — T 5, i "d - n+1/2d / ©i n+1d

Gilus = =37 | el e+ [ iae+ 2 [ o
A 1f L1 dpi(x) L (1 dpi(x) 5 [ 890( )
G = sz T nd - 1 n+1/2d / ) n_Hd

Clur = o [ 7 axfaﬂrg/oma ot g 2 [ 2
U™ = [ugt up ™, ug“,...,ugtll,ug“]T,
Un+1/2 _ [ungl/Z7 u711+1/2’ UZ+1/27 o ,U:,;r_ll/Q, U?n+1/2]T,

n __ n .n .n n n 1T
U™ = [ug, ut,uy,...,ur _q,uy]
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8 RESULTADOS NUMERICOS PARA A EQUACAO DE BURGERS

Neste capitulo apresentamos os resultados numéricos para a equacao de Bur-
gers. Consideramos dois exemplos, cujas solu¢des analiticas sdo conhecidas. Apresentamos
as andlises quanto a influéncia do passo de tempo At, a influéncia da malha e a influéncia dos
aproximantes de Padé R, e Ry adicionados as formulagdes MEFMQ, MEFG e SUPG. Para
a andlise de erro utilizamos a norma L?, comparando as solu¢des numéricas com a solucdo
analitica dos exemplos avaliados. Como avaliado para a equacdo 1D de convec¢do-difusao-

reacdo, nosso foco continua sobre situacdes onde predomina o termo de conveccao.

8.1 PROPAGACAO UNIFORME DE CHOQUE

Seja um problema de propagac¢ao uniforme de choque [39], para a equagdo de

Burgers (6.1), com a condicao inicial

(2,0) u; = 0.5, se x<0 8.1)
u(z,0) = .
us = 1.5, se x>0

A solucdo analitica para este problema é dada por [39, 40]

(ug — u1)

[1+ exp (—Re®25% (x — UY))]” (8.2)

u(z,t) = uy +

onde Re é nimero de Reynolds e U = (u; + u2)/2. Vamos restringir o dominio, tal que,
z € (—0.5,0.5) e as condi¢oes de fronteira satisfazem u(—0.5,0) = 0.5 e u(0.5,0) = 1.5.
A seguir, apresentamos os resultados numéricos para este problema. Fixamos o ndmero de
Reynolds Re = 10000, para o tempo final de simulacdo ¢ = 0.1, lembrando que para este valor

de Re, estamos avaliando a situac@o onde a convec¢do € dominante.

8.1.1 A influéncia do passo de tempo

Vamos mostrar a influéncia do passo de tempo At para Re = 10000. Para
isto utilizamos 3000 elementos lineares para discretizar o dominio e dois valores de passo de
tempo At = 3.3 x 107* e At = 2 x 107, que implica diretamente no nimero de Courant,
este variando 0.6 < C' < 1. Apresentamos os resultados dos aproximantes de Padé R, e Ry
adicionados as formula¢cdes MEFG, MEFMQ e SUPG. Fazemos uma anélise sobre a regido de
convergéncia das solu¢des numéricas apresentadas, utilizando a norma L?.

Nas Figuras 8.1-8.3, apresentamos os resultados dos aproximantes de Padé
Ry1 e Ry, adicionados as formulagdes MEFG, MEFMQ e SUPG para At = 3.3 x 107* e
At =2x 1074,
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a) MIEFG-i—R“ b) I'-,{IIE',FGr-i-R22
16 : 15 :
At =33x10" At =33x10"
Lall—— At =2x10* | 144 At =2x10*
— Angalitica — Angalitica
12t | 12}
::g 1 1
[
=
c?} =t | ozt
n&k | ost
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Figura 8.1: Influéncia do passo de tempo nas solu¢cdes numéricas a) MEFG+R;; e b)
MEFG+Ros.

a) MEFMQ + R | b) MEFMQ +R_,
16 T 18 T
At=133x10% At=133x10%
Lall—— At =2=10* 1 Lall—— at=2=10*
— Analitica — Analitica
12t 1 12t
::g 1 1
[
=
[} | i
7 0E DEH
0&r 1 0&f
0.4 1 04t
0.2 : 0.2 s
-0.5 u} 0.5 -0.5 0 0.5
i i

Figura 8.2: Influéncia do passo de tempo nas solugdes numéricas b) MEFMQ+R;; e ¢)
MEFMQ+R22.
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) SUPG +R | b) SUPG +R_,
16 . 1& .
At=33x10% At =73.3=10%
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Figura 8.3: Influéncia do passo de tempo nas solugdes numéricas a) SUPG+R;; e b)
SUPG+R22.

Podemos observar, Figuras 8.1-8.3, que a medida que diminuimos o passo de
tempo, as dissipacdes das solucdes numéricas diminuem significativamente, para os métodos
MEFG+R 1, MEFMQ+R;; e SUPG+R;;. Por outro lado, os resultados obtidos através dos
aproximantes de Padé R,, adicionados aos métodos MEFG, MEFMQ e SUPG, para os passos
de tempo avaliados apresentaram resultados melhores, observando que para At = 0.00033
os resultados sdo bem mais significativos do que os métodos MEFG+R;;, MEFMQ+R;; e
SUPG+R;;. Confirmamos os resultados numéricos na Tabelas 8.1, onde apresentamos o erro

dos métodos aqui estudados em funcio do passo de tempo.
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Tabela 8.1: Erro das aproximagdes parat = 0.1, h = 1/3000 e Re = 10000.

Solugdes numéricas | Passo de tempo At logo |||

MEFG+R;; 0.00033 —8.8234e — 005
0.0002 —6.4891e — 004

MEFG+ Ry, 0.00033 —6.8995¢e — 004
0.0002 —6.9032¢ — 004

MEFMOQ+R; 0.00033 —9.7454e — 005
0.0002 —6.5115e — 004

MEFMQ+ Ry 0.00033 —6.6109e — 004
0.0002 —6.6904e — 004

SUPG+R;; 0.00033 —8.8234e — 005
0.0002 —6.4891e — 004

SUPG+Rg 0.00033 —6.9093e — 004
0.0002 —6.9054e — 004

8.1.2 A influéncia da malha

Avaliamos ainda a influéncia da malha também para a situacdo onde a con-
vecgdo € dominante, quando Re = 10000. Discretizamos o dominio em 3000 e 4000 elementos
lineares. Apresentamos os resultados dos aproximantes de Padé Ry, e Ry, adicionados as for-
mulagdes MEFG, MEFMQ e SUPG, assim como uma andlise sobre a regido de convergéncia
das solu¢des numéricas apresentadas utilizamos a norma L?.

Nas Figuras 8.4-8.6, apresentamos os resultados nimericos dos aproximantes
de Padé R;; e Ry adicionados as formulacoes MEFG, MEFMQ e SUPG comparados com a
solucdo analitica para duas malhas, » = 1/3000 e h = 1,/4000.
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a) MEFG + R b) MEFG + R
16 — 11 & : d
h = 1/3000 h = 1/3000
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Figura 8.4: a) MEFG+R;; e b) MEFG+R,, parat = 0.1 ¢ Re = 10000.
a) MEFMQ + R b) MEFMQ + R
1A T 11 18 T 42
h = 1/3000 h = 1/3000
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Figura 8.5: a) MEFMQ+R;; e b) MEFMQ+ Ry, parat = 0.1 e Re = 10000.
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a) SUPG + R b) SUPG +R
la T 11 la T 22
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Figura 8.6: a) SUPG+R;; e b) SUPG+ Ry, parat = 0.1 e Re = 10000.

Podemos observar, nas Figuras 8.4-8.6, que os resultados numéricos melho-
raram consideravelmente, quando aumentamos o nimero de elementos na malha. Na Tabela 8.2,
apresentamos o erro entre os métodos aqui estudados em fungio do refinamento da malha. Ob-
servamos que, os resultados obtidos pelos métodos MEFG+ 1?1, e SUPG+R;; convergiram para

0s mesmo valores, assim como os resultados numéricos dos métodos MEFG+ Rs5 € SUPG+ Ras.

Tabela 8.2: Erro das aproximagoes parat = 0.1 e Re = 10000.

Solugdes numéricas | Elementos na malha logy, | E||

MEFG+ Ry 3000 —8.8234e — 005
4000 —4.2977e — 004

MEFG+R,, 3000 —6.8995e — 004
4000 —4.3010e — 004

MEFMQ+ Ry, 3000 —9.7454e — 005
4000 —4.2953e — 004

MEFMQ+ Ry, 3000 —6.6109¢ — 004
4000 —4.2982e — 004

SUPG+R;; 3000 —8.8234e — 005
4000 —4.2977e — 004

SUPG+ R 3000 —6.9093e — 004
4000 —4.3010e — 004
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8.1.3 A influéncia dos aproximantes de Padé 121, e Ry

Por fim, avaliamos a influéncia dos aproximantes de Padé R;; e Ry, sobre o
intervalo de tempo 0 < ¢ < 0.1, tendo sempre como meta avaliar se 0 método estd aumen-
tando a regido de convergéncia da solu¢do numérica. Nossa andlise aqui é também, sobre a
situacdo onde a convecgdo € dominante Re = 10000. Para esta andlise utilizamos 3000 elemen-
tos lineares. Apresentamos os resultamos numéricos e analitico, em forma de superficie onde
consideramos uma malha 3000 x 304 elementos em —0.5 < x < 0.5e 0 <t < 0.1, respec-
tivamente, apresentamos os resultados numéricos para o tempo de simulacdo final ¢ = 0.1 e
comparamos com a solugdo analitica [39, 40].

Apresentamos, na Figura 8.7, a superficie da solu¢ao analitica dada na equagao
(8.2), para —0.5 <2 <0.5e0 <t <0.1,sendo Az = 3.3 x 10~

14

Solugio

¢ 0l 05 x

Figura 8.7: Superficie da solucdo analitica, equagdo (8.2).

Nas Figuras 8.8-8.10 apresentamos: a) Comparagdes entre 0os aproximantes
de Padé Ry; e Ry, adicionados as formulagdes MEFG, MEFMQ e SUPG, respectivamente,
considerando um corte da solugdo para o tempo final de simulacdo, ¢ = 0.1, b) e c) Superficies
das solugdes dos aproximantes de Padé R, e Ry adicionadas as formulagées MEFG, MEFMQ
e SUPG, respectivamente, para 0.5 < 2 < 05e 0 < ¢t < 0.1, sendo Az = At = 3.3 x 1074,

2) MEFG +R, ¢ MEFG+R_, b) MEFG + R, <) MEFG +R_,

MEFG + R,
——MEFG + R,
— Analitica

Solugio

4 01 os i £

0l o5 X

03 ; 03
Figura 8.8: a) Comparagdes entre os aproximantes de Padé R;; e [?5, adicionados a formulacao
MEFG, considerando um corte da solu¢do para o tempo final de simulagdo, ¢t = 0.1; b) e ¢)

Superficies das solugdes dos aproximantes de Padé R;; e Roo adicionadas a formulagdo MEFG.
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a) MEFMQ +R | ¢ MEFMQ +R,, b) MEFMQ + R ¢) MEFMQ + R,

WEFMG + Ry,
Lar L  WEFMQ + |
— Analitica

02 01 oS x £
B 0 0s

x
Figura 8.9: a) Comparagdes entre os aproximantes de Padé R;; e Ro adicionados a formulagdo

01 s x

MEFMQ, considerando um corte da solu¢do para o tempo final de simulacdo, ¢ = 0.1; b)
e c¢) Superficies das solugdes dos aproximantes de Padé R?1; e Roo adicionadas a formulagdo
MEFMQ.

b) SUPG + R
a) SUPG+ R, e SUPG+R,, ) i ¢) SUPG+R,,

BUPG + Ry,
14-_;<_SUPG-+-R22
| Analitica

02 . t 0l s x P
D3 0 0.5

X
Figura 8.10: a) Comparagdes entre os aproximantes de Padé R;; e Ry, adicionados a formu-

0l ns Ea

lagdo SUPG, considerando um corte da solug@o para o tempo final de simulagdo, ¢ = 0.1; b)
e ¢) Superficies das solu¢des dos aproximantes de Padé R1; e Ry, adicionadas a formulagao
SUPG.

Podemos observar, Figuras 8.8-8.10, que quando adicionamos os aproximantes
de Padé R, as solucdes numéricas melhoraram consideravelmente. Confirmamos estas mel-

horas na Tabela 8.3 onde apresentamos os erros dos métodos aqui estudados.

Tabela 8.3: Erro das aproximagdes para h = 1/3000 e Re = 10000.

Solugdes Numéricas logyo || E||
MEFG+R; —8.8234e — 005
MEFG+ Ry, —6.8995¢e — 004

MEFMQ+R;; —9.7454e — 005
MEFMQ+ Ry —6.6109¢ — 004
SUPG+R;; —8.8234e — 005
SUPG+ Ry, —6.9093e — 004
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Finalmente podemos afirmar, que os resultados numéricos obtidos neste ex-
emplo sdo consideravelmente melhor quando comparados ao resultado obtido em [39], visto que
diminuimos o nimero de elementos na malha. Evidentemente, as formulacdes de método de
elementos finitos aplicados ao problema com descontinuidade apresenta oscilagdes na solug@o
numérica. Essas oscilagdes tornam os métodos pouco estdveis, obtendo solucdes com fortes

gradientes ou descontinuidades.

8.2 SOLUCAO TESTE PARA A EQUACAO DE BURGERS

Considere uma solucdo analitica para a equagdo de Burgers (6.1)-(6.2) dada

por [41]
2 %et) si
u(z,t) = em exp(met) sin(r) , coma>1 (8.3)
a + exp(—m2et) cos(mx)
com condi¢do incial
S si
u(w,0) = 2TslTe) oy (8.4)

a + cos(mz)’

onde € = 1/Re é o coeficiente de viscosidade e Re é o nimero de Reynolds. Seja0 <z < 1o
dominio com as condig¢des fronteira de u(0,t) = 0 = u(1, ).
Para ilustrar os resultados desta secdo, utilizamos a = 2, Re = 100000, para

tempo de simulacdo final ¢ = 1.

8.2.1 A influéncia do passo de tempo

Vamos mostrar a influéncia do passo de At, utilizamos 50 elementos lin-
eares para discretizar o dominio. Avaliamos a situa¢do onde conveccdo € dominante, isto é,
Re = 10000. Para isto consideramos trés valores de passo de tempo At = 0.5, At = 0.05
e At = 0.01, que implica diretamente no nimero de Courant, correspondendo 0.1 < C' < 1
e apresentamos os resultados dos aproximantes de Padé 1?1, e [?5, adicionados as formulacdes
MEFG, MEFMQ e SUPG, assim como uma andlise sobre a regidao de convergéncia das solucdes
numéricas apresentadas utilizamos a norma L?.

Nas Figuras 8.11-8.13, apresentamos os resultados dos aproximantes de Padé
Ry, e Ry adicionados as formulacdes MEFG, MEFMQ e SUPG, para trés valores de passo de
tempo, sendo At = 0.5, At = 0.05e At = 0.01.
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Figura 8.11: Influéncia do passo

MEFG+R22

s W) MEFMQ+R |

gl .
At=105
3.3 At=0.05
5 At =001
— Analitica
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136

4 1
At=05
35 At =005
5l At =001
— Analitica

0 0z 0.4

; b)MEFMQ+R

de tempo nas solucdes numéricas a) MEFG+R;; e b)

gl
At=05
3.3 At=0105
5l At=10.01
— Analitica

05¢ 0.5
a a
05 1 1 0.5 L L
0 0z 0.4 0& 0z 1 o 0z 0.4 & ne 1
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Figura 8.12: Influéncia do passo de tempo nas solugdes numéricas a) MEFMQ+R;; e b)
MEFMQ+R22
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5 ASUPG+ER s b) SU'PG+R22
4 10 11 g4 10 . . .
A=05 A=05
3.5 At=1005 1 3.5 At =005
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Figura 8.13: Influéncia do passo de tempo nas solugdes numéricas a) SUPG+?;; e b)
SUPG+R22

Podemos observar, nas Figuras 8.11-8.13, que os métodos MEFMQ+R; e
SUPG+R;; obtiveram resultados ruins ao passo de At = 0.5, por outro lado, os métodos
MEFG+R5;, MEFMQ+ R, MEFMQ+ Ry, ¢ SUPG+Ry,, para o At = (.5, apresentaram re-
sultados melhores, porém esse resultados apresentaram pequenas oscilagdes. Contudo, quando
diminuimos o passo de tempo, as solu¢des obtidas através dos métodos MEFG+R;; e SUPG+R; 1,
MEFMQ+ R, melhoram e se assemelham as solugdes obtidas através dos métodos MEFG+ R,
MEFMQ+
Ry, MEFMQ+R2, e SUPG+R;;. Ainda, observamos que em todos os resultados obtidos apre-
sentaram pequenas oscilagdes. Confirmamos os tais resultados numéricos, na Tabela 8.4, onde

apresentamos o erro dos métodos em fun¢@o do passo de tempo.
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Tabela 8.4: Erro das aproximacdes parat = 1 e Re = 100000.

Solugdes numéricas | Passo de tempo At logo ||

0.5 —1.7279e — 003

MEFG+R;; 0.05 —2.0710e — 002
0.01 —2.0724e — 002

0.5 —2.0756e — 002

MEFG+ R, 0.05 —2.0724e — 002
0.01 —2.0724e — 002

0.5 —2.1945¢e — 002

MEFMOQ+R; 0.05 —2.0798e — 002
0.01 —2.0724e — 002

0.5 —2.2013e — 002

MEFMQ+ Ry 0.05 —2.0730e — 002
0.01 —2.0741e — 002

0.5 —1.7636e — 003

SUPG+R; 0.05 —2.0730e — 002
0.01 —2.0729¢e — 002

0.5 —2.0730e — 002

SUPG+Rg 0.05 —2.0730e — 002
0.01 —2.0729¢e — 002

E por tltimo, na Figura 8.14, apresentamos a evolu¢do do erro entre as formu-
lagcdes em fungdo do passo de tempo. Obtivemos o gréfico da Figura 8.14 na escala log,,(At) x

logy, || E||, onde m na legenda do grafico descreve a inclinagdo da reta.
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Figura 8.14: Convergéncia dos resultados numéricos parat = 1, h = 1/50 e Re = 100000, em

func¢do do passo de tempo.

8.2.2 A influéncia da malha

Avaliamos ainda a influéncia da malha também para a situacdo onde a con-
veccdo € dominante, quando Re = 10000. Discretizamos o dominio em 50, 680 e 1000 elemen-
tos lineares. Apresentamos os resultados dos aproximantes de Padé R,; e Ry, adicionados as
formulacoes MEFG, MEFMQ e SUPG, assim como uma anélise sobre a regido de convergéncia
das solu¢des numéricas apresentadas utilizamos a norma L2,

Nas Figuras 8.15-8.8.17, apresentamos os resultados dos aproximantes de
Padé Ry, e Rs- adicionados as formulacdes MEFG, MEFMQ e SUPG, para trés malhas, sendo
h =1/50, h = 1/680 e h = 1000.
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Figura 8.15: a) MEFG+R;; e b) MEFG+Ry; parat = 1 e Re = 100000.
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Figura 8.16: a) MEFMQ+R;; e b MEFMQ+ Ry, parat = 1 e Re = 100000.
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s a)SUPG+R s b)SUPG+R
11 10 22
4 x 10 , . : , 4 X , , .
h=1/50 h=1s0
3.5 ——h= /80 i 35 H—h= /880
—h=1/1000 —h=1/1000
3 H—— Analitica 3t Analitica

0 02 0.4 0g 08 1 "0 0z 04 06 08 1

Figura 8.17: a) SUPG+R1; e b) SUPG+ Ry, parat = 1 e Re = 100000.

Podemos observar, nas Figuras 8.15-8.17, que os resultados numéricos mel-
horaram consideravelmente, quando aumentamos o nimero de elementos na malha. Observa-
mos ainda que, as solugdes numéricas obtidas pelos métodos MEFMQ+1?,; € MEFMQ+ R

quase nao apresentaram oscilacdes e confirmando os resultados na Tabela 8.5.
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Tabela 8.5: Erro das aproximacdes parat = 1 e Re = 100000.

Solugdes numéricas | Elementos na malha logo | £l

MEFG+R;; 50 —1.7279¢ — 003
680 —1.7100e — 003

1000 —1.1664e — 003

MEFG+ Ry, 50 —2.0756e — 002
680 —1.7101e — 003

1000 —1.1663e — 003

MEFMQ+Ry; 50 —2.1945e — 002
630 —1.7289¢ — 003

1000 —1.1663e — 003

MEFMQ+ Ry 20 —2.0730e — 002
680 —1.17191e — 003

1000 —1.1697e — 003

SUPG+PR1; 50 —1.7636e — 003
680 —1.7101e — 003

1000 —1.1664e — 003

SUPG+Ras 50 —2.0730e — 002
680 —1.7187e — 003

1000 —1.1694e — 003

Na Figura 8.18 apresentamos o erro entre os métodos aqui estudado em fungdo
do refinamento da malha. Obtivemos o grafico da Figura 8.18 na escala log,,(Ax) x logy, || E||,

onde m na legenda do grafico descreve a inclinagdo da reta.
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Figura 8.18: Convergéncia dos resultados numéricos parat = 1 e Re = 100000, em funcdo do

refinamento da malha.

Convém ressaltar, que nosso o objetivo era testar a performance das formu-
lagdes estudadas comporando com a solucdo analitica (8.3), proposta por [41]. Observamos
que a influéncia dos aproximantes de Padé R,,, adicionados nas formala¢des MEFG e SUPG
tiveram pequenas melhoras, porém ainda apresentaram oscilagdes, como pode ser verificado nas
Figuras 8.11b-8.13b e Tabela 8.4. Observamos ainda que, predominou-se a escolha da formu-
lagdo para a discretizacdo espacial. Para deixar claro, a predominéncia na escolha da formulagao
para a discretizag¢do espacial, apresentamos os resultados numéricos e analitico, em forma de
superficie onde consideramos uma malha 50 x 3 elementosem 0 < x < 1e 0 <t < 1, respec-
tivamente, e para uma andlise mais precisa sobre a estabilidade e convergéncia dos mesmos,
apresentamos os resultados dos modelos numéricos para o tempo final ¢ = 1 e comparamos
com a solucdo analitica [41].

Apresentamos, na Figura 8.19, a superficie da solugdo analitica dada na equacao
(8.3),para0 <z <1e0<t<1,sendo Az = 0.02.

Figura 8.19: Superficie da solu¢do analitica, equacao (8.3).
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Nas Figuras 8.20 e 8.21, apresentamos: a) b) e c¢) Superficies das solucdes
dos aproximante de Padé R, e Ry, adicionados as formulagdes MEFG, MEFMQ e SUPG,
respectivamente, para 0 < x < 1e(0 <t < 1,sendo Ax = 0.02e At = 0.5.

a) 1’\:]IEFG+R11 b) M:EFMQ+R11 c) F_;T.]P‘l.’,}'i-R11

Solucio

17 b3 t 17 ¥ 4 17 '3

Figura 8.20: a), b) e ¢) Superficies das solu¢des dos aproximante de Padé R,; e adicionada as
formulacoes MEFG, MEFMQ e SUPG.

a) MEFG +R,, b) MEFMQ + R,

¢) SUPG+R,,

Solugio

£ 1 i
Figura 8.21: a), b) e ¢) as superficies das solu¢cdes dos aproximante de Padé Ry, e adicionada
as formulacoes MEFG, MEFMQ e SUPG.

Podemos observar, nas Figuras 8.20 e 8.21, que os métodos MEFG+R;
e SUPG+R;; sdo sensiveis ao passo de tempo, por outro lado, os métodos MEFMQ+R; 1,
MEFG+ Ry, MEFMQ+Ry, € SUPG+Ry, apresentaram resultados melhores. Confirmamos

estes resultados, na Tabela 8.6.

Tabela 8.6: Erro das aproximacdes para h = 1/50 e Re = 10000).

Solucdes Numéricas logy || E||
MEFG+Ry; —1.7279¢ — 003
MEFG+ Ry, —2.0756e — 002

MEFMQ+ Ry, —2.1945e — 002
MEFMQ+Ry, | —2.2013¢ — 002
SUPG+R;; —1.7636e — 003
SUPG+ R —2.0730e — 002
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Portanto, novamente confirmamos que o método implicito multi-estdgio de
quarta ordem Ry, e 0 MEFMQ aplicados aos exemplos estudados neste capitulo, mostraram
eficientes, visto que o aproximante de Padé 1?5, aumentou a regido de convergéncia das solucdes

numéricas e que 0 MEFMQ eliminou parcialmente as oscilagdes das solu¢cdes numéricas.
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9 CONCLUSAO

Neste trabalho aplicamos a formulagdo semi-discreta, que consiste em dis-
cretizar o dominio temporal utilizando métodos implicitos multi-estagios, 711 € 22, € 0 dominio
espacial utilizando formulacdes do método de elementos finitos, MEFMQ, MEFG e SUPG,
na obtencdo de solugdes numéricas para as equagdes 1D de conveccdo-difusido-reacdo e de
Burgers, cujas solu¢gdes analiticas s@o conhecidas na literatura. Resolvendo as equacgdes de
convecgao-difusdo-reacdo e de Burgers, verificamos que as equagdes matriciais obtidas através
do MEFMQ levam a uma matriz simétrica, o que ndo ocorre nas formulacdes do MEFG e
SUPG.

No Capitulo 5, quando consideramos os exemplos que descrevem as equacoes
1D de convecgao-difusdo-reacao e de convecgao-difusdao do morro Gaussiano, as andlises feitas
através das influéncias dos nimeros de CFL e da malha mostraram que, o método implicito
multi-estdgio de quarta ordem Ry, aumenta a regido de convergéncia, quando comparado ao
método implicito multi-estagio de segunda ordem R;;, onde apresentamos a evolugdo do erro
dos métodos avaliados quanto aos refinamentos no tempo e no espaco através da norma do
erro L? como pode ser verificado nas Figuras 5.10 e 5.14 e nas Figuras 5.19 e 5.20, respecti-
vamente. Ainda no Capitulo 5, quando estudamos a equacdo 1D de conveccao-difusdo-reacio,
observamos que as formulacdoes MEFMQ+Rss € SUPG+ Ry, quando avaliadas para o nimero
de Courant C = 1.5 e h =2/100, elimina parcialmente as oscilagdes em relacdo as formulacdes
MEFG+ Ry, MEFG+ Ry, MEFMQ+R1; e SUPG+R;;, como pode ser verificado nas Figuras
5.7-5.14.

No Capitulo 8 apresentamos os resultados numéricos para a equacao de Bur-
gers, porém, devido a ndo linearidade do termo convectivo, utilizamos uma linearizacdo que al-
terou o tamanho do elemento em cada etapa, utilizando a informagdo a partir do passo anterior,
tornando a equacao de Burgers um ploblema linear local. Resolvemos a equagao através da for-
mulacdo semi-discreta, novamente verificamos que o método implicito multi-estdgio de quarta
ordem 799, aplicado ao problema de propagacdo uniforme de choque, aumenta a regido de con-
vergéncia, quando comparado ao método implicito multi-estagio de segunda ordem ;. Apre-
sentamos a evolucao do erro dos métodos avaliados quanto aos refinamentos no tempo e no es-
paco através da norma do erro L?, como pode ser verificado nas Figuras 8.1 e 8.6, e Tabelas 8.1
e 8.2. Observamos que os resultados obtidos pelos métodos MEFG+R;; e SUPG+R;; conver-
giram para os mesmos valores, assim como os resultados numéricos dos métodos MEFG+ Ry, e
SUPG+R5,, encontram-se préoximos, Tabela 8.2. Ainda no Capitulo 8, aplicamos a formulacao
semi-discreta para uma solugdo teste da equacdo de Burgers, observamos que para o passo de
tempo At = 0.5 as oscilagdes sdo mais intensas quando resolvemos através das formulagdes
MEFG+R,, e SUPG+R;;. Por outro lado as oscilagdes tornam menores quando resolvemos
a equagdo de Burgers através das formulacoes MEFG+ Ry, MEFMQ+R1;, MEFMQ+ R4, €
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SUPG+ Rs9, como pode ser observado nas Figuras 8.11b-8.13b. Observamos que prodeminou-
se a escolha da discretizagao espacial como pode ser verificado nas Figuras 8.19 e 8.21, e Tabela
8.6.
Concluimos que o método implicito multi-estagio de quarta ordem 253, quando

adicionados aos métodos de elementos finitos aqui estudados, mostrou-se eficiente visto que o
aproximante de Padé R, aumentou a regido de convergéncia das solu¢des numéricas. Veri-
ficamos também que o MEFMQ eliminou parcialmente as oscilacdes das solu¢des numéri-
cas. Para trabalhos futuros, podemos aplicar a formulacdo semi-discreta as equagdes 2D de
convecc¢ao-difusdao-reacdo e de Burgers com condicdes iniciais periddicas; utilizar elementos
quadraticos e/ou cubicos sobre os elementos finitos; utilizar um estabilizador no método de

minimos quadrados.
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