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RESUMO

O trabalho tem como principal objetivo o estudo das Variedades CR, conceito
de fundamental importancia para a teoria de estruturas diferencidveis com varidveis comple-
xas. Uma variedade suave é um espaco topolégico de Hausdorff, localmente semelhante ao
Espaco Euclidiano. Sendo assim, conceitos ja familiares da analise no Espaco Euclidiano sao
extendidos pra variedades suaves, a saber: diferenciacdo, integracdo, campos vetoriais e for-
mas diferenciais. Os espagos tangentes complexificados sdo a base do trabalho, a partir deles
conseguimos definir Variedades CR. A Teoria das Distribui¢des e Correntes possuem um papel
importante na construc¢do desses conceitos.
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ABSTRACT

The main objective of this work is the study of CR Manifolds, a concept of
fundamental importance in the theory of differentiable structures with complex variables. A
smooth manifold is a Hausdorff topological space, locally similar to Euclidean Space. Thus,
familiar concepts from analysis in Euclidean space are extended to smooth manifolds, including
differentiation, integration, vector fields, and differential forms. Complexified tangent spaces
form the basis of the work, from which CR Manifolds can be defined. The Theory of Distribu-
tions and Currents plays an important role in the construction of these concepts.
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1 INTRODUCAO

Da teoria de Variedades CR, tem-se que "toda fun¢do holomorfa em C" se
restringe a uma funcdo CR em uma subvariedade CR M de C"". No entanto nem todas as
funcdes CR sdo as restricdes de fungdes holomorfas. Assim, o objetivo deste trabalha € estudar
o Teorema da Extensdo CR. A principal referéncia utilizada no trabalho € [1], outras referéncias
também foram utilizadas como apoio.

Para tal, apresentaremos no Capitulo 2 o conceito de variedade bem como
os principais resultados, tais como: variedade, subvariedade, vetores e formas em variedades,
derivada exterior e integracao em variedades.

No Capitlo 3 sdo apresentados os conceitos de vetores e formas complexas,
afim de generalizar alguns conceitos vistos em variedades, tais como: complexificagdo de um
espaco vetorial real, estruturas complexas e quase complexas, formas complexificadas de grau
elevado. Neste capitulo também apresentamos o Teorema de Frobenius, o qual nos permite
simplificar a representacdo de um campo vetorial por meio de mudanga de coordenadas. Outro
objeto de estudo que sera apresentado neste capitulo € o operador de Cauchy-Riemann.

No Capitulo 4 € apresentado a teoria das distribuicdes, desenvolvida por Lau-
rent Schwartz no século XX, alguns dos conceitos estudados sdo: os espagos D’ e &', distribui-
coes, operacdes com distribui¢des. Também € apresentado o Teorema de Extensao de Whitney
o qual generaliza para dimensdes maiores que para uma sequéncia infinita qualquer de nimeros
reais, existe uma funcdo suave f : R — R com f(™(0) = a,, paran = 0, 1, - - - . Outro impor-
tante resultado neste capitulo é que, pela teoria das distribui¢des, conseguimos obter solucdes
fundamentais para os operadores de Cauchy-Riemann em C e Laplaciano em RY,

No Capitulo 5 veremos o espaco das correntes, que nada mais sao para as for-
mas o que as distribui¢des sdo para fungdes. Sendo uma teoria similar a teoria das distribuicdes
com mais abstra¢do.

Sendo M uma variedade suave de dimensao real N conseguimos tornar
T,(M) um espago complexo da seguinte forma: Tome o maior espago J-invariante de 7,,(M),
onde J € uma aplicacdo de estrutura complexa. Assim,

HP<M) = Tp(M> N J{TP(M)}

¢ chamado de espago tangente complexo de M, sendo H, (M) a base para as variedades CR. As
variedades CR sdo os principais objetos de estudo da teoria de fun¢des de varidveis complexas
moderna. Ao longo do tempo houve grande avango no estudo desses objetos, possibilitando
grandes resultados na drea. A partir dos conceitos de subvariedades CR surgem questdes a
serem respondidas e analisadas. Um exemplo é a extensdo da defini¢io do operador O para
subvariedades CR.
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No Capitulo 6 analisaremos essa e outras questdes sobre Variedades CR e
afins, tendo grande importancia para um estudo posterior do Complexo Tangencial de Cauchy-
Riemann bem como Fung¢des CR. No Capitulo 7, definiremos o principal objeto deste trabalho,
as fungdes CR e também o Complexo Tangencial, objetos de grande importancia na Exten-
s@o CR. O Complexo Tangencial na literatura é apresentado de duas formas, a intrinseca e a
extrinseca, sendo assim, definiremos as duas formas com suas propriedades e, ndo somente,
provaremos que ambas aproximagdes sdao isomorfas. Também € vélido destacar que as funcdes
CR em variedades complexas sao semelhantes as fun¢des holomorfas, porém uma das principais
diferencas reside no fato que as fun¢des CR nem sempre sao suaves.

Sabemos que a restricdo de uma funcido holomorfa em uma variedade CR €
uma funcdo CR, entretanto, nem todas restri¢des de fungdes CR sio fun¢des holomorfas, sendo
assim necessitamos de ferramentas para determinar o porqué que isso ocorre e também deter-
minar critério para que a restricdo de uma fung¢do CR seja também uma funcido holomorfas.
Para isso, o Capitulo 8 traz o objeto geométrico chave para a Extensdo CR que € a forma de
Levi, pois, a partir dela, podemos determinar quando houver ou nio extensido, mas também o
comportamento geométrico da extensdo quando possivel. Para encerrar, no Capitulo 9 enuncia-
remos o resultado principal do presente trabalho, suas consequéncias e a ilutracdo da Extensao

CR com exemplos.
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2 ANALISE EM VARIEDADES

2.1 VARIEDADES

Depois do estudo da andlise no Espaco Euclidiano, o préximo passo € o es-
tudo da andlise em espacos localmente parecidos com o espaco euclidiano. O que nos leva ao
conceito de variedade. Aqui, apds algumas definicdes, generalizaremos as no¢des de vetores e

formas para variedades.

Definicao 2.1. Uma variedade suave N -dimensional X é um espaco topologico de Hausdorff
junto de uma cobertura aberta U, de X (onde o percorre um conjunto de indices) e aplicacoes

Xa : Uy — RY com as seguintes propriedades:

i) Xa € um homomorfismo com imagem em R ;

ii) Se Uy N Ug # 0, entdo x, © X/gl ¢ um difeomorfismo de x5 {U, NUs} C RY para o
conjunto xo, {U, N Uz} C RV,

Observacao 2.2. Uma variedade localmente suave X se parece com R pois para qualquer
ponto hd um conjunto aberto U,, e uma aplicagdo Y, : U, — R” (chamado de carta) que leva

U, homeomorficamente para um subconjunto aberto de RY.

Definicao 2.3. A colegdo de cartas x,, que satisfaz a condigdo anteterior é chamado de atlas e

é denotado por A = {x,}.

Exemplo 2.4. Seja X = R" e x sendo a aplicacdo identidade, claramente é uma variedade

suave.

Exemplo 2.5 (Esfera). A esfera S™ = {(z1,...,2y4+1) € RV |[|z]| =1} € RV*!, com a
topologia induzida, € uma variedade suave. Para isso, considere os conjuntos abertos

Ur=5"—{0,...,0,F1} e defina as projecdes estereograficas

T 2\
:Us — RY = :
by 4 porngi(xl, ,9UN+1) (1i:mv+1’ ’1ixN+1>

Exemplo 2.6. Seja X uma variedade suave N-dimensional e Y C X. Entdo X NY com a carta

X|xny € uma variedade suave.

Exemplo 2.7 (Variedade Produto). Seja X e Y duas variedades suaves de dimensdes N e N’,
respectivamente. Entdo X x Y comacarta y x X' : U x U’ — RY x RY é uma variedade

suave. A partir desta variedade obtemos que o toro S! x S! é uma variedade suave.

Definicao 2.8. Suponha que X é uma variedade suave. Uma fungdo f : X — C é dita de
classe C* (k > 0) em X se para cada U, a fungdo fo x5 : Xa (Us) — C é de classe C* no

sentido euclidiano. Denota-se £(U) o conjunto das fungdes suaves.
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Observacio 2.9. Como o dominio da f oy, ' € definido em um subconjunto aberto de R”, faz
sentido falar de diferenciabilidade de f o x.' no sentido euclidiano. A Defini¢do 2.8 pode ser

generalizada para definir uma aplicag¢do suave entre duas variedades, mas antes um exemplo.
Exemplo 2.10. Se X uma variedade suave N-dimensional, entdo as cartas Y, sdo de classe C°.

Definicdo 2.11. Suponha que X é uma variedade suave com cartas xo : Uy, — RY e que Y é
uma variedade suave com cartas g : Vg — RY ". Dizemos que f : X — Y é uma aplicacdo
C* se para cada o e B, g 0 f o x5' é uma aplicagdo C* de xo, (U,) C RN a x5 (V3) € RY.
A aplicagdo f é chamada de difeomorfismo se f : X — Y é C' e se f tem uma C" inversa
71y — X.

2.2 SUBVARIEDADES

Definicao 2.12. Suponha que X é uma variedade suave real N-dimensional e seja M um
subconjunto de X. Dizemos que M é uma subvariedade de X de dimensdo real | se para cada
ponto py € M, hd uma vizinhangca U de py em X e uma aplicacéo suave x : U — RY tal

que:
i) x: U — x(U) CRY éum difeomorfismo;
ii) x(po) é a origem em RY;

iii) x (U N M) é um subconjunto aberto da origem na cépia de R' dado por
{(t1,....4,0,...,0) e RN : (t1,..., 1) e R'}.

Exemplo 2.13. Seja X uma variedade suave de dimensao N. Dado U C X, entdo U € uma
subvariedade.

Observacio 2.14. A colegdo de todas as cartas tais que x|yny : M NU — R serve como

um atlas de M e, portanto, M é uma variedade suave [-dimensional.

A maior preocupacio serd com subvariedades do Espaco Euclidiano. Nesse
caso, a aplicagdo y = (x',...,x") é definida como um subconjunto aberto U de R™. De iii), o
conjunto M N U pode ser visto como o conjunto zero comum das fungdes X', ..., xV. Sendo

x um difeomorfismo, a derivada D {(Xl“, Xy )} tem posto maximo, o que € equivalente a
dYTEA L oAdXYY #0 em UL

Uma cole¢do de funcdes {(X”l, Xy )} com essa propriedade serd refe-
rida como um sistema de defini¢do local para M. Entao, sobre cada ponto de uma subvariedade,

ha um sistema de defini¢do local. O inverso também € valido.
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Lema 2.15. Suponha que M C RY é um subconjunto com a propriedade que para cada p, €
M hd uma vizinhanca U em RN e fungées suaves py,...,pn—; : U — R tal que M N
U={zecU:p(x)=---=pna(z)=0}edpr N... Ndpy # 0 em po. Entdo, existe um

I+1

difeomorfismo x = (x',...,x") definido proximo de py, com x'** = p1, ..., x = pn_1. Em

particular, M é uma subvariedade suave I-dimensional de R .

Demonstracdo. Suponha que py € M e py, ..., py_; sdo dadas. Desde que dp; A ... ANdpy #
0 em py, pode-se escolher coordenadas (z,y) para RY com z € Rl e y € RN, entdo
D,{(p1,...,pn-1)} em po é uma matriz (N — [) x (N — [) ndo singular. Entdo, definimos

x : RN — R¥ por
x(z,y) = (z, p(z,y)) para (v,y) € R x RV

onde p = (p1, ..., pn—i). Pela escolha das coordenadas, D, em p, é ndo singular e entdo, pelo
Teorema da Funcdo Inversa, x € um difeomorfismo local. Portanto y tem todas as propriedades

enunciadas pelo lema. U

Exemplo 2.16. O Lema 2.15, ajuda na constru¢do de muitos exemplos de subvariedades de
RY. Um exemplo ¢ a esfera unitdria {z € R : |z[* = 1 =0} é uma subvariedade (N — 1)-
dimensional de R". Note que a esfera unitdria € um caso particular da variedade S, vista no

Exemplo 2.5.

Exemplo 2.17. Outro importante exemplo € o grafico de uma fun¢do suave. Dadas coordenadas

(r,y) em RN comz € Rl e y € RV~!. Seja h : RY — RY~! uma fungdo suave. Defina
M = {(z,y) e RY;y = h(z)} .

M é chamado de gréfico de h. Seja p;(z,y) = y; — hj(z) paral < j < N —[ onde escrevemos
h = (hi,...,hy—;). M é identicamente zero para p1,...,py—;. Ainda, dp; A ... Adpn_; é
nao nula em todo ponto e entdo, pelo Lema 2.15, M € uma subvariedade /[-dimensional. Nesse
caso, x € dado por x(x,y) = (x,y — h(x)). A volta sempre vale localmente. Logo, concluimos

que uma subvariedade sempre pode ser escrita como o grifico de uma funcao suave.

Lema 2.18. Suponha que M é uma subvariedade suave l-dimensional de RN e py é um ponto
em M. Existe um opredador linear afim L : RN — R, uma vizinhangca U da origem e uma

fungdo suave h : Rt — RN~ tal que:
i) L(po) € a origem;
i) LIM)NU = {(z,y) e R" x RN . y = h(z)};

iii) h(0) =0 e Dh(0) = 0.
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Demonstragdo. Primeiro, transladando as coordenadas tal que pg € a origem. Dado R” as co-
ordenadas (z,y) comz € Rley € RV~ Seja py, . .., py_; um sistema de defini¢do local para
M préximo a origem. Os vetores gradientes \/p1, . .., \/pn—; sa0 linearmente independentes

na origem. Logo, pode-se encontrar uma aplicacio linear ndo singular L : RY — R" tal que

leva \7p;(0) a 5q, P2 1 <j < N —1. Avariedade L { M} tem um sistema de defini¢ao local
Yj

{p1,...,pn—i}comp; =p;joLte

vﬁj:aiy 1<j<N-L
J

A matriz (Dyp) (0) com p = (p1, ..., pn—;) € a matriz identidade. Pelo Teorema da Fungao

Implicita, existe uma fungdo suave h : R — RY~! com h(0) e
p(x,h(x)) =0, para z pertode 0.

Préximo da origem, L { M} € o grifico de h. Diferenciando essa equagao e usando que

- 0 .
VP = o paral < 7 < N — [, obtém-se que Dh(0) = 0, como desejado. O
J

Os Lemas 2.15 e 2.18, descrevem as formas mais freqeuentes de subvarieda-
des quando analisadas localmente. Quando uma subvariedade é apresentada por um sistema de
definicdo local, as fungdes em que o sistema de defini¢do geram todas as fungdes que se anulam

em M, como mostra o lema a seguir.

Lema 2.19. Seja que M é uma subvariedade [-dimensional de RN dado por

M={p==pyy=0}comdpy A...\pnx_y # 0em M. Suponha que f : RY — R
€ uma fungdo suave que se anula em M. Entdo, existem fungoes suaves o, . . ., an_; definidas
proximo a M tais que
N—I
f= Zajpj perto de M.
j=1

Demonstracdo. Dada as coordenadas (r,y) € RY tal que z € R' e y € RYV~!, Préximo a um
ponto dado em M, usando o Lema 2.15 para encontra um difeomorfismo local x que leva uma
vizinhanga de M para o conjunto {y = 0}. A funcdo f dada satisfaz f o y ' = 0 em {y = 0}.
Mostremos que

N-I
fox'=> auy 2.1)
j=1

para alguma escolha de fungdes suaves oy, ..., axn—_;. Compondo 2.1 em ambos os lados com
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X € note que y; o x = p; pelo Lema 2.15. Seja f = f o x~'. Para encontrar o, entdo

f(ﬂf,y) = f(x,y)—f(a:,o)

N-1
= Zf(:c,yl,...,yj,o...())—f(:c,yl,...,yj,l,o...O)
j=1
N-I 1
d ¢~
= > | = f(@ .y ty;,0...0) pdt
> | i }

N—I 1 07
of
o 1o 9Y

Basta tomar «; =

|
0
/ a—f(x, Yi, - Yi-1,1y;,0.. .O)dt] e o resultado segue. o
o OYj

Agora serd discutido o conceito de uma variedade com bordo. Da Defini¢cdo
2.12, uma subvariedade /-dimensional € um conjunto que pode ser endireitado para um subcon-
junto aberto de R!. A grosso modo, uma subvariedade /-dimensional com bordo é um conjunto
que pode ser localmente endireitado para um meio espago em R!. Mais precisamente, tem-se a

seguinte defini¢ao.

Definicao 2.20. Um subconjunto S de uma variedade N -dimensional X é chamado de sub-
variedade |-dimensional com bordo se para cada ponto p € S, existe uma vizinhanga U de p
em X e um difeomorfismo x : U — x (U) C RY com x(p) = 0 tal que uma das seguintes

condigbes acontece:

i) x{U NS} é uma vizinhanga aberta da origem em
{t=(t;,....tn) ERYN ity =--- =ty =0}

ii) x{U NS} é uma vizinhanga aberta da origem em
{t:(tl,-..,tN) ERN:tl 20etl+1:...:tN:0}_

Exemplo 2.21. A bola fechada unitéria
B"(1) ={zx e R"; |z| < 1}

é uma subvariedade com bordo € seu bordo é 9B"(1) = S™!

Ambas condi¢des ndo podem ser satisfeitas simultaneamente para um ponto
p dado. Um ponto em S que satisfaz a condicdo i) € chamado de ponto da variedade. Um ponto
em S que que satisfaz a condi¢do ii) € chamado de ponto do bordo. O conjunto dos pontos do
bordo em S é denotado por 0S. Note que 0S é uma subvariedade suave (I — 1)-dimensional
de X. Por exemplo, suponha que S = {x e RN : p(x) < 0} onde p : RY — R é suave com
dp # 0 em S. Do Lema 2.15, S é uma subvariedade /N-dimensional com bordo em R”. Seu
bordo é o conjunto 95 = {x € R : p(z) = 0}.
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2.3 VETORES EM VARIEDADES

Agora definiremos o conceito de vetores em uma variedade. Aqui e pelo resto
do capitulo, mudaremos nossa notacdo. Denotaremos as compenentes das fun¢des para nossa
carta x por (x1,...,2zy) ao invés de x1, ..., xXn. Queremos em x1, ..., zy como coordenadas
em X, ao invés de apenas compenente de funcdes. Para diferenciar essas coordenadas das

coordenadas em R”, denotaremos por t = (t1,...,ty).

Definicao 2.22. Seja X uma variedade suave N-dimensional e py um ponto em X. Seja

0
X : U — RY uma carta definida em U contendo py. Para p € U, defina o vetor (8_> pela
i/ p
equagdo

3, 0 _
(a_xj)pf — (a—tj>x(p)fox ! para f € £(U).

Definicao 2.23. Um vetor no ponto p € X é qualquer operador da forma

N
Z a; i onde cada a; € R.
- 8xj »

Jj=1

O conjunto de todos os vetores de X em p é chamado espaco tangente de X em p e é denotado
por T,(X), também podemos denotar por T,M. Entdo, cada vetor em T,(X) é um funcional

linear no espaco E(U).

Lema 2.24. Seja M uma subvariedade I-dimensional de R definida por
M = {tGRN:pl(t) :---:pN_l:()} comdpy N\ ... Ndpn_; # 0 em M. Para um ponto
peM

T,(M)={L e T,(R"): L{p;} =0empparal <j <N —1}.

Demonstragdo. Basta notar que cada \/p; para 1 < j < N —[ ¢ ortogonal a M. Assim, T,,(M)
consiste de todos os vetores em RY que sdo ortogonais 2 {\/p;(p) : 1 < j < N —}. Como

L{p;} = </p;- L, onde (-) é o produto interno Euclidiano, o lema segue. [l

Definicdo 2.25. A colecdo de todos {T,(X)} para p € X é chamado de fibrado tangente de X
e € denotado por T'(X).

Definicao 2.26. Uma segdo suave do fibrado tangente de X é chamado de campo vetorial em
X. Mais precisamente, um campo vetorial L em X é uma fungdo suave que leva cada ponto
p € X em um vetor L, € T,(X). Aqui, suave significa que em qualquer aberto U C X com

carta’y : U — RY, L pode ser expressado como

N
0
L,= Zaj(p) <%> parap € U eaj(p) € R.

J=1
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N
Omitindo p, podemos escrever L = Z a; <8—>, onde a; agora sdo fungoes suavem em U.
'I .
=1 !
Exemplo 2.27. Em R? — {0}, seja p = (z,y). Entdo

I —y £+ x 2 _ —y x
/x2+y2 ox /x2+y2 dy \/x2+y2 ) \/x2+y2

é um campo vetorial em R? — {0}.

Proposicao 2.28 (Regra de Leibniz para um campo vetorial). Se L é um campo vetorial em X
e [ e g sdo fungdes suaves on um subconjunto aberto U de X, entdo L(fg) satisfaz a regra de
Leibniz

L(fg) = fL(g) + gL(f).

Demonstrag¢do. Em cada ponto p € U, o vetor L, satisfaz a Regra de Leibniz

Ly(fg9) = fLp(9) + gLy(f)-

Como p varia sobre U, entdo isso se torna uma igualdade de fungdes

L(fg) = fL(g) + gL(f).

O

Exemplo 2.29. A fungio L : £ (R?) — & (R?) definida por L = —zag + 1382 + ya3 é um
x Y z

capo vetorial sobre R? pelo fato das derivadas parcias satisfazerem a Regra de Leibniz e serem

lineares.

Definicao 2.30. Chamados . C T'(M) um subfibrado m-dimensional de T'(X) se IL leva cada
ponto p € X a um espago vetorial m-dimensional L, C T,(M), com M C X. Esses espagos
vetoriais sdo obrigados a se encaixarem suavemente no sentido de que perto de cada ponto fixo
po € X, existem campos vetoriais suaves Ly, . .., Ly, tais que {(L1)p, ..., (Ln),} é uma base

para Ly,

Definicao 2.31. Seja ' : X — Y uma aplicac¢do suave entre duas variedades suaves X e Y.
Isso induz a aplicagdo push forward Fy(p) : T,(X) — Trq)(Y) € definida por

Fi.(Ly) {9} = Ly, {go F}, para L, € T,(X).

E F(L,) é chamado de vetor tangente em T, (Y).

Aqui, g é qualquer funcdo suave definida em uma vizinhanga de F'(p). Se L

¢ um campo vetorial em X, entdo a equagdo anterior € da forma

(FeL)rpy {9} = Ly{go F}
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para cadap € X.

Proposicao 2.32. Se FF : X — Y e G : Y — Z sdo fungdes suaves entre variedades e
p € X, entdo
(GoF),=G,o0F.,.

Demonstragdo. Seja L, € T,,(X) e g uma fungdo suave em G(F(p)) em Z. Entdo,

(GoF).Ly)g= Ly(goGoF)

(G o F)iLp)g = (Gu(FiLp))g = (Fulp)(g 0 G) = Ly(g o G o F).

Ainda se F' tem uma inversa suave, entdo (F 1), = (F,)~%.

0 0 0
Exemplo 2.33. Da defini¢do de — dada no comeco da secdo, — ¢é o push forward de —
ox j ox j atj

via carta Y1, ou seja, K =t (i)
Oz, ot
A foérmula do push forward de um vetor € dada em termos da derivada da
aplicacdo. Seja F' : X — Y uma aplicagdo suave. Suponha p um ponto em X. Seja
x = (z1,...,7,) : U — RY uma carta para X comp € U esejat) = (y1,...,yn') : V —
RY" uma carta para Y com F(p) € V. Seja F; = y; 0 F: U — R, 1 < j < N'. O coeficiente

@),

que pela defini¢do de push forward € igual a

(),

9 L) 9
()], S ) e (3),, e
[ Oy, F(p) ; Oy p ! y; F(p)

2.4 FORMAS EM VARIEDADES

0
de — para o vetor
9y;

Entao,

Assim como no Espaco Euclidiano, o espaco das 1-formas (ou formas de grau
1) em um ponto p € X, detonado por 77(X), € o espago de todos os funcionais lineares em
T,(X), ou seja T (X) € o espago dual de T),(X). O valor de uma forma aplicado em um vetor

no ponto p € denotado por (, ).
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Para uma carta Y = (x1,...,2y) : U — RY, seja {dzy,...,dvy} a base
dual para 9 9 Entao
P 8.7317.”’ 81‘]\/ . ’

<d 0 > 1, se j=kK
rj, — ) =
7 Oy, » 0, se j#k.

N N
0
Se ¢ = Z@d@- ¢ uma forma de grau 1 e v = quk (a—xk) ¢ um vetor,

j=1 j=1
entao

N
(&, U>p = Z@%‘-
j=1

Definiciio 2.34. O espaco das r-formas em p é a r-ésima exterior A" (T (X)), que pode ser
considerado como o espago de todos os funcionais lineares em A" (T,(X)), ou seja, A" (T (X))
¢ o dual de N"(T,(X)). Sendo A"(T,(X)) é o espagco dos r-vetores. Esses espagos tem as

seguintes bases, respectivamente,

{dxlzdxil/\.../\d:cir:I:(il,...,i,,)}

0 0 0 : :
{@—axil/\.../\axir .I—(zl,...,zr)}.

0
Vale notar que a colegdo {dII } é a base dual para {W }
x

Definicio 2.35. O fibrado das r-formas A" (T*(X)) é a unido U A (T;(X)). Uma segao
peX
suave de N"(T*(X)) é chamada de forma diferencial de grau r, ou simplesmente, uma r-forma

suave em X. Queremos dizer que para cada U C X com carta x = (xq,...,vy5) : U — RV,

podemos expressar a forma como

¢(p) = Z (ﬁ[(p)dxl,

[|=r

onde cada ¢; é uma fungdo suave em U. O espaco das r-formas suaves em X serd denotado por

E(X). Pareando cada lado com — N ——, podemos expressar os coeficientes

8$J:%jl/\"' oz,
0
6s(p) = < o(0), a—> |

Definicao 2.36. Uma aplicacdo suave F' :— Y entre duas variedades induz o operador pull
back I : A" (T, (Y)) — A™(T;(X)). Esse é o operador duas do push forward e é definido

para formas de grau 1 como

como

(F*¢, L), = (¢, F.L) p, para ¢ € T, (V), L € T,(X).
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Exemplo 2.37. Para uma carta y = (x1,...,2y), temos que dz; = x*dt;, 1 < j < N, onde
t = (t1,...,ty) sdo coordenadas para R".

Definicao 2.38. Para formas de grau maiores que 1, definimos o operador pull back como

Note que (FoG)* = G*oF*. Em particular, se F' € invertivel, entdo (F~1)* =
(F)~
Exemplo 2.39. Seja F' : R® — R? definida por F(z,y, z) = (v — y,2yz) e ¢ € E*(R?) com
¢ = du A dv. Entdo,

F*(¢) = d(z —y) ANd(2y2)
= (dz —dy) N (2zdy + 2yd=z)
= (2zdx N dy + 2ydx N dz — 2ydy N dz).

Agora, definiremos a derivada exterior d : £7(X) — £"1(X), mas antes
mostremos que a escolha da carta independe para a derivada exterior de uma r-forma no Espaco

Euclidiano.

Lema 2.40. Sejam y : U — RN e : V. — R duas cartas para a variedade X. Para
¢ e &(X),

X A{den (X 7 9)} =9 {dpn (™ 9)} em U NV,
Demonstracdo. A notagdo dr~ refere-se a derivada exterior Euclidiana. A afirmacdo do lema é

equivalente a

O ox {dev (X 9)} = daw {¢77 0}
Usando o fato de que (F o G)* = G* o F* entdo, ™" o x* = (x o1~ 1)* e note que y o 1)~*
¢ uma aplicacdo suave entre subconjuntos abertos de RY. Como a derivada exterior em RY

comuta com o pull back , entdo

(xo v ™) {dev(x " 0)} = dev {(xov )'x "¢}
= dpv {(x Toxoy)o}
= dpv {97 0}

como desejado. [

Assim, o Lema 2.40 nos permite definir a derivada exterior sem ambiguidade.

Defini¢iio 2.41. A derivada exterior em X dx : £"(X) — E™Y(X) é definida em U C RY
por
dx¢ = X" (dpx {X_l*ﬁb})
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onde x : U — RY é a carta correspondente. Se a variedade X estd clara no contexto, entdo

"X" frequentemente serd omitido da notacdo de derivada exterior.

0
Se x = (x1,...,xy) é uma carta entdo, Y. (8_) e x*(dt;) = dx; para
Lj
1 < 7 < N. Entdo, da defini¢do anterior

I = i I
dx {p1(p)da'} = %(p)d%‘ A dx
j=1 Y

onde escrevemos (%) (p) = (%)p {or}.

J

Observacao 2.42. A derivada exterior comuta com o pull back .

Lema 2.43. Seja F': X — Y uma aplicac¢do suave entre variedades. Entdo,
dXOF* :F*Ody.

Demonstragdo. Sejay : U — RN ep : V — RV cartas para X e Y, respectivamente com

F{U} NV # (. Usando a defini¢do de derivada exterior, a afirmagio do lema equivale a
Y odgn o~V o F* = F* o gf* o doy o b
que por sua vez equivale a
dgv o (Fox™ ) = (poFox o den' © 1
Comutando a derivada exterior no Espaco Euclidiano com o pull back da aplicagao
Yo Fox ' :RYN — RY, o0 lema segue. O

Exemplo 2.44. Seja X = {z € RV : p(z) =0} onde p : RY — R € suave com dp # 0
em X. Seja j : X — RY a aplicacio inclusdo. Entdo, j* o dgnv = dx o j*. Em particular,

j*drn(p) =0 pois j*p=poj=0em X.

2.5 INTEGRACAO EM VARIEDADES

Nesta secdo definiremos a operagdo integragdo em variedades bem como re-
sultados importantes deste contetido como o Teorema de Stokes e o Teorema da Divergéncia.

Mas antes discutiremos o conceito de orientagao.

Definicao 2.45. A forma dt, A ... A dty em RY induz a orientacdo padrdo em RY. Uma base
de 1-formas ¢+, ..., ¢N para T;(]RN) é dita ser orientada se o1 \ ... N oy = adty A ... Ndty
com o > 0, ou seja, a base de 1-formas ¢, ..., ¢N € orientada se seu produto exterior é uma

combinacdo linear positiva do produto exteior de dt, . .., dty.
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Defini¢io 2.46. Uma aplicagdo linear L : RN — RY preserva orientagdo se
L*¢y, ..., L*¢N € orientada onde ¢+, . . ., o € orientada. O que é equivalente ao determinante
que representa a aplicacdo L é positiva. Uma aplicacdo suave F : RN — RY preserva

orientagdo se F*(p) : T (RY) — T, (RN) preserva orientagdo para cada ponto p no

P)
dominio da definicdo. O que é equivalente a det DF(p) > 0 para cada ponto p € RN no

dominio da definigcdo da F'.

Definicao 2.47. Seja X uma variedade suave N-dimensional. Uma colecdo C' de cartas

{ x:U— RN } para X preserva orientacdo se x o 1)~ preserva orientagdo como uma apli-
cagdo de RN em RN para cada x, ) pertencente & C. A variedade X é dita ser orientdvel se
existe uma colegdo de cartas que preservam orientagcdo. Se X é uma subvariedade com bordo,

entdo nos definimos X orientdvel da mesma maneira.

Definicao 2.48. Se a variedade X é orientdvel, entdo a colecdo C de cartas que preser-
vam orientagdo determinam uma orientag¢do para T (X), ou seja, um conjunto de 1-formas
{¢1,...,0n} € T;(X) € dita ser orientada se ¢1 A ... \ ¢y em p é um miiltiplo positivo de
doy A ... Ndxy onde a carta x = (x1,...,2y5) : U — RY pertence a C. Desde que x o p~!
preserva orientacdo para X, € C, a definicdo independe da escolha da carta x € C. Tal qual
uma orientagdo para T)(X) para cada p € C, dizemos que X é uma variedade orientada e

dizemos que x € C' é uma carta orientada.

Definicao 2.49. Se M é uma subvariedade [-dimensional orientada com bordo contida em uma

variedade N-dimensional X, entdo definimos a orientagdo induzida em OM. Para p € OM,

sejax = (xq,...,oyn) : U C X — RY uma carta orientada com bordo, ou seja, uma carta
X € Ccomx(p) =0ex{UNM} = {(tr,....tn) ERYN 1 tg > 0etyyy = --- =ty = 0}.
Sejan = —dx; = —x*dt;. Essa 1-forma é chamada de vetor conormal que aponta para fora

para OM. Se )V C X — R é outra carta orientada com bordo em M, entdo dy, em p é
um miultiplo positivo de dx; em p. Aqui, podemos definir inequivocamente: uma colecdo de 1-
formas {¢1, ..., o1} tem orientacdo em M, ou seja, n \ o1 A ... A\ ¢_1 € um miiltiplo positivo
dedxri N ... N\dx.

Agora definiremos a integral de uma forma diferencial em RY. Para
a € D(RY), definimos

/ad:r;l/\.../\d:cN:/ adxy . ..dxy
RN RN

onde o lado direito é computado na forma usual.

Definicao 2.50. Seja X uma variedade orientada N-dimensional e seja ¢ uma N-forma suave

com suporte contido em U C X. Se x : U — RY é a carta orientada correspondente, entdo

/Xasz/RNx—l*as.

definimos
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Formalmente definimos a integral de uma r-forma em uma variedade N -dimensional ser zero

ser # N.

Exemplo 2.51. Suponha fdz + gdy + hdz uma 1-forma em um subconjunto aberto X C R3 e
sejaxy : U C X — IR3 suave. Entio,

/X (fde + gdy + hdz) = / (FOUENNAD) + g0uD)XlE) + ROk,

]R3

Intuitivamente, a primeira coisa a se pensar sobre a Definicao 2.50 se ela é

dependente ou nao da carta orientada. Para isso, temos o seguinte resultado.

Proposicao 2.52. Seja X uma variedade orientada N -dimensional e ¢ uma N-forma suave

com suporte contidoem U NV C X. Sex : U — RN ep: V. — RY sdo cartas orientadas

[ e[ ve

Demonstragdo. Como x o)~ é uma aplicaciio suave e que preserva orientacio de RY em R”,

correspondentes, entdo

det D(x o9~1) > 0. Usando a férmula da mudancga de varidveis para integra¢io, temos

/RN X o = /RN(XO?/J_V)*(X_F@

como desejado. [

Defini¢do 2.53. Seja ¢ uma N-forma com suporte compacto. Suponha que {Uy, ..., Uy}
uma cole¢do de conjuntos que cubram supp ¢ e seja x? : U; — RY as cartas orientadas
correspondentes. Seja {¢1,...,¢n} uma particdo de unidade para supp ¢ com ¢; € D(U;).

Entdo, definimos
_ N1 1
Ik > 00" 401

Novamente, a definicdo independe da escolha das cartas.

Definicao 2.54. Se M ¢ uma subvariedade |-dimensional de X, entdo definimos

/M<z>=/Mj*¢para¢eDl(X>

onde j : M — X é a aplicac¢do inclusdo.
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Lema 2.55. Seja X e Y variedades orientadas suaves N-dimensionais. Seja F' : X — Y uma

aplicagdo suave que preserva orientacdo. Se ¢ € DN(Y'), entdo

ol

Aprova desse lema segue direto das defini¢des juntamente com a mudanga de
varidveis em R".

Agora estamos pronto para enunciar e provar o Teorema de Stokes, que para
uma subvariedade M orientada com bordo, igual a integral de d¢ sobre M com a integral de ¢
sobre M. O examplo mais facil do Teorema de Stokes é o Teorema Fundamental do Caélculo,
onde M é o intervalo {a < x < b} em R.

Teorema 2.56 (Teorema de Stokes). Seja M uma subvariedade orientada suave |-dimensional

com bordo que estd contida em uma variedade suave N-dimensional X. Se ¢ € D'=1(M),

entao
[awo=[ o
M oM
Demonstragcdo. Primeiro cubrimos o supp ¢ com um ndmero finito de cartas orientadas
X iU — RN, i =1,...,mtais que X' {U; "M} = {(t1,...,ty) iy = =ty =0}
(U € do tipo variedade) ou X' {U; " M} = {(t1,...,tn) : t; > 0,t;y1 = - =ty =0} (Uédo

tipo bordo) . Seja
{¢; € D(U;)} uma partico unitdria para supp ¢. E suficiente provar que

/ b losy = [ 60
M

oM

paracadai = 1,...,m. O Teorema de Stokes segue somando sobre i e usando »_ ¢; = 1 em
supp ¢. De agora em diante, assumiremos que supp ¢ estd contido em algum dos U;.
Primeiro consideramos o caso onde x : U N M — R! é uma carta do tipo

variedade. Usando as defini¢des de integral e derivada exterior em M, temos que

/ Ay = d{x "¢} = / ey
M x{UNM}CR! R

Aqui e abaixo, d refere-se a derivada exterior em R!. Como (y ™" ¢) é uma (I — 1)-forma com
suporte compacto em R! (compactly supported significa que o suporte é compacto?), podemos

escrever

l
X o= aidty AL NdE AL Nl
j=1
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onde cada «; pertence 2 D(R'). A notacio cft\] indica que dt; foi omitido. Temos que

l

d{x "¢} = (Z —1)~ 1(?% )dtl/\ A dty.

j=1

Entio,

[otcra = S [ [ B

A ultima igualdade segue do Teorema Fundamental do Calculo na varidvel ¢;, usando o fato de
que «; tem suporte compacto. Assim, mostramos que se ¢ tem suporte em U, do tipo variedade,
entao f Y dyr¢ = 0. Por outro lado, temos que U N OM = () entdo, f M ¢ também se anula e,
portanto, fica estabelecido o Teorema de Stokes, f I dyp = f oM o.

O caso remanescente a se considerar € onde ¢ tem suporte em U do tipo bordo.

Nesse caso, temos

/M Ao = / o HCT0)

= [eRl d {X_l*gb} .
>0

Escrevemos,

l
X71*¢:Zajdt1A...A67l?j ...... dtl
j=1

onde cada o; € D(R'). Afirmamos que paracadaj =1,...,1,

/ d{ajdtl/\.../\@A...dtl}:(—1)l/ apdty A NG AL dl. (22)
{t;>0} {t;=0}

Isso € s6 o caso especial do Teorema de Stokes onde M é o meio espago {¢; > 0}.

Se 5 < [, entdo

/ d{ajdtl/\.../\dtj/\...dtl} :/ (1) "2 gt AL A dE
{20} = ot
- 0.

A ultima equacdo segue do Teorema Fundamental do Calculo na varidvel ¢,
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usando o fato de que «; tem suporte compacto. Como j < [, ndo existe termo de bordo. Se
J < 1, entdo o lado direito de (2.2) também se anula, pois o pull back de dt; a {t;, = 0} é zero.
Portanto, ambos os lados de (2.2) se anulam para j < [.

Se j = [, entdo

8041

/ d{adty N ... Ndti_1} = (—1)"1/ —dty N .. A dY
{t: >0} {t;>0} oty

= (—1)11/ Oél<t1,...,tl,1,0>dt1/\.../\dtl,1.
{t:=0}

onde a ultima igualdade segue do Teorema Fundamental do Calculo na varia-
vel ¢;. Isso pro (2.2) para j = I.

Somando (2.2) sobre 7, temos

/{tzzo}d{X‘1*¢} = (-1 /Rll —

{t1=0}

Assim, o caso de que U € do tipo bordo € provado. Portanto, o a prova do Teorema de Stokes
estd completa.
O

O Teorema de Stokes além da sua utilidade, também tem resultados imediatos
interessantes, como os dois coroldrios seguinte: o Teorema da Divergéncia e a Férmula de
Green. Mas antes definamos alguns conceitos importantes. Seja M = () um subconjunto

aberto de R"Y com bordo suave. Defina p : RY — R por

—dist(z,RY —Q), se z €
p(x) = . N
dist(x,Q), se x € RY —()

N
0 0
Defina o campo vetorial N = s/p = Z (_p) ( ) N € o vetor normal

=1 8xj 8xj

unitdrio que aponta para fora a 0€). A forma volume para 052 é dada pela (N — 1)-forma

do = Nodrxondedxr =dxy N...Ndz,
N

9 -
= Z(—l)ﬂfla%dxl Ao Ndxy AL ANdey.
j

j=1
Corolario 2.57 (Teorema da Divergéncia). Seja 2 um conjunto limitado com bordo suave em

N

0 _

RY. Seja E F; (87) um campo vetorial em (). Entdo,
j=1 J

/6 (P-Nydo = /Q (DivF)dz



onde DivF = ng F.N= ZF <8x>
J J

j=1
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Demonstragdo. Como N tem comprimento unitdrio, entdo N 4 dp = 1 em 0. Entdo, se ¢ é

uma (N — 1)-forma suave em 0f2, entdo da regra do produto para _, temos que

Nu(dph¢) = (Nadp)g—dpA(Nag)
= ¢—dpN(Ng).

Da definicao de integral sobre uma subvariedade, obtemos que

/mdpMNm) - /mﬂdmw*(Nm)
= 0

pois j*dp = d(j*p) = 0 em Of2. Junto com a equagdo anterior, temos que

/(99¢=/6QNJ(dp/\¢).

Aplicando essa equagdo para a forma ¢ = Z(—l)j_ledxl AP d/x\] A
j=1

N

Z(—l)j‘l/ Fidey A ... ANdz; A ... Ndzy

dp
= F.—N | dx A...Ndx
z/m SN 4 (da v

- /m(F - N)do.

Por outro lado, pelo Teorema de Stokes

N
o

A dx entdo,



d((=1Y " Fyday A ... Ada; A Aday)

M-

- [
¢

- /Q (DivF)da.

Portanto, a prova do Teorema da Divergéncia estd completa.

1

NE
Qv‘%v

) dri N ... Ndxy
1 9

31

]

Exemplo 2.58. Pelo Teorema da Divergéncia, conseguimos determinar o fluxo do campo ve-

torial F(z,y,z) = zi + yj + xk sobre a esfera unitdria 2> + y* + 22 =

//SF.dS:///E(DivF)dV:///EldV:zﬂ_

que

1. Entao, temos

Corolario 2.59 (Férmula de Green). Seja Q0 C RY é um dominio limitada com bordo suave e

f e g sdo fungoes suaves em ). Entdo,

/ (fNg — gNf)do = /(ng YN
o0 Q

onde N € o vetor normal unitdrio que aponta para fora a 0f).

Demonstragdo. Aplicando o Teorema da Divergéncia ao campo vetorial

obtemos

/mg(N.vf)da:/Qg(Af)dH/Q(Zgiggi)dx.

Agora, aplicando o Teorema da Divergéncia ao campo vetorial

=/ Z Ox; 8:16]

]_

[ 15 wyto = [ fogins [ (Z S )

Subtraindo (2.3) de (2.4), temos que

obtemos

o0N o0

/(ng—gNnda - /(fAy—yAf)dx
o Q

FON-wg)do — [ N v)de = /Q F(Dg)dz — /Q g(A )

(2.3)

2.4)



0 que prova o resultado.

32
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3 VETORES E FORMAS COMPLEXIFICADAS

Objetos como
o _1(o 9
8zj N 2 8xj 6yj

de = de + Zdy]

ou

sdo comumente encontradas na andlise complexa. O primeiro é um vetor complexificado e o
segundo € uma forma complexificada. Nesta secdo, vamos definir essas nogdes e generalizar

alguns conceitos para a forma complexificada.

3.1 COMPLEXIFICACAO DE UM ESPACO VETORIAL REAL

Definicao 3.1. Seja V' um espaco vetorial real. A complexificacdo de V' é o produto tensorial
V ®@r CouV @ C. Como um espago vetorial sobre os reais V @ C é geradoporv®@ 1 ev ®1

parav € V.V ® C pode ser transformado em um espaco vetorial complexo definido por
a(v®p)=v®afparaa,f € CeveV.

Como um espago vetorial complexo, V @ C é gerado por v ® 1 parav € V. Se V é um espaco
vetorial real de dimensdo N, entdo dimgV ® C = 2N e dimcV ® C = N. Para simplificar,
denotaremos va ou avv para v ® v. Naturalmente, definimos a conjugacdo do operador V@ C

dada por av = av = v ® Q.

Seja X uma variedade de dimensdo N. Parap € X, T,(X)® C ¢ chamado de
espaco tangente complexificado e 7 (X') ® C é chamado de espago cotangente complexificado.

O espago T(X) ® C pode ser visto como o espago dual complexo de 7,(X') ® C definindo

(¢®a, L& B),=(9¢, L),aB

parag € Ty(X), L€ T)(X)ea,3 € C.

Se F' : X < Y € uma aplicacdo suave entre variedades suaves, entdo os
operadores push forward e pull back sao extendidos a configuracdo complexificada. Definimos
F(loa)=F(l)®aeF (¢@a)=F'¢9®apara L € T)(X),¢ € Ty, (Y)ea e C.

O fibrado tangente complexificado 7T (X ) € definido analogamento ao fibrado
tangente real, definico por

T°X) = | T(X)&C.

peX
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Similarmente, o cotangente fibrado complexificado € definido por

(X) = X)eC.

peX

Um campo vetorial complexificado em X é uma secdo suave de T¢(X), ou

seja, L atribui cada ponto p € X a um vetor L, pertencente a 7),(X ) ® C. Em qualquer sistema

de coordenadas x = (x1,...,zy) : U C X — RY, podemos expressar L por
N
0
Ly = ]21 a; (p>8_xj’

onde cada a; € uma fungdo suave de valores complexos definidos em U. Um subfibrado L. de
T¢(X) de dimensdo complexa m atribui um subespago L, de T,(X) ® C de dimensdo com-
plexa m a cada ponto p € X. Sdo requisitados que esses subespagos se encaixem suavemente,
no sentido em que préximo a cada ponto py € X existam m campos vetoriais linearmente
independentes complexos suaves L', ..., L™ tais que L, é gerado por L;, cos Lyt

Se X é uma variedade complexa de dimensao n, entdo ¢ importante diferen-
ciar o fibrado tangente real e o fibrado tangente complexificado. Anteriormente, denotamos
T(X) , onde pensamos X como uma variedade suave real de dimensao 2n. Sua fibra, 7),(X),
tem dimensao real 2n. A fibra do fibrado tangente complexificado € 7),(X ) ® C e tem dimensao
complexa 2n.

A r-ésima exterior de T,,(X) ® C e T;(X) @ C sdo chamados de espago
dos r-vetores complexificados em p e r-formas complexificadas em p, respectivamente. Seja
p € X um ponto qualquer, temos o fibrado dos r-vetores A"T'*(X) e o fibrado das r-formas
ATT*(X). O espago das r-formas suaves de A"T* (X) é chamado de espaco das formas
diferenciais complexas de grau r (ou, simplesmente, o espaco das r-formas suaves) e € de-
notado por £7(X). Um elemente ¢ de £"(X) pode ser expressado em coordenadas locais

x=(z1,...,2x5) : U C X — R" por

¢ = Z ¢rda’

[I|=r

onde cada ¢; € uma func¢do suave de valores complexos em U.
A derivada exterior e a integral sdo facilmente generalizadas a configuragcdo

complexa. Em coordenadas locais, definimos

dp =Y dor Adx' € E(X)

[|=r
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onde

A prova que a derivada exterior independe da escolha da carta é anédloga a
prova do caso real, como provada anteriormente. A integral de uma forma diferencial complexa

sobre uma variedade € definida analogamente como o casol real.

3.2 ESTRUTURAS COMPLEXAS

Definicao 3.2. Seja V um espago vetorial real. Uma aplicagdo linear J : V — V' é chamada
aplicacdo de estrutura complexa se J o J = —I, onde [ : V — V é a aplicacdo identidade.
A saber, uma aplicacdo de estrutura complexa so pode ser definida em um espaco vetorial real
de dimensao par, pois (det J)? = (=1)~ onde N = dimgV'.

Exemplo 3.3. Seja V = T,(R?*") ~ T,(C"). Dada coordenadas (z1,y1,. .., Tn, y,) em R*". A

estrutura complexa usual para T,,(R*") é definida por

0 0
J(a—@)—a—y]«

0 0
J(a—%)——a—%,

1 < 7 < n. Essa aplicagdo de estrutura complexa é designada para simular a multiplicagdo por

i=+-1

Exemplo 3.4. J : R* — R*onde J(z,y, 2,w) = (—y, z, —w, ) € uma aplicacdo de estrutura
complexa.

De fato, seja (1, y1, 21, w1), (T2, Yo, 20, wo) € R, entdo

J(xlayhzlawl)(x%y%Z2>w2) B (—yhxl, —wal) : ($2ay2,Z2,w2)
= —1T2 + T1Y2 — W1Re + 21W2
= (—$1,—y1,—21,—w1) : (—y2,$2,—w2,?«’2)

= —(x1,y1, 21, w1)J (T2, Yo, 22, Wo).

A aplicacdo de estrutura complexa usual para R?" é uma isometria com res-

peito a métrica Euclidiana (-) em R?*", como mostra o lema seguinte.

Lema 3.5. Para v,w € T,(R*"), entdo Jv - w = —v - Jw. Em particular, Jv - Jw = v - w.
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Demonstragdo. Sejam v,w € T,(R*"), suponha que v e w sdo tais que

- o __ 0
0= (v, gy, )

J=1

Aplicando J em v e w, entdo

Assim,

Logo, Jv - w = —v - Jw.

Ainda mais,

= o 0 " o 0
wodw = 3 (w4 ) S (~wgy v )

J=1

0 0
= Z ijj%+vjwj8_;g-
J J

O que prova o lema. [

Exemplo 3.6. Voltando ao Exemplo 3.4. Seja (1,41, 21, w1), (T2, y2, 29, wo) € R* entdo,

J(@1,y1, 21, w1) - (22,42, 22,w2) = (w1, @1, —wi, 21) - (X2, Y2, 22, W2)
= —U1T2 + T1Y2 — WiR2 + 21 We
= (—1151,—91,—21,—1111) : (—y2,$27—w2,752)
= —(@1, 51, 21,w1) - (—y2, T2, —w2, 22)

= _(xlvyla Zl7wl> : J($2792, 227w2)-
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Ainda mais,

J(ﬂé’byl, 21,101) : ‘](37273/2722711}2) = (—y1>$1, —wq, 21) : (—92,332, —Wa, 22)
= Y1Y2 T T1X2 + W1Wo + 2129

= (131,3/1,21,11)1) : ($2,y2,z2,w2)-

A aplicagdo de estrutura complexa padrdao J* para o espaco cotangente

T (IR*") ¢ definido como o dual de .J. Para p € R*", temos que

(J*¢, L), = (¢, JL), para ¢ € T,(R*™) e L € T,(R*).

9, 9,
Colocando ¢ = dx; ou dy; e L = — ou ——, obtemos que
833'j 8y]

J*dl'j = —dyj
J'dy = dr; 1<j<n.

Uma estrutura complexa pode ser definida em um fibrado tangente real de
uma variedade complexa pelo push forward de C" para X por uma carta. Para p € X e uma
carta holomorfa Z : U C X — C", definimos a aplicagdo de estrutura complexa
Jp : T,(X) — T,(X) por

Jo(L) = 2.1 (Z(p) {J Z.(p)(L)} -

Onde J é uma aplicagio de estrutura complexa em C"* ~ R?". Segue da definicdo que se

J 7 i i

J, independe da escolha da carta.

De fato, tomando uma carta holomorfa W : U’ — C", entdo Z o W1
¢ uma aplicacdo holomorfa de C" a C" e, logo, o push forward comuta com .J. Portanto,
Jp + T,(X) — T,(X) estd bem definido para cada p € X. Analogamente, uma estrutura
complexa J; estd definida em T (.X).

Se J : V. — V € uma estrutura complexa para o espago vetorial real V,

entdo J pode ser extendido como uma aplicagdo linear complexa na complexificagdo de V' por
J(aw) = aJ(v) para veV e ae€C.

Note que
Jo=Jv para veV®C
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assim, parav; € V e a € C, entdo

J@m) = J@w

Como JoJ =—ITemV, omesmo valeem V ® C. Portanto,
J:V®C— V ®C tem autovalores +i e —i com autoespacgos correspondentes denotados

por V19 e V01 Temos, da dlgebra linear elementar, que
VeC=v"e Vol
Como Jv = Jv parav € V ® C, temos que
VL0 = oL,

Uma base para V¥ e para V%! pode ser facilmente construida. Primeiro note
que para v € V, os vetores v e Jv s@o linearmente independentes sobre R pois J ndo tem

autovalores reais. Intuitivamente, construimos uma base para 1 (sobre R) da forma
v1, JU1, ., U, JU,
onde 2n = dimgV . Afirmamos que o conjunto
{'Ul - iJl, ey Up — ’lJUn}

é uma base para o espago vetorial complexo n-dimensional VY. De fato, para cada vetor

. N 170 .
v; — 1.J; pertence a V" pois

J(Uj—iJUj> = —iJ2vj+ij

= i(v; — iJvj).
Ainda mais, esse conjunto de vetores sdo linearmente independentes em C. O conjunto
{vy +idy, ... 0, +iJv,}
é uma base para V%!, De fato, para cada vetor v; + i.J; pertence a V%! pois

J(v; +iJvy) = iJ%v; + Ju;
= i(v; +iJv;).
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Ainda mais, esse conjunto de vetores sdo linearmente independentes em C.
Retornando para 7,(X) onde X ¢ uma variedade complexa n-dimensional.
Seja (z1,...,2,) com z; = x; + iy; um conjunto de coordenadas holomorfas locais para

X. Como mencionado anteriormente, a aplica¢do de estrutura complexa para 7},(X) satisfaz

0 0 0 0
Jo( ) =n—ed (5] =) Definind (oriai
p (835]) ayj € Jp (ay]) (8I’J) ennindo OS campos vetoriais

o _1fo oN 9 1[0 O\ i,
82572 8SL’J' 8yj 8272 8SL’J' 8y] ’ =J =0

0 0
Assim, uma base para Tpl’O(X ) € dada por {— —} e uma base para

0z 0z,

. 0 0

T)'(X) ¢é dada por {8_21’ = &
Analogamente, definindo as formas

de = dl’j +Zdy] € dZ] = d(lﬁ']’ - idyj, 1 S] <n.
Uma base para T;l’o (X) é dada por {dz1,...,dz,} e uma base para T;O'l (X)
¢ dada por {dzy,...,dz,}.

Assim, temos as seguintes combinacgdes

1, se 7=k

<dz i> _
M 0z » 0, se j#k.

<d_ 9, > 1, se 7=k
Zky A= =
M oz » 0, se j#k.

Além disso,

Em particular, ( ¢, L ), = 0 para ¢ € T;l,O(X) .
LET(X)e (¥, M), = 0paray € T (X) e M € T0(X).

O produto interno Hermitiano (-) em 7,,(C") ® C é definido tomando que

B
0z 0z, 07 0%,
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¢ uma base ortonormal. Pela defini¢do do produto interno Hermitiano, temos que

(@U) - V=aU-V)

U-(aV)=a(U-V)

paraa € Ce U,V € T,(C") ® C. Note que 7,;°(C") e T,)'(C") sdo ortogonais sob essa
métrica. Podemos identificar C" com Tpl’o((C”) pela aplicacao

- 0
(ul,...,un) H]Zluja—zj

n
para U = (ug,...,u,) € C". Com essa identificacdo, temos que U - V = Zuﬂj para
j=1

U= (u1,...,up),V="(v1,...,0,) € C".
Denotaremos o produto interno Hermitiano de U e V' € C" por H(U,V) e o
produto interno Euclidiano de U e V por S(U, V).

Lema 3.7. Para U,V € C", H(U,V) = S(U,V) +iS(U, JV).

Demonstracdo. Sejam U,V € C", entdo, pela definicdo do produto Hermitiano, temos que

HUYV) = Y um;
j=1
= ulﬁl—l_""'_un@n
= (ay +iby)(z1 —iy1) + -+ + (an + ibp) (T — iYn)
= (a1 —iayy; +ix1by — inlyl) + -+ (apxy, — iy, + ixpb, — izbnyn)
= (mz1+ -+ ap@n +biyr + -+ bpyn) +i(—aryr — - — apYn + bz + -+ byxy)
= SWU,V)+iS(U,JV).

O

Analogamente, o produto interno Hermitiano em 7;(C") ® C € definido to-
mando
{le, ceay dZn, dEl, NP ,dzn}

€ uma base ortonormal.

Lema 3.8. Seja que V' é um espaco vetorial real de dimensdo par. Suponha que 1. é um subes-

paco complexo de V@ C com as seguintes propriedades:

i) LNL = {0},
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i) LeL=V&®C.

Entdo, existe uma tinica aplicacdo de estrutura complexa J em 'V tal que L e L sdo os +i e —i

autoespagos da extensdo de J em'V @ C, respectivamente.

Demonstracdo. Primeiro, definimos J©:V ® C — V ® C por

JS(L) = iL para L€L,
JY(L) = —iL para L¢€L.

Da propriedade i) JC estd bem definida. Da propriedade ii) J¢ pode ser extendida a uma
aplicacdo de estrutura complexa definida em todo V' ® C. Claramente, L. e L sdo os +i e —i
autoespagos para .JC, respectivamente. Resta provar que J© é uma aplicacdo que leva V a V,

para entdo definirmos .J como desejada sendo a restricio de J© em V. Note que os vetores

X = L+L para Lel; (3.1)
Y = i(L—L) para LcL (3.2)

sdo reais, isto é, X = X eY =Y. Entio, X e Y pertencem a V ® 1. Como L & L=V®C,
V é gerado pelos vetores das formas X e Y, dados acima. Como J*X =Y e J°Y = — X, os

quais pertencem a V/, claramente J© é uma aplicacdo que leva V em V, como desejado. [

3.3 FORMAS COMPLEXIFICADAS DE GRAU ELEVADO

Seja X uma variedade complexa de dimensao n. Para 0 < r < 2n, definimos
A"T**(X) como o fibrado das r-formas complexas e £”(X) o espago das r-formas em X cujos
coeficientes sao funcdes suaves de valores complexos.

Para 0 < p,q < neum ponto z € X, definimos o espaco
Ayway;M{@“xm}®M{ffwx§.

Aqui, ® denota o produto tensorial antisimétrico. De melhor maneira, se
(z1,...,2,) é um conjunto de coordenadas holomorfas locais para X, entdo AP4T*(X) [e o

espaco vetorial gerado sobre C pelo conjunto
{dz" Ndz" =dziy N Ndzy Nz AL NdE )

onde I = {iy,...,i,} e J = {j1,..., j,} percorre um conjunto de multi-indices

Analogamente, definimos o espaco

APAT(X) = APTH(X)@ATH (X)
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que é gerado sobre C por

0 0
{@Aﬁ,lﬂﬂo,lﬂ:q}-

Variando z € X, obtemos os fibrados AP?(T*(X)) e APT(X) na forma
usual. O espago das se¢des suaves € denotado por £79(X) e é chamado de espacgo das for-
mas diferenciais em ) de bigrau (¢, ¢). Um elemento ¢ de £79(X) pode ser expressado em

coordenadas locais como

¢= ¢rdz’ Ndz’
[]=p
[J1=¢q
onde cada ¢;; € uma func¢do suave de valores complexos.
1
Em coordenadas locais z; = x; + iy;, escrevemos dz; = (5) (dz; +dz;) e

dy; = — (%) (dz; — dz;) para 1 < j < n. Dessa forma, qualquer elemento de A”(T* (X))

pode ser escrito de forma tinica como a soma de formas bigraus, ou seja,
AT (X)) = A(T(X)) @ - & A (T"(X)).
Portanto

E(X)=E(X) @ @ E9(X).

Para 0 < 0, ¢ < ncom p+ g = r, definimos a projecao natural

™9 AT(T (X)) — APY(T*(X)).

Definiciio 3.9. O operador de Cauchy-Riemann 0 : EP9(X) — EPIYY(X) e o operador
0 : EPI(X) — EPITY(X) sdo definidos por

0 = mPthioqd.

Para uma funcio suave f : X — C, temos

que pode ser reescrito como

O primeiro termo a direita é um elemento de £°(X) e o segundo termo é um



elemento de £%!'(X). Portanto,

Note que df = 0f + 0f.

of
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(3.3)

(3.4)

Teorema 3.10. Seja X um conjunto aberto e f : X — C uma fungdo C*, entdo f é holomorfa

se, e somente se, Of = 0.

Demonstragcdo. A prova segue em [8] e [2].

Para formas de grau maior, temos que

o{fd=" ndz’"}
O {fd" ndz"}

entao,

Of Ndz' Ndz? para f e E(X)
Of Ndz" A dz’

df =0f +0f.

(3.5)

Observacio 3.11. Outra importante observagio € que 9%*¢ = 0, 52¢ = 0e ddp = —00¢ para
¢ € EP(X). Isso segue do fato que 0 = d?¢ = 0%¢ + (00 + 90)¢ + 52¢ e notando que 9?9,
(00 +00)p e 52¢ tem diferentes bigraus (p+2,¢q), (p+1,¢+ 1) e (p, ¢ + 2), respectivamente.

Lema3.12. i) d=0+0;
i) 2 =0,00=—-00ed =0,

Demonstragdo.

i1) Segue direto da Observacdo 3.11.

1) Segue direto da Equacao 3.5.

Lema 3.13. Se f € EP9(X) e g € £™¢(X), entdo

o(fNg)
(fAg)

Q

Demonstragdo. A demonstracdo segue da regra do produto para derivada exterior.

Af Ng+ (=1)P*f Adg

Of Ng+ (=1)PT9f A Dg.

(3.6)
(3.7)

]

O pull back de uma aplicacdo suave entre duas variedades suaves X e Y

preserva o bigrau. Se X e Y sdo variedades complexas e a aplicagdo € holomorfa, entdo o pull

back também preserva o bigrau.
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Lema 3.14. Sejam X e Y variedades complexas e F' : X — Y uma aplicag¢do holomorfa. Se
¢ & um elemento de A ' T*(Y') entdo, F* ¢ é um elemento de AL1T*(X).

Demonstracdo. Se w, . ..,w, é um conjunto de coordenadas locais para Y e se
Fi=wjoF : X ¢+— C,1<j<n,entdo

F*dwj = dﬂ € F*dwj = dF]

Como F' é holomorfa entao, 5Fj = 0. Conjugando obtemos que JF; = 0. Como d = 0 + 0,
obtemos
F*dw; = 0F; € AY'T*(X)

F*d@j = 8_Fj c Ao’lT*(X).

Se |I| = p, |J| = ¢, entdo F*(dw’ Adw’) € AP4T*(X). Como {dw’ A dw’;|I| = p,|J| = ¢}
¢ uma base local para A”7T™*(Y"), o que prova o resultado. O

Sabemos que o operador pull back comuta com a derivada exterior. Se a
aplicagdo € uma aplicagdo holomorfa entre duas variedades complexas, entdo o operador pull

back também comuta com 0 e 0, como o mostra o lema a seguir.

Lema 3.15. Sejam X e Y variedades complexas e F' : X — Y uma aplicagdo holomorfa.
Entdo, F*od=00F e F*0od =000 F*

Demonstragdo. Como [* comuta com a derivada exterior € também preserva bigrau, a prova

do lema segue facilmente. [

Lema 3.16. Se [ é uma funcdo suave de valores complexos definida em uma variedade com-

plexa X, entdo

W:Z%W—uw)

5::;#+Mw)

1 1
O operador J* o d é comumente denotado por d° na literatura. Logo, (§> dt = (5) J*od

€ a parte imagindria do operador O.

Demonstra¢do. Dada uma funcio f, a 1-forma 0f pertence a2 7% °(X), a qual é o +i auto-
espaco de J*. Da mesma forma, 0f pertence 2 T*O’l(X ), a qual é o —i autoespago de J*.
Aplicando J* na equacdo df = 0f + df, obtemos

Jdf =i0f —i0f. (3.8)
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_ 1
Somando idf = i0f + 0f e dividindo por 2i na equagdo 3.8, obtemos Jf = §(df — i J*df).

= 1
Similarmente, obtemos 0 f = §(df + i J*df). N

Para terminar este capitulo, faremos a computacio de £2-adjunta de 0 em
C". O produto interno hermitiano para T*C((C”) pode ser extendido a um produto interno em

AP4T*(C") declarando que o conjunto
{d=! ndz; 1] = p; | J| = p}

¢ uma base ortonormal para AP?7*(C"). Seja D4(C") o espaco dos elementos de E74(C")

com suporte compacto. Dotamos DP4(C") com o seguinte produto £2-interno
@v)er = [ (@) veNdv 6.0 € DE)
zeCn

onde dv = dxy Adyy A ... A dx, A dy, é aforma do volume usual para C". O adjunto de 0
com respeito ao produto interno é denotado por & : DP(C") —s DP<~1(C"). E definido por
(@ f,9)c> = (f,0g) > para f € DPI(C") e g € DP9~ (C").

Note que para || = p, |J| = g,

a%- J(df NdET) =

0, se j&J
(1Pt AdzT | se je T

3.4 TEOREMA DE FROBENIUS

Nesta sec¢do, discutiremos o Teorema de Frobenius. Também discutiremos
a versdo complexa desse teorema, que serd de fundamental importancia quando discutirmos
variedades CR.

Seja L um subfibrado m-dimensional do fibrado tangente real para RY. O
Teorema de Frobenius nos dd condi¢cdes em que um subfibrado I em uma vizinhanca U de um
ponto py dado que garante a existéncia de fungdes suaves localmente definidas
P1y-- s PN—m U —> Rcomp;(py) =0,1<j < N—-—medps A...Ndpn_m, # 0em U tais

que
L{p;} =0 em U para 1 <j< N-—-m,LelL (3.9)
Assumindo que p1, ..., py_n, €xistam e satisfacam 3.9.
Para cada ¢ = (cy,...,cn_m) € RY™™ préximo a origem, o conjunto

M, = {x cUCRY pi(z)=ci,...,pnem(z) = CN_m}

¢ uma subvariedade m-dimensional de U pelo Lema 2.15. Ja pelo Lema 2.24, o fibrado tangente
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de cada M., é gerado por esses campos vetoriais em R™ que satisfazem a condi¢do 3.9 em M.

Definicao 3.17. Dados L, M € T(X) dois campos vetoriais e f € £(X) definimos a fungdo

] T(X) x T(X) — T(X)
(L, M) — LM(f)) = M(L(f))

como colchete de Lie (ou comutador) entre dois campos vetorias.

Se L; e Lo pertencem a IL, entdo Ly {p;} = Lo {p2} = 0em U para
1 <5 < N — m. Portanto,

(L1, Lo]{pj} = L1 {L2p;} — L2 {L1p;} =0 em U.

O campo vetorial [L, Lo| satisfaz a condi¢do 3.9 e entdo, [L, Lo] também
pertence a L. Um subfibrado LL € dito ser involutivo se [ Ly, Lo] pertence a I sempre que L; e Lo

pertencem a IL. Entdo, a existénciade py, . . ., py_, satisfazendo 3.9 implica que LL € involutivo.

Teorema 3.18 (Teorema de Frobenius). Seja I um subfibrado m-dimensional do fibrado tan-
gente real de RY. Suponha que 1L é involutivo, isto é, [Ly, Ls] pertence a L sempre que que
Ly e Ly pertencem a L. Entdo, dado um ponto p, € RN existe uma vizinhanca U de py e um
difeomorfismo x = (x*, ..., x") : U — x{U} C R" tais que

L{Xj}:() em U para m+1<j< N e Lel.

Demonstragdo. Assumiremos que o ponto py dado € a origem. Préximo a origem, existe um
conjunto de campos vetoriais linearmente independentes El, ey Lo, que geram o subfibrado IL
sobre £(RY). Dada as coordenadas (y, z) em RY comy € R™ ez € RN ™,

Escrevemos

L;= i 9 4 Nim 9 1<i<m
J lqu atk PYJk al’k 7>
k=1 k=1
onde /5, € Vi sdo fungdes suaves definidas proxima a origem. Como Zl, e ,Em sdo linear-

mente independentes préxima a origem, reordenemos as coordenadas se necessdrio para que a

matriz m x m p = (p i), é ndo singular préxima a origem. Multiplicando por ! temos

outra base localmente definida para L da forma L4, ..., L,, onde
o .0
Li=—+ Aig=— 1 <7< m.
! 8y]~ ; i 8xk J

Cada \j; ¢ uma funcdo suave de (y,x) e igual a (j, k)-ésima entrada do produto da matriz

pw~t - ~, onde v é a matriz m X (N — m) com entradas ;.
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0
Computando explicitamente [L,, L] € claro que o (6_) -coeficiente de
Yi
[L;, L] se anula. Por outro lado, por hipétese, [L;, Li] ¢ uma combinagdo linear de

{L1,..., Ly}. Qualquer combinacdo linear ndo trivial de {Lq, ..., L,,} deve envolver uma
L o 0 0
combinacao linear ndo trivial de < —, ..., — ;.
ayl 8ym

Portanto, concluimos que
[Lj, Ly] =0 préximoa 0, 1 <j k<m.

A prova do Teorema de Frobenius serd completada apds a prova do seguinte lema.

Lema 3.19. Seja 1 < m < N e dado as coordenadas (y, x) em RY comy € R e x € RN—™,
Suponha que

0 = 0
Li=—+ Ny, z)=— 1 <j5<m

onde cada \j;, é uma fungdo suave definida proxima a origem. Em adi¢do, suponha que
[Lj, L] = 0paral < j k < m. Entdo, existe uma vizinhangca U da origem e um difeo-

morfismo suave X = (x1,...,xn) : U — x{U} C RY tais que

Li{x)}=0em U, 1<j<m, m+1<k<N

x(0,2) = (0,2) para € RY"" com (0,7) € U.

Demonstracdo. A prova serd feita por inducdo sobre m, com 1 < m < N. Primeiro considere-
mos o caso em que m = 1. Com certeza, qual campo vetorial L, a condi¢do [L, L] = 0 sempre

vale e também provém uma nova informacao.

0
Construindo uma aplicagdo suave x = (x1,...,xn) tal que L = v onde
X1
.0 . . : :
o campo vetorial — foi definido anteriormente como o push forward de it sob a aplicacao
X1 1
0
x~ 1. Como (a—) {x;} = 0para2 < j < N, o que completa a prova do lema para o caso
X1
m=1
Seja (¢, x) coordenadas para RY com ¢ € R e z € RV~!. Encontraremos um
difeomorfismo local F' = (Fy,..., Fy): R x R¥"! — RY com
[F ( 0 )] L (3.10)
=\ &, = LF(tx) .
ot F(t,x)
para (¢, x) proximo a origem e
F(0,2) = (0,z).

Entdo, a aplicagdo y = F'~! satisfaz a condigdo inicial x(0, z) = (0, z).
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Ainda mais,
0 e, 0
— =X, |=|=F|=)=1L,
dx1 X (825) (0t)

Nas coordenadas (y, ) = F(t,x), temos que

como desejado.

0 OF, 0 X OF, 0
F. | = = —(t,x)— t, .
{ (6%)] U 2 "o ) e
Comparando essa expressao com
0 )
L=_— E A —
8y + k:1 lk(ya (L’) axka

vemos que 3.10 € equivalente ao problema de valor inicial

0F1 (t, .CE)
ot
OFy(t, )

= AalF(ta) 3.11)

aFNa—(tt’aj) = M- (F(t,2))

F(0,z) = (0,z) para » € RV7%.

O Teorema da Existéncia e Unicidade das Equac¢des Diferenciais Ordindrias garante uma solu-
¢io suave I : R x RY~! — RY que € definida em {[t| < ¢, |z| < £} para algum € > 0. Note
que a condi¢do inicial F'(0,z) = (o, x) implica que F'(0,0) =0e

F; 1 =k
0 5(0,0) = , se j
Oxy, 0, se J#k

Junto com as equagdes diferenciais acimaem ¢ = 0 e x = (, obtemos

1

A11(0) 1 O
DF(0,0) = :
O

Av-1)(0) 1

Em particular, DF'(0,0) é ndo singular. Pelo Teorema da Fungéo Inversa, F' tem uma inversa
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localmente suave definida y : RY — RY com x(0) = 0. Logo, x € a aplicacdo desejada para
o lema para o caso m = 1.

Para x fixado, a curva {F'(¢,x); |t| < ¢} é chamada uma curva integral para

L. O campo vetorial L = F, ¢ tangente a essa curva. A solucdo para 3.10 determina

0
ot
uma unica familia de curvas integrais para L as quais satisfazem a condicao inicial dada.

Agora assumindo que esse lema é vélido param—1 (2 < m < N) e provemos

o lema para m. Por suposi¢do, existe um difeomorfismo local ¥ = (X1,...,Xy) : RY — RV
tal que

Li{x¢}=0em U, 1<j<m, m+1<k<N (3.12)
e

X(Ow"707ym7x1a"~7xN—m) = (07"'707ym7x1a"~7xN—m)-

Em particular, x(0,z) = (0,), para z € RY~™ préximo a origem. Seja F a inversa de Y.
Como x(0) = 0, temos que F (0) = 0. De 3.12, vemos que L; ¢ tangente a qualquer conjunto
de nivel de x; para m < k < N. Em particular, para 1 < 7 < m — 1, L; é tangente a
hipersuperficie

M, = {ﬁ(t’,o.x);t’ eR™ 1€ ]RN—m}

cujo € o conjunto de nivel {,, = 0}.
Seja (t',t,,,x) as coordenadas para RY onde t' = (t1,...,t,_ 1) € R™L,

tm €ER, = (21,...,25_m) € RY"™. Encontramos um difeomorfismo local F' : R™™! x R x

RN-m 5 RN com 5
G| I o
m F(t,x

F(t',0,z) = F(t',0,2) ' € R™ ' z e RN"™.

Isso € realizado resolvendo um sistema de equacdes diferenciais ordindrias
que sdo andlogas a 3.11. A solugdo de 3.13 determina uma familia de curvas integrais para L,
que satisfazem a condig¢do inicial dada.

Afirmamos que F' é um difeomorfismo em uma vizinhanga da origem em R” .
Isso segue de duas observagdes. A primeira, a aplicagdo (¢',0,z) — F(t',0,x) parametriza
M. E a segunda, a aplicagdo t,, — F'(t',t,,, x) parametriza uma curva integral para L, que é
transversal a M, pois L,, € transversal a L1, ..., L,, 1 € ao conjunto {(O, x);x € ]RN"”}.

Seja x a inversa local de /. Afirmamos que x € a aplicacdo desejada para o
lema. Devemos mostrar que x(0,z) = (0,z) e que L;(xx) =0paral < j <me
m + 1 < k < N. Claramente, x(0,2) = (0, z) pois x é a inversa de F e F(0,z) = F(0,z) =
(0, ).

Agora, mostramos que L,,(y;) = 0 param + 1 < k < N. De 3.13, temos
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0 0
que L,, = F, (—) =" <—> Portanto,

Lo(xs) = xi° (%) {xe}

0 _
= W{xkox 1}
= 0sem+1<k<N.

A tltima equagdo segue de que x; o X (', tm, ) = Tp_mparam +1 < k < N equet, e
Tk—m SA0 varidveis independentes.

Resta mostrar que L; {x;} =0paral <j<m-—1lem+1<k<N.Da
condicdo inicial em 3.13, temos que y = Y na hipersuperficie M. Como ja mencionado, cada
campo vetorial L;, para 1l < 5 < m — 1, é tangente a M.

Portanto, 3.12 implica
Lij:O em Mo, m+1§k‘§N
Como [L;, L,,] = e L, xx = 0, obtemos

Lin(Ljxx) = Lj(LmXk)
= 0 para m+1<k<N.

Como L,, é transversal a hipersuperficie M, vemos que L;x; = 0 para m+1 < k < N,

como desejado. O que prova o resultado. [
A prova do lema completa a prova do Teorema de Frobenius. [
A versdo complexa do Teorema de Frobenius requer o seguinte lema.

Lema 3.20. Seja 1 < m < n e que C" tem coordenadas ((,z) com ( € C", z € C" ™. Se

n—m a
+ Njk(C,2)=— para 1 < j <m,
—1 8zk

0
Lj_a—gj

onde cada \jj, é uma fungdo holomorfa definida em uma vizinhanga da origem em C". Entdo,

existe uma vizinhanga U da origem em C" e uma aplicagcdo biholomorfa
Z=(Z1,...,%,):U— Z{U} C C",

com
Li{Zy}=0em U com 1<j<m, m+1<k<n
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Z(0,z) = (0,2) para z € C"™™ com (0,2) € U.

Demonstracdo. A prova desse lema € similar com a prova do Lema 3.19. [

- 0
Definicao 3.21. Um campo vetorial E ay (8_) em TYO(C") é chamado de campo vetorial
Zk
k=1

holomorfo se cada a; : C* — C é holomorfo. Um subfibrado holomorfo ou analitico de
dimensdo m é um subfibrado de TY°(C") que é localmente gerado sobre O(C™) pelos campos

vetoriais m-holomorfos que sdo linearmente independentes.

Teorema 3.22 (Teorema Analitico de Frobenius). Se IL é um subfibrado m-dimensional holo-
morfo e involutivo de T'°(C"). Entdo, dado um ponto py € C" existe uma vizinhanga U de C"
e uma aplicagdo biholomorfa 7 = (Zy,...,Z,) : U — Z (U) C C" tais que

L{Z;} =0 em U para m+1<j<ne Lel.

Note que para p € U, cada L;|, € tangente a variedade m-dimensional com-
plexa
X, ={2€UcCC"Zjp), m+1<j<n}.

3.5 ESTRUTURAS QUASE COMPLEXAS

Defini¢ao 3.23. Sejam X uma variedade suave e . um subfibrado suave de T®(X). Dizemos

que o par (X,1L) é uma estrutura quase complexa se
i) LNL = {0},
i) Lo L =T%X).

Uma estrutura quase complexa pode existir somense se a dimensao real de
X é par. Note que uma variedade complexa X junto de . = T"%(X) é um exemplo de uma

estrutura quase complexa.

Teorema 3.24 (Newlander-Nirenberg). Se (X, L) é uma estrutura quase complexa e que 1L é
involutivo. Entdo, proximo a qualquer ponto py € X, existe uma estrutura complexa para X

que faz X uma variedade complexa tal que L = T (X).

Teorema 3.25. Seja J a aplicacdo de estrutura complexa usual em C". Se M ¢ uma sub-
variedade suave de C" tal que J {T,(M)} = T,(M) para cada p € M. Entdo, M é uma

subvariedade complexa de C".

Demonstragdo. Provaremos que préoximo de qualquer ponto fixado pg € M, podemos exibir

M como o gréfico sobre o espacgo seu espaco tangente em p, de uma aplicacao holomorfa. Por



52

translagdo, tomamos que o ponto py € a origem. Entdo, usando uma aplicacdo linar complexa
tal que o espaco tangente de M em 0 é uma cépia de C* dado por {(O, w) € C*w € C* } onde
2k = dimg M. Como Ty(M) é J-invariante por hipdtese, a complemento ortogonal de Ty ( M),
To(M )L também € J-invariante. Ainda mais, J ndo possui autovalores reais. Portanto, existe

uma base real para Ty(M)* da forma
v1, JU1, ., Up—k, JUn—k,
e uma base real para 7y(M ) da forma
Un—kt1s JVn—ktly -« Uny J Up.

Dado as coordenadas (1, Y1, - ., Tn, Y ) em R?". Assim.

0 0
IV 9 1<i<n
J(axj) dy; ==

Definindo a aplicacdo linear A : R?*" — R?" por

0
Alvy) = 35—
j

0
A(J’Uj) == @
j

Entdo, extendendo A a todos de Ty(R*") pela linearidade. Note que A(Jv;) = JA(v;),
1 <j < n.Portanto Ao J = J o Aem Ty(R?*"). Visto como uma aplica¢io de C" em C", A é
linear complexa. Em particular, A é holomorfa e entéo, A { M} também satisfaz a hipétese do
teorema.

Sejaw; = Tp_gr1 + Wn—kt1, - - -, Wp = T+ n +1y,. O espaco tangente real

de A{M} na origem pode ser identificada com
{(0,w) e C"* x C*we C}.

Portanto, préximo a origem, A { M} é o gréfico de uma aplicagéo suave
h:CF — CF, isto é,
A{M} = {(h(w),w);w € C¥}.

Para mostrar que A { M} é uma subvariedade complexa de C", devemos mostrar que h é holo-

morfa. O que é equivalente a mostrar
h.(p) o J = J o h.(p)

para cada p € R?* ~ C*. Aqui, h.(p) é a aplicagio push forward de h em p onde h é visto
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como uma aplicacdo de R?* s R?"~2*_Entdo, .J na esquacio acima é a aplicacdo de estrutura

complexa para R?*, assim como .J na direita é a aplicagdio de estrutura complexa para R*("—%),

Definindo H : C* — C"* x C* por
H(w) = (h(w),w) para w € C*.
Seja L um vetor em Ty(R?*). Para p € R?* ~ C* préximo de 0, temos

J{H.(p)(L)} = J{(h.(p)(L),L)} € R*"™M x R*
= (J{h.(p)(L)},JL).
Como H ¢ a aplicago gréifico para A {M} sobre R?*, H,(p)(L) pertence a T, (A{(M)}).

Como Ty (A{(M)}) é J-invariante, J { H,(p)(L)} também pertence a Ty (A{(M)}).
Agora para qualquer vetor em T,y (A {(M)}) é da forma

(h.(p)(W), W)

para algum veetor W € Ty(IR?*). Tgualando essas duas expressdes para J { H.(p)(L)}, vemos
que W = J(L) e portanto h.(p)(JL) = Jh.(p)(L). Isso estabelece que h.(p) o J = J o h.(p)
e entdo, h € holomorfa, como desejado. O
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4 TEORIA DAS DISTRIBUICOES

A discussao de solucdes para equacdes diferenciais parciais € facilidada pela
Teoria das Distribuicdes. Nesse capitulo, definiremos e discutiremos distribui¢des bem como
as operagdes bésicas com distribuicdes. Também discutiremos uma versdao do Teorema de Ex-
tensdo de Whitney e, por fim, as computacdes de uma solu¢do fundamental para o Operador

Cauchy-Riemann em C e uma solucdo fundamental para o Laplaciano em R” .

4.1 OSESPACOSD' E¢&’

Seja © um conjunto aberto em RY. Definimos £(£2) como o espago das fun-
coes suaves de valores complexos em ). A topologia desse espago é descrita pelas seminormas
a seguir. Seja { K} uma sequéncia de subconjuntos compactos de (2 tais que cubram (2, ou

seja, U K, = . Asnormas p, : £(2) — R sdo definidas por

n=1

pu(f) = sup |Df(z)| para f € E(Q).

Essas seminormas satisfazem as seguintes propriedades

) pu(cf) = |e|lpn(f) parac € C, f € £(Q);
i) pu(f +9) < pu(f) + pulg) para f, g € E();

iii) f = 0 se, e somente se, p,,(f) = 0 paratodon =1,2,.. ..

Temos que f,, — f em £(Q) se, e somente se, p,(fm) — pu(f) — 0
quando m — oo para cadan = 1,2,.... Munido dessa topologia, £(2) é completo e tem
por propriedade: uma sequéncia ( f,,) converge para f em £({2) quando D f,, conver uniforme-
mente para D® f em cada subconjunto compacto de €2, para cada multiindice o« = (. ..., ay),

onde
glal

DY—__ =
a1 an
Ox™* ... 0x}y

e la|=a; 4+ +ay.

Ainda, um espaco vetorial topolégico completo com a topologia definida por uma colecdo de
seminormas enumeravel é chamado de Espaco de Fréchet.
Definimos D(£2) como o espago dos elementos em £(£2) com suporte com-

pacto.

Definicdo 4.1. Uma sequéncia (¢,,) € dita convergir a ¢ em D(S2) se existe um conjunto com-
pacto fixado K que contém o suporte de cada ¢, e tal que D¢, converge uniformemente a

D*¢ em K para cada multiindice o. Onde D(2) C E(XY) é munido da topologia do subespago.
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2z

Defini¢do 4.2. Dado um subconjunto aberto Q) de RY, o espaco das dstribuicoes D'(§)) é
definido como o espago dual de D(R2). Isto é, D'(Q2) é o espago de todos os funcionais lineares
continuos T de D() a C. Analogamente, £'()) é definido como o espaco dual de E(X).
O pareamento entre um elemento T de D'(Q2) e um elemento ¢ de D(S2) serd denotddo por

(T, ¢)Q c C.

Observacio 4.3. Note que £'(Q2) € subespago de D’ (Q2) pois D(2) C £(£2) e como uma sequén-
cia em D({2) converge, entdo também convergird em £(2).

Exemplo 4.4. Seja 7" uma funcgio localmente integravel em €. Entdo, T pode ser visto como

um elemento de D’(£2) definido por

(T, 6)q = / _ T@)ole)ds para 6 € DL

Com efeito, sejam ¢, ¢ € D(2) e o € C. Entdo,

(T, 6 + at)o =Q/mT@x¢+meMx
- / _ T@)0(e) + 0T (@)(a)ds

- /GQ T(x)p(x)dx + Oé/EQ T'(x)(z)dz
= (T,0)q + (T, ¢)q.

A continuidade decorre da estimativa que

(T, 8)al < sup |a(t \/ 2)\dz,

uma vez que

|<T7 ¢n)0mega - (T, ¢)Q| —

x)dr — /EQ f(z)p(x)dx

) (¢n(x) — ¢(x))

dx

< sup|¢n (0) / Dl . (6,).6 € D(Q).

Se ¢, — ¢ em D(Q2) entdo, (T, ¢,)o —> (T, $)q. Portanto, T' = (T, -)q, define um elemento
de D'(2). Se supp T' é um conjunto compacto de €2, entdo T" = (7, - ) € um elemento de £'(£2).

Exemplo 4.5. Para um ponto p € R”, a fungdo delta em p, &, define uma &'(R")-distribui¢ao
definida por

(50 Paw = [(p) . [ € ERY).
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De fato, dados f, g € £(RY) e a € R, entdo

(6p, [+ ag)rny = (f +ag)(p) = f(p) + ag(p) = (0p, flrr + a(dp, g)r¥

0 que prova a linearidade. Quanto a continuidade, sejam (f,,), f € £(RY), entdo

|Op, fr)rr = (0p, [lrn| = | fulp) — f(P)],

ou seja, se f, — f em E(RY) entdo, (8, f1)gy — (6, f)ry em C.

Algumas vezes, enfatizaremos a "varidvel de integracdo"em (2 escrevendo

(T(x), $(2))sca = (T, d)q para T € D'(Q), ¢ € D(Q).

Uma distribuicdo em D’(€2) ou &’'(2) ¢ dita se anular em um subconjunto aberto U de €2 se
(T, ¢)q = 0 para todo ¢ € D(U). O suporte de uma distribui¢do 7", denotado como supp T,
¢ definido como o menor conjunto fechado em €2 em que 7" ndo se anula. No Exemplo 4.4, o
suporte de 7' como uma distribuicdo € o suporte usual de 7' como uma fungdo definida em ().

No exemplo 4.5, supp {d,} é o conjunto unitdrio {p}.

Lema 4.6. Se T' é um elemento de £'(XY), entdo, existe um conjunto compacto K C ), um

inteiro M > 0 e uma constante C' > () tais que

(T, f)a| < C sup |D*f(z)| para todo f € E(Q). (4.1)
al<M
Em particular, supp T C K. Reciprocamente, se T é um elemento de D'({2) e supp T é

compacto em Q, entdo T define um elemento de E'(S2).

Demonstracdo. E um fato padrio da toplogia que uma aplicagdo linear continua de valores
complexos definidas em um espaco de Fréchet deve ser limitada. Assim, a Desigualdade 4.1
segue para algum inteiro M, uma constante C' e um conjunto compacto K. Em particular,
supp T deve estar contido em K, caso contrério, deveria existir um elemento f € D(Q2 — K)
com (T, f)q # 0. O que contradiz a Desigualdade 4.1.

Para a reciproca, suponha que 7" pertencente a D'(€2) e supp T é compacto.

Seja ¢ € D(£2) uma fungdo corte com ¢ = 1 em uma vizinhanga de supp T'. Defina

<T7 f)ﬂ = <T7 ¢f)ﬂ para f € g(Q) (42)

O lado direito de 4.2 estd bem definido pois ¢ f pertence a D(€2) e T" pertence a D’(§2). Ainda,
se f, — fem E(Q), entdo ¢f, — ¢f em D(Q). Portanto, essa defini¢do faz de 7' uma
distribuicdo distribui¢do em &’'(§2) bem definida. Como 1 — ¢ se anula em uma vizinhanca de
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supp T, claramente
(T,(1 —¢)f)a =0 para cada f € D(Q).

A defini¢do acima de 7', como uma aplicagéo linear atuando em £({2) , vai de acordo com a
defini¢do original de 7', como uma aplicagdo linear atuando em D(Q2) C £(Q2). O que prova o
resultado. O

Os espacos D' (2) e £'(£2) sdo munidos da topologia chamada topologia fraca.
Sendo definida tomando uma sequéncia {7},,n = 1,2,...} convergindo a 7" em D'(£2) (ou
E'(Q)) se
(T, 0)o — (T, 9)a

para cada ¢ € D(2) (ou £(12)). Essa convergéncia nao € requirida ser uniforme em ¢.

4.2 OPERACOES COM DISTRIBUICOES

Nesta se¢do definiremos as principais operagdes da Teoria das Distribuicoes.

Sendo todas as definicdes motivadas pelo caso onde a distribuicio € uma fung¢do suave.

Definicao 4.7. A soma e o produto por escalares de distribuicoes define-se de maneira usual.
Sejam T,G € D'(2), ¢ € D(Q), A € C. Entdo, definimos a soma de distri-

buicoes e o produto por escalar, respectivamente:

4.2.1 Multiplicacao de uma distribuicao por uma func¢ao suave

Definicdo 4.8. Se T e ¢ sdo fungdes suaves em (), entdo T - 1) define uma D'(S2)-distribuicdo

por

(T, d)a = / T(a)(x)p(x)de para ¢ € D(Q).

e
Note que (T, ¢)q = (T, 1¢)q. Assim se T é uma D'(2)-distibuicdo e
Y € (), entdo definimos a distribuicdo 7'y por

(TY, ¢)a = (T, ¥¢)a para ¢ € D(Q).
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4.2.2 Diferenciacao de distribuicoes

Se T' é uma fungado suave em {2 e ¢ € D(2), entdo

(DT, ) = / Q(D”‘T)qﬁdx = (1) / QTDO‘qﬁd;v
= (=D)l(T, D¢)q.

Se ¢, — ¢ em D({2) entdo, a sequéncia D¢, também converge a D¢ em
D(Q). Portanto, (DT, -)q, é continua e entdo, DT é uma D’((2)-distribui¢do bem definida.

Exemplo 4.9. Para a distribuigdo 6, temos que

(D%6p, d)rr = (=1)I(D¢)(p) para ¢ € E(RY).

Exemplo 4.10. Se f € C'(R), a férmula de integragio por partes prova que a derivada da f
no sentido das distribui¢des conincide com a distribuicdo definida pela sua derivada f’ . Por

exexmplo, suponha f(z) = 322 — 1 em C*(R) e ¢ € D(R), entdo temos que

(D@2 —1),6) = (—1)322—1,6) = — /(3;52 _)da
= /(3302 — 1)'pdx = /6xgz5dx = (6, P)r.

Aqui, D(32? — 1) é a derivada de (32% — 1) no sentido das distribuigdes.

Se uma sequéncia de distribui¢des {7},} em D’'(2) converge a distribuicdo T’
quando n — oo, entdo DT também converge a D*T'. Isso segue da defini¢do de topologia
fraca em D'(92).

4.2.3 Convolucao

Aqui, serd considerado o caso especial onde ) = RV,
Se T pertence a E(RY) e 1) pertence 2 D(RY), entdo definimos a convolugdo

T x 1) como a fungdo suave

(T 9)(z) = / T(y)(x — y)dy.

yeRN

Como uma distribui¢do em RY, temos que
Tvo = [ ( [ T y)dy) ox)dr, &€ DRY)
z€RN yeRN

_ / ( [ - y>¢<x>dx) dy
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Tomando ¢ (t) = 1)(—t), entdo temos que

Trvds = [ T o
= (Tﬂzj\*gb)RN'

Note que b pertence 2 D(RY) pois tanto ¢ quanto ¢ pertencem a D(RY).
Portanto (7, J * @)~ estd bem definido para T'em D'(RY).

Defini¢ao 4.11. Se T é uma D' (RY)-distribuicdo arbitrdria, entdo definimos

(T * 1, p)rn = (T, {ﬂ\* P)rn = (T, @Z* P)ry para ¢ € D/(RN)~

Se ¢, — ¢ em D(RY), entdo % ¢, — P xdem D(RY). Portanto, T x ¢
estd bem definido em D’'(R”Y). A Definigdo 4.11 pode ser feita para o caso em que 1) € E(RY)
e » € D(RY), entdo bxpeE (R™). Assim a mesma defini¢io pode ser usada para definir a
convolugdo de uma &'(RY)-distribui¢io 7' com um elemento 1 de £(RY).

Se 1) € D(RY), entdo um quociente da diferenca para ¢ converge em D(RY)

a derivada correspondente de 1. Entdo, se 7' € D'(RY), entdo

DT x4} () = (T(y), (DY) (z = y))yern-

Isso mostra que 7" * ¢ é uma fungio suave em RY. Pela definicdo da derivada de uma distribui-

cdo, temos também que

DT « 4} () = (DT, (2 — y))yern-

Portanto D {T * v} pode ser escrito tanto como T * D) ou D*T 1. Essa

discussdo € debatida no préoximo lema.

Lema4.12. Se T € D'(RY) ey € D(RY). Entdo, a distribuicdo T é dada pelo pareamento

com a fungdo suave

Tx(x) = (T(y), V(T — y))yern-

Ainda mais, D*{T x ¢} = DT x ) = T %« D*. O operador ¢ — T x 1) é uma aplica¢do
linear continua de D(RY) a E(RY).

Demonstracdo. Sejam T € D'(RY) e 4, ¢ € D(RY). Usando a linearidade e continuidade de
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T, entdo

(T4, 9)ay = (T,9* )
- [ rw ([ et et ) dy

-/ . ( / Tt - y)dy) o(x)da
= (T(y), ¥(x = y))yern ¢(x)dx

zeRN

- ((T(y>7 ¢($ - y))yeRNa (b(x))xeRN .

Logo, a distribuicao 7" * 1 é dada por

= (T(y,¢Y(x — y))yern- (4.3)

A Férmula 4.3 generaliza a férmula usual de convuluc¢ido quando 7' € uma funcdo suave.

Por outro lado, temos que

(4« DG)(y) = (z —y) D p(x)dx

zeRN

= (V7 [ D = p)ota)ds = (DD % 6)(0),
assim, para T' € D'(RY)

DT % b, D*¢)pw
DT, ¢ % D*¢)n
T7 @ * ¢>RN
T % DY, ¢)pw.

(Da(T*¢>v¢)RN - -

(
(
(
(

Portanto D® {T" x ¢} = D*T 1 =T % D) e T * 1) € uma fungdo suave. O]

Podemos também definir a convolugdo de uma D’-distribuicdo com uma &’-
distribui¢do imitando a Definicdo 4.11 da convolugio de um elemento de D'(RY) com um
elemento de D(RY). Primeiro, definimos 7' para T € D'(R") por

A~ ~

(T,¢)zn = (T, ¢)zv para ¢ € D(RY),

com ¢(t) = ¢(—t). Dessa definico temos 7'(z) = T(—x) quando T é uma fungdo suave. Para
T e D'(RY)e G € &'(RY), entdo a distribuigdo T x G é definida por

(T« G, p)py = (T, G * ¢)r~ para ¢ € D(RY).
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Como G * ¢ é uma fungdo suave com suporte compacto, entdo o lado direito estda bem definido.

A mesma defini¢ao pode ser usada se 7' é uma &’-distribuicio e G é uma D’-distribuicao.
Lema 4.13. Para T € D'(RY), entdo 6o+ T = T.

Demonstracdo. Temos que

(50 * T7 ¢)RN =

Portanto g x T =T [

Se T é uma funcdo em RY, entdo o Lema 4.13 pode ser estabelecido direta-
mente usando o Lema 4.12

(%0 * T)() = (90(y), T'(x = y))yerr = T'(2).

O Lema 4.13 mostra que J, representa o operador identidade na convolucio. O que serd impor-
tante mais para frente, onde discutiremos solu¢des fundamentais para operadores diferenciais
parciais com coeficientes constantes. Além disso, a convolug@o nos permite mostrar que D’(£2)
¢ a menor extensdo de D(€2) onde a diferenciagdo estd bem definida. Porém, antes de provar-

mos, precisamos definir uma classe de funcdes.

Definicao 4.14. Definimos a classe de fungées mollifier {¢. : € > 0} C D>*(X), sendo

5= { exp (ﬁ) selx| < 1

0 se|z| > 1.

_ ol/e)  n
@) = ol

Teorema 4.15. Para um conjunto aberto Q C RY, D(Q) é um subconjunto denso de D'({2)

com a topologia fraca.

Demonstracdo. Seja T € D'(Q2). Preenchemos (2 por uma sequéncia crescente { K,,} de con-
juntos compactos em €). Seja ¢,, € D(f2) uma funcao corte igual a 1 em uma vizinhanca K,,.
Claramente, ¢, T converge a T'em D’(2) quando n tendo ao infinito. Entdo, é suficiente apro-
ximar qualquer elemento 7" € £'({2) por uma sequéncia de fun¢des suaves em €2’ onde ' C (2
¢ uma vizinhanca do suporte de 7. Seja {¢; € > 0}. Assim, ¢ * ¢ —> ¢ em £(§’) quando
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e — 0, provando que ¢ é um elemento de £(€2). Do Lema 4.12, T' * ¢, é uma fungdo suave

cujo suporte estd contido em €2. Das defini¢des, temos que

o~

(T * ¢ea ¢)Q’ - (Ta ¢e * gb)ﬂ’
= (T,¢c % d)ar
— (T, ¢)Q/

Portanto, 7' x ¢. — T em E’'(£Y'), como desejado. O

4.2.4 Produto tensorial

Defini¢do 4.16. Seja T € D'(RY) e G € D'(R¥). Definimos o produto tensorial
T ® G € D'(RY x R¥) por

((T ® G) (.CE, y)> ¢(x)w(y))(x,y)€RN><Rk = (T7 ¢)RN ’ (Ga w)Rka
para ¢ € D(RYN), y» € D(R¥). Seja g um elemento de D(RY x R¥). A funcdo
v+ (G(y), 9(,y))yerr para z € RY

é uma fungdo suave com suporte compacto. Isso segue do fato que G é linear e o quociente da
diferenca de g(x,y) na varidvel x converge em D(RY x R¥) a z-derivada correspondente de

g(z,y). Portanto o pareamento

(T(I)7 (G(y)v g(I, y))yERk)xeRNa
estd bem definido para T € D'(RY).

Exemplo 4.17. Considere o produto tensorial de 6, em D(RY) e 1 em D(R¥). Para
g € D(RY x R¥), temos que

(50 ® 1, g($, y))(r,y)GRNXRk = (5()(:(:)7 (1(y>7 g(I, y))yERk)IGRN
= (60<x>7/€Rk g(l’,y)dy) N

= / 9(0,y)dy.
yERFE

4.2.5 Composicao de uma distribuicio com um difeomorfismo

Definicio 4.18. Sejam Q e QY conjuntos abertos conexos em RY e I : Q) — ' é um difeo-

morfismo. Se T é uma fungdo suave de valores complexos em Y, entdo T o F' é uma fun¢do
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suave em (). Como uma distribuicdo em (), temos que

(ToF.¢) — / T(F)o)dy para 6 € D)
— [ T@or @) det DF iz
e, pela mudanga de varidveis, tomando x = F(y). Entdo,
(T o F,6)a = (T, (6 0 F~1)| det DF ).

Como F ¢ um difeomorfismo, det DF~! é sempre positivo ou sempre nega-
tivo em €. Entdo, (¢ o F~1)| det DF~!| é uma fung¢do suave com suporte compacto em 2.
Portanto, definimos para 7" € D’(£2) a distribui¢do 7' o F' € D'(12).

4.3 TEOREMA DE EXTENSAO DE WHITNEY

Na forma mais simples, o Teorema de Extensdo de Whitney estabelece que
dada uma sequéncia infinita qualquer de nimeros reais, existe uma funcio suave f : R — R
com f(0) = a, paran = 0,1,---, onde f(™ é a n-ésima derivada de f. Queremos provar
esse teorema junto com sua generalizagdo natural para dimensdes maiores. Mas, antes disso,

precisamos provar um resultado preliminar da teoria de distribuigdes.

Teorema 4.19. Sejam (x,vy) coordenadas para RN com v € R* e y € RN7*. Sejam Q um
conjunto aberto em RN e Qy = {(ac, 0) e Qx e Rk}. Suponha que 'T' é um elemento de
E'(QY) com suporte em Q. Entdo, existe um inteiro M > 0 e uma cole¢do de distribui¢oes
{T, €& (Y);a=(a,...,any_g) com |a| < M} tais que
1 ol
T(ry) = Y T() @ o bol)

<M Dy

Demonstrag¢do. Como supp T' C {y = 0}, pelo Lema 4.6 existe um conjunto compacto K em

RY, uma constante C' > 0 e um inteiro M > 0 tais que

(T, fle~| < C Sup D3, f(x,0)] para f e ERY). (4.4)
al<
(z,OjGK

Aqui, D, é um operador diferencial parcial em x e y de ordem |« < M. Para
a=(a,...,ay_y) com |a] < M, define a distribuicdo T, € &' (R¥) por

(Ta(2), d(@))err = (=1)*N(T(2,y), 6(2)y) zypern para ¢ € E(RY).

Afirmamos que {7, } satisfaz os requisitos do teorema.
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Dado f € £(RY), sua expansio de Taylor na varidvel y é
1 @IBI f
=2 3 0)y” + e(z,y).
\5|<M

O resto de Taylor e satisfaz
(D] e(w,0) =0 8] < M.

De 4.4 temos que

18l
(T, flav = > i (T(w%%(w,@)yﬁ) : (4.5)

|
o P! () RN

Por outro lado, da expansao de Taylor de f, temos que

1 alol s,
_-T =
> anel

|a|<M

B el f alels, 5
Z Z '5' ( ¢ W) . ( Iy Y )yeRNk

|a|<M |BI<M

Claramente,

(aa|§0(y) y5> _ 0 se(al,...,aN_k) #* (61;---7ﬁN—k>
aya 7 yeRN—k (—1)|a|06' Se(Oél,...,C(N,]Q = (51;---7ﬁN7k>~

Portanto,

1 Al 5o (y) (=1l oelf
) aTm#’f =2 (T“(x)’ dy° (x’o))mem'

|| <M RN

Pela definicdo 7,,, o lado direito € igual a

1 olelf N
T('T?y)7 Z Ja—ya(x70)y

lal=M (z,5)€RN

E, por (4.5), temos que

1 olelf

(T, flav = | T(x,y), Y aa—ya(%())ya

<M (z,y) RN

O que completa a prova do teorema. [

Teorema 4.20 (Teorema de Extensdo de Whitney). Suponha que RY tenha coordenadas (x,vy)
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comz € RF ey € RNV, Seja Qy um conjunto aberto em R¥. Seja a,, é um elemento de £ ()
para cada indice « = (o, ..., an_y) com a; > 0,1 <35 <N — k. Entdo, existe uma fungdo
f € E(Qy x RYN=F) tal que para cada o

olel f
oy™

(x,0) = a,(x) para x € Q.

Entdo, a funcdo f é o médulo iinico do espaco das funcées suavem em Qg x RN=% gue se

anulam em infinita ordem em Qg x {0}.

Demonstragdo. A unicidade é 6bvia. Entdo, concentraremos em provar a parte da existéncia.
Se N = 1ek = 0, entdo o teorema se reduz a mostrar que para dada uma

sequéncia de nimeros reais {ag, a1, . . .}, entdo existe uma fungdo suave f : R — R com
f(")(O) =a,, paran=0,1,....

Isso pode ser feito explicitamente pela primeira escolha de uma fungéo corte, ¢ € D(R) com

1 se |y <1
gf)(y)—{ 0 se |y| > 2.

Entao, seja

f) =3 (") (4.6)
n=0 )

Entdo, existe €, tal que para qualquer inteiro o > 0

n!

'D;” {a"y”as(egly)}\ <o

onde C' é uma constante uniforme dependendo somente de «. Portanto, a soma em 4.6 converge
na topologia de £(R). Desde que ¢ = 1 em uma vizinhanga da origem, f(0) = a,,, para
n =20,1,..., como desejado.

Consideremos o espaco
[[e®h

onde [ [, denota o produto cartesiano infinito indexado por &« = (aj,...,ay_;) onde cada
a; é um inteiro ndo negativo. Elementos desse espaco sdo &nuplas (a,) onde cada a, é um
elemento de £(R¥). Esse espago é dado pela topologia produto, ou seja, uma sequéncia (a)
paran = 1,... é dita convergir a (a,) em [[, £(R¥) quando n — oo se cada cada fixado

a, a’ = a, em E(RF). Isso torna [], E(RF) um espago de Fréchet. Defina a aplicagdo 7 :
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E(RF x RN=*) — [T, E(R¥) por

|af
(mf)a(z) = 58675(% 0) paracada a.

Queremos mostra que a aplicacdo 7 € sobrejetiva. Olhando para o subespaco dos polindmios
em RY, ¢ claro da defini¢do da topologia de [], £(R”*) que a imagem de 7 é densa. Entdo, é
suficiente provar que a imagem de 7 € fechada. Pelo Teorema da Imagem Fechada para Espacos

de Fréchet, € suficiente provar que a imagem do dual a 7

!/
7 {HE(Rk)} — E'(RY)
¢ fechado. Aqui, 7’ € definido por

(W/(T)7 f)RN = (Tv 7Tf)

para T € {I[, E(R")} e f € E(RN). Temos que

{H S(Rk)} =Y RN

, onde, pela defini¢do, os elementos de Y &£'(R¥) sdo énuplas infinitas (7, )com T, € &'(RF)
tal que somente um ndmero finito dos 7,, sdo ndo negativos. Um elemento (7,,) em Y £'(R¥)

age em um elemento (f3) € []; E(R*) por

((Ta), (f5)) = D (Tas fa)es.

«

A soma na direita estd bem definida desde que somente um nimero finito dos 7}, sdo ndo
negativos.

Agora computaremos 7’. Temos que

(T {(T)} ey = (Ta),7f)

Portanto
— 1)l 915y (y)

a! oy”

P (T} () = 3 Ta(w) ®

cujo tem seu suporte no conjunto 2y = {(:c, 0) e RV;z € R } Essa equacgao junto do Teorema
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4.19 implica que o imagem de 7’ é o conjunto de todos os elementos em &'(R* x RY=*) cujo
suporte estd contido em €)y. Esse conjunto de distribui¢cdes é fechado com respeito a topologia
fraca em &'(R* x R¥~*). Como mencionado anteriormente, o Teorema da Imagem Fechada
implica que o imagem de 7 € fechado. Como 7 também tem imagem densa, 7w precisa ser

sobrejetiva e entdo, a prova do teorema estd completa. [

4.4 SOLUCOES FUNDAMENTAIS PARA EQUACOES DIFERENCIAIS PARCIAIS

Como mencionado no comeco deste capitulo, uma das razdes para introdugdo
da teoria de distribui¢des € que ela provém uma linguagem conveniente no estudo de solucdes
para equagoes diferenciais parciais. Comecgaremos definindo uma solucdo fundamental para um

operador diferencial parcial com coeficiente constante

olal
P(D) = Z Qa7 COM dq € C.

laj<M

Defini¢ao 4.21. 7' € D'(RY) é uma solugdo fundamental para P(D) se
P(D){T} = &.

A razdo para o nome "solu¢do fundamental", € que uma solucdo para a equa-
¢do P(D) {u} = ¢ para ¢ € D(RY) pode ser encontrado pela convolugdo com 7', como mostra

o0 teorema a seguir.

Teorema 4.22. Seja P(D) um operador diferencial com coeficientes constantes. Suponha que
T é uma solucdo fundamental para P(D). Se ¢ € D(RY), entdo u = T * ¢ é uma solucdo para
a equagdo diferencial P(D) {u} = ¢.

Demonstragdo. Dos lemas 4.12 e 4.13, temos que

P(D){T x ¢} = (P(D){T}) ¢ = dox ¢ = ¢.
Portanto, P(D) {T * ¢} = ¢, como desejado. O]

Se P(D) tem coeficientes varidveis, entdo o teorema ndo € vilido. Isso se
da pois o passo P(D){T x ¢} = (P(D){T} * ¢ ndo é vélido, aplicada as derivadas em T,
integracdo por partes é requirida e expressdes envolvendo as derivadas dos coeficientes de P(D)

1rdo aparecer.

Teorema 4.23. A distribuicdo T(z)

1
— € uma solugdo fundamental para o operador de
z

Cauchy-Riemann 2_ = 1 (2 + 23) em C.
Jz 2
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1 . . ~
Demonstracdo. Note que T'(z) = — & uma fungdo localmente integrdavel em C e entdo, T
T2

define um elemento de D’(C). Para provar esse teorema, devemos mostrar que

2} -
(55}, - o
@—(i,a—?) — (G0,
C

que é equivalente a

0 1
— /zec / %%dmdy = ¢(0) para ¢ € D(C). 4.7)

Escolhendo R de tal forma que supp¢ C {|z| < R}. Entdo, para
0 < e < R < 00, definimos o disco

Ape={z € Cie < |z] < R}.

Pelo Teorema de Stokes, temos que

¢(z)dz _ ¢(2)d=
/8AR,E 2miz —/AR,e/d{ 2miz } (4.8)

Além disso, temos que
(8¢(z) 1 +i8¢(z) 1 )

(5 +73) (5n)

0 (o)) _ 1
%(27?@‘2) T2
1
2\ 9z 2riz oy 2miz

_ 1 (&b() 0¢(z ))

2miz ox oy
1 9¢(z)

2miz 0z

Aplicando na Equacao 4.8, temos que

1 0¢(z
/ /62 (2%@2) 2idxdy _/ /7?2 82 ' 49)

A curva OA, i € orientada como o bordo do conjunto aberto A, g, 0 que

significa que {|z| = R} é orientada no sentido anti-hordrio e {|z| = €} ¢ orientada no sentido
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horario.

Comod =0+ de ¢ = 0em {|z| = R}, das equagdes 4.8 e 4.9 temos que

1 0¢(z
]{d — 2mz /AR/WZ 0z ' (4.10)

Note que ¢ = 0 em {|z| > R} os discos A, sdo conjuntos encaixados, isto
é, quando €; < € tem-se A, C /\,. Ainda temos que U A = {|z| < R} — {0}. Como

0<e<R
o integrando € localmente integravel em C e adicionando o ponto z = 0 ndo altera o valor da

integral, quando ¢ — 0, o lado direito da equacdo 4.10 converge para

[ 7

Pela parametrizagio de {|z| = ¢} por z = €', entdo temos do lado esquerdo

$(z)dz " e’
_7€Z|:6} omiz 0 27mee” / Blee”

Da continuidade de ¢ em 0, dado ¢ > 0, existe 6 > 0 tal que

da equacdo 4.10

2] <0 = |o(z) = ¢(0)] < .

Em particular,

lec] < & = [plee’) — (0)] < C.

Logo, se |ec'| < § entdo,

1 21 y 1 27 ” 2m
e | teeni—o)| = |3 [T ot [T oo
1 27 N
— 5| [ oteety o0t
1 27

IN

5 | ot — o)l

1 2
< 27r/0 ¢

Portanto, o lado esquerdo da Equag@o 4.10 converge 2 —¢(0) quando ¢ — 0. O que prova a

Equacgdo 4.7 e, em consequéncia, prova o teorema. 0
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Teorema 4.24. Seja

1
— log || se N =2
2m

mLTlQ_N se N Z 3.

T(z) =

9

2
é o volume da esfera unitdria em RY . Entdo, T é uma solu¢do fundamental

onde wyn_1 =

—
|2
SN—

2

N
0
para o Laplaciano /\ = E (F) em RV,
T4
i=1

J

Demonstracdo. Para N = 2, temos que
o (0 170 0 0 1/ 0? o?
~laz ) =155 T 2l = \azt532 )
0z \ 0z 2 \0x 0Oy 0z 4 \ 0x?  0y?

o2
A= <3E@z) ‘

Além disso, sabe-se que

2{ilog\z|} = %, z € C,

2T TZ

implicando em

e assim, segue do Teorema 4.23 que

1 0? 1
A{ﬁlogp\} = 4((9582) {%log|z|}
o (1 o (1
= 1% (R)Z?(W—):(g

O que prova o teorema para N = 2. Jd para N > 3, devemos mostrar que

AT} = .
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Note que

(AT Gax = (i (%) {T},¢>
(52)

Logo,
/ | T@) & 6la)dn = 6(0), &€ DR

Tomando 0 < R < oo de forma que supp ¢ C {|z] <R}e0 <e < Re
definindo o disco A, = {x eRY;e< |z| < R}. Aplicando a Férmula de Green em A, com
u="Tev=q.

Tem-se que AT = 0. Com efeito,

i%i“mP_N)::CZ—]V)<1 Aug)'

017 ¥ P

Assim,

N
_ 92, (2 — N) N|z|?
2—N _ 2-Ny _ _ —
AP = Ejﬂj—ax?uxr )= (N W) 0

_ 1 2—-Ny _
T= G A =0

Y
>

Assim, da Férmula de Green, temos que

/A () & bla)da = / T(2)(NO)(2) — $(@)(NT)(@)]do(z),  (&11)

0N

onde N é o vetor normal unitdrio externo ao campo 04 .. Sabemos que ¢ = 0 em uma vizi-

nhanga de {|x| = R} pela escolha de R. Logo, na equagdo 4.11 temos
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/A T() A g(a)dz = /{| _ T@EG)E) o) ND)@dote). @12)

Analogamente ao que foi feito no Teorema 4.23, como 7' é localmente integravel em R, tem-se

lim [ T(x) A élz)de = / T(@) A o(x)da.

e—0 Ae RN

2

Por outro lado, note que |T'(z)| < c|z]*™" = ce>™" em {|x| = €}, onde ¢ é

constrante. Assim,

' /{ng} T(x)Ng(x)do(x)

2—N
< /{ | INo)ldo @)ect™.

Usando a Desigualdade de Cauchy-Schwarz em |[N¢(z)| e como {|z| = €} é

compacto,

‘/{z|:€} T(2)Né(z)do(z)

< max| 7 ¢(x)] / do(z)ce®™N = cpeV 1N = cye.
{lz|=e}

|z[=e€

Logo,

— 0 quando € — 0.

(2—N)x

I assim
x|V

‘/{ﬂ:e}ﬂwwma@)

0
Por outro lado, — (|z[>™V) =
('3xj

B 1 T TN T TN
Bl wy-r \ |2V x|V ) T [

1 a3
= v ; |x|N+1

1 mz 1 1-N
T w2V _WNflym‘ '

Assim, temos que

6l—N

[ e @@ =S [ swdola).
{lz[=¢€} N=1 J{|z|=¢}

Fazendo a mudanca de varidvel em = = €z, temos no lado direito
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[ swan@dste) = —— [ oedol2)
{lz[=¢€} N-1 J{|z|=1}

Pela continuidade de ¢ em = = 0, o lado direito converge a ¢(0) quando ¢ — 0. O que prova

0 teorema. O]
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5 CORRENTES

A grosso modo, correntes estdo para formas como distribui¢cdes estdo para
fungdes.

Vamos considerar dois espagos de formas. Para um subconjunto aberto de €2
de uma variedade suave, sejam

E7 () o espaco das formas diferenciais suaves de grau r;

D" (2) o espago dos elementos em E7({2) com suporte compacto.

O espaco £7(2) é munido da seguinte topologia: em coordenadas locais,
x = (x1,---,xn) : U C Q — RY, uma sequéncia f,, € £"(Q)n = 1,..., pode ser escrita
como

falz) = fi(w)da,
|[I|=r

onde cada f! é um elemento de £(U). Dizemos que f,, converge a f = Z| Il=r f1dz! no arranjo
de coordenadas U se cada fungdo componente f. converge a f quando n — oo na topologia de
E(U), ou seja, convergéncia uniforme em conjuntos compactos em cada derivada. A sequéncia
fn € E7(2) é dita convergir a forma f em £"(2) se f,, converge para f em cada arranjo de
coordenadas U de €2. Essa definicdo de convergéncia independe da escolha da carta.

A topologia de D"(f2) é definida analogamente. Aqui, uma sequéncia ¢,
n = 1,... é dita convergiar a ¢ em D"({2) se existe um conjunto compacto X C {2 com
supp ¢, C K paran = 1,... e cada derivada das func¢des coeficientes de ¢, converge para a

derivada correspondente a funcdo coeficiente de ¢.

Definicao 5.1. Para um conjunto aberto ) de uma variedade suave, o espaco dual de D" ({) é
denotado por {D"(Q)} e é chamado de espago de correntes de dimenséo r. Da mesma forma,
0 espago dual de E"(SY) é denotado por {E" ()Y}

O espago dual de D" (1) € o espaco de todos os funcionais lineares complexos
continuos definidos em D" (2). Como D"(2) é um subespago de £"(2) e como a aplica¢do
inclusdo é continua, claramente {£7(£2)}’ é um subespaco de {D"(2)}'.

O pareamento entre elementos de {D"(Q2)} e D"(€2) é denotado por (, ).

Ocasionalmente, enfatizamos a variavel em €2 escrevendo

(T(x), f(2) )yeq = (T, f)q para T € (D)}, feD ().

Exemplo 5.2. Seja 2 um conjunto aberto de RY ¢ T = T;dz’ uma forma de grau N — .
Suponha T’y : Q@ — C localmente integravel. 7" pode ser visto como uma corrente D" ({2) pela

defini¢do

(T,f)g= /GQ T(x) A f(x) com f e D(Q).
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T'A f ¢ uma forma de grau N em {2 com coeficientes integraveis e assim o lado direito estd bem
definido.
Se f = fidx!, |I| = r, para alguma funcdo f; € D(1Q), entdo

0 se dr/ Ndx! =0

<T7f >Q = { (_1)61(1 se de A dq}l 75 0.

onde (—1)¢~ € definido por
de’ Ndx' = (—1)dxy A ... Aday.

Note que [, T f;dz é a mesma do pareamento entre a distribui¢do 7, € D'(Q2) com a fungdo
fr € D(£2). Assim, correntes possuem uma ligacdo estrita com distribui¢des, como veremos

em uma lema posterior.

Exemplo 5.3. Considere o ponto p € RY. Ento, [p] é uma corrente em {EO(RN ) }/ definindo

(), f )ax = f(p) para f e E'RY) =ERY).
Esse exemplo € andlogo a func¢do delta de p dada no capitulo anterior.

Exemplo 5.4. Seja M uma subvariedade orientada de R de dimensdo 7. Entdo, [M] pode ser

vista como uma corrente em {D" (M)}’ com a definicdo

(M, £ Yo :/Mf para f € D"(RY).

Se M for compacto, entdo podemos tomar f € E"(RY) e nesse caso [M] é um elemento de
{&r@®M)}.

Os tltimos dois exemplos ilustram a razio do espago {D" ()}’ ser chamado
de espaco das correntes de dimensao . Um exemplo basico de que uma corrente € dada pela

integracdo sobre uma subvariedade r-dimensional.

Definicao 5.5. Seja (2 um subconjunto aberto de uma variedade orientada N -dimensional e
seja 0 < g < N. Definimos D'()) o espagco das q-formas cujo coeficientes sdo D'({2)-
distribuicoes. Esse espaco serd chamado de espaco das correntes de grau q. Da mesma forma,

definimos £'1 o espago das q-formas cujo coeficientes sdo E'(§2)-distribuigées.

Lema 5.6. Seja 2 um subconjunto aberto de uma variedade orientada N -dimensional e seja
0 <r < N. Entdo, {D"(Q)} é isomorfo a D'VN~"(1).

Demonstragdo. Nos concentremos primeiro no caso em que ) é um subconjunto aberto de R”.
Dados T' = Tydx’ € DN="(Q) e f = frdz! € D"(R), definimos T' como uma corrente em
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{D"(Q)} por
0 sedz! Ndz? =0

< T?f >Q = { (_1)€IJ sede A dl"] 7é 0.

onde (—1)<7 ¢ definido por dz! A dz’ = (—1)7dx, assim como no exemplo 5.2. Como T
¢ uma D’((2)-distribui¢do e F; é um elemento de D({2), claramente o lado direito estd bem
definido. Portanto, qualquer corrente de grau N — r pode ser considerado como um elemento
de {D"(Q)}".

Reciprocamente, suponha 7" um elemento de {D"(£2)}’. Para qualquer multi-

indice crescente .J de comprimento N — r, defina a distribui¢do 7; € D(f2) por

(T, ¢)o = < T, ¢da” >Q para ¢ € D(Q)

onde J’ é o multi-indice crescente de comprimento r formada pelos indices {1, ..., N} que ndo

pertencem a .J. Assim, obtemos que

T= Y (-1)"Tyda’.

|J|=N—-r

A prova do lema para variedades orientadas € a mesma. Nesse caso, a forma dx € substituida

pela forma do volume do. 0

Agora descreveremos os exemplos 5.2, 5.3 e 5.4, pelo ponto de vista do Lema
5.6. O Exemplo 5.2 j4 € apresentado com os coeficientes sendo distribui¢des. Para o Exemplo

5.3, temos que

< [p]>f >RN = f<p) = (5p7f>]RNa

logo [p] = d,dz € EV(RY). Para o Exemplo 5.4, suponha que M é uma fronteira suave
de um aberto 2 C RY com a orientagdo usual. Considere Q = {z € R";p(z) <0} onde
p:RY — R ésuave e que | 7 p| = 1 em M. Seja p1p; a medida de Hausdorff de dimensdo
(N —1)em M.
Afirmamos que
[M] = padp,

exibe M como uma corrente de grau 1.
Se ¢ € D(RY), entdo

(1iars &) = /M oo,

onde do é a forma do volume em M. Como | 5/ p| = 1 em M

do =<yp adz.
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Seja g = pdxry A ... A d/\x] A ... ANdzy com p € D(RY). Das definigdes,

temos que

: 0
<,UMdp7£7 >]RN = (_1)j71 (MM?¢%)RN

- / 520 do. (5.1)

Por outro lado,

g = (Vpadp)g (como |7 p|=1)
= VpaldpNg)+dpA(Vpag),

onde a dltima igualdade segue da regra do produto para _

Como j*dp = 0 em M onde j : M — R é a aplica¢io inclusdo, temos que

umgmzzﬂg

= /MVPJ(dPAg)-

Inserindo g = ¢pdx; A ... A d/\:)sj A...Ndxy eusando do = \/p 1 dx, obtemos

que
dp
M d
T
Logo, [M] = updp. Analogamente, se
M = {z € RY;pi(z) = -+ = py(z) = 0}, entdo a corrente [M] é dado por

paradpy N ... A dpg
onde o = |dpy A ... Adpg|~t ou —|dpy A ... Adpg|~' dependendo da orientagdo dada em M.

5.1 OPERACOES COM CORRENTES

Analogamente a Teoria de Distribuicoes, as defini¢cdes das operacdes com

correntes sdo motivadas considerando o caso em que a corrente ¢ uma forma suave.
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5.1.1 Produto Exterior de uma Corrente com uma Forma Suave

Se T" ¢ uma forma suave de grau ¢ em €2 e f € uma forma suave de grau r em

Q, entdo T' A f € uma forma suave de grau ¢ + r. Como corrente em ¢

(TAFo) = [@APAG para gDV (0)
- <T>f/\¢>ﬂ

Definimos T'A f para uma corrente 7' € D'/(2) e uma forma suave f € £"(2)
pela férmula

(TANF,0)g=(T,fN¢), para ¢ € mathcal D" ~77"(1).
O resultado, T' A f, é uma corrente em D7 (Q2).

5.1.2 Derivada Exterior

Suponha que 7' é uma forma suave de grau N —r e seja ¢ € D"~ (). Entdo,
dT é um elemento de EN"T1(Q) e

<dT,¢>Q:/QdTA¢.

Pela Regra do Produto para a Derivada Exterior, temos que

<dT,gz5>Q:/Qd(T/\gzﬁ)—k(—l)N_”l/ﬂT/\dgzﬁ.

Como T' A ¢ tem suporte compacto em €2, a primeira integral do lado direito se anula pelo

Teorema de Stokes. Entéo,

(dT,¢), = (—1)N_””+1/QT/\dgb
= (=D)NTH(T,dg ).

Portanto, definimos dT para T € D'V ~"(Q) pela férmula
(dT,¢ ) = (—1)N"(T,d¢ ), para ¢ € D"'(Q).

Note que a derivada exterior aumenta um grau da corrente e, por outro lado,
diminui uma dimensao do espaco.

Suponha que €2 é um subconjunto aberto de RY. Se T' = Tydz!, |I| = N —r,




79
e T; € D'(Q) entdo, uma expressdo equivalente para dT' é dada por
N
oTy 7

o1,
&cj
exterior usual para formas suaves. Como com distribuicdes, se 7, — 7" em {D"(2)} entio,

onde ¢ a derivada de 77 no sentido das distribui¢des. Essa formula generaliza a derivada

a sequéncia d7T}, converge a dT em {D"~'(Q)}".

Teorema 5.7. Suponha que M é uma subvariedade orientada de dimensdo r com o bordo

contido em uma variedade suave X de dimensdo N. Entdo, d[M] = (—1)N="T1[dM].

Demonstragdo. A prova seguird do Teorema de Stokes. Suponha que ¢ é um elemento de
Dr~1(X). Entdo,

(dM].¢ )y = (=D ([M],do )y

como desejado. 0

Para um subconjunto aberto {2 de uma variedade complexa, relembremos que
d=0+0donde d : EPIQ) — EPTLUN) e D : EPI(Q) — EPTTL(Q) sdo definidos por
0 = mPthiode d = 779 o d. Essas mesmas férmulas extendem a defini¢io de d e 0 a

correntes. Da defini¢do da derivada exterior de uma corrente, se 7' € D'P4((2) entdo,
< 8T7 ¢ >Q - <_1)p+q+1 < T, aQb >Q para 925 € Dn_p_l’n_q(Q)

< oT, ¢ >Q = (—1)Ptett < T,0¢ >Q para ¢ € D" P17 (Q).

Exemplo 5.8. Suponha que €2 é um conjunto aberto dado por 2 = {z € C*; p(z) < 0} onde
p:C" — Rcom |z p| =1em 0. A corrente [2] tem grau 0 e dimensdo 2n. Do Teorema
5.7, temos que

d[Q] = —[09].

Logo,

o[Q) = — [0 e J[Q] = —[9)".
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Note que

(09,6, = ([09],¢" "), para ¢ € D" (C")

— / ¢n—1,n
o0

< [89]0717(? ><Cn = < [89],&7”*1 >(Cn — /dQ gbn,nfl.

Assim, o pareamento entre [9]%! e uma forma ¢ de grau 2n — 1 é a mesmo como a integral

usual sobre 02 de ¢ de bigrau n,n — 1.

5.1.3 Push Forward de uma Corrente sobre uma Aplicacao Suave

Suponha que 2 e 2’ sejam conjuntos abertos de variedades suaves, e seja
F : Q — Q' uma aplicagdo suave. O operador pull back F* : £"(Q') — £7(§2) pode ser

dualizado para obter uma aplicacdo definida em correntes.

Definicdo 5.9. Seja F' : Q) — V' uma aplicacdo suave. ParaT € {E7(Q)} o push forward de
T via F, denotado por F.T, é a corrente em {£"(Q)} definida por

(FT,0)q=(T,F*¢),, para ¢ € E"(Y).

Como F*¢ é um elemento de £7(£2), o lado direito dessa defini¢éo estd bem
definido. Ainda mais, se ¢,, — ¢ em E" () entdo, F*¢p,, — F*¢p em E"(Q)) e entdo, F,.T é
um funcional linear continuo em £7(€'). Assim, F,T estd bem definido como uma {£7(Q2)}'-
corrente.

O push forward preserva dimensdo, mas ndo grau, pois F™* preserva grau.
Note que F*¢ ndo necessariamente tem suporte compacto quando ¢ tem suporte compacto. Por
esta razdo, o push forward de um elemento em {D"(2)}’ ndo estd bem definido.

Para fun¢des suaves F'e G temos que (FoG)* = G*oF* em formas. Portanto,
temos que (F o G), = F, o G..

Exemplo 5.10. Suponha que M e M’ sio subvariedades orientadas suaves de RN ¢ RY', res-
pectivamente. Seja F' : RY — R uma aplicacio suave bijetiva que preserva orientacio com
M’ = F{M}. Entéo, F,[M] = [M’] pois

(F[M],¢ )gwr = ([M],F*¢)zn para ¢ € D'(RY)

:/MF*¢

= ¢ (como F' preserva orienta¢ao)
M’

= ([M'],6 g~
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Exemplo 5.11. Suponha que 7 : RY x R¥ — R¥ ¢ a proje¢do n(z,y) = y para xz € RY
e y € R*. Vamos computar ., no subespago DV (RY x R*)  {£"(RN x R*}'. Para
T € DVt (RN x RF) e ¢ € D"(RF)

<7T*T7 ¢)Rk = <T7 W*Qb)RNka
= / T AT ¢
RN xRk

L)

A integral interior de x € zero a menos que todos os dx estejam presentes. Entdo, escrevemos

T(x,y) = Z Z dz' ATy (z,Y),

r=0 ‘[|:’r

onde cada 77 € a forma nas y-varidveis com coeficientes que dependem de = e y. Com essa

notacdo, temos que

/ T(z,Y) :/ dry A\ ... ANdx, ATy N(x,y).
zeRN zeRN

Todos os z e dx sdo integrados deixando uma forma diferencial em y. Assim, temos que

Lo =( [ o)

e entao,
(m.T)(y) =/ T(z,y) para y € R".
xRN

Portanto, o push forward sob 7 € o mesmo que a operacao de integral de 7.

Lema 5.12. Defina 7 : RY x RY — RY porr(y,x) = x — y. Se
T € DN (RN x RN) € {€7(RN x RM)}', entdo

T = [ (D).

onde s : RN x RN — RN x RY é definido por s(y,z) = (y,x + y).

Demonstra¢do. Suponha que ¢ é um elemento de D" (2). Entio,

< T*Tv ¢ >RN = < T7 7—*¢ >RN><]RN

= / T AT .
RN xRN

Agora, Det(Ds) = 1 e entdo, s é um isomorfismo linear que preserva orienta¢do. Pela mudanga
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de varidveis para integragao, temos que
(T, 0 )gn = / (s*T) N (s*T7¢)
RN xRN

- t/;RN [T o)

onde a tltima equagdo segue de que s* o7* = (70 5)* e também que (70 s)(y, x) = z. Portanto

e a prova do lema estd completa. 0

Para cada z € RY, note que {s(y,z);y € R¥} = 77(z). Entdo, novamente,
vemos que a operacdo de push forward é a mesma operagdo de integracio. Essa ideia € ilustrada
¢ ilustrada em um contexto mais geral logo mais.

Como o préximo lema mostrard, a operacdo de push forward via um difeo-

morfismo que preserva orientagdo € a mesma operagdo de pull back via sua inversa.

Lema 5.13. Suponha que ) e €)' sejam subconjuntos abertos de variedades orientadas de

dimensdo N. Seja F' : Q) — Q' um difeomorfismo que preserva orientacdo. Para
T € DVN7(Q) C {£7(Q)}Y, entdo
F.T = (F~Y)*T.

Se F reverte orientagdo, entdo F,.T = —(F~')*T.

Demonstragcdo. Seja ¢ um elemento de D" (£2'). Entao,

(FT.6)y = [ (FVTIA0
_ —1
- < F Tv ¢ >Q/ )
e, portanto, a prova do lema estd completa. [

Como o operador pull back em formas diferenciais comuta com a derivada

exterior, o operado push forward comuta com a derivada exterior a menos do sinal.

Lema 5.14. Suponha que <) e ) sejam subconjuntos abertos de variedades orientadas X e Y

com dimensaoes reais N e N', respectivamente. Seja F : Q0 — Q' uma aplica¢do suave. Entdo,
F* e} dX = (-1)N+N/dy o) F*

como operadores de {E"(Q)} a {£71(V)}.
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Demonstragdo. Suponha que T é um elemento de {E7()} ~ EN-7(Q) e seja ¢ € E~1(Y).
Entao,

(FudxT,¢)q = (dxT,F"¢)q
= (DY, dx(F¢) )q
= (DY F(dy ) )q
= (DY R dy % ¢ )g
= ()" &y BT.¢) g,
e, portanto, a prova do lema estd completa. 0

Agora, suponha que € e €2’ sejam subconjuntos abertos de variedades com-
plexas e seja ' : Q — € uma aplica¢do holomorfa. Do Lema 3.14, F™* preserva bigrau. O
dual dessa hipotese € que [, preserva a bidimensdo das correntes. Isso junto ao Lema 5.14

implica que F, comuta com o operador de Cauchy-Riemann.

Lema 5.15. Suponha que ) e Q) seja subconjuntos abertos de variedades complexas de di-
mensdes complexas n e n', respectivamente. Seja F : Q) — €)' uma aplicacdo holomorfa.
Entao,

F.0=00F,

como operadores de {EP9(Q)} a {EP1(V)}.

Como a dimensao real de uma variedade complexa € par, entdo nao ha sinal

de fator nesse lema.

5.1.4 Pull Back de uma Corrente via uma Aplicacao Suave

Definir o pull back de uma corrente é, talvez, pouco usual. No entanto, como
o espaco das formas diferenciais abrange uma grande subclasse de correntes e, também, o pull
back de uma forma diferencial esta bem definida, encontraremos uma forma conveniente de
extender o pull back as correntes. Primeiro de tudo, o operador pull back € definido como o dual
do operador push forward. Sendo mais preciso, devemos mostrar que o operador push forward
envia formas suaves a formas suaves de maneira continua. Isso € claro para as aplicagdes 7 e T,

como mostradas anteriormente. Agora, provaremos que isso vale de forma geral.

Lema 5.16. Suponha que ) e €)' sejam subconjuntos abertos de variedades orientadas de
dimensoes N e N', respectivamente. Seja F' : Q@ — ) uma aplicacdo suave sobrejetiva tal
que F.(p) : T,(2) — T (') tem ranque maximal em cada ponto p € ). Entdo, F, é uma
aplicagdo continua de D" (Q) a D™V =N (QY).

Demonstracdo. Pelo argumento da parti¢do da unidade e pelo uso de coordenadas locais, assu-

mimos que 2 e € sdo subconjuntos abertos de R e RY', respectivamente. Seja p, um ponto



84

arbitrario em 2. Como D F'(py) tem ranque maximal N’, arranjando as coordenadas (x, y) para
RY tal que z € RV ey € RY e tal que (D,F)(py) é uma matriz ndo-singular N’ x N'.
Seja po = (g, yo). Do Teorema da Fung@o Inversa, existe uma vizinhanga de (¢, F'(pp)) em
RN=N" x RN da forma U’ x V' com V' C € e um difeomorfismo
G:U xV' — G{U xV'} C Qtal que F(G(z,y)) = yparay € V'. Assim, F o G :
U xV' — V'éaprojecion : U' x V' — V', n(z,y) = y.

Seja ¢ um elemento de D" (G {U’ x V'}). Entio,

Fig = (F o G).(G;'9).

Como G;'¢p = G*¢ ou —G*¢, G € uma forma suave com suporte compacto em U’ x V.
Como G é um difeomorfismo, a aplicagio ¢ — G '¢ é uma aplicacdo linear continua de
D (G{U' x V'})aD (U x V'). Ainda mais, como F o G = 7, entdo

(R0 = COW = [ (@ o)) 62

onde a integral no lado direito envolve a varidvel x e todos os dx, deixando uma forma dife-
rencial em y. Dessa expressdo, segue que F.¢ € uma forma suave com suporte compacto em
V' C ¥ em que a aplicagdo ¢ — F.¢ é uma aplicagdo linear continua de D" (G {U x V'})
a DN'=N+r(y7 ). A dimensdo de F.¢ é N — r como F, preserva dimensdo. Portanto, o grau
de F,pem ¥ C RV é N' — N + r. O caso geral para ¢ € D"(f2) agora segue pelo argu-
mento da particdo de unidade para uma cobertura aberta de {2 pelos conjuntos abertos da forma

G {U’ x V'} como acim. Assim, a prova do teorema estd completa. ]

Como G;'¢ = G*¢ or —G*¢, 5.2 mostra que a operacdo do push forward é
a mesma operacao de integracao.

Definicao 5.17. Suponha que ) e ) sdo subconjuntos abertos de variedades orientadas X e
Y com dimensées N e N' (N > N'), respectivamente. Suponha que F' : Q@ — Q' é uma
aplicagdo suave sobrejetiva tais que Fi(p) : T,(2) — Tp,(Y') tem ranque maximal N' em
cada ponto p € Q. Para uma corrente T' € D' (SY'), definimos o pull back F*T € D" () por

(F*T, ¢)q = (T, F.g)or para ¢ € DV 7(Q).

O Lema 5.16 garante que F*T' é um elemento bem definido de D" (2). Note
que como o operador push forward preserva dimensao, o operador pull back preserva o grau de
uma corrente. No caso onde 7' € dada por uma forma suave, entdo /™71’ estd definida como o
pull back usual.

Como D" (§Y') é denso em D (§), podemos aplicar o pull back da mesma
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maneira que em formas diferenciais. Por exemplo, suponha

T =Y Tz,
[I|=r
onde cada 77 é uma fungdo localmente integravel em )’. Entéo,

F*T =Y (Tyo F)(dF").

[|=r

Lema 5.18. Seja 7 : RY x RY — RY ¢ dado por 7(y,x) = x — y. Seja
A ={(z,z) € RN x RN;z € RN}, Entdo, 7[0] = [A].

Demonstragdo. Uma forma atraente de se provar pode ser dada escrevendo [0] e [T/] como

formas com coeficientes sejam distribui¢des. Dos exemplos anteriores, temos que

[0] = do(z)dzy A ... Ndzy
[A] = do(x —y)d(xy — 1) A .. Ad(zy — yn)-

O lema € entdo formalmente provado substituindo = por 7(y,x) = x —y e
dx; por dr;(y,x) = d(x; — y;), este argumento ser mais rigoroso aproximando [0] por uma
sequéncia de formas suaves. No entanto, aqui € outra aproximacdo usando a Defini¢do 5.17.
Seja ¢ € DN(RY x RY). Escrevemos

¢(y7x):: 2{: ¢UJ(y7x)dyI/\de>

H[+|J[=N

onde cada ¢;; é um elemnto de D(RN x RN ). Entdo,

(7°[0], 0 )gnyry = ([0], 7@ )pn (pela Defini¢do 5.17)

- < [O],/ oy, z+y) > ., (pelo Lema 5.12)
yERN zCRN

onde

dy.xty)= Y ouly.r+ydy Ad(z+y)’
[I+T1=N

Como somente a parte de ¢(y, x + y) de grau N em dy contribui para a integral, obtemos

/ oy, x +y) = / o17(y, x4+ y)dY" Ady’.
yeRN yERN

I+ J|=N
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Portanto,

(77100, Jmscmy = <[0], >/ ¢1J<y,x+y>dY1AdyJ>
14| 7|=N yERY

z€RN

= > / dri(y, © +y)dY' A dy’
j11+171=n T VR

_ /Aqa
([A]

como desejado. [

’ ¢ >]RN><]RN

Lema 5.19. Suponha que ) e ) sejam subconjuntos abertos de variedades orientadas de
dimensoes N e N' (N > N'), respectivamente. Suponha F : Q) — Q' é uma aplica¢do suave
sobrejetiva tal que F,(p) : T,(Q2) — T,(Y') tem ranque maximal N' para cada p € ). Entdo,
F*od = do F* como operadores de D' (') a D" (Q). Ainda mais, Q2 e Q' sdo variedades

complexas e F' é holomorfa, entdo F* 00 = 0o F* como operadores de D'™1(Q)') a D'P11(QQ).

Demonstragdo. A prova segue andloga aos lemas 5.14 e 5.15 no contexto de pull back . 0
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6 VARIEDADES CR

Comecaremos esse capitulo com a defini¢do de uma variedade CR mergu-
lhada, a qual € a classe mais simples das variedades CR. Logo apds, apresentaremos defini¢des
e propriedades de outras classes de variedades CR, a saber subvariedades CR genéricas e subva-
riedades quadraticas. Por fim, apresentaremos a defini¢do de uma variedade CR abstrata, como
o nome ja diz, trata-se de uma classe mais dificil de se imaginar. A medida que nos aprofun-
darmos mais no contexto das variedades CR, torna-se cada vez mais abstrato pensarmos em

exemplos, mais no contexto C" ainda conseguimos exemplos.

6.1 VARIEDADE CR MERGULHADA

Aqui, nos concentraremos no caso de uma variedade CR mergulhada em C".
Poderiamos facilmente substituir C™ por uma variedade complexa geral mas isso seria desne-
cessariamente complicado.

Para uma subvariedade suave M de C", relembremos que ¢,(M) € o espago
tangente real de M em um ponto p € M. Em geral, 7,,(M) ndo é invariante sob a aplicagio
de estrutura complexa J para 7,(C"). Portanto, daremos uma denominagdo especial ao maior

subespago J-invariante de 7,,(M ).

Definicao 6.1. Para um ponto p € M, o espaco tangente complexo de M em p é o espaco
vetorial

Hy(M) = T,(M) N J{T,(M)} .

O espaco H,(M) é, as vezes, chamado de espago tangente holomorfo. Esse espago vetorial
real deve ter dimensdo par, pois

Jo J|HP(M) =—1,

eportanto
2 m
[det Ju,an)]” = (=1)™,

onde m = dimg H,(M). Note que se A : R*" — R*" é uma aplicagdo linear complexa, ou

seja, J o A = Ao J, entdo

AU, (M)} = A{T,(M) N J{T,(M)}}
C A{T,(M)}N Ao J{T,(M)}

= Tag(AM)) N T {Ta)(AM)) } = Ha(A{M}).
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Definicao 6.2. A parte real total do espago tangente de M é o espago quociente

Usando o produto interno Euclidiano em 7},(R*"), podemos identificar
X,(M) com o complemento ortogonal de H,(M) em T,(M), denotado por H,(M)*. Com
essa identificagdo, note que J {X,(M)} N X,(M) = {0}, pois H,(M) é o maior subespago
J-invariante de 7,,(M ). Temos que 1,,(M) = H,(M) & X,(M). Do Lema 3.5, J {X,(M)} é
ortogonal a H,(M). Portanto, J {X,(M)} é transversal a T},(M).

Lema 6.3. Suponha que M é uma subvariedade real de C™ de dimensdo real 2n — d. Entdo,

2n —2d < dimg H,(M) <2n—d

Demonstragdo. Primeiro, note que H,(M) C T,(M) e entdo,
dimg Hy(M) < dimg T,(M) = 2n — d.
Para provar a outra desigualdade, note que
T,(M) + J{T, (M)} C T,(R*"),

e entao,
dimg T,(M) + dimg J {T,(M)} — dimg { H,(M)} < dim T,(R*").

Como J € uma isometria,
dimg J{T,(M)} = dimg T,(M) = 2n — d,
segue que

dimg T,(M) + dimg J {T,(M)} — dim T,(R*") < dimg H,(M),

dai

2n —d+2n—d—2n =2n — 2d < dimg H,(M).
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Ainda,

dimg X,(M) = dimg T,(M) — dimg H,(M)
< 2n—d—(2n—2d) =d.

]

A dimensdo real de X,(M) é chamada de codimensdo CR de M. O lema es-
tabelece que dimg H, (M) é um nimero par entre 2n — 2d e 2n—d. Se M é uma hipersuperficie
real, assim d = 1 e entdo, a dnica possibilidade é dimg H,(M) = 2n — 2. Em particular, a

dimensdo de H,(M) nunca muda. Se d > 1, entdo existem mais possibilidades.

Exemplo 6.4. Seja M = {z € C™; |z| = leImz; = 0}. M é a esfera unitdria em C" de dimen-
sao real 2n — 2, entdo 2n — 4 < dimg H,(M) < 2n — 2, parap € M.
Nopontop; = (21 = 0,20 = 1,23 =0,...,2, =0) € M, T, (M) é gerado
g o0 0 0 o 0

Os vetores J (%) = 6iy1 eJ (aiyg) = — (%) sdo ortogonais a 1), €

portanto FR T geram X, (M).

Os vetores i i i —_—
8ZE37 8937‘ o axn, ayn

sobre R por {

} geram o subespaco J-invariante
H,y, (M).
Entdo nesse caso, dimg Hy, (M) = 2n — 4 e dimg X, (M) = 2.
Agora considerando o ponto py = (21 = 1,20 = 0,...,2, = 0) € M.
0 0
Oxy’ Oyy’ " Oxy, Oyp
H,,(M)=T,,(M)e X,,(M) = {0}. Nesse caso, dimg H,,(M) = 2n—2e dim X,,(M) = 0.

Aqui, T},,(M) é gerado sobre R por { que € J-invariante. Portanto,

Nesse exemplo, a dimensdo de H, (M) varia de acordo p. O requerimento

bdsico de uma variedade CR é que dimg H, (M) indepedenda de p € M.

Definicao 6.5. Uma subvariedade M de C" é chamada uma variedade CR mergulhada or uma
subvariedade CR de C" se dimg H, (M) indepedenda de p € M.

Exemplo 6.6. i) Qualquer hipersuperficie real em C" é uma subvariedade CR de C".
ii) Qualquer subvariedade complexa de C" é uma subvariedade CR de C".

Definicdo 6.7. Uma subvariedade M em C" é ditar ser totalmente real se H,(M) = {0}, para
cadap € M.

Exemplo 6.8. Um exemplo de uma subvariedade totalmente real é a copia de R" dada por
{(x +1y) € C";y = 0}.
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Uma defini¢do equivalente de uma subvariedade totalmente real é que
Xp
real sempre € n.

As complexificagdes de T,,(M ), H,(M) e X, (M) sao denotadas por
T,(M)®C e X,(M)®C, respectivamente A aplicagdo de estrutura complexa J em T,(R*")®@C

restringe & uma aplicacdo de estrutura complexa em H, (M) ® C pois H,(M) é J-invariante.

(M) =T,(M), parap € M. Do Lema 6.3, a dimenséo real de uma subvariedade totalmente

Temos que H,(M) ® C é a soma direta dos autoespagos +i e —i de J cujos sdo denotados por

1,0 0,1 '
H,P(M)e H)' (M), respectivamente. Temos que

H)(M) = T,°(C")n{T,(M)®C}
H)' (M) = TXNC")n{T,(M)®C}
HYY (M) = Hp°(M).

Serd muito ttil ter essa forma de identificar esses espagos em termos de um

sistema de defini¢do local para M.

Exemplo 6.9. Voltando ao Exemplo 6.4, onde M = {z € C"; |z| = leImz; = 0}. Como visto

anteriormente, uma base para T]}O((C”) ¢ dada por

i i com 8—1 8—8 1<:<n
8217.“782n 8zz_2 8@ (9yz ’ - =

Ja uma base para T,(M) ® C ¢ dada por

{frelveil,

onde v € um elemento da base de 7,()), e, também, pelo exemplo 6.4, T),(M) é gerado sobre

R por
o o0 0 0 o 0
oxy’ 8y2’ Oxs’ 893’ Oz, OYn '
0 o R . .
Portanto, — e —— ndo pertencem a 7,,(1/) ® C. Dai, concluimos que

21 Z9
H)'(M) = T,°(C") N {T,(M) ® C} ¢ gerada por

9 o9\ _[frro 9 L(o_o
0z’ "0z, | \2\0x3s Oys/) 2\ 0z, Oy, ’

que também € base para esses espagos.
E uma base para H)''(M) = T (C") N {T,,(M) ® C} é

N
= B
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Lema 6.10. Seja M uma subvariedade suave de C" definida proxima a um ponto p € M, onde

M ={2e€C"pi(z) =--- = pa(z) =0}, onde p1, ..., pa sdo fungcdes suaves de valores reais
comdpy \ ... Ndpg # 0 proximo a p.

a) Umvetor W =377, w]— € T,°(C") pertence a H)° (M) se e somente se

9
W {p} (p) = ( Dpr, W Za’;’“ wj =0, 1<k<d
J

b) Umvetor W = 3" w; 7= = € T (C") pertence a HY)'' (M) se e somente se

0
W {pr} () = ( Fpi, W Ea’;’“ w; =0, 1<k<d
J

Relembrando que W {px} deota a agdo de um vetor W em uma fungdo py e que ( , ),

denota o pareamento entreformas e vetores.

Demonstragdo. Temos H)*(M) = T)°(C") N {T,(M) ® C} e
T,(M)®C = {WETP(C”)@)C;(dpk,W)p:O para 1< kgd}.

Claramente, ( ?pk, W >p = 0 para W € T}°(C") pois dpj, € a forma de bigrau (0,1). Ainda,
dpr = Opi + Opy. Portanto, W € H»°(M) se e somente se ( Opy, W ), = 0. A parte b) é
provada analogamente. 0

Se M ¢ uma subvariedade CR de C", entdo as dimensdes de H,*(M),

Hg’l(M ) e H,(M) ® C sao independentes do ponto p € M. Definiremos os seguintes subcon-
juntos de T(M):

H® = |JH,M)aC

peEM
HY(M) = | H (M)
peEM
HY' (M) = | HY'(M).
peEM

Um subfibrado de T'C é um objeto que atribui cada ponto p € M a um subes-
pago de 7,(M) ® C cuja dimensao independe de p. Ainda mais, desses subespacos sdo requiri-
dos encaixarem suavemente no sentido em que sejam localmente gerados por uma base de cam-
pos vetoriais suaves. Esse dltimo requerimento € facilmente satisfeito pelos espagos H(M),
H%Y (M) e HE(M). Para M localmente definido por {pi, ..., p,}, entdo préximo a um ponto
po € M, podemos escolher de {Jpy, ..., 0ps} uma colecdo de k-elementos Jp;, . .., Jp;, com
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1 < k < d sdo linearmente independentes. O ndmero &k € a codimensdao CR de M. Da al-
gebra linear, existem campos vetoriais suaves linearmente independentes L, . .., L,,_; que s@o
anulados dp;, ..., dp;, . Esses campos vetoriais localmente geram H**(M) pelo Lema 6.10 e,
entdo, H'°(M) é um subfibrado de TC(M). Analogamente, H%'(M) e H®(M) também sio
subfibrados de T(M).

Lema 6.11. Suponha que M ¢é uma subvariedade CR de C". Entdo,
a) HY°(M)nH)'(M) = {0} para cada p € M.
b) Os subfibrados H*' (M) e H'Y(M) sdo involutivos.

Demonstracdo. A prova da parte a) segue do fato que a interse¢dao de autoespagos de qual-
quer aplicacao linear correspondentes a autovalores diferentes € sempre trivial. Para a parte b),
primeiro note que

HY (M) =T“(M)N{T"°(C")|um} .

O fibrado T1°(C™) € involutivo pois o colchete de Lie de quaisquer dois campos vetoriais

8 % 5 9 9 . C 5 .
gerados por 57—, ..., 5o~ € também gerado por {a—Zl, ceey %}. Ainda, T*(M) é involutivos

pois o fibrado tangente de qualquer variedade € involutivo. Entdo, H'°(M/) é involutivo, como

desejado. Como HO'(M) = HO(M), H*'(M) também é involutivo. O

As propriedades a) e b) do lema anterior sdo muito importantes, pois elas sdo
propriedades da definicdo de uma variedade CR abstrata que veremos posteriormente. O lema
ndo implica que H® = H°(M) & H%(M) é involutivo, em geral, isso ndo é verdadeiro. De
fato, a forma de Levi, que também discutiremos posteriormente, mede o grau em que H(M)
falha ser involutivo.

O Lema 6.10 implica que dim¢ Hy°(M) = n — k, onde k ¢ o nimero de
elementos linearmente independentes de {Op1(p), ..., dpa(p)}. Se Op1 A ... A Dpa # 0 entdo,
dime Hy*(M) = n — d = dim¢ H)' (M) e entdo, dimg H,(M) = 2n — 2d. De acordo com o
Lema 6.3, esse € o valor minimo da dimensao para H, (M ).

Definicdo 6.12. Uma subvariedade CR M é chamada genérica se dimg H,(M) é minimal.

Exemplo 6.13. i) Uma hipersuperficie real em C™ é sempre genérica. Pelo Lema 6.3, uma
subvariedade CR genérica de C" cujo codimensdo real é ao menos n deve ser totalmente

real.

ii) Qualquer subvariedade complexa de C" que ndo seja um subconjunto aberto de C" é um

exemplo de uma subvariedade CR ndo genérica.

Lema 6.14. Suponha que M é uma subvariedade CR de C" com dimg M =2n—d, 0 < d < d.

Sdo equivalentes

a) M é genérica.
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b) dimg H,(M) = 2n — 2d, parap € M.
¢) A codimensdo CR de M ¢é igual a d.
d) Op1 N ...\ Opg # 0 em M para cada sistema de defini¢do local {p., ..., pa} para M.
e) T,(C") = T,(M) & J {X,(M)}.
Demonstracdo. A prova segue facilmente das definicdes e do Lema 6.10. [

Exemplo 6.15. Retornando ao caso do Exemplo 6.4, onde
M = {z€C"|z|=1 e Imz =0}. Definindo as fungdes pi(z) = |z]> — 1 e pa(2) =
(1/2i)(z1 — Z1). Temos que

— (2> - 1)
_ 2 _
Ipi(z) = O(]z]"—1) = ; szj
j=1 7 \j=1 7 \j=1
= Z(x] —y;)dz; = Zz_jdzj = Zdz.
=1 j=1
0 = 0 L o d
pa(z2) = % (z1—7Z1 | = 5441
Claramente, dp; A Ops = 0 somente nos pontos z = (z1,...,2,) € M com z5 = -+ - = z, = 0,

z = +1. Entdo, M ndo é uma subvariedade CR. No entanto, o conjunto
M={z=(2,...,2,) € M; 2z # 1},

¢ uma subvariedade CR genérica (ndo compacta) de C".

Se M é uma superficie real, entdo X, (/) é um subespago de dimensao real
de T,(M). Pelo Lema 3.5, J { X,(M)} é ortogonal a X,(M) e H,(M). Portanto, J {X,(M)}
pode ser identificado com o complemento ortogonal de 7,,(M). Para codimensdes maiores,
tanto X,(M) e J{X,(M)} sdo ortogonais a H,(M). No entanto, em geral, J {X,(M)} ndo
é ortogonal a X,(M) e portanto J {X,(M)} ndo pode ser identificado como o complemento

ortogonal de 7},(1/) de uma maneira natural.

Exemplo 6.16. Seja M = {(z1, 22) € C?;Imz; = Rezy, Imzy = 0} . M é totalmente real e uma

0 0 0
0x1’ (’9y1 al’g ’

Note que J i = inﬁoéorto onaléi+i
a Oxy B Iy & Oy Oxy

base para Ty (M) é dada por
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6.2 UMA FORMA NORMAL PARA UMA SUBVARIEDADE CR GENERICA

Nesta secdo, apresentaremos uma descri¢cdo de coordenadas conveniente de
uma subvariedade CR genérica. Primeiramente, caracterizaremos o grafico localmente de uma
subvariedade CR sobre o espago tangente real. Entdo, mostraremos que a fun¢ao grafico pode
ser escolhida tal que certos "termos puros"em sua expansdo de Taylor se anulam. O caso anali-

tico real ser4 feito primeiro, depois disto, uma versdo C* segue facilmente.

Lema 6.17. Suponha que M é uma subvariedade CR genérica de C™* com dimg M = 2n — d,
1 < d < n. Suponha py um ponto em M. Existe uma aplicacdo linear complexa afim e ndo-
singular A : C" — C", uma vizinhanga aberta U de py e uma funcdo suave

h:R?x C"% — R com h(0) = 0 e Dh(0) = 0 tais que

A{MNU} = {(z +iy,w) €C* x C" %y = h(z,w)} .

Demonstracdo. Primeiro, vamos transladar o ponto pj tal que seja a origem. Assim € suficiente
achar uma aplicac@o linear complexa afim e ndo-singular A : C* — C" que leva Ty(M) ao
espaco {y = 0} em R??, onde y = Imz € R?. Entdo, para a fungdo grifico, h, para A { M}
satisfard as propriedades requisitadas.

A fim de encontrar a aplicacdo A desejada, seja 01, . . ., Uy seja uma base orto-
normal para Xy(M). O espago J-invariante Hy(M ) é ortogonal a ambos Xo(M) e J {Xo(M)}.
Ainda mais, J nfo tem autovalores reais € Jv - w = —v - Jw para v,w € Ty(R?"). Portanto,
existe uma base ortonormal para Hy(M) da forma vy 1, JUz:1, - - -, U, JU,. Como M é gené-
rica, 0 conjunto

{v, Jon, ..., 0n, JU,}

é uma base para Ty(R?"), pelo Lema 6.14.
Agorasejaz =z +iy € C?ew = u+iv € C" % Aqui, z e y pertence a R?
e u, v pertence 2 R"~%. Definindo a aplicacdo linear real A : R?* — R?" da forma

0 0
AlD;) = —, A(Ju)=— 1<5<d
(9;) oz, (Jj) a9y, >7>
. 0 - .
A(U]) = 0 d, A(JU]): v d+1§]<n
J— J—

Como J(0/0x;) = 0/0y; e J(0/Ouy) = 0/vy, claramente Ao J = J o A em elementos da
base de Ty (R*") e portanto Ao J = J o A em todo Ty(RR?™). Visto como uma aplicagdo de C"

a C", A ¢ linear e complexa. Claramente
A{Ty(M)} = {(z,0,u,v);z € R e u,v € R”*d} = {y =0},

como desejado. O que completa a prova do teorema. 0
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Como A ¢ linear e complexa, temos que A {H,(M)} = Hy(A{M}) e entio,
aextensdo de A a T,(C") ® C satisfaz A { H}O(M)} = Hy*(A{M})e
A{HI (M)} = Hy'(A{M}). Ainda, A leva uma base ortonormal de T,(M) & uma base
ortonormal de 7y (A { M }). Em particular, A {X,(M)} = X,(A {M}). Em novas coordenadas,

temos que

To(M) = {(x,O,u,v);xGRd e u,vER”_d}
Ho(M) = {(0,0,u,v);u,v € R"}
Xo(M) = {(2,0,0,0);2 € R} .

H,° (M) pode ser identificado como {(0,w); w € C*~*} na forma complexa
linear, onde w = u + 7v.

Nossa maior preocupacdo € e serd com subvariedades CR genéricas. No en-
tante, devemos apontar uma versdo diferente do 6.3 vale em um caso ndo genérico. Seja k a
codimensao CR de M e seja d a codimensao real de M. Para o caso ndo genérico, temos que
0 < k < deentdo, n —d < dimec H'9(M) < n pelo Lema 6.3. Defina o inteiro j por
dimz®(M) = n — d + 5. Temos que

o2n —d = dime H"O(M) + dime HY(M) + dimg X (M)
= 2n—2d+2j+k.

Portanto, 2j + j = d. Como J {X, (M)} é um subespaco k-dimensional tal que € transverso a
T,(M), existe um subespago J-invariante de 7,,(C")* de dimensdo real 2j que € transverso 2
T,(M) & J{X,(M)}. A prova do Lema 6.3 pode ser modificada para que haja uma mudanca
complexa linear de coordenadas, definindo as equagdes para M entdo,

21 = Hi(@j0, . Ta g, Wi, - Waayj)
Zj :Hj(xj—HwH7Id—jawla~'uwn—d+j>
Yjr1 = hj+1(95j+1, ey Td—yj, Wiy - - - 7wn—d+j)
Ya—j = ha—j(Tjp1,. s Taj, Wiy o, Wndyj).
onde H, ..., H; sao fungdes suaves de valores complexos com H;(0) = 0
e DH/(0) = 0,1 <[ < j,eonde hj;1,...,hs; sdo fungdes suaves de valores reais com

hi(0) =0e Dhy(0) =0paraj+1<I1<d—3j.

Teorema 6.18. Suponha que M é uma subvariedade CR genérica, analitica e real de C" com

dimg M = 2n —d, com 1 < d < n. Suponha que que py é um ponto em M. Existem uma
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vizinhan¢a U de py em C", um biholomorfismo ® : U — ®{U} C C" e uma aplicacdo
analitica real h : R x C"~¢ — R com h(0) = 0 e Dh(0) = 0 tais que

P{MNU} = {(z+iy,w) € 2{U} CC'x C" %y = h(z,w)}.

Ainda,

Olel+Blp,
oxeows "
olel+slp,
oredw’
para todos os multi-indices o e 5. Outra maneira de descrever a fungdo grdfico h é olhar sua

expansdo de Taylor sobre a origem

h(z,w) = Z o 5T WP

a,Byy

onde
1 Plal+Bl+hp

wp = 0).
Qb = 181N Oz duwsow

Os termos da expansdo de Taylor com = 0 ou v = 0 sdo chamados de termos puros.

Demonstracdo. Pelo Lema 6.17, assumimos que dado um ponto pg € a origem e
M = {(z +iy,w) € C* x C" %y = h(z,w)}

onde ~(0) = 0 e Dh(0) = 0. Como M ¢ analitica e real, sua funcdo grafico
h: R% x C*~? — R? ¢ analitica e real. A expansio de Taylor de h é dada por

h(z,w,w) = Z o 5T WW.
@By

Note que enfatizamos que ~ ndo é holomorfa em w pela notagdo h(x,w,w), cuja ilustra a
dependéncia de i em w. Substitufmos W por uma coordenada independente n € C"~% e x por

2 € C4 e definimos a aplicagdo holomorfa  : C¢ x C"~¢ x C"~¢ — C? por

h(z,w,n) = Z Ao g2 WD

a,Byy

Essa série converge para {|z|, |w|, |n| < d} para algum § > 0.
Como 1(0) = 0 e Dh(0) = 0, temos que h(0) = 0 e Dh(0) = 0. Pelo

Teorema da Funcao Implicita para aplicagdes holomorfas, existe uma tinica aplicagdo holomorfa
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¢ : C? x C"? — C? definida préxima a origem tal que
d(z +ih(z,w,0),w) = z para |z|,|w| < & (6.1)

para algum, possivelmente, pequeno J > (. Defina a mudanca de varidveis holomorfa

(z,w) = ®(z,w) onde

2 — ih(¢(z, w),w,0) € C
we (6.2)

)
Il

£)
I

Como Dh(0,0,0) = 0, entdo DD(0,0) é a identidade. Assim, para um § > 0 apropriado, a
aplicacdo ¢ é um biholomorfismo de {|z|, |w| < J} a uma vizinhanca da origem em C".
Seja Ma imagem de de M N {|z|, |w| < 0} sob ®. Desejamos encontrar uma

fun¢do definida para Mem?z=7+ iy, onde w sao coordenadas da forma
§=h(@ )

tal que h satisfaca as propriedades requiridas na hip6tese do teorema.
De 6.2,

<)

—y— Re {E(qs(z,w),w, 0)} .

Se (z, w) pertence a M, entdo (z,w) pertence a M e entdo,

y = h(z,w,w) € R%.

Substituindo essa equacdo na anterior, temos que

7=Re {h(a:, w, @) — Tz + ih(z, w, @), w), w, 0)} (6.3)
para (z,w) = ®(z,w) € M.

Para obter uma equacgao definida para M nas coordenadas (Z,w), precisamos
transformar o lado direito de 6.3 em uma func¢io de e w. Como ® é um biholomorfismo local,

claramente (z,w) = ®~1(Z, W) e escrevemos

A~ o~

z = z(z,0)

w o= z

onde z : C? x C"~% — C? é holomorfo perto & origem. Portanto z = Rez é uma funcio
analitica e real de ReZz, Rew, w e escrevemos = = x(Z, w). Substituindo z = z(Z,w) e w =
w no lado direito de 6.3 resultaria em uma funcdo grafico local para M, exceto que poderia

envolver a varidvel 7 = Imz. Uma funcéo grifico deve somente envolver as varidveis = e w
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Para remediar isso, usamos o fato que D%(O, 0,0) = 0 e o Teorema da Fung¢io Implicita para
concluirmos que varidvel ¥ = y(z, w, w) em 6.3 é uma funcdo analitica real de =, Re w, Re @
préxima a origem. Substituindo 7(Z, @, @) por J = Im Z em z(Z, @) temos uma nova fungio
que denotamos por z(Z, W, E) Essa funcdo € analitica real em uma vizinhanga da origem.

Agora, substituindo z(Z, w, W) por x e W oir w, 6.3 se torna

onde

Portanto, Re héa func¢do grafico para M.

Falta ainda provar que

Hlel+18l R /}z olel+18l R ﬁ
gy —pe T2y =0, 6.4)
[ nad o TH (%:a@@ﬁ

A segunda equacdo segue pela conjugacio da primeira, entdo € suficiente provar a primeira.
A fungio
(7, w) — (7, w,w)
¢ analitica real préxima a origem e portanto pode ser expressada como uma série de poténcia

em Z, W, e . Substituindo Z por 2 € C% e @ por 7j € C"%, obtemos a aplicagdo
z:C'x C4 x Ct — ¢

cuja é holomorfa em uma vizinhanga da origem. Substituindo z(Z, @, ) por z(Z, @, @) e 7j por

@ na definicdo de %, obtemos a fungio h : C¢ x C"—¢ x C"~¢ —; C? dada por

—h(o(x(z, w,n) + ih(x(Z, w,7), w,7), ), w,0)

que é holomorfa para (z,w,7) em uma vizinhanca da origem. Para estabelecer a primeira

equacdo em 6.4, devemos mostrar que
h(Z,@,0) = 0.
De 6.1 com z substituido por (2, w, 0) e w substituido por w, obtemos

o(x(2,@,0) + ih(x(2,@,0),@,0), @) = «(2,@,0).
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Substituindo isso em h temos que

como desejado. Portanto vale 6.4 e a prova do teorema estd completa. 0

Uma versdo C* do Teorema 6.18 segue facilmento da versdo analitica real.
Suponha que M = {y = h(z,w)} onde h é de classe C* para k > 2. Da k-ésima ordem da
expansdo de Taylor de A, temos que

h(z,w) = p(z,w,w) + e(z,w)

onde p € um polindmio de grau k nas varidveis x, w, w e onde o resto de Taylor e satisfaz

ala\+lﬁl+h\e(0)

eegwrggy 0 Para lal I8+ bl <k

Portanto, as variedades M e M = {y = p(x,w,w} satisfazem a ordem k na origem. Como
p € analitico real, o Teorema 6.18 se aplica a M. As imagens M e M em novas coordenadas

também satisfazem a ordem k na origem.

Teorema 6.19. Suponha que M é uma subvariedade CR genérica de C" de classe C* (k > 2)
com dimgk M = 2n —d (1 < d < n). Suponha que py é um ponto em M. Existem uma
vizinhanca U de py em C™, um biholomorfismo ® : U — ® {U} C C" e uma funcdo
h:RYx C? — RY de classe C* com h(0) = 0 e Dh(0) = 0 tais que

P{MNU} = {(z+iy,w) € 2{U} CC*x C" %y = h(z,w)}.

Ainda mais

olel+IBIp 0y glel+18IR(0)
dzr*ow? Oz ow”
Agora voltando a questdo de encontrar uma base local candnica para H°( M)
e H®Y(M). Assumimos que M = {y = h(z,w)} onde h : R? x C"~% — R? ¢ de classe C*
(kaz 2), ondeah(O) :g e Dh(0) g 0. Os espacos Hy ' (M) e Hy°(M) sido gerados sobre C por

(0) =0 para || + |3] < k.

s e —,..., —, respectivamente. Nosso desejo é extender esses vetores
owq ow,_q Ow; OW,,—g

a campos vetoriais que sdo localmente gerados por H'Y(M) e H%'(M), respectivamente.

Teorema 6.20. Suponha que M = {(x + iy,w) € C* x C"%y = h(z,w)} onde
h:R? x C"¢ — R é de classe C* com k > 2 com h(0) = 0 e Dh(0) = 0. Uma base para

HYO(M) préximo a origem é dado por Ly, . .., L,_q com

d

Ohy, O .
< 9 TR} 1<j<n-—
L 8w]+ @;<Z“l’“awjaz,>’ sjsn—d
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onde 1y € o (1, k)-ésimo elemento da matriz d X d

oh\
(I — Z%)

Uma base para H*'(M) préxima a origem é dada por Ly, . .., L, _
Como Dh(0) = —, note que L;|y = 0/0w; e L; ] 8/8w], para
1<5<n—d.

Demonstragdo. Seja

onde Ay; sdo fungdes suaves escolhidas tais que L;|s pertencem a H°(M).

Seja p;(z,q) = Im z; — hj(x,w), 1 < j < d. A variedade M € o conjunto
zero de py, . . ., pa. Pelo Lema 6.10, um campo vetorial L em T1°(C")|,, pertence a2 H°(M),
entao

(Opi, L) =0 em M para 1 <[<d,

onde (, ) denota o pareamento entra [-formas e vetores. Inserindo L = L, nessa equagio,

4__Zahl hl:O’
W

paral <[ <del < j <n —d. Podendo ser reescrito na forma de matriz como

1 oh oh
mP—%]W—%~

obtemos

A férmula para L; dado no teorema ¢ provada. Como H%*(M) = H'9(M) o conjunto

{Zb s 7zn7d}

forma uma base local para H%'(M). O

A fun¢do griafico h em M independe da varidvel x, entdo uma base local no

Teorema 6.20 para H'°(M) tem uma forma mais simples de ser expressada

0 oh; 0 ,
Li=— 495 2L 1 <i<n_d
T Ow, * Z;awjﬁzl sjsn—d

Cuja variedade damos um nome especial.
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Definicao 6.21. Uma subvariedade CR da forma
M = {(:E—I—iy,w) eCixCrdy= h(w)}
onde h : C"~¢ — RY é suave com h(0) = 0 e Dh(0) = 0 é chamada rigida.

6.3 SUBVARIEDADES QUADRATICAS

Pelo Teorema 6.19 , uma subvariedade CR genérica e suave de C" tem uma
funcao grafico h localmente definida sem termos na sua expansao de Taylor até certa ordem.
Em particular, os termos quadraticos na expansdo de Taylor de A ndo contém termos envolvendo

as coordenadas z. Portanto todas as informacgdes de segunda ordem estdo contidas no termo

n—d g B2(0
Z 811)] 8wk W
Substituindo w pela varidvel independente 7 € C"~¢, obtemos uma forma quadritica.
Definicfio 6.22. Uma aplicagdo q : C™ x C™ — C¢ é uma forma quadrdtica se

i) q é bilinear sobre C;

ii) q é simétrica, ou seja, q(w,n) = q(n,w) para w,n € C™;

iii) q(w,n) = q(w,n) para w,n € C™.
Definicao 6.23. Uma subvariedade M C C" definida por

M = {(z +iy,w) € C* x C" %y = g(w,w)},

onde q : C"=% x C"~% — C? é uma forma quadrdtica é chamada de subvariedade quadrdtica
de C".

Os requerimentos ii) e iii) da Defini¢do 6.22 implicam que ¢(w, w) é um vetor
em R?. Logo, a subvariedade quadratica da Defini¢do 6.23 é uma subvariedade de dimensdo
real 2n — d bem definida.

Subvariedades quadraticas sdo rigidas pois suas funcdes grafico sdo indepen-
dentes de x. Como veremos, a classe de subvariedades quadraticas garante exemplos mais faceis
de serem estudados. Da discussdo do comego dessa secao, qualquer subvariedade CR genérica
pode ser aproximada a terceira ordem na origem por uma subvariedade quadratica. Portanto,
uma subvariedade quadrética serve frequentemente como um modelo para uma subvariedade
CR mais geral.

Outra razdo do porqué subvariedades quadraticas sao interessantes ¢ que cada

subvariedade quadrética tem uma estrutura de grupo, cuja estrutura deescreveremos agora.
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Definicdo 6.24. Seja q : C"~? x C"~¢ — C? uma forma quadrdtica. Para
(21, w1), (22,wq) € C x C"%, define

(z1,w1) o (22, we) = (21 + 22 + 2iq(wy, Wa), wy + ws).

Lema 6.25. A operacdo o define uma estrutura de grupo em C" x C" que se restringe a uma

estrutura de grupo em M x M, onde M = {y = q(w,w)}.

Demonstragdo. Sejam (21, wy), (22, w2), (23, w3) € C" x C", entdo

[(z1,w1) © (29, w3)] 0 (23, w3) = (21 + 22 + 2iq(wy,Ws), wy + we) o (23, w3

)
= (21 + 22 + 2iq(wy, W) + 23 + 2iq(wy + wy, W3), w1 + wq + w3)
= (21 + 22 + 23 + 2iq(we, W3) + 2iq(wq, Wa + W3), w1 + wo + w3)

= (z1,w1) o [(22 + 23 + 2iq(wa, W3), we + w3)

= (z1,wy) o [(22,ws) o (23, w3)].

0 que prova a associatividade da opreacgdo o.

Queremos determinar um elemento neutro (z., w,) € C" x C" tal que

(z,w) 0 (2e, We) = (Ze, We) © (2, w) = 2z, w)

(z + 2ze + 2iq(w, We ), w + we) = (2e + 2 + 2iq(we, W), we + w).

Claramente w, = 2, = 0, logo o elemento neutro da operagdo o € a origem de C" x C".
Agora, determinemos o elementro simétrico da operagdo o. Seja
(7;w") € C" x C" entdo,

(z,w)o (2, W) = (2, w) o (z,w) =(0,0)
(z + 2 + 2ig(w, @), w+ W) = (2 + z + 2ig(vw', W), w +w) = (0,0).

Claramente w’' = —w. Assim

z+ 2 + 2ig(w,—w) = 0
2 = —z—=2ig(w, —w)

= —z+ 2ig(w,w).
Agora resta mostrar que a operagdo o se restringe a uma estrutura de grupo em M x M. Se

(z1,w1) e (22, ws) pertencem a M, entdo Im z; = q(wy,w;) e Im 2o = q(ws, Ws).

Portanto,
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Im {21 + 22 + 2iq(wy,Ws) } = q(wy,W1) + q(we, W) + 2Re q(w, Ws).
Usando as propriedade de g da Defini¢do 6.22, isso pode ser reescrito como
Im {Zl + Z9 + 22q(w1,@2)} = q<W1 + UJQ,wl + wg)

O que mostra que M x M é fechado sob a operag@o o. A prova que (2’, w') também pertence a

M segue facilmente. Isso completa a prova do lema. [

O lema implica que uma subvariedade quadrética € um grupo de Lie, o que
significa que a operagdo de grupo (o) : M x M — M ¢é uma fungdo suave. Para
Po = (20, wo) € M, define a aplicagio G, : M — M

Gpo(’va) = (Z7w>o(207w0)

= (2 + 20 + 2qi(w, W), w + wp).

Gp, (2, w) é uma fungdo suave em ambos (z,w) e py. Para um ponto fixado
Po, G, € arestri¢do de uma aplicagio holomorfa pois ¢ € uma funcéo linear complexa.

Do Teorema 6.20, os geradores para H9(M) sdo

d
L-:i+2fiz‘1’f§ 1<j<n—d

onde temos que ¢ = (q1, - - -, qa)-

Do mesmo modo, os geradores para H%(M) sdo Li,...,L,_q. Esses ca-
pos vetoriais sdo globalmente definidos pois M € globalmente apresentado como o gréfico de
g. Também note que 9/0z1,...,0/x, sdo globalmente gerados pela parte totalmente real do
fibrado tangente X (M ).

Esses campos vetoriais Ly, ..., Ly_q, L1,...,Ly_q e 0/0x1,...,0/xq pos-
suem outra propriedade importante. Eles sdo invariantes sob a agdo de grupo (o) para M. Isso
significa que a aplicagdo (z,w) — Gp,(z,w) leva a origem ao ponto py = (2, wp) € M.
Portanto, (G, ).(0) é uma aplicacao linear complexa de Tp(M) @ Ca T, (M) ® C.

Defini¢fio 6.26. Um campo vetorial L € T®(M) é dita ser invariante a esquerda para o grupo

de agdo (o) para M se
(Gp)«(0){Lo} = L, paracada p € M

onde G,(z,w) = (z,w) o p.
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Como Gpl OGP2 = GP10P2 S (Gm OGm)* - (Gm)* © (Gm)*’ compi,py € M,

entdo um campo L invariante a esquerda satisfaz

(Gm)*(pQ) {Lpz} = Lp,op, para pi,ps € M.

Teorema 6.27. Os campos vetoriais

8 . 0ql 8 .
Li=—+42 ——— [ <j3<n—-d
J 8wj+ ’ ow; 0z J=n
=1
L, 1<j<n-d
0
— [ <ji<d
63:]- J

sdo invariantes para o grupo de acdo (o) definidos em M = {y = q(w,w)}.

Demonstracdo. Se G : C" — C™ é uma aplicagio suave, entdo

a}_z":aak o 0G0

6.0 { 5 > O3+ e O

0 " 0G 0 oG 0
G.(0){ =} = Tk<0)0_+ (a F(O))T
aCj k=1 3@} Ck‘ C] 6Ck
onde escrevemos ¢ = ((i,...,(,) como coordenadas de C" e as fun¢des componentes de G
como G = (Gy,...,G,).
No nosso caso, a aplica¢do G,(¢) = G,(z, w) é holomorfa em

( = (z,w) € C", e também 9G, /OC; = 00(G,,) /0¢;. Usando a férmula para L; e escrevendo

0/0x; = 0/0z; + 0/0%;, a prova do teorema se reduz a um simples cdlculo. O

Exemplo 6.28. Um dos mais importantes de uma subvariedade quadratica € o grupo de Hei-

senberg. Isso € a hipersuperficie real em C" definida por

M ={(z,w) eCx C" i Imz = |w|*}.
Aqui, q(w,n) =w-n = Z?:_ll w;n; paraw = (wy,...,w,—1) € C" e
n=(m,...,nn-1) € C""1. A a¢do de grupo dada por

(24 wh) o (23 w?) = (28 + 22 + 2iqu' - @, w' 4+ w?)
para (2!, w'), (2%, w*) € C x C*1.
Os geradores invariantes para (M) sdo dados por
0

0
J
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Os campos vetorial Ly, ..., L, ; geram H%'(M) e o campo vatorial invariante d/0z (onde
xr = Re z) geram X (M).

Concluiremos essa secdo em superficies quadraticas pela derivagao de uma
forma normal para as superficies quadriticas de codimensdo real dois em C*. Essa forma nor-
mal serd util para exibir vérios tipos de extensdes CR.

Seja (21, 22, w1, wy) as coordenadas para C* e escrevemos z; = @1 + iy €

29 = T + 11». Uma codimensdo dois quadritica em C* tem a forma

Y1 =qq (w7 w)

Yo = @a(w, W)

M=

onde ¢; e ¢, sdo formas quadréticas de valores escalares em C2. Dizemos que q; € ¢o sd0
linearmente independentes sobre R se as restrigdes de ¢; € ¢z ao conjunto {(w, w; w € C?} sdo
linearmente independentes sobre R no sentido usual. Das propriedades de uma forma quaratica
dada na Defini¢do 6.22, ¢ facil ver que ¢; e ¢» sdo linearmente independentes sobre R se e

somente se q; € g, como fungdes de C? x C*> — C sio linearmente independentes sobre C.

Teorema 6.29. Seja M uma subvariedade quadrdtica de codimensdo dois de C* definida por

Y1 = q1(w7 w)

Yo = @a(w, W)

M=

a) Se q, e qu sdo linearmente dependentes sobre R, entdo existe uma mudanga de coordena-

das complexa linear e ndo singular em C* tal que nas novas coordenadas

U1 :ql(wvm)
y2 =0

M=

onde q1 é uma forma quadrdtica de valores escalares.

b) Se q, e q sdo linearmente independentes sobre R, entdo existe uma mudancga de coorde-
nadas complexa linear e néo singular em C* tal que nas novas coordenadas M tem uma

das seguintes formas:

_ 2
par=q =l
Y2 = |UJ2’
_ 2
iy -4 v =l B
y2 = Re (wiws)
= Re (wjw
jiy 2 = { V1= Re(wim)

Y = Im (wlwg)
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Demonstragcdo. Para a parte a), se ¢o = A\g; para alguma A € R, entdo temos a seguinte

mudanca de varidveis linear complexa e nao singular

21T = 2
/2\2 = Z9 — )\Zl
@1 = W
'&]\2 = W2
Nas novas coordenadas
:171 = Im 21 = Im 21

= ¢(w,w) para (z,w) € M

),

£)

= Q1 (1/1}7

Q:Ing = Ing—)\Imzl
= @(w,w) — A\q:(w,w) para (z,w) € M
= 0.

Isso completa a prova da parte a).
Para a parte b), comecaremos pela diagonalizacdo da matriz de ¢;. Isso pode

ser feito por uma mudanca unitdria de coordenadas somente em w; € ws. ApOs isso, existem

trés casos para considerar:
1. ¢i(w,w) = |wyi]*> + |wa|* (g1 é positivo)
2. q1(w,w) = |w1]* — |wa]* (qy tem autovalores de sinais opostos)
3. qi(w,w) = |wy|* (¢ tem um autovalor)

No caso 1 também inclue o caso onde g; € negativo, para esse caso, a mudanga de varidveis
Z = —z e w = w tornard o resultado de ¢, positivo.

Seja

¢ (w, W) = Alw; > + 2Re(\wy, Ws) + Clws|?,
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onde A e C sdo reais e A € complexo.
Caso 1. (q; é positivo). Primeiramente, olhando para os nimeros complexos

a e b, com b # 0, e o nimero real ¢ tais que
G(w, W) + tq (w, W) = |aw; + bw,|?.

Expandindo essa equagdo, vemos que a, b e t devem satisfazer

ab = \
a* = A+t
b? = O+t

Se A = 0, entdo seguimos da seguinte forma. Temos A > CouC > A,para A =Ce X =0,
entdo ¢q; e ¢» sdo linearmente dependentes. Trocando as posi¢des de w; e w, se necessdrio,
b|> = C — A > 0. Entdo, seja
b= /C — A. Com essas escolhas, as equacdes do sistema 6.5 sdo satisfeitas com b # 0.

assumimos C' > A. Seja a = 0. Assim temos t = — A, daf

Se A # 0, entdo devemos escolher a e b ndao nulos. Do sistema de equagdes

6.5, temos que

) C+t

Isso pode ser rearranjado como a equacdo quadratica em ¢ da forma

2 2

2+ (A+O)t+ (AC — |\]*) = 0. (6.5)

O discriminante, (A+C)? —4(AC — |\|?) = (A—C)? +4|)\|?, é positiva pois A # 0. Portanto,
de 6.5 possui duas raizes reais distintas. Seja ¢ a maior raiz.Claramente, t + A > 0et+ C > 0
pois (t + A)(t + C) = |A]*> > 0. Seja 6 o argumento de \. As equagdes do sistema 6.5 sdo
satisfeitas pela escolhade t e

a = (t+ A)Y2%e?
b = (t+0)/2>0.

Com essa escolha de a, b, ¢, temos que

@ (w, @) = |w]*+ |wo|?
G(w, W) + tq (w,w) = |aw1—|—bw2|2.
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Defininindo a seguinte mudanca de varidveis

gL = A

22 = 2o+ tZl

’1/171 = w1

’(/152 = awq + bwg.

Essa é uma aplicac@o linear nao singular pois b # 0. Temos que

Im?l = Imzl
= q(w,w) (se(z,w) e M)

= |wif’ + Jw,|?
2

_ L, .
= |w |+ ’§(w2 — ai)
= alu [’ + 2Re(1212) + Bl

onde « e [ sdo nimeros reais positivos e v € um nimero complexo. Analogamente

Imz, = Imzy+tImz

= @(w, W) + tq(w,w) (se (z,w) € M)

Portanto, se M € a imagem de M sob a aplicacdo linear (z,w) — (Z, W), entdo, em novas
coordenadas, M = {Im z= Ef(ﬁ?,ﬁ)} com ¢ = (¢, ¢2) onde

~

Q(0,0) = al@ ]’ + 2Re(y@yw) + B,

) = @l

)|

)|

@(w,
Agora, completamos a raiz em g;. Apds de remover o /A, obtemos
@ (w,0) = |o!Pwy + 5o 2wl + (8 — [y[Pa”") ws?

Fazendo mais uma mudanga de coordenadas

2= a-(B-hfa )z
2y = 29

o, = o'Pw, + 70471/21112
Wy = Wo.
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Essa mudanga de coordenadas € ndo singular pois o > 0. Novamente, seja M a imagem de M
sob a aplicagdo (z,w) — (2, w). A equagdo definida para M em novas coordenadas é dada
por
— Im 2, = |@w;]?
o A=laf ]
Im Z9 = |w2|
o que é a forma normal em i) da parte ») do teorema.
Caso 2. q;(w,w) = |w]|* — |wa]? (¢; tem autovalores de sinais opostos).

Nesse caso, fazemos a seguinte mudancga de coordenadas linear e ndo singular

21 = 2
Z9 = /2\2
wp = 5(@1 + @2)
Wy = 5(1171 + 1/172)

Nas novas coordenadas, a imagem de M, apds remover A, € dada por

M — { Im A Re(wlwg) } :

Im 2, = Alw;]? + 2Re(Aw,Ws) + Blw,|?

para alguma escolhade A, B € Re A € C. Seja
A=r+sierselR

Ap6s a mudanga de varidveis 2 = z1, 2o = 29 —2r21, Wy = Wy, Wy = wy, M é dada, removendo

A, por {Im z; = ¢;(w, W), Im 25 = ¢2(w, W)} onde

ql(w,w) = Re(wlwg)
@(w,w) = Alw|? — 2sIm(w,wy) + Blw,|?.

Na forma de mattriz, temos que

02w, ) = (T, ) (A ‘B> (Z; )

Se o determinante AB — s? é positivo, entdo a matriz de g, € positiva ou negativa e dai caimos
no Caso 1 com as posi¢des de ¢; e go trocadas. Isso nos leva a forma normal dada i) da parte b).
Entdo, assumimos que

AB —s* <0.

Primeiro, provemos que o coeficiente de |w;|? em ¢ se anula em uma mudanga de varidveis da
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forma

gL = A
Z9 = 32
wp = 731
Wy = 11)\2 + it@l,

para um ¢ € R apropriado que serd escolhido posteriormente. Essa mudanga de varidveis

preserva gi, entdo obtemos
@ (w, W) = (A + 2st + Bt*)|w,|* — 2(s + Bt)Im(@w,0,) + B|ws|*.

Existe uma raiz real ¢ para a equagdo quadrética A + 2st + Bt*> = 0 pois o
discriminante 4(s? — AB) é ndo negativo. Com essa escolha de ¢, o coeficiente de |@; |* se anula

e entdo, depois de remover A, temos que

q1(w,w) = Re(w W)

G(w,w) = aIm(w1@2)+5|w2|2,

onde « e 3 sdo ndmeros reais.

Se a = 0 entdo, 8 deve ser ndo nulo, caso contrdrio ¢; = 0. Apds reescalar
na varidvel zo, M € uma forma normal dada em ii) da parte b) com as posi¢des de wy, wsy, 21 €
2o revertidas.

Se a # 0, entdo forgamos o coeficiente de |w,|? se anular por uma mudanga

de variaveis da forma

21 = 29

zZ9 = /Z\Q

wp = ’L/U\l + it@g
wy = Wy,

onde ¢ ¢ um ndmero real. Novamente, qualquer mudanca de varidveis dessa forma preserva q;.

Temos
q2(w,w) = aIm(f&l,Eg) + (6 + O&t)|’&72|2.

Como a # 0, sejat = —Ba ™!, que forga o coeficiente de |w;|? se anular. Apos uma reescala
na variavel na varidvel 29, M agora é a forma normal dada em iii) da parte b).

Caso 3. ¢;(w,w) = |w;|? (¢; tem um autovalor nulo). Seja

¢ (w, W) = Alw,|* + 2Re(qw W) + Blwsy|?,
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onde A e B sio reais e A é complexo. Fazendo a mudanga de varidveis

VA4 |
/2\2 = Z9 — AZl
@1 = w1
1/172 = W2

Agora em novas varidveis, M € definida por

Imz; = |w;]?
N mz, = | L R ‘
Im z, = 2Re(\w,ws) + B|ws|?

Seja go(w, w) = 2Re(w wy) + Blwsy|*. A matriz que representa go €

(25)

Se a # 0, entdo o determinante dessa matriz é —|\|? que € negativa. Logo, os autovalores da
matriz de g, tem sinais opostos e isso cai no Caso 2 acima com as posicoes de g; e g, revertidas.
Se @ = 0 entdo, ap6s uma reescala, M tem uma forma normal dada em i) da parte b). A prova

do teorema estd completa. [

6.4 VARIEDADES CR ABSTRATAS

Até aqui, estamos lidando com subvariedades CR de C". Nessa se¢do, defini-
remos o conceito de uma variedade CR abstrata que ndo requer mengao de um ambiente C" ou
uma variedade complexa.

Seja M uma variedade C* abstrata. Como definido anteriormente, TC(M)
denota o fibrado tangente complexificado cuja fibra em cada pontop € M éT,(M) @ C. Se M

é uma subvariedade CR de C", do Lema 6.11, entdo

i) H'(M) N HWO(M) = {0}
i) HYO(M) e H*'(M) sdo involutivos.

Essas duas propriedades ndo fazem menc¢ao de uma estrutura complexa em
C™ além de definir o espago H'°(M). Portanto, definimos uma variedade CR abstrata sendo

uma variedade junto de um subfibrado de T'C(M) que satisfaga as propriedades i) e ii).

Definicao 6.30. Seja M uma variedade C* e suponha que 1L é um subfibrado de T®(M). O
par (M, L) é chamado de variedade CR abstrata ou estrutura CR se

a) L,NL, = {0} para cada p € M.
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b) 1L é envolutivo, ou seja, [ L1, Lo] pertence a 1L sempre que Ly, Ly € L.

E claro que da discussido acima que se M é uma subvariedade CR de C",
entdo o par (M, L com L = H"°(M) é uma estrutura CR.

Pela caso da variedade mergulhada, chamamos dime {7(M)/L & L} a co-
dimensao CR de (M, L).

Existe uma aplicacao de estrutura complexa J definida em um subfibrado real
que gera L entdo, os autoespacos da extensdo de .J 2 . @ LL sdo L para o autovalor +i e L para

o autovalor —s.

Exemplo 6.31. Dizemos que o par (M, L) é uma estrutura quase complexa se IL. ¢ um subfibrado
de T¢(M) com L®L = T¢(M). Em particular, LNL = {0}. Portanto, uma estrutura involutiva

quase complexa € um exemplo de uma estrutura CR.

Como uma variedade complexa pode ser localmente mergulhada em C" (defi-
ni¢do), isso incita a questdo andloga para variedades CR. Se (M, L) é uma estrutura CR abstrata,
entdo existe um difeomorfismo localmente definido & : M — C™ tal que (M) é uma sub-
variedade CR de C" com @, {L} = H'(® {M})? Esse tltimo requerimento para ® implica
que a estrutura CR para M (nomeadamente IL) tem a ac¢do do push forward a estrutura CR para
® { M} (nomeadamente H'°(® {M})). A resposta para essa questdo € um sonoro sim. Se M ¢é
analitica real, entdo existe uma incorporagdo, como veremos posteriormente. Se M € somente
suave, entdo a resposta, no geral, € ndo, como também veremos posteriormente, onde apresen-
taremos o contraexemplo de Nirenberg. Existem outras condi¢des em uma estrutura CR suave

que garantem uma incorporag¢do local e discutiremos brevemente.
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7 FUNCOES E APLICACOES CR

Neste capitulo definiremos o objeto de estudo mais importante deste trabalho:
as funcdes CR, porém antes precisamos definir o operador Complexo Tangencial de Cauchy-
Riemann. Sendo assim, comecaremos com a defini¢do para prosseguir da forma desejada.

Para uma subvariedade CR de C", existem duas formas de definir o complexo
tangencial de Cauchy-Riemann e ambas estratégias sdo encontradas na literatura, dessa forma
apresentaremos as duas. A primeira forma é uma aproximacio extrinseca que usa o J-complexo
do ambiente C". A segunda forma é uma aproximacao intrinseca que ndo usa o ambiente
de C" e portanto se generaliza para variedades CR. No caso da variedade mergulhada, essas

aproximacodes levam ao complexo tangencial diferencial de Cauchy-Riemann.

7.1 APROXIMACAO EXTRINSECA

Lembremos que o fibrado das (p, ¢)-formas em C" é denotado por AP2T*(C").
O espaco das secoes suaves de AP7T*(C") sobre um conjunto aberto U em C" é denotado
por EP4(U). Relembremos também que propriedades do fibrado das (p, ¢)-formas e sua rela-
¢do com o operador 9 : EP4 —3 EP9F1 foram dados anteriormente. Ainda, para cada ponto
po € C", o produto interno Hermitiano em A><T*(C") € definido declarando que o conjunto
{dzl ANdz75 || = p,|J| = q}, com I, J crescentes, é uma base ortonormal.

Seja M uma subvariedade CR suave genérica de C" com dimensao real 2n—d.
Definimos AP27*(C")|5s € a restri¢do do fibrado AP4T*(C") a M, ou seja, AP4T*(C")|py €

unido de ADT™ (C™) onde pg percorre M. Esse espago é diferente do espago
{7 wiw e APITH(C)},

onde j : M — C" é a aplicag@o inclusdo. Uma secdo suave de AP7T*(C")|5; € um elemento
da forma
f = = frsdz' ndz’ € EPI(CM),

|J1=q
com fung¢des coeficientes fr; restritas a M.
Para 0 < p, ¢ < n, definimos /77 o ideal em AP?T*(C™) que é gerado por p
e ponde p : C* — R é qualquer funcdo suave que se anula em M. Os elementos de /7 sdo

somas de formas do tipo
O1p+ Py A Op, B € APITH(C™), By € APIIT(C).

Se {p1,...,pa} é um sistema de local definido para M, entdo {p1, ..., ps} localmente gera o

ideal de todas as fungdes de valores real que se anulam em A/. Portanto, [727*(C") é local-
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mente gerado por

pl,...,pd,gpl,...,gpd.

A restrigdo de 77 a M, denotado por 79|y, é o ideal em AP2T*(C™) local-
mente gerado por Opy, .. ., 0pg. Como M é CR, a dimensio da fibra 19|, independe do ponto
po € M. Portanto, [7%],; é um subfibrado de AP4T*(C")| ;.

Seja AP9T*(M) é o complemento ortogonal de 79|, em APIT*(C")|y,.
Elementos em AP<T™(M) para py € M sdo ortogonais ao ideal em AP27T™(C") gerados por

Op1(po), - - -, Opa(po). Seja k o nimero de elementos linearmente independentes de

{5/)1(]00)7 e ﬁﬂd(po)} )

ou seja, k é a codimensdo CR de M. Como M € CR, k independe do ponto py € M. Logo, o
espaco AP9T*(M) é um subfibrado de AP7T™*(C")|5s. Note que APIT*(M) = 0se p > nou
q > n — k. Se M ¢é genérica, entdo k = d pelo Lema 6.14.

O espaco AP9T*(M) ndo € intrinsico a M, ou seja, ndo € um subespaco da
algebra exterior gerada pelo fibrado cotangente complexificado de M. Isso se da ao fato que
se p: C" — R se anula em M, entdo, dp = (1/2)(dp + i.J*dp) m]ap é ortogonal ao fibrado
cotangente de M pela presenca de J*dp.

Para 0 < s, seja
Ay = AS’OT*(M) QD AO’ST*(M)

onde alguns dos fatores a direita podem se anular. O espaco A3, ndo é o mesmo espago que

AST*(M). O espago A*T*(M) é intrinseco a M enquanto o espago A%, ndo.

Exemplo 7.1. Seja M = {(z,w) € C*Im z = 0}, entdo p(z,w) = (2i)"*(z — z). Temos que
O0p = —(i/2)dz e entdo, APIT*(M) é o espago das (p, ¢)-formas em M que sdo ortogonais ao
ideal gerado por dz. Em particular, A%1T*(M) é gerado pela forma dz A dw A dw e
AY2T*(M) = 0. Portanto, A3, = A>T (M), onde A>T (M) é o espago gerado por dz A dw A
dw onde x = Re z. Note que {j*w;w € A3} = A3T*(M).

Para um conjunto aberto U C M, o espago das se¢des suaves de AP9T*(M)
sobre U serd denotado por 77 (U) e Dhf(U) denotard o espago dos elementos de E7/(U) com
suporte compacto.

Para 0 < 0, seja
EU) =&EFU) @ - @ &5 (U)

onde algum dos fatores da soma 2 direita podem se anular. Novamente, note que &, # £(U).
Seja ty : APIT*(C™)|yy — APT*(M) a projecdo ortogonal. De uma

forma f € AP2T*(C")|, frequentemente escrevemos f;,, para ty(f) e denominamos isso de
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parte tangencial de f. Se f é uma (p, ¢)-forma suave em C", entdo f;,, é um elemento de V7.
Reciprocamente, qualquer forma f € E47(U) pode ser extendida a um elemento f e era),

onde U é um conjunto aberto em C" com UN M = U. Isso é feito escrevendo

f = Z fUdzI/\dEJ com fIJ S 5<U)

|I|=p
[J]=q

e extendendo cada funcdo coeficiente f;; 2 um conjunto aberto U de C.

Definicao 7.2. Para um conjunto aberto U C M, o complexo tangencial de Cauchy-Riemann
D : EPUU) — ERTTNU) ¢é definido a seguir. Para | € EXA(U), seja U um conjunto aberto
em C" comUN M = U e seja fe SWI([?) com f;M = femUN M = U. Entdo,

ng = (5f)tM‘

A forma Oy f é calculada extendendo & um conjunto aberto em C", entdo aplicando O e to-
mando a parte tangencial do resultado. Devido a existéncia de muitas possibilidades da exten-

sdo de um elemento de EY', mostraremos que a defini¢do de 0y independe da extensdo.

Lema 7.3. O operador 0y estd bem definido, ou seja, se ]71 e ]?2 sdo elementos em 5”"1([7 ) com
(f)i, = (f2)ey, em M O U, entédo (0f1)s,, = (0f2)s,, em M N U.

Demonstragdo. Note que (fl — f;) é um elemento de /™7, Portanto, é suficiente provar que 0
¢ uma aplicacdio suave de I77 3 [P9+! Se o € EP4(U) e f € EP1 L (U) ese p: U — Rse

anulaem M N U , entdo
dap+BAIp) = (da)p+ (a+IB) A dp.

Onde o lado direito claramente é um elemento de 77971, O]

Como mencionado anteriormente, os espagos A»47T™(M ') ndo sdo intrinsecos
a M. Portanto, os espacos 17 e o operador tangencial de Cauchy-Riemann ndo séo intrinsecos
a M. Por essa razao, referimos a Defini¢ao 7.2 que o complexo tangencial de Cauchy-Riemann
estd extrinsicamente definido.

E dtil termos uma maneira de computar 0,;. Mostremos o caso de uma hiper-

superficie real.

Lema 7.4. Suponha M = {z € C";p(z) = 0} é uma hipersuperficie real em C" onde p :
C" — R é suave com |dp| = 1 em M. SejaN = 4(0p/02)-0/0Z = 4377 (0p/0z;)(0/0%;).
Entdo,

01, = N1 (DN Q) para ¢ € APUT*(C™)|

Onf=N_ (5,0/\5]?) para [ € EVY,
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onde fé qualquer (p, q)-forma suave definida com ﬁM =fem M

Demonstragdo. Como |dp| = 1, o campo vetorial N é dual a forma dp. Se ¢ € APIT*(C") e
Y € APa=1T*(C"), temos
(Nag)-¢=¢-(0p-¥)

onde (-) € o produto interno Hermitiano em A*7™(C"). Portanto
N.i¢p=0 em M seesomentese ¢ € APIT*(M).
Da Regra do Produto para _, temos que
NL(@pA¢)=(N1dp)p—dpA(NLg).
Como N L dp = |dp|?> = 1 em M, isso se torna
¢p=N_i(OpAd)+dpA(NLp). (7.1)

Agora, NJ(NJ) = 0 e entdio, N2 (OpAd)|ar é um elemento de APIT*(M). A forma dpA(Nig))
¢ um elemento de /79, Portanto, a Equac@o 7.1 nos d4 uma decomposi¢do ortogonal de um
elemento ¢ de AP9T*(C")|p; em uma parte tangencial ¢;,, € AP?T*(M) e a componente de
¢ em I7|,,. Em particular, ¢;,, = N (0p A ¢), como dito. A férmula para 0, f segue da

expressdo para ¢;,, e da defini¢io de 0,;. [

O termo N J ¢ é chamado de componente normal de ¢ e € denotado por ¢, .

A Equacdo 7.1 entdo, € lida como

¢ = ¢r,, +0p A bn,, em M.
Lema 7.5. Suponha que M ¢é uma subvariedade CR suave de C".
a) Onu(fAg) =08 Ng+ (1) f ADygpara f € ENf e g € &
b) Opro00y =0

Demonstracdo. A parte a) segue facilmente da regra do produto para 0
A parte b) basta notar que 9, f, entdio dg = 0. U

E importante interpretar a equagdo 0y f = g em termos de correntes. Se M
¢ uma subvariedade suave orientada de C™ de dimensdo real (1 < d < n), entdo a corrente

integragdo sobre M € definida por

([M], ¢ )cn = /qu para ¢ € D*"~4(C").
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M é uma corrente de grau d e portanto pode ser escrita da forma
g p p
(M) = [M]* + - 4 [M]*4
Em particular,

(IM),6 )en = /M 6" para ¢ € DT,

onde ¢"™" ¢ indica que a parte ¢ de bigrau (n, n—d). Pelo Teorema de Stokes, temos d[M] = 0.
Como J[M]%? ¢ a parte de d[M] de bigrau (0,d + 1), temos

o[M]% = 0.

Lema 7.6. Seja M uma subvariedade CR genérica e orientada de C" de dimensdo real 2n — d,
1 < d < n. Suponha f € EP4(C"). Entdo, f;,, = 0 em M se e somente se [M]*4 A f = 0

como uma corrente em C".

Demonstragdo. Pelo argumento da particao de unidade, € suficiente provar o lema para formas
f com suporte em uma C"-vizinhanga U de dado um ponto py € M. A corrente [M] é dada por
paradpy A ... A dpg onde {p1, ..., pq} é um sistema de defini¢do local para M préximo a pg e
a = |dpy A ... Ndpg|~t. Aqui, iy € a distribuigdo dada pela medida de Hausdorff em M. A

parte de bigrau (0, d) dessa corrente é
[M]% = jipradpy A ... A Opq.
Portanto, para f € DP4(U), [M]%? A f = 0 se e somente se
Op1A...NOpg AN f=0em MNU.
Como M é genérica, temos que Opy A ... AOpg # 0 e
Op1A...NOpg N f=0p1A...NOpg A fi,,.

Daf segue que [M]%¢ A f = 0 que é equivalente a f;,, = 0 em M. O

Suponha que f é um elemento de E477. A corrente [M]%? A f ndo estd bem
definida pois [M]%¢ é uma corrente em C" e f ndo € definida em C". No entanto, podemos
definir [M]%¢ A f como [M]%4 A f onde f ¢ qualquer (p, q)-forma suave definida com ﬁM = f.

O 7.6 implica que a definicao indeppende da extensao de f.

Lema 7.7. Suponha M é uma subvariedade CR genérica e orientada de C" de dimensdo real

2n —d. Sejaf € EVeg € Sﬂqﬂ. A equacdo Of = g em M é equivalente a equacdo de
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corrente

O(f A [M]%Y) = g A[M]> em C™.

Demonstragdo. Do Lema 7.6 e do fato que 9[M]%? = 0, temos que

Af ANM]™) = Of A M
= (gf)tM A [M]()’d'
Portanto O(f A [M]%4) = g A [M]*4, como desejado. O

Ambos operadores 0 e d satisfazem a férmula da integracio por partes. Para
f € &rICn)ege DP9 1(C"), temos

(0.9 )en = (=17 £.09 ).,

A mesma férmula segue, pela defini¢do, se f é uma corrente de bigrau (p, q).
Dessa equagio, obtemos uma férmula de integragdo por partes para 0,;,. Relembremos que
(', ), denota o pareamento de correntes em /. Extenderemos o pareamento de correntes aos

espagos D}, por
([,9)u = /f/\g
= /\fg>(C”7

para f € E,(M) e g € D3~ %" (M). Para uma variedade genérica M, AP4T*(M) = 0 se

2n—d—(p+q)

p>mnougq >n—d. Portanto, se f € Ve g € Dy, , entdo

<fjg>M:<f’gn—p,n—q—d >M’

onde g"P"~9~% ¢ a parte de bigrau (n —p,n —q—d)deg. Se f € EVfeg € D”M_p’"_q_d,

entdo f A g tem bigrau (m,n — d) e entdo,

CF0 ) = /ng

— Od/\f, >(C"'

Lema 7.8. Suponha M é uma subvariedade CR genérica e orientada de C" com dimensdoo
real 2n — d. Seja f € EXA(M) e g € Dy P" "1 (M). Entdo,

<5vag >M = (_1)p+q+1<f75Mg >M
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Demonstragdo. Da discussao anterior ao lema, temos que
(Buf.g )y = (MO AT ),
onde f € EP4(C) e § € D"Pm—4=4=1(C") sdo extensdes de f e g. Temos que

(Omf.9), = < M) 0ftM/\g>

- < 0d/\(9fg>7 (pelo Lema 7.6)
(—
(-

DI C{MIATYT ),

1)p+q+1< (M) A ]7,55 >(Cn

onde a tltima equacdo segue da definicdo de 0 aplicada a uma corrente. Pelo Lema 7.6, temos
que [M]%4 A 9g = [M]%? A (09)y,,. Portanto

(Dufig)y = (0P (M AFDG )
= (P L g ),

como desejado. [

Essa formula de integracdo por partes nos permite extendender a definicao de
0Oy a correntes em M. O espago das correntes em M de bidimensio (p, q) é o dual do espago
Dh e é denotado por {Dh} .

Definicao 7.9. Suponha M uma subvariedade CR genérica e orientada de C" com dimensdo

real 2n — d. Seja T’ € D;{j[’q, entdo Oy T € D;{}Hl € a corrente definida por
(OuT.g ), = (1" (T,dg ), , parage Dy """

7.2 APROXIMACAO INTRINSECA

Aqui trabalharemos com a definicio do operador de Cauchy-Riemann 0 em
C™ definido anteriormente.

Assumindo que (M, L) é uma estrutura CR abstrata. Logo, IL é um subfibrado
involutivo de T¢(M) e L N L = {0}. Seré necessério escolher um subconjunto complementar
para L& L. Para isso, assumidos que M estd munida com a métrica Hermitiano para 7C(M) tal
que L é ortogonal a L. Se M é uma subvariedade de C™, entiio a métrica natural é usar a restri¢io
de TC(M) da métrica Hermitiana usual em TC(C"). Se M é uma variedade abstrata, entdo
uma métrica pode ser construida localmente declarando uma base local de campos vetoriais ser

ortonormal. Essa métrica pode ser extendida globalmente pela parti¢cao de unidade.
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Para cada ponto py € M, seja X,,, o complemento ortogonal de L,,, & L,, em

T,,(M) ® C. Claramente, os espagos {X,,;p, € M} se encaixa suavemente e entao, o espago

X(M) = U Xpo

poEM

forma um subconjunto de T¢(M).

Se M é uma subvariedade CR de C", entio L. = H'O(M)e L = H*'(M).
Nesse caso, X (M) é a parte totalmente real do fibrado tangente.

Defina os subfibrados

T = L
7' = L& X(M).

Enfatizamos que T"°(M) ndo é andlogo a H"*(M) para uma variedade CR mergulhada, a
menos que X (M) = {0}.

O dual desses espacos sido denotados 7" (M) e T*° (M), respectivamente.
Formas em 7*"" (M) anulam vetores em T"°(M) e formas em 7%’ (M) anulam vetores em
TOY(M).

Defina o fibrado

APAT* (M) = AP(T*" (M) BAY(T (M),

este espaco é chamado de espago das (p, ¢)-formas em M.

A métrica pontual em TC(M) induz a métrica dual pontual em T* (M) de
maneira usual. Seja ¢, ..., ¢, 14 uma base ortonormal para T*I’O(M) e seja U, ..., 1, uma
base ortonormal para 7% (M). A métrica para T* (M) extende a métrica em AP9T*(M)

declarando que o conjunto
{¢' A5l =p, |7 =g},

onde [ e J sdo multiindices crescentes, € uma base ortonormal. Também declaramos que
APAT*(M) é ortogonal a A™*T*(M) se p # r ou ¢ # s. Temos a seguinte decomposi¢do
ortogonal

AT (M) = AOT*(M) & - - & A T* (M),

onde algumas dessas somas se anulam se > m. Seja
T AT (M) —s APT*(M) para p+q=r,

a aplicacdo projecdo natural.
O espaco das r-formas em um conjunto aberto U C M é denotado por
EL(U). O espago das segdes suaves de AP7T*(M) sobre U é denotado por EV7(U) e DY (U) é
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o espago dos elementos de E77(U) com suporte compacto. O "U"pode ser omitida da nota¢do
se nao for importante no contexto discutido.
A definicdo do operador tangencial de Cauchy-Riemann intrinseco, agora,

pode ser definido em termos da derivada exterior dys : 5, — E5f.
Definicdo 7.10. O operador tangencial de Cauchy-Riemann é definido por 0y; = Wﬁ’f“ ody

A defini¢do de 0y, é analoga a definicdo de 0 em C" ou qualquer variedade complexa.

Lema 7.11. Se M é uma variedade CR, entdo
dM {gﬂq} C gj;\)jQ,q—l ® gﬁ-l,q e g}z&q-&-l‘

Isto significa que a derivada exterior de uma (p, q)-forma ¢ pode ser uma somatdria de uma

forma de bigraus. Porém somente os componentes de dy; ndo nulos possuem bigraus igual a

(p+2,9—1), (p+1,q) e(pg+1).

Demonstragcdo. Primeiramente, foquemos no caso caso p = 1, ¢ = 0. Devemos mostrar que

792(dp¢) = 0se ¢ € E,7. Isso é equivalente a mostrar que
(dyo,Li ALy ) =0 paratodo Ly, L, € L =T%"(M).
onde ( , ) denota o pareamento entra formas e vetores. Assim temos que,

(du¢ LinLy) = Li{( L)} = L2 {( & L1 )}
— (¢.[L1, L] ).

Como ¢ € & e L, Ly € T*' (M), temos que { ¢, L, ) = { ¢, Ly ) = 0. Pela definigio
de uma estrutura CR, L € involutivo, e entdo [L,, L,] € L. Portanto < ¢, [L1, Lo) > = 0, daf
( dy, Ly A Ly ) = 0, como desejado. Isso prova o lema para o caso p = 1, ¢ = 0. Note que 0
lema automaticamente segue parap = 0e g = 1.

Para p,q > 1, £/ é gerado pelos seguintes termos:

b1 Ay AL A LAY,

onde cada ¢; é uma (1, 0)-forma suave e cada ¢; ¢ uma (0, 1)-forma suave. O caso geral agora
segue usando a regra do produto para dj; e o caso do lema de uma (1,0)-forma ou (0, 1)-

forma. 0
Lema 7.12. Se M é uma variedade CR, entdo 0,y o 9y = 0.

Demonstragdo. Suponha ¢ uma (p, ¢)-forma suave, entio dy;¢ = 791 (dy;¢). O Lema 7.11
implica
Oud = dud — [T (dw @) + 7 (dn @)
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Portanto,

OnOn¢ = 2 [dr(0n9)]
— —7Tp’q+2[dM7Tp+2’q71(dM¢)—i—dMﬂ'pH’q(dM(b)],

onde a dltima equagdo usa o fato de que dy; o dyy = 0. Do Lema 7.11, o termo a direita se

anula. Portanto, 5M5M¢> = 0, como desejado. O

Lema 7.13. Se f € Ef e g € £}, entdo

On(fAg) = @Ouf)Ng+ (=1)PHf Adug.

Demonstracdo. A prova segue da Regra do Produto da derivada exterior. [

Lema 7.14. Se f € EVF e g € qualquer forma suave em M com suporte compacto, entdo
/ Omf)Ag= (—1)p+q+1/ fAOug.
M M

Demonstragdo. Seja m a dimensio de L e L, e d a dimensdo de X (M). Portanto, dime (L ®
X) = dime TH (M) = m + d e dime T%Y (M) = m. T®(M) tem dimensdo complexa 2m + d
que € a mesma dimensao real de M. Entdo, uma forma de grau maior em M tem bigrau

(m +d,m). Se f € E¥7, entdo Oy f € EXH! e entdo, O,/ f emparelha com formas de bigrau

d—p,m—qg—1
Dm+ p,m—q
M

(m+d—p,m—q—1).Sejag € . Da Regra do Produto, temos que

en Omf)Ng= / om(f Ng)+ (—1)P+q+1/ fAOmyg. (7.2)
M M
O bigraude f A g é (m + d, m — 1). Como o grau maior em M é (m + d, m), temos que

Om(f Ng) =du(f Ag).

Como g tem suporte compacto em M, temos que

[ s ng =0

pelo Teorema de Stokes. Desse fato junto da Equacdo 7.2, a prova do lema segue. 0

Assim como o0 caso extrinseco, a integragdo por partes nos permite encontrar
uma férmula de modo a extender a defini¢do de O a correntes. Pela defini¢do, o espaco das

correntes de bidimensdo (p, ¢) em um conjunto aberto U C M é o dual do espaco D/ (U).

Definicdo 7.15. Se T' € DY, entdo a corrente DT € DT é definido por

<5MT7g >M = (_1)p+q+1 < TagMg >M .
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Usando a definigio juntamente com o Lema 7.12, mostra que 9(0T') = 0 para

/
uma corrente 7' € D",

7.3 A EQUIVALENCIA ENTRE 0S COMPLEXOS TANGENCIAIS DE CAUCHY-RIEMANN
EXTRINSECO E INTRINSECO

Para uma subvariedade CR M de C", existe uma escolha de dois pontos de
vista para o complexo tangencial de Cauchy-Riemann, a extrinsica e intrinseca. Esses dois
complexos sdo diferentes, mas nessa secdo mostraremos que sdo isomorfos. Mas antes de

estabelecer esse isomorfismo, precisamos definir o que € um isomorfismo entre dois complexos.

Definicdo 7.16. a) Um complexo é uma colec¢do de espacos vetorais
A={A;q€Z,q>0}

com aplicagbes d, : Ay — Agy1 tal que dgy 1 o dy = 0 para q > 0.

b) Suponha que A = {A,,d;q >0} e A={A,, Dy q > 0} sejam dois complexos. Esses
complexos sdo isomorfos se existe uma colecdo de isomorfismos de espagos vetoriais
P,: Ay — A, tal que Py 10 D, =d,o P,

Exemplo 7.17. Seja M e N variedades suaves e suponha F' : M — N um difeomorfismo.
Os complexos {dys : ET(M) — ET (M)} e {dy : E"(N) — E™TH(N)} sdo isomorfos € 0
isomorfismo é dado por F* : E"(N) — E"(M).

Antes de enunciarmos e demonstrarmos que os complexos tangenciais extrin-

seco e intrinseco sdo isomorfos, devemos enunciar e demonstrar os seguintes lemas técnicos.

Lema 7.18. Para cada ponto py € M, j* é um isomorfismo de APIT; (M) extrinseco a
APATS (M).

Demonstragdo. Para a simplificacdo de notacdo, provaremos esse lema para o caso onde M é
genérica. Do Lema 6.17, podemos encontrar uma mudanga de coordenadas linear complexa

A C" — C™ tal que dado o ponto pg € M é a origem e
M = {(z +iy,w) € C* x C" %y = h(z,w)}

onde h : R¥x C"~¢ —s R é suave com h(0) = 0 e Dh(0) = 0. Como mencionado, A preserva
o espago tangente holomorfo de M, o espaco tangente totalmente real de M e a métrica para o
espago tangente real de M. Portanto, a defini¢do de A”7T*( M) intrinseco € invariante sob essa
mudanca de coordenadas. Ainda, o pull back de A comuta com 0. Portanto, da definicao de

APAT™* (M) extrinseco também € invariante sob essa mudanga de coordenadas.
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Os seguintes argumentos podem ser facilmente modificados para o caso ndo
genérico usando as observagdes da prova do Lema 6.17.

Um sistema de defini¢do local para M é dado por {p1, ..., pq} onde
p;i(z,w) = Im z; — h;(Re z,w). Como Dh(0) = 0, temos que Jp;(0) = —(2i)"'dz;. Pela
defini¢do, AP4T*(M ) extrinseco é o complemento ortogonal em AP9T™*(C™)|,, do ideal gerado

por Op1, . .., Opqg. Portanto, uma base para AP4T* (M) extrinseco na origem é dado por
{d" N dw” A dw™; |1+ || = p,|K| =q}

onde [, J, K sdo multiindices crescentes.

Uma base para L = Hz'"(M) é dado por {duwy, . . ., dw,_4} e uma base para
Ly = H:"' (M) é dada por {dwy, . ..,dw,_q}. Como X (M) é o complemento ortogonal de
L* @ L em T (M), uma base para X; (M) é dada por {dz1,...,dxzs}. Portanto, uma base

para AP2T (M) intrinseco € dado por
{da" A dw’ A dw” A dw™; |1+ || =p, |K| =q}

onde 7, J, K sdao multiindices crescentes.

Como Dh(0) = 0, as relagdes seguintes sdo vilidas na origem:

JHdwy) =dwp 1<k<n-—d
j*dwy) =dwy 1<k<n—d
P dy) =01<k<d
JHdrg) =dxp 1<k <d.

Em particular, j*(dz;) = dxy para 1l < k < d e entdo,
§*(dz" A dw?! A dw™) = da' A dw?! A dw?! A dw”

Logo, j* leva uma base para A»97™* (M) a uma base para AP2T*(M). Isso completa a prova do
lema. O

Lema 7.19. Para inteiros p, q

q+1 g+l
otMOWéfer :Wﬁ’ij oj*

j*
como aplicacdes de { A\PITIT*(C") @ APTHIT*(C™)} | pr a APITIT*(M) intrinseco.

Demonstragdo. Para cada ponto py € M, as aplicagdes nesse lema levam o espago

{APIHIT(C) @ APHAT (€))L
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ao espaco definido intrinsicamente Ap’q“T;0 (M). Como a prova do Lema 7.18, assumimos que

M ¢ genérica, o ponto py € a origem e
M = {(z +iy,w) € C* x C" %y = h(z,w)}

onde h : RY x C"~% — RY ¢ suave com h(0) = 0, Dh(0) = 0. Na origem, j*(dwy) = dwy,
jrdwy, = dwy paral < k <n—de j*(dz) = j*(dzx) = dxp para 1l < k < d.

Primeiramente, suponha ¢ um elemente de A»¢*1T(C™). Temos

min(d,p) min(d,qg+1)

Z Z ZE‘,_ PNzl A dz

onde cada ¢}; é uma forma em 0 de bigrau (p — r, ¢ + 1 — s) que somente envolve

dwl, ce ,dwn_d, dwl, c. ,d@n_d.
Na origem, t,; anula dzy, . . ., dz,. Portanto
1’1’111’1
tar o TR (@) = tar(¢ Z Z o7 Ade!.
r=0 |I|=r

Como j*dz = dxy, temos que

min(d,p)
Jrotyomllg) Y > ¢’ nda'. (7.3)
r=0 |I|=r

Por outro lado,

min(d,p) min(d,q+1)

% Il=r 7,8
ACECEL A D DD DD I I R

Cada dxy, pertence a ATy (M) intrinseco e ¢}; pertence a AP~"9*1=*T}*(M) intrinseco. De-

p,g+1

vido a presenca de 7, ', 0 Unico termo que contribui para a soma no lado direito ocorre quando

s = 0. Portanto

min(d,p)
mhitto i (¢) = Y Y P ada. (74)
r=0 |I|=r

Comparando as Equagdes 7.3 e 7.4, temos que
j oty o wéf“ = 7T§\J/[(I+1 oj*. (7.5)

no espago AP4T1T*(C")|,s, onde ambas aplicagdes sdo nulas nesse espago. Concluimos que
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7.5 sempre € vélido no espago AP41T*(C")|,, e, portanto, a prova do lema estd completa. [

Teorema 7.20. Suponha que M é uma subvariedade CR de C". Os complexos tangencial de

Cauchy-Riemann extrinseco e intrinseco sdo isomorfos.

Demonstracdo. Fixando p com 0 < p < n. Para g > 0, seja

A, = & — viadefinigdo extrinseca
A, = &V — viadefini¢do intrinseca.

A, é o espago das se¢des suaves do fibrado definido extrinsicamente A??7™ (/) cuja pela defi-
ni¢do é o complemento ortogonal de /77 em AP9T*(C")|. Por outro lado, A, é o espago das

se¢des suaves do fibrado definido intrinsicamente AP97T*(M ) cuja definigdo é

A {E () @ X () @ar { " ()}

Seja
D,: A, — A1 seja definido extrinsecamente )
D, : A — A1 sejadefinido intrinsecamente O
O operador D, é a parte tangencial de d, ou seja, £ty 0 9, e d, = 747" o dy; onde dy; é a

. . 1 . Y
derivada exterior em M e 757" é a projecio de APY4HIT* (M) em

AP {H*I’O(M) o X*(M)} QA {H*OI(M)} ‘
Seja j : M — C™ a aplicagao inclusdo. Vamos mostrar que j* é o isomor-
fismo desejado entre os complexos {D, : A, — A 41} e {d, : A, — A,1}. As seguintes

afirmacdes devem ser mostradas:
i) A aplicacdo j* leva A, a A, isomorficamente.
i) j*o Dy =d,0j".

O item i) segue direto do Lema 7.18.

Para provar ii), primeiro note das definicdes

3 1

Dq = tMOa:tMOWég+ Od(Cn
1

dq = 7.‘_2]1‘?/,[(]-4- OdM.

Como j* o den = dypy o j*, o item ii) segue do Lema 7.19.
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7.4 FUNCOES E APLICACOES CR

Nesta secdo, apresentaremos as defini¢des e propriedades bésicas de funcdes
CR e aplicagdes CR. Func¢des CR sdo analogas as fun¢de holomorfas em uma variedade com-
plexa. No entanto, existem diferencas considerdveis. Por exemplo, fun¢des CR nem sempre sao
suaves. Existem relagdes entre funcdes CR em uma variedade CR mergulhada e funcdes holo-
morfas no ambiente C". Por exemplo, a restri¢do de uma fun¢ao holomorfa a uma subvariedade
CR € uma fun¢do CR. No entanto, fun¢des CR nem sempre extendem a fun¢des holomorfas.
Esses conceitos s@o o cerne deste trabalho, estudar casos de extensao de funcdes CR a funcdes
holomorfas. Ainda mostraremos que funcdes CR analiticas reais em uma subvariedade CR ana-
litica real extende localmente a fun¢des holomorfas. Uma versao C'* também ¢é dada. Por fim,

discutiremos aplica¢des CR entre variedades CR.

7.4.1 Funcoes CR

Definicdo 7.21. Suponha que (M,1L) é uma estrutura CR. Uma fung¢do f : M — C (ou
distribuicdo) é chamada de fungdo CR se Oy f = 0 em M.

A defini¢do acima aplica-se a qualquer variedade CR, seja ela abstrata ou

mergulhada em C™. Agora, apresentaremos outras formas de caracterizar uma funcdo CR.

Lema 7.22.  a) Suponha que (M,L) é uma estrutura CR. Uma fungdo C* [ : M — C ¢
CR se, e somente se, Lf = 0 em M para todo L € L.

b) Suponha M = {z € C";py(2) = --- = pa(z) = 0} € uma subvariedade CR genérica de
C". Uma fungdo C* f : M — C é CR se, e somente se, ng Opr A ...NOpg=0em
M onde f: C" — C é qualquer extensédo C' de f.

Demonstragdo. Para a parte de a), relembremos que 0y f = 7%'dy; f. Como 7% é a projecio
de 7°°(M) em T*" (M) = L', temos que 7% (darf) = 0 se, e somente se, { dyf, L ) = 0
para todo L € L. E dai, a parte a) segue da equacio

(duf,L)=L{f}

que € a defini¢do da derivada exterior de uma funcao.
Para a parte b), segue da definicio extrinseca de 9y, f como a parte de aﬂ M

que € ortogonal ao ideal gerado por {5,0}, onde p: C" — R ésuavecomp=0em M. [J

Se M € uma subvariedade CR de C", entdo qualquer fun¢do holomorfa em
uma vizinhanga M em C” restringe a uma funcdo CR de M pela parte ») do lema anterior. No
entanto, a reciproca nem sempre € verdadeira, isto €, funcdes CR nem sempre extendem como

fungdes holomorfas.
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Exemplo 7.23. Seja M = {(z,w) € C* Im z=0}. Aqui, L = H%'(M) é gerado sobre

0
E(M) pelo campo vetorial g Um fungéo f : M — CéCR se
w

of

—(z,w) =0 (x= Re z2).

L(aw)=0 )
Uma funcdo CR em M € uma fun¢do que é holomorfa em w com x € R fixado. Como nao
existe condi¢do no comportamento de uma fungdo CR na varidvel x, uma funcdo arbitrdria de
x automaticamente € CR. Portanto qualquer funcio na-analitica de = € um exemplo de fungdo

CR que ndo extende a uma fungfio holomorfa em uma vizinhanga de M em C2.

Nesse exemplo, uma fun¢édo CR analitica real em M = {y = 0} é sempre a
restricdo de uma fun¢do holomorfa definida préximo a M. Uma fun¢do CR analitica real em
M pode ser representada proxima a origem por uma série de poténcias em x € w. A extensao

holomorfa € obtida substituindo x por z nessa série de poténcias.

Teorema 7.24. Suponha que M é uma subvariedade CR genérica analitica real de C" com
dimensdo real maior ou igual a n. Suponha f : M — C é uma fungdo CR analitica real em
M. Entdo, existe uma vizinhanga U de M em C" e uma tinica fungdo holomorfa F' : U — C

com Fly = f.

Antes de demonstrar esse teorema, devemos enunciar € provar o seguinte

lema.

Lema 7.25. Suponha que M é uma subvariedade CR genérica e suave de C" de dimensdo real
2n —d, 0 < d < n. Se f é holomorfa em uma vizinhanca conectade de M em C" e se [ é nula

em M, entdo f ¢ identicamente nula.

Demonstracdo. Pelo Teorema da Identidade para funcdes holomorfas, € suficiente provar que
todas as derivadas de f sdo nulas em um ponto fixado py € M. Préximo a py € M, existe
uma base local para HY(M) consistindo de campos vetoriais suaves Ly, ..., L, 4. A colegdo
de vetores {fl, o ,fn,d} forma uma base local para Ho’l(M). Seja X1, ..., Xy abase local
para o fibrado tangente totalmente real, X (A/). Extendendo os coeficientes, assumimos que
esses campos vetoriais sdo definidos em uma vizinhanga de p, em C". Esses campos vetoriais
Ny = JXq,...,Ng = JX4s@o transversais a M. Como M € genérico, uma base para TC(C”)

préximo a pg € dado por

{Lh"'aLn—dazla"’7L7’L—d7X17"'7Xd7N1a"'7Nd}'

Os campos vetoriais L1, ..., Ly_q, L1, ..., Ln_q, X1, . .., Xq serdo chamados
de tangenciais. Os campos vetoriais Ny, ..., Ny serdo chamados de tranversais.

Para provar que D“f = 0 préximo a py em M para todos os operadores
diferenciais d*, usamos um argumento de inducao dupla na ordem do operador diferencial D

e o nimero, m, de campos vetoriais tranversos em D .
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Se m = 0, entdo D envolve somente campos vetoriais tangenciais e entao,
Def =0em M pois f =0em M.

Agora, assumindo por inducao que param > 0, D*f = 0 em M para todos os
operadores diferenciais que envolvem somente os campos vetoriais m-tranversos. Mostraremos
que

Nj, ...N;. .. {f} =0 em M,

onde ji, ..., jm+1 s30 indices do conjunto {1,...,d}. Das equagdes de Cauchy-Riemann em
C", temos que (X + iJX)(f) = 0 para X € T'(C"). Portanto,
N Ay =JX;,.. {f} =1iX;,.,, [ préximo a p, em C". Logo,

Njy oo Ny A =N N, XG0 )

O lado direito envolve um operador diferencial somente com campos vetoriais m-tranversos e
portanto € nulo em M, como desejado.
Para completar a inducdo dupla, assumimos o seguinte: para inteiros N > 0,
m>1
Df =0 em M,

para |a| < N e onde D* envolve somente campos vetoriais m-transversos. Também assumimos
D®f = 0 em M para operadores de qualquer ordem que envolva no maximo campos vetoriais
(m—1)-tranversos. Devemos mostrar que D®f = 0 em M para || = N+ 1 e onde D® envolve
campos vetoriais m-transversos.

Devemos considerar dois casos.

Casoi). D =To D%,

. , . . r, . .
Aqui, T é o campo vetorial tangencial e D* é um operador diferencial de ordem |o/| < N
. . !
que envolve somente campos vetoriais m-transversos. Nesse caso, D f = 0 em M pela

hipétese de indugdo e entdo, T’ {DO‘/ f } = 0 em M, como desejado.

Caso ii). D= N; o D,

Aqui, N; = JX; € transverso e D" é um operador diferencial de ordem la/| < N que

envolve somente campos vetoriais (m — 1)-transversos. Nesse caso,

D*f = N; {Da,f}
= DY {N,;f}+[N;, D*]{f}

onde [,] denota o comutador. O primeiro termo € igual a iD* {X,f} pelas equagdes
de Cauchy-Riemann. Esse termo se anula em M pela hipétese de indugdo pois D X j
envolve somente campos vetoriais (m — 1)-transversos. O segundo termo é um operador

diferencial de ordem NV e entdo, se anula em )M, novamente pela hipétese de inducao.
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Da indug¢do dupla, segue que D f = 0 préximo a p, em M para todos os operadores

diferenciais e entdo, f € nula identicamente. A prova do lema estid completa.

]

Para a existéncia do Teorema 7.24, daremos duas provas. A primeira mais

simples, mas a segunda pode ser modificada para lidar com uma versdo C'*° do Teorema 7.24.

Primeira Prova de Existéncia. A primeira prova trata ( e ( € C" como coordenadas indepen-
dentes. Provaremos que dada uma fun¢ao CR analitica real f extende a uma fung¢ao holomorfa
em C?". Usando as equacdes de Cauchy-Riemann, provaremos que a extensdo holomorfa de
f é independente da coordenada ( e entdo restringe 2 uma funcdo holomorfa em C", que é a
extensdo desejada de f.

Dada uma fun¢do CR, € suficiente extendé-la a uma vizinhanca de um ponto
fixado py € M. A extensdo global pode ser obtida unindo as extensdes locais.

Do Lema 6.17, assumimos que o ponto py € a origem e
M={(z=z+iy,w) eC'x C"% y=h(z,w)},

onde h : R? x C"¢ — R € analitica real em uma vizinhanga da origem e Dh(0) = 0. Do

Teorema 6.20, uma base local para H%!( M) é dada por

d

d
_ h

ow: 0z ow ;
I=1 k=1 3 &=l J

onde /i, € a (I, k)-ésima entrada da matriz (I + i(Oh/dz))~".

Como h € a func¢do analitica real proxima a origem, / pode ser expressada em
uma série de poténcias nas varidveis 2,z € C? e w,w € C" . Substituindo Z pela varidvel
independente ( € C? e W pela varidvel independente € C"~? em séries de poténcias para h,
obtemos uma fungdo holomorfa i : C¢ x C4 x C"~¢ x C*~* — C, com

h(z,z,w,w) = h(x,w). Defina
Mc = {(AC,w,n) €C!xCxCMx CY %(z -0 —5(Z,C,w,n)} :

Também defina A : C? x C"~¢ — C? x C4 x C"~* x C"* por

Mg é uma subvariedade complexa de C*" com dimensdo complexa 2n —d. Ainda mais, A { M}
¢ mergulhada como uma subvariedade totalmente real de M.
Se f : M — C é uma funcdo analitica real em M entdo, como substituimos

Z por ¢ e w por 7, em séries de poténcia de f produz uma funcio holomorfa f My — C
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com f o /A = f. Similarmente, os coeficientes analiticos reais de L; podem ser extendidos

holomorficamente aos campos vetoriais Zl, cee Zn,d S TLO(MC) com
8hk 0 0
= -2 — 1<ji<n—d. 7.6
Z;;le Cw”an]a§l+an] <j<n (7.6)

Como fé holomorfa, temos (L, f) = A.L; {f} em A{M}. Se f é CR,

entao
(Lif)orr = Zj{foA}
= Ljf=0em M.
Como A { M} é uma subvariedade genérica de M¢ com dimenséo real 2n—d,
temos que

I, =0, (1.7)

em M pelo Lema 7.25.
Cada vetor 0/0(; é transversal a M¢ pois Dh(0) = 0. Defina

F:C%xCexCx Cr? —s C sendo a extensdo de f : Mc — C que é independente de

(. Entao B

OF

G

Também afirmamos que

= (0 préximo a origem, 1 < j <d. (7.8)

OF
o = (0 préximo a origem, 1 < j <n —d. (7.9)
15

Para ver isso, note que

o (oF\ 0 aﬁ_o
aG \on; ) o \oG; )

Como vimos em 7.6 € 7.8, temos que

OF

— = E]ﬁ em Mc, 1<j<n-—d
on;

= 0 em Mc (por7.7).
A extensdo holomorfa de f em C" = C¢ x C"~“ ¢ obtida fazendo

F=Fo/A.De78¢79,Fé independente de ¢ e 7) e entdo as séries de poténciade F' = FoA

¢ independente de Z e w. Portanto, I’ € holomorfa em uma vizinhanca da origem em C". Ainda
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mais F|y; = f pois

= }VOA’M

Segunda Prova de Existéncia. Comecamos com )/ préxima a origem como
M = {(z +iy,w) € C! x C"" %y = h(z,w)},

onde h € analitica real e h(0) = 0, Dh(0) = 0. Se M € flat, ou seja, h = 0, entdo uma
fun¢do CR analitica real proxima a origem € uma série de poténcias convergente em x € w. A
extensao holomorfa desejada € obtida substituindo z com z = z + iy na sua série de poténcia.
Queremos replicar esse processo tanto quando possivel para o caso geral. O problema é que,
em geral, uma fun¢do CR analitica real dependera de w. No entanto, sua depéndencia de w €
intimamente ligada com a depéndencia da série de poténcias de h em w. Ao invés de deixar
w ser uma coordenada complexa independente como na primeira prova, mudaremos a estrutura
complexa para C" tal que h se tornard holomorfa.

Na série de poténcias de h, substituimos x por z. Entdo h € definida em
CéxC" e h(z,w) é holomorfa em z préxima a origem. Defina H : C¢x C"*~? — C4¢x C"¢
por

H(z,w) = (z +ih(z,w),w).

Seja Hy, ..., H, as fun¢des componentes para H. Usamos H = (Hy, ..., H,) como um sis-
tema de coordenadas para definir uma nova estrutura complexa para C* = C? x C"~¢. Uma
fun¢do g € holomorfa com respeito a nova estrutura complexa se existe uma fun¢do holomorfa
G no sentido usual com g = G o H. Esse estrutura complexa vai de acordo com a estrutura
usual complexa nas z-varidveis como H é holomorfa em z € C¢ no sentido usual.

Os T%!'-campos vetoriais para essa nova estrutura complexas sdo aqueles

campos vetoriais nulos nas funcdes coordenadas Hy, ..., H,.

Lema 7.26. Uma base local para o fibrado T*'(C") para as novas estruturas complexas é

dado por

d
. Ohy, 0 0 , 0 .
A= — —_— —+—1<j<n—-d, —,1<7<d

onde . € a (1, k)-ésima entrada da matrix d x d [I + i(0h/dz)]~".

Demonstragdo. A prova desse lema segue mostrando que para 1 < [ < n, A; {H;} = 0 para
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1<j<n-—d,e(0/0z;) {H,} =0paral < j < d. Também note que esses campos vetoriais

sdo linearmente independentes préxima a origem pois Dh(0) = 0. [

Seja Hy = H‘{Im o) A aplicacdo Hy : RY x C"~¢ — M ¢é uma para-
metrizacdo para M. Sejam : C¢ x C"¢ — RY x C" ¢ seja a aplicagio projecdo dada por
7(x + iy, w) = (x,w). Claramente, 7|, € a inversa de H,.

Do Teorema 6.20, uma base local para H%!(M) é dada por

— ohe 0 0
T, = -2 I O L 9 y<j<n—d,
)= g b < <n

onde s, € a (I, k)-pesima entrada da matriz I + i(0h/0x)]~'. Uma fungdo C* f: M — C ¢
uma funcdo CR se e somente se fj f=0,1<j<n—d.Issoé equivalente a

m.L;j {f o Hy} = 0em R?x C"~“ pois Hyor é a aplicagio identidade em M. O campo vetorial
7. L; pode ser computada usando 7. (0/9y;) = 0, m.(90/0z;) = 0/0x; e 7.(0/0w;) = 0/0w;.
Temos que

GRS A B .
:—zkzl:lmka_ 8$l 5@]-7 1<753<n—d.

Suponha que f : M — C é uma fungdo CR analiticareal. Seja fy = foHy : RIxC"¢ — C.
A fungio f, é uma funcdo analiticareal de v € R?e w € C" 9. Seja F, : C? x C"¢ — C
a extensdo de f, obtida substituindo x por z = = + iy na expansdo da série de poténcias de
fo sobre a origem. Como F, e h sdo holomorfas em z € C%, temos que Oh/0z, = Oh/dxy,

0Fy/0z, = 0Fy/0xy. Comparando essas expressoes para A; e W*Zj, obtemos

AFolim .oy = ™l {fo}
= 0 (Como f é CR).

Como A; Fy é holomorfa em z € C? e se anula em {Im z = 0}, A;F; deve se anular identica-
mente. Ainda A;Fy = 0 e 0Fy/0%;, = 0, a fungdo F; € holomorfa com respeito a nova estrutura
complexa. Existe uma funcdo F' : C* — C que € holomorfa no sentido usual definido em
uma vizinhanga da origem com Fy = F' o H. A restricdode F'a M é f pois f o Hy = F o Hy
em {Im z = 0}. Isso completa a segunda prova da existéncia do Teorema 7.24.

[

Teorema 7.27. Suponha que M é uma subvariedade CR genérica e C*° de C" com dimensdo
real 2n — d, 1 < d < n. Se f é uma funcdo CR e C*™ em M, entdo existe uma fungcdo C*° F
definida em C" tal que OF se anula em M em ordem infinita em F|y; = f. F é médulo tinico
do espaco das fungoes que se anulam em ordem infinita em M.

Se M ou f é somente de classe C*, k > 2, entdo uma modificacdo da prova

produz uma extensdo c*, F, tal que OF se anula em M em ordem k — 1.
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O ingrediente chave na prova do Teorema 7.24 é o fato que uma fungdo real
analitica ¢ : R — C é localmente a restri¢do de uma fungdo holomorfa ® : C* — C. Na

prova do Teorema 7.27, precisamos substituir essa ideia com o seguinte lema.

Lema7.28. a) Suponha que ¢ : RY — C, d > 1, é uma funcdo C™. Entdo existe uma
fungdo C* & : C* — C tal que 0P se anula em ordem infinita em {Im z = 0} em
O =¢pem{Imz=0}

b) ® na parte a) é modulo tinico do espago das funcoes suaves que se anulam em ordem
infinita em {Im z = 0}.

Demonstracdo. Seja z = x + iy. O requisito que ® = ¢ em {y = 0} determina que todas as
z-derivadas de ® em {y = 0}. O requisito que 9P se anula em ordem infinita em {y = 0} é

equivalente a
o [0d 0P
oy~ {8% Z(‘?azj} em {y bolsjsd ( )

para todos os indices «. Essa equagdo intuitivamente determina que todas as y-derivadas de ®
em {y = 0}. A Parte a) segue do Teorema de Extensdo de Whitney.

Para a Parte b), se ® se anula em {y = 0}, entdo todas as z-derivadas de ¢
também se anulam em {y = 0}. Se 0P se anula em ordem infinita em {y = 0} entdo de 7.10,

segue que todas as derivadas de ® se anulam em {y = 0}. [

Prova do Teorema 7.27. A parte da unicidade do Teorema 7.27 € similar a prova do Lema 7.25.
Para a existéncia, o que devemos mostrar € se F' = 0 em M e se OF se anula
em ordem infinita em M, entdo todas as derivadas de F' também devem se anular em M. A prova
da Existéncia do Teorema 7.27 € andloga a Segunda Prova da Existéncia do Teorema 7.24. A
funcdo grifico h para M, e entdo para H, pode ser extendida 2 C? x C"~? como fungdes suaves
tais que 0,h e 0, H se anula em infinita ordem em {Im z = 0} pelo Lema 7.28. Como feito
anteriormente, usamos H = (Hi, ..., H,) para definir uma nova estrutura complexa para C".
O Lema 7.26, que exibe uma base local {A;,0/9z;} para o fibrado T%! desta nova estrutura
complexa ainda é vélido. Para uma fungdo CR suave f em M, seja fo = f o H| {Im -=0}-
Extenda fy a Iy : C? x C"~¢ — C tal que 0,F, se anula em ordem infinita em {Im z = 0}.
A computagio que A;Fj se anula em {Im z = 0} ainda é vdlida. Como 0.h e 0.F, se anula
em ordem infinita em {Im z = 0}, 0, {A;F},} também se anula em ordem infita em {Im z = 0}.
Pela Parte b) do Lema 7.28, A; Fj, se anula em ordem infitaem {Im z = 0}. Assim, ambos A; Fj
e 0Fy/0%; se anula em ordem infinita em {Im z = 0}.
Como H : Cix C"4 — C4 x C"¢ ¢ um difeomorfismo préximo a origem,
entdo definimos
F=FoH"

Como feito anteriormente, F'|y; = f pois F'o H|{Im 0} = fo=7fo H|{Im e Falta provar

que OF se anula em infinita ordem em M. Isso é equivalente a mostrar que LF se anula em
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infinita ordem em M para todo L pertencente 2 T%!(C") para a estrutura complexa para C".
J& sabemos que L[, se anula em infinita ordem em {Im z = 0} para todos L no fibrado 7!
para a nova estrutura complexa para C". Como H : C* — C" € o sistema de coordenadas
para a nova estrutura complexa para C", o push forward sob H~! leva o fibrado 7! para
a estrutura complexa usual para C" ao fibrado T%! para a nova estrutura complexa para C".
Portanto, (H_'L)F, se anula em infinita ordem em {Im z = 0} para todo L no fibrado 7!
para a estrutura complexa usual para C*. Como F = F;, o H~!, concluimos que LF se anula
em infinita ordem em M para todo L no fibrado 7% para a estrutura complexa usual para C",

como desejada. Assim, a Prova do Teorema 7.27 estd completa. O]

7.4.2 Aplicacoes CR

Suponha que M e N sdo variedades CR e f : M — N é uma aplicacdo C'.
Se o espaco de destino /N é uma subvariedade CR de C™, entdo f tem fun¢des componentes
(f1,- -, fm)- Nesse caso, é razoavel chamar f de aplicacdo CR se cada fungdo componente for
uma funcdo CR. Essa defini¢ao precisa ser modificada no caso onde N nao é mergulhada em
C™. Para motivar a definicdo astrata, vamos examinar mais perto o caso onde ambos M e N sao
subvariedades CR de C" e C™. Usando o Teorema 7.27, podemos extender f = (f1,..., fim) :
M — N auma fungdo F' = (Fy,..., F,,) definida em C™ talquegFj =0emM,1<j<m.
Entdo, parap € M, F,(p) é uma aplicagdo de 7, °(C") a T}’((;)(C”) ede 7' (C") a Tg’&))(@”).
Ainda mais, Fl(p) é uma aplicagio de T;7(M) a Tf, (N), pois F' é uma aplicagdo de M 2
N. Portanto, para p € M, F.(p) é uma aplicacdo de H-(M) a Hy) (N) e de HO'(M) a

F(p)

H%(lp)(N ). Para uma estrutura CR abstrata (M, L), o subfibrado IL toma o lugar de H>°(M).

Isso motiva a seguinte definicdo.

Defini¢ao 7.29. Suponha que (M,1Ly;) e (N,Ly) sejam estruturas CR. Uma aplica¢do C*
f: M — N é chamada de aplicacdo CR se f,{lL);} C Ly.

A extensdo de f, a TC(M) satisfaz f.(L) = f.(L) para qualquer L € T(M).
Portanto, a Defini¢do 7.29 € equivalente a f, {EM} C Ly. Em particular, f, {]LM @ EM}
CLy®Ly.

Lema 7.30. Suponha que (M,1L) é uma estrutura CR. Uma aplicagcdo f = (f1,..., fm): M

— C™ é uma aplicagdo CR se, e somente se, cada f; é uma fungdo CR.

Demonstragdo. Nosso objetivo € a estrutura CR (C™, T10(C™)). A aplicagio f € CR se, e
somente se, f.(L) pertence & T%(C™) para cada L € L. Para 1 < j < m, seja 2; a j-ésima

fungdo coordenada para C™. Temos que

(f(L){z}) o f = L{zof}
= L{fi}.
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Segue que f,(L) pertence a T%*(C™) se, e somente se, L {f;} = 0 para1 < j < m. A prova
do lema segue da Parte a) do Lema 7.22. [

Defina o subfibrado
HM)={L+L;LeLy}.

Esse € um subfibrado do fibrado rangente real a M. Do Lema 3.8, existe uma
aplicagdo de estrutura complexa .J : H(M) — H(M) tal que a extensdo de J a HE(M)
= L @ LL tem auto-espacos L e LL correspondentes ao autovalores +i e —i. O seguinte teorema
nos dd uma caracterizagio alternativa de uma aplicagdo CR em termos da agdo de f, em H (M)

e a aplicagdo J.

Teorema 7.31. Suponha que (M, L) e (N,Ly) sdo estruturas CR. Sejam Jy; : H(M)
— H(M) e Jy : H(N) — H(N) as aplicagdes de estruturas complexas associadas.
Uma aplicacdo C* f : M — N ¢é uma aplicacdo CR se, e somente se, para cada p € M,

fo(p) {Hp(M)} C Hyp(N) e
In o fu(p) = fu(p) o Iy em H,(M).

Demonstracdo. Primeiramente, assumimos que f é uma aplicacdo CR como na Defini¢ao 7.29.
Para L € L,
fo(L+ L) = fu(L) + [.(L).

Como f,(L) € Ly, claramente f,(L + L) é um elemento de H(N). Ainda
mais, L, e L, sdo os +i e —i auto-espagos para .J,;. Portanto
fe(lu(L+1L)) = fulil —iL)
— i(f(D) - (D).

Como f,(L) é um elemento de L., que é o +i auto-espago de Jy, as equagdes acima tornam-se
folIu(L+ L)) = In(fu(L + L)).

Portanto, f, o Jy;y = Jy o f. em H(M), como desejado.
Para a reciproca, note que cada elemento L em L., pode ser escrito como

L=X—iyX,
onde X = 1/2(L + L) € H(M). Temos que

fL) = fuo(X) —ifu(JuX)
= fulX) —iInfu(X).
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Ly € gerado pelos vetores da forma Y — iJyY para Y € H(N). COmo f,.(X) pertence a
H(N), as equagdes acima mostram que f.(L) pertence a Ly, como desejado. A prova do
teorema esta completa. O

Lema 7.32. Suponha que F' : M — N ¢é uma aplicacdo CR entre estruras CR (M,1Ly,) e
(N,Ly). Entdo

a) F* {T*“’(N)} c T (M);

b) Parap,q >0
F*{APIT*(N)} C APAT*(N) @ --- & APTT"TH(N),

onde r = min{q,n — p} com n = dim¢ T*l’O(M).

Demonstracdo. Para a Parte a), seja ¢ € T* (). Devemos mostrar que

( F*¢,L ) paratodo L € T (M) =Ly,

onde { , ) denota o pareamento entre formas e vetores. Como F é CR, F,L é
um elemento de Ly = T%'(N) e entdo 0 = < o, F.L > = < F*¢,L > como desejado.
Para a Parte b), segue escrevendo um termo tipico em AP97*(N) como

d=1 A NPy AL A Ay,
onde cada ¢; € T*"°(N) e ¢p; € T*"'(N) e entiio usando a Parte a) paraF*¢;. Note que F*1);
geralmente tem componentes ndo-triviais do tipo (1,0) e (0, 1). O

Teorema 7.33. Suponha que M e N sdo variedades CR e f : M — N ¢é uma aplicagdo CR.

Entdo,

pQ-‘rl Of

aMOT( O.f oaN?

L
como aplicagées de EX* a EVFI

Demonstragdo. Seja ¢ um elemento de EX9. Do Lema 7.32, temos
TG = F') =[xl (Fr ) + o 4wl ().
Da definiciio de 0, temos que
O (wPUF* @) = bty F* gy — gbat! {Z dpy (m2H7a f*gzb)} . (7.11)

Pelo Lema 7.11,

p+7,9—J % p+j+2,q—j—1 p+j+1,9—J p+J,q—j+1
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Como 5 > 1, a soma a direita da Equacao 7.11 € nula. Portanto,
Oy (TPAF* ) = 7t (dp F* ).
Usando o fato que d,; comuta com F™, temos que
(AR F ) = mhf T (F o). (7.12)
Da defini¢do de Oy e do Lema 7.11, temos que
dyo = Onod + [T%H 9 (dn o) + 7527 dy ). (7.13)

Do Lema 7.32, F*(7%(dy¢)) é uma soma de termos do tipo (p + 1 + j,q — j) para

0 < j <min(gq,n — p — 1). Em particular, 727 (F*7%%(dy¢)) = 0. Similarmente,

AT (Fer 97 (dyd)) = 0. Esses desses resultados junto das Equagdes 7.12 e 7.13, temos
OumPIF* ¢ = P Frdyg = ¢P T F*Ong.

O que prova o resultado [

Definicao 7.34. Sejam (M,1Ly;) e (N,Ly) estruturas CR, dizemos que elas sdo CR equiva-
lentes se existe um difeomorfismo CR entre M e N. Dizemos que o o Complexo Tangencial
de Cauchy-Riemann é soliivel em bigrau (p,q) se para qualquer forma f € EVA(M) com

Oy f =0, entdo existe uma forma u € EV (M) com Dpu = f.

Corolério 7.35. Suponha que (M,LLys) e (N,Ly) sejam estruturas CR equivalentes. O Com-
plexo Tangencial de Cauchy-Riemann é solivel no bigrau (p,q) em M se, e somente se, o

mesmo for verdadeiro para N.

Demonstragdo. Suponha que F' : M — N é um difeomorfismo CR e f € EVY(N) com

ng = 0. Pelo Teorema 7.33, temos que

EM(Wg/’[qF*f) = WﬁerlF*ng
= 0 em M.

Se 0 0-complexo ¢ soltvel em bigrau (p, ¢) em M, ento existe uma forma u € 29" (M) com
Opu = 7hiF*f.
Aplicando 78% o F~!" € usando o Teorema 7.33, substituindo M por N e F por F'~1, obtemos

On XN (F Y u)} = XU F Vi f). (7.14)
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Do Lema 7.32, temos que
(Thf F*f) = F*f - (Z Wﬂj’”(F*f)) :
j=1

onde r = min(g,n — p). Aplicando 7X;? o F~!" e 0 Lema 7.32, substituindo F~! por F, temos

que

RIEGIF ) = AP
- )
= f (como f € EXY).

Substituindo a Equacao 7.15 na Equagdo 7.13, temos que
On{m% N (F " u)} = f em N.

Portanto, a solubilidade de 0,; implica na solubilidade de dy. A reciproca é andloga. [
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8 A FORMA DE LEVI

A Forma de Levi possui grande importancia no principal resultado deste tra-
balho, pois, a partir dela, conseguimos definir uma das hipdteses para a extensao holomorfa
de funcdes CR. Nos capitulos anteriores, conceitos como o Complexo Tangencial de Cauchy-
Riemann sdo introduzidos primeiro para variedades CR mergulhadas e depois para variedades
CR abstratas. Aqui, faremos o contrario. Primeiramente, daremos a defini¢ao da forma de Levi
para o caso de uma estrutura CR abstrata e, entdo, procederemos dando representacdes mais
concretas da forma de Levi no caso de uma variedade CR mergulhada. A forma de Levi para
o caso de uma hipersuperficie em C" ¢ discutida em algum detalhe. Em particular, a relacido

entre a Forma de Levi e a primeira forma fundamental de uma hipersuperifcie é apresentada.

8.1 DEFINICOES

Uma das propriedades definidas de uma estrutura CR (M, L) é que L é invo-
lutivo. O subfibrado L. @ . € T®(M) nio é necessariamente involutivo. De fato, a forma de
Levi para M é definida de modo que mede o grau em que IL & L falha em ser involutivo.

Para p € M, seja
Tp - TP(M) ®C— {TP(M) @C}/a["p ®EP)7

a aplicacdo projecdo natural.
Definicao 8.1. A forma de Levi em um ponto p € M é a aplicagcdo
L,:L, — {T,(M)® C} (L, ® L,) definida por

1 _
‘CP(LP) = Zﬁp {[L7 L]p} para Ly € L,

onde L é quaquer campo vetorial em IL que é igual a L, em p.

O campo vetorial [L, L] estd em TC(M) pois TC(M) é involutivo. Entio,
a forma de Levi mede o pedago de (1/2i)[L, L], que estd fora de L, ® L,. O fator 1/wi é
introduzido para que Zp =L,.

Para mostrar que a forma de Levi estd bem definida, devemos mostrr que sua

defini¢do independe da escolha do IL-campo vetorial de extensdo do vetor L, € L.

Lema 8.2. Suponha que L e Z sdo dois campos vetoriais em L. com L,, = Z,, entdo
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Demonstracdo. Fixando p € M e tomando {L4, ..., L,,} uma base para L que estd definido
préoximo a p. PAra uma unica colecdo de fungdes suaves aq, ..., a, € by, ..., b, temos que
m
L = Z CLij
j=1

Z = ijLj proximo de p.

i=1

A suposigdo que L, = Z, significa que a;(p) = b;(p) para 1 < j < m. Expandindo o colchete

de Lie, temos que

[L,L] = [iajzj,zm:akl/k]

Portanto,

Analogamente, temos que

Wp[zv Z], = Z Bj(p)bk(p)ﬂp[zjv Li]p.

jk=1

Como a;(p) = b;(p), a prova do lema estd completa. O

Se FF: M — N é uma aplicagdo CR entre estruturas CR (M,L;,) e
(N,Ly), entdo F,(p) é uma aplicagdo de (Lys @ Las), & (Ly @ Ly)p(y). Portanto, F,(p

induz uma aplica¢ao nos espacos quocientes
[F*(p)] : {Tp(M) ® C} /(LM S EM)zo — {TF(p)(N) ® C} /(LN D EN)F(p)'

Lema 8.3. Suponha que (M, L)) e (N,LLy) sdo estruturas CR e sejam Ly e Ly suas respec-
tivas formas de Levi. Se F' : M — N é um difeomorfismo CR, entdo para p € M

[Fu(p)] o £31 = LT ) 0 Fulp),

como aplicagdes de {1}, a {Trp)(N) @ C} /(Ly ® Ly) r)-

Demonstragdo. A prova segue das defini¢oes e do fato que Fi.[L, L] = [F.(L), F.(L)]. O

Definicao 8.4. Dizemos que uma estrutura CR (M,1L) é Levi flat se a forma de Levi de M é

nula em cada ponto em M.
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Exemplo 8.5. Seja M = {(z,w) € C x C"};Im z = 0}. Uma base paralL. = H"°(M) é dada
por 0/0wy, . ..,0/0w,_1. Como [0/0wy, 0/0w;] = 0, M é Levi flat. Note também que M &
folheado pelas variedades complexas

M, = {(z,w);w e C"'} para z € R.

O fibrado tangente complexificado de cada A, é dado por L & L.

Teorema 8.6. Suponha que (M,LL) é uma estrutura CR Levi flat. Entdo, M é localmente

folheado por variedades complexas cujo fibrado tangente complexificado é dado por L & L.

Demonstracdo. Como L e LL sio involutivos pela definicio de variedade CR, L @ L ¢é invo-
lutivo se, e somente se, [fl, L] é um elemento de L @ L sempre que L, e Lo pertencem a L.
Como M é Leviflat, [L1, L1], [La, Lo] € [Ly + Lo, Ly + Ly] pertencem a I & L. Ap6s expandir
[L1 + Lo, Ly + Ly, vemos que

A= [zl,LQ] — [EI,LQ] e L @E

Uma computagdo andloga envolvendo [L; + iLy, L; + iL,] implica que o campo vetorial

B = [Zl,LQ] -+ [ZI,LQ] e L @E

Somando A e B, vemos que [L1, Ly] € L. @ L e, entdo, L @ L é involutivo.
O fibrado tangente subjacente para L @ L é o espaco

HM)={L+L;LelL}.

Como L @ L ¢ involutivo, H(M) é um subfibrado real involutivo de 7'(M). O Teorema de
Frobenius, implica que M € folheado por subvariedades, { M'}, tal que T),(M') = H, (M) para
cada p € M'. O espago tangente complexificado para M’ em p é dado por

H,(M)® C =L, ® L,. Como L é involutivo, (M’, L) forma uma estrutura quase complexa
involutiva. Pelo Teorema de Newlander-Nirenber, existe uma estrutura complexa para M’ tal

que o TH%(M)-fibrado resultante é L. Isso completa a prova do teorema. [

8.2 A FORMA DE LEVI PARA UMA VARIEDADE CR MERGULHADA

Computagdes com a forma de Levi sdo facilitadas identificando o espaco quo-
ciente {T,,(M) ® C} /(L, ® L,) como um subespaco de T,(M) @ C. Isso se dd escolhendo
uma métrica para TC(M) e, entio, identificando o espago quaociente {7,,(M) ® C} /(L, S L))
como o complemento ortogonal de L, ® L,

Para uma variedade CR mergulhada M, uma métrica natural existe, chamada
arestragio da métrica Euclidiana de T¢(C™) a TC(M). Nesse caso, L = H(M) e LH"'(M).
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E o espago quociente
T(M)/L oL,

¢ identificado como a parte totalmente real complexificada do fibrado tangente. Como menci-
onado anteriormente, £,(L,) = £,(L,) e, entdo, a imagem da forma de Levi estd contida em
X,(M), que ¢ a parte totalmente real do espago tangente real de A/ em p.

Com isso, a forma de Levi de uma subvariedade CR M no ponto p € M é a
aplicagdo L, : H)*(M) — X,(M), dada por

1

E'p(Lp) = Z

Wp[zv L], L, € H;O(M)»
onde 7, : T,(M) — X,(M) é a preoje¢do ortogonal e onde L é qualquer H"°(M)-campo
vetorial de extensdo do vetor L.

Algumas vezes € conveniente pensar na forma de Levi de uma variedade CR
mergulhada como uma aplicagio do espago normal de M/ em p, denotado N, (M), que € o com-
plemento ortogonal de T,,(M ) em T,,(R*"). Isso se dd compondo £, com J e, entdo, projetando

em N,(M). Seja7, : T,(C") — N, (M) a aplicagdo projecdo ortogonal.

Definicdo 8.7. A forma de Levi extrinseca de M em p é a aplicacdo Ep c H) (M) — Ny(M)
dado por m, 0 J o L,
Como H)°(M) e H)' (M) sdo J-invariantes, temos que
- 1 _

‘Cp(Lp) = 2—i%p(J[L, L]P)v

onde L é qualquer H"°(M)-campo vetorial de extensao de L,,.

Teorema 8.8. Suponha que M = {( € C";$1(() = -+ = ¢4(¢) = 0} € uma subvariedade CR
suave de C", com 1 < d < n. Seja p um ponto em M e que {7p1(p), ...,V pa(p)} seja uma

base ortonormal para N,(M). Entdo a forma de Levi extrinseca é dada por

L,W)==-)" (Z (Z 5(19(2 wm) v ou(p,)

para W =377 wi(0/0¢;) € H;’O(M).

Demonstragdo. Temos da defini¢do de £, que

EP<W> = !

— S AT W),

para W € H(M). Como {/pi(p),...,Vpa(p)} é uma base ortonormal para N,(M), a
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projegdo 7, : 1,,(C") — N, (M) é dada por

d
Tp(v) = Z (dpi(p),v ) 7 pu(p),

=1

onde (, ) denota o pareamento entre 1-formas e vetores. Entdo, a [-ésima componente de
L,(W,) é dada por
1
2i
Usando o dual de J, denotado J* : T>(C") — T;(C"), obtemos [-ésima componente de

N 1 _ _ _ _
L£,(W,) = % { J*dpi(p),[W, W], ). Relembrando que d = 9+0, J*0d = id e J* 00 = —id.

(dpi(p), JW, W], ).

Portanto, a [-ésima componente de £,(W,) é dada por

L,(Wp) = < (0 — E)Pl(p)a W, W, > : 3.1)

DN | —

Para uma 1-forma e os campos vetoriais Ly, Lo, temos que

(do, Ly NLy ) = Ly {( b, La )} — Lo{( &, L1 )} — (&, [L1, L] ). (3.2)

Aplicando essa férmula com ¢ = (1/2)(0 —0)pye L1 = W € H*' (M), Ly = W € H"(M).
Temos que

1, =

(6.02) =

Como W é do tipo (1,0) e Op; é uma forma de bigrau (0, 1), o segundo termo
a direita da Equacdo 8.3 € nulo. O primeiro termo a direita da Equacao 8.3 também € nulo
pelo Lema 6.10. Portanto, temos que ( ¢, Lo ) = 0. Analogamente, temos que ( ¢, Ly ) = 0.

Aplicando na Equagdo 8.2, temos que

(d(0—0)p, WAW ) =—{(0—08)p,[W,W] ).

7z

Comparando com a Equagao 8.1, temos que a [-ésima coordenada de Ep(Wp) é

1 —
L,(W,) = —3 (dO=0)p. WAW ),
= —<85pl,W/\W>p (como d = 9 + 0)
o« Pl
- Z — W; W,
9G0Cy,

jk=1

para W, = > wy(9/9¢;). A prova do teorema agora estd completa. O

O Teorema 8.8 € frequentemente usado em conjuncao com o Lema 6.17. No

lema, o ponto p € M ¢ a origem das coordenadas ( = (z = x + iy, w) € C? x C" ¢ sdo
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escolhidos tais que as fung¢des definidas para M sdo p;(z,w) = y; — hy(x,w), 1 <1 < d, com
hi(0) = 0e Dh0) = 0. Note que /p;(0) = 9/0y; e, entdo, {/p1(0), ..., pa(0)} é uma base
ortonormal para Ny (M ). Identificamos Ny(M) como R via a aplicagio

y= (Y1, ya) — S0 w(0/0y) € Ny(M). Também identificamos Hy*(M) como C"~¢

via a aplicagio w = (wy, ..., Wn_q) — Sor_t wi(D/Owy,).

Corolario 8.9. Suponha que M = {(z + iy, w) € C* x C"~%y = h(z,w)}, onde
h:R? x C"% — R? ¢ suave e h(0) = 0, Dh(0) = 0. Entdo a forma de Levi extrinseca em 0

€ dada por

LoW) = (y1,...,yq) € R?

n—d
9?h(0)
e 2_: Ow, 0wy,
7,k=1
paraW = (wy, ..., w,_q) € C" 4
Demonstragdo. A prova segue expandindo [Ly, L;], onde Ly,..., L, 4 é a base local para
H(M) dado no Teorema 6.20. O

Voltamos a atenc¢do ao caso de uma variedade quadratica

M = {y = q(w,w)},

onde ¢ : C"¢ x C"? — C¢ ¢ uma forma quaratica. Do Coroldrio 8.9, a forma de Levi de M

na origem € dada por

<< 9%q(0)

Wy, = q(w,w) € R%
ow; 0w, " q(w, )

w=(wy,...,Wy_q) —>
jk=1

Em outras palavras, a forma de Levi na origem de uma subvariedade quadratica é a forma
quadratrica associada ¢ (restrita a {(w, w);w € C"‘d}).

Do Teorema 6.29, que descreve uma forma normal para quadraticas de co-

dimensdo dois em C*, agora podemos interpretar em termos da forma de Levi. Nesse caso,
Ny(M) é uma cépia de R? e Hy"(M) é uma cépia de C2. Na Parte a) do Teorema 6.29,
M ={y; = ¢, (w,w),y> = 0} e aimagem da forma de Levi de M em 0 estd contido no eixo ;
em R2 Em todos os trés casos da Parte b) do Teorema 6.29, a imagem da forma de Levi é um
cone de dimensdo dois em R2. No caso i), M = {y; = |w1|?, y» = |w2|*} € aimagem da forma
de Levi é o quadrante fechado {y; > 0,y > 0}.

No caso ii), M = {y; = |wi]?,y2 = Re(w,;ws)} e a imagem da forma de
Levi é o meio espago aberto {y; > 0} junto com a origem.

No caso iii), M = {y; = Re(w1W3),yo, = Im(w,wW2)} e a imagem da forma

de Levi é todo R? ~ Ny(M). Em todos esses casos, a imagem da forma de Levi é um cone
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convexo em Ny(M). Em geral, a imagem da forma de Levi é um cone em N,(M).

8.3 A FORMA DE LEVI DE UMA HIPERSUPERFICIE REAL

Uma das classes mais estudades de variedades CR € a classe das hipersuper-
ficies reais em C". Dedicaremos uma secio para o estudo da forma de Levi para uma hipersu-
perficie real em C". Seja M = {z € C";p(z) =0}, onde p : C* — R é suave. Se p € M

com | 57 p(p)| = 1, entdo do Teorema 8.8, a forma de Levi extrinseca é dada por

- n a2p -
L,(W)=— ( — (p)w;w ) v p(p), (8.4)
; 9G;0¢, ’

para W = 31" wi(9/0¢) € H)°(M). Nesse caso, N,(M) é isomorfo a reta real via aplica-
¢iot — t 7 p(p),t € R. Por essa razdo, \/p(p) é frequentemente deixado de lado e a forma
de Levi € identificada como a restri¢cdo da hessiana complexa de p a HI}’O(M ).

A Férmula 8.4, requer que | 57 p(p)] = 1 que pode ser sempre arranjada
multiplicando p por um escalar. No entanto, é importante notar que se p é outra equagio de
defini¢do para M com dp # 0 em M, entdo a aplicagado

2~

W = (wr,. .. w,) — zn: O"p(p)

— - w;wy, para W € HY(M),
Gik=1 9¢;0C ! g

¢ um multiplo ndo-nulo da forma de Levi em p. Para ver isso, note que p = «ap para alguma

funcdo suave a : C" — R, que € ndo-nula préximo a M. Portanto,

3 ), o(p) 3 o), -

4. k=1 8gjazk o 4.k=1 aCJaZk o
— Jp(p) — do(p)_
+ 2R ; — (8.5)
e{<jzl 06 wj) (kl ¢y, wk>}
—~ Palp) _
N P) o (8.6)
p(p) j;l acac,

O termo 8.6 € nulo, pois p(p) = 0 parap € M. O termo 8.5 se anula pois Z(ap/('?(j)wj =0

j=1

para W = ij((?/&g) € H"°(M) pelo Lema 6.10. Portanto, a hessiana complexa de p
j=1

aplicada no vetor W = Z w;(0/0¢;) € H"°(M) difere da forma de LEvi de M em p pelo

j=1
fator a(p). Em particular, informacao sobre a forma de Levi sobre o nimero de autovalores ndo-

nulos pode ser determinado examinando a hessiana complexa de qualquer fun¢ao de defini¢ao
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para M.

Definicao 8.10. Uma hipersuperficie real M é chamada estritamente pseudoconvexa em um
ponto p € M se a forma de Levi em p é definida positiva ou negativo, ou seja, se existe uma

fungdo de definicdao p para M tal que

n 2
Z 0 p(]z) wjmk > 0,
4.k=1 aCjaCk

paratodo W = 37" w;(0/0¢;) € Hy°(M).
Uma hipersuperficie real M é chamada estritamente pseudoconvexa se M é

extritamente pseudoconvexa em cada ponto p € M.

Teorema 8.11. Suponha que M C C" é uma hipersuperficie real e suave que é estritamente
pseudoconvexa em um ponto p € M. Entdo existe uma aplica¢do biholomorfa F' definida em
uma vizinhanga U de p € C" tal que F {M N U} é uma hipersuperficie estritamente convexa
em F{U} C C".

Demonstragcdo. Ver [1], Teorema 1, pagina 164. [

Seja M é uma hipersuperficie real em RY que localmente separa RY em
dois conjuntos abertos D e RY — D. Seja N o campo vetorial unitirio que aponta para fora
de D a M. Asumindo que M € localmente orientada de acordo com N, que significa que
uma colecdo de vetores X1,..., Xy_; em T,(M) é considerado orientada positivamente se
{N,, X1,..., Xny_1} tem mesma orientacdo de R".

Seja W = >~ w;(9/0x;) é uma campo vetorial em R" e seja V, um elemento
de T,,(RY). Definindo o vetor 7V, W € T,(R") por

N
0
VW € T,(RY) = va {w;} E
j=1 J
Em outras palavras, \/v,W € a derivada de 11/ na direcdo de V),. Se ambos V' e W sdo campos

vetoriais, entdo [V, W], = 7 V,IW — W, V.

Definicao 8.12. A segunda forma fundamental é a aplicagdo 1, : T,(M) x T,,(M) — R é
definida por
Hp(‘/;h Wp) = _(V%N) ’ Wp para ‘/pv Wp € TP(M>a

onde (-) é o produto interno Euclidiano em RY.

Seja p a seguinte funcio de defini¢do para M

—dist(x, M), se =€ D
p(x) = . N
dist(z, M), se z€ RY —D
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Se M é C* entdo p é C™ préximo de M em RY e \7p = Nem M.

Lema 8.13. Sejamp € M e V,,, W, elementos em T,,(M ). Suponha que V e W sejam quaisquer

T'(M )-campos vetoriais de extensdo de V,, e W, respectivamente. Entdo
a) L,(Vp, Wp) = (VV,W) - Ny
b) SeV, = Zjvzl v;(8/0x;) e W, = S wy,(9/dxy), entdo

Y p(p)

VW,
J
1 O0x;0xy,

]Ip(‘/pa Wp) = -
Demonstrag¢do. Para a Parte a), note que N - W = 0, como W € T'(M) e N € unitdrio normal.
Da Regra do Produto, temos que
0=V{N - W} =(YVN) - W +N. (yVIV),

daf a a prova segue.
Para a Parte b), escrevendo N = \7p = > (9p/0xy)(0/0xy). Entdo

VN = Z@xjaxk axk

Tomando o produto interno desse vetor com W), a prova segue. [

Para comparar a forma de Levi com a sgunda forma fundamental, o primeiro
problema a se contornar € que I, estd definido no espago tangente real onde Zp estd definido em
H;’O(M ) como um subespago do espaco tangente complexificado de M. Se IV, € um elemento
de H}(M) entdo W, = X, — JX, onde X, = 1/2(W, + W,) € H,(M) C T,(M). Se X
é um H(M)- campo vetorial de extensdo de X, entdo W = X — iJX é um H"(M)-campo
vetorial de extensdo de WW,,. Temos que

1

G = 7 {3,

1
= %p{ZJ[XJriJX,X—iJX]p}
= -7, {J[X,JX],}.

Identificando X,, como W, = X, —+J.X,,. Entdo, Ep ¢ identificada como a
aplicagio £,(X,) = —7, {J[X, JX]}, para X, € H,(M).
A projegdo 7, : T,(C") — N,(M) é dada por 7,(V) = (V - N,)N,,. Por-
tanto,
Ly(Xp) = —J[X, JX], - N,.
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O colchete de Lie [ X, J X ] pode ser expressado como 7 X (JX ) —7J X (X).
Também temos que J (7 XY) = 7 X JY computando os termos. Portanto,

Ly(Xp) = —J{vX,(JX) = VIX,(X)} N,
= (VX(X)) - Ny + (VI X, (X)) - Ny
= L,(X,, X,) +1,(JX,, JX,) (peloLema 8.13).

Teorema 8.14. Zp(Xp) =1,(X,, X,) + L(JX,, JX,), para X, € H,(M), onde X, é identi-
ficado como W, = X, — i.JX,, € H)*(M) na defini¢do da forma de Levi.

Demonstragdo. Ver [1], Teorema 2, pagina 168. [
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9 A EXTENSAO HOLOMORFA DE FUNCOES CR

Como visto anteriormente, toda fun¢do holomorfa em C" se restringe a uma
funcdo CR em uma subvariedade CR M de C". No entanto, nem todas as funcdes CR sdo
restricdes de funcdes holomorfas. Neste capitulo, examinaremos condi¢des geométricas em M
que garantem que fungdes CR em M extendem como fun¢des holomorfas em algum conjunto
aberto €2 em C". Sob certas condi¢cdes geométricas em M, o conjunto aberto {2 contém um
conjunto aberto de M, e sob outras condi¢des geométricas, ) pertence a um lado de M.

Estamos especialmente interessados na extensdo CR a um conjunto aberto
que a funcdo € independente. Para isso, temos a seguinte questdo: Dado um conjunto aberto
w em M, existe algum conjunto aberto {2 em C” tal que cada fun¢do CR em w extende a
uma func¢do holomorfa em €2? Isso é diferente da questao respondida pelo Teorema 7.24, que
mostra que qualquer funcdo CR analitica real em uma subvariedade CR analitica real de C"
extende holomorficamente 2 um conjunto aberto em C" que pode depender da func¢do CR.
Se ndo existem mais condicdes geométricas na subvariedade CR, entdo a extensdo CR a um
conjunto aberto que a funcio é independente € impossivel, mesmo quando a subvariedade CR

é real analitica.

Exemplo 9.1. Como exemplo, seja M = {(z,w) € C*Im z = 0}. Cada fun¢do CR analitica
real em um conjunto aberto w C M extende a uma fun¢do holomorfa em um conjunto aberto
Q) C C? com QN M = w. Por outro lado, temos

w:er,

>0

onde
Q= {(z,w) € C*;(Re z,w) Ewe |lmz| <e}.

Se w € convexo, entdo cada 2. € convexo e, entdo, um dominio holomorfo. Temos que se uma
func¢do holomorfa f, : 2. — C existe, entdo ela ndo pode ser analiticamente continua em
nenhuma parte do bordo de €).. A restricdo de f. a w é um exemplo de uma fun¢do CR analitica
real em w que ndo pode ser extendida analiticamente em nenhuma parte do bordo de €2.. Como
€ > 0 é arbitrdrio, concluimos que no existe um tinico conjunto aberto € C C? onde todas as

funcdes CR em w extendem holomorficamente.

No exemplo acima, M é Levi flaz. Uma construcao similar de {2, pode ser
replicada para qualquer subvariedade Levi flat em C". Isso sugere que a forma de Levi tem um
papel fundamente na extens@do CR. Como mostraremos, a forma de Levi € um objeto geométrico
chave que determina a extensdo CR a um conjunto aberto se possivel. Para uma hipersuperficie
real M em C", apresentaremos o Teorema de Hans Lewy, estabelecendo que se a forma de

Levi em um ponto € ndo-nulo, entdo as fungdes CR extendem holomorficamente a um conjunto
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aberto que pertence a um lado de M. Se a forma de Levi de M tem autovalores de sinais
opostos, entdo as fungdes CR extendem holomorficamente a um conjunto aberto que contém
ambos lados de M. Também iremos generalizar esse teorema onde M tem codimensdo maior.
Sao utilizadas duas aproximagdes para a prova do Teorema de Extensdo CR,
essas técnicas da prova sao tdo importantes quanto o resultado. Essa primeira aproximacgao
envolve o uso de discos analiticos, que é uma ideia pioneira de Lewy e Bishop. A segunda
usa transformada de Fourier. Essa técnica foi primeiramente aplicada ao problema de extensao
CR por Baouendi e Treves. Ambas técnicas sao usadas atualmente em problemas. Aqui ndo

apresentaremos as provas mas elas seguem nos Capitulos 15 e 16 de [1].

9.1 UM TEOREMA DE ARPOXIMACAO

Ambas aproximacdes para a extensao CR usam um Teorema de Aproxima-
cdo de Baouendi-Treves. O Teorema de Aproximac¢do de Baouendi-Treves € estabelecido com
sistemas de Equagdes Diferenciais Parciais mais gerais, no entanto, ndés estabeleceremos e pro-

varemos no caso de equagdes de Cauchy-Riemann tangencial em uma subvariedade CR de C".

Teorema 9.2. Seja p um ponto em uma subvariedade CR genérica M de C" de classe C* com
dimg M = 2n—d, 0 < d < n. Dada uma vizinhanga w, de p em M, entdo existe uma conjunto
aberto wy, em M com p € wy C wy tal que cada fungdo CR de classe C' em w, pode ser

aproximado uniformemente em w- por uma sequéncia de funcoes inteiras em C".

A prova do teorema requer os dois lemas que enunciaremos € provaremos,
mas antes serd necessario mudar coordenadas holomorfas para C". Para isso, dado um ponto p
na origem e
M={(z=z+iyw) €C'xC" %y =h(z,w)},

onde h : RIxC"~? — R9 € de classe C* com h(0) = 0e Dh(0) = 0. Sejaw = u+iv € C",
t=(r,u) e RIxR"?=R"es=(y,v) € R x R"¢ =R". Note que as coordenadas para
C" podem ser escritas como ( =t + is.

Defina H : R"* x R""% — R? x R"4 por

H(t,v) = (h(z,u+v),v) (comt = (x,u)).

Como h(0) = 0 e Dh(0) = 0, temos que H(0) = 0 e 0H(0)/0t = 0. Estamos preocupados
comente com uma pequena vizinhanga da origem e entdo multiplicando / por uma fung¢ao cutoff
adequada e assumindo que h tem suporte em uma vizinhanca U; x U, em R™ x R"~% da origem.

Escolhendo U; e Us suficientemente pequenos, podemos arranjar

para todo (t,v) € R™ x R"™%,




152

Aqui, |A| denota a norma da matriz, ou seja,

Al = sup [A(v)].
v|=1
Pelo Teorema do Valor Médio, temos que

1
\H(tl,v) — H(tQ,U)’ S 5‘251 — t2|, (91)

para todos (t1,v), (tz,v) € R" x R"~4,

Pr6ximo a origem, M € parametrizada por H, ou seja,
M = {t+iH(t,v);(t,v) € Uy x Uy CR" x R"4}.
M ¢é folheado também pelas fatias n-dimensionais M, para v € U, onde
M, ={(t+iH(t,v);t € Uy C R"}.
Para ¢ = ((1,...,Cn), seja

P = G+
dC = dGiA...NdCy.

Lema 9.3. Seja g € D(;1) com g = 1 em uma vizinhanga U] com 0 € U} CC U; C R™
Extenda g a C" tal que g(C) é independente de Im (, para ¢ € C". Seja f : M — C uma
fungdo continua. Entdo, para ( € M, N {U; x Us}

£(Q) = lima e /C g

e—0
Mais ainda, esse limite é uniforme parav € Uy e ( € M, N {U] x Uy}
Demonstracdo. Defina ¢ : R" x R"~¢ — C" por
C(t,v) =t +iH(t,v).

Fixando v € U, C R"¢, a aplicagdo t' — ((t',v) para t’ € U, parametriza M,. Para provar

o lema € suficiente mostrar que

' )2 0
FIO(t. ) =lim 2 [ g u)e 0 don (S 21)) .
e—0 = at/
onde o limite é uniforme em (¢,v) € U] x U,. Aqui, escrevemos t' = (t},...,t,) € R™;

dt' =dt| ...dthe (0¢/0t') (', v) é amatriz complexa n x n com entradas (9¢;/0t})(t', v) para
1<3,k<n.
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Substituindo ' por ¢t — es para t fixado, na integral anterior, temos

/2 / g(t — es) f(C(t — es,v))e < Kt =Cl=esv)® ot (%(t —€s, v)) ds. 9.2)
seR™

Set € U], entdo g(t — es) — 1 quando € — 0. Ainda mais,

C(t,v) — C(t — es,v) = _a—af(t, v) - (es) + O(e2).

Portanto, temos que

e 2[C(t,v) — C(t —es,v)]* = l%(t, v) - s} + O(e).

Isso significa que pontualmente em s (mas uniformemente em ¢ € U] e v €
Us), o integrando em 9.2 converge, quando € — 0, a

PGt oNe T der (Fe0))

Para mostrar que a integral converge, devemos dominar o integrando em 9.2 por uma fungao
integravel de s € R". Certamente, g - f - 9(/0t é globalmente limitado. Entdo é suficiente

dominar o termo exponencial. Temos

’6—672[<(t,v)—<(t—6871})]2 _ e—e’QRC{[C(t,v)—((t—es,v)P}'

Como ((t,v) = t + iH(t,v), obtemos
Re {[C(t,v) — C(t — es, )} = 5] — [H(t,v) — H(t — es,v)]"
De 9.1, temos que
Re {[C(t0) — C(t — es,0)1?} = 2|5

Entio o termo exponencial é dominado por e~%/**I° que é uma funcio integra-
vel de s € R". Pelo Teorema da ConvergEncia Dominada, a integral em 9.2 converge (quando
e—0)a

T2 (C(t,v)) / 15 (L5 et (%(t,v)) ds

seR”

e o limite € uniforme em ¢t € U e v € Us.
Temos que (0C/0t)(t,v) = (0/0t)(t+iH (t,v)) = [+i(0H/0t)(t,v). Ainda
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mais, [(0H/0t)(t,v)| < 1/2. Portanto, a prova do lema estard completa apés mostrarmos que

2 / e 4 (det A)ds = 1, (9.3)
seR”

para todas as matrizes A no conjunto

A=

nxn  matrizes complexas, A, tais que [Im A| < 1|Re A|
eRe A éndo-singular. '

A integral em 9.3 é uma fung@o holomorfa de entradas em A € A. Em
adicdo, se Im A = 0 entdo 9.3 segue da mudanga de varidveis de s’ = A - s € R" e um cdlculo
de coordenada polar, e isso vale para todas as matrizes A € A. Portanto, a prova do lema segue
aplicando 9.3 na matriz A = (9¢/0t)(t,v).

O

Lema 9.4. Suponha que f é uma fungdo CR de classe C' em uma vizinhanga w, da origem em

M. Entdo, existe uma vizinhanga ws em M com 0 € wy CC wy C M tal que para ¢ € ws

e—0

1O =l [ e ag

Ainda mais, esse limite é uniforme em ( € w.

Demonstragdo. Para ( € ( {U; x Uy} C M, temos que
(=t+iH(t,v),

para algum unico t € U; e v € U,. Paraum v € U, fixado, seja

M, ={C(t', ) =t'+iH(t',av) e M;t' € U; CR" e 0 <\ < 1}.
M, é uma subvariedade (n + 1)-dimensional de M e seu bordo é a unido de My, M, e o
conjunto {((t',av);t' € OU e 0 < X < 1}. Estamos preocupado com fungdes cujo ¢'-suporte
estd contido em U; e, assim, os componentes do bordo de Mv, sdo My e M,. Usando o Teorema
de Stokes para transformar a integral no Lema 9.3 sobre M, em soma de uma integral sobre M|,

e uma integral sobre M,,. Para ( € ¢ {U] x Uy}, temos que

f(O) = limg ™2™ /c N G F(C e k=P g

e—0

+ lima % /< o {91 (e Lac

e—0

A integral sobre ]\Afv envolve a derivada exterior d = Oy + 50, mas devido a presenca de

d¢’" = d¢; A ... A dC, o tnico termo contribuinte vem de 54/. Do Teorema 7.27, assumimos
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que dada a funcdo CR f é extendida a C" tal que Of = 0 em w; C M. Assumindo que U, e U,
no Lema 9.3 sdo escolhidos suficientemente pequeno tal que ¢ {U; x U} C wy, obtemos

f(O) = lima ™2™ /c N GOV (e 1< P ae!

e—0

e—0

v lima2en /  @eg( (e TR g 9.4)
¢'eM,

A prova do lema estard completa apds mostrarmos que o segundo limite a direita de 9.4 € zero.
Lembrando que { = t+iH (t,v). Para (' € M,, entdo existe um tnico A com
0 < A<1talque
¢ =Ct', W)=t +iH(t', \v).

Para estimar ‘67672|<7</|2 ’ precisamos estimar a parte real do expoente. Temos que
Re{[¢ —C1]*} =t —t')* = |H(t,v) — H{', \)[*. (9.5)
Do Teorema do Valor Médio e da estimativa |0H /0t| < 1/2, temos que

’H(t,?]) - H(t/,/\?})‘ < |H<t,1}) o H<tlav)| + ‘H(tlvv) o H(t/7 )‘U)|
1
< Sl 1+ Clo=ul,

onde C é alguma constante uniforme que depende somente na C''-norma de H. Elevando a

desigualdade acima e usando o fato que 2ab < (a2 + 62) para a, b > 0, obtemos

|H(t,v) — H(t', \W)|* < <[t —']* + 2C%*v — ]

N | —

Notando que |[v — \v| < |v], para 0 < X < 1, a desigualdade acima junto de 9.5, obtemos
1
Re {[¢ — C1]°} > §|t — 1> = 2C?|v]*.

Agora g(¢') depende somente em ¢ = Re(’. Também, J. g é nula em uma
vizinhancga da origem, (como g = 1 em U)). Entdo, se (' =t + iH (', \v) pertence ao suporte
de Og, entdo |'| deve ser limitado fora de 0. Ainda mais, ( = ¢ 4+ iH(t,v) — 0 se, e somente
se, ambos t — 0 e v — 0. Desses fatos e da desigualdade acima, vemos que existem contantes

1,79 > 0 tais que se ¢ € M, com |(| < ry ese ( € supp Jg, entdo

Re{[¢ — (T} > .

Portanto,

6_n/ Y (gclg(cl))f(gl)e_e_QIC_C/lgdC/ < CE_ne_E_QTlv
¢’'eM,
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para todos ¢ € M, C M com |(| < ry. Aqui, C' é uma constante uniforme que é independente
de €, v e (. Essa desigualdade mostra que a segunda integral a direita de 9.4 converge a 0 quando

e — 0, pois ¢ € M com |{| < 75. Portanto, a prova do lema agora estd completa. 0

Prova do Teorema 9.2. O ponto do Lema 9.4 é que se f é CR, entdo o dominio da integracio
(My) é independente da variavel (. Como o integrando é uma fung¢@o inteira de { € C", a prova

do Teorema 9.2 estd completa. [

Para a parte da unicidade da extensdo CR que serd estabelecido, precisamos
saber que funcdes holomorfas em um cone em C” podem ser aproximadas por uma sequéncia
de fungdes inteiras. Por defini¢do, um cone é um conjunto aberto da forma w + {I" N B, }, onde
w C M € uma vizinhanga aberta de dado um ponto p € M, I' é um cone em N,(M)e B. éa

bola em N,(M) de raio € centrada em p.

Teorema 9.5. Seja wy uma vizinhanca de um ponto p € M e dado ¢ > 0. Seja I' um cone
em N,(M). Entdo, existe o > 0 e uma vizinhanga ws de p € M com wy C wy tal que se F é
holomorfa em w,+{I" N B, } continua acima a wy, entdo F ¢ limite uniforme em wy+{I' N B, }

de uma sequéncia de funcoes inteiras.

Demonstragdo. Basta mudar as provas dos Lemas 9.3 € 9.4 para o contexto do enunciado. [l

9.2 TEOREMA DE EXTENSAO CR DE LEWY PARA HIPERSUPERFICIES

Aqui apresentaremos o principal resultado do trabalho, o Teorema de Exten-
sdo CR de Lewy, também apresentaremos uma generalizacdo desse teorema para subvariedades
CR de codimensdo maior. Também apresentaremos exemplos desse Teorema.

Seja M = {z € C"; p(z) = 0} seja uma hipersuperficie em C", onde
p: C" — R ésuave com dp # 0 em M. Se p é tal que | 57 p(p)| = 1, entdo do Teorema 8.8, a
forma de Levi de M em p € a aplicagcdo

W— |- 2”: aQP(Z_))wEk v p(p) para W = Zn:wi e HO(M).
jik=1 9¢;0C ! ‘= 1 O¢; p

Quando falamos dos autovalores da forma de Levi de M em p, estamos nos
referindo aos autovalores da matriz que representa a forma de Levi.
Seja QF = {z € C"p(z) >0} e Q™ = {z € C";p(z) < 0}. Agora, pode-

mos enunciar o Teorema de Hans Lewy.

Teorema 9.6 (Teorema de Extensdo CR de Hans Lewy). Seja M uma hipersuperficie real em

C", n > 2 de classe C*, 3 < k < 0o, e seja p um ponto em M.

a) Se a forma de Levi de M em p tem ao menos um autovalor positivo entdo cada conjunto

aberto w em M com p € w, existe um conjunto aberto U em C" com p € U tal que para
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cada funcdo CR f de classe C' em w, existe uma tinica funcdo F que é holomorfa em
U N Q" e continua em U N QT tal que Flyny = f.

b) Se a forma de Levi de M em p tem ao menos um autovalor negativo entdo cada conjunto
aberto w em M com p € w, existe um conjunto aberto U em C" com p € U tal que para
cada funcdo CR f de classe C' em w, existe uma tinica fun¢do F que é holomorfa em

U NQ~ e continua em U N Q- tal que Floam = f.

c) Se a forma de Levi de M em p tem autovalores de sinais opostos, entdo para cada con-
junto aberto w em M com p € w, existe um conjunto aberto U em C" com p € U tal que
para cara funcdo CR de classe C' em w é a restricdo em U N w de uma tinica funcdo

holomorfa em U.

As Partes a) e b) descreve a extensdo CR em um lado enquanto a Parte c¢)
descreve a extensao CR nos dois lados.

E fécil entender o significado geométrico do teorema escolhendo coordenadas
tais que o ponto p € a origem e entdo a fungdo de definicdo p tem a forma
p(x +iy,w) =y — h(z,w) para z = x + iy € Cew € C"'. Do Corolério 8.9, a forma de

Levi pode ser identificada com a aplicacdo

Como podemos arranjar coordenadas tais que todos os termos puros de segunda ordem na ex-
pancdo de h sdo nulos, a forma de Levi de M descreve a concavidade de segunda ordem de M
préxima a origem. Um autovalor positivo da forma de Levi indica que M € localmente concavo
para cima ao longo de uma direcdo em HS ’O(M ). Nesse caso, o Teorema de Lewy estabelece
que fungdes CR extendem holomorficamente acima de M. Um autovalor negativo da forma de
Levi siginifica que M é localmente concavo para baixo ao longo de uma dire¢io em H, " (M).
Nesse caso, as fungdo CR extendem holomorficamente abaixo de M. Se a forma de Levi tem
autovalores de sinais opostos, entdo a origem € um ponto de sela para M e, entdo, a extensdo
CR em ambos os lados de M & possivel.

Como fungdes holomorfas sdo analiticas reais, a Parte c¢) do teorema implica
no seguinte resultado de regularidade para fungdes CR.

Voltando ao Exemplo 9.1, com o Teorema de Hans Lewy, sabemos o porqué
a variedade M = {(z,w) € C x C;Im = 0} ndo possui extensdo e isto se da pela variedade
ser Levi flat. As hipoteses do Teorema nos dd as condi¢des que uma variedade deve satisfazer
para possuir extensao, e se uma variedade for flar diverge dessas hipoteses. O que nos leva a
mais uma questdao: Como podemos contornar o problema da variedade ser flat?

Uma direcdo para esse questionamento € tentar definir uma variedade da
forma M = {(z,w) € C x C;Im = ¢(w,w)}, e a partir dessa fungdo ¢ trabalhar de modo
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que a variedade satisfaca o Teorema de Extensao.

Teorema 9.7. Suponha que M é um hipersuperficie em C" de classe C*,3 < k < oo e quep é
um ponto em M onde a forma de Levi tem autovalores de sinais opostos. Entdo cada fun¢do CR
em M que é uma priori C* em uma vizinhanga de p deve ser de classe C* em uma vizinhanga
de p. Se ainda M é analitica real, entdo uma fungdo CR a priori C' definida préximo de p deve

ser analitica real proximo de p.

Demonstragdo. Ver [1], Teorema 2, pagina 199. U]

9.3 O TEOREMA DE EXTENSAO CR PARA CODIMENSAO MAIOR

A forma de Levi também € um objeto geométrico chave para a extensao CR
de uma subvariedade CR de codimensdo maior. Se M € uma subvariedade CR genérica de
dimensdo real 2n — d, 1 < d < n — 1, entdo o espaco normal de M em um ponto p € M ¢é
isomorfo 2 R? com p como a origem em N, (M ). Consideramos a forma de Levi extrinseca em
p. L, Hy(M) — N,(M). A definicio de £, j foi dada anteriormente.

Para p € M, seja

I, = {o cone convexo da imagem de Zp} C N,(M).

I', € um cone, ou seja, se v € I', entdo Av € I'), para todo A > 0.

Se M ¢ uma hipersuperficie real, entdo N,(M) ~ Re I, é {0} se Zp =0,
ou uma semirreta se Ep ¢ semidefinido positivo ou negativo, ou ainda todo I', ~ R se Ep tem
autovalores de sinais opostos. A translacdo do Teorema da Hipersuperficie de Lewy nesses
termos € a seguinte: se I', € uma semirreta, entdo a extensdao CR € possivel a um lado de M, se
I', é todo N, (M) ~ R, entdo a extensdo CR ¢é possivel a ambos os lados de M.

Se d = codimg M € maior que 1, entdo
widetildeL, € de valor vetorial e, entdo, I', se torna mais complicado. Como veremos, I',
determina o formato e o tamanho do conjunto aberto que as funcdes CR extendem holomorfi-

camente. Antes de estabelecermos o proximo teorema, precisamos definir novos objetos.

Definicdo 9.8. Para dois cones I'y e I'y em N,(M) dizemos que Iy é menor que Iy, denotando
'y < Ty, se 'y NS, é um subconjunto compacto do interior de {I's} N S,, onde S, é a esfera
unitdria em N,(M).

Para € > 0, seja B, a bola aberta em N,(M) centrada na origem p de raio e.
Para dois conjuntos A e B em C", definimos A+ B ={a+b;ac A e be B}.

Teorema 9.9 (Extensdo CR para Codimensao Maior). Suponha que M é uma subvariedade CR
genérica de C" de classe C*, 4 < k < oo, comdimg M =2n —d, 1 < d <n — 1. Sejap

um ponto em M tal que T, tem interior ndo vazio com respeito a N,(M). Entdo, para toda
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vizinhanga w de p em M, existe um conjunto aberto w' em M e um conjunto aberto 2 em C"

tal que
a) pew CQNM C w;

b) para cada cone aberto I'y < I',, existe uma vizinhanga conectado w, de p em M e ¢ > 0
tal que
wy + {Fl N Bg} C Q;

c) para cada funcdo CR f de classe C' em w C M, existe uma tinica fungdo holomorfa F

definida em <) e continua em QU w' com F' = f em w'.

Como no caso da hipersuperficie, o conjunto {2 depende somente em w e I,
e ndo na fung¢do CR definida em w.

No Teorema 9.9, se I', — N,(M), entdo podemos assumir que I'y = N,(M)
pois N, (M) é menor que ele mesmo. Nesse caso, {2 contém um conjunto aberto {w; + B.},
que é uma vizinhanga aberta de p em C". Portanto, se I', = N, (M), entdo cada fungdo CR
proxima de p € localmente a restricdo de uma fun¢do holomorfa definida em uma vizinhanga
de p. Isso € andlogo ao resultado da extensdo CR em dois lados (Parte c¢)) do Teorema de Lewy

para uma hipersuperficie.

Teorema 9.10. Suponha que M é uma subvariedade CR genérica de C" de classe C*,
4 < k < oo, e pum ponto em M com1', = Np(M ). Entdo, para cada vizinhang¢a w de p em
M, existe um conjunto aberto Q em C" com p € Q tal que cada funcdo CR que é de classe C*

em w € a restricdo de uma tinica funcdo holomorfa definida em ).

Como funcdes holomorfas sdo analiticas reais e, entdo, C'*°, o Teorema 9.10

implica no seguinte resultado de regularidade para funcdes CR.

Teorema 9.11. Suponha que M é uma subvariedade CR genérica de C" de classe C*,

4 <k < o0, e péumpontoem M comT', = N,(M). Entdo, cada fun¢do CR que é uma priori
C' em uma vizinhanga de p em M deve ser de classe C* em uma vizinhanga de p. Ainda mais,
se M é analitica real, entdo cada funcdo CR que é uma priori C* em uma vizinhanca de p deve

ser analitica real em uma vizinhanga de p.

No Teorema 9.9, a hipétese que o interior de I'), em N, (M) é ndo-vazio impde
algumas restri¢des na codimensao de M. Por exemplo, se dim¢ H;’O(M ) = 1, entdo a imagem
da forma de Levi estd contida em um subespaco 1-dimensional real de N,()M). Portanto, se
codimgM > 2 e dime H)°(M) = 1, entdo as hip6teses dos Teoremas 9.9, 9.10 ou 9.11 nunca
sdo satisfeitas. Usando a bilinearidade e conjugar a simetria da forma de Levi, o interior de
I, em N,(M) é ndo-vazio, entdo m(m + 1) > 2d onde m = n — d = dimc H**(M) e
d = codimr M .
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9.4 EXEMPLOS

Ap6s a andlise do teorema de extensao CR para hipersuperficies reais, o pro-
ximo passo € fazer a andlise em outras classes de subariedades. Para isso, analiseremos para
a classe de subvariedades quadraticas de C* com codimensdo real 2. Estabelecemos que tais
subvariedades quadraticas sdo biholomorfas para uma das quatro formas normais. Aqui, as

coordenadas para C* sao dadas por (21, 20, wy, wq) com 2; = x; + iy;, j = 1, 2.

i) M ={y; = q(w,w),y, =0}, onde ¢ : C*x C? — C é uma forma quadrética de valores

escalares;
i) M = {y1 = |w1[*, g0 = Jun|*}:
i) M = {y1 = Jw1|? y2 = Re(wW,)};
iv) M = {y; = Re(w,Ws), y2 = Im(w,ws)}.

Analisando a extensdo CR para cada um desses quatro exemplos, podemos
caracterizar a extensdo CR local em todas as subvariedades quadréticas de codimensao 2 em
C*. Lembrando que a forma de Levi na origem da subvariedade quadritica {y = q(w,w)}

pode ser identificada com a forma quadratica de valor vetorial w — ¢(w, ).

Exemplo 9.12. Seja M = {y; = q(w,w),y» = 0} e p = 0 a origem. A imagem da forma de
Levi, w — (q(w, W), 0), estd contida na reta {(y1,0);y1 € R}. Nesse caso, o interior de I’y
com respeito a No(M) =~ R? é vazio e, entdo, o Teorema de Extensdo CR nio se aplica. De
fato, a extensdo CR a uma func¢ado independente em um conjunto aberto € impossivel, pois M
estd contida em ﬂ (2. onde cada Q. = {|y2| < ¢} é um dominio da holomorfia.
>0

Exemplo 9.13. Seja M = {y; = |w1|?, y2 = |ws|*}. A imagem da forma de Levi

(wy,ws) — Lo(wy,wa) = (Jwy|?,|wa]?) é o quadrante Ty = {11 > 0,y > 0} que é con-
vexo. O Teorema de Extensdo CR estabelece que fungdes CR em uma vizinhanga da origem
em M extende a fungdes holomorfas em um conjunto aberto 2 em C* cuja secfio transversal
normal (na origem) contém conjuntos do tipo B. N I'; onde I'; € qualquer subcone menor que
{y1 > 0,92 > 0} em Ny(M) ~ R? e onde ¢ > 0 depende em T';. Note que M € a intersecgio
dos bordos convexos {y; = |w;|*} € {yo = |wy|?}. Portanto, fungdes CR em M ndo podem
extender holomorficamente {y; > |w;|?, y2 > |w»|?}. Em particular, isso mostra que em geral,
nao podemos tomar ['y = I'; na conclusdo do Teorema de Extensdo CR, pois nesse exemplo
B. N Ty ndo estd contido em {y; > |w;|?, y2 > |we|?}. Esse exemplo também mostra que em
geral, € deve depender no cone [y, para se ¢ > 0 esté fixado, entdo B, N ['; ndo estd contida em

{y1 > |w1|?, y2 > |wo|*} fornecido Ty € suficientemente perto a [y = {y; > 0, y» > 0}.

Exemplo 9.14. Seja M = {y; = |w1|*, y» = Re(w,W2)}. A imagem da forma de Levi

Zo(wl, wy) = (Jw |, Re(wws)) é o meio espago {y; > 0} junto da origem. A imagem de Lo
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¢ convexa mas ndo fechada. O Teorema de Extensdo CR estabelece que fun¢des CR em um
subconjunto aberto da origem extende holomorficamente 2 um conjunto aberto {2 em C* cuja
secdo transversal na origem contém conjuntos do tipo B. N I'; onde I'; € qualquer cone menor

que {y1 > 0}. O cone tangente de (2 na origem contém o meio espago {y; > 0}.

Exemplo 9.15. Seja M = {y; = Re(w1w2), y» = Im(w,ws)}. A imagem da forma de Levi
Lo(wy, ws) = (Re(w W), Ima(w,Ws)) é todo No(M) ~ R2. Isso pode ser visto configurando
wy = 1 e deixando w, percorrer os nimeros complexos. Portanto, os Teorema 9.2 € 9.9 aplicam
nesse exemplo. Uma fun¢do CR em uma vizinhanca da origem em M € a restricio de uma
funcdo holomorfa definida em uma vizinhanca da origem em C*. Ainda, uma funcio CR a

priori C! préxima a origem deve ser analitica real proxima a origem.

Nos exemplos acima, a imagem da forma de Levi € convexa. Mas nem sempre

esse € o caso para variedades de C”, onde n > 4 como ilustraremos no exemplo a seguir.

Exemplo 9.16. Seja (21, 22, 23, 24, W1, wo) coordenadas para C°. Seja

M = {Im 21 = |w1|2,Im 29 = |w2|2,Im 23 = Re(wlwz),lm 24 = Im(wlﬁg)} .

7

Aqui, M tem codimensdo 4 em C°. A imagem da forma de Levi na origem em Ny(M) ~ R* é

O cone
{yeRYy1 >0,y >0 e y3+ v =iy}

Esse conjunto ndo € convexo e ndo tem interior em R*. No entanto, o cone convexo € o conjunto

{yeRYy1 >0,10>0 € y5 +y; < yiya},

que ndo tem interior ndo-vazio em R*, e, portanto, o Teorema de Extensio CR aplica nesse

exemplo.
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10 CONCLUSAO

Ao compreender as Variedades CR, este estudo contribui para o desenvolvi-
mento continuo da teoria de estruturas diferencidveis com varidveis complexas, destacando a
importancia das abstracdes matemadticas na compreensiao das propriedades fundamentais dos
espacos topoldgicos.

Conseguimos estabelecer uma conexao entre dois conceitos fundamentais da
matemadtica: as variedades suaves e a andlise complexa. Obtemos, com essa conexao, a teoria
das variedades CR, o qual tem grande valia para prosseguir pesquisas na drea, pois a partir dela
ha alguns ramos a serem seguidos.

Como comentado anteriormente, as variedades CR possuem grande impor-
tancia na matematica, pois com ela conseguimos definir outros objetos de estudos importantes,
a saber: o Complexo Tangencial de Cauchy-Riemann e funcdes CR. Sendo assim, € interessante
extender resultados de andlise complexa para a teoria de variedades CR. Um exemplo, a exten-
sdo de fungdes CR por meio de fungdes holomorfas, empenhando-se em refinar e aprimorar
essa teoria. Também surgem novos problemas como o que conseguimos do Exemplo 9.1, que é
tentar estabelecer novas condicdes ou hipéteses para que uma variedade satisfaga o Teorema de

Extensdo de Hans Lewy, algumas dessas questdes deixam margem para um artigo.
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