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ALVES, Fernando da Silva. Geometria dos cristais liquidos nematicos submetidos a
cisalhamento e conexao entre os coeficientes de Leslie 2008. 114 f. Tese (Doutorado em
Fisica) - Universidade Estadual de Londrina.

RESUMO

Neste trabalho, é proposta uma extensdo do modelo de transformacdo conforme de Hess-
Baalss [5]. Este modelo é utilizado para propor uma relagdo conectando os coeficientes de
viscosidade dos cristais liquidos nematicos. A motivacdo para essa abordagem é o fato
conhecido que, na sua forma habitual, a transformacgé@o conforme conduz a resultados que nédo
sdo observados experimentalmente. Mostra-se que, introduzindo uma tor¢do no campo diretor
de um cristal liquido ordenado submetido a cisalhamento, 0 novo modelo descreve os dados
experimentais com eficiéncia. Além disso, este modelo prevé que o0s cinco coeficientes de
viscosidade do modelo de Leslie nfo sdo independentes, mas conectados. E realizada uma
comparacao da relacao obtida com os dados experimentais

e um excelente acordo é obtido.

Palavras-chave: Cristais liquidos. Nematicos. Viscosidade.



ALVES, Fernando da Silva. Geometry of nematic liquid crystals under shearing flow and
a connection between the Leslie coefficients. 2008. 114 f. Tese (Doutorado em Fisica)
Universidade Estadual de Londrina.

ABSTRACT

In this work, an extended version of the Hess-Baalss conformal approach [5] is used to
propose a relation connecting the viscosity coefficients’ of the Nematic liquid crystals.
Starting from the well-known fact that, in its usual form, the conformal transformation leads
to results which are not observed experimentally, it is shown that, when the director field of
an ordered nematic liquid under sheared motion is taken as a three dimensional surface with
torsion, the resulting theory describes the observed experimental data efficiently. Moreover,
this model predicts that the five viscosity coefficients of the Leslie ah-hoc model are not
independent, but connected. Acomparison of the deduced relationship with experimental data
is performed and an excellent agreement is obtained.

Key words: Liquid crystals. Nematic. Viscosity.
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1 INTRODUCAO

A anisotropia encontrada nas propriedades fisicas da matéria é uma das
propriedades observadas nos fendmenos naturais que freqlientemente desafiam nosso
entendimento da natureza. Mesmo liquidos podem apresentar comportamento anisotrépico, 0s
cristais liquidos nematicos (CLNs) sdo exemplos notaveis na qual ha grande quantidade de
propriedades fisicas com este comportamento [1]. Em 1935, Miesowicz [2] obteve, para
cristais liquidos nematicos, coeicientes de viscosidade anisotropicos dependentes da direcao
relativa entre 0o campo externo e o plano de cisalhamento. Nas Ultimas décadas, esta
propriedade dos cristais liquidos nematicos tem sido amplamente estudada no intuito de obter
uma teoria microscopica que descreva o comportamento dos coeicientes de viscosidade. Uma
idéia aparentemente simples é atribuir a origem da anisotropia nemética a forma microscopica
das moléculas constituintes dos cristais liquidos como fonte da anisotropia observada na
escala macroscépica [3].

A teoria hidrodindmica mais bem sucedida que descreve a viscosidade
anisotropica dos cristais liquidos nematicos foi elaborada por Ericksen, Leslie e Parodi [4, 5,
6], que sem uso de qualquer detalhe microscopico, descreveram a viscosidade considerando
os cristais liquidos como continuos. Por outro lado, nos Gltimos 30 anos dois modelos que
levam em conta aspectos microscopicos foram amplamente estudados: o0 modelo cinético de
M. Doi [7] e 0 modelo de conexdo afim de Hess [8]. Porém, estes dois modelos ndodescrevem
relacdes entre os coeficientes de viscosidade [9], 0 modelo de Hess tem como base tedrica a
transformacdo conforme, que consiste na alteracdo da simetria da superficie equipotencial de
uma molécula hipoteticamente esférica para uma superficie equipotencial de simetria
elipsoidal, que representa uma molécula nemética. Os trabalhos de Simdes [10], mostram que
este conceito pode ser desenvolvido utilizando os fundamentos da geometria diferencial. Essa
metodologia permite construir uma métrica que descreve a transformacdo da simetria do
potencial de esférica para a simetria elipsoidal e vice versa. Essa métrica passa a depender do
parametro de ordem, da temperatura, e ainda determina a curvatura da variedade que descreve
a amostra nematica.

O objetivo do trabalho apresentado aqui € utilizar conceitos de geometria
diferencial para desenvolver uma extensédo do modelo da transformacdo conforme de Hess e
Baalss [3] para obter uma relagdo que descreva os coeficientes de viscosidade dos cristais

liquidos nematicos. O modelo proposto introduz uma torgdo na superficie deinida pelo campo
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diretor de um cristal liquido ordenado submetido a cisalhamento. Este novo modelo descreve
os dados experimentais com eficiéncia.

Para alcancar este objetivo, inicia-se no capitulo 2 com uma introducéo aos
cristais liquidos descrevendo um pouco da historia, e como sdo caracterizadas as fases em
funcdo da forma e orientacdo das moléculas, cuja geometria e estado termodindmico séo repre
sentadas em funcdo do diretor e do parametro de ordem. Na sequéncia, capitulo 3, deini-se o
parametro de ordem macroscépico e microscopico, bem como a relacao entre eles.

No capitulo 4 serd estudada a viscosidade dos fluidos isotropicos através das
tensbes produzidas quando o fluido estd sobre cisalhamento. A viscosidade do fluido surge
quando aplica-se forgas externas sobre ele, impondo o seu movimento, e 0 mesmo reage as
forcas aplicadas escoando em um regime estacionario. As forcas de reacdo tém a mesma
intensidade e sentidos contrarios, anulando as forcas resultantes interna ao luido. Neste
contexto os luidos sdo tratados como substancias ininitamente divisiveis, um continuo, e o
comportamento das moléculas individuais sdo deixados de lado.

No capitulo 5 apresenta-se 0 modelo de Hess, este modelo propde que o
fluido é constituido de particulas perfeitamente ordenadas e as superficies equipotenciais sao
elipsoides de revolucdo. Os resultados sdo obtidos a partir de uma transformacédo afim, que
relaciona um potencial de simetria esférica de um liquido isotropico com um potencial de
simetria elipsoidal representando um cristal liquido nematico.

No capitulo 6 sdo discutidos alguns tdépicos em geometria diferencial, como
transformacdes de coordenadas em variedades ndo planas, métrica e tor¢des. Estes conceitos
s80 necessarios para a compreensdo do modelo apresentado neste trabalho. A construcéo de
uma métrica elipsoidal e sua dependéncia com relacdo ao parametro de ordem € discutida no
capitulo 7.

Finalmente no capitulo 8, introduzindo a tor¢do no modelo de Hess,
encontra-se um tensor de stress com parametros suficientes para descrever a viscosidade
nematica. Este novo modelo descreve a conexdo entre os coeficientes de viscosidade
reduzindo de cinco para quatro os coeficientes independentes, consequentemente o trabalho

v~ L, . .. . . kq
apresenta uma previsdo tedrica para os valores do coeficiente de viscosidade

em funcéo
da temperatura nematica para toda a fase, isto é, da transicdo cristalina nemaética até a

transicdo nematica isotropica
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2 INTRODUCAO AOS CRISTAIS LIQUIDOS

A matéria conhecida no universo pode apresentar-se em diferentes estados.
Os estados mais comuns sdo o solido, o liquido e o gasoso, também chamados de fases da
matéria. Estas fases s@o resultantes da forma do arranjo das moléculas em dada condicdo
termodinamica, porém existem substancias que apresentam outros estados ou fases além das
trés bem conhecidas. Alguns materiais, chamados fluidos complexos, possuem propriedades
mecanicas que sdo intermediarias aquelas dos liquidos e solidos. Um exemplo é o cristal
liquido, que escoa como os liquidos, mas apresentam propriedades mecanicas como 0s
solidos.

No periodo de 1850 a 1888 alguns pesquisadores observaram esta fase
intermediaria [11], mas ndo souberam explicar o fendmeno observado. Em 1888 o boténico
Friedrich Reinitzer descreveu o fenbmeno relatando a existéncia de "dois pontos de fusdo”,
por este motivo, ficou conhecido por ter descoberto os cristais liquidos. Reinitzer enviou
amostras ao fisico Otto Lehmann que usando luz polarizada observou que, com variacdo da
temperatura, esta substancia apesar de liquida, apresentava caracteristicas Opticas de um
solido. Entéo, estava sendo descoberta uma nova fase da matéria; Otto Lehmann a denominou

de cristal liquido

v ,"_ L
vy AT I g
_. v YN\
AAA vy Vv ¥ v v
Solido Cristal Liquido
Liquido

AR iic,q

Figura 2-1 — Representacdo do arranjo molecular dos estados sélido, cristal liquido e liquido em
um dado intervalo de temperatura.
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Como pode ser visto na Figura 2-1, a fase cristal liquido é caracterizada
basicamente pela forma e alinhamento das moléculas anisotrépicas [12], em um dado
intervalo de temperatura. Como essas moléculas anisotrépicas, formadoras dos cristais
liquidos, sdo parecidas com bastBes rigidos, a forma apresentada por esta fase pode ser
descrita por um fator, dado pela razdo entre 0 comprimento e a espessura dessas moléculas. A

direcdo do alinhamento médio do eixo maior das moléculas é representada por um vetor

unitario m’r}, chamado de diretor, sendo que em cada ponto, existe uma direcéo preferencial
de alinhamento. O grau de alinhamento é quantiicado através de um parametro de ordem da
fase cristal liquido. A escolha mais conveniente para o parametro de ordem escalar de um

cristal liquido é dada pela medida da orientacdo média das moléculas, utilizando uma funcéo
distribuicdo simetricamente cilindrica em relacdo ao eixo definido pelo diretor 1, que

depende apenas do angulo 8 médio entre o eixo maior da molécula e o diretor.

A forma mais conveniente encontrada para deinir o grau do alinhamento é a

média do segundo polindbmio de Legendre, na qual & esta deinido na Figura 2-2.

, 1
S = (P, (cos’f)) = E{:-} cos® 8 — 1). (2.1)

A

Figura 2-2 — Ordem molecular em um cristal liquido nemaético.
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Na fase solida, todas as moléculas estdo alinhadas, desta forma o angulo ¢

(@ =0) T g~ 1 . .
assume um valor nulo , 0 que implica em ~ = L. Na fase isotrépica, as moléculas
estdo orientadas aleatoriamente, assim o angulo 6 podera assumir qualquer valor com

probabili dades iguais, resultando em 5 =0, Na fase cristal liquido o pardmetro de ordem
assume valores intermediarios dependentes da temperatura. Os materiais que apresentam a
fase cristal liquido, possuem grande variedade de arranjos moleculares e fases intermediarias.
No decorrer do texto discutiram-se resumidamente algumas delas.

Os cristais liquidos, cujas transi¢fes de fase sdo observadas como funcdes
da temperatura, sdo chamados de termotrépicos. Seus constituintes sao moléculas organicas
pequenas quando comparadas com as estruturas dos liotropicos que serdo mostrados a frente.
Os termotropicos segundo a classificacdo de G. Griedel[11], apresentam trés fases
intermediarias: 0s nematicos, 0s colestéricos e 0s esméticos; sendo que estas fases estdo
baseadas nas simetrias apresentadas em cada estrutura. Os nematicos apresentam 0s centros
de massa de suas moléculas dispostos de forma aleatdria, ou seja, ndo possuem ordem de
longo alcance, como nos sélidos cristalinos, mas ha certa ordem quanto a direcdo das
moléculas. Em média, as moléculas na fase nematica estdo com seus eixos longos, paralelos,

como mostrados na Figura 2-3.

Figura 2-3 — Moléculas na fase nematica

Os chamados colestéricos, sdo assim caracterizados devido a sua estrutura,
que apresenta o diretor girando ao redor de um eixo perpendicular a ele, descrevendo uma
estrutura helicoidal, como é mostrado na Figura 2-4. As distancias medidas ao longo do eixo

de torcédo, quando o diretor gira uma volta completa, sdo chamadas de passo do colestérico. O
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nome mais apropriado para o cristal liquido colestérico seria nematico quiral (torcido), essas
distancias séo tipicamente da ordem do comprimento da luz visivel, esta caracteristica produz
propriedades dpticas de importante aplicacdo tecnoldgica.

Reduzindo-se a temperatura tanto nos nematicos como nos colestéricos,
encontra-se outro tipo de fase cristal liquido. Esta é chamada de fase esmética, que do Grego
significa sabdo. Os esmeéticos possuem maior ordem posicional, mantendo as caracteristicas
de um liquido, porém tendem a organizar-se em camadas ao longo da direcdo do diretor. Dois
tipos de esméticos mais conhecidos sdo o esmético A e o esmético C, mostrados na Figura 2-
5. A fase esmética A possui as moléculas dispostas em planos perpendiculares ao diretor, € a
fase esmetica C também forma planos, contudo, os planos ndo estdo perpendiculares ao
diretor.

Em ambas as fases, esmética A e C, as moléculas possuem movimentos

randdmicos

Distancia - -
-
de ¥ passo o =
— —
-
&y ¥
v (& & 4 .

Figura 2-4 — Alinhamento e tor¢do do diretor na fase colestérica. Nesta figura,
esta representada metade do passo do colestérico.

em seus planos, entretanto, devido a separacdo em planos, 0s esméticos se tornam mais
ordenados que 0s hematicos.
A estrutura das moléculas apresentadas aqui sdo todas anisotrépicas, com

forma alongada. Essas sdo conhecidas como moléculas prolatas e formam os cristais liquidos
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calamiticos, contudo, existem as formas achatadas, conhecidas como moléculas oblatas que
formam o cristal liquido discotico. A fase discética, a mais simples, é também chamada de
nematica, porque possui ordem orientacional, mas nao posicional. As moléculas movem-se
randomicamente, mas na média, os eixos perpendiculares ao plano de cada molécula tende a
se orientar ao longo de uma mesma dire¢cdo chamada de diretor. As fases cristal liquido
discético esmético e discotico nematico quiral também existem, justamente como nos casos
das moléculas calamiticas. A Figura 2-6 mostra o arranjo das moléculas na fase discotica
nemaética e esmética (ou columar).

Cristais liquidos ndo sdo formados apenas por moléculas do tipo calamiticas
ou discoti-cas, existem alguns polimeros que também apresentam a fase cristal liquido.

Podem-se

>>

y Ny W
JAXLAL
AN A yvvvivvy
Esmeético A Esmeético C

Figura 2-5 — Configuracdo de duas fases cristal liquido esmético

destacar dois tipos de polimeros, o primeiro formado por segmentos rigidos, como em uma
molécula calamitica, ligados um ao outro por um segmento flexivel, desta forma as partes
rigidas tendem a apontar em uma mesma dire¢do. O segundo tipo de polimero é formado por
um simples polimero lexivel com rigidos segmentos ligados ao longo de seu comprimento.
Esses rigidos segmentos exibem ordem orientacional tipica de cristais liquidos. As fases,
nematica, esmética e quiral, também s&o encontradas em polimeros.

Em alguns casos, quando substéncias diferentes sdo misturadas, a mistura

pode exibir fases diferentes que mudam com a variacdo da temperatura e também com a
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variacdo da concentracdo dos componentes. Quando a fase é dependente da concentracdao de
um dos componentes denomina-se esta fase de cristal liquido liotropico.

As micelas que compde os liotrépicos sdo maiores que as moléculas dos
termotrépicos. Juntando-se as moléculas dos liotrdpicos, em que parte de sua estrutura tenha
afinidade por &gua (polar) e a outra parte apolar, os lados que expulsam agua acabam se
agrupando, formando as micelas. Esse efeito resultard em estruturas de varias formas
(esféricas e cilindricas), com ordem orientacional e posicional apresentado pela fase cristal
liquido. Dois exemplos dessa estrutura sdo sab8es em agua, que possuem habilidade de

dissolver encontrados em sistemas bioldgicos dentro de células e membranas.

= 35

Nematico Columar

Figura 2-6 — Cristal liquido discético nematico e discético esmético. 6leos e os fosfolipidios
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3 PARAMETRO DE ORDEM

No capitulo dois foram descritas as fases mais comuns dos cristais liquidos,
em todas elas ica evidente que a medida do grau de alinhamento das moléculas é um
parametro fundamental na caracterizacdo e descricdo das fases. A transi¢do entre fases de
simetria diferentes pode ser descrita em termos do pardmetro de ordem. Ele expressa o quanto

a coniguracao das moléculas na fase menos simétrica difere daquela mais simétrica. Em geral,
um paréametro de ordem Q, descrevendo uma transicdo de fase, deve satisfazer os seguintes

requisitos: @ = U na fase mais simétrica, menos ordenada, e Q#F0 na fase menos
simétrica, mais ordenada. Estes requisitos ndo deinem o parametro de ordem de maneira

Unica. Em muitos casos a escolha é bastante natural. Por exemplo, na transicdo de fase

liquido-gas o parametro de ordem € a diferenca na densidade entre as fases. Neste caso, Q, é

um escalar. Em sistemas ferromagnéticos simples o pardmetro de ordem é a magnetizag&o.

Neste caso, @, é um vetor, proporcional ao valor médio {fﬁ}, onde " é um vetor unitario
que da a direcdo do momento magnetico molecular. Em casos mais complicados, o problema
da deinicdo de um parametro de ordem pode ser formulado em termos da teoria de grupo,
como foi originalmente proposto por Landau para transi¢fes de fase de segunda-ordem [13],
[14]. No caso de um cristal liquido nematico, a escolha do pardmetro de ordem requer

algumas consideracdes cuidadosas que serdo tratadas ao longo das préximas sec¢oes

3.1 DEFINICAO DE UM PARAMETRO DE ORDEM MACROSCOPICO

A fase nemaética apresenta simetria menor do que o liquido isotropico. Essa
diferenca de simetria pode ser representada quantitativamente com a introdugdo de um
parametro de ordem Q, tal que:

(1) @ = U pa fase isotropica,

2) € 7 U na fase nematica.
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O paréametro de ordem ndo é determinado diretamente, porém, utilizando as
propriedades anisotropicas dos cristais liquidos, como por exemplo a constante dielétrica, o
indice de refracdo, a susceptibilidade magnética, etc, o pardmetro de ordem pode ser
determinado. Em alguns casos, como para a anisotropia da constante dielétrica e o indice de
refracdo, a precisdo na determinacdo do pardmetro de ordem depende da validade de
suposicdes que nao foram provadas experimentalmente. J4, a relacdo entre a anisotropia da
susceptibilidade magnética e o pardmetro de ordem podem ser derivados através de um
minimo de suposi¢Bes [15], [16]. Apesar das dificuldades experimentais para alcangar a
precisdo necessaria nas medidas da susceptibilidade magnética, este método é considera do
conveniente para a determinacdo da dependéncia da temperatura com o parametro de ordem.
Aqui, usaremos a susceptibilidade magnética para derivar um parametro de ordem
macroscopico.

Considere a relacdo entre 0 momento magnético M e o campo magnético H;

M, = x.eHg o=z y = (3.1)

Xag

onde é um elemento do tensor susceptibilidade X . Em geral, o tensor X & simétrico,

tendo a seguinte forma na fase isotropica,
Xag = X0ag- (3.2)

Para uma fase nematica uniaxial, X pode ser escrito na forma diagonal sem

qualquer perda de generalidade:

x. 0 0
e B =g (3.3)
0 0 x

e ~ ap ey . . . .
onde XI € XL sio as susceptibilidades paralela e perpendicular ao eixo de simetria,

respectivamente. O eixo de simetria &, por definicdo, um eixo paralelo ao diretor 1.
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Comparando as equacgdes (3.2) e (3.3), observa-se que as condi¢Oes
impostas para obter o parametro de ordem sdo satisfeitas pela parte anisotropica da
susceptibilidade magnética:

iXﬁS = XaB — :‘jnﬁ'; ~y - [?-—lj

Desta forma, um tensor parametro de ordem Q ¢ definido como [17]:

i:‘ﬁa;’:‘

-xms.:-c

QQE — f35j

onde AXmax € a anisotropia maxima que seria observada para uma fase nematica
perfeitamente ordenada. A definicdo dada pela equacdo (3.5) representa uma escolha simples
de um parametro de ordem que considera as propriedades de simetria das fases.

Nos casos mais gerais, Q € um tensor simétrico de segunda ordem com
cinco elementos independentes. Sendo assim, é sempre possivel encontrar um sistema de

referéncia em que ele é diagonal e cujos elementos diagonais sdo os autovalores de Q, ou seja:

—%f:t:—l—y} 0 0 \
e 0 —%f:r—y] ' o P (3.6)
0 0 -

Esta parametrizacdo geral permite que os trés autovalores sejam diferentes
(z#0,y#0) Tq condicéo corresponde a uma fase nematica biaxial que poderia ocorrer,

em acréscimo, a uma fase nematica axial (*7# 0. ¥=0) ¢ uma fase isotrépica

Um sistema de referéncia arbitrério, Qn-i‘, em termos dos parametros

~ € ¥ pode ser dado por
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3 I ol B i o o
Qg =% (na-n._.; - Eﬂag) — Sy [mamg — (0 x M), (0 x m)g] (3.7)

nmenxm

onde sdo 0s autovetores de Q correspondendo aos autovalores

oy Afa
. 2(3’?"‘1#]9 3 (@ yj,respectivamente [18].

3.2 RELACAO ENTRE 0S PARAMETROS MACROSCOPICOS E MICROSCOPICOS

Na secdo anterior o pardmetro de ordem nematico foi introduzido sem
qualquer referéncia as propriedades moleculares. Entretanto, os parametros de ordem sao
freqlientemente construidos em relagdo a modelos moleculares especificos. Este parametro de
ordem € chamado microscépico.

O parametro de ordem microscépico pode ser construido ao usar modelos
moleculares simples. Por exemplo, alguns modelos consideram as moléculas como sendo

longas rigidas e axialmente simétricas. Tal suposicdo torna possivel especificar a orientacéo

molecular por um vetor unitario ™, que é paralelo ao eixo molecular longo. Neste caso, ndo é

possivel representar o parametro de ordem através de quantidades escalares ou vetoriais. Por

(n-n)

exemplo, um parametro de ordem escalar envolveria o produto , que é unitario por

definicdo, enquanto que, um parametro de ordem vetorial envolveria {n_}’ que é nulo devido
ao fato de ndo haver polarizacdo macroscépica, alem disso, um valor ndo nulo poderia violar a
equivaléncia entre as orientacbes @ € —7., Entdo, a possibilidade mais simples, é considerar
um tensor de segunda ordem. Desta forma, um pardmetro de ordem para descrever o

ordenamento nematico macroscépico € definido por [14]:

M

o P

q & _
= (Nang) — _—{{)ag._ (3.8)

7

onde "= sdo as componentes de " em um sistema de referéncia fixo.



27

Analogamente ao parametro de ordem Q, o pardmetro de ordem
macroscopico Q"' é um tensor de segunda ordem, com traco nulo e que pode ser conduzido de
modo que as fases isotropica, nematica uniaxial e nematica biaxial, podem ser identiicadas
como antes.

Apenas as fases isotropica e nematica uniaxial, serdo discutidas neste texto.
Cabe lembrar, que na fase isotropica, todos os trés autovalores sdo nulos. Enquanto que, na
fase nematica uniaxial, dois dos autovalores sdo iguais. Tomando o eixo z de um sistema de

referéncia ixo como o eixo de ordenamento, o parametro de ordem assume a forma:

— 0 0
M _ g : g Dfean o 3.9
Q" =5 D =z B com S=gi)—% (3.9)
0 0 %
Em um sistema de referéncia arbitrario:
M - 1. -
ag — 2 | gng — qdag (3“]]
“—:i” a2 f) l—'Fl.' sf)) 311
a3 = E '\\{“Uu ;] E = {. 2| COS ]," ( . |

onde ™= s3o as componentes do diretor, ?¢o angulo entre o eixo molecular longo e ™*, e

Fy(cosb) g o segundo polinémio de Legendre. Observe que a equacgdo (3.10) € idéntica a

y=0exz =325

equacéo (3.7) quando 37 A relacdo entre Q e Q™ pode ser obtida para o

modelo de moléculas prolatas rigidas ao mostrar que a parte anisotrdpica da susceptibilidade

- Ve 7 7 - - P
magnética é, no modelo de moléculas prolatas rigidas, proporcional a =,
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onde 'V é a densidade de particulas e Xa g g anisotropia da susceptibilidade magnética. Por

definicéo, AXmax = 'j"'rXa, sendo assim, encontramos para a estrutura do modelo prolato
rigido [14] e [16]:

= (3.13)

Ok 23

A maior parte dos nematicos conhecidos sdo macroscopicamente uniaxiais.

. o . . A . . o

Isso permite 0 uso de ~ ao invés de Q" como o pardmetro de ordem. Além disso, = é
normalizado de tal modo que © = l corresponde a um estado perfeitamente ordenado e

o
5 =10 cor responde a um estado desordenado.
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4 VISCOSIDADE EM FLUIDOS

A viscosidade é um fendmeno particularmente importante na descri¢do da
dindmica de luidos. Como visto no capitulo anterior, os cristais liquidos sdo anisotrépicos e
conseqiientemente a viscosidade apresentada por estes materiais também é anisotrépica. Os
cristais liquidos nematicos possuem cinco coeicientes de viscosidade independentes [19], mas
um dos principais resultados deste trabalho é mostrar que estes coeicientes se reduzem para
quatro. Este tema serd abordado novamente no inal deste trabalho. Neste capitulo serd
estudada a viscosidade de luidos através das tensbes produzidas quando o luido esté sujeito a
cisalhamento.

A viscosidade do luido surge quando se aplica forgas externas sobre ele,
impondo o seu cisalhamento, e 0 mesmo reage as forcas aplicadas. Escoando em um regime
estacionario, as forcas de reacdo tém a mesma intensidade e sentidos contrarios, anulando a
forca resultante interna ao luido. Na maioria das aplicagdes o luido € tratado como uma
substancia ininitamente divisivel, um continuo, e o0 comportamento das moléculas individuais
é deixado de lado.

O conceito de um continuo é a base da mecanica dos luidos, sendo valido
para a descricdo do comportamento dos luidos sob condi¢cdes normais. Entretanto, ele passa a
ser insuiciente sempre que a trajetdria média livre das moléculas se torna da mesma ordem de
grandeza da menor dimensdo caracteristica signiicativa do problema.Em conseqliéncia da
hipdtese do continuo, as propriedades do fluido podem assumir valores diferentes em cada
ponto do espaco, sendo portanto, fun¢des continuas da posicdo e do tempo. Em outras
palavras, podemos dizer que é possivel, descrever as propriedades de um luido por meio de

campos.

4.1 TENSOES EM FLUIDOS ISOTROPICOS

As forcas que atuam em um meio continuo podem ser separadas em duas: as
forcas externas, que atuam sobre todas as particulas do corpo como resultado de algum efeito
externo, por exemplo, gravitacdo, Coriolis, forcas elétricas ou magnéticas. Estas podem ser

chamadas de forca de corpo e as forcas internas ou de contato que atuam através da superficie
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do corpo, tais como as forcas de pressao e as tensdes de cisalhamento. O conceito de tenséo é
uma forma conveniente de descrever o modo pelo qual as forgas atuantes nas fronteiras do
meio. Para especificar de maneira mais geral a tensdo local em um fluido sdo necessarias nove
guantidades, das quais, seis s@o para especificar as tensdes de cisalhamento [20].

Para isso, imaginemos uma superficie qualquer no interior de um luido em
escoamento, e consideremos a forca de contato transmitida de uma face da superficie para a
outra. Considere uma porcéo, 0A da superficie na vizinhanga de um ponto C. A orientagdo

-

de 0A ¢ dada pelo vetor unitario, ™, mostrado na Figura 4-1. O vetor n é normal a

superficie apontando para fora dela, ou seja, no sentido da transmisséo da forca de contato.

A forga, 0F | atuando sobre OA, pode ser decomposta em duas

componentes: uma tensdo normal “™ e uma tensdo cisalhante 7™ & area, definidas como [21]:

6F .

— i ik 4.1

T JA,, S
: oF;

S alﬁn—-u SA, (4.2)

Figura 4-1 — Componentes da tensdo num meio continuo.

O indice ™ na tensdo utilizado para especificar que as tensdes estio
associadas com a superficie 0A que passa por C, tendo uma normal com a direcdo e sentido

de 7. Para qualquer outra superficie passando por C, os valores das tenses sdo diferentes.
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Em coordenadas ortogonais, podemos considerar as tensées atuando nas direcdes £: Y- € =

Na Figura 4-2(a), considere a tensdo no elemento 0A, cuja normal orientada para fora esta

na direcdo do eixo <. A forca, oF | foi decomposta em componentes ao longo de cada eixo

coordenado. Dividindo cada componente da forca pela area, 0A

dA

= e tomando o limite quando

= se aproxima de zero, definimos as trés componentes da tensdo mostradas na Figura 4-
2(b):

iA.—0 OA’

—— = (4.3)
iA-—0 O0A,

Tae — . BOY . —%
dA=—0 0A

o

Para descrever as tensdes sdo necessarios dois indices. O primeiro indice

(neste caso, ¥) indica a dire¢do da normal do plano e o segundo indice (neste caso ¥) indica

N . . . OA
a direcdo da forca aplicada. Da mesma forma, ao considerarmos a area elementar L

deiniremos as
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Ya
¥ x * x
z z
(a) ®)
oA,

Figura 4-2 — Componentes da forga e da tensdo sobre um elemento de area

tensdes “ww: Tw=: Tuze g utilizacdo da area elementar 0A. levaria, de modo semelhante, a

definicdo de T==; Tza; Tay,

Um numero infinito de planos pode passar pelo ponto C, resultando num
numero infinito de tensdes associadas a estes planos. Mas, felizmente, o estado de tensdo num
ponto pode ser completamente descrito apenas pela especiicacdo das tensdes atuando nos trés
planos que passam por ele e que sdo mutuamente perpendiculares. Portanto, a tensdo num

ponto é especiicada pelas nove componentes abaixo

(44)

onde @ foi usado para denotar a tensdo normal, e T para denotar a tensdo de cisalhamento.

Estas nove componentes sdo mostradas na Figura 4-3.

As trés componentes “==» vy © T=: g0 as componentes normais que
correspondem a pressdo, que em geral é isotrépica. Quando estas forcas por unidade de area

atuarem
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Figura 4-3 — Distribuicdo da tensdo em um elemento cubico.

no sentido de dentro para fora da superficie, serdo consideradas positivas. Portanto, Y é

equivalente 8 —P: Das outras seis, vamos demonstrar agora que quando ndo houver

momento angular intrinseco associado ao volume delimitado pela superficie 5, os pares das

tensdes de cisalhamento, com indices diferenciando apenas em sua ordem, sdo iguais, isto &,

JE;J':

T .

jt

4.2 EQUILIBRIO DE UM ELEMENTO DO FLUIDO

Para explicar melhor, considere um elemento cubico infinitesimal com

d

sistema de referéncia no centro e com faces que medem *, perpendiculares aos eixos

cartesianos £» ¥ € ~ Estes elementos estdo representados na Figura 4-4.

As setas F“EP?, na figura, indicam as forcas com magnitude

d’P,ed'F . : N
* ¥ respequiti-vamente, exercidas sobre o cubo por duas componentes das tensdes

normais, ou pressdo, que atuam nos planos AB e BC. As setas chamadas de
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T, d2

2
ve € Tzyindicam forcas de magnitude Tyz € A Tay exercidas pelas componentes da

tensdo de cisalhamento "shear

e

Figura 4-4 — Representacdo das componentes de pressdo e cisalhamento da tensdo no corte de um
elemento clbico do fluido em equilibrio.

stress “atuando sobre os mesmos planos. As setas ndo nominadas indicam as forcas
responsaveis pelo equilibrio mecénico, por consequéncia estdo nas faces opostas CD e DA.
A condicdo de equilibrio é obtida impondo duas condigdes, que a resultante

das forcas e do momento seja nula. A tensdo é definida como sendo uma fungdo continua e a

forca que atua no elemento do fluido como, fidzdydz.

Para isso, considere a Figura 4-5. Resolvendo para direcdo x a soma das

forcas € dada por,

Do 42 ) dud dyd: (4.5)
J,m-l—ﬁ T 2aY — Oayaz (4.0

gl et s g s u
o Mg sy

i
— (Tm -— 3 ciz) dxdy — T..dxdy
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drdydz.

Dividindo a equag&o acima por encontra-se,

e o B, " s
ox ® dy ™ Oz +fx =0, (46)

ser generalizada para os trés eixos na forma a seguir,

3?_,,-,,;
oz ;

7

+ fi=0. (4.7)

Observando na Figura 4-5, vemos que as componentes da forca paralelas a
OZ nio contribuem para qualquer momento, s6 contribuem aquelas que aparecem na figura.

Assim, 0 momento ao redor do eixo < pode ser escrito como [20]:

00 oz d
Mo+ L4z ) ded2 + o dyd2ZY
oz 2 2
=+ Fag=t 'Y dedydz — | T, + Oy dy | drdydz
Ty 3:.5: & e ay LY as
da dzx
-+ (Jw + 3; dy) drdz Jyyd:cd::?
oT. dxr
+ (sz + a;d“) d:a:dyr—j — Taydrdyj (4.8)
il O 24 dy
— | T + 3, dz | dzdy 5~ T..dzxdy 5
d: d
—fx dxdydzl—}y — fl-dzdyd:__—f == 1
onde fx € fregg forcas por unidade de volume. Dividindo por dzdydz ¢ tomando o
limite de 4 — 0. dy — 0 e dz — 0 optemos:
Tag== T (4.9)
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Consideracdes similares levam ao mesmo resultado dado pela equacéao (4.9)

i Oz e Oy . «
guando 0s eixos Y 40 considerados. Portanto, segue da conservagao das forgas, que

as tensdes de cisalhamento "% € 73 exercidas sobre faces opostas, devem ser sempre iguais,

estando ou n&o o fluido em equilibrio [20], [19].

T yy
X

Oy +——dy
. S

Figura 4-5 — As componentes da tenséo que contribuem para o0 momento ao redor do eixo Z.

O fato do tensor de cisalhamento ser sempre simétrico € um fato comum da
teoria da elasticidade e da mecénica dos fluidos. Porém, o principio falha se o meio esta
sujeito a um torque. Este é o caso dos cristais liquidos que, possuindo moléculas

anisotropicas, podem gerar torques internos, que levam a violagdo dessa regra.

4.3 DEFINICAO DE VISCOSIDADE

A viscosidade é a propriedade dos luidos relacionada como o transporte
microscopico de quantidade de movimento, este fendmeno ocorre quando o fluido é

submetido a uma tensdo que produz um cisalhamento na amostra.
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Considerando uma coniguragdo onde o luido escoa ao longo do eixo ¥ e

que sua velocidade depende apenas da sua posicdo em relagédo ao eixo Y. Pode-se assumir que

o0 luido, estando em movimento, é composto por camadas que se deslocam com velocidade

constante ao longo de ¥, Figura 4-6. Nesta configuragdo, observando uma dessas camadas,
nota-se que existe uma camada superior a esta que se desloca com velocidade maior e, outra
inferior, que se desloca com velocidade menor. As moléculas estdo distribuidas sobre estas
camadas e podem interagir. Como resultado destas interacdes, as moléculas na camada
superior atuam sobre as moléculas da camada inferior produzindo um acréscimo de
velocidade. Da mesma forma, as moléculas da camada inferior atuam sobre as moléculas da
camada superior produzindo um decréscimo na velocidade. Esta interacdo produz um

transporte de momento proporcional a tensdo de cisalhamento, [22]

Y
A
Vs
—
[
X

Figura 4-6 — Perfil da velocidade de um fluido em um fluxo laminar

Este resultado pode ser observado fazendo a mesma consideragdo anterior,
ou seja, um elemento luido, estando entre duas placas infinitas move-se com velocidade
OF,

constante, Y=, sob a influéncia de uma forca aplicada , ver Figura 4-6. Conforme

discutido na sec¢do anterior, a tensdo de cisalhamento, ' ¥*, aplicada ao elemento fluido é dada

por

(4.10)
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onde G‘”l?é a area do elemento fluido em contato com a placa, e 0F;

é a forca exercida pela

placa sobre esse elemento. Durante o intervalo de tempo ‘St, 0 elemento fluido é deformado

da posicio M NOF para a posicio M’ NOF' | A taxa de deformago do fluido é dada por
[21]

dex Jo .
—1i — T 411
R s

taxa de deformacéo
T da
Para calcular a tensdo de cisalhamento " ¥*', & preciso expressar <t em

funcdo de quantidades mensuraveis. Isso pode ser feito da seguinte forma: a distancia, ol,

entre os pontos M e M’ é dada por

ey
o
Il

i

5v0t (4.12)

ou, alternativamente, para pequenos angulos,

=
e
Il

L=

ylo. (4.13)
igualando as equac0es (4.12) e (4.13), temos:

B_Q_Qt:m
ot Oy

(4.14)

Este resultado revela que o elemento fluido da Figura 4-7 quando submetido

Bv.
a tensdo de cisalhamento, Tw=: experimenta uma taxa de deformacdo dada por ¥, o

gradiente de velocidade.
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Figura 4-7 — Elemento de luido sobre cisalhamento

Em alguns luidos a relacdo entre tensdo de cisalhamento e taxa de
deformacéo é diretamente proporcional, ou seja,

(4.15)

onde " ¢é a constante de proporcionalidade conhecida como viscosidade. Esta relagdo foi
introduzida por Newton e, a partir de entdo, fluidos que obedecem a equacdo (4.15) sao,
chamados de fluidos newtonianos. Para muitos fluidos, a relagdo entre a tensdo de cisal-
hamento e o gradiente de velocidade ndo é linear. Esses luidos sdo chamados de luidos néo-
newtonianos. Exemplos incluem, clara de ovo, leite condensado, shampoo, sangue, solucfes
poliméricas, cristais liquidos e outros.

Uma caracteristica interessante observada nesses matérias € que, uma vez
que sejam formados por moléculas anisotropicas, estas tendem a se orientar na direcdo do
cisalhamento [20]. Por exemplo: as moléculas anisotropicas em agua, que formam uma pasta
luida, tendem a se alinharem na direcdo do cisalhamento ou entdo, em uma solucédo
polimérica, as moléculas que formam cadeias longas, apesar de estarem emaranhadas, tendem
a se orientarem na direcdo do cisal-hamento. Esses dois exemplos, mostram que as moléculas
dos luidos ndo-newtonianos tendem a se orientarem na direcdo do cisalhamento que,
conseqiientemente, altera a estrutura do luido. Na literatura encontra-se que 0s cristais

liguidos nematicos apresentam cinco coeficientes de viscosidade. Um dos resultados deste
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trabalho, apresentado no ultimo capitulo, é que, para um cristal liquido nematico, dos cinco

coeficientes, apenas quatro sdo independentes.
4.4 O TENSOR STRESS

Como ja discutido anteriormente, a tensdo em cada ponto de um meio

Ve 7 - J -
continuo é descrita por nove componentes representadas por ~ *, onde suas componentes que

1 ), Oz = Tys ~ .
apresentam F 15 95 "% descrevem as tensdes de cisalhamento e suas componentes

t=17, U

gue apresentam , descrevem as tensdes normais, ou seja, a pressao.

By;
Em um meio fluido, a taxa de deformacéo 92 & muito importante, pois ela

estd relacionada com a tensdo de cisalhamento T#- Além disso, ambos sdo tensores de
segunda ordem e podem ser escritos como a soma de trés partes: uma parte isotropica e duas
partes anisotrépicas [19]. As duas partes anisotropicas sdo tensores de traco nulo, sendo uma
simeétrica e a outra anti-simétrica. As componentes da parte anti-simétrica mudam de sinal
qguando os eixos sdo refletidos, mas as componentes da parte simétrica sdo inalteradas por
reflex&o.

Dessa forma, o tensor stress, pode ser escrito como:

1. 1 2 11 ) .
0;; = Eaijcrmm -+ (Uaj i P ?ﬂ's‘_ﬂmm) ) (4.16)

onde o primeiro termo representa a parte isotropica do tensor stress, o segundo representa a

parte anisotrépica simétrica e o terceiro, a parte anisotrépica anti-simétrica. O termo “mm

da parte isotropica pode ser escrito como:

Tmm = Ozz + Oyy + 022 = —3p, (4.17)
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onde Ymm ¢ necessariamente uma quantidade escalar, inalterada por mudancas no sistema de

referéncias.

Usando o fato que 7% = 934 entio, podemos escrever a parte anisotropica

simétrica do tensor stress como sendo:

Lo =

n.'j
(Ji‘i S idﬁgm-‘?l) =gz {?é.:i?-} = 5, (4.18)

e a parte anti-simétrica, evidentemente, deve desaparecer.
Se 0 mesmo procedimento é usado para o tensor gradiente de velocidade
(taxa de deformacéo), entéo, ele assume a forma:

av; 1. 9v, 1/fov, ov, 2_ ov 1 fdv,; 8v; .

3:—6;- J‘?-.__ E-_._‘il__'“é. I +_ 'E__JI : 4-19

9z: 3 YOx. 2 (BTJ- dzx; 3 Jé}:a:n-._) 2 (Bx_,- 33:-) { )
onde a parte isotrdpica é representada pelo termo:

Wl 420

alNpE. g v =

enguanto que suas partes anisotropicas simétricas e anti-simétricas sao respectivamente:

1 f8v; 08v; 25 2 197"
2\%; T oz, ~3%%5s,) =1 )
e
1 a\'é ﬁvj 2 i
+ _ — W,;. 4 22)

O simbolo W é usado de forma apropriada na equacao (4.22) porque Wi

descreve a taxa de rotacdo local do meio. Suas seis componentes ndo nulas sdo as
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+lwe —lw

componentes dos vetores = 2 27 onde w ¢ a vorticidade. Adicionalmente, '*
descreve um fluxo sujeito a um cisalhamento, livre de vorticidade. A decomposi¢éo do tensor
gradiente de velocidade em uma parte isotropica e duas partes anisotrépicas significa que,

localmente, o luxo pode ser descrito como uma superposi¢do de um luxo divergente, de um

luxo irrotacional {7 # 0) e um fluxo rotacional (W #0) como mostra a Figura 4-8 [21]

= < —_— + \‘ -/ + > <
FepresEntacao sl Ho roti:::liglal in‘of;lflzgnal
para o tensor gradiente divergente 20 W=0
da velocidade

Figura 4-8 — O tensor gradiente de velocidade representado pela soma dos fluxos divergente,
rotacional e irrotacional.

Para a situacdo em que o fluido €é incompressivel, ou seja,

=V-v=0 . .
, @s componentes do fluxo sdo representadas na Figura 4-9

Sy

S

DN N\,
7

_ \‘ & \
ol
~ fluxo fluxo
tensor gradiente Wi ,
da velocidade rotacional irrotacional

o = V.yp=0
Figura 4-9 — Representacdo do gradiente da velocidade para o caso particular, &zm U=
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4.5 V1SCOSIDADE EM UM LiQUIDO UNIAXIAL

Como discutido anteriormente, um exemplo de um fluido anisotrépico
uniaxial € o cristal liquido nematico. As moléculas num cristal liquido apresentam uma
direcdo preferencial de orientacdo, contudo os centros de massa dessas moléculas estdo
aleatoriamente distribuidos como em um liquido isotropico. Assim, os cinco coeficientes de
viscosidade presentes nas relagGes constitutivas [21] s&o o resultado do acoplamento entre o
movimento do luido e a orientacdo do diretor. A orientacdo do diretor em um nematico
fluindo € o resultado de alguns fatores. Primeiro, a influéncia do alinhamento do fluxo. No
caso de um cisalhamento simples, o fluxo tende a girar o diretor até que ele esteja na direcédo
em que o fluido estd se movendo. Segundo, a influéncia exercida por campos externos.
Terceiro, a influéncia exercida por superficies que contém a amostra e por ultimo, a influéncia
exercida pela curvatura elastica do préprio nematico.

Alguns liquidos tornam-se anisotropicos somente quando estdo em
movimento. Contudo, existem fluidos cujo movimento néo afeta sua anisotropia. Nesta secao,
vamos discutir a viscosidade de um cristal liqguido nemético uniaxial cujo eixo de simetria
rotacional, que concorda com a direcdo do diretor e mantém sua anisotropia quer o fluido
esteja em movimento ou néo.

Fixando o diretor por meio de um campo externo, os principios até aqui

discutidos da teoria da mecanica dos fluidos falham, e “% deixa de ser simétrico. Isso
acontece porque sendo as moléculas anisotrépicas elas podem girar levando a néo
conservacdo do momento angular, que é a hip6tese usada na deducéo da equacdo (4.9).

Assim, em circunstancias onde o diretor, de um fluido uniaxial, esta fixo na

direcio ~, a equacdo linear (4.15) ndo é suficiente para descrever o tensor cisalhamento. E

preciso considerar que o fluido ndo se move apenas ao longo da dire¢do *, mas também ao

longo de ¥. Neste caso, um tensor de cisalhamento existe nos planos normais ao eixo x e pode

ser representado pela equacéo:

y (4.23)
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onde o coeficiente de proporcionalidade é idéntico ao coeficiente de proporcionalidade da
equacdo (4.15) se as propriedades do fluido séo isotrépicas, como estamos assumindo ser
neste caso. Como as equaces (4.15) e (4.23) ndo satisfazem o requisito de simetria, elas sdo

escritas da seguinte forma para tornarem simétricas,

dv du, .
T = Tye = = 3 4.24)
L 1T ?]r ( ay + aI ) { nl
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5 MODELO DE HESS E BAALSS

Hess e Baalss [23] formularam um modelo para descrever a anisotropia dos
coeficientes de viscosidade dos cristais liquidos nematicos. Neste modelo, supfe-se que 0
luido é constituido de particulas perfeitamente ordenadas, suas superficies equipotenciais tém
a forma de elipsoides de revolucdo, os coeicientes de viscosidade sdo obtidos em funcédo da
forma da molécula e da viscosidade de um liquido isotrépico hipotético. Este modelo foi
usado de inicio por Helfrich [24]. Os resultados séo obtidos a partir de uma transformacao
aim que deforma os potenciais esféricos dessas moléculas para que eles assumam a forma

elipsoidal dos potenciais de interacao dos aglomerados moleculares dos cristais liquidos.

5.1 COEFICIENTES DE VISCOSIDADE

5.1.1 Modelo Fenomenoldgico para o Tensor Stress

O modelo fenomenolodgico para o tensor stress de acordo com a notacéo de
Hess [8], € descrito pela equacdo de conservacao de momento na seguinte forma:

IGEVJ' - TE;P;-Q -+ T?'Jé.i'- = 0. |:E}1 ]

onde # é densidade de massa, v a velocidade do fluido e o tensor presséo total Fi; é a soma

eq
N Y T;is - . -
dos tensores equilibrio ™ e o tensor stress . Os indices subscritos indicam as

componentes cartesianas, sendo tambem usada, a convengdo da soma dos indices.

. Lo T;; .
A viscosidade aparece na relagdo linear entre ~* e o gradiente de

velocidade ViVi. Este tensor de segunda ordem pode ser decomposto em suas partes



48

isotropica e anisotropica simétrica e anti-simetrica, conforme discutido no capitulo anterior.

De forma que:

1 .
vi"‘;j — E?}.\;hﬁﬁ T Eéj‘_".‘l'_,l.:)\ -+ "Ir'éJ- {52]
na qual
1
W = :f)\nﬂvn“f‘ {5‘ 3]
ﬂ-'-rlj — r)[_T.z"'r'J' T_,‘»E}—ET}"V\(}” [ -]-]

A equacdo (5.4) representa a parte simétrica de tragco nulo do tensor

gradiente de velocidade associada a taxa de deformacdo do fluido, as quantidade >

representam a velocidade angular do fluido. Para um nematico, com campo diretor dado por

n = n(t, T], 0 movimento do diretor em relacdo a sua vizinhanca nao é dada apenas por

dnjdt = ™ se o fluido possui uma velocidade angular “*, a velocidade angular relativa ao

fluido é dada por,

o
o

Wy = Ny — €550W;1 (

A primeira suposi¢cdo do modelo de Ericksen-Leslie-Parodi (ELP) [4, 5, 6],
diz respeito a dindmica de um cristal liquido nematico que deve ser especificada pelo fluxo de
matéria através do campo de velocidade, e do estado de alinhamento local descrito pelo

Vij € Vakn

diretor. Quando sdo consideradas as dependéncias lineares em , 0 tensor de

« o (n)=0;(—n .
stress deve ser uma funcdo par em 72, ou seja, ¥ ) i | ]-. Sendo assim, a forma

mais geral para o tensor de stress que satisfaz estes requisitos é escrito como [1]:
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—0;; = TN Y Ak -+ C'Lg?lé‘:l-fjkﬂ-k 3 ﬂgﬂ-‘i:‘-l-f ik T
tagy;; + asnnay,; + aennay,; + (5.6)

HC1maAR Yardji + Gt Vv + (3 Vvl

_ - , - Cy, Co, C .
na qual 1> @2 --- @€ g3 os coeficientes de Leslie e os coeficientes *!7 »27 T também

possuem dimenséo de viscosidade.
Contudo, os coeficientes de Leslie ndo sdo medidos diretamente, entdo estes

sdo determinados em funcdo dos coeficientes de Miesowicz e do coeficiente de viscosidade,

ﬁ'r']. Para um CLN incompressivel a equacdo (5.2) resulta,

3;;1’_; = A;;_i; T H-;;J' : (5?]

onde

1 1
-"LC_;' = ;{a{b‘i i [ 3_,—1:2;_] e ”-z'j = ;{3.;&_,— = BJ"L';;JL (E}S]

s

A equacdo (5.6), adquire a forma mais conhecida,

gij = aqymingngngAgr + coniWieng + asnjWang + asAi; + asniAgin; + agnjArkini. (5.9)

Parodi [6] mostrou que de acordo com as relagdes reciprocas de Onsager

[44], os seis coeicientes de Leslie ndo sdo independentes, mas conectados pela relagéo,
g = Ceg + Cea + Q5. (5.1']-]

Entdo, a condicdo da equacdo (5.10) reduz os coeficientes de Leslie na
equacéo (5.9) de seis para cinco coeficientes independentes, ou seja, a viscosidade dos CLNs
passam a ser descritos por cinco coeficientes independentes. As condi¢cdes em que s&@o
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determinados experimentalmente os cinco coeficientes de viscosidade é apresentada na Figura

8-1, e arelacdo destes com os coeficientes de Leslie sera apresentada a seguir.

T Gradiente de velocidade

Z a
Vy
— = _— I —_— P -
—" — —_— _— b
— A — © R / team—
—s i - _— L3 - 4
-+ M -+ Mg - N + Mgt ‘;’1
Y
Figura 5-1 — Geometria que determina os cinco coeficientes de viscosidade.
O primeiro coeficiente serd dado por
Y1 = Qg — Qg (5.11)

na qual o coeficiente 1 descreve a relagdo entre a componente anti-simétrica do tensor de
stress com a componente anti-simétrica do gradiente de velocidade da equacdo (5.7),
representando desta forma a viscosidade associada com a rotacdo da molécula nematica [1].
Os outros quatros coeicientes serdo usados para descrever os termos ndo rotacionais.

Supondo uma amostra de CLN submetida a um fluxo ao longo da direcéo

) . . . o £ -
€v, com a velocidade variando ao longo da direcdo *. Sobre estas condicdes, as

Y . . o.v, .
componentes relevantes do tensor de tensdo sdo as que contém as derivadas ~* ¥, e sdo

. T2y . «
determinadas pela componente ~ “*. Impondo estas condi¢cdes no tensor de stress, equacao

(5.9), encontra-se,

Gy = 1NNy, (nyn. A, +n.n,A,,)+asn,W, n+azn, W, n,+asA,, +osn, A, n.+tagn, A,.n,.

(5.12)
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Para as orientagdes da velocidade e do gradiente de velocidade consideradas

neste exemplo, quando aplicadas na equacéo (5.8), encontram-se as relagoes,

1,
Ay = Ay=i—t

uz W T o 8>

W,, = —-W,, =—A

Ty

(5.13)

4

Substituindo as relagdes acima na equacédo (5.12), encontra-se o tensor de

stress para a coniguracéo de cisalhamento descrita acima,

s Ea-]-n-?n-iﬁlw + (a5 — a2) ni.—l;y + asA., + (ag + az) n-i_q;y. (5.14)

Para obter os coeficientes de Miesowicz € necessario introduzir na equacédo
acima o valor das componentes do diretor nas respectivas coniguracdes deinidas na Figura 5-

1. Desta forma, quando o diretor é ixado ao longo da direcdo da variacdo da velocidade do

fluido, n = (0,0, l:', obtém-se o coeficiente de Miesowicz 3’?1,

'3?[ :_fﬂ,;;—.ﬂ;—ﬂgj. {515}]

Por outro lado quando o diretor € fixado ao longo da velocidade do fluido,

n=(0,1 ﬂ']1 obtém se o coeiciente de Miesowicz ",

1 .
M2 = Qg +ag +0y). (5.16)

sl

Finalmente, quando o diretor é perpendicular a velocidade do luido e sua

—_

variacao, @ = (L, 0,0} ohtém se o coeficiente de Miesowicz
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O ultimo coeficiente de viscosidade nematico revela uma propriedade

interessante, quando o diretor ndo esta paralelo a um dos trés eixos ortogonais determinados

pelos coeicientes - T2 € Mz 3 viscosidade observada nio é determinada por nenhuma

combinacdo dos coeficientes de Miesowicz. Quando o diretor esta igualmente projetado nas

direcOes correspondentes a & 11 € 772, T = V2(0, 1, 1)/2, encontra-se para o tensor de

stress,

1 1, 1 ;
= Eﬂ,l;lzg + o (g + x5 — ﬂg} A:y . & ﬂ-l-;!zg =F E {Cl;_z + O T CL_;:I .r-l;y. f:rJ-ES]

T oy

. . Nisa ~ 7 T |
na qual a viscosidade correspondente, 45 , hdo e dada pela media de T €72 mas um

novo coeficiente, 112 dado por,

I, 1 ;
Mase = ST + n2) + 1?312- (5.19)
na qual,
e = Q1. (5.20)

Retornando a forma mais geral desenvolvida nos trabalhos do Hess [25], o
mesmo procedimento usado na equacao (5.2) , foi usado para decompor o tensor pressao e o

resultado é como se segue:

<

— O O PR — 2 Foanl o — 2 PRy C AT v 5 91)
G = —2n Yii — 2 n\mm, Tog — 2 N Wity — 2 Mo T MaTY,, — CoThll; Vavy  (5.21)

P = YilnaPne)® + va(ninayy;)® (5.22)

J- "\
3P = —T, Vava — NN, (5.23)
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na qual a barra sobre as quantidades acima, indica que as mesmas possuem seu traco nulo. O

simbolo )" indica a parte anti-simétrica de um tensor de segunda ordem e os coeficientes de
viscosidade das equacdes (5.21) e (5.23) estdo associados aqueles da equacéo (5.6) através da

seguinte forma:

1 1 .
1 = 3 |as+Fas+a). 1= ag—a, (524)
- 1 ;
" = r—)f.fl:. + ag), Vo = Qg — Qg
_ 1 . '
Ny = Slaz+asz), Ny = ?}2 s OF
- _ 1
s = 5t = () + s(a + a; + ag)

Assim, esses quatro coeficientes relacionam-se com aqueles das equacgdes

(5.6) e (5.23) atraves das seguintes equacdes:

1, - % 4
m = gles+ag+ag) =9+ +5Mh+ 11+ 1),

1 | A [T i
= = g[ﬂﬁ, +as —az) =n+ e~ E?i‘z 2 = Ii;'."i — Ya),

1} k.. L
g = Gﬂ.L—'T]’—F_—T]l e (5.25)
Nz = G]Z‘_ﬁ‘?

Caso nenhum campo orientacional externo € aplicado, entdo, o diretor n no
cristal liquido luindo, orienta-se de tal modo que a parte anti-simétrica do tensor pressdo,

associado com o torque atuando sobre o fluido, desaparece. Isto leva a [1, 12, 27],

n, = cos(g e, + sin(gg e, (5.26)

T, yez

TLu.E L S, .
onde € S840 0s vetores unitarios paralelos aos eixos , €

cos 2g, = ——, (5.27)
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. A & A _ _
"I, O angulo 9 refere-se ao angulo de alinhamento do fluido.

. - - . . n
Para um cristal liquido nematico escoando livremente com o diretor *

determinado pelo alinhamento produzido pelo fluxo, temos

J. J. ";rj 2
Ns=5(Mm+m—"7)+ e I— (5.28)

oy
o

ou, fazendo uso das expressdes dadas pela equacao (5.25) encontramos:

1. 1 1 1\’ e
Ns =N+ —n+g5lha|l- (—') : (5:29)

Hess [8] mostrou que para um fluido perfeitamente alinhado onde n = u, a

equacdo (5.6) assume a forma:

ord ord ord

T d T
—0" = al uujuaYa+ oy wl; +az u;U; +

d., d . d il
+ai Ty oy uiuaYy; + Qg UjUAT; T (5.30)

mord,

g . - . - mordy—
6y UalpY gk 05: + G ué?-{'jTA\'.‘- T43 1r|a7'-1"'«"\-&..1'!::

Us = i — €rldalig o sobrescrito "ord" refere-se a palavra "ordenado”, ou seja,

(S =1)

com

particulas perfeitamente ordenadas . Além disso, ele mostrou que supondo que a

orientacdo molecular é praticamente perfeita nos elementos de volume pequenos e que

o . . . . . ~ . .
52 < 1 ¢ obtido por mudancas orientacionais que ndo afetam as propriedades viscosas,
como aquelas expressas pelos coeficientes da equacgéo (5.30), entdo o tensor pressdo de um

— f ord’
. . . A . gord, Oy =(0T°)
fluido parcialmente alinhado € obtido por calcular a média de ~# ° ou seja, Lo

Realizando estes célculos e comparando com a equagao (5.6), os coeficientes de Miesowicz e

T .
112 foram escritos como:



1 ) 2 5 12 1 1
d T ~ord . —prd . i ' d
m = ??Dr -+ ESQ?}] + :ug?}z + E (l + ?52 — —754) N3 4+ 12( ) 9?),\:-’[”" Il 152_1’.;?
ord 1 o_ord 1 —ord 2 i 3 o 12 [a) —oTd ! ) 2 ord 1 o - ord
N = e E-JE??J - 7302’?2 15 1+ a R ¥ i E(— +Og)yy — Idz”.fz
3 Eim— 2 10 3 o
M = 97— 28+ = (1— =S+ 25 | i+ (1 - S )7
3 15 i i
M = Sify- (5.31)

52:

B!

a=1

¥

Para o alinhamento perfeito com , as relacdes dadas pela

equacao (5.31) reduzem a equacao (5.25).

5.2 MODELO DE TRANSFORMAGAO AFIM

Para liquidos o tensor de pressdo é composto pela soma das contribuicoes

cinéticas e potenciais [23]:

By P A P (5.32)

L7LL

sendo que a contribuicdo do potencial é dominante nos liquidos densos. Estas expressdes

podem ser escritas microscopicamente na forma,

VES = Emc c, (5.33)
e
—_— 8o )
pot _ 1 X ] ;
v 'F;J.'.t Z ?nzx'F;.', T z L Hyi {‘534]
i i L
1=12 ... N . :
na qual 1 , para moléculas com massa ™! contidas no volume V. As
. P e - . . . 4V},
quantidades ™ € € sdo as posicdes e velocidades das moléculas. A quantidade ¥ é o

potencial de N particulas resultante da soma de interacdes binarias,
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- 1 " .
oM =2 3 T, (rY), (5.35)
iyt | By

com Ti.'r. = Ti. — Tj.
Neste modelo, um cristal liquido nematico na presenca de um campo

orientacional forte é encarado como o um fluido anisotrépico composto de moléculas nédo

S =1)

esféricas com uma orientacao fixa \ . Além disso, 0 modelo consiste em propor que 0

G4 = @yulr)

potencial de interacdo ndo esférico , para elipsdides de revolucdo, pode ser

sclTy)

. . - . ~ o L) 7 ~
obtido a partir de um potencial de interagdo esférico através de uma transformacéo

afim. Qualquer efeitos associados com a forma das moléculas ndo esféricas sdo descritos por

P 4(r) = dolra), (5.36)

Ug

onde o vetor T4 est4 associado a r também pela transformacéo afim e ©< é o potencial de
interacdo esférico.
As superficies equipotenciais para as moléculas ndo esféricas orientadas séo

elipsoides descritos pela expressdo:
B = e (5.37)

cuja matriz A é a matriz transformacéo que caracteriza a forma das moléculas. Ela descreve o

ry- Ty = cte

mapeamento da esfera sobre um elipsoide. Além disso, se os autovalores

(1 =12: N A, A, = . : : (.
A; (0= 1L2.3) gpedecem a relacdo A1As A 1, a superficie equipotencial esférica
dglra) , .. . - . ,

contém o mesmo volume que a superficie potencial eliptica, ou seja, o volume é
conservado.

;!|T'g, —+ ."12?"2 + A

¥

et

(5.38)

[
-3
(S 8]
Il
e
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Assumindo-se que todas as moléculas estdo uniformemente orientadas, a
mesma transformacéo, dada pela equagéo (5.37), pode ser usada para todas as coordenadas.
Isso significa, que o fluido de particulas ndo esféricas orientadas esta relacionado a um fluido

de particulas esféricas. Dessa forma, a equacéo (5.37) o-reduz a:

Ayri — .4;;?‘3 + rh]’"? = ’.ri_ (5.38)

Para elipsoides de rotagdo, dois dos trés coeficientes A~ sqo iguais e

Al

. oy ~ .
representados por “* ', enquanto o outro é representado por 4 A razdo, Q, entre 0 eixo da

superficie potencial <\)4 paralelo a direcdo de simetria e 0 outro eixo, esta associado a

2 _ 1 —1
1 Q? = AL(Al . «
Ale A por (A%) . Como os autovalores obedecem a relagdo

= 132 — . . .
Ardz Ay = l,ou seja, (A2 Al = L esses coeficientes assumem a seguinte forma:

AL =5 e Al =3 (5.39)

e J‘ T ”
onde particulas prolatas corresponde a Q@>1leAd” >4

dema @ =1e A+ = Al

e particulas esféricas correspon-

5.2.1 O Tensor Stress no Modelo de Conexao Afim

O tensor pressdao de um fluido é a soma das contribuicGes cinética e

potencial. Para fluidos densos a ultima contribuicdo domina. Devido a equacdo (5.37), a

: . d/or, =V . . v :
derivada espacial /T ¥ esta associadaa  * no espaco afim por:

A A—1/2+ e
vi=Allv, (5.40)
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A relacdo entre a contribuicdo do potencial e o tensor de pressao no espaco
afim e real assume a forma:

;.uz - FILJJI?F}-TA_[ 2 (E}-J--l ]

. P3 = P46, o = y
No equilibrio térmico, = T 1sso implica que Py Paduy

isto é, o tensor presséo do fluido de particulas néo isotrdépicas é também isotropica.

)

Desta forma, a equacdo (5.41) também aplica a contribuicdo potencial para

; . . : x .
0 tensor stress ~ * que é assumido ser determinado pelo modelo padrdo para um fluido

isotropico no espaco afim:
A_ A A AGA_Ag 5 49"
o =agvs + 1, Vivaoi;. (5.42)

 Viuter
Nesta equagao,

no espaco real por:

estdo associados ao gradiente de velocidade

Vivd = Vv, (5.43)
e
- J- A_] —‘!_I 2 Fl_]IIDAl'II:Z - . l r, I [~ L
_3_; = 5l + e VAV — ET:\‘* A5 - (5.44)
Fazendo uso das equacdes (5.43) e (5.44) na equacdo (5.42) temos:
A A 1—1 . 1 A - b oaE
':Tij =y 3{41)‘ ?ARrAm_;_FT ] "'._)‘". \‘l'_-:' +?|-'|1; TJ\‘T}'{}.&J‘. (J.—]{ﬁ]

Este resultado significa que as contribuicdes potenciais aos coeficientes de

A A
L . Qg oen, ,
Viscosidade podem ser expressos em termos dos coeficientes Fo e também em termos
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. : a e A o N L
das propriedades da matriz transformacéo afim = ™ que contém informacdes sobre a direcdo

do diretor das moléculas e sua forma nao esférica.
5.2.2 Matriz Transformacdo para Elipsoides de Revolucédo

Para elipsoides de revolucdo, cujo eixo de simetria é paralelo ao Vetor

unitéario u, a matriz transformacao assume a forma:

5 " 3
A; = {(1 — %4) (1 + 1%4)} (0;; + Atgu;), (5.46)

, « ~ .. —3/2 = A <
onde A é um parametro nao esférico que assume o Valor 32 <A< ;. O fator dentro do

rsy-ry4 = cte

colchetes garante que o Volume é conservado. Além disso, — mapeia um

elipsdéide com semi-eixos descritos por:

1 o \1]*
2 e _
o = o= | (1+34) (1-34) [ (547

Entéo para a razdo Q entre o0s eixos temos:

a 1 2 \7'°? _
Q:rgz{(l—EA)(l+EA) } (5.48)

A=31-QH(1+@H) " (5.49)

=



Como discutido anteriormente,

QQ=>1leA<0
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moléculas prolatas correspondem a

e moléculas esféricas correspondem a @=leA=0 gn geral, a

matriz transformacéo e sua inversa podem também ser escritas, respectivamente, na forma

A= Q% :EM, + [Q_? — l]l-uéu._,-]

4;] = Q_% [rj'.z'_,' + [QQ — l}u;,:-uj] .

Fazendo uso das equaces (5.50) e (5.51) na equacéo (5.45) e comparando

com a equacdo (5.6), temos a seguinte contribuicdo potencial para os coeficientes de

viscosidade:

A _ 9
Q; = 2N
Com 4 ref

, onde o subscrito

Oy

1 —142_A
—2(@- Q)
1
51— @*)a;
1, __
5@ ?—1)ajf
1 4 1
Q[Q — ljay = —a;
| P A A
5@ " —1l)ay =a;
.
(;-42:-:':{ — U

ref]

como referéncia. Os coeficientes sédo dados por

refere-se ao fluido de particulas esféricas tomado
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1 1
e = (1 +5@-0@ ‘f) Mres

—~pred 1 —

L. __
G{Q g _Q?']??re_f

e o= = (5.53)
W = (@—Q )V ey =27"

W = Q= Qs =2

T €7

Similarmente, para os coeficientes de Miesowicz e para  temos
- Q—E
T - ¥ m, ef
Lord QZ_
Ma - ¥ ]?:'e_f
'T?;rd = ?Irs_f {554’]
, ord
nE =

7 = HQ+Q ) ey

Substituindo os coeficientes da equacéo (5.54) nos coeficientes da equacao

(5.31) encontramos as seguintes expressdes para os coeficientes de Miesowicz:

_ 4 10 3 . _
n = {1+SE{Q 2—1}+—r(l—Thﬂ?pL::i-h) (Q—-0Q 'J'?}TL-E;

4 10 3 _ \
Ny = {l T SE{QZ — 1)+ (1 - ?52 + ?{3-1) @—-@ lf}"?:-ef (5.55)

Analogamente



M2 {_54[59 —Q_]']?}T?mf (5.56)

-

= {50Q7" — @)} 1,5 (5.57)

Observe que Mz €2 g30 invariantes sobre a substituicdo de

-1 .
DOT Y . 1, € o,
Q por @7, 7, muda de sinal e ' € 72 trocam seus papéis, isto é

T @) = —72(—@) e m(@) = 1.(—@Q). (5.28)

Estas propriedades de simetria, relacionando os coeficientes de compostos
calamiticos e discéticos nematicos, € uma consequéncia do modelo de Conexdo Afim.

Trabalhos de Simbes e Domiciano [31, 9, 21], fazem um estudo
comparativo entre os resultados destas equacOes e os dados experimentais, encontrando que

estas equacOes ndo descrevem o comportamento da viscosidade observado experimentalmente
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6 TOPICOS EM GEOMETRIA DIFERENCIAL

Como foi discutido no capitulo anterior, juntamente com outros
pesquisadores Hess [3, 8], propds um método para obter as propriedades reoldgicas
anisotrépicas de um cristal liquido. Parte-se de um fluido isotrépico de moléculas esféricas, e,
por meio de uma transformacdo aim, deformam-se os potenciais esféricos dessas moléculas
para que eles assumam a forma elipsoidal dos potenciais de interacdo dos aglomerados
moleculares dos cristais liquidos. Uma limitagdo desse formalismo é que ele ndo contempla o
carater ndo-homogéneo da distribuicdo dos diretores no material, ou seja, em cada posi¢édo
dentro do cristal liquido nematico o diretor pode assumir uma direcdo diferente.

Devido a dependéncia da orientacdo ao longo da posi¢cdo dos diretores, as ferramentas
matematicas empregadas nessse método devem levar em conta essa dependéncia. A
ferramenta matematica que leva em conta essa dependéncia € a geometria diferencial Com
esse novo método espera-se obter um modelo mais geral que o apresentado por Hess, e que

produza resultados mais proximos dos observados experimentalmente.
6.1 TENSORES COVARIANTES E CONTRAVARIANTES

Para esclarecer melhor a diferenca geométrica entre as componentes

covariantes e contravariantes [28], considera-se dois vetores unitarios nao ortogonais

1 2
{e1, 2} definindo dois eixos © € % em um plano. As componentes contravariantes

1 42 2
(47,47 do vetor A séo resultantes da projecdo do vetor A na direcdo paralela aos eixos

1 2 -
L €I enquanto que a projecdo ortogonal de A resulta nas componentes covariantes

(41, A2) | como na Figura 6-1.
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L 1 1

Figura 6-1 — Componentes covariantes e contravariantes do vetor A.

E claro que quando o0s vetores unitarios sdo perpendiculares,
El J_ E'z .r‘ql = .r"lll' e .';12 = "12

Entdo, um vetor é escrito em termos de seus vetores base na forma a seguir:

A = Ame, (6.1)
A, = A-en

na qual o ponto denota o produto escalar. Deinindo a quantidade,

-~

an - ém ' En (EE]
0 produto escalar pode ser escrito na forma,

—

A A=A, - 6,A" = g ATA” (6.3)

€ a componente covariante,



4m = _"1} - €-m = Anén "€ — Gmn '"lﬂ- {ﬁ-]-]

Definindo a matriz inversa de Grmm

gmrg™ = O, (6.5)
= 1 m=n
ou
= 0 m#n

encontra-se a relagéo entre as componentes covariantes e contravariantes,
g A, = g g Al = GTA = AT (6.6)

As equaclOes (6.4) e (6.6) podem ser usadas para levantar e abaixar os

indices

6.1.1 Espaco Curvo de N-Dimensdes

Sabe-se que de forma geral somente uma por¢do extremamente pequena de
uma curva qualquer pode ser aproximada por uma reta. Do mesmo modo, para qualquer
espaco curvo de dimensdes arbitrérias, pode-se encontrar um sistema de coordenadas para o
qual, numa porcao diminuta de sua extensdo, é valido o teorema de Pitagoras, isto é, 0 espaco
pode ser tratado como se fosse plano. Mas isto s6 é valido para pequenas regides, que
compreendam um ponto e sua vizinhanca, ou seja, esse sistema cartesiano de coordenadas s
tem validade local, ndo pode ser aplicado globalmente, em todo o espacgo. Segundo Weinberg
[29], Gauss argumentou que todas as propriedades inerentes de um espacgo curvo podem ser

O
e Trm (9)

descritas em termos das derivadas da funcéo, que define a transformacéo
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9 = Tde coordenadas de algum sistema curvilineo geral In que cobre todo espaco para 0

sistema cartesiano " local. Num espaco Euclidiano é vélida a relacio
2 _ 5.2 2 _ —
ds” =dz] +dr; + . = grndT,dr, (6.7)

g]‘?‘.ﬂ — 6

onde ™% Para um espaco ndo plano a distancia entre dois pontos é descrita pela

equacao,

dz* da’ .
ds?® = §,;— ——dg'dg" 6.8
J aqf 3(}*" q aq ( ]
na qual a métrica é dada por,
dx* Oz’ .
= 0 ———— 6.9
gvk o aqi 3(}"* ( ]

Em um espaco plano a menor distancia entre esses pontos, nesse espaco, €

uma reta, descrita pela equacgéo

d*x,

ds?

-0 (6.10)

Esta reta pode ser a aproximacdo de uma curva num ponto, vista de um

Talq)

referencial local . Entdo, quando ela for observada de um sistema de coordenadas

curvilineo global

d {8z, d |
L[ Zem ) _ g (6.11)
ds \ dq,, ds

Sra E'f-zqm azxg d'f]"ﬂ d{?m
dg,, ds? 3¢, 9, ds ds
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Bar
Multiplicando por == @ utilizando a regra do produto
dz, g .
— =4, 6.12
aqm axn I ( ]

resulta na expressao

PG | Lo B i

=0, 6.13"
ds? L' ds ds ' ( )

FFLTL

onde I7 ¢ chamada de conexdo afim, definida dor

32Ia 3 r
e — %

= Pamda, Oz, (6.14)

Para compreender o significado da conexao afim, faz-se necessario verificar

as propriedades de transformacdo de vetores e tensores quando ocorre uma mudanca de

. !
sistema de coordenadas 9 T Im,
Em uma mudanca de bases ortogonais, a transformacdo obedece a regra,

- Jr/ du; .
i 9r 6.1
€ ENER (6.15)

(Oxy/Ou;) €' + (Oxy/0u;) € + (Oxq/Ou;) €°

\(@21/6u)? + (02, /0u.)" + (925/0u)*
isto &,

g |
ei=0be (6.16)
dg;

exatamente da forma argumentada por Gauss.
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Ao identificar um vetor por suas projecdes ortogonais e paralelas nos eixos
de um sistema em bases ndo ortogonais, estes dois tipos de projecfes ndo coincidem, como
ocorre nas bases ortogonais, fazendo com que para um dado vetor tenhamos componentes
covariantes e contravariantes [29], como visto na Figura 6-1.

Os objetos que se transformam de acordo com esta regra sdo chamados de

covariantes, por exemplo, o gradiente € um vetor covariante

do dg,, do o
9q,,  9q,, 94,
de forma geral se escreve,
d .
v =ty (6.18)
- dqp,

Contudo, os que se transformam segundo a regra contraria sdo chamados
contravariantes

—mn. (6.19)

dg™ = —2dg". (6.20)

O indice embaixo indica que os vetores se transformam de forma covariante
e 0s indices em cima indicam que os vetores se transformam de forma contravariantes. A
generalizacdo para um tensor é simples, por exemplo, para um tensor contravariante,

encontra-se,
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J;nlf'mﬂ . ai?:na_q:t __1!|ch

_ J 6.21)
dq; 9g; (
enquanto Amn ¢ covariante se,
dq, Ba, |
A = 2 T, (6.22)

" Bgl g,

As equacdes (6.17) e (6.19) sdo transformacdes de coordenadas
correspondentes as utilizadas por Hess no capitulo anterior, as equacgdes (5.40) e (5.41), para
criar uma regra de transformagdo do tensor de stress isotrOpico para 0 anisotropico. Estas
relaces também serdo utilizadas no ultimo capitulo, no desenvolvimento do modelo proposto

neste trabalho.
TFLYL

No caso da conex@o afim L7 , definida na equacdo (6.14), onde

) refere-se ao sistema local de coordenadas Euclidiano, a regra de transformacéo de um

Gom

¥
sistema de coordenada para outro sistema de coordenada 9, é obtida utilizando as regras

de transformacé&o descritas acima,

- 0%z, Oq) .
U = 50 g 02, (5.29)
_ Oq; 9q, 9 (9q, 0z,

dq, Oz, dql, (ﬁq; aqs)
dq; Og, 0%q. Oz, Oq.0q Oz,
dq, Oz, (39;13’% 3. 9q,, dq,, &Lé‘m) "

comparando com a equacéo (6.14), resulta

prmn _ 9% g, dq. dq| Og:
!

e ts a0
~ Oq,9q, dq, Oq, dq, q, L (6:24)
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T

O segundo termo a direita da igualdade é o que se esperaria caso I fosse
um tensor, o primeiro termo ndo-homogénio é que impede de ser um tensor.

Através da analise tensorial pode-se obter uma relacdo simples entre

1_"?'?‘1]"."- ra

€9 , percebe-se que

dg'™n" o dg. d .
o 2 (.0 ) 629
_ 9g™ dg; g, 9q, s d%q, 9q. L dq. g,
~ 3q 9q.9q, 04, ' 7 3q,0q, ¢, ° dq, dq,0q,
portanto,
dg*m g™k dg'™m dg: 9q, 9q. (E)g“ dg™ ag”‘) dg. Jdg, .
+ — ] = a7 1] 1 + - + 2 - "o Ao 626]
dql,  9q, 9q,  9q,9q, 9q, \ dq. Iq. Ig 9q,, 9q,,.9q, (

Da qual, pode-se definir a quantidade chamada de simbolo de Christoffel,

1 agkﬂ agkm agmﬂ .
mn E —m v _ ) ﬁ-gn—r
) = 5o (Sqm 3¢, g, ) ' (6:27)
que obedece a regra de transformagé&o a seguir:
dq, dq; Iq. dq d%g, _
g aqi Ge Zo fmmy  Z O (6.28)
¢, 94, 0q, 9qr g, 94,

Iy de {7}

Entdo, subtraindo a conexao , € realizando a transformacéo,

encontra-se,

dq, 9g: 9q.
dq! dq!_ g

(T — {7} = (Te—{7}) - (6.29)
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o []_"r:-m _ {mn}']
na qual nota-se claramente que a expressao, "= I I , comporta-se como um tensor.
Partindo da equacdo acima é possivel encontrar a relacdo entre a conexao e

a métrica, do ponto de vista geométrico [29], existe um sistema de coordenadas especial

o
z*(q) no qual, num dado ponto P, pode se considerar localmente qualquer curva como uma

TILTE

reta. Neste sistema a solucdo da equacdo (6.13) € linear, consequentemente ~ ¢  deve ser

nulo para que se reduza a uma equacdo linear. Também neste sistema, como a métrica ¢ igual

I'mn e {mﬂ}
a identidade, suas derivadas sdo nulas. Assim, ~! t

i‘I\mH _ Mn
entre as duas quantidades também sdo. Como ' ! :

e sdao nulos, logo a diferenca

}}comporta-se Ccomo um tensor e

levando em consideracdo que a nulidade de um tensor € um invariante por transformacédo de

7 =)

coordenadas, entéo sera nulo em qualquer referencial.

Das duas condigdes apresentadas acima, encontra-se

1 a ke a km a mn
( g g g ) (6.30)

" — '::r::r: _ .
' {v } 29”': a':]":'n N aqn aqlll,

E til ter a disposicdo uma formula alternativa para o termo ndo-homogéneo

da conexdo afim L7 . Ao diferenciar a identidade

dq; g .
;’" ;, =g (6.31)
qi" ‘?'n
com relagédo a @ oncontra-se de imediato que
dq¢, * dq, dg, g, .
Q[ q}" _ c.ari" ':]r.s {jl'] (6_32]

dq, 9q,,0q,,  94q,, 9q,, q.0q,

Portanto pode-se escrever a equagéo (6. 24) na forma:
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b % a{?-? aqf I\f.s _ aql’ aqs 82‘{?1
' 9q.9q,0q, "  9q,9q, 9.9,

(6.33)

A equacdo acima serd usada para obter a derivada covariante, pois é facil

verificar que a derivada de um tensor ndo resulta em outro tensor . Um exemplo pode ser

obtido ao diferenciar um vetor contravariante “r, cuja lei de transformagéo é:

. aq |
Ul = Lmy (6.34)
aq,

Realizando tal procedimento surge:

I

aU' 8¢ Hq.OU,, 8g. & _
e Gm 04 & 4 q Gy U-r: (635]
dq,  dg-r dq,, 9q.  Oq, 9q.9q,

na qual aparece um termo ndo-homogéneo que impede a equacao de ser um tensor. Se a

ral C
derivada v, /o4, fosse um tensor, apenas o primeiro termo a direita da igualdade deveria

existir. Entretanto é possivel encontrar uma solugdo para o problema, combinando a equacéo

(6 33) com o vetor contravariante v T

gyt _ (99 9% 09: v, 9°d) 8q- 9g:)\ Oqn,. _ 94\ Oqe reor,  Say O
‘77 \089, 04,94, " 99.99, 94,04, ) dgr " 8q,0q, * ° 9q.0q,0q, °
(6.36)

Adicionando-se (6.35) com (6.36), consegue-se eliminar o termo abjeto,

formando-se:

au,
1 _|_ 1—';]‘?‘.1‘! [’r]: —

— 6.37
dq,,, * dg, 94, (6.37)

aqu. a'fi’t (a[‘rr
dg;

+ I\f_.s Lrs)

que conduz a definicdo de derivada covariante:
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aU |
Uim = L LTI (6.38)

g,

Esta relacdo obedece as regras de transformacao dos tensores:

g — 9% 9%
. — aql aq;n

Ur (6.39)
Também é possivel definir uma derivada covariante de um tensor covariante

V™ utilizando a forma (6.24) da transformacao de I'7™ a0 invés da forma (6.33). Por causa

disso, ha uma troca de sinais e chega-se ao resultado:

V= — IV 6.40
al'_?:. = 3, ( ]
que se transforma da maneira esperada
AGn. OGr . ..., L
yrit = e 2y (6.41)
dq'k dq)

TTLTL

A derivada covariante, em um referencial em que ~ ¢  se anule localmente,
reduz-se a derivada usual. Quando um tensor I(s) ¢ definido apenas ao longo de uma curva

x . . . . x n . x
gm (S), ndo existe sentido em tomar a derivada covariante em relacdo a ~ , visto que ele nédo

ocorre em todo o espaco. Porém, consegue-se definir a derivada covariante sobre a curva em
relacdo ao invariante s que parametriza-a.
Anl(s)

Considerando primeiramente um vetor contravariante , Cuja regra de

transformacéo é:

;m: ?1[5.]. (6—12]
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Elq-:,,
- . 3Q'n . .
Deve-se atentar para que a derivada parcial seja resolvida sobre a curva

Gm(5) . Por causa disso, ela torna-se independente de <-. Consequientemente ao diferenciar

com relacdo a s encontra-se dois termos:

aA dg’ dA, g Ag . .
= o A . 6.43
ds dg,, 0s T dq,,9q; 9s () ( ]

A derivada mista que aqui aparece, € a mesma que ocorre na transformacéo

de N sugere a definicdo da derivada covariante ao longo da curva G5 }:

DA,, _ dA,, L dg;
ds  ds mds

(6.44)
As equac0es (6.33), (6.42) e (6.43) mostram que esse objeto € um vetor:

DA, 9q, DA,
ds  dg, ds

(6.45)

As mesmas consideragdes conduzem a definicdo da derivada covariante de

q.mts}.

B"(s)

um vetor covariante ao longo de uma curva

DB, dB™ dgy o
— _pm&pn (6.46)
ds ds " ds

Do mesmo modo, a derivada covariante de um tensor geral T'(s) a0 longo
dT

de uma curva 9-:(5) é definida pela adicéo a % de termos tais como os da equagdo (6.44)
para indices superiores, e pela subtracdo de termos como os da equacéo (6.46) para os indices

inferiores. Por exemplo:



DT" _ dT: dg, dg, |
m — m FH_Tt _ ]_—-RE_TW_ 6.47
ds ds Tim ds 7 Tds (6.47)

que segue a regra de transformacéo de tensores:

DT B dg 0dg,, DT?
ds  Bg, dq! ds

(6.48)

Supondo o caso em que um vetor, percorrendo uma curva em ‘3”“{‘5;', seja

constante ao longo de s se visto do referencial plano local ""[{”. Isso ocorre, por exemplo,
com o vetor tangente a curva. Nesse caso particular a conexao afim, assim como a derivada ,

se anula, de forma que:

Y (6.49)

Como ja foi dito, a nulidade de um tensor € um invariante por

transformacdes de coordenadas, de modo que essa quantidade continuara sendo zero em

qualquer outro referencial mais geral. Assim, descobre-se que o vetor An(s) sujeito a
equacao diferencial de primeira ordem:

— =T A, 6.50'

ds "™ ds ( )

Al

que define ™ para todo s, dado U). Diz-se que um vetor Jl’””", assim descrito ao longo

de uma curva "i’mw}, foi definido por transporte paralelo.

Agora torna-se patente o significado da conexdo afim. Ela conecta os
elementos no espaco afim, transmitindo a cada um deles, em cada ponto, os efeitos da
geometria da superficie. De modo que para se comparar a variacdo de um objeto matematico
ao longo do espaco deve-se descontar as alteracGes geradas pela curvatura do espaco. Essa é a

funcdo da conexao afim na derivada covariante.
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6.2 TENSOR DE TORCAO

A torcdo e um tensor de terceira ordem anti-simétrico nos primeiros dois

indices, resultante da parte anti-simétrica da conexao afim [28],

=
o
[

I:

Qs = Tig) =

l*-‘.-ll—

(rie - P'Eaj : (

Considere uma variedade diferenciavel com tensor métrico 9+ () que

fornece uma distancia infinitesimal entre dois pontos proximos com coordenadas

1 I T
e ot + dx . na forma’

ds® = g, dztdz". (6.52)

Em sistemas curvilineos as componentes de vetores submetidos a um

transporte paralelo sdo em geral alteradas, diferentemente do sistema cartesiano. Desta forma

Ax o e A* + dAH

Se sdo as componentes do vetor em sdo as componentes em

x# +dz* o transporte paralelo de A partindo de T para =" + 4% produz uma variacao

5 AH . : DA*
de suas componentes, ( . Isto resulta que, depois do deslocamento, a diferencga
entre os dois vetores é dado por,

=}
o
w.

DA* =dA¥ — 6A". (

oA

Considerando que depende do deslocamento infinitesimal dz® ¢

. ST 'L
também é linear nas componentes de A , pode-se escrever,

§A* = —T* APdx® (

(=21
on
4_-.



78

L
na qual Las sdo os coeficientes da conexdo afim. A equacdo acima define a variagdo

A

e e e M T bt L el it ~
infinitesimal do vetor, , sobre deslocamento paralelo de ™ para . Entéo para a

diferenca, dA* — E'AF,

dA* — §A* = 3, A*dx®™ + T, A%dz®

—
(=]
o
o

Como dito anteriormente, a conexao descreve o transporte de um vetor no espaco afim, a
parte simétrica da conexdo descreve um espago com curvatura, por exemplo, 0 espago na
relatividade geral, e a parte anti-simétrica descreve uma torcdo. A torgéo esta relacionada com
translacdo de vetores, como a curvatura esta relacionada com rotacdes. Ver Figura 6-2.

Porém, o interesse é explicar o significado geométrico da parte anti-
simétrica da conexdo, a tor¢do. Quando um vetor é deslocado ao longo de um caminho

infinitesi-

a)

Figura 6-2 — Representacdo de um percurso infinitesimal fechado em um espaco plano tangente a uma
variedade com a) rotacdo (curvatura), b) translacdo (torcdo) e ¢) ambos.
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mal em uma variedade de Riemann-Cartan, Figura 6-3, o contorno fechado (P, Ai, A, As, e P)
em um espaco nao plano, em geral ndo é fechado em um espaco plano, (P, B\, By, B3),
tangente ao ponto P.

Outro exemplo de uma variedade com tor¢do é dada na Figura 6-4,
considerando o paralelogramo infinitesimal PACB em um espago tangente E, definindo PA _
dx' e PB _ dx", realiza-se o deslocamento dx' ao longo de dx", encontra-se Outro exemplo de

uma variedade com torcdo é dada na Figura 6-4, considerando o paralelogramo infinitesimal
PACB em um espaco tangente E, definindo PA=dz'¢ PB= ffl‘”, realiza-se o

dz’

deslocamento ao longo de dx",

6 (da™) = —T* dx"®dz" (

=
o
=l

i i
encontra-se enquanto que para um deslocamento de dz” g9 longo dz

6 (dz"™) = —T* yda" dz'®

—
=}
o
I::Y:I.

Figura 6-3 — Representacdo de um contorno fechado em uma variedade ndo plana e aberto em um
espago plano
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Figura 6-4 — Representacdo dos esfeitos sobre um caminho fechado quando observados de
uma variedade com torgéo

Subtraindo as duas equagoes

§(dz™) — & (dz"™) = -T%,(dz'’da"" — dz'*dz"?) (6.59)
= —(r%, -5, ) de?dz"

13 i,
= —20Q%; d2"dz"

QM. £ ﬂ z, T )
Na presenca da torcao, Caf 7 , 0S pontos ¢,C"eC ndo séo

coincidentes e o paralegramo ndo é fechado.
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7 CONSTRUGCAO DA METRICA PARA UM CRISTAL LIQUIDO NEMATICO

A métrica sera construida em funcdo de quantidades bem definidas, como o
parametro de ordem e as dimensBes da molécula nematica. O parametro de ordem adequado
pode ser obtido em funcdo da matriz que caracteriza a forma da interacdo das moléculas

nematicas na transicdo de fase, isto €, a mudanca da forma esférica para a elipsoidal.
7.1 PARAMETRO DE ORDEM ELIPSOIDAL

Um elipsdide pode ser descrito em um sistema de coordenada local pela

expressao [10],

2 2 2
1, ®y 3o -
2T TR T (v-1)

na qual os comprimentos dos eixos sdo dados respectivamente por {a' b 'b}, sendo que

. ~ . Exp., Ey. €.
cada um deles apontam para as dire¢es dadas pelos vetores ortonormais, { 1 Ty ~} na

forma de matriz dados por,

El‘ = [U']_Uj
e, = (0,0,1),

I, Lo € Iy

sendo as coordenadas ao longo dos versdes. Em uma forma compacta, este

L
elipséide pode ser escrito como E'i,fm a’ = l, na qual,
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esta matriz diagonalizada caracteriza o elipsoide, o qual é completamente caracterizado pelos

autovalores,

l._'k‘ﬁ.
s:-4|_
Tl=
%l

e, ot

p—,
=1
NN

p—

3 o E% o :
e autovetores dados na equacédo (7.2). O indice d em % ¢ usado para indicar que a matriz

esta na forma diagonal.

Para generalizar, define-se a matriz % que representa um elipsoide

uniaxial arbitrario, com os mesmos valores dos semi eixos, que podem ser obtidos através da

. . . N . . R . . e E. &, &.
matriz diagonal girando os trés principais eixos ortogonais unitarios, {ez €4, €} , para um

novo conjunto de vetores ortogonais unitarios, {P;. 9, r}' Apds a rotacao, Eij assume a

forma,

1 1 1
Eij = —3pipi + 339495 + 57T (7.5)

) . p.ger. _
Usando as relagOes de ortogonalidade entre , pode se determinar

0s autove-tores e autovalores da matriz E, dados por,

- 1 - 1 - 1
E;p' = 3P0 E;jqd = H2 % Ejjr! = i (7.6)
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- = — 1 1 1
naqual, P:9 € T sdo os autovetores normalizados e (F s30 os autovalores de

E. Os autovetores estdo vinculados pela expresséo,
Pip; + Giqj + Tirj = 0. (7.7)

Combinando a equagéo acima com a equacéo (7.6), encontra-se,

1 1, -
Ej; = aPiPi + E[fﬂj — pip;) (7.8)
l —
= m{tﬂ:; — epip; }, (7.9)
na qual
e=1-1b" (7.10)

A quantidade e representa a excentricidade do elipsoide e ¥ representa o

eixo de simetria de um elipsoide uniaxial. O valor do semi-eixo maior e foi fixado no valor de

a=1 pois 0 eixo maior do elipsdide é normalizado para uma esféra de ™ = L. Desta

forma na equacdo (7.8), a matriz 127 descreve a transformacdo de um elipsoide em uma

esfera de raio unitario, neste caso b =1 ¢ a excentricidade sera nula.

A anisotropia encontrada nos parametros reolégicos pode ser interpretada
como uma deformacdo induzida pelo meio nematico sobre as superficies equipotenciais ndo
esféricas. Consequientemente, esta anisotropia pode ser quantificada medindo o quanto este

elipiséide difere da esfera equivalente. Para determinar essa expressao imagina-se uma esfera,
i — \
Sij:_-_.- (I’ll]

de raio
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:%ﬂ(ﬁ}: ! (1-3). (7.12)

Se E é a matriz caracteristica do elipsdide, a deformac&o elipsoidal J‘E,

pode ser definida através da diferenca entre o elipsoide e a esfera equivalente,

AE;=E,; —S;; = E;; — —6,;Tr (E). (7.13)

i

AE; = ——(56;; — pip;) (7.14)

A deformacéo elipsoidal &AE | é determinada pelo produto de dois termos

distintos,
— (7.15)
e
E_ 1. .
Qij = 504 — PiPs- (7.16)

O termo acima representa a componente anisotropica da deformacédo. Esta
expressao € semelhante ao tensor momento de quadrupolo [30] e formalmente similar a
expressao do parametro de ordem tensorial dos cristais liquidos nematicos. Realmente, como
estabelecido por de Gennes [1], o parametro de ordem pode ser medido a partir da diferenca
entre a parte anisotrépica e isotropica de uma gquantidade fisica. Justamente este procedimento
foi realizado na equacdo (7.14). Nesta equacéo, a excentricidade, e, fornece uma relacéo entre

0s eixos maior e menor do elipsdide. Excentricidades diferentes correspondem a formas
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moleculares diferentes; quando e < 0, resulta em b > 1, que descreve uma fase discotica, por
outro lado, quando e > 0, resulta em b < 1, que descreve a fase calamitica.
Utilizando as equacdes (7.5) e (7.13), pode-se escrever a matriz elipsoidal

na forma a seguir,

e — —
E; = 5;‘_;‘4-? 5 (717)
1

- (- areen

na qual o primeiro termo corresponde a forma esférica (isotropica) de E’;":, e 0 segundo termo
descreve a deformacdo da forma esférica. Como descrito por Hess e explicado acima, a
aproximacgdo da conexdo afim pode ser realizada deformando um potencial de interagdo
esférica até o ponto na qual assume a forma elipsoidal de um dominio nematico. Entéo, cada

desvio € descrito por um termo que é estruturalmente igual ao tensor pardmetro de ordem. A

métrica 9% sera construida de forma semelhante a matriz —*, constituida de uma parte

N : 5:: . : Q%
isotropica, proporcional a ~*, e uma parte anisotrépica, proporcional a ~*

7.1.1 Termodinamica na Métrica

E;

O texto acima mostra que a matriz =%, que caracteriza um elipsoide,

E
diferencia-se de uma esfera por um termo tensorial, %, o qual é formalmente idéntico ao

parametro de ordem nematico, Qs . E importante ressaltar que esta semelhanca se restringe a

forma da expressdao matematica, conceitualmente sdo quantidades diferentes, por esta razdo

E
introduziu-se o sobrescrito E em Q*’J’. O objetivo desta secdo é mostrar que as igualdades

formais podem ser aprimoradas até o ponto na qual ambos os conceitos tornam-se idénticos,
obtendo-se a métrica dependente da temperatura. Este extraordinario resultado € a esséncia da
aproximacdo de Hess e a motivacao fisica pode ser facilmente entendida: para temperaturas

maiores que o ponto de transicdo de fase NI o liquido nemaético é isotrépico e todas as
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direcbes sdo equivalentes, para temperaturas menores do que o ponto de transicdo NI o
liquido torna-se anisotropico e, em cada ponto, muitas propriedades fisicas adquirem uma
direcdo privilegiada. Entdo, deste ponto de vista, espera-se que uma métrica dependente da
temperatura possa ser construida. Inicia-se este estudo considerando alguns principios do
significado fisico do parametro de ordem microscépico, e na seqliéncia, usam-se estes para a
construcdo do parametro de ordem macroscopico. No proximo passo, especialmente na
equacdo (7.18), a distincdo entre pardmetro de ordem microscopico e macroscopico sera
estudado, seguindo a abordagem usual [1] para facilitar a compreensédo do raciocinio

A anisotropia dos materiais liquida cristalinos pode ser observada em dois
niveis distintos, macroscopica e microscopicamente. As medidas termodinamicas sao feitas
macroscopicamente, mas possuem origem microscopica. As moléculas de um cristal liquido
ou micelas, possuem uma anisotropia microscopica intrinseca que podem ou ndo serem

observadas macroscopicamente, dependendo da temperatura. Para diferenciar entre a natureza

macroscopica e microscépica de Q‘Ci, utiliza-se um sinal circunflexo sobre o diretor n quando

denota uma quantidade microscopica. Entéo, Qi; (n) significa que ™ é uma variavel

microscopica aleatéria e o pardmetro de ordem associado é um parametro de ordem

microscopico. Por outro lado, sem o sinal circunflexo sobre n, @ij (m) significaque ne o

parametro de ordem sdo variaveis macroscopicas. A conexdo entre estas duas quantidades é

estabelecida admitindo que a variavel aleatéria 1@ oscile rapido o suficiente para que quando
calculado a média de &< () no tempo e nas vizinhangas de um ponto encontra-se 0

parametro de ordem macroscopico Qsj [”]'-, na qual a anisotropia uniaxial macroscopica

pode ser medida, em termos matematicos [1],
(@5 (n)) = SQ;5 (n), (7.18)

foay

Onde \*/ significa a média estatistica sobre a varidvel . Como dito acima S fornece a
intensidade na qual as oscilagdes aleatorias fazem a anisotropia microscopica ser observadas
em uma escala macroscépica. Para obter o resultado acima é suficiente multiplicar o lado
esquerdo da expressdo acima pelo parametro de ordem macroscopico, Qj (n) , e aplicar o

traco na expressao resultante,
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Q" (n) (Q: () = SQ™ (n) Qs () (7.19)
para obter,
n :’(-ﬁ._n]?}) _ (7.20)

que ¢ a definicdo do parametro de ordem escalar [1].

Considerando que o potencial de interacdo entre cada molécula de uma

amostra nematica possua uma superficie equipotencial que pode ser representada pela matriz

E
¥ Supondo que esta idéia pode ser estendida para a vizinhaca de um ponto, para um grande

namero de moléculas, pode-se considerar, em analogia exata com a equacdo (7.18), que cada
aglomerado pode estar, ou ndo, alinhado, gerando ou ndo, uma fase nematica. A representacdo
do resultado macroscopico deste alinhamento microscépico pode ser feito através da matriz

Qg, assumindo que esta satisfaz a mesma relacdo do parametro de ordem microscépico,
(QF (1)) = SQy (n) (7.21)

isto significa que a anisotropia microscopica de cada molécula nematica esta acoplada com
sua vizinhanga, com o eixo longo de cada molécula oscilando ao longo da mesma direcéo,
gerando a fase nematica. Uma importante consequiéncia do raciocinio acima é que ele fornece

resultados macroscopicos para a anisotropia elipsoidal microscépica de cada molécula

E
nematica. Como Qs aparece na definicdo de Ef'i, a equacdo (7.17) revela que a matriz

E
elipsoidal também possui uma interpretacdo macroscopica. Atribuindo significado a =,

(Es;) . . P
deve se fazer o mesmo a '~ “’/ . Tal matriz mede a passagem da simetria isotropica
m - dij . : - .

acroscopica, representado pelo termo para a simetria macroscopica elipsoidal da fase
nematica. Entdo a anisotropia é determinada através da métrica macroscopica gii Dada por,

L =NI{E- N - .
9ij N \E‘EJ /. Utilizando as equacdes anteriores
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1 . . .
g; = N {‘{TT“‘ ) 05 + : {Qﬁ[ﬂ)f} (7.22)
N

- {1 o)

onde N é a constante de normalizacédo introduzida para garantir a normalizacdo do diretor.

Utilizando a condicdo de normalizacéo,

Ik r
g9:;9 =0y,

definida no capitulo anterior, encontra-se o valor de N, de forma que a métrica covariante e

contravariante é dada por,

R J 2 _e 5‘_ ) 5‘ L¥]
g {ii—e(S—L']']l“ e | L))o™ + 3eS¢) (n]}

1 }
J 9 % £l . 5‘ : .
(B_e(1+29)) W37 e)07 F3e5Cqy (n)} -

95 =

Estas equagOes pressupGem que a meétrica € induzida pela anisotropia
elipsoidal dependente do pardmetro de ordem escalar S e, portanto, esta quantidade é
macroscopica e determinada pela temperatura nematica. Na fase isotropica (S = 0) a métrica é
esférica e as medidas macroscopicas sdo isotropicas. Quando a temperatura é reduzida, a
transicdo de fase isotropica nematica cria um S ndo nulo, induzindo uma anisotropia
macroscopica. E importante observar que a métrica descrita tem como objetivo descrever a
aproximacdo da conexd@o afim de Hess, sendo um efeito termodindmico induzido pela
anisotropia da fase nematica. Isto ndo significa, por exemplo, que a métrica real do espaco

fisico onde o fendbmeno ocorre foi alterada.
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7 GEOMETRIA DOS CRISTAIS LIQUIDOS NEMATICOS SOBRE
CISALHAMENTO

Uma idéia aparentemente simples é atribuir a origem da anisotropia
nematica a forma microscéopica das moléculas constituintes dos cristais liquidos como fonte
da anisotropia observada na escala macroscopica [3]. A partir destas observacGes, Hess e
Balls (HB) [3, 8] assumem que se imagindssemos uma maneira na qual as moléculas destes
liquidos pudessem ser continuamente deformadas, até o ponto na qual elas tornassem es-
féricas, seria possivel observar a reducdo correspondente da anisotropia macroscopica, até seu
desaparecimento completo. Inversamente, se moléculas consideradas esféricas, de um liquido
isotropico, pudessem ser deformadas até assumir a forma elipsoidal de uma molécula
nematica idealizada, as propriedades fisicas macroscépicas poderiam se transformar nas
observadas em um CLN. Originalmente, a hipotese da transformacdo conforme de HB foi
aplicada ao estudo da viscosidade de luidos perfeitamente orientados e depois generalizada
para a fase nematica dos CLNs [3]. Mas na hipotese de HB, ndo sdo as moléculas que mudam
de forma, mas € a simetria da interacdo esférica de um luido isotropico que pode ser
transformada em uma interacdo elipsoidal de moléculas nematicas (e vice-versa) e as
consequiéncias macroscopicas destas transformacfes podem ser comparadas com os dados
experimentais dos CLNSs.

Usando a aproximacdo de HB, demonstra-se que a viscosidade de liquidos
anisotropi-cos pode ser escrita em termos da viscosidade de liquidos isotrépicos. Né&o
obstante, esta idéia produz uma excelente explicacdo para a anisotropia nematica [8], no
entanto o resultado inal necessita de melhorias para explicar completamente os dados
experimentais [31, 10]. Como ser4 mostrada a frente, a comparacéo dos resultados da teoria
de HB com os dados experimentais indica que alguns aspectos fundamentais dos fenémenos
de viscosidade devem ser inclusos na transformacdo conforme de HB. Neste capitulo, sera
mostrado que os resultados negativos ndo sé@o provenientes dos pressupostos do modelo de
HB, mas ao invés disto, sdo conseqliéncias da geometria utilizada na descricao do diretor dos
cristais liquidos sobre cisalhamento. Serd mostrado que a aproximacao de HB somente torna-
se equivalente ao modelo de Leslie se for considerado que sobre o cisalhamento, a
coniguracdo do diretor adquire uma propriedade caracteristica de superficies, a tor¢do [28].
Este conceito é usual em muitas &reas da fisica, principalmente aquelas que fazem uso da

Geometria Diferencial [28, 29], mas ndo € usual em liquidos. Neste contexto, o conceito esta
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relacionado com o fato de existir uma superficie na qual o caminho pode ser fechado do ponto
de vista de um observador e aberto do ponto de vista de outro. No caso de uma amostra
nematica submetida a um luxo com cisalhamento, devido ao gradiente de velocidade do luido
nematico, um caminho que € fechado para um observador no referencial do luido, ndo é

fechado para um observador no laboratério.

8.1 Os COEFICIENTES DE LESLIE A PARTIR DA TRANSFORMACAO DE HESS E BAALSS

8.1.1 Transformacdo Conforme

De acordo com o modelo de HB, abordado no capitulo 5, a interacdo entre
as moléculas de cristais liquidos podem ser simuladas deformando a geometria da interacédo

entre moléculas hipotéticas esféricas de um liquido isotrépico comum. Em termos

sy - s , . . . . ~ . . LA 1]
matematicos essa hipdtese é descrita considerando que o potencial de interacdo elipsoidal be

entre as moléculas nematicas pode ser transformado em um potencial de interacdo esférico

“1’5, uma vez que o vetor T conectando duas particulas é submetido a uma apropriada

conexdo afim. Ou seja,
Pe(rs) = ds(re). (8.1)

Os indices E e S indicam uma simetria elipsoidal e esférica respectivamente.

. . ~ - oy ., . 7 -
Ou seja, o potencial nédo esférico, I E | pode ser substituido pelo potencial esférico, P

5,sea
distancia entre dois pontos € dada por uma métrica na qual dois pontos sobre uma superficie
equipotencial ndo esférica permanecem equidistantes do centro do potencial. Como
conseqiiéncia, existe uma transformacdo afim entre a fisica de liquidos formados com
moléculas esféricas com a fisica de liquidos com moléculas elipsoidais, e vice-versa. Desta
forma, considera-se que a superficie equipotencial de uma molécula idealizada de um liquido

isotropico € dada pela superficie S, cuja coordenada relativa ao ponto central comum é dada

i o «
por 5, e a distancia ds, do ponto central comum obedece a relagéo
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ds® = 8;; ds'ds’. (8.2)

Enquanto que a distancia entre dois pontos na superficie elipsoidal e dada

por,
dsy = 6;; da*da’ . (8.3)

Para obter a lei de transformacéo dada na equacdo (8.1), os pontos situados
ao longo da superficie equipotencial de simetria elipsoidal devem permanecer eqlidistantes
do centro do potencial. Entdo para o potencial de simetria elipsoidal existe um potencial de

simetria esférica associado satisfazendo a regra,

ds® = ds%. (8.4)

. o .
Deformando continuamente cada componente = da superfisie S, de forma

que a nova equipotencial sera descrita pela superficie elipsoidal E, cujas coordenadas sao

dadas por ¥ e considerando também que a relacéo entre os sistemas coordenados € descritas

R
as

através de uma transformagcdo local =7, as componentes infenitesimais destas superficies s&o

conectadas pelas relacdes,

d"—dsad“‘ d_d:cid. (8.5)
} dx? * dst  ds* dxi’ 2
que obedece a regra,
ds® da™ : .
5 (8.6)
dz™ ds? J

Entdo, das equacbes (8.4) e (8.5), pode-se obter a condicdo de que a
distancia efetiva entre os pontos, em um sistema eferico e no sistema deformado permanegam

0S mesmos, resultando na expressao abaixo,
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2 _ 5 gsigdi g ds® ds? _
ds” = d;;ds'ds’ = Pk I_,n'.”:: dr' = gdz*da’ (8.7)
na qual
ds' ds™ .
i — l"m’ - {88
9 = dx* dx? &-5)

Ou seja, a deformacdo de um sistema isotropico para um anisotropico pode

ser realizada introduzindo uma métrica 9. No capitulo 7, mostrou-se que a dependéncia das

quantidades fisicas na fase nematica sobre o parametro de ordem S pode ser introduzida nos

parametros definidos pela métrica i Desta forma a passagem da fase isotropica para a
anisotropica podem ser compreendidas com o surgimento de uma nova métrica, que, em
conseqiiéncia, deve ser dependente da temperatura. Além disto, quando a fase nematica
apresenta uma textura, o campo diretor depende da posicdo e a métrica ndo descreve um
espaco plano, ela apresenta uma curvatura que descreve a elasticidade dos materiais
nematicos muito bem, [10].

Contudo, da mesma forma que a aproximacao original de HB, descrita no
capitulo 5, falha na descricdo das relacdes entre os coeficientes de viscosidade nematica [31,
9], esta aproximacdo apresentada até aqui também ndo descreve os resultados experimentais .
A explicacdo e demonstracdo deste fato serd o tema da secédo seguinte.

8.1.2 Meétrica no Modelo de Hess e Baalss

Na aproximacédo de HB pode-se usar o0 tensor de stress para descrever um

liquido isotropico hipotético na forma,
i = no*, (8.9)

na qual o indice S, esta indicando a simetria esférica.
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Para descrever o tensor de stress de um liquido cujas moléculas interagem-
se através de um potencial ndo esférico, cuja deformagéo é dada pelas relagdes dx'/ds* e ds'

jdx*. O tensor é dado por,

— (80%). (8.10)

na qual o indice E, indica a simetria ndo esférica. De acordo com a métrica obtida no capitulo
anterior, para 0 CLN perfeitamente orientado, o modelo para as transformagdes de

coordenadas séo dadas por

dxt . .
di = a10;; + ax n;n;, (8.11)
ds’ i

dxd — blﬂéJ' + ba n;n;.

na qual os parametros {a1, az, by, b} dependem da excentricidade do elipsoide
(representacdo da molécula nematica) e a temperatura da amostra.
A deformagdo das moléculas esféricas de acordo com estas regras nao

reproduzem os resultados experimentais. A razdo é que, ha cinco parametros livres no

as, bi, b2}1 mas o vinculo dado na

conjunto dado nas equacdes (8.10) e (8.11), {n, a,
equacdo (8.6), reduz este numero para trés. Todavia, a viscosidade nematica é descrita por
cinco coeficientes independentes. Entdo, o uso das equacgdes (8.10) e (8.11) implica na

existéncia de duas relacBes que conectam os coeicientes de Leslie. Usando a equacao (8.6),

~ . ay. by, as. b
encontram-se as relagdes entre os coeficientes { L, Tl T2 2},

a]b] = 1. (8-12.]

agb]—ﬂ-lbg—Fagbg = U

Substituindo diretamente as equac6es (8.11) em (8.10), e comparando com a

equacao (5.9), encontram-se os coeficientes de Leslie,
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Q) = 7naagbs (8.13)
ay = —TNazb

az = mnaibs

ay = Z2napb

as; = nagb

ag = mnaibs

acordo com estas relagdes, encontram-se

Qg = Q3 € 05 = —0. (8.14)

Estas mesmas relagdes sdo encontradas nos trabalhos do HB, discutidas no
capitulo 5 deste trabalho, especificamente na equacéo (5.52), para o caso de um ordenamento
perfeito (S = 1). Usando os coeficientes de Leslie encontrados acima, em termos dos

parametros escolhidos, os coeficientes de viscosidade sdo dados por,

M = nbla; +as) (8.15)

My = nai(b + bo)

Ny = napb
) = 1ag b,
7, = nl(bias + a1 ba).

Como os graus de liberdade sdo em nimero de 3 e sdo 5 os coeficientes de
viscosidade, um célculo simples mostra que os coeficientes de viscosidade estdo conectados

pelas relagdes a sequir,

T =1, + 1My — 21y (8.16)
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Nz Nz
M Ma

IT

— 1. (8.17)

Se corretas, estas relagfes poderiam coroar a transformagdo conforme de
HB. Contudo, observa-se nos dados experimentais a seguir, Figura 8-1 e Figura 8-2, um
desacordo com relacao as equacgdes acima.

A Figura 8-2 mostra que se a relacdo entre os coeficientes de Miesowicz e

1 existe, ela ndo é dada pela equacdo (8.16). Da mesma forma, a Figura 8-2 revela que no
caso de existir uma relacdo entre os coeficientes de Miesowicz, a relacdo ndo é dada pela
equacao (8.17).

Na préxima secdo sera mostrado que uma relagdo entre os coeficientes de

viscosidade de fato existe, mas 0 modelo acima ndo é capaz de encontra-la.

0,35 - = EM
+ NBBA
7 5CBP .
0,304 v N4
- HBAD
0,25 4 Pap
T | ]
- 0,204 ¥
m
& |
— 015+ L
| -
0,10 *
J ¥ L]
0,05
Dum T T T T T T T T T T T T T

ny+p—2n (Pas)

~ —_
Figura 8-1 — Valores de ! em funcdo de M T M = <Nz, p aplicacéo do modelo de HB resulta

W, = — 2 . .
em 11 =T T2 12 se os dados experimentais fossem de fato conectados por

esta equacdo, no grafico, os pontos estariam distribuidos ao longo da reta. Isto ndo é
observado.
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8.2 TRANSFORMAGAO CONFORME GENERALIZADA

E fato que a transformacio conforme, na forma que foi usada na equagéo
(8.11), e na forma usada por HB, ndo reproduz os dados experimentais de viscosidade. A
forma completa do tensor de tensdo de Leslie pode ser obtida com o uso da aproximacéao de
HB, levando em conta que o gradiente de velocidade influencia a geometria da superficie
descrita pelo diretor, esta superficie, na presenca do gradiente de velocidade, adquire uma
torgéo.

O conceito de torcdo foi discutido no capitulo anterior e para compreender

como se aplica em um CLN submetido a cisalhamento, considere uma amostra com o fluido

—y —

. . ~ Eq . . . ~ .
fluindo ao longo da direcdo ~“' e com uma variagao constante da velocidade na dire¢do € o

ponto de vista do observador movendo-se de tal forma que inicialmente esta em repouso

= N4
) - « MBBA
!l‘;‘llrhﬂﬁ ' LCBP
. + EM
15- PAA
| 41 HBAB
1,0
| P L
= E = g o e g v
0,04
0,5
-1,0 . . T T T T T T T T T
0,0 02 04 0,5 0E 10
Temperatura Nematica
2
m=-"
M2

Figura 8-2 — Valores experimentais de em funcdo da temperatura nematica. O

modelo de HB resultaem T =1,
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em relacdo ao fluido ao longo da linha L de velocidade constante, como representado na
Figura 8-3. O ponto de vista de cada observador, e o padrdo da velocidade do fluido esta
representado na Figura 8-3.

Supondo que o observador imerso na amostra planeja realizar um caminho
fechado sobre a superficie do fluido ao longo do caminho AB, BC, CD e DA. E fécil observar
que os caminhos ao longo de CD e DA ndo podem ser o "inverso"de AB e BC. Por exemplo,
percorrendo a trajetoria ao longo de CD reproduz o movimento inverso realizado ao longo de

AB, ele ndo chegara ao ponto D, mas a um ponto a frente, D*, porque a velocidade do fluido

no segmento CD ndo € nula, mas aumenta por Az O:v

¥ com relagdo ao segmento AB.
Consequentemente, no final, quando retorna paralelamente ao segmento BC, ndo chega ao
ponto A, mas ao ponto A*. Atribui-se a diferenca de cada caminho, A* — A, a tor¢do da
superficie fechada na qual a molécula percorre. Conseqilientemente, uma descricdo

matematica consistente deste fendmeno deve incluir a tor¢do desta superficie.

Ai'

e
C

¥

Figura 8-3 — Representa o cisalhamento de uma amostra nematica, vista por dois
observadores que estdo no referencial do fluido, e outro que estd no
referencial do laboratério, observando o mesmo percurso. Os fundamentos

da geometria diferencial mostram que se AF A" 4 geometria da
superficie determinada pelo campo diretor deve conter um termo de tor¢éo.
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A torcéo, * ¢ uma quantidade matematica que caracteriza as
propriedades intrinsecas da superficie. Tecnicamente, esta quantidade é uma propriedade que
caracteriza as variedades para as quais um caminho fechado em uma superficie nao
corresponde a um caminho fechado no plano tangente, como mostrado no capitulo anterior
[28]. Isto corresponde exatamente as previsdes para 0 movimento de cisalhamento de uma
amostra nematica.

De acordo com os fundamentos da geometria diferencial, se uma superficie

k
tem uma conexao anti-simétrica, essa possui uma tor¢do -, dada por [28],

k k I y
Q; =1 — Ty (8.18)

No sentido de fornecer uma abordagem formal a estas idéias, considere um

observador chamado 1, que dentro da amostra, percorre um caminho fechado com velocidade

wW(t) Deste modo, ¥(t) satisfaz a relacéo

ta
r]gdf: f W(t)dt = 0, (8.19)
. ‘|.l-'|

T=t—t corresponde ao tempo gasto pelo observado 1 para retornar ao ponto de

onde

inicio. Por outro lado, no laboratério, um observador 2 néo atribuird ao observador 1 0 mesmo

caminho e, conseqglientemente, a mesma velocidade W(t) para o observador 1 no intervalo

dt g posicdo, com relacdo a posi¢do prévia, muda-se por dz; = “’*H}dt. Enquanto para
um observador 2 a mudanca de posicdo também é acompanhada por uma mudanca de

velocidade
(Sl.’j = dx,;az--v_i; = w,;[t}az-ujdt. (SQD]

a qual corresponde a aceleracao
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a; = wy Iit.]aé'b'_r‘: (821 ]

De acordo com os fundamentos da Mecénica Classica a aceleragdo € um
objeto invariante. Logo, pode ser usada como ferramenta fundamental para a construcao de
um invariante da fase nematica. Isto é, sobre cisalhamento, na representacdo das propriedades
fisicas, como na equacdo (8.11), além do diretor deve ser utilizado a aceleragdo sofrida pelo
observador quando esse passa de um plano com velocidade constante para outro plano. Além
do mais, a aceleracdo é a razdo dindmica da torcdo descrita acima e deve ser introduzida na

expressao de deformacdo de HB por meio de um termo anti-simétrico responsavel pela torcao.

Consequentemente somando na equagéo (8.11) os termos da ¢ 9 com a forma

5& = ﬁ-_l_ﬂ-:uwmf\f.]aml-‘pﬁél}'kﬂ-k = Q€M (822]

0y = bynyw,, ()0, vp€inny = bagijpny,

= a_;ﬂ.i'lb'j {tjaJ"L'é e b—l = 54néu!j{t]|3-

na qual 4 7% ser4 somado a equacio (8.11).

Também foi introduzido um termo quadratico em Sk para futura

comparagdo com a expressdo bem conhecida do tensor de stress. Este termo quadratico esta

contido nos termos que contém os coeficientes 1 (b1) e a2 (b2) Também, como

ay (bs) s30 proporcionais a 71, este termo satisfaz a simetria nematica ne —m.
Com a equacdo 8.23 e a equacao (8.6), encontra-se a relacdo entre as
{!’li': lhf'._ g = J_: —l-}

variaveis
{I|Ii.|.'-|] = J... (82—1]

asby +a1bs + azbs = U_.

aglby — 9bs) +a1bs —ayby = 0,

{I4lib| —bg.]_[ﬂ-l +H3-]b_1 = 0.
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Estas equacbes podem ser resolvidas em funcdo dos coeficientes

by, by, bz e b4=,eoresultad0 e,

1 .
by = —, (8.25)

al

ia

by = ——0—4 4078 ———
? a1(a; +ag)’
) (a1az + a3 + a})
7 = -

ai( (@ —Yaz)(a; +az) +al) )’

(a1 — 10az)as

b‘_} —_- - -

ai( (a1 — 9az)(a; +az) +al) )

A partir da definicdo da métrica e das equacGes acima, encontra-se

9 = Go 0ij + g1 min; + go €N (8.26)

onde
g0 = (& —ﬂ-si[ﬂl—:{ﬂ-g)—ai gy = a%—i—?m(az—aﬂq—.‘%a%—ai g2 = 2(a; +az)ay.
(8.27)

De acordo com estas relagdes, o termo proporcional a 92 também & anti-
simétrico por mudancas de indices ® € J. Entretanto, a distancia ds® = g;;dz’da’
simétrica com relagdo a drédﬂ, e nao contribui diretamente a geometria da superficie
equipotencial. Porém, indiretamente contribui com a métrica, o coeficiente s que aparece

e o . . - «
em 90 © 91 Al6m disso, este termo é 0 que justamente descreve a superficie com torcao.
Usando a equacéo (8.23) para os coeficientes de Leslie, em acordo com as

relagOes de Parodi, os coeficientes de Miesowicz tornam-se
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my = n(la1+ag)(bi + b)), (8.28)
my = nla; +az)(b; + bs).
mg = 7nllar +ag) (b + bs) — aszbs).

N1 = nlaibs + ag(—b +bz) — a1bs + az(by + b3) — 2a4b4),

ay = nlag(by — bg) —ag(by + Ths)).

= ﬂgf'(??]%]'

Com este resultado, o pardmetro , dado na equacéo (8.17),

assume a nova forma

aibs(b; + b3) + ag ((a; + agz) b3 + bs)

MmM=1+ :
(a1 + ag))(by + bs)

(8.29)

a qual possui valor m#1

Na formulacdo do modelo de HB derivado da equacéo (8.11), foi mostrado
que os coeficientes de viscosidade poderiam ser correlacionados pela equacdo (8.16). Como
foi observado estas relacdes ndo tem suporte experimental. Por outro lado, a introducdo da
formulacdo geométrica no modelo de HB permite uma conexdo entre os coeficientes de
viscosidade, a qual possui um bom acordo com os dados experimentais.

Substituindo a equacdo (8.25) na equacdo (8.28), é possivel mostrar que as
variaveis @1, @2, @z € 81 39 eliminadas, e os coeficientes de viscosidade sdo conectados

pela relagao,
T3 4(276—205+44, )7, — 3647+ (664— 152%)a, — 132524 TT6T — 1024TT+380 = 0, (8.30)

-
oy

naqual 1= v/ ma, &1 = ai1/ma. T = (m1+ma)/(2ma), e T = mg_f'[m]mgj_
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8.3 ESTUDO DA CONEXAO ENTRE 0S COEFICIENTES DE VISCOSIDADE NEMATICA

Com intuito de verificar se os resultados experimentais estdo de acordo com
as equacdes obtidas acima, foram colecionados dados experimentais da literatura, veja tabela
1, [35, 36, 37, 38, 39], na qual, foram utilizados apenas os dados que abrangem toda a fase

nematica.

Tabela 1 — Nomenclatura das moléculas neméticas e referéncias dos artigos que contém os
dados dos coeicientes de viscosidades utilizados.

Ligquid erystal compounds Coeficientes de Viscosidade | Referéncias
p-azoxyanisole (PAA) M1s M2 Mas T 35]
p-methoxybenzylidene-p-n- M1> M Tas V1o Q1 136, 37, 38]

butylaniline (MBBA)

eutectic mixture of the 4 methoxy-4"-n- M1, Na, Na, V1 37]

butylazoxybenzenes (N4)

eutectic mixture of 4’-n-pentylphenyl 71, M2, Na. 71 37]
4-methoxybenzoate and 4’-n-

pentylphenyl 4-n-hexyloxybenzoate

(EM)
4 n-pentyl-4’-cyanobiphenyl (5CB) M, M2: N2, 11 37]
p-n-hexyloxybenzyhdene-p’- M1, Ma,s Nz, 11 36, 39]

aminobenzonitrile (HBAB)

Para os dados da Tabela 1, uma escala de temperatura uniforme foi

construida [31, 9, 10, 40, 41] de tal forma que a temperatura da transi¢éo cristalina nematica

(NC) assume o valor T= ﬂ, e a transi¢cdo nematica isotropica (NI) assume o de temperatura

T =1 ouseja, se Inrt ¢ 4 temperatura em Kelvin da transicdo NleTycg, temperatura
em Kelvin da transicdo NC, entdo a temperatura nematica t esta relacionada com a

temperatura em Kelvin T pela relagéo
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T —Tx .
t=— —NC (8.31)
Tnr — Twhe

E importante salientar que apenas para 0 MBBA (4-methoxybenzylidene-4'-
n-butylaniline), foram encontrados todos os coeficientes de viscosidade com dados em toda a
fase nemaética. Estes dados estdo apresentados na Figura 8-4 e representados por estrelas.

Na Figura 8-4 os pontos em forma de esferas e quadrados representam o
resultado da aplicagdo do modelo com a metodologia descrita acima. Para obter o valor

previsto

MBBA
o 035 * 0,
%
g k
% 0,20 - n3
- .
3 o
g 0,15 ] %
= ¢ " h
o 1 m * O
o 010 “ . !
jib] ]
§ S
. | |
= 4 -
§ | 1 ° .
i g
o
0,00 - » e g ® %
| = > *
05 T T T T T T T T T T T
oo 0,2 04 0.6 oa 1.0
Temperatura Nematica

Figura 8-4 — Esta figura exibe o conjunto completo de coeficientes de viscosidade do MBBA ao longo
da fase nemaética e, sobreposto, o resultado do modelo de HB com um termo de torgéo,

para @1 €71 0s resultados deste trabalho para 0S coeicientes Q1€ L', estdo
representados por pontos na forma de esferas e de quadrados respectivamente.
pela equacio (8.30) para o coeficiente de viscosidade '' considera-se os valores

n1, N2, N3 € Q1 aeejtos na literatura. Os valores de /!, sdo conhecidos

experimentais de
experimentalmente tornando possivel a comparacdo dos dados experimentais com o resultado

encontrado utilizando o modelo desenvolvido neste trabalho. Usando o mesmo processo,
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. x . . .
calcula-se os valores previstos para ', a partir dos valores experimentais de

n1, Mg, Ng and "1, o resultado também esta incluso na Figura 8-4. O acordo obtido com

estes dados indica que os coeicientes sdo realmente conectados. Os dados se ajustam melhor
na regido da transicdo de fase e pior no centro da fase. Como o Unico conjunto completo de
coeicientes de viscosidade encontrado na literatura foi o MBBA, acredita-se que este Unico
conjunto de dados experimentais ndo seja suficiente para uma conclusdo definitiva. De
qualquer forma, acredita-se que 0s pequenos desacordos sdo produzidos por incertezas nas
medidas dos dados experimentais.

Para os outros compostos da Tabela 1, ndo sé&o conhecidos os valores de

&1, Porém, usando a relacdo que conecta os coeficientes de viscosidade, os valores de <1

podem ser estimados para os compostos: PAA, N4, HBAB e 5CBP. Para estes compostos

. Mg, Mg € ’:- |

usou-se os valores de ! para encontrar os valores de @1 Os resultados sdo

apresentados na Figura 8-5 a 8-8

i PAA
+:m,
o “ von
_ﬁ 0,10 5 x v
= : Il
_ 4 * o
8 “
.g 8 B
5 | *
. s v % %
=] L 4
Yy v ¥
’@ 1 = " A A &
@
o 0o
= L ]
E = ] [ ] . .
005 T T T T T T T T T T T
0o 02 04 il 08 10
Temperatura Nemdtica

ny, Ng, Ng € 7

Figura 8-5 — Valores experimentais de "1 e os valores previstos de a; em funcéo da

temperatura nematica para o PAA
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Figura 8-6 — VValores experimentais de I'l e 0s valores previstos de a; em funcéo da

temperatura nematica para o N4
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Figura 8-7 — Valores experimentais de 1 e os valores previstos de & em funcéo da

temperatura nematica para o HBAB



108

5CBH|
0,15 A 7
¥ 7,
o h
w 1 " o
g ‘o
i ‘. :
0104 . g
o ‘
=2 i *
E a
* A
= 0,05 - a
= -
L |
Eﬁ | 4 &
R i i
-5.'!' v v L L
i » s - ™ L ]
g 0,00 -
T T T T T T T T T ¥ T
0,0 02 04 06 0,8 1,0
Temperatura Nematica
, Mg, Mg €

. . . n Y . <
Figura 8-8 — Valores experimentais de = "1 e os valores previstos de a; em funcéo da
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CAPITULO 9
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9 CONSIDERACOES FINAIS E CONCLUSAO

Neste trabalho o modelo de Hess que descreve a viscosidade dos cristais
liquidos nematicos foi estendido através da introducdo da torcdo na geometria da superficie
tridimensional determinada pelo campo diretor. A origem deste termo estd no gradiente de
velocidade produzido em uma amostra nematica quando essa é submetida ao cisal-hamento,
ligada ao fato de que, do ponto de vista do observado no laboratério, quando se realiza um
percurso fechado, ndo se retorna ao ponto inicial de origem. Este fato é uma propriedade
puramente geometrica que depende da posicdo do observador, e desta forma, este argumento é
evidéncia de que a variedade que descreve o cisalhamento de uma amostra nematica contém

uma torcdo. Os fundamentos da geometria diferencial mostram que a tor¢éo € dada pela parte

o . Ik - .
anti-simétrica da conexdo, */, a qual é interpretada localmente como aceleracdo [28, 29].

Como um caminho fechado realizado na amostra ndo € invariante quando altera-se o ponto de
observacao, entdo podemos interpretar este efeito como sendo a existéncia de uma aceleragéo

produzida pelo gradiente de velocidade. A natureza anti-simétrica deste termo, a conexdo, traz
outra conseqliéncia importante; somente o coeficiente de viscosidade rotacional, ', pode ser

afetado por esta propriedade. Realmente o coeiciente de viscosidade '! é o Gnico termo que

depende dos parametros anti-simétricos “+ € by,

Com este modelo é possivel reproduzir a expressdo para a viscosidade
nematica de Leslie, com o numero de parametros livres corretos e também mostrar que 0s
coeficientes de viscosidade ndo séo independentes, mas conectados.

Dos fundamentos da geometria diferencial sabe-se que a superficie é
caracterizada por sua curvatura e tor¢do. No trabalho de Simdes, Campos e Barbato [10] a
curvatura do campo diretor foi util para descrever a elasticidade do meio nematico. Aqui a
torcéo é essencial para descrever 0 meio nemético sobre cisalhnamento. De fato, 0 modelo de
HB ndo tem parametros suicientes para descrever a viscosidade nematica. A im de expor a
amplitude da contribuicdo da transformacdo conforme de HB, foram analisados os dados
experimentais em todo intervalo da fase nematica e feitas compara¢Ges com o nosso modelo
tedrico. Para o (MBBA), todos os cinco coeficientes de viscosidade sdo conhecidos ao longo
de todo intervalo da fase nematica, a teoria e 0s dados experimentais tiveram um bom acordo.

Como a dificuldade em determinar os cinco coeicientes de viscosidade parece estar
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relacionada com a dificuldade de determinar ©! e nosso modelo mostra que 0s cinco
coeicientes ndo sdo independentes, nosso modelo pode ser usado para prever os valores de a;
para 0s compostos para o qual os outros coeficientes de viscosidade sdo conhecidos.

1 em

Apresentamos uma previsdo teorica para os valores do coeiciente de viscosidade
funcdo da temperatura nematica para toda a fase, isto é, da transicdo cristalina nematica até a

transicdo nematica isotropica. Os resultados parecem estar de acordo com o que poderia

esperar do comportamento de &
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