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TAVARES, Ladislau Vieira Teixeira. Efeito de canais quânticos sobre estados de
quatro qubits e fidelidade de teletransporte controlado. 2017. 129 p. Dissertação
(Mestrado em Física) – Universidade Estadual de Londrina, Londrina, 2017.

Resumo
A interação de um sistema quântico com o ambiente, pode ser simulada pela passagem do
sistema quântico por um canal quântico. Neste trabalho é investigado o efeito da ação
dos canais quânticos de, a) despolarização e b) amortecimento de amplitude, sobre três
operadores de estado de quatro qubits. Um dos operadores de estado representa o estado
cluster de quatro qubits, e os outros dois operadores representam as misturas estatísticas
do estado cluster com outros estados quânticos com diferentes correlações. Para cada
tipo de estado são consideradas três situações: a primeira corresponde ao caso em que
o sistema quântico não apresenta a influência de canais quânticos. A segunda situação
é aquela em que o qubit A1 do sistema quântico sofre ação do canal de despolarização.
E, por fim, o caso em que o qubit A1 sofre influência do canal de amortecimento de
amplitude. Foi estudado, quantitativamente, o efeito da ação dos canais quânticos sobre
as propriedades, i) o quadrado do valor da negatividade global (a operação transposta
parcial é realizada sobre o estado do qubit A1), ii) a concorrência e iii) a informação mútua.
A concorrência e a informação mútua são obtidas para o par de qubits A1A2. Para os
casos em que existe a ação do canal quântico, investiga-se também a entropia de troca e a
informação coerente. A informação coerente é nula, quando o parâmetro de despolarização
assume o valor d ≥ 1

4
, ou quando o parâmetro de amortecimento de amplitude γ ≥ 1

2
.

Os valores limiares que permitem transmitir informação quântica por meio dos canais de
despolarização e amortecimento de amplitude, utilizando o estado cluster, são d = 1

4
e

γ = 1
2
, respectivamente. Em relação as misturas estatísticas, nos casos em que existe efeito

do canal quântico sobre o sistema, o parâmetro do canal de despolarização assume os
valores d = 1

8
e d = 1

4
, e o parâmetro de amortecimento de amplitude tem valores fixados

em γ = 1
8
e γ = 1

4
. A quantidade de informação mutuamente compartilhada entre os qubits

A1 e A2, é parcialmente perdida, independentemente do canal empregado. Os valores da
entropia de troca e informação coerente, variam de acordo com o parâmetro do canal,
mas não dependem necessariamente do parâmetro de mistura p. Ao final do trabalho, foi
discutido o efeito do canal de amortecimento de amplitude sobre o teletransporte quântico
controlado, quando o primeiro qubit do estado cluster, utilizado no protocolo, sofre perda
de coerência. A fidelidade, entre o estado quântico desconhecido teleportado por Alice e o
estado quântico obtido por Bob, depende de γ, e do parâmetro de estado α. É verificado
que a fidelidade é sempre maior do que 70%.

Palavras-chave: Estado cluster. Canais quânticos. Teletransporte quântico. Correlações
quânticas. Informação coerente.



TAVARES, Ladislau Vieira Teixeira. Effect of quantum channels on four qubits
states and fidelity of controlled teleportation. 2017. 129 p. Dissertation (Master
Degree in Physics) – University State of Londrina, Londrina, 2017.

Abstract
The interaction of a quantum system with the environment can be simulated by the action
of a quantum channel on the quantum system. In this work the effect of, a) depolarization
channel and b) amplitude damping channel on three qubit states is investigated. One of
the state operators represents a four-qubit cluster state, while the other two operators
represent a statistical mixture of the cluster state with quantum states containing different
correlations. Three situations are considered for each type of state. Firstly, the quantum
system is investigated without any channel action. The second situation is that in which
qubit A1 of the quantum system undergoes the action of depolarization channel. Thirdly,
the action of amplitude damping channel on qubit A1 of the state is examined. The effect
of selected quantum channels on properties of the system that is, i) the squared negativity
of partially transposed state operator (the partial transpose is taken with respect to the
state of qubit A1), ii) the concurrence, and iii) mutual information, is studied. Concurrence
and mutual information are obtained for the qubit pair A1A2. In all the cases where a
quantum channel acts on a state, we also examine the behavior of entropy exchange and
coherent information. The coherent information is null, when depolarization parameter
assumes the value d ≥ 1

4
, or when the amplitude damping parameter γ ≥ 1

2
. These

are the threshold values up to which quantum information may be transmitted by using
the cluster state passing through the depolarization channel and the amplitude damping
channel, respectively. The parameter of the depolarization channel assumes the values
d = 1

8
and d = 1

4
, and the amplitude damping parameter is set to γ = 1

8
and γ = 1

4
, for

the cases when a statistical mixtures of states are considered. The amount of information
mutually shared between the qubits A1 and A2 is partially lost, regardless of the channel
being used. The values of entropy exchange and coherent information vary according to
the channel parameter, but do not necessarily depend on the mixture parameter p. To
finalize, the effect of amplitude damping channel on controlled quantum teleportation is
discussed, when the first qubit of the cluster state, used in the protocol, suffers loss of
coherence. Fidelity, between the unknown quantum state teleported by Alice and the
quantum state received by Bob, depends of the γ, and the state parameter α. It is verified
that fidelity is always greater than 70%.

Keywords: Cluster state. Quantum channels. Quantum teleportation. Quantum
correlations. Coherent information.
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1 Introdução

Sistemas quânticos emaranhados, tem sido estudados devido a possibi-
lidade de serem empregados em tarefas que envolvem o processamento de informação
quântica (QIP). As correlações contidas em sistemas quânticos, são essenciais para a
implementação e sucesso de protocolos de comunicação e computação. O emaranhamento
é visto como o recurso físico, que possibilita a realização de processamento de informação.
Em especial, os estados cluster são utilizados em protocolos de comunicação quântica, como
por exemplo, o teleporte quântico [1] e o código superdenso [2], além de serem empregados
no contexto de código de correção de erros quânticos [3], protegendo o sistema contra a
perda de coerência. Em processos computacionais, modelos cuja essência é o estado cluster
já foram propostos [4], alias, realizações experimentais já foram demonstradas em [5] e [6],
oferecendo um ganho computacional incomparável, quando comparado aos computadores
clássicos existentes atualmente.

Em qualquer experimento, por mais perfeito que seja, a preparação e a
execução, o sistema quântico interage com o sistema externo. O sistema quântico externo
é conhecido como sistema ambiente. A interação do sistema quântico com o ambiente
pode ser simulada por canais quânticos. Um canal de comunicação é qualquer meio de
transmissão físico (um fio por exemplo), utilizado por duas partes (remetente e destinatário)
para enviarem mensagens clássicas entre si. No caso quântico, os dados clássicos são
transmitidos através de uma linha de comunicação física, que emprega um “mensageiro”
quântico (uma fibra ótica operando com luz). A fibra ótica não é um dispositivo quântico,
no entanto, um feixe de luz polarizado apresenta o caráter quântico [7] e [8]. Canais
quânticos podem ser vistos como a realização de uma operação quântica sobre o sistema.
O sistema quântico interage com o sistema ambiente, consequentemente as propriedades
do sistema dependem dos resultados das medidas realizadas sobre o sistema ambiente.
Uma das consequências da interação de um sistema quântico com ambiente, é a perda
de coerência. Possivelmente, a perda de coerência do sistema quântico ocorre como
consequência do emaranhamento deste com o sistema ambiente. Um estado representado
por um operador de estado misto, pode ser visto como parte de um sistema quântico
composto maior. O sistema quântico composto maior é representado por um operador
de estado puro, que compreende o sistema representado pelo operador de estado misto
e o sistema externo. Matematicamente um canal quântico pode ser representado em
termos dos operadores de Kraus. A vantagem de representar canais quânticos por meio dos
operadores de Kraus é a simplicidade adquirida nos cálculos. Canais quânticos introduzem
ruído em sistemas quânticos. O estado quântico que inicialmente era conhecido sofre perda
de informação. Em outras palavras, o canal quântico pode levar um sistema quântico
inicialmente no estado puro, a um estado misto. No caso, do estado inicial de um sistema
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quântico for um estado misto, o canal quântico leva o sistema quântico a um novo estado
com grau maior de mistura. Em criptografia quântica, o sistema ambiente do canal não
apenas introduz o ruído mas, mas também pode ser simulado como um espião [9].

Em 2001, os físicos teóricos Hans J. Briegel e Robert Raussendorf propu-
seram um estado quântico constituído de N corpos, denominado por estado Cluster |CN〉.
Uma das propriedades interessantes do estado cluster esta relacionada com as correlações
quânticas intrínsecas (emaranhamento) contidas neste. Todos os qubits que compõe o
estado cluster |CN〉 estão emaranhados entre si e a quantidade de emaranhamento entre
os qubits é máxima. O emaranhamento contido no estado cluster, pode ser utilizado
como recurso físico, possibilitando a realização de tarefas relacionadas a QIP. Obtém-se
o estado cluster quando o termo de interação do hamiltoniano dos N corpos equivale ao
do modelo quântico de Ising de cadeia de spin, e em casos mais gerais, rede de spin. É
necessário, ajustar os parâmetros de interação para que o estado obtido seja maximamente
emaranhado. O modelo proposto é válido para baixas temperaturas e interações de curto
alcance [10]. O estado cluster pode ser criado a partir de técnicas de resfriamento e
armadilha de átomos neutros ([11] e [12]). Com condições apropriadas, é possível ligar e
desligar o acoplamento entre todos os qubits, manipulando os parâmetros da armadilha de
laser. Em outras palavras, o estado cluster pode ser criado experimentalmente a partir de
uma única operação global realizada sobre o sistema. A interação tipo Ising pode também
ser implementada por meio de colisões atômicas frias [12], entre outras técnicas [13] e [14].

Existem modelos teóricos que permitem a possibilidade da construção de
um computador quântico, prometendo um poder de processamento muito maior que o
dos computadores clássicos existentes atualmente, possibilitando a realização de tarefas
até então intratáveis [15]. Raussendorf e Briegel propuseram um modelo diferente de
computação, denominado por computação quântica de uma única via ou computação
quântica baseada em medidas projetivas. Neste modelo, todo o recurso necessário para
a computação, é fornecido inicialmente na forma de um estado quântico puro (o estado
cluster), contendo um grande número de qubits. A informação é escrita, processada e lida
a partir do estado cluster, por meio de medidas constituídas de operadores que atuam
em partículas (qubits) únicas [4]. O estado cluster pode ser empregado em códigos de
correção de erros quânticos. Na época em que foi proposto o modelo de computador
quântico de Raussendorf e Briegel, os físicos já tinham conhecimento de que era de extrema
importância a implementação de códigos de correção de erro, de modo que servisse de
auxílio para os modelos de computador quântico. A função dos códigos de correção de
erros é de minimizar os erros que possivelmente viessem a ocorrer, desde o início até
o fim do processo computacional. Sem códigos de correção de erros, efeitos devido a
perda de coerência poderiam aniquilar o ganho computacional prometido pelo modelo
computacional.

Em 2001, Schlingemann e Werner em [3], apresentaram uma maneira de
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como construir códigos de correção de erros quânticos, e descobriram que os diagramas
de códigos (graph code), poderiam ser relacionados com o estado cluster proposto por
Briegel e Raussendorf. Segundo Schlingemann e Werner, os estados cluster poderiam ser
utilizados em processos quânticos computacionais, através de medidas de Von Neumann
(que são as mesmas medidas realizadas no modelo de computador quântico proposto por
Briegel e Raussendorf), para o armazenamento de informação. Os diagramas de códigos
poderiam diretamente ser implementados para a proteção do estado cluster contra a perda
de coerência. O conceito de correção de erros esta intimamente ligado ao de canal quântico
[9]. O estado cluster pode ser utilizado em testes de não localidade (testes de violação das
desigualdades de Bell) [16].

Em teoria da informação quântica, podem ser exploradas propriedades
de emaranhamento, entre elas, a persistência de emaranhamento [10] e a máxima conexão
de estados quânticos. A persistência de emaranhamento, relaciona a quantidade de
emaranhamento contido em um sistema quântico multipartido (sistema quântico que
contém m partes com m ≥ 2), ao esforço operacional levado (em termos de operações
locais), para destruir todo o emaranhamento presente no sistema quântico. Um estado
quântico é dito como maximamente conectado se, por meio de medidas sobre subsistemas
quânticos pertencentes a um sistema composto, os subsistemas residuais são projetados
em estados de Bell. Um estado que é maximamente conectado pode ser utilizado para
transportar informação quântica através de canais quânticos, além da possibilidade de ser
empregado em protocolos de computação quântica [4] e no teleporte quântico.

Neste trabalho, é de interesse o estudo da ação de canais quânticos sobre
um estado específico, o estado cluster de quatro qubits. O estado cluster utilizado no
trabalho é um dos estados quânticos (três) propostos por Gour e Wallach em [17]. O
estado cluster |C〉 escolhido tem a mesma forma que o estado cluster proposto por Briegel
e Raussendorf (de quatro qubits). A partir do estado cluster |C〉, é construída a família
de estados quânticos |ψC〉. Dependendo do estado quântico |ψC〉, o estado pode conter
tanto correlações de dois corpos como também de quatro corpos. O estado cluster |C〉
genuíno apresenta apenas correlações de quatro corpos.

O primeiro objetivo é quantificar as correlações presentes nos estados
quânticos pertencentes a família de estados cluster |ψC〉, e a quantidade de informação
mutuamente compartilhada entre dois subsistemas que compõe o estado quântico |ψC〉.
O segundo objetivo é explorar o efeito da ação de canais quânticos sobre a família de
estados |ψC〉. Além disso, duas grandezas, relacionadas a canais quânticos são exploradas:
a entropia de troca e a informação coerente. A entropia de troca mostra o quanto de
informação é trocada entre um sistema quântico e o ambiente [18]. O informação coerente
fornece a quantidade de emaranhado que é preservada em um sistema quântico devido a
interação com o ambiente [19]. Os canais quânticos utilizados neste trabalho são: o de
despolarização e de amortecimento de amplitude. Um sistema quântico, depois de interagir
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com o sistema ambiente simulado pelo canal de despolarização, tem a probabilidade
de evoluir para um estado quântico despolarizado ( Î

D
, onde Î é o operador identidade

e a dimensão do sistema quântico é dim = D). Um sistema quântico representado
por um estado despolarizado, aponta a possibilidade deste sistema estar emaranhado
com outro sistema. O canal quântico de amortecimento de amplitude pode descrever
efeitos relacionados a dissipação de energia de sistema quânticos, causando o efeito de
amortecimento de amplitude de estados quânticos [20]. A ação dos canais quânticos pode
propiciar a perda de coerência de sistemas quânticos. O terceiro objetivo é investigar
a influência do canal quântico de amortecimento de amplitude sobre a fidelidade entre
estados quânticos.

No capítulo dois apresenta-se as ferramentas matemáticas utilizadas neste
trabalho, tal como definições de entropia, operações e medidas quânticas, representação
do operador soma (associado a canais quânticos), quantificadores de emaranhamento e
informações mútua e coerente.

No capítulo três investiga-se o efeito de canais quânticos sobre o estado
cluster de quatro qubits. Considera-se as situações em que um dos qubits (o qubit A1) do
estado cluster interage ou não com o sistema ambiente. No caso em que não existe efeito
de canal sobre o sistema quântico, é feita apenas a caracterização do sistema quântico
por meio de dois quantificadores de emaranhamento e a informação mútua. Um dos
quantificadores de emaranhamento, chamado de negatividade global, tem o papel de
mostrar o quão “forte” é o emaranhamento de um subsistema quântico com o resto do
sistema composto. A negatividade global é uma medida de emaranhamento, sendo baseada
no critério de separabilidade de Peres [21]. Este quantificador de emaranhamento foi
proposto por Vidal e Werner em [22]. No entanto, é obtida a expressão analítica do
quadrado do valor da negatividade global (com operação transposta parcial realizada sobre
o qubit A1, do sistema quântico). O outro quantificador, conhecido como concorrência,
diz o quanto dois qubits estão emaranhados e foi proposta por S. Hill e W. K. Wootters
em [23]. Obtêm-se a expressão analítica da quantidade de emaranhamento contido no
sistema quântico composto pelos qubits A1 e A2. A quantidade de informação mutuamente
compartilhada entre duas partes de um sistema quântico composto, tem como foco o
sistema bipartido A1A2. O quadrado do valor da negatividade global, da concorrência e
informação mútua, são quantidades que permitem caracterizar o estado cluster, mesmo
no caso em que existe a ação de canal quântico sobre o sistema. Nas situações em que
existe a ação de canal sobre o sistema quântico, são determinadas expressões analíticas
da informação mútua, do quadrado do valor da negatividade global e da concorrência.
Afim de verificar o ação sobre estas grandezas pelos canais quânticos, as mesmas foram
comparadas quantitativamente com expressões analíticas obtidas sem a presença de canal.
Foram obtidas as expressões analíticas da entropia de troca e da informação coerente. Os
resultados com relação a entropia de troca e a informação coerente são comparados para
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os diferentes canais.
Nos capítulos quatro e cinco é realizado o mesmo procedimento descrito

em relação ao capítulo 3. Entretanto, os sistemas quânticos tratados ao início de todo
o processo, são representados por meio de operadores de estados mistos. As expressões
analíticas da informação mútua, do quadrado do valor da negatividade, da concorrência,
da entropia de troca e da informação coerente foram obtidas considerando o parâmetro
de despolarização d = 1

4
e d = 1

8
, e de amortecimento de amplitude γ = 1

4
e γ = 1

8
. No

capítulo 3 é explicado o motivo dos parâmetros de canal valerem não mais do que 1
4
. No

capítulo quatro, o sistema quântico é representado pela mistura estatística formada pelo
estado cluster e o estado |W 〉. O estado |W 〉 contém apenas correlações de dois corpos
e as correlações não possuem o grau máximo de emaranhamento. O sistema quântico
investigado no capítulo cinco, é representado pelo operador de estado formado estado
cluster e um estado |B〉. O estado quântico |B〉 é um estado produto entre o estado de
Bell |φ+〉A1A2 e o estado quântico |10〉A3A4 . O estado possui emaranhamento apenas entre
os qubits A1 e A2, e é máximo. A intenção em estudar os sistemas quânticos dos capítulos
quatro e cinco, é examinar quantitativamente a ação efetiva dos canais quânticos sobre
estado com diferentes tipos de correlações.

No capítulo seis, é estudado o efeito da ação do canal quântico de amor-
tecimento de amplitude sobre o teletransporte controlado. Tal protocolo de comunicação
foi proposto por Yi-You Nie et al [1] e utiliza o estado cluster. Antes de dar início ao
protocolo, um dos qubits que compõe o estado cluster (o qubit A1) passa pelo canal
quântico de amortecimento de amplitude. É estudado o efeito do canal quântico sobre a
fidelidade entre o estado quântico obtido por Bob (com dependência do sistema ambiente),
e o estado desconhecido |ψ〉A0 que Alice deseja teleportar para Bob.
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2 Fundamentação teórica

Os estados de poucos qubits podem ser usados para realizar tarefas como
computação quântica, teleporte de estados e comunicação. A utilidade de um dado
estado para realização de uma tarefa depende das correlações quânticas e do conteúdo de
informação do estado. O objetivo principal deste trabalho é quantificar os recursos físicos
presentes nos estados pertencentes a classe de estados cluster.

Este capítulo introduz os conceitos básicos necessários para se quantificar
o emaranhamento e a informação presente em um estado quântico. É dada a definição
de qubit, de estado multiqubit, de estado separável e de estado emaranhado. É dada a
definição de matriz densidade e as devidas propriedades. Em sequência são introduzidos
dois quantificadores de emaranhamento (negatividade global e concorrência), e em seguida
é dada a definição de operação quântica (e feita a associação de canal quântico com o
operador soma). As definições de informação mútua e a informação coerente são inseridas
ao final do capítulo.

2.1 O qubit

A computação e a teoria da informação clássica são construídas com base
no bit (digito binário), o elemento que representa a menor unidade de informação que
pode ser transmitida ou armazenada. O bit pode assumir os valores 0 ou 1. Não diferente,
a computação e a informação quântica são alicerçadas sobre um elemento fundamental
semelhante ao bit, mas, na versão quântica, o qubit. O qubit é representado por um
vetor de estado, um ket, segundo a notação de Dirac. Além da possibilidade de poder ser
representado como um dos estados |0〉 ou |1〉 (a chamada base computacional), que são
elementos de um espaço de Hilbert (bidimensional e forma uma base ortonormal), oferece
a vantagem poder ser representado pela superposição destes estados da seguinte forma:

|ψ〉 = α |0〉+ β |1〉 , (2.1)

onde α, β ∈ C e |α|2 + |β|2 = 1 [20]. O qubit pode ser visto como um sistema que pode
estar em um dos estados de um sistema de dois níveis (estado fundamental e excitado), ou
pode ser medido com spin up ou down.

2.2 Estado multiqubit

Um sistema quântico composto de dois subsistemas (ou um sistema
composto dividido em duas partes) é chamado de sistema bipartido. Se a dimensão do
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sistema A1 é dim = dA1 e do sistema A2 é dim = dA2 , o sistema composto terá dimensão
dim (dA1A2) = dA1 ⊗ dA2 . O estado quântico de dois qubits, na base computacional |00〉,
|01〉, |10〉 e |11〉, pode ser representado pelo estado [20]:

|ψ〉A1A2 = α00 |00〉+ α01 |01〉+ α10 |10〉+ α11 |11〉 , (2.2)

com α00, α01, α10, α11,∈ C e |α00|2 representando a probabilidade dos dois qubits estarem
no estado quântico |00〉, e assim por diante. Um sistema quântico formado por mais do
que dois subsistemas é denominado sistema multiqubit. Um sistema quântico composto
por N qubits pode ser escrito como:

|ψ〉A1A2....AN =
1∑

x1=0

...
1∑

xN=0

αx1...xN |x1...xN〉 , (2.3)

onde αx1...xN ∈ C e
∑1

x1=0 ...
∑1

xN=0 |αx1...xN |
2 = 1.

2.3 Operador densidade

Em situações na mecânica quântica, em que os vetores de estado que
representam um sistema quântico são bem conhecidos, os vetores de estados são suficientes
para representar o sistema quântico de interesse. O estado do sistema após um tempo
t é obtido aplicando um operador de evolução temporal. Além disso, é possível calcular
observáveis físicos por meio da atuação de operadores de medida sobre o vetor de estado
do sistema.

No mundo real, existem situações onde o estado quântico que representa
o sistema quântico não é bem conhecido. O sistema quântico pode ser representado por
uma mistura estatística de estados quânticos. A informação sobre o sistema é incompleta,
no sentido de que há a probabilidade do sistema ser encontrado em qualquer um dos
estados quânticos que compõe a mistura estatística. Sendo assim, é necessário o emprego
de outra representação para descrever o sistema, o chamado operador de estado. Esta
representação, permite também trabalhar com os estados quânticos de subsistemas que
fazem parte de um sistema quântico composto [24] e [20].

O operador de estado é utilizado para representar tanto estados puros
como estados mistos. Os estados puros são aqueles em que o estado do sistema é conhecido
e são vistos como um caso particular dos estados mistos. Por outro lado, os estados mistos
são representados como uma mistura estatística de estados puros [20], neste caso são
utilizados para representar um sistema que não é totalmente conhecido. Um exemplo de
estado misto é o estado de polarização de fótons que emergem de uma fonte de luz não
polarizada [24].

Considere um sistema quântico representado por um um ensemble de
estados quânticos puros {pi, |ψi〉}, onde pi é a probabilidade de encontrar o sistema no
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estado |ψi〉. A representação do operador de estado para este sistema é:

ρ̂ =
∑
i

pi |ψi〉 〈ψi| , (2.4)

onde pi ≥ 0 e
∑

i pi = 1 [20].
Um estado quântico puro é representado como um projetor ρ̂ = |ψ〉 〈ψ| .

2.3.1 Propriedades do operador densidade

Para que um operador densidade ρ̂ possa ser utilizado para representar
um ensemble {pi, |ψi〉}, de estados quânticos |ψi〉, com probabilidade pi, são impostas
algumas condições:

1 - A soma dos elementos da diagonal principal que constitui ρ̂, ou melhor
dizendo na linguagem algébrica, o traço da matriz do operador densidade ρ̂ deve ser igual
a 1:

Tr (ρ̂) =
∑
i

pi = 1. (2.5)

2 - O operador densidade deve ser um operador positivo. Considere um
vetor de estado arbitrário |ϕ〉. O valor esperado do operador ρ̂ no estado |ϕ〉 deve satisfazer
a condição:

〈ϕ| ρ̂ |ϕ〉 ≥ 0. (2.6)

3 - O operador de estado deve ser hermitiano:

ρ̂ = ρ̂†, (2.7)

o que implica em autovalores λk reais, possibilitando escrever o operador de estado por
meio de um espectro de decomposição na forma:

ρ̂ =
∑
k

λk |k〉 〈k| , (2.8)

onde os vetores de estado |k〉 são ortogonais [20].

2.3.2 O operador densidade reduzido

Uma das vantagens de representar sistemas quânticos por meio do ope-
radores de estado, é a possibilidade de estudar subsistemas de um sistema composto. O
estado quântico de um subsistema de um sistema composto é obtido por meio da operação
chamada traço parcial. O traço parcial também apresenta um significado importante, no
contexto de medidas. Considere que é desejado realizar uma medida sobre um sistema
quântico A1. A medida é feita sobre o sistema A1 com o operador de medida ΛA1 . A



Capítulo 2. Fundamentação teórica 24

mesma medida por ser feita sobre o sistema composto ρ̂A1A2 , entretanto, o operador que
atua no sistema composto tem a forma ΛA1A2 = ΛA1⊗IA2 . O valor médio de um observável
ΛA1 calculado sobre estado ρ̂A1 , de um sistema A1, deve ser o mesmo, não importando se
é calculado diretamente por meio de ρ̂A1 ou, via o sistema composto ρ̂A1A2 [20]:

〈ΛA1〉 = TrA1

(
ΛA1

(
ρ̂A1
))

= TrA1A2

(
ΛA1A2

(
ρ̂A1A2

))
= TrA1A2

(
ΛA1 ⊗ IA2

(
ρ̂A1A2

))
.

Suponha um operador de estado (puro e separável) ρ̂A1A2 composto por dois sistemas, A1

e A2, que tem a forma:

ρ̂A1A2 = ρ̂A1 ⊗ ρ̂A2 .

Em termos da matriz densidade ρ̂A1A2 é escrito como:

ρ̂A1A2 =

[
ρA1
11 ρA1

12

ρA1
21 ρA1

22

]
⊗

[
ρA2
11 ρA2

12

ρA2
21 ρA2

22

]
.

O operador de estado do sistema A1 é obtido tomando o traço sobre o sistema A2,
matematicamente:

ρ̂A1 = TrA2

(
ρ̂A1A2

)
= ρ̂A1

(
ρA2
11 + ρA2

22

)
= ρ̂A1 , (2.9)

o traço sobre o sistema A2 leva o operador de estado bipartido ρ̂A1A2 para um operador de
estado que representa o sistema A1, em outras palavras a operação traço sobre o sistema
A2 elimina os graus de liberdade do sistema A2.

2.4 Estado separável

Um estado quântico é chamado de separável se pode ser escrito como
o produto tensorial dos estados dos subsistemas que fazem parte do sistema quântico
composto. Os estados de um subsistema A1 pertencem a um espaço de Hilbert HA1 , e os de
um subsistema A2 do espaço de Hilbert HA2 . Considerando um sistema quântico composto
por N subsistemas, o espaço de Hilbert do sistema é definido como o produto tensorial de
todos espaços de Hilbert que representa cada subsistema, H = HA1⊗HA2⊗HA3⊗...⊗HAN .
O estado quântico separável de um sistema composto por N subsistemas, na linguagem de
operadores de estado, é representado por:

ρ̂ = ρ̂A1 ⊗ ρ̂A2 ⊗ ρ̂A3 ⊗ ...ρ̂AN . (2.10)

Um exemplo de estado quântico separável é o estado de dois qubits |ψ〉A1A2 = |0〉
(
|0〉+|1〉√

2

)
,

onde o operador de estado ρ̂A1A2 tem a representação:

ρ̂A1A2 = |0〉A1 〈0| ⊗
(
|0〉+ |1〉√

2

)A2
(
〈0|+ 〈1|√

2

)
.
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2.5 Estado emaranhado

Um estado quântico emaranhado constituído de N subsistemas é aquele
que não pode ser escrito como um estado produto:

ρ̂ 6= ρ̂A1 ⊗ ρ̂A2 ⊗ ρ̂A3 ⊗ ...ρ̂AN . (2.11)

Exemplos de estados quânticos emaranhados bipartidos são os estados de Bell, e são
representados pelos vetores de estado:∣∣φ+

〉A1A2 =
|00〉+ |11〉√

2
e
∣∣φ−〉A1A2 =

|00〉 − |11〉√
2

, (2.12)

e ∣∣ψ+
〉A1A2 =

|01〉+ |10〉√
2

e
∣∣ψ−〉A1A2 =

|01〉 − |10〉√
2

. (2.13)

O operador de estado do estado |φ+〉A1A2 é:

ρ̂A1A2 =

(
|00〉+ |11〉√

2

)A1A2
(
〈00|+ 〈11|√

2

)
6= ρ̂A1 ⊗ ρ̂A2 ,

onde ρ̂A1 = ρ̂A2 = Tr
(
ρ̂A1A2

)
.

Os estados de Bell são utilizados em informação e computação quântica
em geral e são estados onde o grau de emaranhamento é máximo. Esses estados serão
utilizados como projetores no capítulo 6.

2.6 Medidas de emaranhamento

Nesta seção são definidos dois quantificadores de emaranhamento. A
primeira medida é a negatividade, que é baseada no critério de separabilidade de Peres,
e é uma medida global de emaranhamento. A segunda medida, chamada concorrência,
definida a partir da operação spin flip [25], é uma medida de emaranhamento contido
entre dois qubits.

2.6.1 Critério de separabilidade de Peres

Em 19 de Agosto de 1996, Asher Peres publicou um artigo [21] que
estabelece uma condição necessária, mas não suficiente para caracterizar sistemas quânticos
como separáveis ou não. O critério proposto por Peres é baseado na operação transposta
parcial da matriz densidade do sistema bipartido representado pela matriz densidade ρ̂A1A2 .
Segundo Peres, para que um sistema possa ser escrito como apenas um produto direto
dos subsistemas que compõe o sistema quântico composto, é necessário efetuar a operação
transposta parcial com relação a um dos subsistemas, e estudar os autovalores da matriz
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transposta obtida. Se algum dos autovalores da matriz transposta parcial (considerando
que a operação transposta parcial foi tomada sobre o sistema A1) for negativo, indica que
o sistema A1 possui emaranhamento com o resto do sistema. Os elementos de matriz da
transposta parcial do estado ρ̂A1A2 , com relação ao subsistema A1, podem ser obtidos a
partir de: (

ρ̂A1A2
)TA1

nµmν
= ρ̂A1A2

mµnν ,

onde m,n ∈ A1 e µ, ν ∈ A2.
Considere o sistema quântico composto bipartido ρ̂A1A2 , representado por

um estado separável. Os elementos de matriz de ρ̂A1A2 podem ser escritos como:

ρ̂A1A2
mµnν =

∑
i

αi
(
ρ̂A1
i

)
mn
⊗
(
ρ̂A2
i

)
µν
. (2.14)

Os elementos de matriz da transposta parcial com relação ao sistema quântico A1 são:(
ρ̂A1A2

)TA1

nµmν
=
∑
i

αi
(
ρ̂A1
i

)TA1

nm
⊗
(
ρ̂A2
i

)
µν

=
∑
i

αi
(
ρ̂A1
i

)
mn
⊗
(
ρ̂A2
i

)
µν

=
∑
i

αi
(
ρ̂A1
i

)∗
nm
⊗
(
ρ̂A2
i

)
µν
. (2.15)

O operador de estado referente a eq. 2.15 representa um estado quântico com autovalores
positivos, por conta do operador de estado ρ̂A1A2 ser separável e hermitiano. No entanto,
se ρ̂A1A2 for um estado emaranhado, então

(
ρ̂A1A2

)TA1 pode ser negativo.

2.6.2 Negatividade global

A negatividade global é uma medida de emaranhamento, sendo baseada
no critério de separabilidade de Peres [21]. Este quantificador de emaranhamento foi
proposto por Vidal e Werner em [22]. Inicialmente, para calcular a negatividade, deve
ser realizada a operação transposta parcial sobre a matriz densidade, que representa o
sistema quântico em que existe o interesse em estudar o emaranhamento. A expressão
que fornece o valor da negatividade é escrita em termos da norma do traço da matriz
transposta parcial obtida. A negatividade pode ser calculada tanto para estados puros
como para estados mistos de um sistema bipartido, no entanto, é necessária, mas não
suficiente para detectar emaranhamento quando a dimensão do sistema é maior do que
2× 3. A expressão da negatividade tem a forma:

NG
(
ρ̂A1A2

)
=
∥∥∥ρ̂TA1

A1A2

∥∥∥− 1, (2.16)

onde NG
(
ρ̂A1A2

)
varia entre 0 e 1, e

∥∥∥ρ̂TA1
A1A2

∥∥∥ representa a soma do módulo dos autovalores

negativos da matriz densidade ρ̂TA1
A1A2

. A negatividade não aumenta sob LOCC. O valor
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da negatividade também pode ser escrita em termos dos autovalores negativos de
∥∥∥ρ̂TA1

A1A2

∥∥∥,
e é representada pela expressão:

NG
(
ρ̂A1A2

)
= 2

∑
i

∣∣λ−i ∣∣ . (2.17)

Uma expressão que fornece o quadrado do valor da negatividade, válida
apenas para sistemas constituídos de um único qubit, tem a forma:

N 2
G

(
ρ̂A1
)

= 4det
(
ρ̂A1
)
. (2.18)

2.6.3 Concorrência

Em 1997, S. Hill e W. K. Wootters em [23] propuseram uma medida
de emaranhamento com respeito a dois corpos, a medida foi chamada pelos autores de
Concorrência. Segundo os autores a concorrência quantifica a quantidade de recurso
necessário para criar um estado quântico emaranhado. A concorrência pode ser calculada
tanto para estados quânticos puros como para estados quânticos mistos.

O primeiro passo para obter a concorrência entre dois sistemas quânticos
é efetuar a operação conhecida como spin flip, individualmente sobre o estado quântico
conjugado que representa o sistema quântico composto bipartido. A operação spin flip

nada mais é do que a ação da matriz σ̂y de Pauli. O vetor de estado
∣∣∣ψ̃〉A1A2

é obtido por:

∣∣∣ψ̃〉A1A2

=
(
σ̂A1
y ⊗ σ̂A2

y

)
|ψ∗〉A1A2 , (2.19)

onde |ψ∗〉 é o vetor de estado conjugado de |ψ〉. A concorrência em termos de vetores de
estado é definida como:

C =
∣∣∣〈ψ| ∣∣∣ψ̃〉∣∣∣ , (2.20)

A concorrência também pode ser obtida por meio do formalismo da matriz densidade.
Para obter a concorrência por meio deste formalismo é necessário calcular a matriz ˜̂ρA1A2 ,
que é obtida por meio de:

˜̂ρA1A2 =
(
σ̂A1
y ⊗ σ̂A2

y

) (
ρ̂A1A2∗

) (
σ̂A1
y ⊗ σ̂A2

y

)†
. (2.21)

Logo em seguida é preciso calcular os autovalores de ρ̂A1A2 ˜̂ρA1A2 . A concorrência é definida
como:

C
(
ρ̂A1A2

)
= max

{
0,
√
λ1 −

√
λ2 −

√
λ3 −

√
λ4

}
, (2.22)

com λ1, λ2, λ3, λ4 sendo os autovalores do operador ρ̂A1A2 ˜̂ρA1A2 e λ1 o maior deles. O valor
da concorrência varia entre 0 e 1.
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2.7 Medidas quânticas

Sistemas quânticos que não interagem com um sistema quântico externo
são chamados de sistemas quânticos fechados e apresentam uma evolução unitária. No
entanto, no mundo real qualquer sistema quântico interage com um sistema quântico
ambiente. O simples fato de realizar uma medida sobre um sistema quântico pode torná-lo
não mais fechado. O aparato experimental interage com o sistema quântico que se deseja
estudar, e a consequência disto é a mudança de um sistema que antes era tido como fechado,
e que durante a medida torna-se aberto, ou então, a evolução que antes era unitária deixa
de ser unitária [20]. O sistema utilizado para medir mais o sistema quântico que esta sendo
medido, formam um sistema isolado. Uma outra forma de observar um sistema quântico
que não evolui de forma unitária é observar o estados de alguns subsistemas de um sistema
quântico composto, pode ser que o estado quântico desses subsistemas não evoluam de
forma unitária, o sistema quântico composto apresenta uma evolução unitária. Afim de
explicar o efeito de medidas (considerando um caso especial de operadores de medida,
os projetores) sobre sistemas quânticos segue a definição de medida [20]: As medidas
realizadas sobre um sistema quântico são formadas por uma coleção de operadores

{
M̂m

}
.

Cada operador M̂m tem a forma de um projetor e atua sobre os vetores de estado do
sistema quântico. Projetores correspondem a um caso especial de operadores de medida.
O conjunto de operadores satisfazem a relação de completeza, tal que:∑

m

M̂ †
mM̂m = Î , (2.23)

A soma das probabilidades (igual a um), esta associada a relação de completeza dos
operadores pela equação: ∑

m

p (m) =
∑
m

〈ψ| M̂ †
mM̂m |ψ〉 . (2.24)

Considere um sistema quântico descrito por um vetor de estado |ψ〉. Ao
fazer uma medida sobre o sistema com o conjunto de operadores M̂m, o estado após a medida
é |φ〉 = M̂m |ψ〉 . A probabilidade do resultado m ser obtido é p (m) = 〈ψ| M̂ †

mM̂m |ψ〉. O
estado quântico normalizado após a medida é:

|φ〉 =
M̂m |ψ〉√

〈ψ| M̂ †
mM̂m |ψ〉

. (2.25)

No contexto de operadores de estados, considerando uma coleção de
projetores de medidas e o operador de estado misto ρ̂ =

∑
i pi |ψi〉 〈ψi| . A probabilidade

de realizar uma medida e obter o resultado m é p (m) = Tr
(
M̂ †

mM̂mρ̂
)
. O novo operador

de estado após a medida é ρm =
∑

i pi
M̂m|ψi〉〈ψi|M̂†m
Tr(M̂†mM̂mρ̂)

.
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2.7.1 Representação do operador soma

O operador soma é uma das maneiras de representar uma operação
quântica ε̂, como por exemplo o efeito da interação de um sistema quântico com um sistema
quântico externo. A motivação de utilizar tal representação é a vantagem em relação a
simplicidade nos cálculos. Para obter a representação do operador soma, primeiramente
suponha que um sistema quântico ambiente seja representado por uma base finita e
ortonormal |ek〉 . Suponha-se que o sistema ambiente comece (ou, pode-se dizer que o
sistema ambiente foi preparado) no estado ρ̂env = |e0〉 〈e0|. Considerando o operador
de evolução unitária Û (que depende da interação entre o sistema quântico e o sistema
ambiente), que atua no sistema quântico ρ̂ e no sistema ambiente, o estado final ε̂ (ρ̂) pode
ser escrito como:

ε̂ (ρ̂) =
∑
k

〈ek|
(
Û (ρ̂⊗ |e0〉 〈e0|) Û †

)
|ek〉

=
∑
k

〈ek| Û |e0〉 ρ̂ 〈e0| Û † |ek〉

=
∑
k

Êkρ̂Ê
†
k, (2.26)

onde operador Êk = 〈ek| Û |e0〉 pode ser representado por uma matriz com dimensão igual
ao do ambiente. Os operadores Êk são chamados de operadores de Kraus e satisfazem a
relação

∑
k Ê
†
kÊk ≤ 1, e são elementos do operador soma ε̂. Na representação do operador

soma, não há a preocupação em como o sistema ambiente é descrito. Ao final do processo
é tomado o traço sobre o sistema ambiente (na base |ek〉), e o sistema residual ε̂ (ρ̂) é
um sistema quântico com a dependência do efeito do ambiente. A eq. 2.26 é a chamada
representação do operador soma. Como o próprio nome sugere, este operador soma é
representado por uma soma de operadores Êk que atuam sobre o sistema quântico principal.
A coleção de operadores

{
Êk

}
contém “resíduos”, que é consequência da interação do

sistema quântico com o ambiente.

2.8 Canais

Um canal de comunicação é definido como qualquer meio que possa ser
utilizado para enviar informações entre duas partes de um sistema. Umas das partes
é chamada de remetente e a outra de destinatário [26]. Existe dois tipos de canais
de comunicação, os canais clássicos e os quânticos. Exemplos de canais clássicos de
comunicação são o rádio e o telefone. Exemplos de canais quânticos, e que serão utilizados
neste trabalho são os canais de despolarização e de amortecimento de amplitude.

Um canal quântico é associado a uma operação quântica realizada sobre
um sistema quântico composto, ou até mesmo sobre algum subsistema que compõe um
sistema quântico composto. O canal quântico pode ser visto como um ruído, causado pela
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interação do sistema quântico principal com um sistema quântico ambiente. A adição
de ruído ao sistema quântico pode acarretar na mudança do operador de estado que
representa o sistema quântico, em outras palavras, o canal quântico pode causar a perda
de coerência do estado do sistema quântico. Na transmissão de informação de uma parte
para outra, parte da informação (codificada no operador de estado) pode ser perdida
devida a interação do sistema quântico com o ambiente. Os canais quânticos utilizados
neste trabalho são operações quânticas que atuam sobre um único qubit.

2.8.1 Canal quântico de despolarização

Um sistema quântico, ao interagir com o sistema quântico ambiente do
canal de despolarização, pode sofrer a despolarização, ou seja, o operador de estado do
sistema quântico passa a ser representado, parcialmente, pelo operador Î, onde Î é o
operador identidade. Para sistemas D-dimensionais a representação do operador de estado
de um sistema quântico, sob ação do canal quântico de despolarização é:

ε̂ (ρ̂) = d
Î

D
+ (1− d) ρ̂. (2.27)

A eq. 2.27 mostra que o sistema quântico após passar pelo canal de despolarização, tem
probabilidade d de estar no estado quântico maximamente misto Î

D
e probabilidade (1− d)

de continuar no estado ρ̂. A letra D representa a dimensão do sistema quântico. O
parâmetro de despolarização d varia entre [0, 1].

O efeito do canal quântico de despolarização sobre um sistema quântico
pode ser escrito na representação do operador soma, e tem a forma [20]:

ε̂ (ρ̂) = Ê0 (ρ̂) Ê†0 + Ê1 (ρ̂) Ê†1 + Ê2 (ρ̂) Ê†2 + Ê3 (ρ̂) Ê†3, (2.28)

onde os elementos de operação são: Ê0 =
√

1− 3p
4
Î , Ê1 =

√
p

2
σ̂x, Ê2 =

√
p

2
σ̂y e Ê3 =

√
p

2
σ̂z.

Os operadores σ̂x, σ̂y e σ̂z são os operadores de Pauli. Neste trabalho é utilizada a
operação de despolarização referente a eq. 2.28. Como exemplo de aplicação do operador
de despolarização, considere um qubit representado pelo operador de estado ρ̂A1 = |0〉 〈0|.
Após passar pelo canal quântico de despolarização o operador de estado do qubit A1 passa
ser:

ρ̂A1
E = d

(
|0〉 〈0|+ |1〉 〈1|

2

)
+ (1− d) ρ̂A1 ,

portanto, o estado quântico que inicialmente era puro, após interagir com o sistema
ambiente E do canal quântico, tem probabilidade d de passar a ser escrito como um estado
misto.

2.8.2 Canal quântico de amortecimento de amplitude

O canal quântico de amortecimento de amplitude é extremamente impor-
tante devido ao fato de poder descrever efeitos relacionados a dissipação de energia de
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sistema quânticos. Um processo que pode ser associado a este canal quântico é a emissão
de um fóton por um átomo. Na representação do operador soma o canal quântico de
amortecimento de amplitude tem a representação [20]:

ε̂ (ρ̂) = Ê0 (ρ̂) Ê†0 + Ê1 (ρ̂) Ê†1, (2.29)

com os elementos de operação Ê0 =

[
1 0

0
√

1− γ

]
e Ê1 =

[
0
√
γ

0 0

]
. O parâmetro de

amortecimento de amplitude γ = sen2θ e varia entre [0, 1]. Como exemplo da aplicação
do canal de amortecimento de amplitude considere um qubit cujo operador de estado é
ρ̂ = |1〉 〈1|. Após passar pelo canal quântico o estado do sistema é:

ρ̂A1
E = γ |0〉 〈0|+ (1− γ) |1〉 〈1| ,

portanto, o sistema continua no estado |1〉 com probabilidade (1− γ), e tem probabilidade
γ de estar no estado |0〉. Fisicamente a situação acima pode ser vista como um fóton
passando por um canal, e que apresenta probabilidade γ de ser perdido para o ambiente
[20].

2.9 Entropia

Entropia é um conceito empregado em termodinâmica e diz o quão
desordenado é um sistema sob certas condições. Este conceito é aplicado tanto em teoria
da informação clássica como em teoria da informação quântica. Em teoria clássica da
informação, a entropia é utilizada para medir o quanto de informação pode, por exemplo, ser
produzida por uma fonte discreta [26]. Em teoria da informação quântica esta relacionado
ao grau de conhecimento do estado correspondente a um sistema físico [20].

2.9.1 Entropia de Shannon

A entropia de Shannon é a base da teoria da informação clássica. Considere
uma distribuição de probabilidades {p1, p2, ..., pn}, relacionada a possibilidade de algum
evento x ∈ X ocorrer, onde X = {x1, x2, ...xn} é um conjunto de eventos. A entropia de
Shannon para este sistema pode ser interpretada de diferentes maneiras, entre elas:

1. Pode ser utilizada para medir o quanto de informação é obtida, na média, quando o
valor da probabilidade de algum evento de x de X ocorrer;

2. Pode ser vista como uma medida da quantidade de incerteza sobre o evento x de X
antes de informar seu valor da probabilidade do evento ocorrer;

3. Pode ser utilizada para quantificar o recurso necessário para transmitir e armazenar
informação [20].
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Um fonte de informação discreta é caracterizada como um processo de Markov. Para que
seja possível quantificar a informação produzida pela fonte, uma medida H (p1, p2, ..., pn)

que fará este papel deverá satisfazer as condições:

1. A medida H deve ser contínua em pi. A probabilidade pi deve variar entre o intervalo
[0, 1].

2. Se todas as probabilidades pi são iguais, pi = 1
n
, então H deve ser uma função mo-

notônica aumentando em n, com as chances dos eventos ocorrerem ser equiprováveis,
o que resulta em mais escolhas, ou incertezas, quando há mais eventos possíveis.
Como exemplo considere dois eventos que podem ocorrer com a mesma probabilidade
1
2
e quatro eventos que podem ocorrer com probabilidade 1

4
.

3. Se a escolha for dividida em outras duas possíveis, a quantidade H deve ser a soma
ponderada dos valores individuais de H.

A única função H que satisfaz as condições acima tem a forma:

H = −K
n∑
i=1

pilog (pi) , (2.30)

onde K é uma constante positiva. A eq. 2.30 pode ser escrita como:

H = −
n∑
i=1

pilog2 (pi) , (2.31)

devido a fato da constante K ser equivalente a uma escolha da unidade de medida da
entropia. A entropia de Shannon representa a entropia de um conjunto de probabilidades
p1, ..., pn [26].

2.9.2 Entropia conjunta

A entropia de Shannon de duas variáveis X e Y , levando em conta que
nada é conhecido sobre as variáveis é definida como:

H (X, Y ) = −
∑
x,y

p (x, y) log2 (p (x, y)) , (2.32)

onde p (x, y)é a probabilidade conjunta de x ∈ X e y ∈ Y [27].

2.9.3 Entropia condicional

A entropia condicional também é definida a partir de duas variáveis e é
definida a partir do conhecimento de uma das variáveis e tem a seguinte representação:

H (X | Y ) = H (X, Y )−H (Y ) , (2.33)
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a entropia condicional de X, dado que é conhecido o valor da variável Y equivale a diferença
entre a entropia conjunta [27] das variáveis X e Y e entropia da variável Y . A entropia
condicional é uma medida do quanto é desconhecido, na média sobre o valor de X, dado
que é conhecido o valor da variável Y .

2.9.3.1 Propriedades da entropia de Shannon

A entropia de Shannon obedece as seguintes propriedades:
1 - A entropia conjunta de duas variáveis X e Y desconhecidas satisfaz

H (X, Y ) = H (Y,X).
2 - A entropia da variável X obedece H (X) ≤ H (X, Y ), sendo a entropia

da variável X igual a entropia do par de variáveis apenas se Y é função de X.
3 - A entropia conjunta do par de variáveis (X, Y ) é em geral menor que

a soma das entropias individuais de cada variável (podendo ter o mesmo valor apenas se
as variáveis X e Y são independentes), H (X, Y ) ≤ H (X) +H (Y ) .

2.9.4 Entropia de Von Neumann

A entropia de Von Neumann é intensamente utilizada em teoria da
informação quântica. Pode ser utilizada para medir o quanto é desconhecido o estado
quântico que representa um sistema físico e é definida de duas maneiras:

1. Em termos do traço da matriz densidade que descreve o sistema quântico:

S (ρ̂) = −Tr (ρ̂log2 (ρ̂)) . (2.34)

2. Em termos dos autovalores do operador densidade que caracteriza o sistema quântico:

S (ρ̂) = −
n∑
i=1

λilog2 (λi) . (2.35)

A entropia de Von Neumann é escrita em termos do logaritmo na base 2, consequen-
temente a unidade é o bit [20].

2.9.4.1 Propriedades da entropia de Von Neumann

A entropia de Von Neumann tem as seguintes propriedades:
1 - A entropia S (ρ̂) ≥ 0, valendo zero no caso em caso ρ̂ é puro.
2 - Considerando um espaço de Hilbert d−dimensional a entropia será

no máximo log2 (d). A entropia valerá log2 (d) apenas se ρ̂ for um estado completamente
misturado, ρ̂ = Î

d
.

3 - No caso de um sistema composto puro ρ̂A1A2 , a entropia dos subsistemas
do sistema composto são iguais, S

(
ρ̂A1
)

= S
(
ρ̂A2
)
.
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4 - Suponha que dois sistemas A1 e A2 formam um sistema misto ρ̂A1A2 ,
a entropia conjunta do sistema composto satisfaz:

S
(
ρ̂A1A2

)
≤ S

(
ρ̂A1
)

+ S
(
ρ̂A2
)
,

onde a igualdade é válida apenas no caso onde o sistema composto é puro.

2.9.5 Entropia de troca

A entropia de troca mostra o quanto de informação é trocada entre um
sistema quântico A e um sistema ambiente E. A expressão analítica da entropia de troca
pode ser calculada de duas maneiras. A primeira maneira é purificando o operador de
estado do sistema quântico composto ρ̂E . O subscrito E em ρ̂E indica que ρ̂ interagiu
com um sistema quântico externo E. Deve ser calculada a entropia de Von Neumann
do sistema quântico de referência R que purifica ρ̂E. Outra forma de calcular a entropia
de troca é a partir do cálculo da entropia de Von Neumann da matriz de troca W . Os
elementos de matriz da matriz W são calculados por meio da equação:

Wij = TrQ

(
Êi
(
ρ̂Q
)
Êj†
)
. (2.36)

Neste trabalho a entropia de troca foi calculada a partir da matriz W .
No caso do cálculo da entropia de troca via matriz W , o operador de estado ρ̂Q representa
o estado do sistema quântico composto Q que interage com o sistema ambiente. Os
operadores Êi e Êj são os operadores de Kraus do canal quântico utilizado. A dimensão
da matriz de troca W depende do número de operadores de Kraus que o canal quântico
possui. A notação utilizada para representar a entropia de troca será Se

(
ρ̂QE

)
.

2.10 Informação mútua

A Informação mútua fornece o quanto de informação pode ser comparti-
lhada entre duas partes de um sistema. A expressão apresenta duas versões, uma aplicada
a sistemas clássicos e outra para sistemas quânticos.

2.10.1 Informação mútua clássica

Considere que exista duas distribuições de probabilidades X e Y . A
informação compartilhada entre duas variáveis aleatórias X e Y , fornece o quanto de
informação as variáveis X e Y tem em comum. Como exemplo considere que X seja a
entrada de um canal de comunicação e Y represente a saída, a informação mútua pode
ser interpretada como quantidade de informação que pode ser transmitida de X para Y
através do canal clássico. A expressão da informação mútua entre as variáveis X e Y é:

Im (X, Y ) = H (X) +H (Y )−H (X, Y ) , (2.37)
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ou
Im (X, Y ) = H (X)−H (X | Y ) . (2.38)

O termo H (X, Y ) na eq. 2.18 esta relacionado ao erro causado por um canal que apresenta
ruído, levando assim a diminuição de Im (X, Y ). A informação mútua clássica é utilizada
para calcular a capacidade de envio de informação de um canal clássico [20].

2.10.2 Informação mútua quântica

A definição da informação mútua quântica é análoga à informação mútua
clássica, no entanto, é definida em termos da entropia de Von Neumann. A expressão que
quantifica a informação mútua quântica é:

Im
(
ρ̂A1 , ρ̂A2

)
= S

(
ρ̂A1
)

+ S
(
ρ̂A2
)
− S

(
ρ̂A1A2

)
, (2.39)

onde S
(
ρ̂A1
)
representa a entropia do sistema quântico A1, S

(
ρ̂A2
)
do sistema A2 e

S
(
ρ̂A1A2

)
a entropia conjunta do sistema A1A2 [20]. O termo S

(
ρ̂A1A2

)
reflete o efeito

(na maioria das vezes prejudicial a tarefa a ser feita) da interação entre o sistema quântico
ρ̂ e o sistema ambiente E.

A informação mútua quântica tem um papel análogo a informação mútua
clássica, porém, é utilizada para calcular o quanto de informação pode ser transmitida
utilizando um canal de comunicação quântico. Além disso, quantifica a soma das correlações
clássicas e quânticas existentes no sistema quântico.

2.11 Informação coerente

A informação coerente foi introduzida por Benjamin Schumacher e M.
A. Nielsen em [18]. A informação coerente pode ser utilizada para medir o quanto de
emaranhamento é preservado por um sistema quântico ao passar por um canal quântico,
ou o quanto de informação pode ser transmitida pelo pelo sistema quântico com o auxílio
do canal canal quântico. A informação coerente é definida como:

Ic
(
ρ̂QE

)
= S

(
ρ̂QE

)
− Se

(
ρ̂QE

)
, (2.40)

onde S
(
ρ̂QE

)
é a entropia de Von Neumann do sistema ρ̂QE sob efeito de um canal quântico

ε̂ e Se
(
ρ̂QE

)
é a entropia de troca do sistema ρ̂QE. A informação coerente é máxima apenas

para situações com a ausência da ação de canal quântico. No entanto, não faz sentido este
tipo de situação neste trabalho, como dito anteriormente, por mais perfeito que seja um
experimento, sempre haverá interação entre um sistema quântico ambiente E e o sistema
quântico em que esta sendo tratado. No caso de estados de quatro qubits, a ação do canal
pode resultar na redistribuição de emaranhamento do qubit em foco com os três qubits
restantes e o sistema quântico ambiente E do canal quântico. A informação coerente será
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nula para o caso em que S
(
ρQE

)
= Se

(
ρ̂QE

)
o que significa que todo emaranhamento inicial

entre A1 e A2A3A4 é transferido para o sistema quântico ambiente E do canal quântico, o
que implica agora na existência de emaranhamento apenas entre o sistema A1 e o sistema
quântico ambiente E. Quando o emaranhamento entre os sistemas A1 e E é máximo,
significa que o canal quântico o não pode ser utilizado para enviar informação quântica, a
informação anteriormente contida no sistema A1A2A3A4 é perdida para o ambiente E. A
ação do canal sobre um sistema de quatro qubits, pode levar este o operador de estado
a um operador que não apresenta emaranhamento nem com os outros três qubits e nem
com a sistema ambiente E.
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3 Estado cluster de quatro qubits

Estados maximamente emaranhados, isto é, estados onde os subsistemas
que compõe o sistema quântico composto são maximamente correlacionados, em especial os
chamados estados cluster, tem sido estudados devido a possibilidade de serem empregados
em tarefas que envolvem QIP. Os estados cluster de poucos qubits são utilizados em
protocolos de comunicação quântica, como por exemplo, o teleporte quântico [1] e o código
superdenso [2], além de serem empregados no contexto de código de correção de erros
quânticos [3]. O conceito de correção de erros pode ser associado a um canal quântico
que minimiza o erro causado pela ação de um sistema ambiente sobre o sistema principal.
Uma aplicação experimental do estado cluster é na possível produção de um computador
quântico baseado em medidas [4]. Realizações experimentais com relação ao computador
com base no estado cluster já foram demonstradas em [5] e [6].

Gour e Wallach [17] usaram o four-tangle (uma medida de emaranhamento
entre quatro qubits [28]) para caracterizar todos os estados quânticos de quatro qubits
maximamente emaranhados. Os autores definiram um estado quântico com emaranhamento
máximo como sendo aquele em que, a média do emaranhamento com respeito a todos
possíveis cortes bipartidos (divisão do sistema em duas partes) que podem ser feitos é
máximo. Os autores identificam em especial três estados cluster:

|C〉 =
|0000〉+ |0011〉+ |1100〉 − |1111〉

2
, (3.1)

|C1〉 =
|0000〉+ |0110〉+ |1001〉 − |1111〉

2
, (3.2)

e

|C2〉 =
|0000〉+ |1010〉+ |0101〉 − |1111〉

2
. (3.3)

Os três estados acima estão relacionados pela permutação entre os qubits. Neste trabalho
será utilizado o estado cluster |C〉, pois é exatamente igual ao proposto por Briegel e
Raussendorf. Poderia ser utilizado qualquer um dos outros dois estados.

A partir do estado cluster |C〉 é construída a classe de estados cluster
|ψC〉. Os estados quânticos |ψC〉 por definição são todos os estados escritos na base |0000〉,
|0011〉, |1100〉 e |1111〉, com os coeficientes a0000, a0011, a1100, a1111 assumindo quaisquer
valores, desde que |a0000|2 + |a0011|2 + |a1100|2 + |a1111|2 = 1. As correlações existentes nos
estados |ψC〉 variam de acordo com o valor dos coeficientes do estado quântico. Dentre
todos os estados quânticos de |ψC〉, o estado cluster |C〉 = |0000〉+|0011〉+|1100〉−|1111〉

2
é o único

com emaranhamento máximo. Como o estado quântico |ψC〉 é o estado geral da classe de
estado cluster, todos os cálculos realizados neste capítulo são obtidos para este estado geral,
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mas nenhuma análise é feita. O estudo das grandezas de interesse é feita posteriormente,
a partir de certas condições, que recaem no estado cluster propriamente dito, que é o foco
do trabalho.

São calculadas três quantidades, responsáveis pela caracterização do
estado quântico pertencente a classe de estados cluster. São calculadas, a informação
mútua (com relação aos qubits A1 e A2), a concorrência (para a caracterização do recurso
físico presente no estado quântico reduzido de dois qubits A1A2) e o quadrado do valor
da negatividade, onde a operação transposta parcial é feita sobre o qubit A1 do estado
quântico de quatro qubits.

São consideradas as seguintes situações:

1. O estado quântico puro de quatro qubits.

2. O qubit A1 do estado quântico pertencente a classe de estados cluster interage com
o sistema ambiente E do canal de despolarização.

3. O subsistema A1 do estado quântico de quatro qubits passa pelo canal de amorteci-
mento de amplitude.

A primeira situação é importante pelo fato de permitir a caracterização do estado quântico
|ψC〉, por meio das medidas de emaranhamento (quadrado do valor da negatividade e
concorrência) e da quantidade de informação mutuamente compartilhada entre os sistemas
quânticos A1 e A2. Para os casos com a presença de canal quântico, além do quadrado do
valor da negatividade, da concorrência e da informação mútua, são obtidas as expressões
analíticas da entropia de troca e da informação coerente.

Nas seções 3.3, 3.4, 3.5 e 3.6, a matriz densidade ou operador de estado
do estado quântico após a passagem por um dos canais quânticos, sempre será denotada
com um índice inferior E . Em relação ao canal quântico de despolarização (seção 2.8.1) o
parâmetro de despolarização é denotado por d. Para evitar a confusão entre o parâmetro
de despolarização e a dimensão do sistema, a letra d se refere apenas ao parâmetro de canal,
a dimensão de qualquer sistema será especificada pela notação dim (ou será escrito por
extensão). Levando em conta o canal quântico de amortecimento de amplitude (seção 2.8.2)
o parâmetro de ruído é denotado por γ. Os autovalores referentes as matrizes densidade de
um qubit A1 e A2 e de dois qubits A1A2 serão denotados sempre por β, γ (com índices) e α,
respectivamente. Nesta trabalho, a notação γ por si só, representará (sempre) o parâmetro
de amortecimento de amplitude. Os autovalores do operador ρ̂A1A2 ˜̂ρA1A2 , necessários para
o cálculo da concorrência, sempre serão denotados por δ. Os autovalores da matriz de
troca W , utilizados no cálculo da entropia de troca serão sempre rotulados por κ.

As expressões analíticas para todas as quantidades acima, com e sem a
presença de canal quântico, considerando especificamente o estado com emaranhamento
máximo são obtidas nas seções 3.2, 3.4 e 3.6.
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3.1 Caracterização do estado |ψC〉

Um representante dos estados quânticos contidos na classe de estados
cluster |ψC〉, é definido como:

|ψC〉 = a0000 |0000〉+ a0011 |0011〉+ a1100 |1100〉+ a1111 |1111〉 . (3.4)

Para obter a expressão analítica da informação mútua é preciso obter
primeiramente o estado quântico reduzido de dois qubits, ρ̂A1A2

ψC
= TrA3A4 (|ψC〉 〈ψC |). Os

autovalores do da matriz densidade ρA1A2
ψC

são:

αψC1 =
1 +

√
1− 4 |D0000 −D0011|2

2
, (3.5)

e

αψC2 =
1−

√
1− 4 |D0000 −D0011|2

2
, (3.6)

onde D0000 = a0000a1111 e D0011 = a0011a1100.
No cálculo da informação mútua, também são utilizados os autovalores dos

operadores dos estados quânticos reduzidos de um único qubit, ρ̂A1
ψC

= TrA2A3A4 (|ψC〉 〈ψC |)
e ρ̂A2

ψC
= TrA1A3A4 (|ψC〉 〈ψC |), e são respectivamente:

βψC1 = P00, β
ψC
2 = P11 (3.7)

e

γψC1 = P00 e γψC2 = P11, (3.8)

onde foi usada a notação:

P00 = |a0000|2 + |a0011|2 e P11 = |a1100|2 + |a1111|2 , (3.9)

que respeita a condição de normalização P00 + P11 = 1. Neste caso os qubits A1 e A2

possuem matrizes densidade iguais.

3.1.1 Informação mútua

A expressão analítica da informação mútua é obtida por meio do cálculo
dos autovalores da matriz densidade reduzida de dois qubits ρ̂A1A2

ψC
, utilizando também os

autovalores das matrizes densidade reduzidas dos qubits individuais A1 e A2 , ρ̂A1
ψC

e ρ̂A2
ψC

.
A expressão da informação compartilhada mutuamente entre os qubits A1 e A2 é:

Im
(
ρ̂A1
ψC
, ρ̂A2

ψC

)
= −2P00log2 (P00)− 2P11log2 (P11) +

1

2
log2

(∣∣D0000 −D0011
∣∣2)

+

√
1− 4 |D0000 −D0011|2

2
log2

1 +
√

1− 4 |D0000 −D0011|2

1−
√

1− 4 |D0000 −D0011|2

 . (3.10)
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3.1.2 Negatividade

A expressão analítica que fornece o quadrado do valor da quantidade de
emaranhamento existente entre o qubit A1, e os outros três qubits do estado quântico |ψC〉
é

N2
G

(
ρ̂A1
ψC

)
= 4P00P11,

= 4

(∣∣∣D00
(A3)0(A4)0

∣∣∣2 +
∣∣D0011

∣∣2 +
∣∣D0000

∣∣2 +
∣∣∣D00

(A3)1(A4)1

∣∣∣2) , (3.11)

onde D00
(A3)0(A4)0

= a0000a1100 e D00
(A3)0(A4)0

= a0011a1111. O valor máximo de N2
G

(
ρ̂A1
ψC

)
é

alcançado para a escolha P00 = P11, que é justamente a condição em que |ψC〉 = |C〉.

3.1.3 Concorrência

Conforme explicado na subseção 2.6.3, para obter a expressão da quanti-
dade de emaranhamento contido entre os qubits A1 e A2, requer a utilização dos autovalores
do operador ρ̂A1A2

ψC
˜̂ρA1A2

ψC
. Os autovalores do operador ρ̂A1A2

ψC
˜̂ρA1A2

ψC
são:

δψC

1 = 2

[
P00P11 +

√
P00P11

(
P00P11 − |D0000 −D0011|2

)]
−
∣∣D0000 −D0011

∣∣2 , (3.12)

e

δψC

2 = 2

[
P00P11 −

√
P00P11

(
P00P11 − |D0000 −D0011|2

)]
−
∣∣D0000 −D0011

∣∣2 . (3.13)

A quantidade de emaranhamento contido no sistema reduzido de dois qubits é calculada
pela expressão:

C
(
ρ̂A1A2
ψC

)
=

√
δψC1 −

√
δψC2 . (3.14)

A concorrência quantifica o emaranhamento presente apenas entre dois
qubits, neste trabalho foi calculado o emaranhamento entre o primeiro e segundo qubit
que compõe o estado |ψC〉. Observamos a seguinte relação entre o quadrado do valor da
negatividade global e a concorrência:

C2
(
ρ̂A1A2
ψC

)
= N2

G

(
ρ̂A1
ψC

)
− 4

∣∣D0000 −D0011
∣∣2 . (3.15)
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3.2 Caracterização do estado cluster |C〉

Nesta seção é feita a caracterização do estado cluster |C〉. São obtidos
os valores, do quadrado do valor da quantidade de emaranhamento contido entre o
qubit A1 e o restante do sistema (qubits A2, A3 e A4), do emaranhamento contido entre
os qubits A1 e A2 e da informação mútua (entre os qubits A1 e A2). Para obter o
valor da informação mútua, é preciso obter os autovalores dos operadores de estado
reduzido de um qubit, ρ̂A1

C = TrA2A3A4 (|C〉 〈C|) e ρ̂A2
C = TrA1A3A4 (|C〉 〈C|), e dois qubits

ρ̂A1A2
C = TrA3A4 (|C〉 〈C|), que valem respectivamente:

βC1 = βC2 =
1

2
,

γC1 = γC2 =
1

2
,

e

αC1 = αC2 =
1

2
.

A quantidade de informação Im
(
ρ̂A1
C , ρ̂A2

C

)
compartilhada entre os qubits

A1 e A2 vale um bit. O quadrado do valor da quantidade de emaranhamento global
entre o qubit A1 e o sistema quântico composto A2A3A4 é máximo, N2

G

(
ρ̂A1

C

)
= 1. Os

autovalores do operador ρ̂A1A2
C

˜̂ρA1A2
C são δC1 = δC2 = 1

4
, (eq. 3.41) mostrando que não existe

emaranhamento entre os qubits A1 e A2. A concorrência existe quando há correlações de
dois qubits em sistemas quânticos, já é esperado C

(
ρ̂A1A2
C

)
= 0 para o estado |C〉.
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3.3 Efeito do canal de despolarização sobre emaranhamento, en-

tropia de troca e informação coerente do estado |ψC〉

Nesta seção é considerado o caso quando o qubit A1 pertencente ao estado
quântico |ψC〉 interage com o sistema ambiente E através do canal de despolarização. A
operação quântica que representa o canal quântico de despolarização foi discutida com
detalhes na seção 2.8.1. A operação quântica que descreve o estado quântico |ψC〉 devido
a influência do canal quântico é ρ̂ψCE =

(
ε̂A1 ⊗ ÎA2 ⊗ ÎA3 ⊗ ÎA4

)
(ρ̂ψC ).

O operador de estado reduzido de dois qubits sob influência da interação
com o sistema quântico ambiente, ρ̂A1A2

ψCE
= TrA3A4 (ρ̂ψCE), na base |00〉 , |01〉 , |10〉 , |11〉,

equivale a matriz densidade:

ρA1A2
ψCE

=


P00

(
1− d

2

)
0 0 (1− d) (a0000a∗1100 + a0011a

∗
1111)

0 d
2
P11 0 0

0 0 d
2
P00 0

(1− d) (a1100a∗0000 + a1111a
∗
0011) 0 0 P11

(
1− d

2

)
 , (3.16)

Na eq. 3.16 a letra d representa o parâmetro de despolarização. A matriz densidade ρA1A2
ψCE

possui os autovalores:

αψCE
1 =

1

2



1− d
2

+

√√√√√√√√√
(
1− d

2

)2 − 4



(
1− d

2

)2 (∣∣D0000
∣∣2 + ∣∣D0011

∣∣2)
+(1− d)2

(∣∣D0000 −D0011
∣∣2 − ∣∣D0000

∣∣2 − ∣∣D0011
∣∣2)

+d
(
1− 3

4
d
)(∣∣∣D00

(A3)0(A4)0

∣∣∣2 + ∣∣∣D00
(A3)1(A4)1

∣∣∣2) ,
(3.17)

αψCE
2 =

1

2



1− d
2

−

√√√√√√√√√
(
1− d

2

)2 − 4



(
1− d

2

)2 (∣∣D0000
∣∣2 + ∣∣D0011

∣∣2)
+(1− d)2

(∣∣D0000 −D0011
∣∣2 − ∣∣D0000

∣∣2 − ∣∣D0011
∣∣2)

+d
(
1− 3

4
d
)(∣∣∣D00

(A3)0(A4)0

∣∣∣2 + ∣∣∣D00
(A3)1(A4)1

∣∣∣2) ,
(3.18)

αψCE3 = P00
d

2
; αψCE4 = P11

d

2
. (3.19)

A matriz densidade referente ao qubit A1, com efeito do sistema quântico
ambiente E do canal de despolarização, ρ̂A1

ψCE
= TrA2

(
ρ̂A1A2
ψCE

)
, possui os autovalores:

βψCE1 =

(
1− d

2

)
P00 +

d

2
P11, (3.20)

e
βψCE2 =

(
1− d

2

)
P11 +

d

2
P00. (3.21)

Todos os autovalores da matrizes densidade que representam o sistema quântico A1 ou o
sistema quântico bipartido A1A2 dependem do parâmetro de despolarização d.

Os autovalores da matriz densidade que representa o qubit A2 são:

γψCE1 = P00; γψCE2 = P11. (3.22)

É evidente não haver nenhuma influência do canal quântico sobre o qubit A2.
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3.3.1 Informação mútua

A expressão analítica que descreve a quantidade de informação que pode
mutuamente ser compartilhada pelo sistema quântico bipartido A1A2, com a influência do
canal quântico de despolarização ε̂ é:

Im

(
ρ̂A1
ψCE

, ρ̂A2
ψCE

)
= −βψCE1 log2

(
βψCE1

)
− βψCE2 log2

(
βψCE2

)
− γψCE1 log2

(
γψCE1

)
−γψCE2 log2

(
γψCE2

)
+ αψCE1 log2

(
αψCE1

)
+ αψCE2 log2

(
αψCE2

)
+αψCE3 log2

(
αψCE3

)
+ αψCE4 log2

(
αψCE4

)
. (3.23)

Como os autovalores da matriz densidade ρA1A2
ψCE

são extensos, a expressão analítica de
Im
(
ρ̂A1
ψCE

, ρ̂A2
ψCE

)
é escrita apenas em termos da notação dos autovalores das matrizes

densidade ρA1
ψCE

, ρA1
ψCE

e ρA1A2
ψCE

.

3.3.2 Negatividade

O quadrado do valor da quantidade de emaranhamento presente entre
o qubit A1, sob efeito do sistema quântico ambiente E do canal, e o sistema composto,
A2A3A4E, é obtida através da expressão:

N2
G

(
ρ̂A1
ψCE

)
= 4P00P11 + d (2− d) (P00 − P11)

2 . (3.24)

O sistema quântico externo E tem o papel de levar o estado |ψC〉 a um sistema cujo
operador de estado ρ̂ψCE é misto, indicando que o estado cluster pode agora estar ema-
ranhado com o sistema ambiente E. O sistema quântico obtido a partir da operação(
ε̂A1 ⊗ ÎA2 ⊗ ÎA3 ⊗ ÎA4

)
(ρ̂ψC ) não é um sistema purificado. Observamos que se P00 6= P11

, o emaranhamento do qubit A1 após passar pelo canal quântico será menor do que no
estado cluster |C〉.

3.3.3 Concorrência

A quantidade de emaranhamento contido entre os qubits A1 e A2 é
obtida por meio dos autovalores do operador ρ̂A1A2

ψCE
˜̂ρA1A2

ψCE
. Os autovalores do operador

ρ̂A1A2
ψCE

˜̂ρA1A2
ψCE

são:

δψCE1 = δψCE2 =

(
d

2

)2

P00P11,

δψCE1 = δψCE2 =

(
d

2

)2(∣∣∣D00
(A3)0(A4)0

∣∣∣2 + ∣∣D0000
∣∣2 + ∣∣D0011

∣∣2 + ∣∣∣D00
(A3)1(A4)1

∣∣∣2) , (3.25)
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δψCE3 =



(
1− d

2

)2 (∣∣D0000
∣∣2 + ∣∣D0011

∣∣2)
+(1− d)2

(
D0000D∗0011 +D0011D∗0000

)
+
(
2 + d

(
5
4d− 3

))(∣∣∣D00
(A3)0(A4)0

∣∣∣2 + ∣∣∣D00
(A3)1(A4)1

∣∣∣2)

+

√√√√√√√√√√√√√√√√√√√√






(
1− d

2

)2 (∣∣D0000
∣∣2 + ∣∣D0011

∣∣2)
+(1− d)2

(
D0000D∗0011 +D0011D∗0000

)
+
(
2 + d

(
5
4p− 3

))(∣∣∣D00
(A3)0(A4)0

∣∣∣2 + ∣∣∣D00
(A3)1(A4)1

∣∣∣2)


2

−




(
1− d

2

)2 (∣∣D0000
∣∣2 + ∣∣D0011

∣∣2)
+(1− d)2

(∣∣D0000 −D0011
∣∣2 − ∣∣D0000

∣∣2 − ∣∣D0011
∣∣2)

+d
(
1− 3

4d
)(∣∣∣D00

(A3)0(A4)0

∣∣∣2 + ∣∣∣D00
(A3)1(A4)1

∣∣∣2)


2

,

(3.26)

e

δψCE4 =



(
1− d

2

)2 (∣∣D0000
∣∣2 + ∣∣D0011

∣∣2)
+(1− d)2

(
D0000D∗0011 +D0011D∗0000

)
+
(
2 + d

(
5
4d− 3

))(∣∣∣D00
(A3)0(A4)0

∣∣∣2 + ∣∣∣D00
(A3)1(A4)1

∣∣∣2)

−

√√√√√√√√√√√√√√√√√√√√






(
1− d

2

)2 (∣∣D0000
∣∣2 + ∣∣D0011

∣∣2)
+(1− d)2

(
D0000D∗0011 +D0011D∗0000

)
+
(
2 + d

(
5
4d− 3

))(∣∣∣D00
(A3)0(A4)0

∣∣∣2 + ∣∣∣D00
(A3)1(A4)1

∣∣∣2)


2

−




(
1− d

2

)2 (∣∣D0000
∣∣2 + ∣∣D0011

∣∣2)
+(1− d)2

(∣∣D0000 −D0011
∣∣2 − ∣∣D0000

∣∣2 − ∣∣D0011
∣∣2)

+d
(
1− 3

4d
)(∣∣∣D00

(A3)0(A4)0

∣∣∣2 + ∣∣∣D00
(A3)1(A4)1

∣∣∣2)


2

.

(3.27)

Os autovalores δψCE1 , δψCE2 , δψCE3 e δψCE4 podem assumir diferentes valores de acordo com
o parâmetro de despolarização d e dos coeficientes a0000, a0011, a1100 e a1111. Assim como
a concorrência (subseção 2.6.3), o quadrado do valor da negatividade (subseção 2.6.2)
depende dos coeficientes do estado quântico |ψC〉 e do parâmetro de despolarização d.

3.3.4 Entropia de troca

Para obter a expressão analítica da quantidade de entropia trocada entre
o sistema quântico externo E e o qubit A1, é preciso calcular os autovalores da matriz de
troca W . O procedimento utilizado para obter a matriz W é discutido na seção 2.9.5. Na
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base computacional |00〉 , |01〉 , |10〉 , |11〉, a matriz W tem a representação:

W =


1− 3d

4
0 0

√
1− 3d

4

√
d
2

(P11 − P00)

0 d
4

id
4

(P00 − P11) 0

0 −id
4

(P00 − P11)
d
4

0√
1− 3d

4

√
d
2

(P11 − P00) 0 0 d
4

 .
(3.28)

Os autovalores da matriz de troca W são:

κψCE1 =
1

2

(
1− d

2
+

√
(1− d)2 − d

(
3d

4
− 1

)
(P00 − P11)

2

)
, (3.29)

κψCE2 =
1

2

(
1− d

2
−

√
(1− d)2 − d

(
3d

4
− 1

)
(P00 − P11)

2

)
, (3.30)

κψCE3 =
d

4
(1 + P00 − P11) , (3.31)

e

κψCE4 =
d

4
(1− P00 + P11) . (3.32)

A quantidade de informação trocada entre o qubit A1 e o sistema quântico ambiente E do
canal quântico é dada por:

Se
(
ρ̂A1E
ψCE

)
= −κψCE1 log2

(
κψCE1

)
− κψCE2 log2

(
κψCE2

)
− κψCE3 log2

(
κψCE3

)
− κψCE4 log2

(
κψCE4

)
.

(3.33)

3.3.5 Informação coerente

A quantidade de informação quântica que pode ser enviada por meio do
canal quântico utilizando o sistema quântico A1 é obtida por meio da expressão:

Ic
(
ρ̂A1E
ψCE

)
= −

((
1− d

2

)
P00 +

d

2
P11

)
log2

((
1− d

2

)
P00 +

d

2
P11

)
−
((

1− d

2

)
P11 +

d

2
P00

)
log2

((
1− d

2

)
P11 +

d

2
P00

)
− Se

(
ρ̂A1E
ψCE

)
, (3.34)

onde
((

1− d
2

)
P00 + d

2
P11

)
e
((

1− d
2

)
P11 + d

2
P00

)
são os autovalores da matriz densidade

reduzida ρ̂A1
ψCE

= TrA2A3A4 (ρ̂ψCE) que corresponde ao qubit A1, sujeito a influência do
sistema ambiente E do canal quântico de despolarização.
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3.4 Efeito do canal de despolarização sobre emaranhamento, en-

tropia de troca e informação coerente do estado |C〉

Com respeito as medidas utilizadas para caracterizar o estado quântico
|ψC〉 (informação mútua, quadrado do valor da negatividade e concorrência), e medidas
relacionadas à interação com o sistema quântico ambiente E do canal de despolarização e
o qubit A1, neste momento são obtidas as expressões analíticas destas grandezas para o
estado cluster genuíno |C〉 = |0000〉+|0011〉+|1100〉−|1111〉

2
.

A operação quântica que representa o estado cluster devido a influência do
sistema quântico ambiente E é ρ̂CE =

(
ε̂A1 ⊗ ÎA2 ⊗ ÎA3 ⊗ ÎA4

)
(|C〉 〈C|). Os autovalores

da matriz densidade de um qubit, ρ̂A1
CE = TrA2A3A4 (ρ̂CE) e ρ̂A2

CE = TrA1A3A4 (ρ̂CE), e de
dois qubits ρ̂A1A2

CE = TrA3A4 (ρ̂CE), valem em sequência:

βCE1 = βCE2 =
1

2
,

γCE1 = γCE2 =
1

2
,

αCE1 = αCE2 =

(
2− d

4

)
,

e
αCE3 = αCE4 =

d

4
.

A expressão analítica da quantidade de informação Im
(
ρ̂A1
CE, ρ̂

A2
CE

)
com-

partilhada em comum para o sistema A1A2 é:

Im
(
ρ̂A1
CE, ρ̂

A2
CE

)
= 2 + log2

(
2− d

4

)
+
d

2
log2

(
d

2− d

)
.

O quadrado do valor da quantidade de emaranhamento N2
G

(
ρ̂A1
CE

)
entre o

qubit A1 e o sistema quântico A2A3A4E continua sendo máximo. O sistema quântico E é
responsável por levar o estado |C〉 a um estado quântico misto.

Os autovalores da matriz densidade de dois qubits ρ̂A1A2
CE

˜̂ρA1A2
CE, valem:

δCE1 = δCE2 =

(
d

4

)2

e δCE3 = δCE4 =

(
2− d

4

)2

,

Observe que δCE1 =
(
αCE3

)2 e δCE4 =
(
αCE1

)2. O canal quântico de despolarização não
afeta o emaranhamento entre os qubits A1 e A2. Independente do valor do parâmetro de
despolarização, o emaranhamento entre os qubits A1 e A2 sempre será nulo.

A quantidade de informação trocada entre o qubit A1 e o ambiente E é
obtida pela equação:

Se
(
ρ̂A1E
CE

)
= 2− log2 (4− 3d) +

3d

4
log2

(
4− 3d

d

)
.
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Note que quantidade máxima de entropia trocada entre o sistema quântico externo E e o
qubit A1 do estado cluster é atingido quando o parâmetro de despolarização vale d = 1, e
vale 2bits.

A quantidade de emaranhamento preservada entre o qubit A1 e os três
qubits A2A3A4 durante a passagem pelo canal quântico, depende do peso dado para o
fator d de despolarização, e é calculada por meio da expressão:

Ic
(
ρ̂A1E
CE

)
= log2 (4− 3d)− 3d

4
log2

(
4− 3d

d

)
− 1.

A figura 1 mostra o efeito do canal de despolarização sobre a negatividade
(onde a operação transposta parcial é tomada sobre o qubit A1), a concorrência e a
informação mútua (referente aos qubits A1 e A2), a quantidade de entropia trocada entre
os sistemas quânticos E e A1, e a quantidade de emaranhamento conservada entre o qubit
A1 e o resto do sistema composto que compõe o estado cluster, durante a passagem pelo
canal quântico de despolarização, em função do parâmetro de despolarização d.

Devido ao fato do quadrado do valor da negatividade global N2
G

(
ρ̂A1
CE

)
com relação ao qubit A1 permanecer constante, e além disso, apresentar o valor máximo,
pode indicar que o qubit A1 esteja emaranhado tanto com o sistema composto A2A3A4,
mas também com o sistema ambiente E. O fato do quadrado do valor da negatividade
permanecer constante, e levando em conta que o qubit A1 (para d > 0) troca informação
com o sistema ambiente E, sugere que a quantidade de emaranhamento entre o qubit A1 e
o sistema composto A2A3A4 diminui, em compensação, o qubit A1 pode estar emaranhado
com o sistema ambiente, de modo que o emaranhamento entre o qubit A1 e o sistema
quântico composto A2A2A4E seja máximo.

A concorrência é nula para qualquer valor do parâmetro de despolarização,
em outras palavras, não existe nenhum emaranhamento entre os qubits A1 e A2. Não
há nenhuma surpresa com relação ao valor obtido para a concorrência, uma vez que na
seção 3.2 C

(
ρ̂A1A2
C

)
= 0, e como não pode ser gerado emaranhamento (entre os qubits

A1 e A2) por meio de ε̂, consequentemente C
(
ρ̂A1A2
CE

)
= 0. A negatividade (considerando

o emaranhamento com o sistema externo) e a concorrência não são afetadas pelo canal
quântico, quantitativamente.

A medida que o parâmetro de despolarização torna-se maior, a quantidade
de informação Im

(
ρ̂A1
CE, ρ̂

A2
CE

)
compartilhada entre os qubits A1 e A2 diminui. Quando a

quantidade máxima de ruído é adicionada ao sistema (d = 1), Im
(
ρ̂A1
CE, ρ̂

A2
CE

)
= 0bit.

A entropia de troca depende do valor do parâmetro de despolarização d,
e atinge o valor máximo para a situação onde a interação entre o sistema composto A1E

é máxima. A quantidade de informação trocada entre o qubit A1 e o sistema E reflete
diretamente no valor que a informação coerente assume. Note que a entropia de troca
Se
(
ρ̂A1E
CE

)
é nula para o parâmetro de canal valendo d = 0, consequentemente a informação

coerente vale Ic
(
ρ̂A1E
CE

)
= 1, mas este é o caso em que não existe a ação do canal quântico
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sobre o estado cluster, e o quadrado do valor da negatividade global obtida refere-se ao
emaranhamento entre o qubit A1 e A2A3A4. Quanto maior o valor de Se

(
ρ̂A1E
CE

)
, menor

será o valor da informação coerente. Para o valor do parâmetro de despolarização d ≈ 1
4

(Ic
(
ρ̂A1E
CE = 0

)
), todo o emaranhamento contido entre o qubit A1 e o sistema quântico

A2A3A4 é perdido, observe que para este valor do parâmetro de despolarização a entropia
de troca vale Se

(
ρ̂A1E
CE

)
≈ 1bit, sugerindo a possibilidade do qubit A1 estar emaranhado

com o sistema ambiente E.
Pode ser enviada informação quântica pelo qubit A1 aproximadamente

até a faixa d ≈ 1
4
. Para valores d > 1

4
o canal de despolarização não apresenta utilidade

alguma para envio de informação quântica.

Figura 1 – Efeito do canal de despolarização sobre a informação mútua Im
(
ρ̂A1
CE, ρ̂

A2
CE

)
(linha azul), o quadrado do valor da negatividade N2

G

(
ρ̂A1
CE

)
(linha vermelha),

a concorrência C
(
ρ̂A1A2
CE

)
(linha preta), a entropia de troca Se

(
ρ̂A1E
CE

)
(linha

amarela) e a informação coerente Ic
(
ρ̂A1E
CE

)
(linha verde). Todas as grandezas

plotadas são função do parâmetro de despolarização d, com exceção deN2
G

(
ρ̂A1
CE

)
e C

(
ρ̂A1A2
CE

)
.
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Fonte: o próprio autor.
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3.5 Efeito do canal de amortecimento de amplitude sobre emara-

nhamento, entropia de troca e informação coerente do estado

|ψC〉

Nesta seção também serão obtidas as expressões analíticas do quadrado
do valor da negatividade (onde a operação transposta parcial é realizada sobre o qubit A1

do estado quântico de quatro qubits), da concorrência, da informação mútua, da entropia
de troca e da informação coerente. Os resultados analíticos que esboçam a informação
mútua e a concorrência continuam sendo para os sistemas quânticos A1 e A2.

O canal quântico de amortecimento de amplitude possui um sistema
quântico ambiente E de dimensão (dim = 2), menor que aquele do canal quântico
de despolarização (dim = 4). A operação quântica que descreve o canal quântico de
amortecimento de amplitude encontra-se detalhadamente na seção 2.8.2. O estado quântico
de quatro qubits sob influência do canal quântico é obtido por meio da operação ρ̂ψCE =(
ε̂A1 ⊗ ÎA2 ⊗ ÎA3 ⊗ ÎA4

)
(ρ̂ψC ).

O operador de estado reduzido de dois qubits sob influência da interação
com o sistema quântico ambiente, ρ̂A1A2

ψCE
= TrA3A4 (ρ̂ψCE), em termos da matriz densidade

(na base |00〉 , |01〉 , |10〉 , |11〉), é descrito por:

ρA1A2

ψCE
=



P00 0 0
√
1− γ

a0000a∗1100+a0011a
∗
1111

0 P11γ 0 0

0 0 0 0

√
1− γ

a1100a∗0000+a1111a
∗
0011

0 0 P11 (1− γ)


. (3.35)

A matriz densidade ρA1A2
ψCE

contém os autovalores:

αψCE1 = P11γ, (3.36)

αψCE2 =
1

2

(
1− γP11 +

√
(1− γP11)

2 − 4 (1− γ) |D0000 −D0011|2
)
, (3.37)

e

αψCE3 =
1

2

(
1− γP11 −

√
(1− γP11)

2 − 4 (1− γ) |D0000 −D0011|2
)
. (3.38)

Amatriz densidade que descreve o operador de estado do qubit A1, ρ̂A1
ψCE

= TrA2A3A4 (ρ̂ψCE),
sob efeito da interação com o sistema quântico ambiente E possui os autovalores:

βψCE1 = P00 (1− γ) + γ, (3.39)

e

βψCE2 = P11 (1− γ) . (3.40)
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A matriz que representa o operador densidade do qubit A2 possui os autovalores:

γψCE1 = P00 e γψCE2 = P11. (3.41)

Observe que, os autovalores da matriz densidade que rege o qubit A2 dependem apenas dos
coeficientes do estado quântico |ψC〉 . Os autovalores que descrevem a matriz densidade
do qubit A1, além de conter os fatores que descrevem os autovalores do qubit A2, contém
termos adicionais, βψCE1 = γψCE1 − γP00 + γ e βψCE2 = γψCE2 − γP11, o que mostra o efeito
do canal quântico sobre o qubit A1.

3.5.1 Informação mútua
A expressão analítica da quantidade de informação comum e comparti-

lhada, entre os qubits A1 e A2, é obtida com auxilio dos autovalores de ρ̂A1
ψCE

, ρ̂A2
ψCE

e ρ̂A1A2
ψCE

.
A expressão analítica da informação mútua é:

Im
(
ρ̂A1
ψCE

, ρ̂A2
ψCE

)
= − (P00 (1− γ) + γ) log2 (P00 (1− γ) + γ)− (P11 (1− γ)) log2 (P11 (1− γ))− P00log2 (P00)

−P11log2 (P11) + P11γlog2 (P11γ) +

(
1− γP11

2

)
log2

(
γP11 (1 + 2γP11) + 4 (1− γ)

∣∣D0000 −D0011
∣∣2

4

)

+

1

2

√√√√√
(1− γP11)

2

−4 (1− γ)
∣∣D0000 −D0011

∣∣2
 log2


1− γP11

+

√
(1− γP11)

2 − 4 (1− γ) |D0000 −D0011|2

1− γP11

−
√

(1− γP11)
2 − 4 (1− γ) |D0000 −D0011|2

 . (3.42)

3.5.2 Negatividade

A expressão analítica que fornece o quadrado do valor da quantidade de
emaranhamento existente entre o qubit A1 e o sistema quântico composto A2A3A4E é:

N2
G

(
ρ̂A1
ψCE

)
= 4P11 (1− γ) (γ + (1− γ)P00) . (3.43)

O operador de estado ρ̂ψCE não é a purificação do sistema quântico composto A1A2A3A4E.
A dimensão do sistema quântico E é menor que o da seção 3.3. O quadrado do valor da
negatividade diminui conforme o parâmetro de amortecimento de amplitude γ torna-se
maior. Pode ser que o qubit A1 além de estar emaranhado com os qubits A2A3A4, também
esta emaranhado com o sistema quântico externo E para a condição em que o parâmetro
de amortecimento de amplitude γ < 1. Considerando o parâmetro de de amortecimento
de amplitude γ = 1, pode não haver emaranhamento entre o o qubit A1 com os qubits
A2A3A4 e nem com o ambiente E.

3.5.3 Concorrência

Para obter a quantidade de emaranhamento contido no sistema quântico
bipartido A1A2 é preciso calcular os autovalores do operador ρ̂A1A2

ψCE
˜̂ρA1A2

ψCE
. O operador
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ρ̂A1A2
ψCE

˜̂ρA1A2
ψCE

possui dependência do canal quântico de amortecimento de amplitude, e
os autovalores são:

δψCE1 = (1− γ) δψC1ec, (3.44)

e

δψCE2 = (1− γ) δψC2ec, (3.45)

onde δψC1ec e δ
ψC
2ec são os autovalores obtidos na seção 3.1. Como δψCE1 e δψCE2 diferem de

δψC1ec e δ
ψC
2ec apenas por um fator e sabendo que a concorrência obtida na seção 3.1 é nula, a

concorrência com relação ao canal quântico de amortecimento de amplitude também será
nula.

3.5.4 Entropia de troca

A expressão analítica da quantidade de informação trocada entre o sistema
quântico externo E e o qubit A1, é obtida mediante o cálculo da entropia de Von Neumann
da matriz W . O passos para obter a matriz de troca W estão descritos detalhadamente
na subseção 2.9.5.

Diferentemente da matriz W obtida na seção 3.3, a matriz de troca W ,
com respeito ao canal quântico de amortecimento de amplitude possui dimensão menor.
O motivo é devido ao fato do sistema quântico ambiente E, do canal de amortecimento de
amplitude ser menor que o do canal de despolarização, consequentemente, as expressões
analíticas da entropia de troca e da informação coerente (para o canal quântico de
amortecimento de amplitude) serão mais simples. É esperado que o valor máximo atingido
pela entropia de troca nesta subseção seja menor do que na subseção 3.3.4. A matriz de
troca W possui a forma:

W =

[
1− P11γ 0

0 P11γ

]
. (3.46)

A expressão analítica da quantidade de informação trocada entre o sistema quântico E do
canal de amortecimento de amplitude e o qubit A1 é:

Se
(
ρ̂A1E
ψCE

)
= − (1− P11γ) log2 (1− P11γ)− P11γlog2 (P11γ) . (3.47)

3.5.5 Informação coerente

A expressão analítica da quantidade de informação quântica transmitida
pelo canal quântico de amortecimento de amplitude utilizando o qubit A1 é:

Ic
(
ρ̂A1E
ψCE

)
= − (P00 (1− γ) + γ) log2 (P00 (1− γ) + γ)

− (P11 (1− γ)) log2 (P11 (1− γ))− Se
(
ρ̂A1E
ψCE

)
, (3.48)
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onde (P00 (1− γ) + γ) e P11 (1− γ) são os autovalores da matriz reduzida do sistema
quântico A1, (ρ̂A1

ψCE
= TrA2A3A4 (ρ̂ψCE)), sob efeito da interação com o sistema externo E.

É esperado que o valor da informação coerente obtido nesta subseção seja maior que o que
valor da subseção 3.3.5.
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3.6 Efeito do canal de amortecimento de amplitude sobre emara-

nhamento, entropia de troca e informação coerente do estado

|C〉

Nesta seção são obtidas as mesmas quantidades da seção 3.5, porém, para
o estado específico |C〉 = |0000〉+|0011〉+|1100〉−|1111〉

2
. Os autovalores da matriz densidade de

um qubit, ρ̂A1
CE e ρ̂A2

CE, e de dois qubits ρ̂A1A2
CE , valem, em sequência:

βCE1 =
1 + γ

2
e βCE2 =

1− γ
2

,

γCE1 = γCE2 =
1

2
,

αCE1 =
γ

2
, αCE2 =

1

2
e αCE3 =

1− γ
2

.

Os autovalores das matrizes ρ̂A1
CE e ρ̂A1A2

CE dependem da interação com o sistema quântico
E do canal quântico. A quantidade de informação comum entre os qubits A1 e A2 , sob
influência do sistema quântico ambiente E é dada pela equação:

Im

(
ρ̂A1
CE , ρ̂

A2
CE

)
= −

(
1 + γ

2

)
log2

(
1 + γ

2

)
−
(
1

2

)
log2

(
1

2

)
+
(γ
2

)
log2

(γ
2

)
.

A equação acima mostra nitidamente a dependência da informação compartilhada entre
o sistema quântico bipartido com respeito ao canal quântico. Quando parâmetro de
amortecimento de amplitude atinge o valor máximo nenhuma quantidade de informação
é partilhada pelo sistema quântico A1A2. Para esta condição, o quadrado do valor
da negatividade (cujo centro continua sendo o qubit A1) vale N2

G

(
ρ̂A1
CE

)
= 1 − γ2. A

medida que o parâmetro do canal quântico de amortecimento de amplitude aumenta o
emaranhamento entre o qubit A1 e o sistema A2A3A4E diminui, até não existir mais. (se
houver emaranhamento entre o qubit A1 e o ambiente E para γ < 1).

A quantidade de emaranhamento presente no sistema quântico bipar-
tido A1A2, pode ser obtida por meio dos autovalores do operador (ρ̂A1A2

CE
˜̂ρA1A2

CE). Os
autovalores são:

δCE1 = δCE2 =
1− γ

4
.

É possível observar que não existe emaranhamento entre os dois qubits. Este canal quântico
também não afeta o emaranhamento entre os qubits A1 e A2.

A expressão analítica da entropia de troca tem a forma:

(Se)CE = −log2
(

2− γ
2

)
+
γ

2
log2

(
2− γ
γ

)
.
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A quantidade máxima de informação trocada entre o sistema quântico do canal quântico
de amortecimento de amplitude é menor que do canal quântico de despolarização, e vale
no máximo um bit.

A expressão analítica que mostra a quantidade de emaranhamento pre-
servado pelo estado cluster, após a interação com o sistema quântico ambiente do canal
quântico é:

Ic
(
ρ̂A1E
CE

)
= −

(
1 + γ

2

)
log2

(
1 + γ

2

)
−
(

1− γ
2

)
log2

(
1− γ

2

)
+ log2

(
2− γ

2

)
− γ

2
log2

(
2− γ
γ

)
.

A figura 2 demonstra o efeito do canal de amortecimento de amplitude
sobre o quadrado do valor da negatividade (cuja operação transposta parcial é realizada
sobre o qubit A1), a concorrência e a informação mútua (referente aos qubits A1 e A2),
a quantidade de entropia trocada entre os sistemas quânticos A1 e E, e a quantidade de
emaranhamento conservada entre o sistema quântico A1 e o resto do sistema composto
que compõe o estado cluster, durante a passagem pelo canal quântico de amortecimento
de amplitude, em função do parâmetro de amortecimento de amplitude γ.

Considerando o parâmetro de amortecimento de amplitude 0 < γ < 1,
pode ser que o qubit A1 esteja emaranhamento, além dos qubits A2A3A4, também com
o sistema ambiente E. A ação do canal quântico em relação ao quadrado do valor da
negatividade global é a diminuição do emaranhamento entre o qubit A1 e o sistema
composto A2A3A4E. No caso em que o parâmetro de amortecimento de amplitude vale
γ = 1, o sistema quântico composto A1 − A2A3A4E não possui emaranhamento. A
explicação para o decréscimo de N2

G

(
ρ̂A1
CE

)
pode estar relacionada a redistribuição do

emaranhamento entre os qubits A2A3A4 do estado cluster, ou possivelmente o estado
cluster é mapeado para um estado em que o qubit A1 não possui emaranhamento com os
qubits A2A3A4, e nem mesmo com o amboente E (se houver para γ < 1). Devido ao fato
do estado cluster não possuir correlações de dois corpos, a concorrência C

(
ρ̂A1A2
CE

)
é nula.

A informação mutuamente compartilhada entre os qubits A1 e A2 é afetada
pelo canal quântico. A medida que o parâmetro amortecimento de amplitude aumenta,
Im
(
ρ̂A1
CE, ρ̂

A2
CE

)
diminui. A justificativa para a diminuição da informação mútua pode estar

ligada a diminuição das correlações presentes no estado cluster devido a ação efetiva
do canal quântico, uma vez que Im

(
ρ̂A1
CE, ρ̂

A2
CE

)
quantifica também soma das correlações

clássicas e quânticas existentes no sistema quântico.
A entropia de troca assume valores significantes ao passo que ruído é

adicionado ao sistema quântico. O valor máximo alcançado por Se
(
ρ̂A1E
CE

)
vale um bit.

Note que o valor máximo atingido pela entropia de troca nesta seção corresponde a metade
do valor alcançado na seção 3.4. O valor assumido da entropia de troca esta diretamente
ligado a dimensão do sistema quântico externo que interage com o sistema quântico. No
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caso do canal de amortecimento de amplitude, um qubit pode muito bem simular o sistema
quântico externo, por outro lado, um sistema quântico externo de dimensão dim = 4 é
quem simula o canal de despolarização. Isto pode ser comprovado purificando ρ̂CE. A
entropia de troca levando em conta o canal de despolarização, sempre será maior que aquela
obtida via canal de amortecimento de amplitude, o canal de despolarização possui quatro
elementos de Kraus (seção 2.8.1), no entanto, o canal de amortecimento de amplitude
possui apenas dois elementos do operador soma (seção 2.8.2).

Um comportamento contrário ao da entropia de troca é observado com
respeito a informação coerente. Conforme o parâmetro do canal quântico aumenta, o
emaranhamento inicialmente entre o sistema quântico A1 com o sistema quântico A2A3A4

é supostamente transferido para o sistema ambiente E. O canal quântico de amortecimento
de amplitude é inviável para transmissão de informação quântica para γ ≈ 0.5.

Figura 2 – Efeito do canal de amortecimento de amplitude sobre a informação mútua
Im
(
ρ̂A1
CE, ρ̂

A2
CE

)
(linha azul), o quadrado do valor da negatividade N2

G

(
ρ̂A1
CE

)
(linha vermelha), a concorrência C

(
ρ̂A1A2
CE

)
(linha preta), a entropia de troca

Se
(
ρ̂A1E
CE

)
(linha amarela) e a informação coerente Ic

(
ρ̂A1E
CE

)
(linha verde).

Todas as grandezas plotadas são função do parâmetro de amortecimento de
amplitude γ, com exceção de C

(
ρ̂A1A2
CE

)
.
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Fonte: o próprio autor.

A informação coerente obtida nas seções 3.4 e 3.6 foram muitos impor-
tantes, pois forneceram pistas para o cálculo destas quantidades, com relação aos estados
quânticos representados pelos operadores de estado misto, referente aos capítulos 4 e
5. Note que a informação coerente é nula com relação ao canal de despolarização para
d > 1

4
. Como é de interesse comparar a ação efetiva dos canais quânticos sobre os sistemas



Capítulo 3. Estado cluster de quatro qubits 56

quânticos, não há interesse no cálculo na entropia de troca e nem da informação coerente
para d > 1

4
.
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4 Estado misto formado pelo estado cluster e

o estado |W 〉 de quatro qubits

O estado quântico dos qubits A1 e A2, obtido a partir de estado cluster
analisado na capitulo 3, não possui emaranhamento. Neste capitulo é considerado uma
mistura do estado |ψC〉 e do estado |W 〉 = |0001〉+|0010〉+|0100〉+|1000〉

2
de quatro qubits como

ponto de partida. No caso especifico referente a mistura do estado cluster com o estado
quântico |W 〉, o emaranhamento entre os qubits A1 e A2 não é destruído totalmente
quando é removido os qubits A3 e A4.

São consideradas as seguintes situações:

1. O estado misto de quatro qubits.

2. O qubit A1 do estado misto interage com o sistema quântico ambiente E do canal
de despolarização.

3. O qubit A1 passa por um canal quântico de amortecimento de amplitude.

A primeira situação é importante pelo fato de permitir a caracterização do estado misto,
por meio das medidas de emaranhamento (negatividade e concorrência) e da quantidade
de informação mutuamente compartilhada entre os qubits A1 e A2 do sistema composto.

Nos casos 2 e 3, além do quadrado do valor da negatividade, concorrência
e informação mútua, são obtidas as expressões analíticas da entropia de troca e da
informação coerente. Nas seções 4.3, 4.4, 4.5 e 4.6, a matriz densidade ou o operador de
estado, responsável por descrever o do estado quântico após a passagem por um dos canais
quânticos sempre é denotada com um índice inferior E . Em relação ao canal quântico de
despolarização o parâmetro de despolarização é denotado por d. Com respeito ao canal
quântico de amortecimento de amplitude o parâmetro de ruído é denotado por γ. Os
autovalores referentes as matrizes densidade de um qubit A1 e A2 e de dois qubits A1A2

serão denotados sempre por β, γ (com índices) e α, respectivamente. Os autovalores do
operador ρ̂A1A2 ˜̂ρA1A2 sempre serão denotados por δ. Os autovalores da matriz de troca W
são denotados pela letra grega κ.

Nas seções 4.3 e 4.5 os cálculos da informação mútua, concorrência,
quadrado do valor da negatividade, entropia de troca e informação coerente são realizados
para operador de estado ρ̂ψCWE.

Nas seções 4,2 4.4 e 4.6, são obtidas as expressões analíticas para todas as
quantidades acima, com e sem a presença de canal. No entanto, o estado misto é formado
pelo estado quântico com emaranhamento máximo |C〉 com a adição do estado |W 〉. Na
seção 4.4, o parâmetro de despolarização vale respectivamente d = 1

8
e d = 1

4
. Com relação
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a seção 4.6, o parâmetro de amortecimento de amplitude vale, em sequência, γ = 1
8
e

γ = 1
4
.
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4.1 Caracterização do estado misto formado pelo estado |ψC〉 e

pelo estado |W 〉

Nesta seção são obtidas as expressões analíticas do quadrado do valor da
negatividade (com a operação transposta parcial feita sobre o qubit A1), da concorrência
e da informação mútua.

A negatividade fornece a quantidade de emaranhamento contido entre
o qubit A1 e o sistema quântico composto A2A3A4RψCW . Os qubits A2A3A4 são aqueles
que compõe o restante do operador de estado ρ̂ψCW . O operador de estado ρ̂ψCW pode ser
visto como um subsistema de um sistema composto maior. O sistema quântico composto
RψCW tem a função de purificar o estado misto.

Os resultados obtidos para a informação mútua e a concorrência referem-se
aos qubits A1 e A2.

Uma estudo com relação ao estado |W 〉 foi realizada por Dür, Vidal e
Cirac em [29]. A representação geral do estado |W 〉 para N qubits é:

|WN〉 =
1√
N

(|N − 1, 1〉) ,

onde |N − 1, 1〉 corresponde o um estado totalmente simétrico incluindo N − 1 zeros e
1 uns. Segundo os autores, considerando um sistema representado pelo estado |WN〉, e
tomando o traço sobre quaisquer N − 2 qubits, o subsistema bipartido residual tem a
forma:

ρ̂κµ =
1

N

(
2
∣∣ψ+

〉 〈
ψ+
∣∣+ (N − 2) |00〉 〈00|

)
,

com |ψ+〉 = |01〉+|10〉√
2

. A quantidade de emaranhamento contido no sistema restante de dois
qubits é determinada pela expressão:

C (ρ̂κµ) =
2

N
,

onde ρ̂κµ é o operador de estado que representa qualquer sistema bipartido reduzido obtido
a partir do estado |WN〉 de N qubits. O estado |W3〉 = |W 〉A1A2A3 de três qubits tem a
forma |W 〉 = 1√

3
(|001〉+ |010〉+ |100〉). O operador de estado reduzido de quaisquer dois

qubits obtido a partir de |W 〉A1A2A3 é ρ̂A1A2 = ρ̂A1A3 = ρ̂A2A3 = 1
3

(2 |ψ+〉 〈ψ+|+ |00〉 〈00|),
e consequentemente C

(
ρ̂A1A2

)
= C

(
ρ̂A1A3

)
= C

(
ρ̂A2A3

)
= 2

3
. Neste capítulo é utilizado

o estado |W4〉 = |W 〉A1A2A3A4 de quatro qubits. Qualquer operador de estado bipartido
obtido a partir de |W 〉A1A2A3A4 tem a forma ρ̂A1A2 = ρ̂A1A3 = ρ̂A1A4 = ρ̂A2A3 = ρ̂A2A4 =

ρ̂A3A4 = 1
2

(|ψ+〉 〈ψ+|+ |00〉 〈00|), logo C
(
ρ̂A1A2

)
= C

(
ρ̂A1A3

)
= C

(
ρ̂A1A4

)
= C

(
ρ̂A2A3

)
=

C
(
ρ̂A2A4

)
= C

(
ρ̂A3A4

)
= 1

2
. A quantidade de emaranhamento (concorrência) presente no

estado |W 〉 diminui a medida o número de qubits que compõe o estado quântico aumenta.
Neste trabalho o estado |W 〉A1A2A3A4de quatro qubits é denotado simplesmente por |W 〉.
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Considere o estado misto de quatro qubits formado pela mistura entre o
estado quântico |ψC〉 e o estado |W 〉, cujo operador de estado tem a forma:

ρ̂ψCW = p |ψC〉 〈ψC |+ (1− p) |W 〉 〈W | . (4.1)

Observe que o estado misto ρ̂ψCW corresponde a uma mistura estatística de um estado
quântico (|ψC〉) que possui correlações de dois e quatro corpos, e um estado quântico que
possui correlações de apenas dois corpos. O parâmetro de mistura p define o quão “forte”
são as correlações presentes no estado misto, seja de dois ou quatro corpos. O estado |ψC〉
é ortogonal a |C〉 , tal que 〈ψC | |C〉 = 0.

O operador de estado reduzido de dois qubits, ρ̂A1A2
ψCW

= pTrA3A4 (|ψC〉 〈ψC |)+
(1−p)

2
TrA3A4 (|ψ+〉 〈ψ+|+ |00〉 〈00|), possui os autovalores:

αψCW1 =
1− p

2
, (4.2)

αψCW2 =
1

2

1 + p

2
+

√(
1 + p

2

)2

− 4p

(
P11

(
1− p
2

)
+ p |D0000 −D0011|2

) , (4.3)

e

αψCW3 =
1

2

1 + p

2
−

√(
1 + p

2

)2

− 4p

(
P11

(
1− p
2

)
+ p |D0000 −D0011|2

) . (4.4)

A matriz densidade reduzida do qubit A1, ρ̂A1
ψCW

= TrA2

(
ρ̂A1A2
ψCW

)
, e do qubit A2, ρ̂A2

ψCW
=

TrA1

(
ρ̂A1A2
ψCW

)
, possuem os autovalores iguais:

βψCW1 = pP00 +
3

4
(1− p) e βψCW2 = pP11 +

1− p
4

, (4.5)

onde γψCW1 = βψCW1 e γψCW2 = βψCW2 .

4.1.1 Informação Mútua
A expressão analítica da quantidade de informação compartilhada entre as

duas partes do sistema quântico de dois qubits (A1A2) é obtida em termos dos autovalores
dos operadores de estado ρ̂A1

ψCW
, ρ̂A2

ψCW
e ρ̂A1A2

ψCW
. A expressão é:

Im
(
ρ̂A1
ψCW

, ρ̂A2
ψCW

)
= −2

(
pP00 +

3

4
(1− p)

)
log

(
pP00 +

3

4
(1− p)

)
− 2

(
pP11 +

1− p
4

)
log

(
pP11 +

1− p
4

)
+
1− p
2

log

(
1− p
2

)
+

(
1 + p

4

)
log2

(
p

(
P11

(
1− p
2

)
+ p

∣∣D0000 −D0011
∣∣2))

+
1

2

√√√√√(1 + p

2

)2

− 4p

P11

(
1−p
2

)
+p
∣∣D0000 −D0011

∣∣2 log2



1+p
2

+

√√√√√( 1+p
2

)2
− 4p

P11

(
1−p
2

)
+p
∣∣D0000 −D0011

∣∣2
1+p
2
−

√√√√√( 1+p
2

)2
− 4p

P11

(
1−p
2

)
+p
∣∣D0000 −D0011

∣∣2


. (4.6)
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4.1.2 Negatividade

O estado ρ̂ψCW é um estado misto, cuja purificação é |ψCW 〉pur =
√
p |ψC〉 |0〉 +

√
1− p |W 〉 |1〉, onde |0〉 e |1〉 são os estados do sistema quântico de re-

ferência RψCW que purifica ρ̂ψCW . O operador de estado do qubit A1 é obtido através
de ρ̂A1

ψCW
= TrA2A3A4RψCW

(
|ψCW 〉pur 〈ψCW |

)
. A expressão analítica que fornece o qua-

drado do valor da quantidade de emaranhamento entre o qubit A1 e o sistema quântico
A2A3A4RψCW é dada por:

N2
G

(
ρ̂A1
ψCW

)
= 4

(
pP11

(
pP00 +

1− p
2

)
−
(

1 + p

4

)2

+
1

4

)
. (4.7)

A negatividade depende apenas do parâmetro de mistura p e dos coeficientes do estado
quântico |ψC〉.

4.1.3 Concorrência

Para obter a expressão analítica da quantidade de emaranhamento pre-
sente no sistema quântico de dois qubits A1A2, é imprescindível diagonalizar o operador
ρ̂A1A2
ψCW

˜̂ρA1A2
ψCW

. Os autovalores do operador ρ̂A1A2
ψCW

˜̂ρA1A2
ψCW

são:

δψCW1 =

(
1− p

2

)2

, (4.8)

δψCW2 = p



(
P11

(
1−p
2

)
+ p

(
2

(∣∣∣D00
(A3)0(A4)0

∣∣∣2 + ∣∣∣D00
(A3)1(A4)1

∣∣∣2)+
∣∣D0000 +D0011

∣∣2))

+

√√√√√√√√√


P11

(
1−p
2

)
+ p



2

(∣∣∣D00
(A3)0(A4)0

∣∣∣2 + ∣∣∣D00
(A3)1(A4)1

∣∣∣2)
+
∣∣D0000 +D0011

∣∣2



2

−
(
P11

(
1−p
2

)
+ p

∣∣D0000 +D0011
∣∣2)2 ,

(4.9)

e

δψCW3 = p



(
P11

(
1−p
2

)
+ p

(
2

(∣∣∣D00
(A3)0(A4)0

∣∣∣2 + ∣∣∣D00
(A3)1(A4)1

∣∣∣2)+
∣∣D0000 +D0011

∣∣2))

−

√√√√√√√√√


P11

(
1−p
2

)
+ p



2

(∣∣∣D00
(A3)0(A4)0

∣∣∣2 + ∣∣∣D00
(A3)1(A4)1

∣∣∣2)
+
∣∣D0000 +D0011

∣∣2



2

−
(
P11

(
1−p
2

)
+ p

∣∣D0000 +D0011
∣∣2)2 .

(4.10)

Como δψCW2 e δψCW2 dependem dos coeficientes do estado |ψC〉 e parâmetro de mistura
p, visto que estes autovalores podem assumir diferentes valores de acordo com o valor
atribuído a estes parâmetros, na seção a seguir será fornecida a expressão analítica da
concorrência considerando o estado específico |ψC〉 = |C〉.
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4.2 Caracterização do estado misto formado pelo estado |C〉 e

estado |W 〉

A seguir são fornecidas as expressões analíticas da informação mútua,
do quadrado do valor da negatividade, e da concorrência. A informação mútua e a
concorrência referem-se aos qubits A1 e A2. A negatividade global tem como centro o qubit
A1. O operador de estado misto tem a forma ρ̂CW = p |C〉 〈C|+(1− p) |W 〉 〈W | . O estado
ρ̂CW exibe correlações de dois corpos (presente no estado quântico |W 〉) e correlações de
quatro corpos do estado cluster.

Para obter a expressão analítica da informação mútua é obrigatório
determinar os autovalores dos operadores de estado reduzido de dois qubits (sistema
quântico composto A1A2), e de um qubit (qubits A1 e A2, respectivamente) . Os autovalores
da matrizes densidade ρ̂A1A2

CW = TrA3A4 (p |C〉 〈C|+ (1− p) |W 〉 〈W |), ρ̂A1
CW = TrA2

(
ρ̂A1A2
CW

)
e ρ̂A2

CW = TrA1

(
ρ̂A1A2
CW

)
, valem respectivamente:

αCW1 =
1− p

2
, αCW2 =

1

2
e αCW3 =

p

2
,

βCW1 =
3− p

4
e βCW2 =

1 + p

4
,

e
γCW1 =

3− p
4

e γCW2 =
1 + p

4
.

Obviamente βCW1 = γCW1 e βCW2 = γCW2 .
A expressão analítica da informação mútua com respeito ao sistema

quântico bipartido A1A2, nessas condições será:

Im

(
ρ̂A1
CW , ρ̂

A2
CW

)
= −

(
3− p
2

)
log2

(
3− p
4

)
−
(
1

2

)
log2

(
1− p
1 + p

)
+
p

2
log2

(
4p

1− p2

)
.

A expressão analítica que descreve o quadrado do valor da negatividade
com respeito ao sistema A1 é:

N2
G

(
ρ̂A1
CW

)
= 1−

(
1− p

2

)2

.

Como o estado ρ̂CW é um estado misto, a purificação é |CW 〉pur =
√
p |C〉 |0〉+

√
1− p |W 〉 |1〉, onde novamente |0〉 e |1〉 são os estados do sistema quântico

de referência RCW que tem o papel de purificar ρ̂CW . O operador de estado do qubit
A1 é obtido tomando o traço parcial sobre o sistema quântico A2A3A4RCW , ou seja,
ρ̂A1
CW = TrA2A3A4P

(
|CW 〉pur 〈CW |

)
. O emaranhamento entre o qubit A1 e o sistema

quântico quadripartido A2A3A4RCW diminui a medida que o estado misto sofre perda
de coerência para o estado tipo |W 〉. É esperado que N2

G

(
ρ̂A1
CW

)
diminua a medida que
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ρ̂CW evolui para ρ̂W . O estado |W 〉 é um estado que não possui o grau máximo de
emaranhamento entre os pares de qubits correlacionados.

A expressão que fornece a quantidade de emaranhamento contida no
sistema quântico bipartido A1A2 é obtida a partir do estudo dos autovalores do operador
ρ̂A1A2
CW

˜̂ρA1A2
CW . Os autovalores de ρ̂A1A2

CW
˜̂ρA1A2

CW são:

δCW1 =

(
1− p

2

)2

, δCW2 = δCW3 =
p

4
.

Observe que os autovalores do operador ρ̂A1A2
CW

˜̂ρA1A2
CW estão relacionados com os autovalo-

res do sistema quântico reduzido de dois corpos ρ̂A1A2
CW , logo, δCW1 =

(
αCW1

)2 e δCW2 =
αCW3

2
.

A expressão analítica da concorrência é:

C
(
ρ̂A1A2
CW

)
=

1− p
2
−√p.

A figura 3 ilustra o comportamento do quadrado do valor da negatividade
(a operação transposta parcial é feita sobre o qubit A1), a concorrência e a informação
mútua (entre os qubits A1 e A2), em função do parâmetro de mistura (1− p).

O quadrado do valor da quantidade de emaranhamento existente entre
o qubit A1 e os outros três qubits do estado misto (A2A3A4) diminui, a medida que o
parâmetro de mistura (1− p) aumenta (conforme o estado quântico |W 〉 é misturado ao
estado misto). A explicação para a diminuição de N2

G

(
ρ̂A1
CW

)
pode estar ligada ao fato dos

diferentes tipos de correlações existentes em ρ̂CW . O estado cluster apresenta correlações
de quatro corpos (com grau máximo), e implica no emaranhamento máximo entre o qubit
A1 e o sistema A2A3A4. Por outro lado, como o estado |W 〉 possui correlações de dois
corpos (e não são máximas), então o qubit A1 deve estar emaranhado com os qubits A2,
A3 e A4, mas aos pares. As correlações de dois corpos (do qubit A1 e os outros qubits) do
estado |W 〉 devem estar sendo captadas por N2

G

(
ρ̂A1
CW

)
. É esperado que o valor adquirido

por N2
G

(
ρ̂A1
W

)
seja menor do que de N2

G

(
ρ̂A1
C

)
. Portanto, N2

G

(
ρ̂A1
CW

)
diminui a medida

que o peso (1− p) aumenta, o que pode ser visto como a subtração das correlações de
quatro corpos (do estado cluster) do sistema misto, e a adição de correlações de dois corpos
(do estado quântico |W 〉), até que exista no sistema quântico apenas correlações de dois
corpos.

As correlações de dois corpos presentes no estado |W 〉 são significantes
apenas para uma pequena faixa do parâmetro de mistura (1− p). O gráfico também
mostra que o emaranhamento entre os qubits A1 e A2 existente no estado |W 〉 não é
máximo (mesmo que o sistema quântico sofra total perda de coerência para o estado |W 〉).

A informação compartilhada entre as duas partes do sistema quântico
de dois qubits A1A2 vale inicialmente um bit ((1− p) = 0). A medida que o parâmetro
de mistura aumenta a informação mútua decresce. O tipo de correlações existentes no
sistema quântico influi diretamente em Im

(
ρ̂A1
CW , ρ̂

A2
CW

)
. A troca de correlações de quatro
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corpos por correlações de dois corpos prejudica a quantidade informação mutuamente
compartilhada Im

(
ρ̂A1
CW , ρ̂

A2
CW

)
pelo sistema bipartido. Um fato interessante é que para

(1− p) ∼ 0.68 até 1 a informação mútua do sistema passa a ser recuperada, mas não
totalmente. A adição do estado quântico |W 〉 ao sistema misto pode ser o responsável
pela recuperação da informação mútua entre os qubits A1 e A2.

Figura 3 – Informação mútua Im
(
ρ̂A1
CW , ρ̂

A2
CW

)
(linha azul), quadrado do valor da negativi-

dade N2
G

(
ρ̂A1
CW

)
(linha vermelha) e concorrência C

(
ρ̂A1A2
CW

)
(linha preta). Todas

as grandezas plotadas dependem do parâmetro de mistura (1− p).
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Fonte: o próprio autor.
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4.3 Efeito do canal de despolarização sobre emaranhamento, en-

tropia de troca e informação coerente do estado ρ̂ψCWE

Neste momento é considerada a situação em que o qubit A1 do estado
misto ρ̂ψCW interage com o sistema quântico ambiente E do canal de despolarização. A
operação quântica que descreve o estado misto, formado pelo estado |ψC〉 e o estado
|W 〉 devido a influência do canal é ρ̂ψCWE =

(
ε̂A1 ⊗ ÎA2 ⊗ ÎA3 ⊗ ÎA4

)
(ρ̂ψCW ). O canal

quântico de despolarização leva o estado misto ρ̂ψCW para um estado ainda mais misto.
São obtidas as expressões analíticas do quadrado do valor da negatividade, da informação
mútua, da concorrência, da entropia de troca e da informação coerente a partir de ρ̂ψCWE.

A expressão analítica da informação compartilhada em comum entre os
sistemas A1 e A2 é obtida a partir dos autovalores das matrizes densidades reduzidas
ρ̂A1A2
ψCWE, ρ̂

A1
ψCWE e ρ̂A2

ψCWE, onde o índice inferior E indica que os subsistemas passaram por
algum canal quântico.

O operador de estado reduzido dos qubitsA1A2 , ρ̂A1A2
ψCWE = TrA3A4 (ρ̂ψCWE),

na base computacional |00〉 , |01〉 , |10〉 , |11〉 tem a forma:

ρA1A2
ψCWE =



pP00

(
1− d

2

)
+
(

1−p
4

)(
2− d

2

) 0 0 p (1− d)

a0000a∗1100+a0011a∗1111

0


pd
2
P11

+
(

1−p
4

)(
1− d

2

) (
1−p
4

)
(1− d) 0

0
(

1−p
4

)
(1− d)


pd
2
P00

+
(

1−p
4

)(
1 + d

2

) 0

p (1− d)

a1100a∗0000+a1111a∗0011

0 0

pP11

(
1− d

2

)
+ d

2

(
1−p
4

)



.(4.11)

A matriz densidade que descreve o sistema ρ̂A1A2
ψCWE contém os autovalores:

αψCWE
1 =

1

4



1− p (1− d)

+

√√√√√√√√

(1− p (1− d))2

−4

(pd)2 P00P11

+pd
(
1−p
2

)
+ pd2

(
1−p
4

)
(P11 − P00) + d

(
1−p
2

)2 (
2− 5

4d
)
,

(4.12)

αψCWE
2 =

1

4



1− p (1− d)

−

√√√√√√√√

(1− p (1− d))2

−4

(pd)2 P00P11

+pd
(
1−p
2

)
+ pd2

(
1−p
4

)
(P11 − P00) + d

(
1−p
2

)2 (
2− 5

4d
)
,

(4.13)



Capítulo 4. Estado misto formado pelo estado cluster e o estado |W 〉 de quatro qubits 66

αψCWE
3 =

1

4



1 + p (1− d)

+

√√√√√√√√√√√



(1 + p (1− d))2

−4


(2− d)2 pP00

(
pP11 −

(
1−p
2

))
+(1− p)

(
2− d

2

) (
p+ d

8 (1− 5p)
)

−4p2 (1− d)2
(
P00P11 −

∣∣D0000 −D0011
∣∣2) ,

(4.14)

e

αψCWE
4 =

1

4



1 + p (1− d)

−

√√√√√√√√√√√



(1 + p (1− d))2

−4


(2− d)2 pP00

(
pP11 −

(
1−p
2

))
+(1− p)

(
2− d

2

) (
p+ d

8 (1− 5p)
)

−4p2 (1− d)2
(
P00P11 −

∣∣D0000 −D0011
∣∣2) .

(4.15)

A matriz densidade que representa o estado do qubit A1, com a depen-
dência da interação com o sistema quântico externo E, ρ̂A1

ψCWE = TrA2

(
ρA1A2
ψCWE

)
, apresenta

os autovalores:

βψCWE
1 = pP00 +

(
1− p

4

)
(3− d)− pd

2
(P00 − P11) , (4.16)

e
βψCWE
2 = pP11 +

(
1− p

4

)
(1 + d) +

pd

2
(P00 − P11) . (4.17)

Os autovalores da matriz densidade que representa o qubit A2 são dife-
rentes dos autovalores de ρA1

ψCWE. Os autovalores de ρ̂A2
ψCWE = TrA1

(
ρA1A2
ψCWE

)
são:

γψCWE
1 = pP00 +

3

4
(1− p) , (4.18)

e
γψCWE
2 = pP11 +

1− p
4

. (4.19)

O qubit A1 devido a interação com o sistema quântico ambiente E possui explicitamente
a dependência com relação ao canal quântico em seus autovalores. O qubit A2 não
depende do canal, este sistema não interage com nenhum sistema externo. Como os
autovalores do qubit A2 não possuem influência nenhuma do canal quântico, é fácil ver
quais fatores são adicionados aos autovalores pelo canal. O autovalor βψCWE

1 ganha os
fatores −d

(
1−p
4

)
− pd

2
(P00 − P11) e o autovalor βψCWE

2 os fatores d
(
1−p
4

)
+ pd

2
(P00 − P11).
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4.3.1 Informação Mútua

A expressão analítica que descreve a informação comum compartilhada
entre o sistema quântico de dois qubits (A1A2) é dada pela equação:

Im

(
ρ̂A1
ψCWE , ρ̂

A2
ψCWE

)
= −βψCWE

1 log2

(
βψCWE
1

)
− βψCWE

2 log2

(
βψCWE
2

)
−γψCWE

1 log2

(
γψCWE
1

)
− γψCWE

2 log2

(
γψCWE
2

)
+ αψCWE

1 log2

(
αψCWE
1

)
+αψCWE

2 log2

(
αψCWE
2

)
+ αψCWE

3 log2

(
αψCWE
3

)
+ αψCWE

4 log2

(
αψCWE
4

)
. (4.20)

A expressão analítica da informação mútua é escrita apenas em termos
dos coeficientes dos autovalores das matrizes densidade, devido ao fato da matriz densidade
ρ̂A1A2
ψCWE ter autovalores extensos.

4.3.2 Negatividade

A expressão analítica que fornece o quadrado do valor da negatividade
(com olhar sobre o qubit A1) é obtida por meio da equação:

N2
G

(
ρ̂A1
ψCWE

)
= 2− 2


(
pP00 +

(
1−p
4

)
(3− d)− pd

2
(P00 − P11)

)2
+
(
pP11 + pd

2
(P00 − P11) +

(
1−p
4

)
(1 + d)

)2
.

(4.21)

Neste caso a negatividade mede a quantidade de emaranhamento presente entre o qubit
A1 e o sistema quântico composto A2A3A4RψCWE. O sistema de referência RψCW tem o
papel de purificar o estado misto ρ̂ψCW . O sistema quântico E é o responsável por levar
a mistura ρ̂ψCW a um sistema onde o operador de estado possui um número maior de
projetores.

4.3.3 Concorrência

O operador ρ̂A1A2
ψCWE

˜̂ρA1A2
ψCWE, onde o operador ˜̂ρA1A2

ψCWE é obtido a partir
da aplicação da operação spin flip (σ̂y) individualmente sobre cada um dos qubits do
sistema quântico

(
ρ̂A1A2
ψCWE

)∗, deve ser (se for necessário) diagonalizado. Os autovalores de

ρ̂A1A2
ψCWE

˜̂ρA1A2
ψCWE são:

δψCWE
1 =

(
pd

2

)2

P00P11 +
pd

2

(
1− p
4

)(
1− d

2
(P00 − P11)

)
+

(
1− p
4

)2(
2 + 2d+

3

4
d2
)

+

√√√√√√√

((

pd
2

)2
P00P11 +

pd
2

(
1−p
4

) (
1− d

2 (P00 − P11)
)
+
(
1−p
4

)2 (
2 + 2d+ 3

4d
2
))2

−
((

pd
2

)2
P00P11 +

pd
2

(
1−p
4

) (
1− d

2 (P00 − P11)
)
−
(
1−p
4

)2 (
2d+ 5

4d
2
))2

,

(4.22)
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δψCWE
2 =

(
pd

2

)2

P00P11 +
pd

2

(
1− p
4

)(
1− d

2
(P00 − P11)

)
+

(
1− p
4

)2(
2 + 2d+

3

4
d2
)

−

√√√√√√√

((

pd
2

)2
P00P11 +

pd
2

(
1−p
4

) (
1− d

2 (P00 − P11)
)
+
(
1−p
4

) (
2 + 2d+ 3

4d
2
))2

−
((

pd
2

)2
P00P11 +

pd
2

(
1−p
4

) (
1− d

2 (P00 − P11)
)
−
(
1−p
4

)2 (
2d+ 5

4d
2
))2

,

(4.23)

δψCWE
3 =

p
2
(
1− d

2

)2
P00P11 + p

(
1− d

2

) (1−p
4

) (
2P11 +

d
2 (P00 − P11)

)
+ d

2

(
2− d

2

) (1−p
4

)2
+p2 (1− d)2

(
P00P11 −

∣∣D0000 −D0011
∣∣2)

+

√√√√√√√√√√√√√√√√√√√





p2
(
1− d

2

)2
P00P11 + p

(
1− d

2

) (1−p
4

) (
2P11 +

d
2 (P00 − P11)

)
+d

2

(
2− d

2

) (1−p
4

)2
+p2 (1− d)2

(
P00P11 −

∣∣D0000 −D0011
∣∣2)


2

−



p2
(
1− d

2

)2
P00P11 + p

(
1− d

2

) (1−p
4

) (
2P11 +

d
2 (P00 − P11)

)
+d

2

(
2− d

2

) (1−p
4

)2
−p2 (1− d)2

(
P00P11 −

∣∣D0000 −D0011
∣∣2)


2

,

(4.24)

e

δψCWE
4 =

p
2
(
1− d

2

)2
P00P11 + p

(
1− d

2

) (1−p
4

) (
2P11 +

d
2 (P00 − P11)

)
+ d

2

(
2− d

2

) (1−p
4

)2
+p2 (1− d)2

(
P00P11 −

∣∣D0000 −D0011
∣∣2)

−

√√√√√√√√√√√√√√√√√√√





p2
(
1− d

2

)2
P00P11 + p

(
1− d

2

) (1−p
4

) (
2P11 +

d
2 (P00 − P11)

)
+d

2

(
2− d

2

) (1−p
4

)2
+p2 (1− d)2

(
P00P11 −

∣∣D0000 −D0011
∣∣2)


2

−



p2
(
1− d

2

)2
P00P11 + p

(
1− d

2

) (1−p
4

) (
2P11 +

d
2 (P00 − P11)

)
+d

2

(
2− d

2

) (1−p
4

)2
−p2 (1− d)2

(
P00P11 −

∣∣D0000 −D0011
∣∣2)


2

.

(4.25)

A expressão analítica que descreve a quantidade de emaranhamento contida no sistema de
dois qubits A1A2 será fornecida na próxima seção.

4.3.4 Entropia de Troca
A expressão analítica da quantidade de entropia trocada entre o sistema

quântico externo E e o qubit A1 do sistema composto ρ̂ψCWE, é obtida a partir do cálculo
da entropia de Von Neumann da matriz de troca W . A matriz W na base computacional
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possui a representação:

W =



1− 3d
4

0 0
√

1− 3d
4

√
d
2

{
p (P00 − P11)

− 1−p
2

0 d
4

i d
4

{
p (P00 − P11)

− 1−p
2

0

0 −i d
4

{
p (P00 − P11)

− 1−p
2

d
4

0

√
1− 3d

4

√
d
2

{
p (P00 − P11)

− 1−p
2

0 0 d
4


.

(4.26)

É preciso diagonalizar a matriz W . O autovalores da matriz de troca W são:

κψCWE
1 =

d

4

(
1 + p (P00 − P11) +

1− p
2

)
, (4.27)

κ2
ψCWE =

d

4

(
1− p (P00 − P11)−

1− p
2

)
, (4.28)

κψCWE
3 =

1

4

2− d+

√
(2− d)2 − d (4− 3d)

(
1− p (P00 − P11)−

1− p
2

)2
 , (4.29)

e

κψCWE
4 =

1

4

2− d−

√
(2− d)2 − d (4− 3d)

(
1− p (P00 − P11)−

1− p
2

)2
 . (4.30)

Finalmente, a quantidade de entropia trocada entre o sistema externo E e o qubit A1 é
calculada por meio da expressão:

Se
(
ρ̂A1E
ψCWE

)
= −κψCWE

1 log2

(
κψCWE
1

)
− κψCWE

2 log2

(
κψCWE
2

)
− κψCWE

3 log2

(
κψCWE
3

)
− κψCWE

4 log2

(
κψCWE
4

)
. (4.31)

4.3.5 Informação Coerente
A quantidade de informação quântica que pode ser enviada utilizando o

canal quântico de despolarização é quantificada utilizando os autovalores do operador de
estado ρ̂A1

ψCWE, e a expressão da entropia de troca. A expressão analítica que representa a
informação coerente é:

Ic
(
ρ̂A1E
ψCWE

)
= −

({(
1− d

2

) (
pP00 +

3
4
(1− p)

)
+ d

2

(
pP11 +

1−p
4

) )
log2

({(
1− d

2

) (
pP00 +

3
4
(1− p)

)
+ d

2

(
pP11 +

1−p
4

) )

−

({(
1− d

2

) (
pP11 +

1−p
4

)
+ d

2

(
pP00 +

3
4
(1− p)

) )
log2

({(
1− d

2

) (
pP11 +

1−p
4

)
+ d

2

(
pP00 +

3
4
(1− p)

) )

− Se
(
ρ̂A1E
ψCWE

)
, (4.32)

onde (
(
1− d

2

) (
pP00 + 3

4
(1− p)

)
+d

2

(
pP11 + 1−p

4

)
) e (

(
1− d

2

) (
pP11 + 1−p

4

)
+d

2

(
pP00 + 3

4
(1− p)

)
)

são os autovalores do operador de estado reduzido ρ̂A1
ψCWE.
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4.4 Efeito do canal de despolarização sobre emaranhamento, en-

tropia de troca e informação coerente do estado ρ̂CWE com

d = 1
8 e d = 1

4

Nesta seção novamente é considerado que o qubit A1 do estado misto
ρ̂CW interage com o sistema ambiente E do canal quântico de despolarização. A restrição
feita é que o estado misto de quatro qubits é representado pela mistura estatística
entre o estado cluster |C〉 e o estado |W 〉. O estado misto inicialmente tem a forma
ρ̂CW = p |C〉 〈C|+ (1− p) |W 〉 〈W |. O estado misto ρ̂CWE é obtido através da operação
ρ̂CWE =

(
ε̂A1 ⊗ ÎA2 ⊗ ÎA3 ⊗ ÎA4

)
(ρ̂CW ). São obtidas as expressões analíticas para o

quadrado do valor da negatividade global com relação ao qubit A1 do sistema quântico, da
concorrência e informação mútua (com respeito aos qubits A1 e A2), da entropia de troca
(entre o qubit A1 e o sistema quântico ambiente E) e da informação coerente com respeito
ao qubit A1. Os cálculos são realizados considerando o parâmetro de despolarização d = 1

8

e d = 1
4
, respectivamente.

• Caso em que o parâmetro de despolarização vale d = 1
8
.

A expressão analítica da quantidade de informação comum entre o sistema quântico
de dois qubits (A1A2), é obtida por meio do cálculo da entropia de Von Neumann dos
autovalores das matrizes densidade reduzidas de um qubit, ρ̂A1

CWE = TrA2

(
ρ̂A1A2
CWE

)
e

ρ̂A2
CWE = TrA1

(
ρ̂A1A2
CWE

)
, e de dois qubits ρ̂A1A2

CWE = TrA3A4 (ρ̂CWE). A matriz densidade
ρA1A2
CWE possui quatro autovalores, e são:

αCWE
1 =

16− 14p+
√

197− 402p+ 205p2

64
,

αCWE
2 =

16− 14p−
√

197− 402p+ 205p2

64
,

αCWE
3 =

14p+ 16 + (1− p)
√

225

64
,

e

αCWE
4 =

14p+ 16− (1− p)
√

225

64
.

As matrizes densidade de um qubit, ρ̂A1
CWE e ρ̂A2

CWE, possuem os autovalores, respectiva-
mente:

βCWE
1 =

23− 7p

32
, βCWE

2 =
9 + 7p

32
,

γCWE
1 =

3− p
4

e γCWE
2 =

1 + p

4
.
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A expressão analítica que diz o quanto de informação é compartilhada entre os qubits A1

e A2 é:

Im

(
ρ̂A1

CWE , ρ̂
A2

CWE

)
= −

(
23− 7p

32

)
log2

(
23− 7p

32

)
−
(
9 + 7p

32

)
log2

(
9 + 7p

32

)
−
(
3− p
4

)
log2

(
3− p
4

)
−
(
1 + p

4

)
log2

(
1 + p

4

)
+

(
16− 14p+

√
197− 402p+ 205p2

64

)
log2

(
16− 14p+

√
197− 402p+ 205p2

64

)

+

(
16− 14p−

√
197− 402p+ 205p2

64

)
log2

(
16− 14p−

√
197− 402p+ 205p2

64

)

+

(
14p+ 16 + (1− p)

√
225

64

)
log2

(
14p+ 16 + (1− p)

√
225

64

)

+

(
14p+ 16− (1− p)

√
225

64

)
log2

(
14p+ 16− (1− p)

√
225

64

)
.

A expressão analítica do quadrado do valor da negatividade (cuja operação
transposta parcial é realizada sobre o qubit A1 do operador de estado misto) é:

N2
G

(
ρ̂A1
CWE

)
= 2− 2

((
23− 7p

32

)2

+

(
9 + 7p

32

)2
)
.

A quantidade N2
G

(
ρ̂A1
CWE

)
fornece o quanto de emaranhamento apresenta o qubit A1 e

o sistema quântico composto A2A3A4RCWE. O sistema quântico E é o responsável por
levar a mistura ρ̂CW a um sistema ainda mais misturado.

A quantidade de emaranhamento presente entre os qubits A1 e A2 é for-
necida por meio da análise dos autovalores do operador ρ̂A1A2

CWE
˜̂ρA1A2

CWE, cujos autovalores
são:

δCWE
1 =

(
1

16

)3(
4p2 + 579 (1− p)2 +

√(
4p2 + 579 (1− p)2

)2 − (4p2 − 69 (1− p)2
)2)

,

δCWE
2 =

(
1

16

)3(
4p2 + 579 (1− p)2 −

√(
4p2 + 579 (1− p)2

)2 − (4p2 − 69 (1− p)2
)2)

,

e

δCWE
2 = δCWE

4 =

(
1

16

)3 (
960p− 60p2 + 31 (1− p)2

)
.

A concorrência presente no sistema quântico A1A2 é diferente de zero apenas para o caso
em que o autovalor δCWE

1 é o maior dos autovalores. A expressão analítica da concorrência
é:

C
(
ρ̂A1A2
CWE

)
=

(
1

16

) 3
2



√
4p2 + 579 (1− p)2 +

√(
4p2 + 579 (1− p)2

)2 − (4p2 − 69 (1− p)2
)2

−
√

4p2 + 579 (1− p)2 +

√(
4p2 + 579 (1− p)2

)2 − (4p2 − 69 (1− p)2
)2

−2
√(

960p− 60p2 + 31 (1− p)2
)
.
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A expressão analítica que descreve o quanto de entropia é trocada entre
o sistema ambiente E do canal e o qubit A1 nestas condições é:

Se
(
ρ̂A1E
CWE

)
= −

(
3− p

64

)
log2

(
3− p

64

)
−
(

1 + p

64

)
log2

(
1 + p

64

)
−

(
15 +

√
29p2 − 58p+ 813

32

)
log2

(
15 +

√
29p2 − 58p+ 813

32

)

−

(
15−

√
29p2 − 58p+ 813

32

)
log2

(
15−

√
29p2 − 58p+ 813

32

)
.

A quantidade de informação quântica que pode ser enviada utilizando o
canal quântico e qubit A1 é obtida por meio da equação:

Ic
(
ρ̂A1E
CWE

)
= −

(
23− 7p

32

)
log2

(
23− 7p

32

)
−
(

9 + 7p

32

)
log2

(
9 + 7p

32

)
+

(
3− p

64

)
log2

(
3− p

64

)
+

(
1 + p

64

)
log2

(
1 + p

64

)
+

(
15 +

√
29p2 − 58p+ 813

32

)
log2

(
15 +

√
29p2 − 58p+ 813

32

)

+

(
15−

√
29p2 − 58p+ 813

32

)
log2

(
15−

√
29p2 − 58p+ 813

32

)
,

onde 3−p
64

e 1+p
64

são os autovalores de ρ̂A1
CWE.

• Caso em que o parâmetro de despolarização vale d = 1
4
.

A matriz densidade ρA1A2
CWE possui quatro autovalores e são:

αCWE
1 =

8− 6p+ (1− p)
√

37

32
, αCWE

2 =
8− 6p− (1− p)

√
37

32
,

αCWE
3 =

15− p
32

e αCWE
4 =

1 + 13p

32
.

As matrizes densidade que representa os qubits A1 e A2 possuem os
autovalores, respectivamente:

βCWE
1 =

11− 3p

16
, βCWE

2 =
5 + 3p

16
,

γCWE
1 =

3− p
4

e γCWE
2 =

1 + p

4
.

Note que os autovalores do qubit A2 continuam sendo os mesmos, o canal quântico não
afeta este sistema.



Capítulo 4. Estado misto formado pelo estado cluster e o estado |W 〉 de quatro qubits 73

A expressão analítica que mostra o quanto de informação é compartilhada
em comum entre os qubits A1 e A2 é:

Im

(
ρ̂A1
CWE , ρ̂

A2
CWE

)
= −

(
11− 3p

16

)
log2

(
11− 3p

16

)
−
(
5 + 3p

16

)
log2

(
5 + 3p

16

)
−
(
3− p
4

)
log2

(
3− p
4

)
−
(
1 + p

4

)
log2

(
1 + p

4

)
+

(
8− 6p+ (1− p)

√
37

32

)
log2

(
8− 6p+ (1− p)

√
37

32

)

+

(
8− 6p− (1− p)

√
37

32

)
log2

(
8− 6p− (1− p)

√
37

32

)

+

(
15− p
32

)
log2

(
15− p
32

)
+

(
1 + 13p

32

)
log2

(
1 + 13p

32

)
.

O quadrado do valor da quantidade de emaranhamento contido entre o
sistema A1 e o sistema A2A3A4RCWE é calculado pela expressão:

N2
G

(
ρ̂A1
CWE

)
=

1

64
(55 + 9p (2− p)) .

O sistema quântico RCW é quem purificar o estado misto sem considerar a existência do
canal quântico de despolarização. O sistema quântico E é o sistema que interage com o
sistema A2A3A4RCW .

Para obter a expressão da concorrência é preciso encontrar os autovalores
do operador ρ̂A1A2

CWE
˜̂ρA1A2

CWE. Os autovalores de ρ̂A1A2
CWE

˜̂ρA1A2
CWE são:

δCWE
1 =

1

162
+

(
p2 + 225

(
1− p

2

)2
)

+ 5 (1− p)
√

16 (1− p)2 + (3p2 + 2p− 1),

δCWE
2 =

1

162
+

(
p2 + 225

(
1− p

2

)2
)
− 5 (1− p)

√
16 (1− p)2 + (3p2 + 2p− 1),

e

δCWE
2 = δCWE

4 =
1

163
(15− p) (1 + 13p) .

A expressão analítica da concorrência é:

C
(
ρ̂A1A2
CWE

)
=

√√√√ 1

162
+

(
p2 + 225

(
1− p

2

)2
)

+ 5 (1− p)
√

16 (1− p)2 + (3p2 + 2p− 1)

−

√√√√ 1

162
+

(
p2 + 225

(
1− p

2

)2
)
− 5 (1− p)

√
16 (1− p)2 + (3p2 + 2p− 1)

− 2

√
1

163
(15− p) (1 + 13p).
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A quantidade de informação trocada entre o sistema quântico E e o qubit
A1 é obtida pela expressão:

Se
(
ρ̂A1E
CWE

)
= −

(
3− p

32

)
log2

(
3− p

32

)
−
(

1 + p

32

)
log2

(
1 + p

32

)

−

14 +
√

144 + 13 (1− p)2

32

 log2

14 +
√

144 + 13 (1− p)2

32


−

14−
√

144 + 13 (1− p)2

32

 log2

14−
√

144 + 13 (1− p)2

32

 .

A expressão que informa o quanto de emaranhamento é preservado pelo
estado misto devido a passagem pelo canal quântico é:

Ic
(
ρ̂A1E
CWE

)
= −

(
11− 3p

16

)
log2

(
11− 3p

16

)
−
(

5 + 3p

16

)
log2

(
5 + 3p

16

)
+

(
3− p

32

)
log2

(
3− p

32

)
+

(
1 + p

32

)
log2

(
1 + p

32

)

+

7 +
√

36 + 13
(
1−p
2

)2
16

 log2

7 +
√

36 + 13
(
1−p
2

)2
16


+

7−
√

36 + 13
(
1−p
2

)2
16

 log2

7−
√

36 + 13
(
1−p
2

)2
16

 ,

onde 11−3p
16

e 5+3p
16

são os autovalores de ρ̂A1
CWE.

A figura 4 demonstra o efeito do canal de despolarização sobre a negativi-
dade (onde a operação transposta parcial foi feita sobre o qubit A1), a concorrência e a
informação mútua (referente aos qubits A1 e A2), a quantidade de entropia trocada entre os
sistemas quânticos E e A1, e a quantidade de emaranhamento conservada entre o qubit A1

e o resto do sistema composto que compõe o estado misto, durante a passagem pelo canal,
em função do parâmetro de mistura (1− p) com o parâmetro de despolarização valendo
d = 1

8
e d = 1

4
, que equivalem ao gráfico superior e inferior da figura, respectivamente.

Para ambos os gráficos, o quadrado do valor da negatividade diminui
a medida que o parâmetro de mistura (1− p) aumenta. Pode ser que a justificativa
para a diminuição de N2

G

(
ρ̂A1
CWE

)
, conforme o sistema quântico sofre perda de coerência

para o estado |W 〉, seja devido a adição de correlações de dois corpos, onde o grau de
emaranhamento é menor, e a subtração de correlações de quatro corpos onde o grau
de emaranhamento é máximo. Entretanto, comparando os dois gráficos, a medida que
o sistema quântico sofre perda de coerência para o estado |W 〉, o valor atingido por
N2
G

(
ρ̂A1
CWE

)
é maior, considerando o caso em que o parâmetro de despolarização vale



Capítulo 4. Estado misto formado pelo estado cluster e o estado |W 〉 de quatro qubits 75

d = 1
4
. Este resultado pode ser indicando que o qubit A1 pode estar emaranhado com

o sistema quântico ambiente E, e o emaranhamento pode estar aumentando a medida
que o parâmetro de interação torna-se maior, visto que a quantidade de entropia trocada
entre o qubit A1 e o sistema E aumenta consideravelmente com relação ao parâmetro de
despolarização d = 1

4
, comparando com o gráfico em que o parâmetro de canal vale d = 1

8
.

O valor mínimo de N2
G

(
ρ̂A1
CWE

)
da figura 4, é maior que aquele obtido na seção 4.2, este

fato pode estar mostrando, também, a existência de emaranhamento entre o qubit A1 com
outro sistema quântico (supostamente o sistema ambiente), além do sistema composto
A2A3A4RCW .

A quantidade de emaranhamento existente entre os qubits A1 e A2 do
sistema quântico diminui a medida que o parâmetro de despolarização aumenta, note que
o valor máximo atingido pela concorrência considerando o caso em que d = 1

4
é menor em

relação a situação em que d = 1
8
. Independente do valor do parâmetro de despolarização,

o valor máximo C
(
ρ̂A1A2
CWE

)
é menor que o da seção 4.2. A diminuição da concorrência

para os casos em que existe efeito do canal quântico, pode estar sugerindo a transferência
de emaranhamento entre o sistema A1A2 para o sistema A1E, pode ser que exista a
transferência de emaranhamento do qubit A1 para o sistema A2A3A4.

A quantidade de informação mutuamente compartilhada entre os qubits
A1 e A2 do sistema quântico composto é menor para a situação em que o parâmetro de
despolarização vale d = 1

4
, porém, parte de Im

(
ρ̂A1
CWE, ρ̂

A2
CWE

)
é recuperada em ambos os

casos. O caso em que a soma das correlações clássicas e quânticas no sistema é máxima, é
aquela em que não há o efeito de canal quântico no sistema (seção 4.2). A recuperação
parcial da informação mútua entre os qubits A1 e A2 pode estar relacionada com a adição
de correlações de dois corpos no sistema quântico. Possivelmente diminuição do valor de
C
(
ρ̂A1A2
CWE

)
prejudica o compartilhamento de informação mutuamente entre os qubits A1e

A2.
A quantidade de informação trocada entre o qubit A1 e o sistema ambiente

E diminui levemente a medida que o operador de estado ρ̂CWE sofre perca de coerência
para o estado |W 〉. A quantidade de entropia trocada entre o qubit A1 do estado cluster
é maior que aquela trocada pelo estado |W 〉. Como Se

(
ρ̂A1E
CE

)
> Se

(
ρ̂A1E
WE

)
é esperado

que Ic
(
ρ̂A1E
WE

)
> Ic

(
ρ̂A1E
CE

)
, porém, não é isto que a figura 4 mostra, em ambos os gráficos.

Considerando o caso em que o parâmetro de canal vale d = 1
8
, para qualquer estado

quântico compreendido pela mistura é possível transmitir informação quântica através do
canal quântico. Para a situação em que o parâmetro de despolarização vale d = 1

4
, não é

possível transmitir informação quântica com o auxílio do canal de despolarização para
nenhum estado quântico representado pela mistura estatística.
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Figura 4 – Efeito do canal de despolarização sobre a informação mútua Im
(
ρ̂A1
CWE, ρ̂

A2
CWE

)
(linha azul), o quadrado do valor da negatividade N2

G

(
ρ̂A1
CWE

)
(linha vermelha),

a concorrência C
(
ρ̂A1A2
CWE

)
(linha preta), a entropia de troca Se

(
ρ̂A1E
CWE

)
(linha

amarela) e a informação coerente Ic
(
ρ̂A1E
CWE

)
(linha verde). Todas as grande-

zas plotadas dependem do parâmetro de mistura (1− p). É considerado o
parâmetro de despolarização d = 1

8
(gráfico superior) e d = 1

4
(gráfico inferior).

Fonte: o próprio autor.
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4.5 Efeito do canal de amortecimento de amplitude sobre emara-

nhamento, entropia de troca e informação coerente do estado

ρ̂ψCWE

Nesta seção é considerada a situação em que o qubit A1 do estado misto
ρ̂ψCW interage com o sistema ambiente E do canal quântico de amortecimento de amplitude.
O novo operador de estado sob influência do canal quântico é obtido por meio da operação
ρ̂ψCWE =

(
ε̂A1 ⊗ ÎA2 ⊗ ÎA3 ⊗ ÎA4

)
(ρ̂ψCW ), a diferença em relação a seção 4.3 é que a

operação quântica ε̂ representa o canal quântico de amortecimento de amplitude.
A expressão analítica da informação comum entre os qubits A1 e A2 é

obtida a partir dos autovalores das matrizes densidades reduzidas ρ̂A1A2
ψCWE, ρ̂

A1
ψCWE e ρ̂A2

ψCWE,
onde o índice inferior E indica que os subsistemas passaram por algum canal quântico.

A representação matricial do operador reduzido de dois qubits, após
interagir com o sistema ambiente do canal, ρ̂A1A2

ψCWE = TrA3A4 (ρ̂ψCWE), é:

ρA1A2
ψCWE =



{
pP00

+
(
1−p
4

)
(2 + γ)

0 0 p
√
1− γ

{
a0000a

∗
1100

+a0011a
∗
1111

0

{
1−p
4

+pγP11

(
1−p
4

)√
1− γ 0

0
(
1−p
4

)√
1− γ

(
1−p
4

)
(1− γ) 0

p
√
1− γ

{
a1100a

∗
0000

+a1111a
∗
0011

0 0 pP11 (1− γ)


.(4.33)

Os autovalores de ρ̂A1A2
ψCWE são:

αψCWE
1 =

1

2

pγP11 + (2− γ)
(
1−p
4

)
+
√(

pγP11 + (2− γ)
(
1−p
4

))2 − 4
(
pγP11 (1− γ)

(
1−p
4

))
,

(4.34)

αψCWE
2 =

1

2

pγP11 + (2− γ)
(
1−p
4

)
−
√(

pγP11 + (2− γ)
(
1−p
4

))2 − 4
(
pγP11 (1− γ)

(
1−p
4

))
,

(4.35)

α
ψCWE
3 =

1

2



p− γpP11 +
(

1−p
4

)
(2 + γ)

+

√√√√√√√√√


(
p− γpP11 +

(
1−p
4

)
(2 + γ)

)2
−4p (1− γ)


pP00P11 + P11 (2 + γ)

(
1−p
4

)
−p
(∣∣∣D00

(A3)0(A4)0

∣∣∣2 +
∣∣D0000 +D0011

∣∣2 − ∣∣D0000
∣∣2 − ∣∣D0011

∣∣2 +
∣∣∣D00

(A3)1(A4)1

∣∣∣2) ,
(4.36)

e

α
ψCWE
4 =

1

2



p− γpP11 +
(

1−p
4

)
(2 + γ)

−

√√√√√√√√√


(
p− γpP11 +

(
1−p
4

)
(2 + γ)

)2
−4p (1− γ)


pP00P11 + P11 (2 + γ)

(
1−p
4

)
−p
(∣∣∣D00

(A3)0(A4)0

∣∣∣2 +
∣∣D0000 +D0011

∣∣2 − ∣∣D0000
∣∣2 − ∣∣D0011

∣∣2 +
∣∣∣D00

(A3)1(A4)1

∣∣∣2) .
(4.37)
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A matriz densidade reduzida do qubit A1, ρ̂A1
ψCWE = TrA2

(
ρ̂A1A2
ψCWE

)
apre-

senta os autovalores:

βψCWE
1 = p (P00 + γP11) +

(
1− p

4

)
(3 + γ) , (4.38)

e

βψCWE
2 =

(
pP11 +

1− p
4

)
(1− γ) . (4.39)

O qubit A2 é representado pela matriz densidade ρ̂A2
ψCWE = TrA1

(
ρ̂A1A2
ψCWE

)
.

Os autovalores de ρ̂A2
ψCWE são:

γψCWE
1 = pP00 +

3

4
(1− p) , (4.40)

e

γψCWE
2 = pP11 +

1− p
4

. (4.41)

Devido a interação com o sistema ambiente, o autovalor βψCWE
1 de ρ̂A1

ψCWE ganha o fator
pγP11 + γ

(
1−p
4

)
e o fator βψCWE

2 ganha o fator −γ
(
pP11 + 1−p

4

)
.

4.5.1 Informação Mútua

A expressão analítica da quantidade de informação em comum comparti-
lhada pelo sistema quântico bipartido A1A2, vale:

Im

(
ρ̂A1
ψCWE , ρ̂

A2
ψCWE

)
= −βψCWE

1 log2

(
βψCWE
1

)
− βψCWE

2 log2

(
βψCWE
2

)
−γψCWE

1 log2

(
γψCWE
1

)
− γψCWE

2 log2

(
γψCWE
2

)
+ αψCWE

1 log2

(
αψCWE
1

)
+αψCWE

2 log2

(
αψCWE
2

)
+ αψCWE

3 log2

(
αψCWE
3

)
+ α4log2

(
αψCWE
4

)
. (4.42)

4.5.2 Negatividade

A expressão analítica que fornece o quadrado do valor da negatividade
com foco no qubit A1 é dada pela expressão:

N2
G

(
ρ̂A1
CWE

)
= 2− 2

(
p (P00 + γP11) +

(
1− p
4

)
(3 + γ)

)2

−2
((

pP11 +
1− p
4

)
(1− γ)

)2

. (4.43)

É investigado o emaranhamento com relação ao qubit A1 e o sistema
quântico composto A2A3A4RψCWE. Para qualquer valor do parâmetro γ de amortecimento
de amplitude (exceto γ = 0), N2

G

(
ρ̂A1
CWE

)
< 1.
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4.5.3 Concorrência

Para obter a expressão analítica da quantidade de emaranhamento contido
no sistema composto A1A2 é preciso diagonalizar o operador ρ̂A1A2

ψCWE
˜̂ρA1A2
ψCWE. Os autovalores

de ρ̂A1A2
ψCWE

˜̂ρA1A2
ψCWE são:

δψCWE
1 =

1

8
(1− p)


(1− γ) (2pγP11 + 1− p)

+

√{
((1− γ) (2pγP11 + 1− p))2 − 4p2γ2P 2

11,
(4.44)

δψCWE
2 =

1

8
(1− p)


(1− γ) (2pγP11 + 1− p)

−
√{

((1− γ) (2pγP11 + 1− p))2 − 4p2γ2P 2
11,

(4.45)

δψCWE
3 = p (1− γ)



p

(
2

(∣∣∣D00
(A3)0(A4)0

∣∣∣2 + ∣∣∣D00
(A3)1(A4)1

∣∣∣2)+
∣∣D0000 +D0011

∣∣2)
+P11

(
1−p
4

)
(2 + γ)

+

√√√√√√√√√√





p

(
2

(∣∣∣D00
(A3)0(A4)0

∣∣∣2 + ∣∣∣D00
(A3)1(A4)1

∣∣∣2)+
∣∣D0000 +D0011

∣∣2)
+P11

(
1−p
4

)
(2 + γ)


2

−
(
p
∣∣D0000 −D0011

∣∣2 + P11

(
1−p
4

)
(2 + γ)

)2
,

(4.46)

e

δψCWE
4 = p (1− γ)



p

(
2

(∣∣∣D00
(A3)0(A4)0

∣∣∣2 + ∣∣∣D00
(A3)1(A4)1

∣∣∣2)+
∣∣D0000 +D0011

∣∣2)
+P11

(
1−p
4

)
(2 + γ)

−

√√√√√√√√√√





p

(
2

(∣∣∣D00
(A3)0(A4)0

∣∣∣2 + ∣∣∣D00
(A3)1(A4)1

∣∣∣2)+
∣∣D0000 +D0011

∣∣2)
+P11

(
1−p
4

)
(2 + γ)


2

−
(
p
∣∣D0000 −D0011

∣∣2 + P11

(
1−p
4

)
(2 + γ)

)2
.

(4.47)

A expressão analítica da concorrência é determinada na próxima seção, onde é considerado
um operador de estado específico.

4.5.4 Entropia de Troca

Primeiramente, para obter a quantidade de informação trocada entre
o sistema E e o qubit A1 é preciso obter a matriz de troca W . Os detalhes de como
obter a matriz W estão na subseção 2.9.5. A expressão analítica da entropia de troca é
obtida a partir do cálculo da entropia de Von Neumann da matriz W . A matriz W tem a
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representação:

W =

[
1− γ

(
pP11 + 1−p

4

)
0

0 γ
(
pP11 + 1−p

4

)] . (4.48)

Neste caso não é preciso diagonalizar a matriz W . A expressão analítica da entropia de
troca é:

Se
(
ρ̂A1E
ψCWE

)
= −

(
1− γ

(
pP11 +

1− p
4

))
log2

(
1− γ

(
pP11 +

1− p
4

))
−
(
γ

(
pP11 +

1− p
4

))
log2

(
γ

(
pP11 +

1− p
4

))
. (4.49)

4.5.5 Informação coerente

A expressão que fornece a informação coerente é:

Ic
(
ρ̂A1E
ψCWE

)
= −

(
p (P00 + P11γ) +

(
1− p

4

)
(3 + γ)

)
log2

(
p (P00 + P11γ) +

(
1− p

4

)
(3 + γ)

)
−
(

(1− γ)

(
pP11 +

1− p
4

))
log2

(
(1− γ)

(
pP11 +

1− p
4

))
− Se

(
ρ̂A1E
ψCWE

)
, (4.50)

onde
(
p (P00 + P11γ) +

(
1−p
4

)
(3 + γ)

)
e (1− γ)

(
pP11 + 1−p

4

)
são os autovalores da matriz

densidade reduzida ρ̂A1
ψCWE.
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4.6 Efeito do canal de amortecimento de amplitude sobre emara-

nhamento, entropia de troca e informação coerente do estado

ρ̂CWE com γ = 1
4 e γ = 1

8

A seguir são obtidas as expressões analíticas da informação mútua e
concorrência (entre os qubits A1 e A2), do quadrado do valor da negatividade, (com a
operação transposta parcial tomada sobre o qubit A1), e das quantidades relacionadas
ao canal quântico, entropia de troca e informação coerente, com olhar sempre sobre
o qubit A1. Com a finalidade de estudar o efeito da perda de coerência do estado
misto, a partir do estado quântico |C〉 até o estado |W 〉 é atribuído ao parâmetro de
amortecimento de amplitude o valor γ = 1

8
e γ = 1

4
, em sequência. Em outras palavras, as

expressões analíticas obtidas são funções do do parâmetro de mistura (1− p). A operação
quântica que descreve a evolução do estado com a influência do sistema externo é ρ̂CWE =(
ε̂A1 ⊗ ÎA2 ⊗ ÎA3 ⊗ ÎA4

)
(ρ̂CW ), onde o estado misto ρ̂CW = p |C〉 〈C|+ (1− p) |W 〉 〈W | .

• Caso em que o parâmetro de amortecimento de amplitude vale γ = 1
8
.

Os autovalores da matriz densidade reduzida que representa o qubit A2 (ρ̂A2
CWE =

TrA1A3A4 (ρ̂CWE)), são:

γCWE
1 =

3− p
4

, e γCWE
2 =

1 + p

4
.

A matriz densidade reduzida com respeito ao qubit A1, sob efeito do canal
quântico (ρ̂A1

CWE = TrA2A3A4 (ρ̂CWE)), apresenta os autovalores:

βCWE
1 =

25− 7p

32
, e βCWE

2 =
7 + 7p

32
.

Os sistema quântico bipartido A1A2, obtido a partir da eliminação dos
graus de liberdade dos sistemas A3 e A4, ρ̂

A1A2
CWE = TrA3A4 (ρ̂CWE), possui os autovalores:

αCWE
1 =

1

64

(
15− 13p+

√
(15− 13p)2 − 56p (1− p)

)
,

αCWE
2 =

1

64

(
15− 13p−

√
(15− 13p)2 − 56p (1− p)

)
,

αCWE
3 =

1

64

(
17 + 13p+

√
(17 + 13p)2 − 56p (17− p)

)
,

e

αCWE
4 =

1

64

(
17 + 13p−

√
(17 + 13p)2 − 56p (17− p)

)
.



Capítulo 4. Estado misto formado pelo estado cluster e o estado |W 〉 de quatro qubits 82

A expressão analítica da informação mútua entre os sistemas quânticos A1 e A2 será:

Im

(
ρ̂A1

CWE , ρ̂
A2

CWE

)
= −

(
25− 7p

32

)
log2

(
25− 7p

32

)
−
(
7 + 7p

32

)
log2

(
7 + 7p

32

)
−
(
3− p
4

)
log2

(
3− p
4

)
−
(
1 + p

4

)
log2

(
1 + p

4

)
+

1

64

(
15− 13p+

√
(15− 13p)

2 − 56p (1− p)
)
log2

(
1

64

(
15− 13p+

√
(15− 13p)

2 − 56p (1− p)
))

+
1

64

(
15− 13p−

√
(15− 13p)

2 − 56p (1− p)
)
log2

(
1

64

(
15− 13p−

√
(15− 13p)

2 − 56p (1− p)
))

+
1

64

(
17 + 13p+

√
(17 + 13p)

2 − 56p (17− p)
)
log2

(
1

64

(
17 + 13p+

√
(17 + 13p)

2 − 56p (17− p)
))

+
1

64

(
17 + 13p−

√
(17 + 13p)

2 − 56p (17− p)
)
log2

(
1

64

(
17 + 13p−

√
(17 + 13p)

2 − 56p (17− p)
))

.

O quadrado do valor da negatividade, com centro sobre o qubit A1 é
calculada a partir da expressão:

N2
G

(
ρ̂A1
CWE

)
= 2− 2

((
25− 7p

32

)2

+

(
7 + 7p

32

)2
)
.

Diferente da seção 4.4, N2
G

(
ρ̂A1
CWE

)
representa o quadrado do valor da quantidade de

emaranhamento presente é com relação ao qubit A1 e o sistema quântico composto
A2A3A4RCWE.

Para calcular a concorrência é preciso analisar novamente os autovalores
do operador ρ̂A1A2

CWE
˜̂ρA1A2

CWE. Os autovalores são:

δCWE
1 =

(
1

8

)3

(1− p)
(

7 (8− 7p) +

√
(7 (8− 7p))2 − 64p2

)
,

δCWE
2 =

(
1

8

)3

(1− p)
(

7 (8− 7p)−
√

(7 (8− 7p))2 − 64p2
)
,

e

δCWE
3 = δCWE

4 =
p

83
(17− p) .

Neste caso é fácil obter a expressão da concorrência. A concorrência é diferente de zero
apenas para o caso onde δCWE

1 é o maior dos autovalores. A expressão analítica da
concorrência é:

C
(
ρ̂A1A2
CWE

)
=

(
1

8

) 3
2



√
(1− p)

(
7 (8− 7p) +

√
(7 (8− 7p))2 − 64p2

)
−

√
(1− p)

(
7 (8− 7p)−

√
(7 (8− 7p))2 − 64p2

)
−2
√

7p (17− p).
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A expressão analítica da entropia de troca é:

(Se)CWE = −
(

31− p
32

)
log2

(
31− p

32

)
−
(

1 + p

32

)
log2

(
1 + p

32

)
.

Note que para este canal quântico, a expressão da entropia de troca é bem mais simples que
aquela obtida com relação ao canal quântico de despolarização (seção 4.4). A dimensão do
sistema quântico que representa do canal de amortecimento de amplitude é representado
por um qubit, basta purificar o sistema ρ̂CWE.

A quantidade de informação quântica que pode ser transmitida pelo qubit
A1 através do canal quântico é obtida por meio da expressão:

Ic
(
ρ̂A1E
CWE

)
= −

(
25− 7p

32

)
log2

(
25− 7p

32

)
−
(

7 + 7p

32

)
log2

(
7 + 7p

32

)
+

(
31− p

32

)
log2

(
31− p

32

)
+

(
1 + p

32

)
log2

(
1 + p

32

)
.

• Caso em que o parâmetro de amortecimento de amplitude vale γ = 1
4
.

A matriz densidade reduzida do qubitA1, ρ̂A1
CWE = TrA2

(
ρ̂A1A2
CWE

)
, onde ρ̂A1A2

CWE = TrA3A4 (ρ̂CWE)

apresenta os autovalores:

βCWE
1 =

13− 3p

16
, e βCWE

2 =
3 + 3p

16
.

O matriz densidade que descreve o qubit A2 , ρ̂A2
CWE, tem os autovalores:

γCWE
1 =

3− p
4

, e γCWE
2 =

1 + p

4
.

Por fim, a matriz densidade do sistema quântico A1A2, ρ̂A1A2
CWE é caracteri-

zada pelos autovalores:

αCWE
1 =

1

32

(
7− 5p+

√
(7− 5p)2 − 24p (1− p)

)
,

αCWE
2 =

1

32

(
7− 5p−

√
(7− 5p)2 − 24p (1− p)

)
,

αCWE
3 =

1

32

(
9 + 5p+

√
49p2 − 126p+ 81

)
,

e

αCWE
4 =

1

32

(
9 + 5p−

√
49p2 − 126p+ 81

)
.
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A expressão analítica da quantidade de informação comum entre os qubits
A1 A2 é descrita por meio de:

Im
(
ρ̂A1
CWE , ρ̂

A2
CWE

)
= −

(
13− 3p

16

)
log2

(
13− 3p

16

)
−
(
3 + 3p

16

)
log2

(
3 + 3p

16

)
−
(
3− p
4

)
log2

(
3− p
4

)
−
(
1 + p

4

)
log2

(
1 + p

4

)

+

 1

32

7− 5p

+
√

(7− 5p)2 − 24p (1− p)

 log2

 1

32

7− 5p

+
√

(7− 5p)2 − 24p (1− p)


+

 1

32

7− 5p

−
√

(7− 5p)2 − 24p (1− p)

 log2

 1

32

7− 5p

−
√

(7− 5p)2 − 24p (1− p)


+

 1

32

9 + 5p

+
√

49p2 − 126p+ 81

 log2

 1

32

9 + 5p

+
√

49p2 − 126p+ 81


+

 1

32

9 + 5p

−
√

49p2 − 126p+ 81

 log2

 1

32

9 + 5p

−
√

49p2 − 126p+ 81

 .

O quadrado do valor da negatividade, cujo foco continua sendo o qubit
A1 é descrita pela equação:

N2
G

(
ρ̂A1
CWE

)
= 2− 2

162

(
(13− 3p)2 + (3 + 3p)2

)
.

A expressão analítica da concorrência pode ser obtida a partir da analise
dos autovalores:

δCWE
1 =

(
1− p

32

)3

(
1− 3

4
p

)
+

√(
3

(
1− 3

4
p

))2

− p2

16

 ,

δCWE
2 =

(
1− p

32

)3

(
1− 3

4
p

)
−

√(
3

(
1− 3

4
p

))2

− p2

16
,

 ,

e

δCWE
3 = δCWE

4 = 3p

(
9− p
128

)
.

Os autovalores acima são autovalores do operador ρ̂A1A2
CWE

˜̂ρA1A2
CWE. A

expressão analítica que fornece a quantidade de emaranhamento entre os qubits A1 e A2 é:

C
(
ρ̂A1A2
CWE

)
=

√√√√√(1− p
32

)3

(
1− 3

4
p

)
+

√(
3

(
1− 3

4
p

))2

− p2

16



−

√√√√√(1− p
32

)3

(
1− 3

4
p

)
−

√(
3

(
1− 3

4
p

))2

− p2

16


− 2

√
3p

(
9− p
128

)
.
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A expressão analítica da entropia de troca é:

Se
(
ρ̂A1E
CWE

)
= −

(
15− p

16

)
log2

(
15− p

16

)
−
(

1 + p

16

)
log2

(
1 + p

16

)
.

A expressão analítica da informação coerente vale:

Ic
(
ρ̂A1E
CWE

)
= −

(
13− 3p

16

)
log2

(
13− 3p

16

)
−
(

3 + 3p

16

)
log2

(
3 + 3p

16

)
+

(
15− p

16

)
log2

(
15− p

16

)
+

(
1 + p

16

)
log2

(
1 + p

16

)
.

A figura 5 demonstra o efeito do canal de amortecimento de amplitude
sobre a negatividade (cuja operação transposta parcial é realizada sobre o qubit A1),
a concorrência e a informação mútua (referente aos qubits A1 e A2) , a quantidade de
entropia trocada entre os sistemas quânticos E e A1, e a quantidade de emaranhamento
conservada entre o sistema quântico A1 e o resto do sistema composto que compõe o
estado misto, durante a passagem pelo canal, em função do parâmetro de mistura (1− p)
com o parâmetro de amortecimento de amplitude valendo γ = 1

8
e γ = 1

4
, que equivalem

ao gráfico superior e inferior da figura, respectivamente.
Conforme o sistema quântico sofre perda de coerência para o estado

|W 〉 (em ambos os gráficos), o quadrado do valor da negatividade N2
G

(
ρ̂A1
CWE

)
diminui.

No entanto, para qualquer um dos casos (desta seção), o maior valor alcançado por
N2
G

(
ρ̂A1
CWE

)
< 1, independente do valor do parâmetro de mistura. Os resultados obtidos

para N2
G

(
ρ̂A1
CWE

)
com respeito ao caso em que o parâmetro de amortecimento de amplitude

vale γ = 1
8
, são maiores que na situação em que o parâmetro do canal quântico tem o valor

γ = 1
4
. Além das suposições feitas com relação a negatividade para o canal quântico de

despolarização, pode ser que exista e redistribuição entre os qubits A2A3A4 do sistema
composto, e a redistribuição (caso exista) parece ser mais efetiva para valores maiores com
respeito ao parâmetro de interação.

Em relação a concorrência C
(
ρ̂A1A2
CWE

)
uma pequena quantidade é perdida

devido a ação do canal quântico. O valor máximo atingido pela concorrência é maior para o
caso em que o parâmetro de amortecimento de amplitude vale γ = 1

8
. A pequena diminuição

de C
(
ρ̂A1A2
CWE

)
indica que pode ter ocorrido a transferência de uma pequena quantidade

de emaranhamento entre o qubit A1 e o sistema quântico composto A2A3A4RψCW para
o sistema composto A1E, ou até mesmo o emaranhamento pode ter sido redistribuído
entre o sistema A2A3A4. Se houver a transferência ou redistribuição de emaranhamento, o
resultado obtido mostra a ação efetiva do canal quântico de amortecimento de amplitude
, pelo menos para a concorrência pode ser menor que o efeito do canal quântico de
despolarização.

A quantidade de informação compartilhada entre os qubits A1e A2 diminui
consideravelmente ao longo de toda faixa do parâmetro de mistura. Conforme o sistema
quântico sofre perda de decoerência para o estado |W 〉 a informação mutua é recuperada
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também para este canal. O interessante é que o valor da informação mútua para (1− p) = 0

e (1− p) = 1 são bem próximos para a condição em que o parâmetro de amortecimento
de amplitude vale γ = 1

4
.

A quantidade de informação trocada entre o estado cluster é maior quando
comparado ao estado |W 〉, para ambos os valores do canal quântico. Pelo fato do sistema
ambiente do canal quântico de amortecimento de amplitude ser menor que o sistema
ambiente do canal de despolarização, os valores da entropia de troca obtidas nesta seção
são menores que aqueles obtidos na seção 4.4. O qubit A1 interage com um sistema externo
menor, logo, o resultado da entropia de troca também será menor. A consequência da
troca de uma quantidade menor informação entre o qubit A1 e o sistema quântico ambiente
E influência diretamente a quantidade de emaranhamento preservada pelo estado misto
durante a passagem pelo canal quântico. O valor obtido para a informação coerente é
maior com relação a seção 4.4. Mesmo para o caso em que γ = 1

4
ainda é possível transmitir

informação quântico com o auxílio do canal quântico, independente do valor do parâmetro
de mistura (1− p).
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Figura 5 – Efeito do canal de amortecimento de amplitude sobre a informação mútua
Im
(
ρ̂A1
CWE, ρ̂

A2
CWE

)
(linha azul), o quadrado do valor da negatividade N2

G

(
ρ̂A1
CWE

)
(linha vermelha), a concorrência C

(
ρ̂A1A2
CWE

)
(linha preta), a entropia de troca

Se
(
ρ̂A1E
CWE

)
(linha amarela) e a informação coerente Ic

(
ρ̂A1E
CWE

)
(linha verde).

Todas as grandezas plotadas dependem do parâmetro de mistura (1− p).
É considerado o parâmetro de amortecimento de amplitude γ = 1

8
(gráfico

superior) e γ = 1
4
(gráfico inferior).

Fonte: o próprio autor.
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5 Estado misto formado pelo estado cluster e

o estado |B〉 de quatro qubits

O estado misto considerado no capitulo 4 era uma mistura do estado
cluster e o estado |W 〉. No estado |W 〉, o qubit A1 é emaranhado com todos os outros
qubits (A1A2, A1A3 e A1A4) através de correlações de dois corpos. O emaranhamento do
qubit A1 com o qubit A2 do estado |W 〉 é menor que o emaranhamento do qubit A1 com o
qubit A2 do estado de Bell (eq. 2.13 do capitulo 2). O estado quântico |B〉 é um produto
do estado de Bell com outro estado (qubits A3 e A4). Espera-se, que uma mistura de
estado |B〉 e o estado cluster, resulte em um estado com quantidade maior de correlações
de dois corpos entre qubit A1 e qubit A2, em comparação com o estado misto que contém
estado |W 〉.

Neste capítulo são calculadas, a informação mútua e a concorrência (entre
os qubits A1 e A2), o quadrado do valor da negatividade global (do qual o foco continua
sendo o qubit A1). A informação mútua, concorrência e negatividade tem o papel de
caracterizar do estado misto. A mistura estatística é representada pelo operador de estado
ρ̂ψCB .

Nas situações em que há a presença de canal quântico, além das quanti-
dades calculadas com a ausência de canal quântico, também são calculadas, a entropia
trocada entre o sistema quântico ambiente E do canal quântico e o sistema quântico A1, e
ao final a informação coerente.

São consideradas as seguintes possibilidades:

1. O estado misto de quatro qubits.

2. O qubit A1 do operador de estado misto interage com o sistema ambiente E do canal
quântico de despolarização.

3. O qubit A1 passa por um canal quântico de amortecimento de amplitude.

Primeiramente todos cálculos são realizados para um estado compreendido pela mistura
estatística do estado quântico |ψC〉 e o estado |B〉, seções 4.1, 4.3 e 4.5.

Os autovalores referentes as matrizes densidade de um qubit A1 e A2 e de
dois qubits A1A2 continuam sendo denotados por β, γ e α (com índice), respectivamente.
Os autovalores do operador ρ̂A1A2 ˜̂ρA1A2 são denotados por δ. Os autovalores da matriz de
troca W continuam sendo denotados por κ. O parâmetro p é o parâmetro de mistura.

Nas seções 4.2, 4.4 e 4.6, é considerado o estado misto cujo operador
de estado é ρ̂CB. O operador de estado ρ̂CB possui correlações de dois e quatro corpos.
Para investigar a ação dos canais de despolarização e de amortecimento de amplitude, os
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parâmetros de canal valem respectivamente, d = 1
8
e d = 1

4
(seção 4.4) e γ = 1

8
e γ = 1

4

(seção 4.6 ).
Os estados quânticos |ψC〉 e |B〉 são ortonormais, 〈ψC | |B〉 = 0. Um fato

interessante é que a matriz densidade reduzida de um qubit, ρ̂A1 , de qualquer uma das
matrizes densidades dos estados cluster ou do estado |B〉 são idênticas, consequentemente, o
valor da entropia troca e informação coerente, para qualquer canal quântico obtido a partir
de ρ̂ψCB (independente do parâmetro de canal), não variam com relação ao parâmetro de
mistura. Os valores obtidos para a da entropia de troca e informação coerente assumem
os mesmos valores calculados no capítulo três.



Capítulo 5. Estado misto formado pelo estado cluster e o estado |B〉 de quatro qubits 90

5.1 Caracterização do estado misto formado pelo estado |ψC〉 e

estado |B〉

Considere um estado misto de quatro qubits formado pelo estado que
representa a classe de estados cluster |ψC〉 e o estado quântico |B〉. A mistura estatística
é representada por:

ρ̂ψCB = p |ψC〉 〈ψC |+ (1− p) |B〉 〈B| . (5.1)

O estado quântico |B〉 corresponde a um estado de Bell |ψ+〉A1A2 produto com o estado
|10〉A3A4 , e tem a forma:

|B〉 =
|0110〉+ |1010〉√

2
.

O estado quântico |B〉 possui emaranhamento apenas entre os qubits A1 e A2.
O operador de estado reduzido de dois qubits, ρ̂A1A2

ψCB
, equivale a ρ̂A1A2

ψCB
=

pρ̂A1A2
ψC

+(1− p) ρ̂A1A2
B , onde ρ̂A1A2

B = |ψ+〉 〈ψ+| e ρ̂A1A2
ψC

= TrA3A4 (ρ̂ψC ). A matriz densidade
ρA1A2
ψCB

possui os autovalores:

αψCB1 = 1− p, (5.2)

αψCB2 = pα+
clst e α

ψCB
3 = pα−clst, (5.3)

onde α±clst =
1±
√

1−4|D0000−D0011|2

2
são os autovalores da matriz densidade que representa

o estado quântico |ψC〉, obtidos na seção 3.1. Os operadores de estado de um qubit,
ρ̂A1
ψCB

= TrA2

(
ρ̂A1A2
ψCB

)
e ρ̂A2

ψCB
= TrA1

(
ρ̂A1A2
ψCB

)
possuem os autovalores, respectivamente:

βψCB1 = pP00 +
1− p

2
, βψCB2 = pP11 +

1− p
2

, (5.4)

e

γψCB1 = pP00 +
1− p

2
e, γψCB2 = pP11 +

1− p
2

. (5.5)

Observe que os operadores de estado ρ̂A1
ψCB

e ρ̂A2
ψCB

possuem os mesmos autovalores, devido
ao fato de nenhum dos qubits interagirem com o sistema quântico externo .

5.1.1 Informação Mútua

A expressão analítica que descreve a quantidade de informação comparti-
lhada entre os qubits A1 e A2 vale:

Im
(
ρ̂A1
ψCB

, ρ̂A2
ψCB

)
= −2βψCB1 log2

(
βψCB1

)
− 2βψCB2 log2

(
βψCB2

)
+ αψCB1 log2

(
αψCB1

)
+ p

(
log2 (p) + α+

clstlog2
(
α+
clst

)
+ α−clstlog2

(
α−clst

))
. (5.6)

Os autovalores de ρ̂A2
ψCB

foram escritos em termos dos autovalores ρ̂A1
ψCB

.
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5.1.2 Negatividade

O estado ρ̂CB é um estado misto com purificação |ψCB〉pur =
√
p |ψC〉 |0〉+√

1− p |B〉 |1〉. Os estados quânticos |0〉 e |1〉 são os estados do sistema de referência
(RψCB) utilizado para purificar ρ̂ψCB. O operador de estado do qubit A1 é adquirido por
meio de TrA2A3A4RψCB

(
|ψCB〉pur 〈ψCB|

)
. Assim como na seção 4.1, o operador de estado

ρ̂CB pode ser visto como sendo resultado da interação de algum estado quântico com um
sistema (quântico) ambiente, antes de passar pelo canal quântico. Tomando o traço sobre
o sistema ambiente é obtido ρ̂ψCB.

O quadrado do valor da quantidade de emaranhamento entre o qubit A1

e o sistema A2A3A4RψCB é dada pela expressão:

N2
G

(
ρ̂A1
ψCB

)
= 4det

(
ρA1
ψCB

)
= 4

(
p2
(
P00P11 −

1

4

)
+

1

4

)
. (5.7)

A expressão analítica do quadrado do valor da negatividade depende apenas dos coeficientes
do estado quântico |ψC〉 e do parâmetro p de mistura.

5.1.3 Concorrência

Para calcular a quantidade de emaranhamento contido no sistema quântico
bipartido A1A2, deve ser diagonalizado o operador ρ̂A1A2

ψCB
˜̂ρA1A2

ψCB
. Os autovalores do

operador ρ̂A1A2
ψCB

˜̂ρA1A2
ψCB

são:

δψCB1 = (1− p)2 , (5.8)

δψCB2 = p2



(
2

(∣∣∣D00
(A3)0(A4)0

∣∣∣2 +
∣∣∣D00

(A3)1(A4)1

∣∣∣2)+ |D0000 +D0011|2
)

+

√√√√√√

(

2

(∣∣∣D00
(A3)0(A4)0

∣∣∣2 +
∣∣∣D00

(A3)1(A4)1

∣∣∣2)+ |D0000 +D0011|2
)2

− |D0000 −D0011|4 ,

(5.9)

e

δψCB3 = p2



(
2

(∣∣∣D00
(A3)0(A4)0

∣∣∣2 +
∣∣∣D00

(A3)1(A4)1

∣∣∣2)+ |D0000 +D0011|2
)

−

√√√√√√

(

2

(∣∣∣D00
(A3)0(A4)0

∣∣∣2 +
∣∣∣D00

(A3)1(A4)1

∣∣∣2)+ |D0000 +D0011|2
)2

− |D0000 −D0011|4 .

(5.10)

A expressão analítica da concorrência é fornecida na próxima seção.



Capítulo 5. Estado misto formado pelo estado cluster e o estado |B〉 de quatro qubits 92

5.2 Caracterização do estado misto formado pelo estado |C〉 e

estado |B〉

Nesta seção são determinadas as expressões analíticas do quadrado do
valor da negatividade, da concorrência e da informação mútua. Essas grandezas são obtidas
a partir do operador de estado de quatro qubits ρ̂CB. O operador de estado misto de
quatro qubits tem a forma ρ̂CB = p |C〉 〈C|+ (1− p) |B〉 〈B|.

O operador de estado ρ̂A1A2
CB = pTrA3A4 (|C〉 〈C|)+(1− p) |ψ+〉 〈ψ+| possui

os autovalores:

α1
CB = 1− p e αCB2 = αCB3 =

p

2
.

Os qubits A1 e A2, cujas matrizes densidades são ρ̂A1
CB e ρ̂A2

CB, respectiva-
mente, possuem os autovalores:

βCB1 = βCB2 =
1

2
e γCB1 = γCB2 =

1

2
.

As matrizes densidade acima são calculadas eliminando os graus de liberdade do sistemas A1

ou A2, dependendo do caso. A expressão analítica que descreve a quantidade de informação
mutuamente compartilhada entre os qubits A1 e A2 depende apenas do parâmetro de
mistura e é:

Im
(
ρ̂A1
CB, ρ̂

A2
CB

)
= −2log2

(
1

2

)
+ (1− p) log2 (1− p) + plog2

(p
2

)
.

O quadrado do valor da quantidade de emaranhamento entre o qubit A1

do estado misto e o sistema composto A2A3A4RCB é máximo, N2
G

(
ρ̂A1
CB

)
= 1. Portanto, a

negatividade não depende do parâmetro de mistura. O operador ρ̂A1A2
CB

˜̂ρA1A2
CB possui os

autovalores δCB1 = (1− p)2 e δCB2 = δCB3 =
(
p
2

)2. A expressão para a concorrência vale:

C
(
ρ̂A1A2
CB

)
= 1− 2p.

Note novamente a relação entre os autovalores de ρ̂A1A2
CB e ρ̂A1A2

CB
˜̂ρA1A2

CB, δCB1 =
(
α1

CB
)2 e

δCB2 =
(
αCB2

)2.
A figura 6 ilustra o comportamento do quadrado do valor da negatividade

(com a operação transposta parcial realizada sobre o qubit A1), a concorrência e a
informação mútua (referente aos qubits A1 e A2), em função do parâmetro de mistura
(1− p).

O quadrado do valor da quantidade de emaranhamento entre o qubit A1

e o resto do sistema de quatro qubits (A2A3A4RCB) é sempre máximo, portanto N2
G

(
ρ̂A1
CB

)
não depende do parâmetro de mistura (1− p). O fato de N2

G

(
ρ̂A1
CB

)
apresentar o valor

máximo para qualquer valor do parâmetro de mistura, sugere que a negatividade deve
estar captando as correlações de quatro corpos (do estado cluster), e as correlações de dois
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corpos (do estado quântico |W 〉). Como as correlações do estado cluster e do estado |W 〉
são máximas, qualquer estado quântico representado pela mistura de estados apresenta o
emaranhamento máximo entre o qubit A1 e outro sistema quântico.

O emaranhamento entre os qubits A1 e A2 do sistema quântico é nulo para
a situação em que o parâmetro de mistura vale (1− p) < 0, 5. A partir de (1− p) > 0, 5,
a concorrência é diferente de zero, e alcança o valor máximo (C

(
ρ̂A1A2
CB

)
= 1) quando

(1− p) = 1, que é justamente a condição em que o sistema quântico é representando
exclusivamente pelo estado |W 〉 . Observe que o valor máximo da concorrência atingido
para este sistema quântico, é o dobro do valor alcançado pelo sistema quântico investigado
no capítulo anterior (comparar as figuras 3 e 6).

A informação mutuamente compartilhada Im
(
ρ̂A1
CB, ρ̂

A2
CB

)
entre os qubits

A1 e A2 do estado misto inicialmente vale um bit, este é o caso em que o operador de
estado ρ̂CB = ρ̂C . Observando a perda de coerência do estado misto para o estado quântico
|B〉, a informação compartilhada em comum entre os qubits A1 e A2 inicialmente é perdida
parcialmente, e em seguida é recuperada, até o ponto de valer 2bits (que é a informação
mútua Im

(
ρ̂A1
B , ρ̂A2

B

)
exclusivamente do estado quântico |B〉) . O fato de Im

(
ρ̂A1
CB, ρ̂

A2
CB

)
ser maior que N2

G

(
ρ̂A1
CB

)
, é explicado pelo fato da informação mútua expressar a soma das

correlações clássicas e quânticas existentes em um sistema quântico.

Figura 6 – Informação mútua Im
(
ρ̂A1
CB, ρ̂

A2
CB

)
(linha azul), quadrado do valor da negativi-

dade N2
G

(
ρ̂A1
CB

)
(linha vermelha) e concorrência C

(
ρ̂A1A2
CB

)
(linha preta). Todas

as grandezas plotadas dependem do parâmetro de mistura (1− p), exceto
N2
G

(
ρ̂A1
CB

)
.
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Fonte: o próprio autor.
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5.3 Efeito do canal de despolarização sobre emaranhamento, en-

tropia de troca e informação coerente do estado ρ̂ψCBE

Esta seção consiste no caso em que o qubit A1 do estado misto ρ̂ψCB
interage com o sistema ambiente E do canal quântico de despolarização. A operação
que descreve o estado misto sob influência do sistema ambiente E do canal é ρ̂ψCBE =(
ε̂A1 ⊗ ÎA2 ⊗ ÎA3 ⊗ ÎA4

)
(ρ̂ψCB). O canal ε̂ é represento pelo operador soma contido na

seção 2.8.1, neste caso. O estado misto ρ̂ψCB é aquele da seção 5.1. Novamente serão obtidas
as expressões analíticas da informação mútua, do quadrado do valor da negatividade, e da
concorrência, mais também, as expressões da entropia de troca e da informação coerente.

O operador de estado reduzido de dois qubits ρ̂A1A2
ψCBE

= TrA3A4 (ρ̂ψCBE),
na forma matricial tem a representação:

ρA1A2
ψCBE

=



pP00

(
1− d

2

)
+d
(

1−p
4

) 0 0 p (1− d)

a0000a∗1100+a0011a∗1111

0


pd
2
P11

+
(

1−p
4

)
(2− d)

(
1−p
2

)
(1− d) 0

0
(

1−p
2

)
(1− d)


pd
2
P00

+
(

1−p
4

)
(2− d)

0

p (1− d)

a1100a∗0000+a1111a∗0011

0 0

pP11

(
1− d

2

)
+d
(

1−p
4

)



,(5.11)

Os autovalores de ρ̂A1A2
ψCBE

são:

α
ψCBE
1 =

1

2



pd+(1−p)(2−d)
2

+

√√√√√√

(
pd+(1−p)(2−d)

2

)2
−4
((

pd
2

)2
P00P11 + pd

2

(
1−p
4

)
(2− d) +

(
1−p
4

)2
(2− d)2 −

(
1−p
2

)2
(1− d)2

)
,

(5.12)

α
ψCBE
2 =

1

2



pd+(1−p)(2−d)
2

−

√√√√√√

(
pd+(1−p)(2−d)

2

)2
−4
((

pd
2

)2
P00P11 + pd

2

(
1−p
4

)
(2− d) +

(
1−p
4

)2
(2− d)2 −

(
1−p
2

)2
(1− d)2

)
,

(5.13)

α
ψCBE
3 =

1

2



p (1− d) + d
2

+

√√√√√√√√√


(
p (1− d) + d

2

)2
−4


(
1− d

2

)2
p2P00P11 + dp

(
1−p
4

)(
1− d

2

)
+
(

1−p
4

)2
d2

− (1− d)2 p2
(∣∣∣D00

(A3)0(A4)0

∣∣∣2 +
∣∣∣D00

(A3)1(A4)1

∣∣∣2 +
∣∣D0000 +D0011

∣∣2 − ∣∣D0000
∣∣2 − ∣∣D0011

∣∣2) ,
(5.14)

e

α
ψCBE
4 =

1

2



p (1− d) + d
2

−

√√√√√√√√√


(
p (1− d) + d

2

)2
−4


(
1− d

2

)2
p2P00P11 + dp

(
1−p
4

)(
1− d

2

)
+
(

1−p
4

)2
d2

− (1− d)2 p2
(∣∣∣D00

(A3)0(A4)0

∣∣∣2 +
∣∣∣D00

(A3)1(A4)1

∣∣∣2 +
∣∣D0000 +D0011

∣∣2 − ∣∣D0000
∣∣2 − ∣∣D0011

∣∣2) .
(5.15)
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Os operadores de estado do qubit A1 e do qubit A2 contém os autovalores,
em ordem:

βψCBE1 = pP00 +
pd

2
(P11 − P00) +

1− p
2

, (5.16)

βψCBE2 = pP11 +
pd

2
(P00 − P11) +

1− p
2

, (5.17)

γψCBE1 = pP00 +
1− p

2
e γψCB2 = pP11 +

1− p
2

. (5.18)

Apenas os qubit A1 é influenciado pelo sistema externo, e o resultado da influência é
adição do fator pd

2
(P11 − P00) em βψCB1 e pd

2
(P00 − P11) em βψCB2 .

5.3.1 Informação Mútua

A quantidade de informação que os qubits A1 e A2 compartilham em
comum é obtida pela expressão analítica:

Im
(
ρ̂A1
ψCBE

, ρ̂A2
ψCBE

)
= −βψCBE1 log2

(
βψCBE1

)
− βψCBE2 log2

(
βψCBE2

)
− γψCBE1 log2

(
γψCBE1

)
− γψCBE2 log2

(
γψCBE2

)
+ αψCBE1 log2

(
αψCBE1

)
+ αψCBE2 log2

(
αψCBE2

)
+ αψCBE3 log2

(
αψCBE3

)
+ αψCBE4 log2

(
αψCBE4

)
. (5.19)

Como os autovalores da matriz densidade ρA1A2
ψCBE

são extensos, a expressão da informação
mútua é escrita em termos dos coeficientes do autovalores das matrizes densidade dos
sistemas A1A2, A1 e A2.

5.3.2 Negatividade

A expressão analítica que fornece o quadrado do valor da quantidade
de emaranhamento entre o qubit A1 e o sistema composto A2A3A4RCBE, é obtida pela
equação:

N2
G

(
ρ̂A1
ψCBE

)
= 2− 2

(
pP00 +

pd

2
(P11 − P00) +

1− p
2

)2

− 2

(
pP11 +

pd

2
(P00 − P11) +

1− p
2

)2

.

(5.20)

O maior valor de N2
G

(
ρ̂A1
ψCBE

)
é obtido para a escolha P00 = P11.

5.3.3 Concorrência
O emaranhamento presente entre os qubits A1 e A2, após a interação

com o sistema ambiente é fornecido pelos autovalores do operador ρ̂A1A2
ψCBE

˜̂ρA1A2
ψCBE

. O



Capítulo 5. Estado misto formado pelo estado cluster e o estado |B〉 de quatro qubits 96

procedimento para obter o operador ˜̂ρA1A2
ψCBE

é discutido com detalhes na subseção 2.6.3.
Os autovalores do operador ρ̂A1A2

ψCBE
˜̂ρA1A2

ψCBE
são:

δ
ψCBE
1 =


p2
(
1− d

2

)2
P00P11 + pd

(
1−p
4

)(
1− d

2

)
+ d2

(
1−p
4

)2
+p2 (1− d)2

(∣∣∣D00
(A3)0(A4)0

∣∣∣2 +
∣∣∣D00

(A3)1(A4)1

∣∣∣2 +
∣∣D0000 +D0011

∣∣2 − ∣∣D0000
∣∣2 − ∣∣D0011

∣∣2)

+ 2

√√√√√√√

(
p2
(
1− d

2

)2
P00P11 + pd

(
1−p
4

)(
1− d

2

)
+ d2

(
1−p
4

)2)
×
(
p2 (1− d)2

(∣∣∣D00
(A3)0(A4)0

∣∣∣2 +
∣∣∣D00

(A3)1(A4)1

∣∣∣2 +
∣∣D0000 +D0011

∣∣2 − ∣∣D0000
∣∣2 − ∣∣D0011

∣∣2)) , (5.21)

δ
ψCBE
2 =


p2
(
1− d

2

)2
P00P11 + pd

(
1−p
4

)(
1− d

2

)
+ d2

(
1−p
4

)2
+p2 (1− d)2

(∣∣∣D00
(A3)0(A4)0

∣∣∣2 +
∣∣∣D00

(A3)1(A4)1

∣∣∣2 +
∣∣D0000 +D0011

∣∣2 − ∣∣D0000
∣∣2 − ∣∣D0011

∣∣2)

− 2

√√√√√√√

(
p2
(
1− d

2

)2
P00P11 + pd

(
1−p
4

)(
1− d

2

)
+ d2

(
1−p
4

)2)
×
(
p2 (1− d)2

(∣∣∣D00
(A3)0(A4)0

∣∣∣2 +
∣∣∣D00

(A3)1(A4)1

∣∣∣2 +
∣∣D0000 +D0011

∣∣2 − ∣∣D0000
∣∣2 − ∣∣D0011

∣∣2)) , (5.22)

δ
ψCBE
3 =

(
pd

2

)2

P00P11 +
pd

2

(
1− p
4

)
(2− d) +

(
1− p
4

)2

(2− d)2 +

(
1− p
2

)2

(1− d)2

+

√√√√√√√√√√√



((
pd
2

)2
P00P11 + pd

2

(
1−p
4

)
(2− d) +

(
1−p
4

)2
(2− d)2 +

(
1−p
2

)2
(1− d)2

)2

−


((

pd
2
P11 +

(
1−p
4

)
(2− d)

)(
pd
2
P00 +

(
1−p
4

)
(2− d)

)
+
(

1−p
2

)2
(1− d)2

)2

− ((1− p) (1− d))2
(
pd
2
P00 +

(
1−p
4

)
(2− d)

)(
pd
2
P11 +

(
1−p
4

)
(2− d)

)
,

(5.23)

e

δ
ψCBE
4 =

(
pd

2

)2

P00P11 +
pd

2

(
1− p
4

)
(2− d) +

(
1− p
4

)2

(2− d)2 +

(
1− p
2

)2

(1− d)2

−

√√√√√√√√√√√



((
pd
2

)2
P00P11 + pd

2

(
1−p
4

)
(2− d) +

(
1−p
4

)2
(2− d)2 +

(
1−p
2

)2
(1− d)2

)2

−


((

pd
2
P11 +

(
1−p
4

)
(2− d)

)(
pd
2
P00 +

(
1−p
4

)
(2− d)

)
+
(

1−p
2

)2
(1− d)2

)2

− ((1− p) (1− d))2
(
pd
2
P00 +

(
1−p
4

)
(2− d)

)(
pd
2
P11 +

(
1−p
4

)
(2− d)

)
.

(5.24)

Os autovalores acima possuem uma representação complexa e dependem dos coeficientes
do estado |C〉 e do canal quântico. Para quantificar o emaranhamento contido no sistema
bipartido (A1A2) é preciso saber qual dos autovalores acima é maior, isto será feito na
seção 5.4.

5.3.4 Entropia de Troca

A quantidade de informação trocada entre o sistema ambiente do canal
quântico, e o qubit A1 de ρ̂ψCBE, é calculado a partir da entropia de Von Neumann dos
autovalores da matriz de troca W . Na base computacional a matriz W tem a forma:

W =


1− 3d

4
0 0 p

√
d
2

√
1− 3d

4
(P00 − P11)

0 d
4

−ipd
4

(P00 − P11) 0

0 ipd
4

(P00 − P11)
d
4

0

p
√
d
2

√
1− 3d

4
(P00 − P11) 0 0 d

4

 .
(5.25)
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Os autovalores da matriz de troca W são

κψCBE1 =
1

2

(
1− d

2
+

√
(1− d)2 + dp2

(
1− 3d

4

)
(P00 − P11)

2

)
, (5.26)

κψCBE2 =
1

2

(
1− d

2
−

√
(1− d)2 + dp2

(
1− 3d

4

)
(P00 − P11)

2

)
, (5.27)

κψCBE3 =
d

4
(1 + p (P00 − P11)) , (5.28)

e

κψCBE4 =
d

4
(1− p (P00 − P11)) . (5.29)

A matriz W diz que o sistema ambiente E do canal de despolarização compreende um
sistema com dimensão dim = 4. A expressão analítica que fornece a quantidade de
informação troca entre os sistemas quânticos E e A1 é:

Se
(
ρ̂A1E
ψCBE

)
= −κψCBE1 log2

(
κψCBE1

)
− κψCBE2 log2

(
κψCBE2

)
− κψCBE3 log2

(
κψCBE3

)
− κψCBE4 log2

(
κψCBE4

)
. (5.30)

5.3.5 Informação Coerente

A quantidade de informação quântica que pode ser transmitida através
do canal quântico de depolarização com o qubit A1 é fornecida pela expressão:

Ic
(
ρ̂A1E
ψCBE

)
= −

(
pP00 −

pd

2
(P00 − P11) +

1− p
2

)
log2

(
pP00 −

pd

2
(P00 − P11) +

1− p
2

)
−
(
pP11 +

pd

2
(P00 − P11) +

1− p
2

)
log2

(
pP00 −

pd

2
(P00 − P11) +

1− p
2

)
− Se

(
ρ̂A1E
ψCBE

)
. (5.31)
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5.4 Efeito do canal de despolarização sobre emaranhamento, en-

tropia de troca e informação coerente do estado ρ̂CBE com

d = 1
8 e d = 1

4

A seguir são obtidas as expressões analíticas da informação mútua e da
concorrência (entre os qubits A1 e A2), do quadrado do valor da negatividade, (cujo
operação transposta parcial é efetuada sobre o qubit A1), e das quantidades relacionadas
ao canal quântico, entropia de troca e informação coerente, com olhar sempre sobre o
qubit A1.

Com a finalidade de estudar o efeito da perda de coerência do estado misto,
a partir do estado cluster até o estado |B〉 é atribuído ao parâmetro de despolarização
o valor d = 1

8
e d = 1

4
, respectivamente, e calculadas todas as grandezas mencionadas

acima. Ao final de todos os cálculos são obtidas expressões analíticas apenas em função
do parâmetro de mistura (1− p). A operação quântica que descreve o estado de quatro
qubits, com a influência do sistema externo é ρ̂CBE =

(
ε̂A1 ⊗ ÎA2 ⊗ ÎA3 ⊗ ÎA4

)
(ρ̂CB). O

estado misto ρ̂CB tem a forma ρ̂CB = p |C〉 〈C|+ (1− p) |B〉 〈B|.

• Caso em que o parâmetro de despolarização vale d = 1
8
.

O estado reduzido de dois qubits, ρ̂A1A2
CBE apresenta quatro autovalores, e são:

αCBE1 =
29− 28p

32
, αCBE2 =

1

32
e αCBE3 = αCBE4 =

1 + 14p

32
.

As matrizes densidade de um qubit ρ̂A1
CBE = TrA2A3A4 (ρ̂CBE) e ρ̂A2

CBE = TrA1A3A4 (ρ̂CBE)

possuem autovalores iguais βCBE1 = βCBE2 = 1
2
e γCBE1 = γCBE2 = 1

2
. A expressão analítica

que descreve a informação mútua nessas condições é:

Im
(
ρ̂A1
CBE, ρ̂

A2
CBE

)
= −2log2

(
1

2

)
+

(
29− 28p

32

)
log2

(
29− 28p

32

)
+

1

32
log2

(
1

32

)
+

(
1 + 14p

32

)
log2

(
1 + 14p

32

)
.

O quadrado do valor da quantidade emaranhamento cujo centro é o qubit
A1 continua sendo máximo, e vale, N2

G

(
ρ̂A1
CBE

)
= 1.

O quantidade de emaranhamento existente entre os qubits A1e A2 é
obtida por meio dos autovalores do operador ρ̂A1A2

CBE
˜̂ρA1A2

CBE. Os autovalores do operador
ρ̂A1A2
CBE

˜̂ρA1A2
CBE são simplesmente:

δCBE1 = δCBE2 =

(
1 + 14p

32

)2

, δCBE3 =

(
29− 28p

32

)2

e δCBE4 =

(
1

32

)2

.

Note que δCBE1 =
(
αCBE3

)2, δ3 =
(
αCBE1

)2 e δ4 =
(
αCBE2

)2. A expressão analítica da
concorrência é C

(
ρ̂A1A2
CBE

)
=
(
13−28p

16

)
.
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A quantidade de informação trocada entre o sistema E e o qubit A1 vale
(Se)

CBE = 0, 44886. O valor da informação coerente é maior o que da entropia de troca e
vale Ic

(
ρ̂A1E
CBE

)
= 0, 55114.
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• Caso em que o parâmetro de despolarização vale d = 1
4
.

O operador de estado de dois qubits ρ̂A1A2
CBE possui os autovalores:

αCBE1 =
13− 12p

16
, αCBE2 =

1

16
e αCBE3 = αCBE4 =

1 + 6p

16
.

As matrizes densidade de um qubit ρ̂A1
CBE e ρ̂A2

CBE tem autovalores iguais,
βCBE1 = βCBE2 = 1

2
e γCBE1 = γCBE2 = 1

2
. Observe que os autovalores de ρ̂A1

CBE e ρ̂A2
CBE

não mudaram, apesar da mudança do parâmetro d. A informação comum entre os dois
primeiros qubits em função do parâmetro de mistura vale:

Im
(
ρ̂A1
CBE, ρ̂

A2
CBE

)
= −2log2

(
1

2

)
+

(
13− 12p

16

)
log2

(
13− 12p

16

)
+

1

16
log2

(
1

16

)
+

(
1 + 6p

16

)
log2

(
1 + 6p

16

)
.

O quadrado do valor da quantidade de emaranhamento entre o qubit A1

e o resto do sistema composto continua sendo máximo, N2
G

(
ρ̂A1
CBE

)
= 1. A concorrência é

obtida a partir dos autovalores do operador ρ̂A1A2
CBE

˜̂ρA1A2
CBE, que valem:

δCBE1 = δCBE2 =

(
1 + 6p

16

)2

, δCBE3 =

(
13− 12p

16

)2

e δCBE4 =

(
1

16

)2

.

A expressão do emaranhamento entre os qubits A1 e A2 é:

C
(
ρ̂A1A2
CBE

)
=

5− 12p

8
.

O emaranhamento entre o sistema bipartido existe apenas para 5 > 12p. Novamente os
autovalores da matriz densidade ˜̂ρA1A2

CBE e do operador ρ̂A1A2
CBE

˜̂ρA1A2
CBE estão relacionados,

δCBE1 =
(
αCBE4

)2, δCBE3 =
(
αCBE1

)2 e δCBE4 =
(
αCBE2

)2. Os valores da entropia de troca
e a quantidade de emaranhamento preservado pelo estado cluster ao passar pelo canal
quântico valem, respectivamente, Se

(
ρ̂A1E
CBE

)
= 0, 99339 e Ic

(
ρ̂A1E
CBE

)
= 0, 00661.

Como já sabíamos do capítulo 3, considerando o parâmetro de despola-
rização d = 1

4
o canal quântico era inviável para transmissão de informação quântica, o

mesmo resultado deve ser obtido para o operador de estado deste capítulo.
A figura 7 ilustra o efeito do canal de despolarização sobre a negatividade

(onde a operação transposta parcial é realizada sobre o qubit A1), a concorrência e a
informação mútua (referente aos qubits A1 e A2) , a quantidade de entropia trocada entre o
qubit A1 e o sistema quântico ambiente A1, e a quantidade de emaranhamento conservada
entre o qubit A1 e o resto do sistema composto que compõe o estado misto, durante a
passagem pelo canal, em função do parâmetro de mistura (1− p), com o parâmetro de
despolarização valendo d = 1

8
(gráfico superior na figura)e d = 1

4
(gráfico inferior).

O canal quântico de despolarização não causa efeito nenhum sobre o
emaranhamento entre o qubit A1 e o sistema composto. Talvez uma quantidade de
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emaranhamento presente entre qubit A1 com o sistema A2A3A4RCB tenha sido transferido
para o sistema composto A1E, de modo que o emaranhamento entre o qubit A1 e o sistema
composto A2A3A4RCBE seja máximo. Pode ser que o qubit A1 possua uma quantidade
maior de emaranhamento com o sistema quântico ambiente E, conforme o parâmetro de
canal aumenta, visto que a medida que o parâmetro do canal aumenta a entropia de troca
também aumenta (observar a figura 7).

A ação do canal quântico de depolarização é prejudicial em relação a
informação mútua e a quantidade de emaranhamento contido entre os qubits A1 e A2.
Quanto maior o parâmetro do canal quântico menores são os valores de Im

(
ρ̂A1
CBE, ρ̂

A2
CBE

)
e

C
(
ρ̂A1A2
CBE

)
. O decréscimo da informação mútua deve estar diretamente ligado a diminuição

da concorrência, comparar o gráfico superior (d = 1
8
) e inferior (d = 1

4
) da figura 7.

Os valores da entropia de troca e informação coerente são iguais aqueles
obtidos para o caso do estado cluster puro (figura 2), e permanecem sempre constantes.
A explicação para o fato da entropia de troca e a informação coerente serem iguais aos
resultados do estado cluster puro (d = 1

8
), é devido ao fato do estado cluster e o estado

quântico |B〉 possuírem o operador de estado reduzido com respeito ao qubitA1 igual.
Matematicamente, se ρ̂A1

C = ρ̂A1
B , então Se

(
ρ̂A1E
CE

)
= Se

(
ρ̂A1E
BE

)
e Ic

(
ρ̂A1E
CE

)
= Ic

(
ρ̂A1E
BE

)
, o

que resulta em Se
(
ρ̂A1E
CE

)
= Se

(
ρ̂A1E
CBE

)
e Ic

(
ρ̂A1E
CE

)
= Ic

(
ρ̂A1E
CBE

)
.

Para a situação em que o parâmetro de depolarização vale d = 1
4
, já é de

se esperar que a entropia de troca tivesse o valor de um bit e a informação coerente seja
nula. Na seção 3.4 do capítulo 3 no caso em que d = 1

4
a entropia de troca Se

(
ρ̂A1E
CE

)
∼ 1bit,

e a informação coerente Ic
(
ρ̂A1E
CE

)
∼ 0.
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Figura 7 – Efeito do canal de despolarização sobre a informação mútua Im
(
ρ̂A1
CBE, ρ̂

A2
CBE

)
(linha azul), o quadrado do valor da negatividade N2

G

(
ρ̂A1
CBE

)
(linha vermelha),

a concorrência C
(
ρ̂A1A2
CBE

)
(linha preta), a entropia de troca Se

(
ρ̂A1E
CBE

)
(linha

amarela) e a informação coerente Ic
(
ρ̂A1E
CBE

)
(linha verde). Todas as grande-

zas plotadas dependem do parâmetro de mistura (1− p), exceto N2
G

(
ρ̂A1
CBE

)
,

Se
(
ρ̂A1E
CBE

)
e Ic

(
ρ̂A1E
CBE

)
. É considerado o parâmetro de despolarização d = 1

8

(gráfico superior) e d = 1
4
(gráfico inferior).

Fonte: o próprio autor.
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5.5 Efeito do canal de amortecimento de amplitude sobre emara-

nhamento, entropia de troca e informação coerente do estado

ρ̂ψCBE

Imagine que um sistema quântico representado pelo operador de estado
ρ̂ψCB passe pelo canal quântico de amortecimento de amplitude. Durante a passagem pelo
canal quântico apenas o qubit A1 do estado misto sofre efeito devido a interação com o
sistema externo. O estado misto ρ̂ψCBE, que contém a dependência da interação com o
sistema ambiente E, é obtido por meio da atuação do canal quântico apenas sobre o qubit
A1, matematicamente ρ̂ψCBE =

(
ε̂A1 ⊗ ÎA2 ⊗ ÎA3 ⊗ ÎA4

)
(ρ̂ψCB). Novamente serão obtidas

as expressões analíticas da informação mútua, do quadrado do valor da negatividade, e da
concorrência, mais também, as expressões da entropia de troca e da informação coerente.
A canal de despolarização ε̂ é discutido na subseção 2.8.2.

O operador de estado ρ̂A1A2
ψCBE

= TrA3A4 (ρ̂ψCBE), onde ρ̂ψCBE = p |ψC〉 〈ψC |+
(1− p) |B〉 〈B| , na base computacional de dois qubits (|00〉 , |01〉 , |10〉 , |11〉), tem a forma:

ρA1A2

ψCBE
=


pP00 + γ

(
1−p
2

)
0 0 p

√
1− γ (a0000a∗1100 + a0011a

∗
1111)

0 γpP11 +
1−p
2

√
1− γ

(
1−p
2

)
0

0
√
1− γ

(
1−p
2

)
(1− γ)

(
1−p
2

)
0

p
√
1− γ (a1100a∗0000 + a1111a

∗
0011) 0 0 pP11 (1− γ)

 .
(5.32)

Os autovalores da matriz densidade do sistema bipartido são:

α
ψCBE
1 =

1

2



p+ γ
(

1−p
2

)
− γpP11

+

√√√√√√√√√


(
p+ γ

(
1−p
2

)
− γpP11

)2
−4p (1− γ)



pP00P11 + P11γ

(
1−p
2

)
−p
(∣∣∣D00

(A3)0(A4)0

∣∣∣2 +
∣∣∣D00

(A3)1(A4)1

∣∣∣2 +
∣∣D0000 +D0011

∣∣2 − ∣∣D0000
∣∣2 − ∣∣D0011

∣∣2)
 ,

(5.33)

α
ψCBE
2 =

1

2



p+ γ
(

1−p
2

)
− γpP11

−

√√√√√√√√√


(
p+ γ

(
1−p
2

)
− γpP11

)2
−4p (1− γ)



pP00P11 + P11γ

(
1−p
2

)
−p
(∣∣∣D00

(A3)0(A4)0

∣∣∣2 +
∣∣∣D00

(A3)1(A4)1

∣∣∣2 +
∣∣D0000 +D0011

∣∣2 − ∣∣D0000
∣∣2 − ∣∣D0011

∣∣2)
 ,

(5.34)

αψCBE3 =
1

2

γpP11 + (2− γ)
(
1−p
2

)
+
√(

γpP11 + (2− γ)
(
1−p
2

))2 − 4γpP11 (1− γ)
(
1−p
2

)
,

(5.35)

e

αψCBE4 =
1

2

γpP11 + (2− γ)
(
1−p
2

)
−
√(

γpP11 + (2− γ)
(
1−p
2

))2 − 4γpP11 (1− γ)
(
1−p
2

)
.

(5.36)
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As matrizes densidades reduzidas de um qubit, ρ̂A1
ψCBE

= TrA2

(
ρ̂A1A2
ψCBE

)
e ρ̂A2

CBETrA1

(
ρ̂A1A2
ψCBE

)
possuem os autovalores, em sequência:

βψCBE1 = p (P00 + γP11) + (1 + γ)

(
1− p

2

)
, (5.37)

βψCBE2 = (1− γ)

(
pP11 +

(
1− p

2

))
, (5.38)

γψCBE1 = pP00 +
1− p

2
e γψCBE2 = pP11 +

1− p
2

. (5.39)

Como o qubit A2 não apresenta efeito de canal, é possível observar os fatores que são
introduzidos nos autovalores devido ao canal quântico. O autovalor βψCBE1 ganhou os
fatores pγP11 + γ

(
1−p
2

)
e o autovalor βψCBE2 os fatores −pγP11 e −γ

(
1−p
2

)
.

5.5.1 Informação Mútua

A quantidade informação partilhada em comum entre os qubits A1 e A2

é descrita pela equação:

Im
(
ρ̂A1
ψCBE

, ρ̂A2
ψCBE

)
= −βψCBE1 log2

(
βψCBE1

)
− βψCBE2 log2

(
βψCBE2

)
− γψCBE1 log2

(
γψCBE1

)
− γψCBE2 log2

(
γψCBE2

)
+ αψCBE1 log2

(
αψCBE1

)
+ αψCBE2 log2

(
αψCBE2

)
+ αψCBE3 log2

(
αψCBE3

)
+ αψCBE4 log2

(
αψCBE4

)
. (5.40)

5.5.2 Negatividade

O quadrado do valor da quantidade de emaranhamento entre o qubit A1

e o sistema composto A2A3A4RψCBE é obtida pela expressão:

N2
G

(
ρ̂A1
ψCBE

)
= 2− 2

((
pP00 + (1 + γ)

(
1− p

2

)
+ γpP11

)2

+

(
(1− γ)

(
pP11 +

1− p
2

))2
)
.

(5.41)

5.5.3 Concorrência
O emaranhamento presente no sistema quântico de dois qubits (A1A2),

pode ser quantificado pelos autovalores do operador ρ̂A1A2
ψCBE

˜̂ρA1A2
ψCBE

. Os autovalores
deste operador valem:

δ
ψCBE
1 = p (1− γ)



γP11

(
1−p
2

)
+ p

(∣∣D0000 +D0011
∣∣2 + 2

(∣∣∣D00
(A3)0(A4)0

∣∣∣2 +
∣∣∣D00

(A3)1(A4)1

∣∣∣2))

+

√√√√√√

(
γP11

(
1−p
2

)
+ p

(∣∣D0000 +D0011
∣∣2 + 2

(∣∣∣D00
(A3)0(A4)0

∣∣∣2 +
∣∣∣D00

(A3)1(A4)1

∣∣∣2)))2

−
(
γP11

(
1−p
2

)
+ p

∣∣D0000 −D0011
∣∣2)2 ,

(5.42)
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δ
ψCBE
2 = p (1− γ)



γP11

(
1−p
2

)
+ p

(∣∣D0000 +D0011
∣∣2 + 2

(∣∣∣D00
(A3)0(A4)0

∣∣∣2 +
∣∣∣D00

(A3)1(A4)1

∣∣∣2))

−

√√√√√√

(
γP11

(
1−p
2

)
+ p

(∣∣D0000 +D0011
∣∣2 + 2

(∣∣∣D00
(A3)0(A4)0

∣∣∣2 +
∣∣∣D00

(A3)1(A4)1

∣∣∣2)))2

−
(
γP11

(
1−p
2

)
+ p

∣∣D0000 −D0011
∣∣2)2 ,

(5.43)

δψCBE3 = (1− γ)

(
1− p

2

)(
1− p+ γpP11 +

√
2 (1− p)

(
γpP11 +

1− p
2

))
, (5.44)

e

δψCBE4 = (1− γ)

(
1− p

2

)(
1− p+ γpP11 −

√
2 (1− p)

(
γpP11 +

1− p
2

))
. (5.45)

Na próxima seção são dadas as expressões analíticas da concorrência considerando o
|ψC〉 = |C〉, e com os parâmetros de amortecimento de amplitude valendo γ = 1

8
e γ = 1

4
.

5.5.4 Entropia de Troca

No caso do canal de amortecimento de amplitude não é preciso diagonalizar
a matriz de troca W . A matriz W é representada como:

W =

[
1− γ

(
pP11 + 1−p

2

)
0

0 γ
(
pP11 + 1−p

2

)] . (5.46)

A expressão analítica que descreve o quanto de entropia é trocada entre o sistema ambiente
E do canal quântico e o qubit A1 é:

Se
(
ρ̂A1E
ψCBE

)
= −

(
1− γ

(
pP11 +

1− p
2

))
log2

(
1− γ

(
pP11 +

1− p
2

))
−
(
γ

(
pP11 +

1− p
2

))
log2

(
γ

(
pP11 +

1− p
2

))
, (5.47)

como o operador soma do canal de amortecimento de amplitude possui apenas dois
elementos, a matriz W possui dimensão 2×2, em outras palavras, o sistema que representa
o ambiente do deste canal é um sistema de dimensão dim = 2.

5.5.5 Informação Coerente

A expressão analítica da quantidade emaranhamento preservado pelo
operador de estado ρ̂ψCBE após interagir com o sistema ambiente E do canal quântico é:

Ic
(
ρ̂A1E
ψCBE

)
= −

(
p (P00 + γP11) + (1 + γ)

(
1− p

2

))
log2

(
p (P00 + γP11) + (1 + γ)

(
1− p

2

))
−
(

(1− γ)

(
pP11 +

1− p
2

))
log2

(
(1− γ)

(
pP11 +

1− p
2

))
− Se

(
ρ̂A1E
ψCBE

)
. (5.48)

Na expressão da informação coerente os termos p (P00 + γP11)+(1 + γ)
(
1−p
2

)
e (1− γ)

(
pP11 + 1−p

2

)
são os autovalores de ρ̂A1

ψCBE
.
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5.6 Efeito do canal de amortecimento de amplitude sobre emara-

nhamento, entropia de troca e informação coerente do estado

ρ̂CBE com γ = 1
8 e γ = 1

4

Nesta seção é realizado o mesmo procedimento feito na seção anterior, são
obtidas as expressões analíticas da informação mútua, do quadrado do valor da negatividade,
e da concorrência, mais também, as expressões da entropia de troca e da informação
coerente, considerando o canal quântico de amortecimento de amplitude. Entretanto, o
operador de estado antes de passar pelo canal quântico é ρ̂CBE = p |C〉 〈C|+(1− p) |B〉 〈B|.
Como a intenção é observar o efeito do canal a medida que o estado cluster sofre perda de
coerência para o estado |B〉 , é atribuído ao parâmetro de amortecimento de amplitude o
valor γ = 1

8
e γ = 1

4
, respectivamente.

• Caso em que o parâmetro de amortecimento de amplitude vale γ = 1
8
.

Com relação ao cálculo da informação mútua entre os qubits A1e A2 é preciso obter os
autovalores do operador de estado de dois qubits ρ̂A1A2

CBE e também os autovalores dos
estados reduzidos de um qubit, ρ̂A1

CBE e ρ̂A2
CBE. O operador de estado de dois qubits é

obtido eliminando os graus de liberdade dos qubits A3 e A4, ρ̂A1A2
CBE = TrA3A4 (ρ̂CBE). Os

autovalores da matriz densidade ρ̂A1A2
CBE são:

αCB1 =
1 + 7p

16
, αCB2 =

7p

16
,

αCB3 =
1

32

(
15− 14p+

√
(15− 14p)2 − 28p (1− p)

)
,

e

αCB4 =
1

32

(
15− 14p−

√
(15− 14p)2 − 28p (1− p)

)
.

Os operadores de estado que representam os qubits A1 e A2 (ρ̂A1
CBE =

TrA2

(
ρ̂A1A2
CBE

)
e ρ̂A2

CBE = TrA1

(
ρ̂A1A2
CBE

)
) contém os autovalores, respectivamente:

βCB1 =
9

16
, βCB2 =

7

16
,

e

γCB1 =
1

2
e γCB2 =

1

2
.
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A expressão analítica da quantidade de informação compartilhada mutu-
amente entre os qubits A1 e A2 é dada por:

Im
(
ρ̂A1
CB, ρ̂

A2
CB

)
= 2− 9

16
log2

(
9

16

)
− 7

16
log2

(
7

16

)

+

 1

32

15− 14p

+
√

(15− 14p)2 − 28p (1− p)

 log2

 1

32

15− 14p

+
√

(15− 14p)2 − 28p (1− p)


+

 1

32

15− 14p

−
√

(15− 14p)2 − 28p (1− p)

 log2

 1

32

15− 14p

−
√

(15− 14p)2 − 28p (1− p)

 .

O quadrado do valor da quantidade de emaranhamento entre o qubit A1,
e o outros três qubits que compõe o estado cluster mais o qubit de referência o e qubit do
sistema ambiente diminui, e vale N2

G

(
ρ̂A1
CBE

)
= 0.9843.

Novamente é necessário analisar os autovalores do operador ρ̂A1A2
CBE

˜̂ρA1A2
CBE.

Os autovalores são:

δCB1 = δCB2 =
7p

256
(1 + 7p) ,

δCB3 =
7

256
(1− p)

(
32− 30p+ 8

√
(1− p) (16− 14p)

)
,

e

δCB4 =
7

256
(1− p)

(
32− 30p− 8

√
(1− p) (16− 14p)

)
.

Os autovalores de ρ̂A1A2
CBE

˜̂ρA1A2
CBE são diferentes dos autovalores de ρ̂A1A2

CBE . A expressão
analítica da concorrência é:

C
(
ρ̂A1A2
CBE

)
=

√
7

256
(1− p)

(
32− 30p+ 8

√
(1− p) (16− 14p)

)
−
√

7

256
(1− p)

(
32− 30p− 8

√
(1− p) (16− 14p)

)
− 2

√
7p

256
(1 + 7p).

A quantidade de entropia trocada pelos sistemas quânticos E e A1 vale
Se
(
ρ̂A1E
CBE

)
= 0.33729. Comparando este resultado com o canal quântico de despolarização,

a interação entre o sistema ambiente do canal de amortecimento de amplitude é menor
que do canal de despolarização, isto pode ser explicado pelo fato do sistema ambiente do
canal de despolarização ser menor que o sistema que representa o canal de amortecimento
de amplitude. A matriz W do canal de amortecimento de amplitude possui apenas dois
autovalores, enquanto que a matriz de troca W do canal despolarização possui quatro
autovalores.
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A quantidade de emaranhamento preservado entre o qubit A1 e o sistema
A2A3A4 devido a passagem pelo canal de amortecimento de amplitude vale Ic

(
ρ̂A1E
CBE

)
=

0.6514. O resultado obtido pela informação coerente é reflexo da quantidade de entropia
troca entre os sistemas E e A1.



Capítulo 5. Estado misto formado pelo estado cluster e o estado |B〉 de quatro qubits 109

• Caso em que o parâmetro de amortecimento de amplitude vale γ = 1
4
.

Nesta seção são obtidas as expressões analíticas da informação mútua, do quadrado do
valor da negatividade, e da concorrência, mais também, as expressões da entropia de troca
e da informação coerente, considerando o canal quântico de amortecimento de amplitude.
O operador de estado antes de passar pelo canal é ρ̂CBE = p |C〉 〈C| + (1− p) |B〉 〈B|.
Como a intenção é observar o efeito do canal a medida que o estado cluster sofre perda de
coerência para o estado |B〉 ,é atribuído ao parâmetro de amortecimento de amplitude o
valor γ = 1

4
.

Com relação ao cálculo da informação mútua entre os qubits A1e A2 é
preciso obter os autovalores do operador de estado de dois qubits ρ̂A1A2

CBE e também os
autovalores dos estados reduzidos de um qubit, ρ̂A1

CBE e ρ̂A2
CBE. O operador de estado

de dois qubits (ρ̂A1A2
CBE ) é obtido eliminando os graus de liberdade dos qubits A3e A4,

ρ̂A1A2
CBE = TrA3A4 (ρ̂CBE), onde ρ̂CBE = p |C〉 〈C| + (1− p) |B〉 〈B| . Os autovalores da

matriz densidade ρ̂A1A2
CBE são:

αCBE1 =
1 + 3p

8
, αCB2 =

3p

8
,

αCBE3 =
1

16

(
7− 6p+

√
(7− 6p)2 − 12p (1− p)

)
,

e

αCBE4 =
1

16

(
7− 6p−

√
(7− 6p)2 − 12p (1− p)

)
.

As matrizes densidade ρ̂A1
CBE e ρ̂A2

CBE possuem os autovalores, em sequência:

βCBE1 =
5

8
e βCBE2 =

3

8
,

e
γCBE1 =

1

2
e γCBE2 =

1

2
.

A informação comum entre os sistemas qubits A1 e A2 é calculada pela
equação:

Im
(
ρ̂A1
CB, ρ̂

A2
CB

)
= −5

8
log2

(
5

8

)
− 3

8
log2

(
3

8

)
− log1

(
1

2

)
+

(
1 + 3p

4

)
log2

(
1 + 3p

8

)

+

7− 6p+
√

(7− 6p)2 − 12p (1− p)
16

 log2

7− 6p+
√

(7− 6p)2 − 12p (1− p)
16


+

7− 6p−
√

(7− 6p)2 − 12p (1− p)
16

 log2

7− 6p−
√

(7− 6p)2 − 12p (1− p)
16

 .
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O quadrado do valor da negatividade (com centro sobre o qubit A1) vale
N2
G

(
ρ̂A1
CBE

)
= 0.9375. O emaranhamento presente no sistema quântico bipartido A1A2 é

obtido a partir da expressão:

C
(
ρ̂A1A2
CBE

)
=

√
3

64
(1− p)

(
8− 7p+ 2

√
(1− p) (4− 3p)

)
−
√

3

64
(1− p)

(
8− 7p− 2

√
(1− p) (4− 3p)

)
− 2

√
3p

64
(1 + 3p).

A entropia trocada entre os subsistemas do sistema bipartido A1E as-
sume o valor Se

(
ρ̂A1E
CBE

)
= 0.54356. Novamente a entropia de troca é constante, porém,

apresenta um valor que a obtida na situação em que o parâmetro de amortecimento de
amplitude vale γ = 1

8
. A quantidade de informação quântica transmitida pelo canal vale

Ic
(
ρ̂A1E
CBE

)
= 0.41087, cujo valor é menor quando comparado ao caso em que o parâmetro

de amortecimento de amplitude vale γ = 1
8
.

A figura 8 ilustra o efeito do canal de amortecimento de amplitude sobre
a negatividade (sobre o qubit A1), a concorrência e a informação mútua (referente aos
qubits A1 e A2) , a quantidade de entropia trocada entre os sistemas quânticos E e A1, e a
quantidade de emaranhamento conservada entre o qubit A1 e o resto do sistema composto
que compõe o estado cluster, durante a passagem pelo canal, em função do parâmetro de
mistura p com o parâmetro de amortecimento de amplitude valendo γ = 1

8
.

O quadrado do valor da negatividade global diminui ligeiramente, o que
indica que pode ter ocorrido a redistribuição de emaranhamento entre os qubits A2A3A4,
causando a diminuição da quantidade de emaranhamento entre o qubit A1 com qualquer
outro sistema quântico. A redistribuição de emaranhamento entre os qubits A2A3A4 (se
houver), deve maior para a condição em que o parâmetro de amortecimento de amplitude
vale γ = 1

4
.

A quantidade de emaranhamento existente entre os qubits A1 e A2 é
prejudica pela ação do canal. A concorrência depende do parâmetro de mistura (1− p)
e o valor máximo atingido por C

(
ρ̂A1A2
CBE

)
torna-se menor a medida que o parâmetro

de amortecimento de amplitude aumenta. No caso em que é livre da ação de canal, a
concorrência C

(
ρ̂A1A2
CB

)
6= 0 para a condição (1− p) = 0, 5, por outro lado, nos casos em

que há efeito de canal sobre o sistema quântico, a faixa em relação ao parâmetro de mistura
em que a C

(
ρ̂A1A2
CB

)
6= 0 é menor, e depende do parâmetro de amortecimento de amplitude.

Na situação em que o parâmetro de amortecimento de amplitude vale γ = 1
8
, a concorrência

C
(
ρ̂A1A2
CB

)
6= 0 para a condição em que o parâmetro de mistura (1− p) >∼ 0, 66, e para o

caso em que γ = 1
4
a concorrência é diferente de zero para (1− p) >∼ 0, 78.

A quantidade de informação mutuamente compartilhada entre os qubits
A1 e A2 é afetada pela ação do canal quântico. A ação efetiva do canal quântico, com o



Capítulo 5. Estado misto formado pelo estado cluster e o estado |B〉 de quatro qubits 111

parâmetro de amortecimento de amplitude γ = 1
4
é maior que no caso em que γ = 1

8
. O

decréscimo de Im
(
ρ̂A1
CBE, ρ̂

A2
CBE

)
deve estar ligada a diminuição da concorrência.

A quantidade de informação trocada entre o qubit A1 e o sistema ambiente
Se
(
ρ̂A1E
CBE

)
é menor que a informação coerente Im

(
ρ̂A1
CBE, ρ̂

A2
CBE

)
, para a condição em que o

parâmetro de amortecimento de amplitude vale γ = 1
8
. No caso em que o parâmetro do

canal vale γ = 1
4
o valor assumido pela informação coerente é menor que da entropia de

troca. Assim como no caso da canal quântico de despolarização, a entropia de troca e a
informação coerente não depende do parâmetro de mistura (1− p).

Figura 8 – Efeito do canal de amortecimento de amplitude sobre a informação mútua
Im
(
ρ̂A1
CBE, ρ̂

A2
CBE

)
(linha azul), o quadrado do valor da negatividade N2

G

(
ρ̂A1
CBE

)
(linha vermelha), a concorrência C

(
ρ̂A1A2
CBE

)
(linha preta), a entropia de troca

Se
(
ρ̂A1E
CBE

)
(linha amarela) e a informação coerente Ic

(
ρ̂A1E
CBE

)
(linha verde).

Todas as grandezas plotadas dependem do parâmetro de mistura (1− p),
exceto N2

G

(
ρ̂A1
CBE

)
, Se

(
ρ̂A1E
CBE

)
e Ic

(
ρ̂A1E
CBE

)
. É considerado o parâmetro de

amortecimento de amplitude γ = 1
8
(gráfico superior) e γ = 1

4
(gráfico inferior).

Fonte: o próprio autor.
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6 Teleporte controlado com canal quântico de

amortecimento de amplitude

O teleporte quântico é um protocolo de comunicação, cuja finalidade é
enviar um estado quântico de uma parte para outra com o auxílio dos estados de Bell.
Alice deseja enviar um estado quântico desconhecido (|Ψ〉A0) para Bob. Alice e Bob
compartilham um estado maximamente emaranhado (um estado Bell). É permitido a
Alice aplicar operações locais aos qubits que tem em mãos (o estado quântico desconhecido
e um dos qubits do estado de Bell). Alice envia a Bob o resultado de suas medidas por
meio de um canal de comunicação clássico, e Bob por meio de operações locais sobre o
qubit que tem em mãos obtém o estado desconhecido.

O teleporte quântico foi proposto por Bennett, Brassard, Crépeau, Jozsa,
Peres e Wootters em 1992 em [30]. As primeiras implementações experimentais do teleporte
foram realizadas em 1997 por Bouwmeester, Pan, Mattle, Eibl, Weinfurter Zeilinger em
[31] e Boschi, Branca, Martini, Hardy e Popescu em [32]. Além da teleportação de estados
quânticos, o teleporte é aplicado na criação de portas quânticas e códigos de correção de
erro [20].

Yi-You Nie e colaboradores em 2008 propuseram um protocolo de tele-
portação utilizando o estado cluster [1]. Três pessoas participam o protocolo. A vantagem
do protocolo proposto por Yi-You Nie, é devido ao controle de todo o procedimento por
uma das pessoas que participa do protocolo.

Como no mundo real sistemas quânticos interagem com sistemas externos.
Neste capítulo é levado em conta que o qubit A1 do estado cluster interage com o sistema
quântico ambiente E do canal quântico de amortecimento de amplitude, antes de dar
início ao protocolo. É analisado o efeito do canal quântico com relação ao estado em
que Alice deseja teleportar a Bob. Ao final do processo é calculada a fidelidade entre o
estado obtido por Bob com a influência do canal e o estado desconhecido que pertencia a
Alice. O propósito do cálculo da fidelidade é verificar como ação do canal quântico afeta a
fidelidade e a probabilidade do teleporte do estado. As matrizes densidade com índice E
são aquelas em que existe a influência do sistema quântico externo.

Inicialmente, os qubits que compõe o estado cluster estão em mãos de
três pessoas, Alice, Charlie (o controlador) e Bob. Alice tem em mãos o qubit A1, Charlie
os qubits A2 e A3 e Bob o qubit A4. É permitido aos indivíduos realizar apenas operações
locais sobre o sistema quântico. Para facilitar os cálculos o estado cluster é escrito da
seguinte maneira:

|C〉A1A2A3A4 =
1√
2

(|0〉 |ξ0〉+ |1〉 |ξ1〉) , (6.1)
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onde os estados |ξ0〉A2A3A4 e |ξ1〉A2A3A4 são:

|ξ0〉A2A3A4 =
|00〉A2A3 |0〉A4 + |01〉A2A3 |1〉A4

√
2

, (6.2)

e

|ξ1〉A2A3A4 =
|10〉A2A3 |0〉A4 − |11〉A2A3 |1〉A4

√
2

. (6.3)

Os qubits de Charlie não apresentam emaranhamento algum, mas o qubit A3 de Charlie e
o qubit A4 de Bob sim.

O operador de estado do estado de quatro qubits tem a forma:

ρ̂A1A2A3A4
C =

1

2

(
|0〉A1 |ξ0〉A2A3A4 + |1〉A1 |ξ1〉A2A3A4

)
(〈0| 〈ξ0|+ 〈1| 〈ξ1|) . (6.4)

O operador de estado ρ̂A1A2A3A4
CE é obtido a partir da operação ρ̂A1A2A3A4

CE =(
ε̂1 ⊗ Î2 ⊗ Î3 ⊗ Î4

) (
ρ̂A1A2A3A4
C

)
. A operação quântica ε̂ é discutida detalhadamente na

subseção 2.8.2. O operador de estado ρ̂A1A2A3A4
CE apresenta a forma:

ρ̂A1A2A3A4
CE =

1

2


(
|0〉A1 |ξ0〉A2A3A4 +

√
1− γ |1〉A1 |ξ1〉A2A3A4

) (
〈0| 〈ξ0|+

√
1− γ |1〉 〈1| 〈ξ1|

)
γ |0〉A1 〈0| |ξ1〉A2A3A4 〈ξ1| .

(6.5)

A equação acima mostra claramente que o canal quântico leva o operador de estado
correspondente ao estado cluster para um operador de estado misto.

Em relação ao protocolo, o primeiro passo refere-se a Alice acoplar o estado
quântico desconhecido (denotado por|ψ〉A0) a ρ̂A1A2A3A4

CE . O estado quântico desconhecido
é |ψ〉A0 = α |0〉+ β |1〉. O operador de estado de cinco qubits tem a forma ρ̂A0A1A2A3A4

CE =

|ψ〉A0 � ρ̂A1A2A3A4
E � 〈ψ|.

O segundo passo de Alice é fazer medidas com os operadores (projetores),
definidos em termos das bases de Bell, |φ+〉, |φ−〉, |ψ+〉 e |ψ−〉 sobre os qubits A0 e A1.
Para facilitar o cálculos as bases |00〉A0A1 , |01〉A0A1 , |10〉A0A1 e |11〉A0A1 foram escritas em
termos das bases |φ+〉A0A1 , |φ−〉A0A1 , |ψ+〉A0A1 e |ψ−〉A0A1 .

• Se o resultado da medida de Alice é o estado |φ+〉A0A1 , |φ−〉A0A1 , |ψ+〉A0A1 e |ψ−〉A0A1 ,
respectivamente, então o operador de estado que corresponde ao estado quântico de
compartilhado por Charlie e Bob, dependendo da medida de Alice, em sequência é:

(
ρ̂A0A1A2A3A4
CE

)φ+A0A1

= ζ
∣∣φ+〉A0A1

〈
φ+
∣∣
(
α |ξ0〉A2A3A4 + β

√
1− γ |ξ1〉A2A3A4

) (
α∗ 〈ξ0|+ β∗

√
1− γ 〈ξ1|

)
+ |α|2 γ |ξ1〉A2A3A4 〈ξ1| ,

(6.6)

(
ρ̂A0A1A2A3A4
CE

)φ−A0A1

= ζ
∣∣φ−〉A0A1

〈
φ−
∣∣
(
α |ξ0〉A2A3A4 − β

√
1− γ |ξ1〉A2A3A4

) (
α∗ 〈ξ0| − β∗

√
1− γ 〈ξ1|

)
+ |α|2 γ |ξ1〉A2A3A4 〈ξ1| ,

(6.7)
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(
ρ̂A0A1A2A3A4
CE

)ψ+A0A1

= ζ
∣∣ψ+

〉A0A1
〈
ψ+
∣∣
(
β |ξ0〉A2A3A4 + α

√
1− γ |ξ1〉A2A3A4

) (
β∗ 〈ξ0|+ α∗

√
1− γ 〈ξ1|

)
+ |β|2 γ |ξ1〉A2A3A4 〈ξ1| ,

(6.8)

e

(
ρ̂A0A1A2A3A4
CE

)ψ−A0A1

= ζ
∣∣ψ−〉A0A1

〈
ψ−
∣∣
(
β |ξ0〉A2A3A4 − α

√
1− γ |ξ1〉A2A3A4

) (
β∗ 〈ξ0| − α∗

√
1− γ 〈ξ1|

)
+ |β|2 γ |ξ1〉A2A3A4 〈ξ1| ,

(6.9)

com ζ = |α|2 (1 + γ) + |β|2 (1− γ).

O operador de estado (normalizado) de cinco qubits
(
ρ̂A0A1A2A3A4
CE

)
N
, em termos da base

dos operadores de medida de Alice pode ser escrito como:

(
ρ̂A0A1A2A3A4
CE

)
N

=
ζ

4



∣∣φ+〉A0A1
〈
φ+
∣∣
(
α |ξ0〉A2A3A4 + β

√
1− γ |ξ1〉A2A3A4

) (
α∗ 〈ξ0|+ β∗

√
1− γ 〈ξ1|

)
+ |α|2 γ |ξ1〉A2A3A4 〈ξ1| ,

+
∣∣φ−〉A0A1

〈
φ−
∣∣
(
α |ξ0〉A2A3A4 − β

√
1− γ |ξ1〉A2A3A4

) (
α∗ 〈ξ0| − β∗

√
1− γ 〈ξ1|

)
+ |α|2 γ |ξ1〉A2A3A4 〈ξ1| ,

+
∣∣ψ+

〉A0A1
〈
ψ+
∣∣
(
β |ξ0〉A2A3A4 + α

√
1− γ |ξ1〉A2A3A4

) (
β∗ 〈ξ0|+ α∗

√
1− γ 〈ξ1|

)
+ |β|2 γ |ξ1〉A2A3A4 〈ξ1| ,

+
∣∣ψ−〉A0A1

〈
ψ−
∣∣
(
β |ξ0〉A2A3A4 − α

√
1− γ |ξ1〉A2A3A4

) (
β∗ 〈ξ0| − α∗

√
1− γ 〈ξ1|

)
+ |β|2 γ |ξ1〉A2A3A4 〈ξ1| .

(6.10)

Imaginando que Alice faça uma medida com o operador M̂φ+
A0A1

A , o operador de estado
que estará nas “mãos” de Charlie e Bob será:

(
ρ̂A2A3A4
CE

)φ+A0A1
A = δ


(
α |ξ0〉A2A3A4 + β

√
1− γ |ξ1〉A2A3A4

) (
α∗ 〈ξ0|+ β∗

√
1− γ 〈ξ1|

)
+ |α|2 γ |ξ1〉A2A3A4 〈ξ1| .

(6.11)

com δ = 1

(|α|2(1+γ)+|β|2(1−γ))
.

O próximo passo consiste em Charlie fazer uma medida sobre os qubit
A2 e A3. Os operadores de medida de Charlie são:

M̂φ+
A2A3

C =
∣∣φ+
〉A2A3

〈
φ+
∣∣ e M̂φ−

A2A3
C =

∣∣φ−〉A2A3
〈
φ−
∣∣ , (6.12)

e

M̂ψ+A2A3
C =

∣∣ψ+
〉A2A3

〈
ψ+
∣∣ e M̂ψ−

A2A3
C =

∣∣ψ−〉A2A3
〈
ψ−
∣∣ . (6.13)

Os estados quânticos |φ+〉A2A3 , |φ−〉A2A3 , |ψ+〉A2A3 e |ψ−〉A2A3 , são os estado de Bell, no
entanto, Charlie pode controlar o quão “forte” estão emaranhados estes estados por um
ângulo θ. Os estados |φ+〉A2A3 , |φ−〉A2A3 , |ψ+〉A2A3 e |ψ−〉A2A3 tem a forma:∣∣φ+

〉A2A3 = cosθ |00〉+ sinθ |11〉 e
∣∣φ−〉A2A3 = sinθ |00〉 − cosθ |11〉 ,
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e ∣∣ψ+
〉A2A3 = cosθ |01〉+ sinθ |10〉 e

∣∣ψ−〉A2A3 = sinθ |01〉 − cosθ |10〉 .

Os estados quânticos |00〉A2A3 , |01〉A2A3 , |10〉A2A3 e |11〉A2A3 de Charlie,
escritos em termos das bases |φ+〉A2A3 , |φ−〉A2A3 , |ψ+〉A2A3 e |ψ−〉A2A3 são:

|00〉A2A3 = cosθ
∣∣φ+
〉A2A3 + sinθ

∣∣φ−〉A2A3 e |00〉A2A3 = sinθ
∣∣φ+
〉A2A3 − cosθ

∣∣φ−〉A2A3 ,

(6.14)

e

|01〉A2A3 = cosθ
∣∣ψ+

〉A2A3 + sinθ
∣∣ψ−〉A2A3 e |10〉A2A3 = sinθ

∣∣ψ+
〉A2A3 − cosθ

∣∣ψ−〉A2A3 .

(6.15)

Charlie ao fazer uma medida projeta o estado produto em uma combinação de estados
emaranhados, apesar disso, Charlie ainda tem em mãos estados produtos, independente
do valor do ângulo θ. As equações 6.2, e 6.3 podem ser escritas como:

|ξ0〉A2A3A4 =

(
|φ+〉A2A3 |0〉A4 + |ψ+〉A2A3 |1〉A4

)
cosθ +

(
|φ−〉A2A3 |0〉A4 + |ψ−〉A2A3 |1〉A4

)
sinθ

√
2

,

(6.16)

e

|ξ1〉A2A3A4 =

(
|ψ+〉A2A3 |0〉A4 − |φ+〉A2A3 |1〉A4

)
sinθ −

(
|ψ−〉A2A3 |0〉A4 − |φ−〉A2A3 |1〉A4

)
cosθ

√
2

.

(6.17)

Charlie ao fazer medidas com os operadores M̂φ+
A2A3

C , M̂φ−
A2A3

C , M̂ψ+A2A3
C

e M̂ψ−
A2A3

C , tem os resultados, respectivamente:

(
ρ̂A2A3A4
CE

)φ+A0A1
A

φ+A0A1
C

= Ω1

∣∣φ+〉A2A3
〈
φ+
∣∣
(
αcosθ |0〉A4 − βsinθ

√
1− γ |1〉A4

) (
α∗cosθ 〈0| − β∗sinθ

√
1− γ 〈1|

)
+ |α|2 γsin2θ |1〉A4 〈1| ,

(6.18)

(
ρ̂A2A3A4
CE

)φ+A0A1
A

φ−A0A1
C

= Ω2

∣∣φ−〉A2A3
〈
φ−
∣∣
(
αsinθ |0〉A4 + βcosθ

√
1− γ |1〉A4

) (
α∗sinθ 〈0|+ β∗cosθ

√
1− γ 〈1|

)
+ |α|2 γcos2θ |1〉A4 〈1| ,

(6.19)

(
ρ̂A2A3A4
CE

)φ+A0A1
A

ψ+A2A3
C

= Ω1

∣∣ψ+
〉A2A3

〈
ψ+
∣∣
(
βsinθ

√
1− γ |0〉A4 + αcosθ |1〉A4

) (
β∗sinθ

√
1− γ 〈0|+ α∗cosθ 〈1|

)
+ |α|2 γsin2θ |0〉A4 〈0| ,

(6.20)

e

(
ρ̂A2A3A4
CE

)φ+A0A1
A

ψ−A2A3
C

= Ω2

∣∣ψ−〉A2A3
〈
ψ−
∣∣
(
βcosθ

√
1− γ |0〉A4 − αsinθ |1〉A4

) (
β∗cosθ

√
1− γ 〈0| − α∗sinθ 〈1|

)
+ |α|2 γcos2θ |0〉A4 〈0| ,

(6.21)
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onde Ω1 = 1

|α|2cos2θ+(|α|2γ+|β|2(1−γ))sin2θ
e Ω2 = 1

|α|2sin2θ+(|α|2γ+|β|2(1−γ))cos2θ
.

O operador de estado de três qubits ρ̂A2A3A4
CE normalizado vale:

ρ̂A2A3A4
CE =

1

4



Ω1

∣∣φ+〉A2A3
〈
φ+
∣∣
(
αcosθ |0〉A4 − βsinθ

√
1− γ |1〉A4

) (
α∗cosθ 〈0| − β∗sinθ

√
1− γ 〈1|

)
+ |α|2 γsin2θ |1〉A4 〈1|

+Ω2

∣∣φ−〉A2A3
〈
φ−
∣∣
(
αsinθ |0〉A4 + βcosθ

√
1− γ |1〉A4

) (
α∗sinθ 〈0|+ β∗cosθ

√
1− γ 〈1|

)
+ |α|2 γcos2θ |1〉A4 〈1|

+Ω1

∣∣ψ+
〉A2A3

〈
ψ+
∣∣
(
βsinθ

√
1− γ |0〉A4 + αcosθ |1〉A4

) (
β∗sinθ

√
1− γ 〈0|+ α∗cosθ 〈1|

)
+ |α|2 γsin2θ |0〉A4 〈0|

+Ω2

∣∣ψ−〉A2A3
〈
ψ−
∣∣
(
βcosθ

√
1− γ |0〉A4 − αsinθ |1〉A4

) (
β∗cosθ

√
1− γ 〈0| − α∗sinθ 〈1|

)
+ |α|2 γcos2θ |0〉A4 〈0| .

(6.22)

Bob poderá ter em mãos os quatro possíveis operadores de estado:

ρ̂A4
C
φ+

A0A1
A φ+

A2A3
C = Ω1


(
αcosθ |0〉A4 − βsinθ

√
1− γ |1〉A4

) (
α∗cosθ 〈0| − β∗sinθ

√
1− γ 〈1|

)
+ |α|2 γsin2θ |1〉A4 〈1| ,

(6.23)

ρ̂A4
C
φ+

A0A1
A φ−

A2A3
C = Ω2


(
αsinθ |0〉A4 + βcosθ

√
1− γ |1〉A4

) (
α∗sinθ 〈0|+ β∗cosθ

√
1− γ 〈1|

)
+ |α|2 γcos2θ |1〉A4 〈1| ,

(6.24)

ρ̂A4
C
φ+

A0A1
A ψ+A2A3

C = Ω1


(
βsinθ

√
1− γ |0〉A4 + αcosθ |1〉A4

) (
β∗sinθ

√
1− γ 〈0|+ α∗cosθ 〈1|

)
+ |α|2 γsin2θ |0〉A4 〈0| ,

(6.25)

e

ρ̂A4
C
φ+

A0A1
A ψ−

A2A3
C = Ω2


(
βcosθ

√
1− γ |0〉A4 − αsinθ |1〉A4

) (
β∗cosθ

√
1− γ 〈0| − α∗sinθ 〈1|

)
+ |α|2 γcos2θ |0〉A4 〈0| .

(6.26)

Bob acopla ao seu sistema quântico um qubit auxiliar |0〉a. Os possíveis
operadores de estado do sistema quântico A4a de Bob , na base |00〉aA4 , |01〉aA4 , |10〉aA4 e
|11〉aA4 são, respectivamente:

|0〉a 〈0| ⊗
(
ρ̂A4
C
φ+

A0A1
A φ+

A2A3
C

)
= Ω1


|α|2 cos2θ −αβ∗

√
1− γcosθsinθ 0 0

−βα∗
√

1− γcosθsinθ
(
|α|2 γ + |β|2 (1− γ)

)
sin2θ 0 0

0 0 0 0

0 0 0 0

 ,
(6.27)
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|0〉a 〈0| ⊗
(
ρ̂A4
C
φ+

A0A1
A φ−

A2A3
C

)
= Ω2


|α|2 sin2θ αβ∗

√
1− γcosθsinθ 0 0

βα∗
√

1− γcosθsinθ
(
|α|2 γ + |β|2 (1− γ)

)
cos2θ 0 0

0 0 0 0

0 0 0 0

 ,
(6.28)

|0〉a ⊗
(
ρ̂A4
C
φ+

A0A1
A ψ+A2A3

C

)
= Ω1


(
|α|2 γ + |β|2 (1− γ)

)
sin2θ βα∗

√
1− γcosθsinθ 0 0

αβ∗
√

1− γcosθsinθ |α|2 cos2θ 0 0

0 0 0 0

0 0 0 0

 ,
(6.29)

e

|0〉a 〈0| ⊗
(
ρ̂A4
C
φ+

A0A1
A ψ−

A2A3
C

)
= Ω2


(
|α|2 γ + |β|2 (1− γ)

)
cos2θ −βα∗

√
1− γcosθsinθ 0 0

−αβ∗
√

1− γcosθsinθ |α|2 sin2θ 0 0

0 0 0 0

0 0 0 0

 .
(6.30)

Em seguida, Bob aplica ao sistema quântico A4a uma transformação unitária. A escolha
da transformação unitária a ser aplicada no sistema quântico de Bob, depende do operador
de estado que ele tem em mãos e do ângulo θ que Charlie utiliza para fazer suas medidas.
As transformações unitárias tem a função de emaranhar os dois sistemas quânticos e
dependem do |tanθ| , portanto, duas considerações são feitas.

1. Se |tanθ| ≤ 1

As transformações unitárias tem a forma:

U1 =


tanθ 0

√
1− tan2θ 0

0 1 0 0√
1− tan2θ 0 −tanθ 0

0 0 0 1

 , (6.31)

e

U2 =


1 0 0 0

0 tanθ 0
√

1− tan2θ

0 0 1 0

0
√

1− tan2θ 0 −tanθ

 . (6.32)

Para o operadores de estado ρ̂A4
C
φ+

A0A1
A φ+

A2A3
C , ρ̂A4φ

+A0A1
A φ−

A2A3
C , ρ̂aA4φ

+A0A1
A ψ−

A2A3
C e ρ̂aA4φ

+A0A1
A ψ+A2A3

C ,
são aplicadas as transformações U1, U2, U2 e U1 em seguida. As quatro possíveis matrizes
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densidade obtidas após a transformação serão:

ρaA4
C

φ+A0A1
A

φ+A2A3
C = U1

(
|0〉a

(
ρA4
C

φ+A0A1
A

φ+A2A3
C

)
〈0|
)
U†1

ρaA4
C

φ+A0A1
A

φ+A2A3
C = Ω1


|α|2 sin2θ −αβ∗

√
1− γsin2θ |α|2 cosθsinθ

√
1− tan2θ 0

−βα∗
√
1− γsin2θ

(
|α|2 γ + |β|2 (1− γ)

)
sin2θ −βα∗

√
1− γcosθsinθ

√
1− tan2θ 0

|α|2 cosθsinθ
√
1− tan2θ −αβ∗

√
1− γcosθsinθ

√
1− tan2θ |α|2 cos2θ

(
1− tan2θ

)
0

0 0 0 0

 ,
(6.33)

ρaA4
C

φ+A0A1
A

φ−A2A3
C = U2

(
|0〉a

(
ρA4φ

+A0A1
A

φ−A2A3
C

)
〈0|
)
U†2

ρaA4
C

φ+A0A1
A

φ−A2A3
C = Ω2



|α|2 sin2θ αβ∗
√
1− γsin2θ 0 αβ∗

√
1− γcosθsinθ

√
1− tan2θ

βα∗
√
1− γsin2θ

(
|α|2 γ + |β|2 (1− γ)

)
sin2θ 0


(
|α|2 γ + |β|2 (1− γ)

)
× (1− γ) cosθsinθ

√
1− tan2θ

0 0 0 0βα∗
√
1− γ

×cosθsinθ
√
1− tan2θ


(
|α|2 γ + |β|2 (1− γ)

)
× (1− γ) cosθsinθ

√
1− tan2θ

0


(
|α|2 γ + |β|2 (1− γ)

)
×cos2θ

(
1− tan2θ

)


,

(6.34)

ρ̂aA4φ
+A0A1
A

ψ+A2A3
C = U2

(
|0〉a

(
ρaA4φ

+A0A1
A

ψ−A2A3
C

)
〈0|
)
U†2

ρaA4φ
+A0A1
A

ψ+A2A3
C = Ω1


(
|α|2 γ + |β|2 (1− γ)

)
sin2θ βα∗

√
1− γsin2θ 0 βα∗

√
1− γcosθsinθ

√
1− tan2θ

αβ∗
√
1− γsin2θ |α|2 sin2θ 0 |α|2 cosθsinθ

√
1− tan2θ

0 0 0 0

αβ∗
√
1− γcosθsinθ

√
1− tan2θ |α|2 cosθsinθ

√
1− tan2θ 0 |α|2 cos2θ

(
1− tan2θ

)

 ,
(6.35)

ρaA4
C

φ+A0A1
A

ψ−A2A3
C = U1

(
|0〉a

(
ρA4φ

+A0A1
A

ψ+A2A3
C

)
〈0|
)
U†1

ρaA4
C

φ+A0A1
A

ψ
−A2A3
C = Ω2



(
|α|2 γ + |β|2 (1− γ)

)
sin2θ −βα∗

√
1− γsin2θ


(
|α|2 γ + |β|2 (1− γ)

)
(1− γ)

cosθsinθ
√
1− tan2θ

0

−αβ∗
√
1− γsin2θ |α|2 sin2θ −αβ∗

√
1− γcosθsinθ

√
1− tan2θ 0

(
|α|2 γ + |β|2 (1− γ)

)
×cosθsinθ

√
1− tan2θ

−βα∗
√
1− γcosθsinθ

√
1− tan2θ


(
|α|2 γ + |β|2 (1− γ)

)
cos2θ

(
1− tan2θ

) 0

0 0 0 0


.

(6.36)

Bob precisa fazer uma medida sobre o sistema auxiliar a. Os projetores
de medida são:

M̂a0 = |0〉 〈0| (6.37)

e

M̂a1 = |1〉 〈1| (6.38)

Bob ao fazer medidas sobre o qubit auxiliar dos operadores de estado ρ̂aA4φ
+A0A1
A φ+

A2A3
C ,

ρ̂aA4φ
+A0A1
A φ−

A2A3
C , ρ̂aA4φ

+A0A1
A ψ+A2A3

C , ρ̂aA4φ
+A0A1
A ψ−

A2A3
C com o projetor M̂a0, tem como resul-

tado os operadores de estado, respectivamente:(
ρ̂A4φ

+A0A1
A φ+

A2A3
C

)
=

1

|α|2 (1 + γ) + |β|2 (1− γ)


(
α |0〉 − β

√
1− γ |1〉

) (
〈0|α∗ − 〈1| β∗

√
1− γ

)
+ |α|2 γ |1〉 〈1| ,

(6.39)
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(
ρ̂A4φ

+A0A1
A φ−

A2A3
C

)
=

1

|α|2 (1 + γ) + |β|2 (1− γ)


(
α |0〉+ β

√
1− γ |1〉

) (
〈0|α∗ + 〈1| β∗

√
1− γ

)
+ |α|2 γ |1〉 〈1| ,

(6.40)

(
ρ̂A4φ

+A0A1
A ψ+A2A3

C

)
=

1

|α|2 (1 + γ) + |β|2 (1− γ)


(
α |1〉+ β

√
1− γ |0〉

) (
〈1|α∗ + 〈0| β∗

√
1− γ

)
+ |α|2 γ |0〉 〈0| ,

(6.41)

(
ρ̂A4φ

+A0A1
A ψ−

A2A3
C

)
=

1

|α|2 (1 + γ) + |β|2 (1− γ)


(
α |1〉 − β

√
1− γ |0〉

) (
〈1|α∗ − 〈0| β∗

√
1− γ

)
+ |α|2 γ |0〉 〈0| .

(6.42)

Os estados acima mostram claramente o efeito do canal quântico sobre o possível estado
que é teleportado a Bob, o canal leva o estado que antes era puro para uma estado misto.
Para que o protocolo seja bem sucedido é necessário que Bob faça medida apenas com o
projetor de medida M̂a0. Se Bob tivesse feito medidas com o projetor M̂a1, os estados
quânticos que estariam nas mãos de Bob seriam apenas estados produtos (do sistema
quântico composto A4a). A probabilidade do teleporte dar certo é:

P = 2sin2θ. (6.43)

Dependendo do estado quântico que Bob tiver em mãos, ele necessita fazer transfor-
mações unitárias locais, de modo que o resultado final seja o estado desconhecido. Se
Bob obtém

(
ρ̂A4φ

+A0A1
A φ+

A2A3
C

)
, ele aplica o operador σ̂A4

z e obtém |ψ〉A0 . Se ele obtém(
ρ̂A4φ

+A0A1
A φ−

A2A3
C

)
ele não precisa fazer nada sobre o estado. Se obtém

(
ρ̂A4φ

+A0A1
A ψ+A2A3

C

)
aplica σ̂A4

x . Se obtém
(
ρ̂A4φ

+A0A1
A ψ+A2A3

C

)
aplica iσ̂A4

y .
2 - Outra consideração é para |tanθ| ≥ 1. Bob aplica sobre o sistema

quântico A4a representado pelas equações 6.27, 6.28, 6.29 e 6.30 as transformações unitárias˜̂
U1 e ˜̂U2. As transformações unitárias são representadas pelas matrizes

Ũ1 =


1 0 0 0

0 cotθ 0
√

1− cot2θ
0 0 1 0

0
√

1− cot2θ 0 −cotθ

 , (6.44)

e

Ũ2 =


cotθ 0

√
1− cot2θ 0

0 1 0 0√
1− cot2θ 0 −cotθ 0

0 0 0 1

 . (6.45)
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Podem ser obtidos os quatro operadores de estado, dependendo do opera-
dor de estado que estiver com Bob:

ρaA4φ
+A0A1
A

φ+A2A3
C = Ũ1

(
|0〉a

(
ρA4φ

+A0A1
A

φ+A2A3
C

)
〈0|
)
Ũ†1

ρaA4φ
+A0A1
A

φ+A2A3
C = Ω1



|α|2 cos2θ −αβ∗
√
1− γcos2θ 0

{
−αβ∗

√
1− γ

×cosθsinθ
√
1− cot2θ

−βα∗
√
1− γcos2θ

(
|α|2 γ + |β|2 (1− γ)

)
cos2θ 0

{(
|α|2 γ + |β|2 (1− γ)

)
×sinθcosθ

√
1− cot2θ

0 0 0 0{
−βα∗

√
1− γ

×cosθsinθ
√
1− cot2θ

{(
|α|2 γ + |β|2 (1− γ)

)
×sinθcosθ

√
1− cot2θ

0

{(
|α|2 γ + |β|2 (1− γ)

)
×sin2θ

(
1− cot2θ

)


,

(6.46)

ρaA4φ
+A0A1
A

φ−A2A3
C = Ũ2

(
|0〉a

(
ρA4φ

+A0A1
A

φ−A2A3
C

)
〈0|
)
U†2

ρaA4φ
+A0A1
A

φ−A2A3
C = Ω2



|α|2 cos2θ αβ∗
√
1− γcos2θ

{
|α|2 cosθsinθ
×
√
1− cot2θ

0

βα∗
√
1− γcos2θ

(
|α|2 γ + |β|2 (1− γ)

)
cos2θ

{
βα∗
√
1− γ

×cosθsinθ
√
1− cot2θ

0{
|α|2 cosθsinθ
×
√
1− cot2θ

{
αβ∗
√
1− γ

×cosθsinθ
√
1− cot2θ

|α|2 sin2θ
(
1− cot2θ

)
0

0 0 0 0


,

(6.47)

ρaA4φ
+A0A1
A

ψ+A2A3
C = Ũ2

(
|0〉a

(
ρaA4φ

+A0A1
A

ψ−A2A3
C

)
〈0|
)
Ũ†2

ρaA4φ
+A0A1
A

ψ+A2A3
C == Ω1



(
|α|2 γ + |β|2 (1− γ)

)
cos2θ βα∗

√
1− γcos2θ

{(
|α|2 γ + |β|2 (1− γ)

)
×cosθsinθ

√
1− cot2θ

0

αβ∗
√
1− γcos2θ |α|2 cos2θ αβ∗

√
1− γcosθsinθ

√
1− cot2θ 0{(

|α|2 γ + |β|2 (1− γ)
)

×cosθsinθ
√
1− cot2θ

{
βα∗
√
1− γ

×cosθsinθ
√
1− cot2θ

{(
|α|2 γ + |β|2 (1− γ)

)
×sin2θ

(
1− cot2θ

) 0

0 0 0 0


,

(6.48)

ρaA4φ
+A0A1
A

ψ−A2A3
C = Ũ1

(
|0〉a

(
ρA4φ

+A0A1
A

ψ+A2A3
C

)
〈0|
)
Ũ†1

ρaA4φ
+A0A1
A

ψ
−A2A3
C = Ω2



(
|α|2 γ + |β|2 (1− γ)

)
cos2θ −βα∗

√
1− γcos2θ 0

{
−βα∗

√
1− γ

×cosθsinθ
√
1− cot2θ

−αβ∗
√
1− γcos2θ |α|2 cos2θ 0 |α|2 cosθsinθ

√
1− cot2θ

0 0 0 0{
−αβ∗

√
1− γ

×cosθsinθ
√
1− cot2θ

{
|α|2 cosθsinθ
×
√
1− cot2θ

0

{
|α|2 sin2θ

×
(
1− cot2θ

)


.

(6.49)

Bob obtém a mesma sequência de estados obtidas através de Û1 e Û2. A probabilidade do
teleporte dar certo é:

P = 2cos2θ (6.50)
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6.1 Fidelidade

A seguir é obtida a expressão analítica da fidelidade entre o estado
quântico obtido por Bob considerando a presença de canal e sem a presença de canal. A
fidelidade entre um estado quântico e um operador de estado é calculada pela equação:

F (|ψ〉 , ρ̂) =
√
〈ψ| ρ̂ |ψ〉. (6.51)

A fidelidade informa o quanto o operador de estado ρ̂ é parecido com o estado |ψ〉. Na
caso do teleporte a intenção é saber o quanto o operador de estado ρ̂A4

E se aproxima
daquele obtido sem a aplicação do canal. Lembrando que sem a aplicação do canal (estado
desconhecido) o estado obtido por Bob:

|ψ〉A4 = α |0〉+ β |1〉 . (6.52)

O estado quântico obtido por Bob com a influência de canal é o operador de estado
referente a eq. 6.40. A expressão analítica da fidelidade entre 6.40 e |ψ〉A4é:

F
(
|ψ〉A4 , ρ̂A4

E

)
=

√√√√ (
|α|2 + |β|2

√
1− γ

)2
+ |β|2 |α|2 γ(

|α|2 + |β|2
) (
|α|2 (1 + γ) + |β|2 (1− γ)

)
.

(6.53)

Em termos do coeficiente α do estado |ψ〉A4 e do operador de estado ρ̂A4
E , a fidelidade é

dada pela expressão:

F
(
|ψ〉A4 , ρ̂A4

E

)
=

√√√√(|α|2 (1−√1− γ
)

+
√

1− γ
)2

+
(
1− |α|2

)
|α|2 γ

γ
(
2 |α|2 − 1

)
+ 1

. (6.54)

Considerando o estado desconhecido fixo com |α|2 = 1
4
, |α|2 = 1

2
e

|α|2 = 3
4
, as expressões para as fidelidades valem, respectivamente:

F
(
|ψ〉A4 , ρ̂A4

E

)|α|2= 1
4

=
1

4

√
10− 6γ + 6

√
1− γ

1− γ
2

, (6.55)

F
(
|ψ〉A4 , ρ̂A4

E

)|α|2= 1
2

=

√
1 +
√

1− γ
2

, (6.56)

e

F
(
|ψ〉A4 , ρ̂A4

E

)|α|2= 3
4

=
1

4

√
10 + 2γ + 6

√
1− γ

γ
2

+ 1
. (6.57)

A figura 9 mostra o efeito da ação do canal sobre a fidelidade entre o
estado quântico obtido por Bob sob influência do canal quântico e aquele em Alice deseja
teleportar a ele. Conforme o parâmetro de amortecimento de amplitude aumenta, menos
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o estado quântico obtido por Bob “se parece” com o estado que Alice deseja teleportar
a ele. A fidelidade é fortemente influenciada pelo parâmetro de estado α. Considerando
o parâmetro de amortecimento de amplitude < 0, 4, a fidelidade, considerando α = 1

4

praticamente não sofre alteração, para os estados quânticos com α = 1
2
e α = 1

4
a variação

da fidelidade é significante. Independente do valor do coeficiente α do estado desconhecido
|ψ〉A0 e do operador de estado ρ̂A4

E , o valor mínimo da fidelidade assume o mesmo valor.

Figura 9 – Fidelidade entre o estado desconhecido |ψ〉A0 e o operador de estado ρ̂A4
E obtido

por Bob, em função do parâmetro de amortecimento de amplitude γ.
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Fonte: o próprio autor.
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7 Conclusão

Neste trabalho é investigado o efeito da ação dos canais quânticos de, a)
despolarização e b) amortecimento de amplitude, sobre três operadores de estado de quatro
qubits. Um dos operadores de estado representa o estado cluster ρ̂C de quatro qubits,
e os outros dois operadores representam as misturas estatísticas do estado cluster com
outros estados quânticos (ρ̂CW e ˆρCB) com diferentes correlações. Em relação as misturas
estatísticas, nos casos em que existe efeito do canal quântico sobre o sistema, o parâmetro do
canal de despolarização assume os valores d = 1

8
e d = 1

4
, e o parâmetro de amortecimento

de amplitude tem valores fixados em γ = 1
8
e γ = 1

4
. Foi estudado, quantitativamente,

o efeito da ação dos canais quânticos sobre as propriedades, i) o quadrado do valor da
negatividade global N2

G

(
ρ̂A1
)
(a operação transposta parcial é realizada sobre o estado

do qubit A1), ii) a concorrência C
(
ρ̂A1A2

)
e iii) a informação mútua Im

(
ρ̂A1 , ρ̂A2

)
. A

concorrência e a informação mútua são obtidas para o par de qubits A1A2. Os resultados
contendo o efeito da ação dos canais quânticos, são comparados com o caso em que o
sistema quântico permanece livre da interação com o ambiente. É feita a comparação
dos valores numéricos da informação mútua, do quadrado do valor da negatividade, da
concorrência, da entropia de troca Se

(
ρ̂A1E

)
e da informação coerente Ic

(
ρ̂A1E

)
, obtidos

após a ação dos canais quânticos em estudo.
Com relação ao estado cluster ρ̂C , o canal de despolarização não afeta o

emaranhamento entre o qubit A1 com o restante do sistema composto (N2
G

(
ρ̂A1
CE

)
da figura

1). Espera-se que parte do emaranhamento existente entre o qubit A1 e os outros três qubits
do estado cluster tenha sido transferido para o ambiente E, de modo que, o emaranhamento
entre o qubit A1 e o sistema composto A2A3A4E continua sendo máximo, e não dependa do
parâmetro de despolarização d. Observa-se que conforme o valor do parâmetro d aumenta,
mais informação Se

(
ρ̂A1E
C

)
é trocada entre o qubit A1 e o ambiente (figura 1). O canal de

amortecimento de amplitude afeta o emaranhamento global entre o qubit A1 e o sistema
composto A2A3A4E (N2

G

(
ρ̂A1
CE

)
ilustrado na figura 2). Na medida em que o parâmetro

de amortecimento de amplitude γ → 1 , N2
G

(
ρ̂A1
EC

)
→ 0 , até que todo o emaranhamento

seja perdido (para a condição γ = 1 o estado ρ̂A1
EC é separável). Independentemente do

canal quântico considerado, a informação mutuamente compartilhada Im
(
ρ̂A1
C , ρ̂A2

C

)
entre

os qubits A1 e A2, diminui com o aumento do valor do parâmetro de canal, até chegar no
ponto onde nenhuma informação é compartilhada pelo par de qubits A1A2. Para ambos
os canais quânticos a concorrência C

(
ρ̂A1A2
CE

)
é nula. A quantidade máxima de informação

trocada entre o qubit A1 e o ambiente simulado pelo canal de despolarização (figura 1),
é o dobro da entropia de troca Se

(
ρ̂A1E
C

)
obtida considerando o canal de amortecimento

de amplitude (figura 2). O fato do canal de despolarização possuir quatro operadores
de Kraus, enquanto que o canal de amortecimento de amplitude só tem dois operadores,
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influência no valor máximo da entropia de troca. Quanto maior a entropia de troca,
menor é o valor da informação coerente Ic

(
ρ̂A1E

)
. A informação coerente é nula, quando

o parâmetro de despolarização assume o valor d ≥ 1
4
(figura 1), ou quando o parâmetro de

amortecimento de amplitude γ ≥ 1
2
(figura 2). Os valores limiares que permitem transmitir

informação quântica por meio dos canais de despolarização e amortecimento de amplitude,
utilizando o estado cluster, são d = 1

4
e γ = 1

2
, respectivamente.

Para o estado ρ̂CW todas as grandezas calculadas dependem do parâmetro
de mistura p. Para a situação em que o sistema não apresenta efeito de canal, a medida
que o coeficiente do estado |W 〉 aumenta, ocorre a diminuição de N2

G

(
ρ̂A1
)
. A explicação

esta na diferença entre o tipo e a quantidade de correlações contidas no estado cluster e no
estado |W 〉. Observa-se que quando o parâmetro de mistura tem o valor p = 0, e o sistema
quântico passa pelo canal de despolarização, o valor de N2

G

(
ρ̂A1
CWE

)
> N2

G

(
ρ̂A1
CW

)
(figura

4 e 3). O valor mínimo alcançado por N2
G

(
ρ̂A1
CWE

)
, é maior para o caso d = 1

4
(figura 4).

A situação observada para o canal de amortecimento de amplitude é bem diferente. A
ação desse canal sobre o sistema quântico é a diminuição de N2

G

(
ρ̂A1
CWE

)
(figuras 3 e 5).

A taxa de diminuição de N2
G

(
ρ̂A1
CWE

)
aumenta com o aumento de γ. O efeito de ambos

os canais sobre a concorrência e a informação mútua dos estados mistos é o decréscimo
das mesmas. Entretanto, com o aumento no valor do parâmetro de mistura (1− p), a
informação compartilhada entre o par de qubits A1A2,diminui até o um mínimo e depois
recupera parcialmente.

Em relação ao estado ρ̂CB, independentemente da ação do canal, o qua-
drado do valor da negatividade N2

G

(
ρ̂A1
)
, da entropia de troca Se

(
ρ̂A1E

)
e da informação

coerente Ic
(
ρ̂A1E

)
não dependem do parâmetro de mistura p. A ação do canal de des-

polarização sobre o sistema não influência N2
G

(
ρ̂A1
)
(figuras 6 e 7). A consequência da

ação do canal de amortecimento de amplitude é a diminuição de N2
G

(
ρ̂A1
)
(figura 8). O

fato de que o estado reduzido do qubit A1 satisfaz ρ̂A1
B = ρ̂A1

C = ρ̂A1
CB, verificamos que

Se
(
ρ̂A1E
CB

)
= Se

(
ρ̂A1E
C

)
= Se

(
ρ̂A1E
B

)
. O mesmo vale para a informação coerente. O efeito

dos dois canais quânticos tanto sobre a concorrência como para a informação mútua, resulta
na diminuição das mesmas, entretanto, Im

(
ρ̂A1 , ρ̂A2

)
é recuperada e atingir valores maiores

que 1bit. A justificativa é que a informação mútua fornece a quantidade de correlações
clássicas mais as correlações quânticas presentes no sistema quântico.

Ao final do trabalho, foi discutido o efeito do canal de amortecimento de
amplitude sobre o teletransporte quântico controlado, quando o primeiro qubit do estado
cluster, utilizado no protocolo, sofre perda de coerência. A fidelidade, entre o estado
quântico desconhecido teleportado por Alice |ψ〉A0 e o estado ρ̂A4

E obtido por Bob, depende
de γ, e do parâmetro de estado α. É verificado que a fidelidade é sempre maior do que
70%.

Como possível trabalho futuro, pode-se apontar o estudo do efeito a
ação dos canais quânticos sobre as correlações quânticas e clássicas, contidas em sistemas
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quânticos mais complexos do que os tratados neste trabalho.
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