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TAVARES, Ladislau Vieira Teixeira. Efeito de canais quanticos sobre estados de
quatro qubits e fidelidade de teletransporte controlado. 2017. 129 p. Dissertacao
(Mestrado em Fisica) — Universidade Estadual de Londrina, Londrina, 2017.

Resumo

A interacao de um sistema quantico com o ambiente, pode ser simulada pela passagem do
sistema quéantico por um canal quantico. Neste trabalho ¢ investigado o efeito da acao
dos canais quanticos de, a) despolarizagao e b) amortecimento de amplitude, sobre trés
operadores de estado de quatro qubits. Um dos operadores de estado representa o estado
cluster de quatro qubits, e os outros dois operadores representam as misturas estatisticas
do estado cluster com outros estados quanticos com diferentes correlagoes. Para cada
tipo de estado sao consideradas trés situagoes: a primeira corresponde ao caso em que
o sistema quantico nao apresenta a influéncia de canais quanticos. A segunda situacao
é aquela em que o qubit A; do sistema quéntico sofre acao do canal de despolarizacao.
E, por fim, o caso em que o qubit A; sofre influéncia do canal de amortecimento de
amplitude. Foi estudado, quantitativamente, o efeito da agao dos canais quanticos sobre
as propriedades, i) o quadrado do valor da negatividade global (a operagao transposta
parcial é realizada sobre o estado do qubit A;), ii) a concorréncia e iii) a informagao mutua.
A concorréncia e a informacao mitua sao obtidas para o par de qubits A;A,. Para os
casos em que existe a acao do canal quantico, investiga-se também a entropia de troca e a

informacao coerente. A informagao coerente é nula, quando o parametro de despolarizagao

1
47

Os valores limiares que permitem transmitir informagao quantica por meio dos canais de

assume o valor d > 7, ou quando o parametro de amortecimento de amplitude v > %

1
1 (§

v = %, respectivamente. Em relacao as misturas estatisticas, nos casos em que existe efeito

despolarizacao e amortecimento de amplitude, utilizando o estado cluster, sao d =

do canal quantico sobre o sistema, o parametro do canal de despolarizacao assume os
valores d = % ed= }1, e o parametro de amortecimento de amplitude tem valores fixados
em y = % ey = i. A quantidade de informac¢ao mutuamente compartilhada entre os qubits
Ay e A,, é parcialmente perdida, independentemente do canal empregado. Os valores da
entropia de troca e informagao coerente, variam de acordo com o parametro do canal,
mas nao dependem necessariamente do parametro de mistura p. Ao final do trabalho, foi
discutido o efeito do canal de amortecimento de amplitude sobre o teletransporte quéntico
controlado, quando o primeiro qubit do estado cluster, utilizado no protocolo, sofre perda
de coeréncia. A fidelidade, entre o estado quantico desconhecido teleportado por Alice e o
estado quantico obtido por Bob, depende de ~, e do parametro de estado a. E verificado

que a fidelidade é sempre maior do que 70%.

Palavras-chave: Estado cluster. Canais quanticos. Teletransporte quéantico. Correlagoes

quanticas. Informacao coerente.



TAVARES, Ladislau Vieira Teixeira. Effect of quantum channels on four qubits
states and fidelity of controlled teleportation. 2017. 129 p. Dissertation (Master
Degree in Physics) — University State of Londrina, Londrina, 2017.

Abstract

The interaction of a quantum system with the environment can be simulated by the action
of a quantum channel on the quantum system. In this work the effect of, a) depolarization
channel and b) amplitude damping channel on three qubit states is investigated. One of
the state operators represents a four-qubit cluster state, while the other two operators
represent a statistical mixture of the cluster state with quantum states containing different
correlations. Three situations are considered for each type of state. Firstly, the quantum
system is investigated without any channel action. The second situation is that in which
qubit A; of the quantum system undergoes the action of depolarization channel. Thirdly,
the action of amplitude damping channel on qubit A; of the state is examined. The effect
of selected quantum channels on properties of the system that is, 1) the squared negativity
of partially transposed state operator (the partial transpose is taken with respect to the
state of qubit A;), ii) the concurrence, and iii) mutual information, is studied. Concurrence
and mutual information are obtained for the qubit pair A;A,. In all the cases where a
quantum channel acts on a state, we also examine the behavior of entropy exchange and
coherent information. The coherent information is null, when depolarization parameter
assumes the value d > }1, or when the amplitude damping parameter v > % . These
are the threshold values up to which quantum information may be transmitted by using
the cluster state passing through the depolarization channel and the amplitude damping
channel, respectively. The parameter of the depolarization channel assumes the values
d= é and d = % , and the amplitude damping parameter is set to v = % and v = 71; , for
the cases when a statistical mixtures of states are considered. The amount of information
mutually shared between the qubits A; and A, is partially lost, regardless of the channel
being used. The values of entropy exchange and coherent information vary according to
the channel parameter, but do not necessarily depend on the mixture parameter p. To
finalize, the effect of amplitude damping channel on controlled quantum teleportation is
discussed, when the first qubit of the cluster state, used in the protocol, suffers loss of
coherence. Fidelity, between the unknown quantum state teleported by Alice and the
quantum state received by Bob, depends of the ~, and the state parameter «. It is verified

that fidelity is always greater than 70%.

Keywords: Cluster state. Quantum channels. Quantum teleportation. Quantum

correlations. Coherent information.
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1 Introducdo

Sistemas quéanticos emaranhados, tem sido estudados devido a possibi-
lidade de serem empregados em tarefas que envolvem o processamento de informacao
quantica (QIP). As correlagoes contidas em sistemas quanticos, sdo essenciais para a
implementacao e sucesso de protocolos de comunicacao e computacao. O emaranhamento
é visto como o recurso fisico, que possibilita a realizacao de processamento de informagao.
Em especial, os estados cluster sao utilizados em protocolos de comunicagao quéantica, como
por exemplo, o teleporte quantico [1] e o codigo superdenso [2], além de serem empregados
no contexto de codigo de corregao de erros quanticos [3|, protegendo o sistema contra a
perda de coeréncia. Em processos computacionais, modelos cuja esséncia é o estado cluster
ja foram propostos [4], alias, realiza¢bes experimentais ja foram demonstradas em [5] e [6],
oferecendo um ganho computacional incomparavel, quando comparado aos computadores
classicos existentes atualmente.

Em qualquer experimento, por mais perfeito que seja, a preparacao e a
execugao, o sistema quantico interage com o sistema externo. O sistema quéntico externo
é conhecido como sistema ambiente. A interacao do sistema quéntico com o ambiente
pode ser simulada por canais quanticos. Um canal de comunicagao é qualquer meio de
transmissao fisico (um fio por exemplo), utilizado por duas partes (remetente e destinatério)
para enviarem mensagens classicas entre si. No caso quantico, os dados classicos sao
transmitidos através de uma linha de comunicacgao fisica, que emprega um “mensageiro”
quantico (uma fibra 6tica operando com luz). A fibra 6tica ndo é um dispositivo quantico,
no entanto, um feixe de luz polarizado apresenta o carater quantico [7| e [8]. Canais
quanticos podem ser vistos como a realizagao de uma operacao quantica sobre o sistema.
O sistema quéntico interage com o sistema ambiente, consequentemente as propriedades
do sistema dependem dos resultados das medidas realizadas sobre o sistema ambiente.
Uma das consequéncias da interagao de um sistema quantico com ambiente, é a perda
de coeréncia. Possivelmente, a perda de coeréncia do sistema quantico ocorre como
consequéncia do emaranhamento deste com o sistema ambiente. Um estado representado
por um operador de estado misto, pode ser visto como parte de um sistema quantico
composto maior. O sistema quantico composto maior é representado por um operador
de estado puro, que compreende o sistema representado pelo operador de estado misto
e o sistema externo. Matematicamente um canal quantico pode ser representado em
termos dos operadores de Kraus. A vantagem de representar canais quanticos por meio dos
operadores de Kraus é a simplicidade adquirida nos calculos. Canais quanticos introduzem
ruido em sistemas quéanticos. O estado quantico que inicialmente era conhecido sofre perda
de informagao. Em outras palavras, o canal quantico pode levar um sistema quéantico

inicialmente no estado puro, a um estado misto. No caso, do estado inicial de um sistema
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quantico for um estado misto, o canal quéantico leva o sistema quantico a um novo estado
com grau maior de mistura. Em criptografia quantica, o sistema ambiente do canal nao
apenas introduz o ruido mas, mas também pode ser simulado como um espiao [9].

Em 2001, os fisicos teéricos Hans J. Briegel e Robert Raussendorf propu-
seram um estado quantico constituido de N corpos, denominado por estado Cluster |Cy).
Uma das propriedades interessantes do estado cluster esta relacionada com as correlagoes
quanticas intrinsecas (emaranhamento) contidas neste. Todos os qubits que compde o
estado cluster |Cy) estdo emaranhados entre si e a quantidade de emaranhamento entre
os qubits € maxima. O emaranhamento contido no estado cluster, pode ser utilizado
como recurso fisico, possibilitando a realizagao de tarefas relacionadas a QIP. Obtém-se
o estado cluster quando o termo de interacao do hamiltoniano dos N corpos equivale ao
do modelo quantico de Ising de cadeia de spin, e em casos mais gerais, rede de spin. E
necessario, ajustar os parametros de interacao para que o estado obtido seja maximamente
emaranhado. O modelo proposto é valido para baixas temperaturas e interacoes de curto
alcance [10]. O estado cluster pode ser criado a partir de técnicas de resfriamento e
armadilha de atomos neutros ([11] e [12]). Com condigoes apropriadas, ¢ possivel ligar e
desligar o acoplamento entre todos os qubits, manipulando os parametros da armadilha de
laser. Em outras palavras, o estado cluster pode ser criado experimentalmente a partir de
uma tnica operacao global realizada sobre o sistema. A interacao tipo Ising pode também
ser implementada por meio de colisoes atomicas frias [12], entre outras técnicas [13] e [14].

Existem modelos tedricos que permitem a possibilidade da construcao de
um computador quantico, prometendo um poder de processamento muito maior que o
dos computadores classicos existentes atualmente, possibilitando a realizacao de tarefas
até entao intrataveis [15]. Raussendorf e Briegel propuseram um modelo diferente de
computacao, denominado por computagao quantica de uma tnica via ou computagao
quantica baseada em medidas projetivas. Neste modelo, todo o recurso necessério para
a computagao, é fornecido inicialmente na forma de um estado quantico puro (o estado
cluster), contendo um grande ntimero de qubits. A informacao é escrita, processada e lida
a partir do estado cluster, por meio de medidas constituidas de operadores que atuam
em particulas (qubits) tnicas [4]. O estado cluster pode ser empregado em codigos de
correcao de erros quanticos. Na época em que foi proposto o modelo de computador
quantico de Raussendorf e Briegel, os fisicos ja tinham conhecimento de que era de extrema
importancia a implementagao de cédigos de correcao de erro, de modo que servisse de
auxilio para os modelos de computador quantico. A funcao dos cédigos de correcao de
erros ¢ de minimizar os erros que possivelmente viessem a ocorrer, desde o inicio até
o fim do processo computacional. Sem codigos de correcao de erros, efeitos devido a
perda de coeréncia poderiam aniquilar o ganho computacional prometido pelo modelo
computacional.

Em 2001, Schlingemann e Werner em |[3|, apresentaram uma maneira de
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como construir cédigos de correcao de erros quanticos, e descobriram que os diagramas
de codigos (graph code), poderiam ser relacionados com o estado cluster proposto por
Briegel e Raussendorf. Segundo Schlingemann e Werner, os estados cluster poderiam ser
utilizados em processos quanticos computacionais, através de medidas de Von Neumann
(que sao as mesmas medidas realizadas no modelo de computador quantico proposto por
Briegel e Raussendorf), para o armazenamento de informagao. Os diagramas de codigos
poderiam diretamente ser implementados para a protecao do estado cluster contra a perda
de coeréncia. O conceito de correcao de erros esta intimamente ligado ao de canal quantico
[9]. O estado cluster pode ser utilizado em testes de nao localidade (testes de violagao das
desigualdades de Bell) [16].

Em teoria da informagao quantica, podem ser exploradas propriedades
de emaranhamento, entre elas, a persisténcia de emaranhamento [10] e a maxima conexao
de estados quanticos. A persisténcia de emaranhamento, relaciona a quantidade de
emaranhamento contido em um sistema quantico multipartido (sistema quantico que
contém m partes com m > 2), ao esfor¢o operacional levado (em termos de operagoes
locais), para destruir todo o emaranhamento presente no sistema quantico. Um estado
quantico é dito como maximamente conectado se, por meio de medidas sobre subsistemas
quanticos pertencentes a um sistema composto, os subsistemas residuais sao projetados
em estados de Bell. Um estado que é maximamente conectado pode ser utilizado para
transportar informacao quéntica através de canais quanticos, além da possibilidade de ser
empregado em protocolos de computagao quantica [4] e no teleporte quantico.

Neste trabalho, é de interesse o estudo da acao de canais quanticos sobre
um estado especifico, o estado cluster de quatro qubits. O estado cluster utilizado no
trabalho é um dos estados quanticos (trés) propostos por Gour e Wallach em [17]. O
estado cluster |C') escolhido tem a mesma forma que o estado cluster proposto por Briegel
e Raussendorf (de quatro qubits). A partir do estado cluster |C'), é construida a familia
de estados quanticos |¢¢). Dependendo do estado quantico |¢¢), o estado pode conter
tanto correlagoes de dois corpos como também de quatro corpos. O estado cluster |C)
genuino apresenta apenas correlagoes de quatro corpos.

O primeiro objetivo é quantificar as correlacoes presentes nos estados
quanticos pertencentes a familia de estados cluster |1¢), e a quantidade de informagao
mutuamente compartilhada entre dois subsistemas que compoe o estado quantico [¢¢).
O segundo objetivo é explorar o efeito da agao de canais quénticos sobre a familia de
estados |¢¢). Além disso, duas grandezas, relacionadas a canais quéanticos sao exploradas:
a entropia de troca e a informacao coerente. A entropia de troca mostra o quanto de
informagao ¢ trocada entre um sistema quantico e o ambiente [18|. O informagao coerente
fornece a quantidade de emaranhado que é preservada em um sistema quantico devido a
interagdo com o ambiente [19]. Os canais quanticos utilizados neste trabalho sao: o de

despolarizacao e de amortecimento de amplitude. Um sistema quantico, depois de interagir
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com o sistema ambiente simulado pelo canal de despolarizacao, tem a probabilidade
I
D>
e a dimensao do sistema quéantico é dim = D). Um sistema quantico representado

de evoluir para um estado quantico despolarizado (%, onde Téo operador identidade
por um estado despolarizado, aponta a possibilidade deste sistema estar emaranhado
com outro sistema. O canal quantico de amortecimento de amplitude pode descrever
efeitos relacionados a dissipacao de energia de sistema quénticos, causando o efeito de
amortecimento de amplitude de estados quanticos [20]. A acdo dos canais quanticos pode
propiciar a perda de coeréncia de sistemas quanticos. O terceiro objetivo é investigar
a influéncia do canal quantico de amortecimento de amplitude sobre a fidelidade entre
estados quanticos.

No capitulo dois apresenta-se as ferramentas matematicas utilizadas neste
trabalho, tal como defini¢oes de entropia, operacoes e medidas quanticas, representacao
do operador soma (associado a canais quanticos), quantificadores de emaranhamento e
informagoes mitua e coerente.

No capitulo trés investiga-se o efeito de canais quanticos sobre o estado
cluster de quatro qubits. Considera-se as situagoes em que um dos qubits (o qubit A;) do
estado cluster interage ou nao com o sistema ambiente. No caso em que nao existe efeito
de canal sobre o sistema quantico, é feita apenas a caracterizagao do sistema quéantico
por meio de dois quantificadores de emaranhamento e a informagao mitua. Um dos
quantificadores de emaranhamento, chamado de negatividade global, tem o papel de
mostrar o quao “forte” é o emaranhamento de um subsistema quéantico com o resto do
sistema composto. A negatividade global é uma medida de emaranhamento, sendo baseada
no critério de separabilidade de Peres [21]. Este quantificador de emaranhamento foi
proposto por Vidal e Werner em [22]. No entanto, é obtida a expressao analitica do
quadrado do valor da negatividade global (com operagao transposta parcial realizada sobre
o qubit A;, do sistema quantico). O outro quantificador, conhecido como concorréncia,
diz o quanto dois qubits estao emaranhados e foi proposta por S. Hill e W. K. Wootters
em [23]. Obtém-se a expressao analitica da quantidade de emaranhamento contido no
sistema quantico composto pelos qubits A; e A;. A quantidade de informacao mutuamente
compartilhada entre duas partes de um sistema quantico composto, tem como foco o
sistema bipartido A;A;. O quadrado do valor da negatividade global, da concorréncia e
informacao mutua, sao quantidades que permitem caracterizar o estado cluster, mesmo
no caso em que existe a acao de canal quantico sobre o sistema. Nas situagoes em que
existe a acao de canal sobre o sistema quantico, sao determinadas expressoes analiticas
da informacao mutua, do quadrado do valor da negatividade global e da concorréncia.
Afim de verificar o acao sobre estas grandezas pelos canais quanticos, as mesmas foram
comparadas quantitativamente com expressoes analiticas obtidas sem a presenca de canal.
Foram obtidas as expressoes analiticas da entropia de troca e da informacao coerente. Os

resultados com relacao a entropia de troca e a informacao coerente sao comparados para
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os diferentes canais.

Nos capitulos quatro e cinco é realizado o mesmo procedimento descrito
em relacao ao capitulo 3. Entretanto, os sistemas quéanticos tratados ao inicio de todo
0 processo, sao representados por meio de operadores de estados mistos. As expressoes
analiticas da informagao mutua, do quadrado do valor da negatividade, da concorréncia,

da entropia de troca e da informagao coerente foram obtidas considerando o parametro
1
4
capitulo 3 é explicado o motivo dos parametros de canal valerem nao mais do que %. No

de despolarizacao d = 7 e d = %, e de amortecimento de amplitude v = i ey = %. No
capitulo quatro, o sistema quantico é representado pela mistura estatistica formada pelo
estado cluster e o estado |[W). O estado |W) contém apenas correlagoes de dois corpos
e as correlagoes nao possuem o grau maximo de emaranhamento. O sistema quantico
investigado no capitulo cinco, é representado pelo operador de estado formado estado
cluster e um estado |B). O estado quantico |B) ¢ um estado produto entre o estado de
Bell \¢+>A1A2 e o estado quantico ]10)A3A4. O estado possui emaranhamento apenas entre
os qubits A; e Ay, e ¢ maximo. A intencao em estudar os sistemas quanticos dos capitulos
quatro e cinco, é examinar quantitativamente a acao efetiva dos canais quénticos sobre
estado com diferentes tipos de correlagoes.

No capitulo seis, é estudado o efeito da agao do canal quantico de amor-
tecimento de amplitude sobre o teletransporte controlado. Tal protocolo de comunicacao
foi proposto por Yi-You Nie et al [1] e utiliza o estado cluster. Antes de dar inicio ao
protocolo, um dos qubits que compde o estado cluster (o qubit A;) passa pelo canal
quantico de amortecimento de amplitude. E estudado o efeito do canal quantico sobre a
fidelidade entre o estado quantico obtido por Bob (com dependéncia do sistema ambiente),

Ao

e o estado desconhecido [1)™ que Alice deseja teleportar para Bob.
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2 Fundamentacdo tedrica

Os estados de poucos qubits podem ser usados para realizar tarefas como
computagao quantica, teleporte de estados e comunicagao. A utilidade de um dado
estado para realizagao de uma tarefa depende das correlagoes quanticas e do contetudo de
informagao do estado. O objetivo principal deste trabalho é quantificar os recursos fisicos
presentes nos estados pertencentes a classe de estados cluster.

Este capitulo introduz os conceitos basicos necessarios para se quantificar
o emaranhamento e a informacio presente em um estado quantico. E dada a definicao
de qubit, de estado multiqubit, de estado separavel e de estado emaranhado. E dada a
definicao de matriz densidade e as devidas propriedades. Em sequéncia sao introduzidos
dois quantificadores de emaranhamento (negatividade global e concorréncia), e em seguida,
é dada a defini¢ao de operagao quéantica (e feita a associa¢ao de canal quantico com o
operador soma). As defini¢oes de informagao mitua e a informagao coerente sao inseridas

ao final do capitulo.

21 O qubit

A computacao e a teoria da informacao classica sao construidas com base
no bit (digito binéario), o elemento que representa a menor unidade de informagao que
pode ser transmitida ou armazenada. O bit pode assumir os valores 0 ou 1. Nao diferente,
a computacao e a informacao quantica sao alicercadas sobre um elemento fundamental
semelhante ao bit, mas, na versao quantica, o qubit. O qubit é representado por um
vetor de estado, um ket, segundo a notacao de Dirac. Além da possibilidade de poder ser
representado como um dos estados |0) ou |1) (a chamada base computacional), que sao
elementos de um espaco de Hilbert (bidimensional e forma uma base ortonormal), oferece

a vantagem poder ser representado pela superposicao destes estados da seguinte forma:

[¥) = al0) +BI1), (2.1)

onde o, 8 € C e |a]* + B> = 1 [20]. O qubit pode ser visto como um sistema que pode
estar em um dos estados de um sistema de dois niveis (estado fundamental e excitado), ou

pode ser medido com spin up ou down.

2.2 Estado multiqubit

Um sistema quantico composto de dois subsistemas (ou um sistema

composto dividido em duas partes) é chamado de sistema bipartido. Se a dimensao do
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sistema A; é dim = dy, e do sistema Ay é dim = d4,, o sistema composto terd dimensao
dim (da, a,) = da, ® da,. O estado quantico de dois qubits, na base computacional |00),

|01), |10) e |11), pode ser representado pelo estado [20]:
)12 = 00 [00) + agr [01) + 1o [10) + ay [11) (2.2)

2 1. . .
com g, o1, @10, 011, € C e |ago|” representando a probabilidade dos dois qubits estarem
no estado quantico |00), e assim por diante. Um sistema quantico formado por mais do
que dois subsistemas é denominado sistema multiqubit. Um sistema quéantico composto

por N qubits pode ser escrito como:

1 1
L ) N N R SO (2.3)

x1=0 rn=0

onde o, ., €Ce Zl Zl |agcl,wN|2 =1.

x1=0 """ rn=0

2.3 Operador densidade

Em situagoes na mecanica quantica, em que os vetores de estado que
representam um sistema quantico sao bem conhecidos, os vetores de estados sao suficientes
para representar o sistema quantico de interesse. O estado do sistema apos um tempo
t é obtido aplicando um operador de evolugao temporal. Além disso, é possivel calcular
observaveis fisicos por meio da atuacao de operadores de medida sobre o vetor de estado
do sistema.

No mundo real, existem situacoes onde o estado quantico que representa
o sistema quantico nao é bem conhecido. O sistema quantico pode ser representado por
uma mistura estatistica de estados quanticos. A informacao sobre o sistema é incompleta,
no sentido de que héa a probabilidade do sistema ser encontrado em qualquer um dos
estados quanticos que compoe a mistura estatistica. Sendo assim, é necessario o emprego
de outra representagao para descrever o sistema, o chamado operador de estado. Esta
representacao, permite também trabalhar com os estados quanticos de subsistemas que
fazem parte de um sistema quantico composto [24] e [20].

O operador de estado ¢é utilizado para representar tanto estados puros
como estados mistos. Os estados puros sao aqueles em que o estado do sistema é conhecido
e sao vistos como um caso particular dos estados mistos. Por outro lado, os estados mistos
sdo representados como uma mistura estatistica de estados puros [20], neste caso sao
utilizados para representar um sistema que nao é totalmente conhecido. Um exemplo de
estado misto é o estado de polarizacao de fétons que emergem de uma fonte de luz nao
polarizada [24].

Considere um sistema quéntico representado por um um ensemble de

estados quénticos puros {p;, [¢;)}, onde p; é a probabilidade de encontrar o sistema no
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estado |1;). A representagao do operador de estado para este sistema é:
p= pilti) (Wil (2.4)

onde p; >0e > . p;=1120].

Um estado quéantico puro é representado como um projetor p = |1) (].

2.3.1 Propriedades do operador densidade

Para que um operador densidade p possa ser utilizado para representar
um ensemble {p;, [¢;)}, de estados quanticos |1);), com probabilidade p;, sdo impostas
algumas condigoes:

1 - A soma dos elementos da diagonal principal que constitui p, ou melhor
dizendo na linguagem algébrica, o traco da matriz do operador densidade p deve ser igual

a l:
Tr(p) = Zpi =1 (2.5)

2 - O operador densidade deve ser um operador positivo. Considere um
vetor de estado arbitrario |¢). O valor esperado do operador p no estado |¢) deve satisfazer

a condigao:

(plplp) > 0. (2.6)

3 - O operador de estado deve ser hermitiano:

=7, (2.7)
o que implica em autovalores )\, reais, possibilitando escrever o operador de estado por

meio de um espectro de decomposi¢ao na forma:
b= S Al (k] (23)
k

onde os vetores de estado |k) s@o ortogonais [20)].

2.3.2 O operador densidade reduzido

Uma das vantagens de representar sistemas quanticos por meio do ope-
radores de estado, é a possibilidade de estudar subsistemas de um sistema composto. O
estado quantico de um subsistema de um sistema composto é obtido por meio da operagao
chamada trago parcial. O trago parcial também apresenta um significado importante, no
contexto de medidas. Considere que é desejado realizar uma medida sobre um sistema

quantico A;. A medida ¢é feita sobre o sistema A; com o operador de medida A4,. A
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mesma medida por ser feita sobre o sistema composto 4142, entretanto, o operador que
atua no sistema composto tem a forma A4, 4, = A, ®14,. O valor médio de um observével
Ay, calculado sobre estado p1t, de um sistema A;, deve ser o mesmo, nao importando se

é calculado diretamente por meio de pt ou, via o sistema composto pA142 [20]:

(Aay) = Tra, (Aa, (™)) = Tra,a, (Aaya, (5M2)) = Traga, (Aa, @ La, (1)) .

Suponha um operador de estado (puro e separavel) p142 composto por dois sistemas, A;

e As, que tem a forma:
pAA1A2 _ ﬁAl ® [)Az.

Em termos da matriz densidade p4142 & escrito como:

A A A A
ﬁAlAQ _ P11 9121] ® [ﬂlf P122] .

A1 A1 A2 AQ
P21 P22 P21 P22

O operador de estado do sistema A; é obtido tomando o traco sobre o sistema A,

matematicamente:
15141 =1Try, (ﬁAlAQ)
A A
= PAl (;011412 + a3 )
=, (2.9)

o traco sobre o sistema A leva o operador de estado bipartido p4142

para um operador de
estado que representa o sistema A;, em outras palavras a operacao traco sobre o sistema

Ag elimina os graus de liberdade do sistema As.

2.4 Estado separavel

Um estado quantico é chamado de separével se pode ser escrito como
o produto tensorial dos estados dos subsistemas que fazem parte do sistema quéantico
composto. Os estados de um subsistema A; pertencem a um espago de Hilbert H 4,, e os de
um subsistema A, do espaco de Hilbert H 4,. Considerando um sistema quantico composto
por N subsistemas, o espaco de Hilbert do sistema é definido como o produto tensorial de
todos espagos de Hilbert que representa cada subsistema, H = Ha, @ Ha, OH A, @...QH 4, -
O estado quantico separavel de um sistema composto por /N subsistemas, na linguagem de

operadores de estado, é representado por:

~ ~

p=pMeptreptt . p. (2.10)

Um exemplo de estado quantico separavel ¢ o estado de dois qubits |2ZJ)‘41A2 = |0) <‘0>j§|1>>,

onde o operador de estado p*142? tem a representacao:
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2.5 Estado emaranhado

Um estado quantico emaranhado constituido de N subsistemas ¢ aquele

que nao pode ser escrito como um estado produto:
p# M @pteptt . pt. (2.11)

Exemplos de estados quanticos emaranhados bipartidos sao os estados de Bell, e sao

representados pelos vetores de estado:

prye < LLEILD gy KO, 2.12)
|w+>A1A2 _ ’01>\—/i_§’10> o ‘¢_>A1A2 _ |01>\;§|10> (2.13)

O operador de estado do estado [¢+) ™2 ¢:

A1As
ﬁAlAz — (%) (M\/ﬁ(lu) 7’é ﬁAl 0%y faA27

onde pAt = pA2 = Tr (ﬁAlAQ).

Os estados de Bell sao utilizados em informagao e computagao quéntica
em geral e sao estados onde o grau de emaranhamento é maximo. Esses estados serao

utilizados como projetores no capitulo 6.

2.6 Medidas de emaranhamento

Nesta secao sao definidos dois quantificadores de emaranhamento. A
primeira medida é a negatividade, que é baseada no critério de separabilidade de Peres,
e é uma medida global de emaranhamento. A segunda medida, chamada concorréncia,
definida a partir da operagao spin flip 25|, ¢ uma medida de emaranhamento contido

entre dois qubits.

2.6.1 Critério de separabilidade de Peres

Em 19 de Agosto de 1996, Asher Peres publicou um artigo [21] que
estabelece uma condigao necessaria, mas nao suficiente para caracterizar sistemas quanticos
como separaveis ou nao. O critério proposto por Peres é baseado na operacgao transposta
parcial da matriz densidade do sistema bipartido representado pela matriz densidade p4142.
Segundo Peres, para que um sistema possa ser escrito como apenas um produto direto
dos subsistemas que compde o sistema quantico composto, é necessario efetuar a operagao

transposta parcial com relagao a um dos subsistemas, e estudar os autovalores da matriz
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transposta obtida. Se algum dos autovalores da matriz transposta parcial (considerando
que a operacao transposta parcial foi tomada sobre o sistema A;) for negativo, indica que
o sistema A; possui emaranhamento com o resto do sistema. Os elementos de matriz da
transposta parcial do estado pA142, com relacio ao subsistema A;, podem ser obtidos a

partir de:

( AA1A2)TA1 _ ~A1 A
p numv mpuny?

onde m,n € Ay e u,v € As.
Considere o sistema quéantico composto bipartido p142, representado por

AA1 A2

um estado separavel. Os elementos de matriz de p podem ser escritos como:

i = Y i (), @ (572) - (2.14)

Os elementos de matriz da transposta parcial com relacao ao sistema quantico A; sao:

(1) g = 220 ), @ ().,
_Zal pl mn (pi2)ul/
—z%mnmmﬂy 219

O operador de estado referente a eq. 2.15 representa um estado quantico com autovalores
positivos, por conta do operador de estado p*142 ser separavel e hermitiano. No entanto,

A1A2 A1A2)

se p for um estado emaranhado, entao (p pode ser negativo.

2.6.2 Negatividade global

A negatividade global é uma medida de emaranhamento, sendo baseada
no critério de separabilidade de Peres [21]. Este quantificador de emaranhamento foi
proposto por Vidal e Werner em [22]. Inicialmente, para calcular a negatividade, deve
ser realizada a operagao transposta parcial sobre a matriz densidade, que representa o
sistema quantico em que existe o interesse em estudar o emaranhamento. A expressao
que fornece o valor da negatividade é escrita em termos da norma do traco da matriz
transposta parcial obtida. A negatividade pode ser calculada tanto para estados puros
como para estados mistos de um sistema bipartido, no entanto, é necesséaria, mas nao
suficiente para detectar emaranhamento quando a dimensao do sistema é maior do que

2 x 3. A expressao da negatividade tem a forma:

~T'ay
PA A,

NG (ﬁA1A2) _

-1, (2.16)

representa a soma do médulo dos autovalores

onde Ng ( AlAQ) varia entre O e 1, e ”pAlA

negativos da matriz densidade pzl 4, - A negatividade nao aumenta sob LOCC. O valor
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.. , . . N
da negatividade também pode ser escrita em termos dos autovalores negativos de Hp Ay Ay

)

e é representada pela expressao:
Ne (ph ) =23 A7) (2.17)

Uma expressao que fornece o quadrado do valor da negatividade, valida

apenas para sistemas constituidos de um tnico qubit, tem a forma:

NE (p™) = ddet (p™) . (2.18)

2.6.3 Concorréncia

Em 1997, S. Hill e W. K. Wootters em [23| propuseram uma medida
de emaranhamento com respeito a dois corpos, a medida foi chamada pelos autores de
Concorréncia. Segundo os autores a concorréncia quantifica a quantidade de recurso
necesséario para criar um estado quéantico emaranhado. A concorréncia pode ser calculada
tanto para estados quanticos puros como para estados quanticos mistos.

O primeiro passo para obter a concorréncia entre dois sistemas quéanticos
é efetuar a operagao conhecida como spin flip, individualmente sobre o estado quantico
conjugado que representa o sistema quantico composto bipartido. A operacao spin flip

nada mais ¢ do que a agao da matriz 6, de Pauli. O vetor de estado ’¢> é obtido por:

‘Q/,}>A1A2 _ (5‘yAl ® 5';42) |¢*>A1A2 , (219)

onde [*) é o vetor de estado conjugado de |¢)). A concorréncia em termos de vetores de

estado é definida como:

c=|wl|d)| (2.20)

A concorréncia também pode ser obtida por meio do formalismo da matriz densidade.

—~—

Para obter a concorréncia por meio deste formalismo é necesséario calcular a matriz p4142,

que é obtida por meio de:

—_~—

pAAe = (6741 @ 602) (p1427) (6 @ 62)T (2.21)

—_~—
~

pAid2 pAiA2 - A concorréncia é definida

Logo em seguida ¢é preciso calcular os autovalores de p

Ccomao:

C (pM42) = maz {0, VA= Ve — Vs — \//\_4} , (2.22)

—_~—
~

pA142 pA142 ¢ )\ 0 maior deles. O valor

com A1, A2, A3, Ay sendo os autovalores do operador p

da concorréncia varia entre 0 e 1.
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2.7 Medidas quanticas

Sistemas quanticos que nao interagem com um sistema quantico externo
sao chamados de sistemas quanticos fechados e apresentam uma evolugao unitaria. No
entanto, no mundo real qualquer sistema quantico interage com um sistema quantico
ambiente. O simples fato de realizar uma medida sobre um sistema quantico pode torné-lo
nao mais fechado. O aparato experimental interage com o sistema quantico que se deseja
estudar, e a consequéncia disto é a mudanga de um sistema que antes era tido como fechado,
e que durante a medida torna-se aberto, ou entao, a evolugao que antes era unitaria deixa
de ser unitaria [20]. O sistema utilizado para medir mais o sistema quantico que esta sendo
medido, formam um sistema isolado. Uma outra forma de observar um sistema quéantico
que nao evolui de forma unitaria é observar o estados de alguns subsistemas de um sistema
quantico composto, pode ser que o estado quantico desses subsistemas nao evoluam de
forma unitaria, o sistema quantico composto apresenta uma evolucao unitaria. Afim de
explicar o efeito de medidas (considerando um caso especial de operadores de medida,
os projetores) sobre sistemas quanticos segue a definicdo de medida [20]: As medidas

realizadas sobre um sistema quéntico sao formadas por uma colecao de operadores {Mm}

Cada operador M,, tem a forma de um projetor e atua sobre os vetores de estado do
sistema quantico. Projetores correspondem a um caso especial de operadores de medida.

O conjunto de operadores satisfazem a relagao de completeza, tal que:
> MM, =1, (2.23)

A soma das probabilidades (igual a um), esta associada a relagdo de completeza dos

operadores pela equacao:
> op(m) = (| MMy, [¢). (2.24)

Considere um sistema quantico descrito por um vetor de estado [¢). Ao

fazer uma medida sobre o sistema com o conjunto de operadores M,,,, o estado apos a medida
& |¢) = M, [¢0) . A probabilidade do resultado m ser obtido é p (m) = (| M M,, |). O
estado quantico normalizado ap6s a medida é:

M |0)
V] VL 1)

¢) = (2.25)

No contexto de operadores de estados, considerando uma colecao de
projetores de medidas e o operador de estado misto p =) . p; [1;) (¢;| . A probabilidade
de realizar uma medida e obter o resultado m é p(m) =T'r (MLMWE}) O novo operador

N |93) (i | ML,

de estado apos a medida é p,, = >, p; T (M Ting)
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2.7.1 Representacdo do operador soma

O operador soma é uma das maneiras de representar uma operagao
quantica £, como por exemplo o efeito da interagao de um sistema quantico com um sistema
quantico externo. A motivagao de utilizar tal representagao é a vantagem em relagao a
simplicidade nos calculos. Para obter a representacao do operador soma, primeiramente
suponha que um sistema quantico ambiente seja representado por uma base finita e
ortonormal |eg) . Suponha-se que o sistema ambiente comece (ou, pode-se dizer que o
sistema ambiente foi preparado) no estado pen, = |eg) (eg|. Considerando o operador
de evolugao unitéria U (que depende da interagao entre o sistema quéntico e o sistema
ambiente), que atua no sistema quantico p e no sistema ambiente, o estado final € (p) pode

ser escrito como:

E(p) =D (el (U (5@ leo) (eol) TT) fe)

=" erl Uleo) pleol U Jex)

=Y ypE] (2.26)
k

onde operador Ej, = (x| U leo) pode ser representado por uma matriz com dimensao igual
ao do ambiente. Os operadores E) sdo chamados de operadores de Kraus e satisfazem a
relagao ), EA;LE;{ < 1, e sao elementos do operador soma £. Na representagao do operador
soma, nao hé a preocupagao em como o sistema ambiente é descrito. Ao final do processo
¢ tomado o trago sobre o sistema ambiente (na base |ex)), e o sistema residual € (p) é
um sistema quantico com a dependéncia do efeito do ambiente. A eq. 2.26 é a chamada
representacao do operador soma. Como o préprio nome sugere, este operador soma é
representado por uma soma de operadores E, que atuam sobre o sistema quantico principal.
A colecao de operadores {Ek} contém ‘residuos”, que é consequéncia da interacao do

sistema quantico com o ambiente.

2.8 Canais

Um canal de comunicac¢ao é definido como qualquer meio que possa ser
utilizado para enviar informacoes entre duas partes de um sistema. Umas das partes
¢ chamada de remetente e a outra de destinatario [26]. Existe dois tipos de canais
de comunicagao, os canais classicos e os quanticos. Exemplos de canais classicos de
comunicagao sao o radio e o telefone. Exemplos de canais quanticos, e que serao utilizados
neste trabalho sao os canais de despolarizacao e de amortecimento de amplitude.

Um canal quantico é associado a uma operacao quantica realizada sobre
um sistema quantico composto, ou até mesmo sobre algum subsistema que compoe um

sistema quéntico composto. O canal quéantico pode ser visto como um ruido, causado pela
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interacao do sistema quéantico principal com um sistema quantico ambiente. A adicao
de ruido ao sistema quéantico pode acarretar na mudancga do operador de estado que
representa o sistema quéantico, em outras palavras, o canal quantico pode causar a perda
de coeréncia do estado do sistema quantico. Na transmissao de informacao de uma parte
para outra, parte da informagcao (codificada no operador de estado) pode ser perdida
devida a interagao do sistema quéantico com o ambiente. Os canais quanticos utilizados

neste trabalho sao operacoes quanticas que atuam sobre um tnico qubit.

2.8.1 Canal quantico de despolarizacdo

Um sistema quantico, ao interagir com o sistema quantico ambiente do
canal de despolarizacao, pode sofrer a despolarizacao, ou seja, o operador de estado do
sistema quantico passa a ser representado, parcialmente, pelo operador I , onde Iéo
operador identidade. Para sistemas D-dimensionais a representacao do operador de estado

de um sistema quantico, sob agao do canal quantico de despolarizacao é:

A

2(p) = dé +(1—d)p. (2.27)

A eq. 2.27 mostra que o sistema quéntico apds passar pelo canal de despolarizacao, tem
probabilidade d de estar no estado quantico maximamente misto % e probabilidade (1 — d)
de continuar no estado p. A letra D representa a dimensao do sistema quantico. O
parametro de despolarizagao d varia entre [0, 1].

O efeito do canal quantico de despolarizagao sobre um sistema quantico

pode ser escrito na representacao do operador soma, e tem a forma [20]:
£(p) = Eo (p) E§ + Ev (p) B + By (p) ES + Es (p) E}, (2.28)

onde os elementos de operagao sao: E’O =4/1— ] E1 i@, Eg iay e E3 ‘/Tﬁﬁz.
Os operadores 0,, 0, e 0, sao os operadores de Pauli. Neste trabalho é utilizada a
operacao de despolarizagao referente a eq. 2.28. Como exemplo de aplicacao do operador
de despolarizacio, considere um qubit representado pelo operador de estado p* = |0) (0.

Apos passar pelo canal quantico de despolarizagao o operador de estado do qubit A; passa

i = (RO g,

portanto, o estado quantico que inicialmente era puro, apoés interagir com o sistema

ser:

ambiente £ do canal quantico, tem probabilidade d de passar a ser escrito como um estado

misto.

2.8.2 Canal quantico de amortecimento de amplitude

O canal quantico de amortecimento de amplitude é extremamente impor-

tante devido ao fato de poder descrever efeitos relacionados a dissipagao de energia de
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sistema quéanticos. Um processo que pode ser associado a este canal quantico é a emissao
de um foéton por um dtomo. Na representacao do operador soma o canal quantico de

amortecimento de amplitude tem a representacao [20]:

£(p) = Eo (p) B§ + B1 (p) B, (2.29)
. 1 0 - 0
com os elementos de operacao Ey = e B, = V7 . O parametro de
0 V1—7vy 0 0

amortecimento de amplitude 7 = sen?d e varia entre [0,1]. Como exemplo da aplicagao
do canal de amortecimento de amplitude considere um qubit cujo operador de estado é

p =11) (1]. Apos passar pelo canal quantico o estado do sistema é:

Pt =710) (O] + (1 =) [1) (1],

portanto, o sistema continua no estado |1) com probabilidade (1 — ), e tem probabilidade
7 de estar no estado |0). Fisicamente a situagao acima pode ser vista como um foéton
passando por um canal, e que apresenta probabilidade v de ser perdido para o ambiente
[20].

2.9 Entropia

Entropia é um conceito empregado em termodindmica e diz o quao
desordenado é um sistema sob certas condicoes. Este conceito é aplicado tanto em teoria
da informacao classica como em teoria da informacao quéntica. Em teoria cléssica da
informacao, a entropia é utilizada para medir o quanto de informacao pode, por exemplo, ser
produzida por uma fonte discreta [26]. Em teoria da informagao quantica esta relacionado

ao grau de conhecimento do estado correspondente a um sistema fisico [20].

2.9.1 Entropia de Shannon

A entropia de Shannon é a base da teoria da informagao classica. Considere
uma distribuigao de probabilidades {pi, ps, ..., pn}, relacionada a possibilidade de algum
evento x € X ocorrer, onde X = {x1,xs,...x,} € um conjunto de eventos. A entropia de

Shannon para este sistema pode ser interpretada de diferentes maneiras, entre elas:

1. Pode ser utilizada para medir o quanto de informacao é obtida, na média, quando o

valor da probabilidade de algum evento de x de X ocorrer;

2. Pode ser vista como uma medida da quantidade de incerteza sobre o evento x de X

antes de informar seu valor da probabilidade do evento ocorrer;

3. Pode ser utilizada para quantificar o recurso necesséario para transmitir e armazenar

informagao [20].
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Um fonte de informacao discreta é caracterizada como um processo de Markov. Para que
seja possivel quantificar a informacao produzida pela fonte, uma medida H (p1, po, .., pn)

que fara este papel devera satisfazer as condigoes:

1. A medida H deve ser continua em p;. A probabilidade p; deve variar entre o intervalo
[0, 1].

2. Se todas as probabilidades p; sao iguais, p; = %, entao H deve ser uma funcao mo-
noténica aumentando em n, com as chances dos eventos ocorrerem ser equiprovaveis,
o que resulta em mais escolhas, ou incertezas, quando h& mais eventos possiveis.
Como exemplo considere dois eventos que podem ocorrer com a mesma probabilidade

% e quatro eventos que podem ocorrer com probabilidade }I'

3. Se a escolha for dividida em outras duas possiveis, a quantidade H deve ser a soma

ponderada dos valores individuais de H.

A tnica fungdo H que satisfaz as condig¢oes acima tem a forma:

H=-K Xn:pilog (ps) , (2.30)

=1

onde K é uma constante positiva. A eq. 2.30 pode ser escrita como:

H=— Zpilogg (pi) (2.31)
i=1

devido a fato da constante K ser equivalente a uma escolha da unidade de medida da

entropia. A entropia de Shannon representa a entropia de um conjunto de probabilidades

D1, -, Pn |26].

2.9.2 Entropia conjunta

A entropia de Shannon de duas variaveis X e Y, levando em conta que

nada é conhecido sobre as varidveis ¢ definida como:

H(X,)Y)==> plx,y)log: (p(z,y)), (2.32)

onde p (z,y)é a probabilidade conjunta de z € X ey € Y [27].

2.9.3 Entropia condicional

A entropia condicional também é definida a partir de duas variéveis e é

definida a partir do conhecimento de uma das variaveis e tem a seguinte representacao:

HX|Y)=H(X,Y)-H(Y), (2.33)
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a entropia condicional de X, dado que é conhecido o valor da varidvel Y equivale a diferenca
entre a entropia conjunta 27| das variaveis X e Y e entropia da variavel Y. A entropia
condicional é uma medida do quanto é desconhecido, na média sobre o valor de X, dado

que é conhecido o valor da variavel Y.

2.9.3.1 Propriedades da entropia de Shannon

A entropia de Shannon obedece as seguintes propriedades:

1 - A entropia conjunta de duas variaveis X e Y desconhecidas satisfaz
H(X,)Y)=H (Y, X).

2 - A entropia da variavel X obedece H (X) < H (X,Y), sendo a entropia
da variavel X igual a entropia do par de variaveis apenas se Y é funcao de X.

3 - A entropia conjunta do par de variaveis (X,Y’) é em geral menor que
a soma das entropias individuais de cada variavel (podendo ter o mesmo valor apenas se
as variaveis X e Y sao independentes), H (X,Y) < H(X)+ H (Y).

2.9.4 Entropia de Von Neumann

A entropia de Von Neumann é intensamente utilizada em teoria da
informagao quantica. Pode ser utilizada para medir o quanto é desconhecido o estado

quantico que representa um sistema fisico e é definida de duas maneiras:

1. Em termos do traco da matriz densidade que descreve o sistema quéantico:
S (p) = =Tr (plogz (p)) - (2.34)

2. Em termos dos autovalores do operador densidade que caracteriza o sistema quantico:

S(p)=- Z Ailoga (Ai) - (2.35)

A entropia de Von Neumann é escrita em termos do logaritmo na base 2, consequen-

temente a unidade é o bit [20].

2.9.4.1 Propriedades da entropia de Von Neumann

A entropia de Von Neumann tem as seguintes propriedades:

1 - A entropia S (p) > 0, valendo zero no caso em caso p é puro.

2 - Considerando um espaco de Hilbert d—dimensional a entropia sera
no méaximo logs (d). A entropia valera log, (d) apenas se p for um estado completamente
misturado, p = 5.

3 - No caso de um sistema composto puro 4142, a entropia dos subsistemas

do sistema composto sao iguais, S ([)Al) =9 (,6‘42).
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4 - Suponha que dois sistemas A; e A, formam um sistema misto pA142,

a entropia conjunta do sistema composto satisfaz:
5 () <8 (M) + 5 ().

onde a igualdade é valida apenas no caso onde o sistema composto é puro.

2.9.5 Entropia de troca

A entropia de troca mostra o quanto de informagao é trocada entre um
sistema quantico A e um sistema ambiente E. A expressao analitica da entropia de troca
pode ser calculada de duas maneiras. A primeira maneira é purificando o operador de
estado do sistema quantico composto pg . O subscrito £ em pg indica que p interagiu
com um sistema quantico externo E. Deve ser calculada a entropia de Von Neumann
do sistema quantico de referéncia R que purifica pg. Outra forma de calcular a entropia
de troca é a partir do calculo da entropia de Von Neumann da matriz de troca W. Os

elementos de matriz da matriz W sao calculados por meio da equacao:

Neste trabalho a entropia de troca foi calculada a partir da matriz W.
No caso do calculo da entropia de troca via matriz W, o operador de estado /% representa
o estado do sistema quéntico composto ) que interage com o sistema ambiente. Os
operadores E; e Ej sao os operadores de Kraus do canal quantico utilizado. A dimensao
da matriz de troca W depende do nimero de operadores de Kraus que o canal quantico

possui. A notagao utilizada para representar a entropia de troca seréa S, (ﬁQE )

2.10 Informacdo muatua

A Informacao miutua fornece o quanto de informagao pode ser comparti-
lhada entre duas partes de um sistema. A expressao apresenta duas versoes, uma aplicada

a sistemas classicos e outra para sistemas quéanticos.

2.10.1 Informacdo matua classica

Considere que exista duas distribui¢coes de probabilidades X e Y. A
informagao compartilhada entre duas variaveis aleatorias X e Y, fornece o quanto de
informacao as variaveis X e Y tem em comum. Como exemplo considere que X seja a
entrada de um canal de comunicacao e Y represente a saida, a informacao mutua pode
ser interpretada como quantidade de informacao que pode ser transmitida de X para Y

através do canal classico. A expressao da informacao mutua entre as variaveis X e Y é:

Ln(X,Y)=H(X)+H(Y)—H(X,Y), (2.37)
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I,(X,Y)=H(X)- H(X|Y). (2.38)

O termo H (X,Y) na eq. 2.18 esta relacionado ao erro causado por um canal que apresenta
ruido, levando assim a diminuigao de I,,, (X,Y). A informagao mutua cléssica é utilizada

para calcular a capacidade de envio de informagao de um canal classico [20].

2.10.2 Informacdo muatua quantica

A definicao da informagao mitua quantica é anéloga a informacao mutua
classica, no entanto, é definida em termos da entropia de Von Neumann. A expressao que

quantifica a informagao mutua quantica é:
L (5, 9%) = 8 (4%) + 5 () — 5 (p%2) (239

onde S (ﬁAl) representa a entropia do sistema quéantico A;, S (ﬁAQ) do sistema A, e
S (ﬁA1A2) a entropia conjunta do sistema A;A; [20]. O termo S (ﬁAlAQ) reflete o efeito
(na maioria das vezes prejudicial a tarefa a ser feita) da interagao entre o sistema quantico
p e o sistema ambiente F.

A informacao mitua quantica tem um papel analogo a informacao mutua
classica, porém, é utilizada para calcular o quanto de informagao pode ser transmitida
utilizando um canal de comunicacgao quantico. Além disso, quantifica a soma das correlagoes

classicas e quanticas existentes no sistema quéntico.

2.11 Informacio coerente

A informacao coerente foi introduzida por Benjamin Schumacher e M.
A. Nielsen em [18]. A informacao coerente pode ser utilizada para medir o quanto de
emaranhamento é preservado por um sistema quantico ao passar por um canal quantico,
ou o quanto de informagao pode ser transmitida pelo pelo sistema quéntico com o auxilio

do canal canal quéntico. A informacao coerente é definida como:
1 (p9F) = 5 (72) = 8. (6°%). (2.40)

onde S (ﬁg) ¢ a entropia de Von Neumann do sistema ,6% sob efeito de um canal quantico
geS, (ﬁQE ) ¢ a entropia de troca do sistema ﬁg. A informagao coerente é méxima apenas
para situagoes com a auséncia da agao de canal quantico. No entanto, nao faz sentido este
tipo de situacao neste trabalho, como dito anteriormente, por mais perfeito que seja um
experimento, sempre havera interacao entre um sistema quantico ambiente F e o sistema
quantico em que esta sendo tratado. No caso de estados de quatro qubits, a acao do canal
pode resultar na redistribuicao de emaranhamento do qubit em foco com os trés qubits

restantes e o sistema quéntico ambiente E do canal quantico. A informacao coerente seré
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nula para o caso em que S (pg) =S5, (ﬁQE ) o que significa que todo emaranhamento inicial
entre A; e Ay A3A, é transferido para o sistema quéntico ambiente E do canal quéntico, o
que implica agora na existéncia de emaranhamento apenas entre o sistema A; e o sistema
quantico ambiente F. Quando o emaranhamento entre os sistemas A; e E é maximo,
significa que o canal quéantico o nao pode ser utilizado para enviar informagao quantica, a
informagao anteriormente contida no sistema A; A A3 A, é perdida para o ambiente E. A
acao do canal sobre um sistema de quatro qubits, pode levar este o operador de estado
a um operador que nao apresenta emaranhamento nem com os outros trés qubits e nem

com a sistema ambiente E.
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3 Estado cluster de quatro qubits

Estados maximamente emaranhados, isto é, estados onde os subsistemas
que compoe o sistema quantico composto sao maximamente correlacionados, em especial os
chamados estados cluster, tem sido estudados devido a possibilidade de serem empregados
em tarefas que envolvem QIP. Os estados cluster de poucos qubits sao utilizados em
protocolos de comunicagao quantica, como por exemplo, o teleporte quantico [1] e o codigo
superdenso [2], além de serem empregados no contexto de codigo de corregao de erros
quanticos [3]. O conceito de corregao de erros pode ser associado a um canal quéantico
que minimiza o erro causado pela acao de um sistema ambiente sobre o sistema principal.
Uma aplicacao experimental do estado cluster é na possivel produc¢ao de um computador
quéantico baseado em medidas [4]. Realizagoes experimentais com relagao ao computador
com base no estado cluster ja foram demonstradas em [5] e [6].

Gour e Wallach [17] usaram o four-tangle (uma medida de emaranhamento
entre quatro qubits [28]) para caracterizar todos os estados quanticos de quatro qubits
maximamente emaranhados. Os autores definiram um estado quéntico com emaranhamento
maximo como sendo aquele em que, a média do emaranhamento com respeito a todos
possiveis cortes bipartidos (divisao do sistema em duas partes) que podem ser feitos é

maximo. Os autores identificam em especial trés estados cluster:

~]0000) + 0011) + [1100) — [1111)

C) 5 : (3.1)

) = 0000) + |0110) ;r [1001) - [1111) (32)
e

o) = [0000) + [1010) +]0101) — [1111) (33)

2

Os trés estados acima estao relacionados pela permutacao entre os qubits. Neste trabalho
sera utilizado o estado cluster |C), pois é exatamente igual ao proposto por Briegel e
Raussendorf. Poderia ser utilizado qualquer um dos outros dois estados.

A partir do estado cluster |C) é construida a classe de estados cluster
|1¢). Os estados quanticos |¢¢) por definigao sao todos os estados escritos na base [0000),
|0011), [1100) e |1111), com os coeficientes agooo, Goo11, @1100, @1111 assumindo quaisquer
valores, desde que |agooo|” + |acor1]” + |a1100]” + |a1111])* = 1. As correlagdes existentes nos
estados [¢¢) variam de acordo com o valor dos coeficientes do estado quantico. Dentre

0000)4-]0011)+|1100)—|1111) . ..
— [0000)HOOLYHIIO)—111) ¢ e

todos os estados quanticos de |¢¢), o estado cluster |C)
com emaranhamento maximo. Como o estado quantico |¢)¢) é o estado geral da classe de

estado cluster, todos os calculos realizados neste capitulo sao obtidos para este estado geral,
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mas nenhuma analise é feita. O estudo das grandezas de interesse é feita posteriormente,
a partir de certas condigoes, que recaem no estado cluster propriamente dito, que é o foco
do trabalho.

Sao calculadas trés quantidades, responséveis pela caracterizacao do
estado quantico pertencente a classe de estados cluster. Sao calculadas, a informagao
mutua (com relacao aos qubits A; e Ay), a concorréncia (para a caracterizagao do recurso
fisico presente no estado quantico reduzido de dois qubits A;Ay) e o quadrado do valor
da negatividade, onde a operacao transposta parcial é feita sobre o qubit A; do estado
quantico de quatro qubits.

Sao consideradas as seguintes situagoes:
1. O estado quantico puro de quatro qubits.

2. O qubit A; do estado quantico pertencente a classe de estados cluster interage com

o sistema ambiente E do canal de despolarizagao.

3. O subsistema A; do estado quantico de quatro qubits passa pelo canal de amorteci-

mento de amplitude.

A primeira situacao é importante pelo fato de permitir a caracterizacao do estado quéantico
|¢), por meio das medidas de emaranhamento (quadrado do valor da negatividade e
concorréncia) e da quantidade de informagao mutuamente compartilhada entre os sistemas
quanticos A; e A,. Para os casos com a presenca de canal quantico, além do quadrado do
valor da negatividade, da concorréncia e da informacao mutua, sao obtidas as expressoes
analiticas da entropia de troca e da informacao coerente.

Nas secoes 3.3, 3.4, 3.5 e 3.6, a matriz densidade ou operador de estado
do estado quantico apds a passagem por um dos canais quanticos, sempre seréd denotada
com um indice inferior £ . Em relagao ao canal quantico de despolarizagao (se¢ao 2.8.1) o
parametro de despolarizagao é denotado por d. Para evitar a confusao entre o parametro
de despolarizacao e a dimensao do sistema, a letra d se refere apenas ao parametro de canal,
a dimensao de qualquer sistema sera especificada pela notagao dim (ou sera escrito por
extensao). Levando em conta o canal quantico de amortecimento de amplitude (se¢ao 2.8.2)
o parametro de ruido é denotado por 7. Os autovalores referentes as matrizes densidade de
um qubit A; e A, e de dois qubits A; A, serdo denotados sempre por (3, v (com indices) e «,

respectivamente. Nesta trabalho, a notagao v por si so, representaré (sempre) o parametro
Ay Ay

de amortecimento de amplitude. Os autovalores do operador p pA142 necessérios para
o calculo da concorréncia, sempre serao denotados por J. Os autovalores da matriz de
troca W, utilizados no céalculo da entropia de troca serao sempre rotulados por k.

As expressoes analiticas para todas as quantidades acima, com e sem a
presenca de canal quantico, considerando especificamente o estado com emaranhamento

maximo sao obtidas nas segoes 3.2, 3.4 e 3.6.
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3.1 Caracterizacdo do estado [1)¢)

Um representante dos estados quanticos contidos na classe de estados

cluster |¢¢), é definido como:

|wc> = apooo ‘OOOO) + apo11 ’0011> + a1100 ’1100) + ailll ‘1111> . (34)

Para obter a expressao analitica da informacao mutua é preciso obter
primeiramente o estado quéntico reduzido de dois qubits, ﬁﬁé’% = Traua, (|c) (Yel). Os

autovalores do da matriz densidade pﬁéfb

Sa0:

1+ \/1 — 4|D0000 _ D0011|2

ave 5 ) (3.5)
e
1 — \/1 — 4| D000 Doo11|2
ale = 5 , (3.6)
onde D% = agogpa1111 € D" = ago11a1100-

No célculo da informagao mutua, também sao utilizados os autovalores dos
operadores dos estados quanticos reduzidos de um tnico qubit, pﬁé = Tra,a54, (|Vc) (Yel)

e ﬁﬁé = Tra,a,4, (|Vc) (¥e)), e sao respectivamente:

YO = P, BY° = Py (3.7)
e
W = Py e 75¢ = Py, (3.8)
onde foi usada a notacao:
Poo = |aoooo|” + |acon|* e Py = |ariool” + larin|?, (3.9)

que respeita a condicao de normalizacao Pyg + P;; = 1. Neste caso os qubits A; e Ay

possuem matrizes densidade iguais.

3.1.1 Informacdo matua

A expressao analitica da informagao mutua é obtida por meio do céalculo
dos autovalores da matriz densidade reduzida de dois qubits ﬁﬁéAQ, utilizando também os
autovalores das matrizes densidade reduzidas dos qubits individuais A; e Ay , ﬁﬁé e ﬁﬁé.

A expressao da informacao compartilhada mutuamente entre os qubits A; e A, é:

AAL A 1
[m (p$é7 pﬁé) = —2P00l0g2 (Poo) - 2P11[Ogg (Pll) + 5[092 (lDOOOO _ D0011’2)

\/1—4|D0000—D0011|2 1+\/1—4|D0000—D0011|2
+

5 logs (3.10)

1— \/1 — 4| Doooo _Doon‘2
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3.1.2 Negatividade

A expressao analitica que fornece o quadrado do valor da quantidade de
emaranhamento existente entre o qubit Aj, e os outros trés qubits do estado quantico |¢¢)

é
NE (p5) = 4P00P11,

) (‘D A,

—I— ‘DOOM‘Q n |D0000| ‘D(Ag) A,

2) , (3.11)

00 _ 00 _ £ 2 (~A1) 4
onde D(As)O(A4)O = Qgpoodi100 € D(A3)0(A4)0 = ago11@1111- O valor maximo de Ng (pw )

alcangado para a escolha Py = Pi1, que ¢ justamente a condigao em que |¢¢) = |C).

3.1.3 Concorréncia

Conforme explicado na subsecao 2.6.3, para obter a expressao da quanti-
dade de emaranhamento contido entre os qubits A; e A,, requer a utilizacao dos autovalores

do operador ,oAlA2 pAAz, . Os autovalores do operador pA1A2 pAidz,  sdo:

8¢ =2 | Py Py + \/Poopn (P00P11 — [DO0%0 — D00112)1 S L D0011’2 ;o (312)

Ve =2 | PyoPyy — \/POOPH (POOP11 — | poooo DOOUZ)} — |Dooo _ poott |2 (343

A quantidade de emaranhamento contido no sistema reduzido de dois qubits é calculada

(AAlAz) \/yTC \/5170 (3.14)

A concorréncia quantifica o emaranhamento presente apenas entre dois

pela expressao:

qubits, neste trabalho foi calculado o emaranhamento entre o primeiro e segundo qubit
que compoe o estado [¢). Observamos a seguinte relagao entre o quadrado do valor da
negatividade global e a concorréncia:

2 (ﬁﬁéAQ) _ Né (ﬁﬁé) _4 |Doooo _ pootl 2‘ (3.15)
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3.2 Caracterizagdo do estado cluster |C')

Nesta secao ¢é feita a caracterizagao do estado cluster |C). Sao obtidos
os valores, do quadrado do valor da quantidade de emaranhamento contido entre o
qubit A; e o restante do sistema (qubits Ay, A3 e Ay), do emaranhamento contido entre
os qubits A; e Ay e da informagao mutua (entre os qubits A; e Ay). Para obter o
valor da informacao mutua, é preciso obter os autovalores dos operadores de estado
reduzido de um qubit, pa' = Tra,a,4, (|C) (C]) € pe2 = Tra,a54, (|C) (C|), e dois qubits

per? = Tra,a, (|C) (C]), que valem respectivamente:
1
c_pc_ 1t
61 - BQ 27
1
c_.c_ 1
T =T = 9
e
1
c_ . c_1
A =4 =5

A quantidade de informagao I, (ﬁél,ﬁ’éz) compartilhada entre os qubits
A; e Ay vale um bit. O quadrado do valor da quantidade de emaranhamento global

entre o qubit A; e o sistema quantico composto A;A3A, ¢ maximo, N2 (ﬁAl C) =1. Os
autovalores do operador ﬁé1A2 ph1dz  sio 6¢ = 05 = }L, (eq. 3.41) mostrando que nao existe
emaranhamento entre os qubits A; e As. A concorréncia existe quando hé correlagoes de

dois qubits em sistemas quénticos, ja é esperado C' (ﬁé1A2) = 0 para o estado |C).
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3.3 Efeito do canal de despolarizacdo sobre emaranhamento, en-

tropia de troca e informagao coerente do estado [1¢)

Nesta seca@o é considerado o caso quando o qubit A; pertencente ao estado
quantico |¢¢) interage com o sistema ambiente E através do canal de despolarizagao. A
operacao quantica que representa o canal quantico de despolarizacao foi discutida com
detalhes na segao 2.8.1. A operagao quantica que descreve o estado quantico [¢¢) devido
a influéncia do canal quantico ¢ py.r = (éAl ® [ @ [% @ [ (Pye)-

O operador de estado reduzido de dois qubits sob influéncia da interagao

com o sistema quantico ambiente, pA1 ? = Tra,a, (Pyp.r), na base |00),]01),[10), |11),
equivale a matriz densidade:

Poo (1 — g) 0 0 (1 = d) (ao000a3100 + @0011G71111)
0 ap 0 0
AjAs _ 5P 316
p’d’CE 0 0 %POO 0 ) ( )
(1 = d) (a1100a8000 + @1111a5011) 0 0 P (1-4)

Na eq. 3.16 a letra d representa o parametro de despolarizacao. A matriz densidade pA1A2

possui os autovalores:

1—4¢
2
1 (1- %)2 (’Doooo‘Q T ‘DOOH’Q)
el = = 9 2 0000 00112 00002 00112 (3.17)
21+ |- —4{+(1-4d) (!D = DU (D2 — [ D2 )
2 2
+d(1-3d) (‘D?33>0<A4>0 +‘D?33>1<A4>1 )
1
. (L= 4)° (1D + [0 )
adef == 2 0000 0011 00002 00112 (3.18)
2
+d (1 — 5d (‘D(AJ)O(A@ + ‘D?gsh(fu)l ) ’

d
Oé;f}cE = POO_; Oézch Plli. (319)

A matriz densidade referente ao qubit A;, com efeito do sistema quantico

ambiente F do canal de despolarizacao, ﬁﬁé g =174, (pﬁé EQ) possui os autovalores:

d d
vell = (1 - —) Poo + 5 P, (3.20)

2 2

‘ d d
yor = (1 - 5) P+ §Poo- (3.21)

Todos os autovalores da matrizes densidade que representam o sistema quantico A; ou o
sistema quéntico bipartido A; Ay dependem do parametro de despolarizagao d.

Os autovalores da matriz densidade que representa o qubit A, sao:
’y;/}CE = POO; ’)/;ch Pll- (322)

E evidente nao haver nenhuma influéncia do canal quantico sobre o qubit As,.
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3.3.1 Informag¢io mutua

A expressao analitica que descreve a quantidade de informacao que pode
mutuamente ser compartilhada pelo sistema quéantico bipartido A;As, com a influéncia do
canal quantico de despolarizagao € é:

5 E E E E
Im (pchvp$ZE> = 87 logs (5%0 )— 5" log (63’0 ) ePlogy ( voE )
_'YQC logs (’chE> + OtllchlOgg (Oéllch> + a;pc logs ( ch)

¢c logs ( ch) + o/pCElogg ( Yol ) . (3.23)

1 2

Como os autovalores da matriz densidade Pyer Sa0 extensos, a expressao analitica de

I, (pwc B pwc E) ¢é escrita apenas em termos da notagao dos autovalores das matrizes

densidade pj! ., pil ;e L.

3.3.2 Negatividade

O quadrado do valor da quantidade de emaranhamento presente entre
o qubit A;, sob efeito do sistema quantico ambiente £ do canal, e o sistema composto,

As A3 AL E, € obtida através da expressao:
NE (Pl ) = 4Poo Py + d (2 — d) (Poo — Pr)°. (3.24)

O sistema quantico externo E tem o papel de levar o estado |¢)¢) a um sistema cujo
operador de estado py.p ¢ misto, indicando que o estado cluster pode agora estar ema-
ranhado com o sistema ambiente F. O sistema quantico obtido a partir da operagao
(éAl @I QI I A4) (pye) ndo é um sistema purificado. Observamos que se Fyy # Pi;
, 0 emaranhamento do qubit A; apds passar pelo canal quantico sera menor do que no
estado cluster |C).

3.3.3 Concorréncia

A quantidade de emaranhamento contido entre os qubits A; e Ay €

obtida por meio dos autovalores do operador pAlA2 pA1A2¢ o Os autovalores do operador

~A1As 2 4] A,
decEp 1 2¢CE Sa.O.

d 2
R <2> PooPr,

boE _ o E d\’
57 = 65¢ :<2> (’D(AS)( o

I ‘Doooo‘ I ‘Doon‘ I ‘D (A,

) ,(3.25)
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(1 _ g)Q (‘DUOOO}Q + ‘D0011|2>
(%ﬂcE —{+(1- d)2 (DooooD*oon + DOOHD*OOOO)
2
+2+a(Ga-3) (|08, mn] + [PBo,00])
2
(1 %) (‘D0000’ + [pooit| )
_|_ 1 d (DOOOOD*OOH —I—DOOHD*OOOO)
2
., + 2 + d 420 3 <‘D02;3 (Ad), + ‘D?23)1(A4)1 ) (3.26)
g Doooo‘ I ‘Doon‘ )
B ‘Doooo Doon, . ‘DOOOO‘Q . }Doon‘?) ’
2
‘D?O io(Ane] TP, (A0, )
e
1— g)Q <‘D0000}2 i ‘Doo11|2>
5zch —{+(1- d)2 (DooooD*oon + DOOHD*OOOO)
2
|+ (2+d(3d-3)) <(D 0 ana| P8, . )
([ ( (1- %)2 (‘D0000’2 I ‘DO()H]Q) 2
(11— d)? (DPO00 0011 4 )00LL 7+0000)
2
+(2+d(2d-3)) (‘D(AS ?913)1(144)1 ) (327)
— 2 .
(1- g) <\D0000] + [pooLt| )
_ ) (‘Doooo _ Doou‘ _ ‘Doooo‘2 _ }Doon‘?)
2
+d (1— 3d) (‘D?O % canal P8, i, )

Os autovalores 0V¢% 5% gucF ¢ gic®

o parametro de despolarizagao d e dos coeficientes agooo, @011,

podem assumir diferentes valores de acordo com

a1100 © A1111- ASSil’Il CcOomo

a concorréncia (subsegao 2.6.3), o quadrado do valor da negatividade (subsecao 2.6.2)

depende dos coeficientes do estado quéntico |¢¢) e do parametro de despolarizacao d.

3.3.4 Entropia de troca

Para obter a expressao analitica da quantidade

de entropia trocada entre

o sistema quéntico externo E e o qubit Ay, é preciso calcular os autovalores da matriz de

troca W. O procedimento utilizado para obter a matriz W é discutido na secao 2.9.5. Na
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base computacional |00),|01),|10),|11), a matriz W tem a representagao:

1 0 0 1—%‘@(1311—]300)
W= % ’L&I(POQ—PH) 0
—/Lil (POO_Pll) % O
(/1 — %4 (Piy — Poo) 0 0 g

(3.28)

Os autovalores da matriz de troca W sao:

K%CEZ%(1—34—\/(1—61)2—(1(%—1) (Poo—P11)2>’ (3.29)

1 d 3d
KyoF = = (1———\/(1—03)2—03(——1) (POD_Pll)Q) ) (3.30)
2 2 4
voB _ 4
RsOT = (14 Py — Pu1), (3.31)
e
voB _ 4
Ry 4 (1 — POO + PH) . (332)

A quantidade de informagao trocada entre o qubit A; e o sistema quantico ambiente £ do

canal quantico é dada por:
Se (ﬁﬁé%) = —k¥%log, ( > k5P log, < Yol ) /sSCElog ( Yok ) k2P log, ( YoE )

(3.33)
3.3.5 Informacdo coerente

A quantidade de informacgao quéntica que pode ser enviada por meio do

canal quantico utilizando o sistema quéantico A; é obtida por meio da expressao:

[ (p;?(l;g) = — ((1 — 5) POO + §P11) l092 ((1 — §> POO + §P11)
d d d d R
- ((l - 5) Pt §P00> logo ((1 - 5) Pu + §Poo) — S (iR, (3.34)

onde ((1 — g) Py + %lPH) e ((1 — g) P+ gPoo) sao os autovalores da matriz densidade
reduzida ﬁfb‘é » = Tra,a,a, (Ppor) que corresponde ao qubit A;, sujeito a influéncia do

sistema ambiente £ do canal quantico de despolarizagao.
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3.4 Efeito do canal de despolarizacdo sobre emaranhamento, en-

tropia de troca e informacao coerente do estado |C')

Com respeito as medidas utilizadas para caracterizar o estado quantico
|te) (informagdo mutua, quadrado do valor da negatividade e concorréncia), e medidas
relacionadas a interacao com o sistema quantico ambiente E do canal de despolarizacao e

o qubit A, neste momento sao obtidas as expressoes analiticas destas grandezas para o
= [0000)+]0011)+]1100)—|1111)
= ! )

estado cluster genuino |C
A operagao quantica que representa o estado cluster devido a influéncia do
sistema quéntico ambiente F é pogp = <éA1 @I e fA4> (|C) (C]). Os autovalores

da matriz densidade de um qubit, [)é}i = Tra,a54, (PcE) € ﬁéz}; = Tra 54, (PcE), € de

dois qubits ﬁé}EAQ =Tra,a, (pcE), valem em sequéncia:
cE _ qop _ L
1 - M2 - 27
CE _ .CE _
=7 = 5%
ce _ op_ (2—4d
231 = Qg = 4 )
‘ d
CE _ CE _

A expressao analitica da quantidade de informacao I, (ﬁé};, ﬁézE) com-
partilhada em comum para o sistema A;As é:
2—d d d
~A; A
I t3) =2+ (5°) + o (75
O quadrado do valor da quantidade de emaranhamento N2 (ﬁé};) entre o
qubit A; e o sistema quantico Ay A3A4FE continua sendo méaximo. O sistema quéntico E é

responsavel por levar o estado |C) a um estado quantico misto.
Os autovalores da matriz densidade de dois qubits gk 2 pA142 ) valem:

d\? 2—d\’
ope —a57 = (§) east—agr = (237

Observe que 6¢F = (agE)Q e 0§ = (afE)Q. O canal quéntico de despolarizagio nao
afeta o emaranhamento entre os qubits A; e Ay. Independente do valor do parametro de
despolarizacao, o emaranhamento entre os qubits A; e Ay sempre sera nulo.
A quantidade de informacao trocada entre o qubit A; e o ambiente I é
obtida pela equagao:
3d

R 4 —3d
S, (pé}EE) =2—1logs (4 —3d) + Zlogg ( yi > )
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Note que quantidade méaxima de entropia trocada entre o sistema quantico externo £ e o
qubit A; do estado cluster é atingido quando o pardmetro de despolarizagao vale d =1, e
vale 2bits.

A quantidade de emaranhamento preservada entre o qubit A; e os trés
qubits A; A3 A, durante a passagem pelo canal quantico, depende do peso dado para o

fator d de despolarizagao, e é calculada por meio da expressao:

5 3d 4 —3d

A figura 1 mostra o efeito do canal de despolarizacao sobre a negatividade
(onde a operacao transposta parcial é tomada sobre o qubit A;), a concorréncia e a
informagao mutua (referente aos qubits A; e As), a quantidade de entropia trocada entre
os sistemas quanticos F e Aq, e a quantidade de emaranhamento conservada entre o qubit
Aj e o resto do sistema composto que compode o estado cluster, durante a passagem pelo
canal quantico de despolarizacao, em funcao do parametro de despolarizacao d.

Devido ao fato do quadrado do valor da negatividade global N (ﬁé}ﬂ)
com relagao ao qubit A; permanecer constante, e além disso, apresentar o valor méximo,
pode indicar que o qubit A; esteja emaranhado tanto com o sistema composto AsA3Ay,
mas também com o sistema ambiente E. O fato do quadrado do valor da negatividade
permanecer constante, e levando em conta que o qubit A; (para d > 0) troca informagao
com o sistema ambiente E, sugere que a quantidade de emaranhamento entre o qubit A; e
o sistema composto A; A3 A, diminui, em compensacao, o qubit A; pode estar emaranhado
com o sistema ambiente, de modo que o emaranhamento entre o qubit A; e o sistema
quantico composto A As A4 E seja maximo.

A concorréncia é nula para qualquer valor do parametro de despolarizagao,
em outras palavras, nao existe nenhum emaranhamento entre os qubits A; e A;. Nao
h& nenhuma surpresa com relagao ao valor obtido para a concorréncia, uma vez que na

~A1 A2

secao 3.2 C (Pc ) = 0, e como nao pode ser gerado emaranhamento (entre os qubits

A; e As) por meio de &, consequentemente C' (ﬁé};AQ) = 0. A negatividade (considerando
o emaranhamento com o sistema externo) e a concorréncia nao sao afetadas pelo canal
quantico, quantitativamente.

A medida que o parametro de despolarizagao torna-se maior, a quantidade
de informacao I, (ﬁé};, ﬁé%) compartilhada entre os qubits A; e A, diminui. Quando a
quantidade méxima de ruido é adicionada ao sistema (d = 1), I,,, (ﬁélE, [)éQE) = Obit.

A entropia de troca depende do valor do parametro de despolarizacao d,
e atinge o valor maximo para a situacao onde a interacao entre o sistema composto A, E
é maxima. A quantidade de informagao trocada entre o qubit A; e o sistema FE reflete
diretamente no valor que a informagao coerente assume. Note que a entropia de troca
Se (ﬁé}JE ) é nula para o parametro de canal valendo d = 0, consequentemente a informacao

coerente vale I, (ﬁé}EE) = 1, mas este é o caso em que nao existe a acao do canal quantico
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sobre o estado cluster, e o quadrado do valor da negatividade global obtida refere-se ao

emaranhamento entre o qubit A; e Ay A3A,. Quanto maior o valor de S, (ﬁélEE) , menor

seré o valor da informagao coerente. Para o valor do parametro de despolarizacao d ~ }l

(1, (ﬁé}EE =0)), todo o emaranhamento contido entre o qubit A; e o sistema quantico

Ay A3 Ay é perdido, observe que para este valor do parametro de despolarizacao a entropia

de troca vale S, (ﬁé}EE ) ~ 1bit, sugerindo a possibilidade do qubit A; estar emaranhado

com o sistema ambiente E.
Pode ser enviada informacao quantica pelo qubit A; aproximadamente
até a faixa d = }1. Para valores d > }1 o canal de despolarizagao nao apresenta utilidade

alguma para envio de informacao quantica.

Figura 1 — Efeito do canal de despolarizagao sobre a informagao mutua I, (ﬁélE, ﬁéﬁg)
(linha azul), o quadrado do valor da negatividade N2 (ﬁé}g) (linha vermelha),

a concorréncia C' (ﬁéjEAQ) (linha preta), a entropia de troca S, (ﬁé}EE ) (linha

amarela) e a informagcao coerente /. (ﬁé}SE ) (linha verde). Todas as grandezas

plotadas sdo fungao do parametro de despolarizagao d, com excegao de N3 (ﬁé};)
 C (552).

20F |— 4, i
- N2
- C |
15| S, 1
3 ]
10F i
05Ff 1
00 ;I 1 1 1 I_ I:
0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

Fonte: o proprio autor.
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3.5 Efeito do canal de amortecimento de amplitude sobre emara-

nhamento, entropia de troca e informac3o coerente do estado

ve)

Nesta secao também serao obtidas as expressoes analiticas do quadrado
do valor da negatividade (onde a operagao transposta parcial é realizada sobre o qubit A,
do estado quantico de quatro qubits), da concorréncia, da informagao mutua, da entropia
de troca e da informacao coerente. Os resultados analiticos que esbocam a informacao
mitua e a concorréncia continuam sendo para os sistemas quanticos A; e As.

O canal quantico de amortecimento de amplitude possui um sistema
quantico ambiente F de dimensao (dim = 2), menor que aquele do canal quéntico
de despolarizacao (dim = 4). A operac¢do quantica que descreve o canal quantico de
amortecimento de amplitude encontra-se detalhadamente na secao 2.8.2. O estado quantico
de quatro qubits sob influéncia do canal quantico é obtido por meio da operagao py.r =
<é,41 R I% e fA4) (ve)-

O operador de estado reduzido de dois qubits sob influéncia da interacao

com o sistema quantico ambiente, ﬁﬁé’j‘; =Tra,a, (Pyor), em termos da matriz densidade

(na base |00),]01),]10),|11)), é descrito por:

[ Poo 0 0 JT=7 {aooooafloo |
+ag01107111
N .
=7 {‘“100“3000 0 0 Py (1-7)
i Fai111aio;, ]
A matriz densidade pﬁé’% contém os autovalores:
alef = Py, (3.36)
ay" = % <1 — P+ \/(1 — 7 P11)? = 4 (1 — ) [ D000 — DOOUF) ’ (337
e
a§eF = (1 P~ (1= yPu)? —4(1— ) | DO D°°”\2) SECED

A matriz densidade que descreve o operador de estado do qubit Aj, ﬁﬁé 2 =Tra,1,4, (PocE),

sob efeito da interacao com o sistema quéantico ambiente E possui os autovalores:

¥ = Poo (1=7) +7, (3.39)

el — pPh(1—7). (3.40)
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A matriz que representa o operador densidade do qubit Ay possui os autovalores:
W = Py e %% = Pr1. (3.41)

Observe que, os autovalores da matriz densidade que rege o qubit A, dependem apenas dos
coeficientes do estado quantico [¢¢) . Os autovalores que descrevem a matriz densidade
do qubit A;, além de conter os fatores que descrevem os autovalores do qubit As, contém
termos adicionais, Bf’cE = ’yf’cE —vPyp+7ve Bch = ’y;ch — vPy1, 0 que mostra o efeito

do canal quantico sobre o qubit Aj.

35.1 Informacdo matua

A expressao analitica da quantidade de informagao comum e comparti-
lhada, entre os qubits A; e As, é obtida com auxilio dos autovalores de ﬁﬁé I ,6;22 g e ﬁﬁé‘%.

A expressao analitica da informacao mutua é:

Im <ﬁ£éE7ﬁ$éE> = —(Poo (1 —7) +7v)loga (Poo (1 —7) +7) — (P11 (1 — 7)) logz (P11 (1 —v)) — Poologz (Poo)

1- 7P11> . (qu (1+2yP11) + 4 (1 — ~) | DO000 — D0011|2>
0g2
2 4

—Pi1logz (P11) + Piivyloga (Pi17y) + (

1—+Pu
(o [fa=apn ooy | V0= 7P 41—y (D000 — poon .
2 —4(1—7)|D0000—D0011|2 1—~Pp
_\/(1 — 'YP11)2 — 4 (1 —~)|Do00o — D0011|2

3.5.2 Negatividade

A expressao analitica que fornece o quadrado do valor da quantidade de

emaranhamento existente entre o qubit A; e o sistema quantico composto A, Az A4 E é:
NZ (pp) = 4Pu (1 =) (v + (1 =7) Poo) (3.43)

O operador de estado py,. g nao é a purificacao do sistema quantico composto Ay Ay Az A4 E.
A dimensao do sistema quantico £ é menor que o da secao 3.3. O quadrado do valor da
negatividade diminui conforme o parametro de amortecimento de amplitude v torna-se
maior. Pode ser que o qubit A; além de estar emaranhado com os qubits A A3 A4, também
esta emaranhado com o sistema quantico externo E para a condi¢cao em que o parametro
de amortecimento de amplitude v < 1. Considerando o parametro de de amortecimento
de amplitude v = 1, pode nao haver emaranhamento entre o o qubit A; com os qubits

AyA3A, e nem com o ambiente F.

3.5.3 Concorréncia

Para obter a quantidade de emaranhamento contido no sistema quantico

bipartido A; A, é preciso calcular os autovalores do operador ﬁﬁé‘% pArA2 ver- O operador
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~A1 A2 A AL A . N A s . .
Pyper P42y g Possul dependéncia do canal quantico de amortecimento de amplitude, e

0s autovalores sao:

67 = (1) b1

leco

(3.44)

05F = (1 =) 655 (3.45)

2ec?

onde V¢ e 65 sdo os autovalores obtidos na secdo 3.1. Como 6% e 65" diferem de

5?!10 e 51/10

lec 2ec

concorréncia com relacao ao canal quantico de amortecimento de amplitude também seré

apenas por um fator e sabendo que a concorréncia obtida na secao 3.1 é nula, a

nula.

3.5.4 Entropia de troca

A expressao analitica da quantidade de informacao trocada entre o sistema
quantico externo E e o qubit Ay, é obtida mediante o calculo da entropia de Von Neumann
da matriz W. O passos para obter a matriz de troca W estao descritos detalhadamente
na subsegao 2.9.5.

Diferentemente da matriz W obtida na secao 3.3, a matriz de troca W,
com respeito ao canal quantico de amortecimento de amplitude possui dimensao menor.
O motivo é devido ao fato do sistema quéntico ambiente F, do canal de amortecimento de
amplitude ser menor que o do canal de despolarizacao, consequentemente, as expressoes
analiticas da entropia de troca e da informacdo coerente (para o canal quantico de
amortecimento de amplitude) serdo mais simples. E esperado que o valor maximo atingido
pela entropia de troca nesta subsecao seja menor do que na subse¢ao 3.3.4. A matriz de

troca W possui a forma:

1-— PH’)/ 0
0 Py

W = . (3.46)

A expressao analitica da quantidade de informagao trocada entre o sistema quantico £ do

canal de amortecimento de amplitude e o qubit A; é:

Se (ﬁﬁég) = — (1 — Pllﬁ)/) lOQQ (1 — P117> — Pll’}/l0g2 (Pll’)/) . (347)

3.5.5 Informacdo coerente

A expressao analitica da quantidade de informagao quantica transmitida

pelo canal quantico de amortecimento de amplitude utilizando o qubit A; é:

I. (la:;‘éEE) = —(Poo (1 =) + ) logz (FPoo (1 —7) +7)
— (Pr1 (1 =) loga (Pr1 (1 =) = Se (py1%) (3.48)
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onde (P (1 —7)+) e Pi1 (1 —+) sdo os autovalores da matriz reduzida do sistema
quantico Ay, (ﬁl‘zé r=Tra,454, (Pycr)), sob efeito da interagdo com o sistema externo E.
E esperado que o valor da informacio coerente obtido nesta subsecdo seja maior que o que

valor da subsecgao 3.3.5.
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3.6 Efeito do canal de amortecimento de amplitude sobre emara-
nhamento, entropia de troca e informac3o coerente do estado

C)

Nesta se¢ao sao obtidas as mesmas quantidades da se¢ao 3.5, porém, para

0000)4|0011)+|1100)—[1111 . :
10000)+] H‘ =111 Og autovalores da matriz densidade de

o estado especiﬁco |ICY =

um qubit, pCE e Pc %, € de dois qublts pé}EAQ, valem, em sequéncia:
CE _ L+ LI L=y
1 5 7 = =5
1

ce _ YV cp_ 1 ce _ 1—7
af" ==, as" =-eaqy” = ——.
1 2 Y 2 2 3 2
Os autovalores das matrizes Pc e pA1A2 dependem da interacao com o sistema quantico
E do canal quantico. A quantidade de informacao comum entre os qubits A; e Ay , sob

influéncia do sistema quéntico ambiente E é dada pela equagao:

o (i) == (57 1o (F570) = (3) o (3) + () 2 (3):

A equacao acima mostra nitidamente a dependéncia da informacao compartilhada entre
o sistema quantico bipartido com respeito ao canal quantico. Quando parametro de
amortecimento de amplitude atinge o valor maximo nenhuma quantidade de informagcao
é partilhada pelo sistema quéantico A;A,. Para esta condicao, o quadrado do valor
da negatividade (cujo centro continua sendo o qubit A;) vale NZ (poh) = 1 —~% A
medida que o parametro do canal quantico de amortecimento de amplitude aumenta o
emaranhamento entre o qubit A; e o sistema A;A3A4FE diminui, até nao existir mais. (se
houver emaranhamento entre o qubit A; e o ambiente E para vy < 1).

A quantidade de emaranhamento presente no sistema quéntico bipar-
tido A, Ay, pode ser obtida por meio dos autovalores do operador (pak > [)AlA2CE). Os

autovalores sao:

51015:520}3:1_7

4

E possivel observar que nao existe emaranhamento entre os dois qubits. Este canal quantico
também nao afeta o emaranhamento entre os qubits A; e A,.

A expressao analitica da entropia de troca tem a forma:

2—x Y 2—7
= (152) + o (152).



Capitulo 3. FEstado cluster de quatro qubits 54

A quantidade méaxima de informacao trocada entre o sistema quantico do canal quantico
de amortecimento de amplitude é menor que do canal quantico de despolarizacao, e vale
no maximo um bit.

A expressao analitica que mostra a quantidade de emaranhamento pre-

servado pelo estado cluster, apos a interagao com o sistema quantico ambiente do canal

A, 1+~ 1+~ 1—7 1—7
I (péEE) == (T) logs (T) - (T) logs (T)
2 — 2 —
+ logy (T”) ~ Liog, (TW) |

A figura 2 demonstra o efeito do canal de amortecimento de amplitude

quantico é:

sobre o quadrado do valor da negatividade (cuja operagao transposta parcial é realizada
sobre o qubit A;), a concorréncia e a informagao mutua (referente aos qubits A; e Ay),
a quantidade de entropia trocada entre os sistemas quanticos A; e E, e a quantidade de
emaranhamento conservada entre o sistema quantico A; e o resto do sistema composto
que compoe o estado cluster, durante a passagem pelo canal quantico de amortecimento
de amplitude, em funcao do parametro de amortecimento de amplitude ~.

Considerando o parametro de amortecimento de amplitude 0 < v < 1,
pode ser que o qubit A; esteja emaranhamento, além dos qubits A, A3 A4, também com
o sistema ambiente E. A acao do canal quantico em relagao ao quadrado do valor da
negatividade global é a diminuicao do emaranhamento entre o qubit A; e o sistema
composto A A3A4E. No caso em que o parametro de amortecimento de amplitude vale
v = 1, o sistema quantico composto A; — Ay A3A4F nao possui emaranhamento. A
explicagao para o decréscimo de N2 (ﬁélE) pode estar relacionada a redistribui¢ao do
emaranhamento entre os qubits Ay A3zA, do estado cluster, ou possivelmente o estado
cluster é mapeado para um estado em que o qubit A; nao possui emaranhamento com os
qubits A A3 Ay, e nem mesmo com o amboente F (se houver para v < 1). Devido ao fato
do estado cluster nao possuir correlacoes de dois corpos, a concorréncia C (ﬁéjEAQ) é nula.

A informagao mutuamente compartilhada entre os qubits A; e A, é afetada
pelo canal quantico. A medida que o parametro amortecimento de amplitude aumenta,
I, (ﬁé};, ﬁézE) diminui. A justificativa para a diminui¢ao da informacao mitua pode estar
ligada a diminuicao das correlagoes presentes no estado cluster devido a acao efetiva
do canal quantico, uma vez que I, (ﬁé}j, ﬁéQE) quantifica também soma das correlagoes
classicas e quanticas existentes no sistema quantico.

A entropia de troca assume valores significantes ao passo que ruido é
adicionado ao sistema quantico. O valor maximo alcangado por S, (ﬁégE ) vale um bit.
Note que o valor maximo atingido pela entropia de troca nesta se¢ao corresponde a metade
do valor alcangado na secao 3.4. O valor assumido da entropia de troca esta diretamente

ligado a dimensao do sistema quantico externo que interage com o sistema quantico. No
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caso do canal de amortecimento de amplitude, um qubit pode muito bem simular o sistema
quantico externo, por outro lado, um sistema quantico externo de dimensao dim = 4 é
quem simula o canal de despolarizacao. Isto pode ser comprovado purificando pog. A
entropia de troca levando em conta o canal de despolarizagao, sempre serd maior que aquela
obtida via canal de amortecimento de amplitude, o canal de despolarizacao possui quatro
elementos de Kraus (segdo 2.8.1), no entanto, o canal de amortecimento de amplitude
possui apenas dois elementos do operador soma (se¢ao 2.8.2).

Um comportamento contrario ao da entropia de troca é observado com
respeito a informagao coerente. Conforme o parametro do canal quantico aumenta, o
emaranhamento inicialmente entre o sistema quéantico A; com o sistema quéantico A; A3z A,
é supostamente transferido para o sistema ambiente F. O canal quantico de amortecimento

de amplitude é invidvel para transmissao de informacao quantica para v ~ 0.5.

Figura 2 — Efeito do canal de amortecimento de amplitude sobre a informagao mitua

I, (ﬁé}g, %) (linha azul), o quadrado do valor da negatividade N2 (ﬁélE)

(linha vermelha), a concorréncia C' (ﬁé}EAQ) (linha preta), a entropia de troca

Se (ﬁé}gE) (linha amarela) e a informagao coerente I, (ﬁéjEE) (linha verde).
Todas as grandezas plotadas sao funcao do parametro de amortecimento de

amplitude =, com excegao de C' ([)g}fb).

1.0 ' ' ' ' "]
—_— Im
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S
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Fonte: o proprio autor.

A informagao coerente obtida nas sec¢oes 3.4 e 3.6 foram muitos impor-
tantes, pois forneceram pistas para o céalculo destas quantidades, com relagao aos estados
quanticos representados pelos operadores de estado misto, referente aos capitulos 4 e
5. Note que a informagao coerente é nula com relagao ao canal de despolarizagao para

d > ;. Como é de interesse comparar a acao efetiva dos canais quanticos sobre os sistemas
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quanticos, nao ha interesse no calculo na entropia de troca e nem da informacao coerente

1
para d > 7.



o7

4 Estado misto formado pelo estado cluster e

o estado |W) de quatro qubits

O estado quantico dos qubits A; e A,, obtido a partir de estado cluster
analisado na capitulo 3, nao possui emaranhamento. Neste capitulo é considerado uma
mistura do estado [¢¢) e do estado |W) = |0001>+|0010>"5|0100>+|1000> de quatro qubits como

ponto de partida. No caso especifico referente a mistura do estado cluster com o estado

quantico |W), o emaranhamento entre os qubits A; e Ay nao é destruido totalmente
quando é removido os qubits Az e Ay.

Sao consideradas as seguintes situagoes:
1. O estado misto de quatro qubits.

2. O qubit A; do estado misto interage com o sistema quantico ambiente £ do canal

de despolarizacao.
3. O qubit A; passa por um canal quantico de amortecimento de amplitude.

A primeira situagao é importante pelo fato de permitir a caracterizacao do estado misto,
por meio das medidas de emaranhamento (negatividade e concorréncia) e da quantidade
de informagao mutuamente compartilhada entre os qubits A; e Ay do sistema composto.

Nos casos 2 e 3, além do quadrado do valor da negatividade, concorréncia
e informacao mutua, sao obtidas as expressoes analiticas da entropia de troca e da
informacao coerente. Nas secoes 4.3, 4.4, 4.5 e 4.6, a matriz densidade ou o operador de
estado, responsavel por descrever o do estado quantico apos a passagem por um dos canais
quanticos sempre é denotada com um indice inferior £ . Em relacdo ao canal quéantico de
despolarizacao o parametro de despolarizacao é denotado por d. Com respeito ao canal
quantico de amortecimento de amplitude o parametro de ruido é denotado por 7. Os
autovalores referentes as matrizes densidade de um qubit A; e Ay e de dois qubits A; A
serao denotados sempre por 3, v (com indices) e «, respectivamente. Os autovalores do
operador pA14z fm sempre serao denotados por §. Os autovalores da matriz de troca W
sao denotados pela letra grega k.

Nas secoes 4.3 e 4.5 os calculos da informacao mutua, concorréncia,
quadrado do valor da negatividade, entropia de troca e informacao coerente sao realizados
para operador de estado py.wEk-

Nas secoes 4,2 4.4 e 4.6, sao obtidas as expressoes analiticas para todas as
quantidades acima, com e sem a presenca de canal. No entanto, o estado misto é formado
pelo estado quantico com emaranhamento méaximo |C) com a adi¢do do estado |W). Na

secao 4.4, o parametro de despolarizagao vale respectivamente d = % ed= }1. Com relagao
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1

a segao 4.6, o parametro de amortecimento de amplitude vale, em sequéncia, v = g e

T=1
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4.1 Caracteriza¢do do estado misto formado pelo estado |i)¢) e

pelo estado |W)

Nesta secao sao obtidas as expressoes analiticas do quadrado do valor da
negatividade (com a operagao transposta parcial feita sobre o qubit A;), da concorréncia
e da informacgao mutua.

A negatividade fornece a quantidade de emaranhamento contido entre
o qubit A; e o sistema quantico composto Ay Az A4 Ry w. Os qubits Ay A3 A, sao aqueles
que compoe o restante do operador de estado py.w. O operador de estado py.w pode ser
visto como um subsistema de um sistema composto maior. O sistema quantico composto
Ry, w tem a fungao de purificar o estado misto.

Os resultados obtidos para a informagcao mutua e a concorréncia referem-se
aos qubits A; e As.

Uma estudo com relagao ao estado |W) foi realizada por Diir, Vidal e
Cirac em [29]. A representacao geral do estado |W) para N qubits é:

1

VN

onde |N — 1,1) corresponde o um estado totalmente simétrico incluindo N — 1 zeros e

Wy) = —=(N-1,1)),

1 uns. Segundo os autores, considerando um sistema representado pelo estado |[Wy), e
tomando o trago sobre quaisquer N — 2 qubits, o subsistema bipartido residual tem a

forma:

o = 5 (297) (9] + (N = 2) 100} (00])

com [¢pT) = %. A quantidade de emaranhamento contido no sistema restante de dois

qubits é determinada pela expressao:

C () =
onde p,, ¢ o operador de estado que representa qualquer sistema bipartido reduzido obtido
a partir do estado [Wy) de N qubits. O estado [Ws) = [W)*124% de tres qubits tem a
forma |W) = \/Lg (]001) +]010) + |100)). O operador de estado reduzido de quaisquer dois
qubits obtido a partir de [W)M14248 ¢ pAidz = phids — 5Aads — 1 (2 )+ (4| + |00) (00]),
e consequentemente C' (ﬁAlAQ) =C (,6‘41’43) =C (ﬁA2A3) = % Neste capitulo é utilizado
o estado |Wy) = |VV>AlAQA‘°’A4 de quatro qubits. Qualquer operador de estado bipartido
obtido a partir de |[W)*14244 tem a forma pAidz = phids = phids = jlads — jAods —
P = 1 (1) (7] + 100) 00]), logo € (p142) = € (p"40) = € (p4e) = € (5+4) =
C (ﬁA2A4) =C (,6‘43A4) = % A quantidade de emaranhamento (concorréncia) presente no
estado |W) diminui a medida o numero de qubits que compoe o estado quantico aumenta.

Neste trabalho o estado [W)** 42434 de quatro qubits ¢ denotado simplesmente por [I).
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Considere o estado misto de quatro qubits formado pela mistura entre o

estado quéntico |[¢¢) e o estado |WW), cujo operador de estado tem a forma:

pecw = P |Yo) (el + (1 —p) W) (W] (4.1)

Observe que o estado misto py,w corresponde a uma mistura estatistica de um estado
quantico (|1h¢)) que possui correlagdes de dois e quatro corpos, e um estado quantico que
possui correlacoes de apenas dois corpos. O parametro de mistura p define o quao “forte”
sdo as correlagoes presentes no estado misto, seja de dois ou quatro corpos. O estado |¢¢)
¢ ortogonal a |C), tal que (¢¢||C) = 0.

O operador de estado reduzido de dois qubits, A;‘l’é‘? PTraga, (|Ve) (Yel)+
@TTASA4 (J*) (| 4 |00) (00]), possui os autovalores:

1 _
oy = — L (4.2)

11 1 2 1-

abew 1 +p n I+p\" 1p (P 4 p|Doooo _ pooir|2) | (4.3)
2 2 2 2
1 (1 1 2 1-—

oéfCW =5 % - \/<—2HD> —4p (Pn <2p> + p [ D000 — DOOH’z)) . (4.4)

A matriz densidade reduzida do qubit Aj, ﬁfp‘éw =Try, (pﬁlwi) e do qubit A,, ﬁ:zéw =

Tra, (,0;21‘35) possuem os autovalores iguais:

3 1
ﬁ%CWZPPooJFZ(l—p) e By = pPy + ——, (4.5)

onde 7" = gy e 4oV = gy,

4.1.1 Informacdo Matua

A expressao analitica da quantidade de informacao compartilhada entre as
duas partes do sistema quémtico de dois qubits (A1Ay) é obtida em termos dos autovalores

dos operadores de estado pw W pch € PDyot Az A expressio é:

3 1—p
(chvw chW) (;nPoo +- @ p)) log (pPoo +5 0= p)) (an + T) log (an + T)

N —
1+p 1+p 2 P (151))
2 T ( 2 ) i 0000 _ 100112
1 1+p\2 P11 ( p) +p|D — DO
+-= (J> —4dp , loga . (4.6)
2 2 +p|D0000 _D0011| P (1;10)

2
1tp _ (171)) _4 2
P
2 2
+p|D0000 _ D0011|2
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4.1.2 Negatividade

O estado pyow ¢ um estado misto, cuja purificagao ¢ [YcW),, =
VP o) |0) + /T —p|W) 1), onde |0) e [1) sao os estados do sistema quantico de re-
feréncia Ry, w que purifica py.w. O operador de estado do qubit A; ¢ obtido através
de chw T'rasa5A4Ry <|wCW>pur (¥ CW|> A expressao analitica que fornece o qua-
drado do valor da quantidade de emaranhamento entre o qubit A; e o sistema quantico

Ay A3 Ay Ry, w € dada por:

% i) = (s (om0 152) - (S2)45) .

A negatividade depende apenas do parametro de mistura p e dos coeficientes do estado

quantico |Y¢).

4.1.3 Concorréncia

Para obter a expressao analitica da quantidade de emaranhamento pre-
sente no sistema quantico de dois qubits A; A, é imprescindivel diagonalizar o operador

SA1As A4, AA1As AT, S
Pypei P2y w- Os autovalores do operador py 7 p?i42,, yy sdo:

1— 2
sl — <—2 p) , (4.8)

.
00 0000 00112
<P11 Tp ( (D(A3 (A1) ‘ +‘ L(As), >+’D +D |>>
5 2
5 =] [ (e i) (o o) ] o
+ 4 ‘DOOOO +D0011|
2
\ (Pn (Tp> —|—p‘D0000—|—D0011‘2> 7

e
( P 00 2 0000 00112
<P11 (532) +» ( (‘D(As Ay D(A3> (A0, > + D%+ D ))
5 2
UV _ ) <‘D (A3)o(Aa)q (o), (A0)y ) (4.10)
3 =P Py <T> +p ’ )
- + | Doooo +D00“|
_ (pn (1—Tp) 4p ‘Doooo +Doo11’2>2.
\
Como 65" e 64" dependem dos coeficientes do estado [)¢) e parametro de mistura

p, visto que estes autovalores podem assumir diferentes valores de acordo com o valor
atribuido a estes parametros, na secao a seguir sera fornecida a expressao analitica da

concorréncia considerando o estado especifico |¢p¢) = |C).
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4.2 Caracterizagdo do estado misto formado pelo estado |C) e
estado |W)

A seguir sao fornecidas as expressoes analiticas da informagao mitua,
do quadrado do valor da negatividade, e da concorréncia. A informacao mitua e a
concorréncia referem-se aos qubits A; e As. A negatividade global tem como centro o qubit
A;. O operador de estado misto tem a forma pew = p |C) (C|+ (1 — p) [W) (W]. O estado
pow exibe correlagoes de dois corpos (presente no estado quéantico |W)) e correlagoes de
quatro corpos do estado cluster.

Para obter a expressao analitica da informacao mutua é obrigatorio
determinar os autovalores dos operadores de estado reduzido de dois qubits (sistema
quantico composto A3 Ay), e de um qubit (qubits A; e Ay, respectivamente) . Os autovalores
da matrizes densidade paii2 = Tra,a, (p|C) (C| 4+ (1 —p) |W) (W), paty = Tra, (ﬁé;{?ﬂ

e ﬁé%,[, =Tra, (ﬁé},{;‘g), valem respectivamente:

1 - 4 2 4 )
¢ 3 1
cw _9=P cw _ 14D
" 1 €7 A

Obviamente SEW =AW ¢ BIW = 4 FW,
A expressao analitica da informacao mitua com respeito ao sistema

quantico bipartido A;A,, nessas condi¢oes sera:
3 — 3 - 1 1-—
~A ~A p p p
I, (PC%}VaPciv) = <2 ) logs <4 ) - <2> logs <1 —l—p)
p p
+210g2 <1 —p2> .

A expressao analitica que descreve o quadrado do valor da negatividade

com respeito ao sistema A; é:

1—»p 2
V2 o) =1- (<57 -

Como o estado pcw ¢ um estado misto, a purificagio ¢ |[CW) . =
VP |C)|0) + /1 —p|W)|1), onde novamente |0) e |1) sao os estados do sistema quantico
de referéncia Ry que tem o papel de purificar pow. O operador de estado do qubit
A; é obtido tomando o trago parcial sobre o sistema quéantico AsAsAsRcw, ou seja,
ﬁé%,v = Tra,as4,P <|C’W>pw <C’W|> O emaranhamento entre o qubit A; e o sistema
quantico quadripartido A;A3A4Rcow diminui a medida que o estado misto sofre perda

de coeréncia para o estado tipo |IW). E esperado que NZ (ﬁé%,v) diminua a medida que
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pow evolui para py. O estado |W) é um estado que ndo possui o grau maximo de
emaranhamento entre os pares de qubits correlacionados.
A expressao que fornece a quantidade de emaranhamento contida no

sistema quéantico bipartido A; A, é obtida a partir do estudo dos autovalores do operador

peri? pArdz o Os autovalores de pati? pAi4z oy sio:
1 2
5CW _ - D 5CW _ 5CW _ b
1 =\ ) %2 T =
Observe que os autovalores do operador ﬁélv{,42 pA142 L estao relacionados com os autovalo-

cw
as

. A . . . 2
res do sistema quantico reduzido de dois corpos pé%,{,%, logo, 6¢W = (%CW) e 0¢W = 5

A expressao analitica da concorréncia é:

. I-
C (poti®) = Tp — VP

A figura 3 ilustra o comportamento do quadrado do valor da negatividade
(a operagao transposta parcial é feita sobre o qubit A;), a concorréncia e a informagao
mutua (entre os qubits A; e Ay), em fungdo do pardmetro de mistura (1 — p).

O quadrado do valor da quantidade de emaranhamento existente entre
o qubit A; e os outros trés qubits do estado misto (AsA3A,) diminui, a medida que o
parametro de mistura (1 — p) aumenta (conforme o estado quantico |W) é misturado ao
estado misto). A explicagao para a diminuigao de N2 ([)é%,v) pode estar ligada ao fato dos
diferentes tipos de correlacoes existentes em poy. O estado cluster apresenta correlagoes
de quatro corpos (com grau maximo), e implica no emaranhamento maximo entre o qubit
Ay e o sistema Ay A3A,. Por outro lado, como o estado |W) possui correlagoes de dois
corpos (e nao sdo maximas), entdo o qubit A; deve estar emaranhado com os qubits A,
Az e Ay, mas aos pares. As correlagdes de dois corpos (do qubit A; e os outros qubits) do
estado |W) devem estar sendo captadas por N2 ([’)é%,v) E esperado que o valor adquirido
por N2 (ﬁﬁ}) seja menor do que de N (ﬁél) . Portanto, NZ (ﬁé%,v) diminui a medida
que o peso (1 — p) aumenta, o que pode ser visto como a subtrac¢do das correlagoes de
quatro corpos (do estado cluster) do sistema misto, e a adi¢ao de correlagoes de dois corpos
(do estado quantico |[W)), até que exista no sistema quéantico apenas correlagoes de dois
COrpos.

As correlagdes de dois corpos presentes no estado |W) sao significantes
apenas para uma pequena faixa do pardmetro de mistura (1 — p). O grafico também
mostra que o emaranhamento entre os qubits A; e Ay existente no estado |W) nao é
méximo (mesmo que o sistema quéntico sofra total perda de coeréncia para o estado |IW)).

A informacao compartilhada entre as duas partes do sistema quantico
de dois qubits A; A, vale inicialmente um bit ((1 — p) = 0). A medida que o parametro
de mistura aumenta a informacao mutua decresce. O tipo de correlacoes existentes no

sistema quantico influi diretamente em 1, (ﬁéﬁ/, ﬁé%,v). A troca de correlagoes de quatro
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corpos por correlacoes de dois corpos prejudica a quantidade informac¢ao mutuamente
compartilhada I, (ﬁé%,v, ﬁé%,v) pelo sistema bipartido. Um fato interessante é que para
(1 —p) ~ 0.68 até 1 a informagao mutua do sistema passa a ser recuperada, mas nao
totalmente. A adi¢do do estado quantico |W) ao sistema misto pode ser o responsével

pela recuperacao da informacao mutua entre os qubits A; e As.

Figura 3 — Informacao muatua 7, (ﬁé‘%/w ﬁé%,v) (linha azul), quadrado do valor da negativi-

dade N2 (ﬁé%,v) (linha vermelha) e concorréncia C (ﬁé%‘z) (linha preta). Todas

as grandezas plotadas dependem do parametro de mistura (1 — p).

1.0

08

06}

04l

02 1

00F 1

0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

1-p

Fonte: o préprio autor.
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4.3 Efeito do canal de despolarizacdo sobre emaranhamento, en-

tropia de troca e informagdo coerente do estado py.wE

Neste momento é considerada a situagao em que o qubit A; do estado
misto py.w interage com o sistema quantico ambiente £ do canal de despolarizagao. A
operagao quantica que descreve o estado misto, formado pelo estado |[¢¢) e o estado
|W) devido a influéncia do canal é py.wr = (éAl W RN fA4> (Ppew ). O canal
quantico de despolarizagao leva o estado misto py.w para um estado ainda mais misto.
Sao obtidas as expressoes analiticas do quadrado do valor da negatividade, da informacao
mutua, da concorréncia, da entropia de troca e da informacao coerente a partir de Py we.

A expressao analitica da informacao compartilhada em comum entre os
sistemas A; e A, é obtida a partir dos autovalores das matrizes densidades reduzidas
ﬁfb‘éﬁ? I /ﬁéw g€ pw wx» onde o indice inferior £ indica que os subsistemas passaram por

algum canal quantico.

O operador de estado reduzido dos qubits A; A, | ﬁwé‘éﬁ 5 =Traa, (PuewE)

na base computacional |00), |01),|10),|11) tem a forma:

)

[ [pPoo (1- %) 0 0 p(1— d) d 20000100
+ (%) (2 _ %) +a0011a*1<111
pd
o e ()o-e :
A1Az + (T> (1 - 5) 41
Pocwe = 24 Poo “
0 L 1-d 2 0
S T
* — Q
p(l—d) {auoo%(’fo 0 0 {den gl_p 2>
L +a111106011 +4 <T)
A matriz densidade que descreve o sistema ﬁﬁé‘éﬁ 5 contém os autovalores:
1-p(1-d)
1—p(1—d))?
+ A (pd)” Poo P11
- 2
+pd (1 P) + pd? (Tp) (Pyy — Poo) +d (Tf’) (2 2d),
1-p(1—d)
1—p(1—d))?
a;pCWE _ i ( p( , )) (413)
- A (pd)” Poo P11
- 2
+pd (1 P) + pd? (Tp) (Pyy — Poo) +d (%’) (2 2d),
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1+p(1—4d)
(1+p(1—d)?
1
a}chE =1 . (2 — d)* pPyo (pP11 - (%)) (4.14)
43 +1-p)(2-9) (p+§(1-5p))
\ —4p? (1 — d)? (PooPu B ‘Doooo _ D0011\2> 7

(1 +p(1—4d)
(1+p(1- )’
ayeWE = i (2 — d)* pPoo (ppn - (1%1))) (4.15)
—49+1-p) (2-9) (p+¢(1-5p)
—4p? (1 - d)? (Poopn — |poooo _ D0011]2) .

\

A matriz densidade que representa o estado do qubit A;, com a depen-

A . ~ . N ~Aq _ A1A>
déncia da interagao com o sistema quantico externo E, py!yp = T4, (pch E), apresenta

os autovalores:

1— d
f}CWE:pPoo—i‘ (—4 p) (3—d)—%(P00_P11)7 (416)

€ 1 d
3 = pPi + <—4 p) (1+d)+ % (Poo — P11) - (4.17)

Os autovalores da matriz densidade que representa o qubit A, sao dife-

rentes dos autovalores de pgzéw - Os autovalores de ﬁfp‘éWE =Try, (pﬁé’aﬁE) sao:

3
WE = pPy + 1 (1-p), (4.18)
¢ 1
WoWE = pPy + L. (4.19)

4
O qubit A; devido a interagao com o sistema quantico ambiente E possui explicitamente
a dependéncia com relagao ao canal quantico em seus autovalores. O qubit Ay nao
depende do canal, este sistema nao interage com nenhum sistema externo. Como os
autovalores do qubit A, nao possuem influéncia nenhuma do canal quantico, é facil ver

. ~ .. WE
quais fatores sao adicionados aos autovalores pelo canal. O autovalor 61”0 ganha os

fatores —d (%) — 1’2—d (Poo — P11) e o autovalor BgCWE os fatores d (1%9) + %l (Poo — Pr1).
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43.1 Informacdo Mdtua

A expressao analitica que descreve a informac¢ao comum compartilhada
entre o sistema quéantico de dois qubits (A;As) é dada pela equagao:

~A ~A WE WE WE WE
I, (pwéWEvaéWE) = ch logo ( Ve ) - B;Z)C logo (Bg}c )
,yi/;CWElOg (fwaWE) ,YwCWElog (,szCWE) +a¢cWElOg < wCWE)

Fale W E o0, ( chE) Al g, < woWE) + alWE g, ( chE), (4.20)

A expressao analitica da informacao mutua é escrita apenas em termos
dos coeficientes dos autovalores das matrizes densidade, devido ao fato da matriz densidade

~A1 Az
Pypewr ter autovalores extensos.

4.3.2 Negatividade

A expressao analitica que fornece o quadrado do valor da negatividade

(com olhar sobre o qubit A;) é obtida por meio da equagao:

(pPoo + (152) (3 — d) — & (Poy — Pry))”

, (4.21)
(an + (PO() - PH) (1%0) (1 + d))

2 (A
NG (bybwne) =2 =2
Neste caso a negatividade mede a quantidade de emaranhamento presente entre o qubit
Ay e o sistema quantico composto Ay A3 Ay Ry wE. O sistema de referéncia Ry, w tem o
papel de purificar o estado misto py.w. O sistema quantico E ¢ o responsavel por levar
a mistura Py, a um sistema onde o operador de estado possui um nimero maior de

projetores.

4.3.3 Concorréncia

O operador pw WEp w wg, onde o operador pw WE é obtido a partir
da aplicac@o da operacao spin flip (6,) individualmente sobre cada um dos qubits do

sistema quéntico (pwé% E) , deve ser (se for necessario) diagonalizado. Os autovalores de

~A1As AATA,
prW p 142

d\ 2 d (11— d 1—p\?2 3
o0 () () i) (15 e 20

2 i 2
<(p2d> Poo P11 + %i %) (1= (Poo = P1n)) + (1%’) (22d+ idQ)) (4.22)
+

_ <(p2d)2poopn + B (%) (1 =4 (Py—Pu1)) — (1%9)2 (24 + Zd2)> :

beWE SA0:

\V)
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5y E — pd\’ PPy + 24 (12 1—§(P —Py) )+ 1-p)” 24 2d+ S8
2 - 2 00411 2 4 2 00 11 4 4

<<p2d)2PooP11 + & 1%) (1—4 (Poo— Pu1)) + (Tp) (2+2d+ 3d2)>2

_ <<p2d)2p00p11 + o (%) (1 =4 (Py—Pu1)) - (%)2 (2 + id2)>27

(4.23)

p*(1— *) PyoPii+p(1-9) (%) (2P + 4 (Po—Pn))+4(2-9) <%p)2

SUeWE _
1p2 (1 — d)? (Poopn — | poooo _ Doou‘?)

[\

p* (1— %) PyoPii+p(1—9) (%) (2P11 + £ (Poo — P11))
2

+4(2-9) (22)
1p2 (1 — d)> (Poopn — | poooo _ Doon‘?)
+ \ , (4.24)
p*(1— %) PP +p(1-19) <%) (2P11 + £ (Poo — P11))

d

2

[ He-H () ’

2
P2 (1—d)? (Poopn — |poovo _ pooit )

2
sewe _ {12 (1= 8 oPu+p (1=5) (152) 2P0+ § (R = P)) + 3 2= 9) (%32)
2 (1 — d)? (PooPn — |poovo _ pooit )

\
[\

PP (1— 9’ PoPri+p(1-9) (%P) (2P11 + £ (Poo — Pi1))
) ()
+9% (1= d)* (P Pry — [DO0 — poott )

P (1= 4)" PP +p (1= 9) (457) (2P +§ (Poo — Pia))
-t ()

—p? (1 - d)> <P00P11 — | poooo _ Doon‘?)

)’
+5(2-5

) (4.25)

A expressao analitica que descreve a quantidade de emaranhamento contida no sistema de

dois qubits A; A serd fornecida na proxima segao.

4.3.4 Entropia de Troca

A expressao analitica da quantidade de entropia trocada entre o sistema
quantico externo E e o qubit A; do sistema composto py.w g, € obtida a partir do célculo
da entropia de Von Neumann da matriz de troca W. A matriz W na base computacional
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possui a representagao:

1= 0 0 1??{?@]311)
2
0 % i {p(lpoo—Pn) 0
W= B
0 _Z,Z{ (llios—Pu) g 0
3
g (T : : %
L 2
(4.26)
E preciso diagonalizar a matriz W. O autovalores da matriz de troca W sao:
d 1
ryE = 1 (1 +p (Poo — Pi1) + Tp) ) (4.27)
d 1—
RO E = 1 (1 —p (Poo — Pr1) — Tp) ) (4.28)

,.@;f’cWE:}l 2—d+\/(2—d)2—d(4—3d)(1— (POO—PH)—2>2 , (4.29)

/fﬁfCWE:i 2—d—\/(Z—d)Q—d(4—3d)(1—P(P00—P11)—1%p) - (4.30)

Finalmente, a quantidade de entropia trocada entre o sistema externo E e o qubit A; é

calculada por meio da expressao:
A WE WE WE WE
S, (pwé%/E) _ _Kllﬁc logs ( Yo ) 1/10 logs ( e >

chElog < chE) dJCWElOg ( chE) (4.31)

4.3.5 Informacdo Coerente

A quantidade de informacao quantica que pode ser enviada utilizando o
canal quantico de despolarizagao é quantificada utilizando os autovalores do operador de

estado ﬁ;?;éw 5, € a expressao da entropia de troca. A expressao analitica que representa a
informagao coerente é:

. (pﬁé@E)——<{(1_(g(pP°f+) (1-p)) )m ({(1 (d})j(ppmf (1-p)) )
pPy + 152 4 (pPr1 +

N s T (o Lersa
+ (pP00+4(1— )) +§ (pP00+4( ))

— 5. (pke) (4.32)

onde ((1—9) (pPoo + 5 (1 —p))+§ (pPu +132)) e ((1_—) (PP + F2)+5 (PPoo + 2 (1 —p)))

sao os autovalores do operador de estado reduzido p¢CW B
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4.4  Efeito do canal de despolarizacdo sobre emaranhamento, en-

tropia de troca e informacdo coerente do estado pow g com

d:%ed:i

Nesta secao novamente é considerado que o qubit A; do estado misto
pow interage com o sistema ambiente F do canal quantico de despolarizagao. A restrigao
feita é que o estado misto de quatro qubits é representado pela mistura estatistica
entre o estado cluster |C') e o estado |IW). O estado misto inicialmente tem a forma
pew = p|C)(C|+ (1 —p) |[W) (W]|. O estado misto pcwg € obtido através da operagao
powe = (M ® A2 @ [4s @ [4 (pcw). Sao obtidas as expressdes analiticas para o
quadrado do valor da negatividade global com relagao ao qubit A; do sistema quéntico, da
concorréncia e informagao mutua (com respeito aos qubits A; e Ay), da entropia de troca
(entre o qubit A; e o sistema quantico ambiente £) e da informagao coerente com respeito
ao qubit A;. Os calculos sao realizados considerando o parametro de despolarizacao d = %

ed= %, respectivamente.

e Caso em que o parametro de despolarizacdo vale d = &

oo

A expressao analitica da quantidade de informagdo comum entre o sistema quantico

de dois qubits (A;Ay), é obtida por meio do célculo da entropia de Von Neumann dos

autovalores das matrizes densidade reduzidas de um qubit, poby, = Tra, (ﬁé;{;‘g) e
peive = Tra, (peiis), e de dois qubits potis = Traza, (bowr). A matriz densidade
A1 Ay

Pow & Possul quatro autovalores, e sao:

WOV _ 16 — 14p + /197 — 402p + 205p?
64 ’

WCWE _ 16 — 14p — /197 — 402p + 205p?

2 64 )
aCWE _ 14p +16 + (1 — p) V225
64 ’

cwe  14p+16 — (1 —p) /225
Of4 h— .
64
As matrizes densidade de um qubit, /Bélw g€ ﬁé%,v 5, Dossuem os autovalores, respectiva-

mente:
cwe _ 23— owr _ 9+ TP
! 32 2 32
3—p 1+p
R L
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A expressao analitica que diz o quanto de informagcao é compartilhada entre os qubits A;

e A, é:
23— 7 23— 7 947 947
~A ~Ao _ p Py p p
I (pCWE’pCWE)_ ( 32 )logz( 32 ) ( 32 >1092< 32 )

e (557) - () e ()

16 — 14p + /197 — 402p + 205p? ) log (16 — 1dp + /197 — 402p + 2o5p2>
2

_|_

64 64

_|_

(1 — 14p — /197 — 402p + 205p2 ) log (16 — 1dp — /197 — 402p + 205p2>
2

64 64
14p + 16 + 1 — p) V225 14p 4+ 16 + (1 — p) V225
+ logo
64
14p + 16 — (1 — p) V225 14p + 16 — (1 — p) V225
64 logs 64 '

A expressao analitica do quadrado do valor da negatividade (cuja operagao

transposta parcial é realizada sobre o qubit A; do operador de estado misto) é

X 23—7p\> [(9+7p\’
2 A

A quantidade N2 (ﬁélw E) fornece o quanto de emaranhamento apresenta o qubit A; e

o sistema quéantico composto A AsAsRew E. O sistema quéantico E é o responsavel por
levar a mistura pow a um sistema ainda mais misturado.

A quantidade de emaranhamento presente entre os qubits A; e Ay é for-
necida por meio da analise dos autovalores do operador pé%‘gpf‘l@ cwE, Cujos autovalores

Sao:

o7 = (1i6>3 (4102 579 (1 p) + 4/ (492 + 579 (1 = p)?)° — (4p* — 69 (1 _p)2)2> ’

o5 = (1%)3 <4p2 +579(1— p)* — /(492 + 579 (1 — p)?) — (42 — 69 (1 ‘p>2)2) |

1 3
SSWE = s§WE — <E) (960p — 60p* + 31 (1 — p)*) .

A concorréncia presente no sistema quantico A; A, é diferente de zero apenas para o caso

5(JWE

em que o autovalor é o maior dos autovalores. A expressao analitica da concorréncia

2

, \/4])2 +579 (1 —p)* + \/(4])2 +579(1—p)?)” = (4p> — 69 (1 — p)?)
C(ﬁA1A2):<1)2 2 22 22

OWE 16 —\/4p2+579(1—p) +\/(4p2+579(1—p)) — (4p* =69 (1 - p)°)
k—2\/(960p —60p2 +31 (1 — p)?) .
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A expressao analitica que descreve o quanto de entropia é trocada entre

o sistema ambiente F do canal e o qubit A; nestas condicoes é:

R 3—p 3—p 1+p 1+p
Se (Peive) = - <6—4) log: (6—4> - (6—4) log: (6—4)

- (15 +1/29p% — 58p + 813) o, (15 + /292 — 58p + 813)

32 32
15 — /29p2 — 58p + 813 15 — /29p2 — 58p + 813
- 32 loge 32 ‘

A quantidade de informacao quéantica que pode ser enviada utilizando o

canal quantico e qubit A; é obtida por meio da equacao:

. 23 —Tp 23 —Tp

AE Y\ _
]C (pC'WE) - ( 39 ) l092 ( 39 )
B 94 Tp lo 94 7p

32 )2\ a2
3—p 3—0p 1+p 1+p

= (557 e (55 = (52 e (52

. (15 + /2997 — B8p + 813) , (15 +1/29p% — 58p + 813)
092

32 32
15 — /29p2 — 58p + 813 15 — /29p? — 58p + 813
+ 3 loga 32 !

3—p , 14+p & ~AL
onde “F e —F sao os autovalores de peyy -

e Caso em que o parametro de despolarizacao vale d = %.

A matriz densidade pélAz possui quatro autovalores e sao:

WE
! 32 2 32 ’
15 —p 1+ 13p
CWE __ CWE _
G T Ty 32

As matrizes densidade que representa os qubits A; e A, possuem os
autovalores, respectivamente:

cewrs _ 1L =3p owp _ 5+3p
! 16 16

7CWE:?’_pe cwep _ 1+D
! 4 2 4
Note que os autovalores do qubit A, continuam sendo os mesmos, o canal quantico nao

afeta este sistema.
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A expressao analitica que mostra o quanto de informacao é compartilhada

em comum entre os qubits A; e Ay é:
I ( Ay )_ 11— 3p I 11— 3p 5+ 3p I 5+ 3p
PewpPewe ) = 16 )"\ 16 16 )"\ 16
loao (2P _ (1P, (LEP
92 4 4 g2 1

8 — 6p+ (1-p )ﬁ)logz (8—6p+(1—p)¢37>

+

32

-(
[
(8 6p )ﬁ) toss (8—6p—(1—p)\/37>
(%"
(

+

_l’_

32
15 — lo 15—p
39 92\ T32
1+1 1+13p
32 32 )

O quadrado do valor da quantidade de emaranhamento contido entre o

+

sistema A; e o sistema Ay Az Ay Row E é calculado pela expressao:

) 1
NE (P e) = 51 55+ 9 (2-p)).

O sistema quantico Row é quem purificar o estado misto sem considerar a existéncia do
canal quantico de despolarizacao. O sistema quantico F é o sistema que interage com o
sistema Ay A3 Ay Row .

Para obter a expressao da concorréncia é preciso encontrar os autovalores

~A1 Ao ~A1 Az A1A2

do operador HAI A2 Os autovalores de Sa0:
P PcwEP CWE" Pow EP CWE

1 1-p\?
=1t <p2+225 (Tp) >+5<1—p> \/16<1—p)2+<3p2+2p—1>7

1 1—
5§WE:K+<19 +225( 2 )>—5 (1=p)\/16(1 =9+ (3% +2p 1),

SS§WE = §OWE — 15— p) (1 +13p).

163 (

A expressao analitica da concorréncia é:

1 1-p\?
C(paivk) = 1—62+<p2+225<7p))+5(1—p>\/16(1—p)2+<3p2+2p—1>

1 1
— 22 —5(1—=p)\/16(1—p 24+2p—1
162+<p+ 5(2)> 5 \/6 + (3p* +2p — 1)

1
-2 1 1+ 13p).
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A quantidade de informacao trocada entre o sistema quantico E e o qubit

Aj é obtida pela expressao:

R 3—p 3—0p 1+p 1+p
A1E P, _—
Se (pC“E) ( 32 )1092( 32 ) < 32 )l092< 32 )

14+\/144+13(1—p)2 14+\/144+13(1—p)2

N 32 oo 32
14— /144 + 13 (1 - p)? 14— /144 4+ 13 (1 - p)?
N 32 loge 32

A expressao que informa o quanto de emaranhamento é preservado pelo

estado misto devido a passagem pelo canal quantico é:
. 11—-3p 11 —-3p
[C A E - _
(pCWE) < 16 ) l0g2 ( 16 >
5+ 3p o+ 3p
- logs
16 16
3—0p 3—0p 1+p I+p
+( 32 )l%( 32 >+< 32 )log2< 32

T+ \/36+13(%)2 T+ \/36+13(%p)2

[
" 16 o 16
N 7— /36413 (452)° . 7— /36413 (452)°
16 - 16 ’
_ < ~A
onde Hl—;’p e 5J{—g’p sao os autovalores de Py -

A figura 4 demonstra o efeito do canal de despolarizagao sobre a negativi-
dade (onde a operagao transposta parcial foi feita sobre o qubit A;), a concorréncia e a
informacao mutua (referente aos qubits A; e As), a quantidade de entropia trocada entre os
sistemas quénticos E e A1, e a quantidade de emaranhamento conservada entre o qubit A;
e o resto do sistema composto que compoe o estado misto, durante a passagem pelo canal,
em fungao do parametro de mistura (1 — p) com o parametro de despolarizagao valendo
d= é ed= i, que equivalem ao grafico superior e inferior da figura, respectivamente.

Para ambos os graficos, o quadrado do valor da negatividade diminui
a medida que o parametro de mistura (1 — p) aumenta. Pode ser que a justificativa
para a diminuigao de N2 (ﬁé%,v E), conforme o sistema quantico sofre perda de coeréncia
para o estado |[W), seja devido a adigao de correlagoes de dois corpos, onde o grau de
emaranhamento é menor, e a subtracao de correlagoes de quatro corpos onde o grau
de emaranhamento é méximo. Entretanto, comparando os dois graficos, a medida que
o sistema quéntico sofre perda de coeréncia para o estado |W), o valor atingido por

N (ﬁé%,v E) é maior, considerando o caso em que o parametro de despolarizacao vale
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d= %. Este resultado pode ser indicando que o qubit A; pode estar emaranhado com
o sistema quantico ambiente E, e o emaranhamento pode estar aumentando a medida
que o parametro de interagao torna-se maior, visto que a quantidade de entropia trocada

entre o qubit A; e o sistema E aumenta consideravelmente com relagao ao parametro de
1
g.
O valor minimo de Ng (ﬁé%,v E) da figura 4, é maior que aquele obtido na secao 4.2, este

despolarizagao d = }1, comparando com o grafico em que o parametro de canal vale d =

fato pode estar mostrando, também, a existéncia de emaranhamento entre o qubit A; com
outro sistema quantico (supostamente o sistema ambiente), além do sistema composto
AgAsAsRew .

A quantidade de emaranhamento existente entre os qubits A; e Ay do
sistema quantico diminui a medida que o parametro de despolarizacao aumenta, note que
o valor maximo atingido pela concorréncia considerando o caso em que d = ¥ é menor em

1
relagao a situagao em que d = %. Independente do valor do parametro de despolarizacao,

o valor maximo C (ﬁéﬁ,‘%) ¢ menor que o da se¢ao 4.2. A diminuicao da concorréncia
para os casos em que existe efeito do canal quantico, pode estar sugerindo a transferéncia
de emaranhamento entre o sistema A; A, para o sistema A;FE, pode ser que exista a
transferéncia de emaranhamento do qubit A; para o sistema A A3 A,.

A quantidade de informagao mutuamente compartilhada entre os qubits
Aj e A; do sistema quéantico composto é menor para a situacao em que o parametro de
despolarizacao vale d = %1, porém, parte de I,, ([Bé%,v B ﬁéQW E) é recuperada em ambos os
casos. O caso em que a soma das correlagoes classicas e quanticas no sistema é maxima, é
aquela em que nao ha o efeito de canal quantico no sistema (segao 4.2). A recuperagao
parcial da informacao mutua entre os qubits A; e Ay pode estar relacionada com a adi¢ao
de correlagoes de dois corpos no sistema quantico. Possivelmente diminui¢ao do valor de
C (ﬁé%,{;%) prejudica o compartilhamento de informag¢ao mutuamente entre os qubits Aje
As.

A quantidade de informagcao trocada entre o qubit A; e o sistema ambiente
E diminui levemente a medida que o operador de estado pow g sofre perca de coeréncia
para o estado |W). A quantidade de entropia trocada entre o qubit A; do estado cluster
é maior que aquela trocada pelo estado |W). Como S, (ﬁé}EE ) > S, (ﬁ@g ) é esperado
que 1. (ﬁf‘}EE) > 1. (ﬁé}f), porém, nao é isto que a figura 4 mostra, em ambos os graficos.
Considerando o caso em que o parametro de canal vale d = %, para qualquer estado
quantico compreendido pela mistura é possivel transmitir informacgao quéntica através do
canal quantico. Para a situacao em que o parametro de despolarizacao vale d = }L, nao é
possivel transmitir informagao quantica com o auxilio do canal de despolarizacao para

nenhum estado quantico representado pela mistura estatistica.
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Figura 4 — Efeito do canal de despolarizacao sobre a informagao muatua I, (ﬁé%,v 5 Doy )

(linha azul), o quadrado do valor da negatividade N (ﬁébv &) (linha vermelha),

a concorréncia C (pgiy'z) (linha preta), a entropia de troca S, (pglyp) (linha

amarela) e a informagao coerente I, (ﬁé%fE) (linha verde). Todas as grande-
zas plotadas dependem do parametro de mistura (1 —p). E considerado o

parametro de despolarizagao d = § (grafico superior) e d = 1 (grafico inferior).

Fonte: o proprio autor.
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4.5 Efeito do canal de amortecimento de amplitude sobre emara-

nhamento, entropia de troca e informac3o coerente do estado

lé"gZJ(jWE

Nesta se¢ao é considerada a situacao em que o qubit A; do estado misto
Pyew interage com o sistema ambiente £ do canal quantico de amortecimento de amplitude.
O novo operador de estado sob influéncia do canal quantico é obtido por meio da operagao
PoewE = <é‘41 @44 g fA4> (ppew), a diferenga em relagio a segdo 4.3 é que a
operacao quantica € representa o canal quantico de amortecimento de amplitude.

A expressao analitica da informacao comum entre os qubits A; e Ay é
obtida a partir dos autovalores das matrizes densidades reduzidas ,0¢1€§ B ﬁch g€ pch B

onde o indice inferior F indica que os subsistemas passaram por algum canal quantico.

A representacao matricial do operador reduzido de dois qubits, apos

interagir com o sistema ambiente do canal, ,021‘3{3}9 =Traza, (PpewE), &

pPoo @000041100 1
{ 1y 0 0 pv/1—7 { .
Jr(T) (24+7) +aoo11a1111
1-p
A AL 0 4 ey /T—+ 0
Poewe = +py P11 (%) (4.33)
0 () vIi—v (B a-v) 0
110004
I ’Y{ 1100 00(:0 0 0 PP (1—7)
L +ai111a9011 i

~A1A ~
Os autovalores de p;, /75 sao:

pyPu+ (2—7) (52)

chE l
’ +\/(mpﬂ +2-7) (452)" =4 (0vPu (1 —) (452)

(4.34)

1 P+ 2—-7) (=
ag}cWE _t pyri ( P)/)( 4 ) (435)

2 _\/(mp11 +(2=7) (52)° =4 (pvPu (1= 7) (432)),

p— WPP11+( )(2+v)

2
<p ypP11 + ( ) 2+ 'y))
+ pPoo P11 + P11 (24 7) <1%4p)
—4p (1 —
Pl ) —p (‘D(A3)0<A4)0 + D000 4 pO01L|2 _ | poooo|2 _ | poo1t|2 ‘D

woWE _ 1
ajy® ==

)

(A3)1(Aa),

p— ’YPP11+< )(2+7)

<p ypPi1 + ( ) 2+ 7))

voWE 1
(&4 - 5 _
- pPoo P11 + P11 (2 +‘y) < p)

—4p (1 —7)

}D0000| |D0011| + ‘D

2
(‘ (A3)0<A4 (A3)1(A4>1 )
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A matriz densidade reduzida do qubit Ay, ﬁﬁéw g =174, ([)ﬁéﬁ? E) apre-

senta os autovalores:

VWE _ (P + 4y Pry) + <¥) (3+7), (4.38)

YeWE _ ( Py + %) (1—7). (4.39)

O qubit A, é representado pela matriz densidade ﬁ;;‘éw g =1ra (ﬁ;}é‘é‘? E)

Os autovalores de ﬁ;?)éw  Sao:

3
W = pPyy + 1 (1-p), (4.40)
€
1 —
AWeWE _ ppy 4~ L (4.41)

4

. . - . . E
Devido a interagao com o sistema ambiente, o autovalor 3, veWE qe pw we ganha o fator

WE
i

pyPi + 7y ( p) e o fator ganha o fator —vy (pPH + T) )

451 Informacdo Matua

A expressao analitica da quantidade de informac¢ao em comum comparti-
lhada pelo sistema quéantico bipartido A;A,, vale:

m (pw(l/‘” E’p’(pé” E) BY}C log ( wc ) ch lOg ( wc >
WE WE WE WE WE WE
,-}/717/10 lOg (,y’l/)C > ,.ywc’ lOg (,yd)C ) Oéd}c lOg ( ’ll)C )

Fal " E g, ( wCWE) + W E g, (a}chE> +a45092< ¢CWE) (4.42)

452 Negatividade

A expressao analitica que fornece o quadrado do valor da negatividade
com foco no qubit A; é dada pela expressao:

N (ptivs) =22 (R + 9P + (32 (3+7)>2

9 <<pP11 + 1?’) (1- 7)>2. (4.43)

E investigado o emaranhamento com relacdo ao qubit A; e o sistema
quantico composto Ay Az A4 Ry wE. Para qualquer valor do parametro v de amortecimento

de amplitude (exceto v = 0), N2 (potyp) < 1.
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453 Concorréncia

Para obter a expressao analitica da quantidade de emaranhamento contido

no sistema composto A; Ay é preciso diagonalizar o operador pﬁl‘éﬁ Eﬁﬁl‘éﬁ g- Os autovalores

~A1As AA A
de Ppew BP A4 2 oW E S20:

(1=7)(2pyPu1 +1—p)

1
FVE = (1 p) ————— (44
+ {((1 —7) 2pyPu +1—p))” — 4p*? P,
1 (1=7) @2pyPu+1-p)
FVE = (1) : (4.45)
—\/{((1 —7) 2pyPu +1—p))” —4p*y*Pp,
9 ‘Doo 2 D00 ‘2 i |D0000+D0011}2
p (A3)g(A)g (A3)1 (A1),
+P11 (2+7)
Yo WE _ N 2 2
83 p(1—7) ‘D As) " D?Els A, ‘ >+ | DO000 . poot| ) (4.46)
T +P11 (2+7)
2
(p‘Doooo Doon‘ 4Py (Tp> (2_,_7)) :

2 2
A4)1’ )+ |DOOOO+D00H} )

» (2 ([PFhin

+Py ( ) (2 —i—’y)

S (TS
- +Pn < ) (2+7)
_ (p | Doooo _ Doon‘ 4Py ( > (24 7))2'

2
D?gg A, ‘2> i |D0000+D0011‘2) (4.47)

A expressao analitica da concorréncia é determinada na préxima secao, onde é considerado

um operador de estado especifico.

454 Entropia de Troca

Primeiramente, para obter a quantidade de informagao trocada entre
o sistema F e o qubit A; é preciso obter a matriz de troca W. Os detalhes de como
obter a matriz W estao na subsecao 2.9.5. A expressao analitica da entropia de troca é

obtida a partir do calculo da entropia de Von Neumann da matriz W. A matriz W tem a
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representacao:

_ 1p
W= [1 7 (PP +5) 0 (4.48)

0 V(PP11+%)

Neste caso nao é preciso diagonalizar a matriz W. A expressao analitica da entropia de

troca é:

- 1 — 1_
Se (pﬁéng) = (1 -7 (an + TP)) logs (1 — <pP11 + Tp))
1— 1 —
N (’7 (pP11 + Tp>) logs (’7 (an + Tp)) . (4.49)

455 Informacdo coerente

A expressao que fornece a informagao coerente é:

L (ppive) = — (p (Poo + P11y) + (%) (3+ 7)) logs (p (Foo + Puiy) + (%) (3+ 7))
- ((1 - ) (an + #)) logs ((1 - ) (pPu + #))
— Se (Pitve) (4.50)

onde (p (Poo + Piiy) + (552) 3+7))e (1 —v) (pPi1 + 152) sdo os autovalores da matriz

densidade reduzida ﬁﬁéw B
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4.6 Efeito do canal de amortecimento de amplitude sobre emara-

nhamento, entropia de troca e informac3o coerente do estado
A 1 1
PCWE cOm 7y = €79 =g

A seguir sao obtidas as expressoes analiticas da informacao mitua e
concorréncia (entre os qubits A; e Ay), do quadrado do valor da negatividade, (com a
operagao transposta parcial tomada sobre o qubit A;), e das quantidades relacionadas
ao canal quantico, entropia de troca e informagao coerente, com olhar sempre sobre
o qubit A;. Com a finalidade de estudar o efeito da perda de coeréncia do estado
misto, a partir do estado quantico |C) até o estado |W) é atribuido ao parametro de
amortecimento de amplitude o valor v = £ e 7 = 7, em sequéncia. Em outras palavras, as
expressoes analiticas obtidas sao fungoes do do parametro de mistura (1 — p). A operagao
quantica que descreve a evolugao do estado com a influéncia do sistema externo é powg =
<AA1 @2 @I ]A4) (pow ), onde o estado misto pew = p|C) (C| + (1 — p) |W) (W].

e Caso em que o parametro de amortecimento de amplitude vale v = =

Os autovalores da matriz densidade reduzida que representa o qubit Ay (pid,p =

TTA1A3A4 (IaCWE)) , 820:

3—p 1+p
AEWE e ACWE — —

A matriz densidade reduzida com respeito ao qubit A, sob efeito do canal

quantico ([Bé%,v 5 =T7ra,4,4, (PowE)), apresenta os autovalores:

cwe 25— 1Tp owe _ ([ + 7D
1 = y e By =
32 32

Os sistema quéantico bipartido A;A,, obtido a partir da eliminagao dos

graus de liberdade dos sistemas As e Ay, ﬁé%/v 2 =Trasa, (Powr), possul os autovalores:

15—13p—|—\/15—13p) — 56p (1 — ))

15— 13p — \/15—13p) — 56p (1 — ))

1
a§WE = a (17 +13p+ \/(17 +13p)* — 56p (17 — P)> )

1
e i (17 +13p — \/(17 +13p)* — 56p (17 — p)) :
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A expressao analitica da informacao mitua entre os sistemas quanticos A; e A, sera:
LAy Ay 25 —"Tp 25 —Tp T+ 7p T+ Tp
I, (PCWEvPCWE) == 32 loga 32 - 32 loga 32

() () (142)om ()

1 5 1
+64<15—13p+\/(15—13p) —56p(1—p)>logg(64(5—13p+\/ 5—13p) —56p(1—p ))
1 1
+64<15—13p \/ 5—13p) —56p (1 —p) 1092(64(5—13p \/ 5—13p) —56p(1—p ))
L
64

1
17+13p+\/17+13p) — 56p (17 — p)1092 (4 (17+13p+\/ (17 + 13p)? — 56p (17 — p)>)
17+ 13p — \/17+13p) — 56p (17 — p)) 1092(64 <17+13p \/17+13p) — 56p (17 — p))

O quadrado do valor da negatividade, com centro sobre o qubit A; é

calculada a partir da expressao:

. 25 —"Tp 2 7+ Tp 2
Al _

Diferente da segao 4.4, N (ﬁé%,[, E) representa o quadrado do valor da quantidade de

emaranhamento presente é com relacdo ao qubit A; e o sistema quantico composto
AsAsAyRew E.
Para calcular a concorréncia é preciso analisar novamente os autovalores

do operador pAie HA1Az Os autovalores sao:
CWE CWE-"

77 = () a-n (76 -4 T s -7 —ow2),

5" = (é)g (1-p) <7 (8 —Tp) — (T8 =) - 64172) :

CWE _ sCWE _ P
o5 "7 =0 —8*3(17—17)-
Neste caso é facil obter a expressao da concorréncia. A concorréncia é diferente de zero

CWE
0

apenas para o caso onde é o maior dos autovalores. A expressao analitica da

concorréncia é:

3 '\/(1 —p) (7(8—7p) - \/(7(8— 7))’ —64272)
~A1A Ly?
C(pcwe) = (g) _\/<1 —p) (7 (8—7p) =/ (T(8—Tp)* ~ 64292)

—2,/7p (17 — p).
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A expressao analitica da entropia de troca é:

(S.) _ 31—p ] 31—p B 1+p I IL+p
cJewr = 32 )2\ 32 32 )\ T30 )

Note que para este canal quantico, a expressao da entropia de troca é bem mais simples que

aquela obtida com relagao ao canal quantico de despolarizagao (segao 4.4). A dimensao do
sistema quéntico que representa do canal de amortecimento de amplitude é representado
por um qubit, basta purificar o sistema pow .

A quantidade de informacao quantica que pode ser transmitida pelo qubit

Aj através do canal quantico é obtida por meio da expressao:
. 25 —Tp 25 —Tp T4 Tp 7T+ Tp
I (5ME ) — _ _
- (Peive) ( 32 ) logs ( 32 ) ( 32 ) logs ( 32
31—p 31—p 1+p 1+p
+< 32 )1092( 32 >+<32 log\ =35 )

e Caso em que o parametro de amortecimento de amplitude vale v =

1
1

A matriz densidade reduzida do qubit Ay, paty = T a, (ﬁé%‘fg) sonde paiit2 = Tra,a, (pewr)

apresenta os autovalores:

owe _13=3p " oowp _ 3+ 3p
! 16 16

O matriz densidade que descreve o qubit A, | ﬁé%,v 5, tem os autovalores:

3 — 1
HOWE _ 4P,6720WE: ZP'

Por fim, a matriz densidade do sistema quantico A;A,, ﬁéﬁﬁ% é caracteri-

zada pelos autovalores:

1
CWE __ _ _ 2 _ —
o= (7 5p + \/ (7T—"5p)” —24p(1 p)) :

OEWEZLQ (7—529—\/(7—5p)2—24p(1—p)),

1
a§WE = = (9+5p+ v/49p” — 126p + 81)

1
afWE = (9 + 5p — \/49p2 — 126p + 81) .
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A expressao analitica da quantidade de informacao comum entre os qubits
Ay As é descrita por meio de:

I (AA1 Ao ):_ 13 —3p lo 13 —3p _ 3+ 3p lo 3+ 3p
m \PocwE'PCWE 16 92 16 16 92 16

() (7 (32 ()

N 1 )7—5p ; 1 |7-5p
= ogs | —
32 Jr\/(7f5p)2 —24p (1 - p) 32 Jr\/(7f5p)2 —24p (1 - p)
n 1 |7=5p . 1 |7—=5p
= oga | —
32 | —\/(7 —5p)> — 24p (1 ) 32 | —\/(7 - 5p)> - 24p (1 - )
1 |]9+5p 1 |9+5p
+ | = loga | —
32 | +/49p2 —126p + 81 32 | +1/49p% — 126p + 81
1 |]9+5p 1 |9+5p
+ | — loga | — .
32 | —\/49p2 —126p + 81 32 | —/49p2 — 126p + 81

O quadrado do valor da negatividade, cujo foco continua sendo o qubit

A; é descrita pela equagao:

A 9
N& (peive) =2 143 (13— 3p)° + (3+3p)°) .

A expressao analitica da concorréncia pode ser obtida a partir da analise

dos autovalores:

(5 P01 0 (-3) )

9-»

Os autovalores acima sio autovalores do operador pakzpAi42 . A

expressao analitica que fornece a quantidade de emaranhamento entre os qubits A; e A, é:

cusin = (52 [ (- 2) (- ) -2
D00 605
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A expressao analitica da entropia de troca é:

N 15—-p 15—p 1+p 1+p
AE N\ _ _ (£ -z
Se (eive) = ( 16 )l092< 16 ) ( 16 )ZOQZ( 16 )

A expressao analitica da informacao coerente vale:
A, 13—3p 13— 3p 34 3p 34 3p
L GtiEe) =~ (P ) oo (P ) = () e (e

15—p 15—p 1+p L+p
(5t e (5) + (557 oo ()

A figura 5 demonstra o efeito do canal de amortecimento de amplitude

sobre a negatividade (cuja operacao transposta parcial é realizada sobre o qubit Aj),
a concorréncia e a informagao mutua (referente aos qubits A; e Ay) , a quantidade de
entropia trocada entre os sistemas quanticos E e A;, e a quantidade de emaranhamento
conservada entre o sistema quantico A; e o resto do sistema composto que compoe o
estado misto, durante a passagem pelo canal, em funcao do parametro de mistura (1 — p)
com o parametro de amortecimento de amplitude valendo v = % ey = %, que equivalem
ao grafico superior e inferior da figura, respectivamente.

Conforme o sistema quéantico sofre perda de coeréncia para o estado
|W) (em ambos os gréficos), o quadrado do valor da negatividade N2 (ﬁé%,v ) diminui.
No entanto, para qualquer um dos casos (desta se¢ao), o maior valor alcan¢ado por
NZ (ﬁé%,v E) < 1, independente do valor do parametro de mistura. Os resultados obtidos
para N2 (ﬁé%,v E) com respeito ao caso em que o parametro de amortecimento de amplitude
vale v = %, sao maiores que na situagao em que o parametro do canal quantico tem o valor
v = }L. Além das suposicoes feitas com relacao a negatividade para o canal quantico de
despolarizacao, pode ser que exista e redistribuicao entre os qubits A, A3 A, do sistema
composto, e a redistribuigao (caso exista) parece ser mais efetiva para valores maiores com
respeito ao parametro de interagao.

Em relacao a concorréncia C (ﬁélvﬁ%) uma pequena quantidade é perdida
devido a acao do canal quantico. O valor méaximo atingido pela concorréncia é maior para o
caso em que o parametro de amortecimento de amplitude vale v = %. A pequena diminuicao
de C (ﬁ‘é%ﬁg) indica que pode ter ocorrido a transferéncia de uma pequena quantidade
de emaranhamento entre o qubit A; e o sistema quantico composto As A3 A4 Ry w para
o sistema composto A;FE, ou até mesmo o emaranhamento pode ter sido redistribuido
entre o sistema Ay A3 A4. Se houver a transferéncia ou redistribuicao de emaranhamento, o
resultado obtido mostra a agao efetiva do canal quantico de amortecimento de amplitude
, pelo menos para a concorréncia pode ser menor que o efeito do canal quantico de
despolarizacao.

A quantidade de informacao compartilhada entre os qubits A;e Ay diminui
consideravelmente ao longo de toda faixa do pardmetro de mistura. Conforme o sistema

quantico sofre perda de decoeréncia para o estado |W) a informagao mutua é recuperada,
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também para este canal. O interessante ¢ que o valor da informagao mitua para (1 —p) =0
e (1 —p) =1 sdo bem proximos para a condigdo em que o pardmetro de amortecimento
de amplitude vale v = i.

A quantidade de informagao trocada entre o estado cluster é maior quando
comparado ao estado |W), para ambos os valores do canal quéantico. Pelo fato do sistema
ambiente do canal quantico de amortecimento de amplitude ser menor que o sistema
ambiente do canal de despolarizagao, os valores da entropia de troca obtidas nesta secao
sao menores que aqueles obtidos na secao 4.4. O qubit A; interage com um sistema externo
menor, logo, o resultado da entropia de troca também serd menor. A consequéncia da
troca de uma quantidade menor informacao entre o qubit A; e o sistema quéntico ambiente
FE influéncia diretamente a quantidade de emaranhamento preservada pelo estado misto
durante a passagem pelo canal quantico. O valor obtido para a informacao coerente é
maior com relacao a secao 4.4. Mesmo para o caso em que vy = i ainda ¢ possivel transmitir
informacao quantico com o auxilio do canal quéntico, independente do valor do parametro

de mistura (1 — p).
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Figura 5 — Efeito do canal de amortecimento de amplitude sobre a informagao mitua
I, (ﬁé%,v . &) (linha azul), o quadrado do valor da negatividade N (ﬁélw 5)

(linha vermelha), a concorréncia C (ﬁéb{;‘f@) (linha preta), a entropia de troca

Se (ﬁéﬁ]}JE) (linha amarela) e a informagao coerente I, (ﬁébf,EE) (linha verde).
Todas as grandezas plotadas dependem do parametro de mistura (1 — p).
E considerado o parametro de amortecimento de amplitude v = % (grafico

superior) e 7 = 1 (grafico inferior).

ozl i

osl ]

Fonte: o proprio autor.
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5 Estado misto formado pelo estado cluster e

o estado | B) de quatro qubits

O estado misto considerado no capitulo 4 era uma mistura do estado
cluster e o estado |W). No estado |W), o qubit A; é emaranhado com todos os outros
qubits (A Ay, A1 Az e AjAy) através de correlagoes de dois corpos. O emaranhamento do
qubit A; com o qubit Ay do estado |[W) é menor que o emaranhamento do qubit A; com o
qubit A do estado de Bell (eq. 2.13 do capitulo 2). O estado quantico |B) é um produto
do estado de Bell com outro estado (qubits A3z e Ay). Espera-se, que uma mistura de
estado |B) e o estado cluster, resulte em um estado com quantidade maior de correlagoes
de dois corpos entre qubit A; e qubit Ay, em comparagao com o estado misto que contém
estado |IV).

Neste capitulo sao calculadas, a informagao mitua e a concorréncia (entre
os qubits A; e Ay), o quadrado do valor da negatividade global (do qual o foco continua
sendo o qubit A;). A informagao mutua, concorréncia e negatividade tem o papel de
caracterizar do estado misto. A mistura estatistica é representada pelo operador de estado
DB -

Nas situagoes em que ha a presenca de canal quantico, além das quanti-
dades calculadas com a auséncia de canal quantico, também sao calculadas, a entropia
trocada entre o sistema quantico ambiente £ do canal quantico e o sistema quantico A, e
ao final a informacao coerente.

Sao consideradas as seguintes possibilidades:
1. O estado misto de quatro qubits.

2. O qubit A; do operador de estado misto interage com o sistema ambiente £ do canal

quantico de despolarizacao.
3. O qubit A; passa por um canal quantico de amortecimento de amplitude.

Primeiramente todos calculos sao realizados para um estado compreendido pela mistura
estatistica do estado quantico |¢¢) e o estado |B), secoes 4.1, 4.3 e 4.5.
Os autovalores referentes as matrizes densidade de um qubit A; e A, e de

dois qubits A; Ay continuam sendo denotados por 3, v e a (com indice), respectivamente.
Ay Ag

Os autovalores do operador p p:“\/lf42 sao denotados por d. Os autovalores da matriz de

troca W continuam sendo denotados por x. O pardmetro p é o parametro de mistura.
Nas secoes 4.2, 4.4 e 4.6, é considerado o estado misto cujo operador

de estado é pcp. O operador de estado peop possui correlagoes de dois e quatro corpos.

Para investigar a acao dos canais de despolarizacao e de amortecimento de amplitude, os
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ed=

parametros de canal valem respectivamente, d =
(secao 4.6 ).

3 T (secaod4d)ey=gfey=1

Os estados quénticos [¢¢) e |B) sao ortonormais, (¢¢||B) = 0. Um fato
interessante ¢ que a matriz densidade reduzida de um qubit, 1, de qualquer uma das
matrizes densidades dos estados cluster ou do estado | B) séo idénticas, consequentemente, o
valor da entropia troca e informagao coerente, para qualquer canal quéntico obtido a partir
de py.p (independente do parametro de canal), ndo variam com rela¢do ao parametro de
mistura. Os valores obtidos para a da entropia de troca e informagao coerente assumem

os mesmos valores calculados no capitulo trés.
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5.1 Caracteriza¢do do estado misto formado pelo estado [¢)¢) e
estado |B)

Considere um estado misto de quatro qubits formado pelo estado que
representa a classe de estados cluster 1)) e o estado quantico |B). A mistura estatistica

é representada por:

P = plve) (Yol + (1 —p)[B) (B (5.1)

A1A2

O estado quéantico |B) corresponde a um estado de Bell [¢/7) produto com o estado

1105 e tem a forma:
~|0110) + 1010}

V2 '
O estado quantico |B) possui emaranhamento apenas entre os qubits A; e As.

O operador de estado reduzido de dois qubits, ﬁﬁé’éﬁ , equivale a ﬁﬁé‘% =

pﬁﬁéAQ (1 —p) pigt*, onde pt2 = |*) (Pt e ﬁ;‘éAZ =Traza, (Pye). A matriz densidade

pﬁé%? possui os autovalores:

|B)

eB _
a;” =1-—p, (5.2)
YeB _ + YeB _ -
Qg = POy € Qg = PCysts (53)
14+/1—4|D0000_ poo11(2 . .
onde oz(jjst = V14 5 " s80 os autovalores da matriz densidade que representa

o estado quéantico |¢¢), obtidos na segao 3.1. Os operadores de estado de um qubit,

ﬁﬁé g =14, (ﬁﬁﬁf) e ,5;12 g =1ra, (ﬁﬁéﬁ?) possuem os autovalores, respectivamente:
l—p l—p
PP = pPy + 5 5P = pPy + 5 (5.4)
e
l-p l-p
WP = pPoo + 7 @ ’VépcB:anjLT' (5.5)

Observe que os operadores de estado ﬁgé B € [5;22 p Dossuem os mesmos autovalores, devido

ao fato de nenhum dos qubits interagirem com o sistema quantico externo .

5.1.1 Informacdo Matua

A expressao analitica que descreve a quantidade de informagao comparti-

lhada entre os qubits A; e Ay vale:
[m (ﬁiéB’pAiéB) _ _251%'3[092 ( ;ﬁcB> . ZB;chlogz ( ;ﬁcB> + Oélll)CBZOQQ (allch)
+p (logs (p) + aflogs (o)) + aggulogs (o)) - (5.6)

Os autovalores de ﬁﬁé p foram escritos em termos dos autovalores ﬁ:zé B
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5.1.2 Negatividade

O estado pop ¢ um estado misto com purificagio [YcB),,,,. = /P ) [0)+
V1I—=p|B)|1). Os estados quanticos |0) e |1) sao os estados do sistema de referéncia
(Ry. ) utilizado para purificar py. 5. O operador de estado do qubit Ay é adquirido por
meio de Tra,4,4,R o B (WCB> pur (Yo B |> Assim como na secao 4.1, o operador de estado
pcp pode ser visto como sendo resultado da interacao de algum estado quantico com um
sistema (quantico) ambiente, antes de passar pelo canal quantico. Tomando o trago sobre
o sistema ambiente é obtido py. 5.

O quadrado do valor da quantidade de emaranhamento entre o qubit A,

e o sistema A A3A4 Ry p ¢ dada pela expressao:

1\ 1
NE (pylp) = Adet (py 5) =4 (p2 (POOP11 — Z) - Z) : (5.7)

A expressao analitica do quadrado do valor da negatividade depende apenas dos coeficientes

do estado quantico [¢¢) e do parametro p de mistura.

5.1.3 Concorréncia

Para calcular a quantidade de emaranhamento contido no sistema quantico

A1 Az

bipartido A;A,, deve ser diagonalizado o operador Py pA1A2¢ op- Os autovalores do

operador p 1A2pA1A2ch sao:

7P = (1-p)°, (5.8)

. ‘ ) 4 ]D0000+D0011|2)

2
2> + | o000 —i—DOO”\Q) (5.9)

"
00
(2 ( D(A3) (A1),

(SépCB:pQ ’<2 (‘DOO

2
00
+ ‘D(As)luun

4
_ ’DOOOO _ D0011| ,

(A3)o(Ad)g

( 2
00 0000 00112
<2(D<A3 A4)‘+’DA3) )‘>+|D +D |>
2
§veB — p? ( 00 2 0000 00112 5.10
’ 2 ‘D< 43)o(Ad)o +‘D<A3> >‘ +|pree g pren) - (10

_ |D0000 _ D0011| .

\ \

A expressao analitica da concorréncia é fornecida na proxima segao.
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5.2 Caracteriza¢do do estado misto formado pelo estado |C) e
estado |B)

Nesta secao sao determinadas as expressoes analiticas do quadrado do
valor da negatividade, da concorréncia e da informacgao mutua. Essas grandezas sao obtidas
a partir do operador de estado de quatro qubits pop. O operador de estado misto de
quatro qubits tem a forma pep = p|C) (C| + (1 — p) |B) (B|.

O operador de estado pois = pTra,a, (|C) (C)+(1 — p) |o*) (b*] possui

os autovalores:

p
achzl—peagB:agB:§.

Os qubits A; e As, cujas matrizes densidades sao ﬁélB e ﬁéQB, respectiva-

mente, possuem os autovalores:

CB _ CB_} CB
1 — P2 —26%

=750 = %

As matrizes densidade acima sao calculadas eliminando os graus de liberdade do sistemas A
ou A,, dependendo do caso. A expressao analitica que descreve a quantidade de informacao
mutuamente compartilhada entre os qubits A; e Ay depende apenas do parametro de
mistura e é:

. . 1 D
Ly, (péleézB) = —2logs (5) + (1 _P) loga (1 - p) + plogs (5) .

O quadrado do valor da quantidade de emaranhamento entre o qubit A,
do estado misto e o sistema composto Ay A3A4Rcp ¢ maximo, NZ (ﬁélB) = 1. Portanto, a
AAlAQ A/-v

negatividade néo depende do parametro de mistura. O operador pgj; 2 pA142 -5 possui os

2 2 ~ N
autovalores 0¢8 = (1 — p)” e §6¢8 = 658 = (g) . A expressao para a concorréncia vale:

C (poy) =1 —2p.

—_~—

Note novamente a relagao entre os autovalores de ﬁélBAQ e ﬁélBAQ phidz 598 = (04103 )2 e
55 = (aSP)?.

A figura 6 ilustra o comportamento do quadrado do valor da negatividade
(com a operag@o transposta parcial realizada sobre o qubit A;), a concorréncia e a
informac¢ao mutua (referente aos qubits A; e As), em fungdo do parametro de mistura
(1—p).

O quadrado do valor da quantidade de emaranhamento entre o qubit A,
e o resto do sistema de quatro qubits (A2 A3 A, Rop) € sempre maximo, portanto NZ (ﬁélB)
nao depende do parametro de mistura (1 —p). O fato de N2 (ﬁélB) apresentar o valor
maximo para qualquer valor do parametro de mistura, sugere que a negatividade deve

estar captando as correlagoes de quatro corpos (do estado cluster), e as correlagoes de dois
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corpos (do estado quantico |W)). Como as correlagoes do estado cluster e do estado |IV)
sao maximas, qualquer estado quantico representado pela mistura de estados apresenta o
emaranhamento maximo entre o qubit A; e outro sistema quéantico.

O emaranhamento entre os qubits A; e Ay do sistema quantico é nulo para
a situagdo em que o parametro de mistura vale (1 — p) < 0,5. A partir de (1 — p) > 0,5,

a concorréncia é diferente de zero, e alcanca o valor méaximo (C (ﬁélBAZ)

= 1) quando
(1 —p) = 1, que é justamente a condigdo em que o sistema quéntico é representando
exclusivamente pelo estado |IW) . Observe que o valor maximo da concorréncia atingido
para este sistema quantico, é o dobro do valor alcancado pelo sistema quantico investigado
no capitulo anterior (comparar as figuras 3 e 6).

A informagao mutuamente compartilhada I, (ﬁéIB, ﬁéQB) entre os qubits
Aq e Ay do estado misto inicialmente vale um bit, este é o caso em que o operador de
estado pcp = pc. Observando a perda de coeréncia do estado misto para o estado quantico
| B), a informagc@o compartilhada em comum entre os qubits A; e Ay inicialmente é perdida
parcialmente, e em seguida é recuperada, até o ponto de valer 2bits (que ¢ a informacao
mitua I, (p3', p5*) exclusivamente do estado quantico |B)) . O fato de I, (peh. fe)
ser maior que NZ (ﬁélB), é explicado pelo fato da informagao mutua expressar a soma das

correlagoes classicas e quanticas existentes em um sistema quantico.

Figura 6 — Informacao mutua I,, (ﬁé}g, ﬁézB) (linha azul), quadrado do valor da negativi-
dade N2 (ﬁé}g) (linha vermelha) e concorréncia C (ﬁé}gAz) (linha preta). Todas
as grandezas plotadas dependem do parametro de mistura (1 — p), exceto

NE (pes).

20F i

150

051 ]

001} ]

0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

1-p

Fonte: o préprio autor.
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5.3 Efeito do canal de despolarizacdo sobre emaranhamento, en-

tropia de troca e informagdo coerente do estado py.pE

Esta se¢ao consiste no caso em que o qubit A; do estado misto py.5
interage com o sistema ambiente E do canal quantico de despolarizagao. A operacao
que descreve o estado misto sob influéncia do sistema ambiente E do canal é py.pr =
<éA1 @Il A4> (PyeB)- O canal € é represento pelo operador soma contido na
segao 2.8.1, neste caso. O estado misto py,. s € aquele da se¢ao 5.1. Novamente serao obtidas
as expressoes analiticas da informagao mutua, do quadrado do valor da negatividade, e da

concorréncia, mais também, as expressoes da entropia de troca e da informacao coerente.

O operador de estado reduzido de dois qubits ﬁﬁé‘gE = T7r 454, (PyeBE)s

na forma matricial tem a representacao:

pPoo (1 - %) 000041109
N 0 0 p(1—d) °
+d (T) +aoo11a7111
dp
5 111 1—
0 - (2)a-a 0
L) ema
Pyl = ‘ . (5.11)
‘ 0 (1‘f’> (1-d) % oo 0
? +(152) @-a)
11004 pPiy (1-¢
L +ai111a5g1, +d (T

Os autovalores de ﬁ’lzé%?E sao:

pd+(1—p)(2—d)
2

1 _ _ 2
ofeP =3 J{(Mm pes) (612
+

—4 ((%d)z PooP11 + %d (%) (2 — d) + (1%41))2 (2 — d)2 — <1pr>2 (1 — d)2) R

pd+(1-p)(2—d)
2

abeBE _ % (pd+<1—2p)<2—d>>2 (5.13)
() e () @ () 0mar - (22) 0 ?).
p(l—d)+ 4
2
p(l—d)+4¢
aveBE _ 1 ( _ N2 (5.14)
: + » (1 - %) p*PooPi1 + dp (%) (1 - %) + <%) d?
—(-ap? (‘D?st)omuo 1D )y any, |+ D000 4 DO — | DO000 2 \D°0“|2) :
e
p(1—d)+ 4
o BE 1 (P(lfd)‘i’%
CM4 = d

) p*PooPr+dp (152) (1- 4) + (%)Zdz (5.15)

- (1-
—4 2,2 00
—(=dp (‘D<A3>0<A4>0

2 2
D88,y cag [+ 19900+ D002 — [p000f? — poons 7).
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Os operadores de estado do qubit A; e do qubit Ay contém os autovalores,

em ordem: J 1
%CBE:pPOO—F%(PII_POO)—i_Tpp (516)
pd 1—
Byt = P11+7(P00—P11)+Tp7 (5.17)
1— 1-p
WP = pPoo + 5 e’Y;pCB_an—I—T (5.18)

Apenas os qubit A1 ¢ influenciado pelo sistema externo, e o resultado da influéncia é
adicdo do fator & (Pi; — Py) em prel e 2 (Py — Pi1) em pyeb.

5.3.1 Informacdo Matua

A quantidade de informacao que os qubits A; e Ay compartilham em

comum ¢é obtida pela expressao analitica:

L, (pchaﬁﬁéBE) = _mpCBElOgQ (ﬁf}CBE> - ﬂ;pCBElQ% <B;Z}CBE) - 'YEPCBEZOQZ <7$CBE>
A cBElog2 (7;ﬁcBE) I o/chElog ( ¢03E> 4 a;pcBElOg < chE)

—i-OzZ%,Z}CBElog ( chE) +a¢CBElog ( ¢CBE> (5.19)

Como os autovalores da matriz densidade pw Wi sao extensos, a expressao da informacao
mutua é escrita em termos dos coeficientes do autovalores das matrizes densidade dos
sistemas A; Ay, Ay e As.

5.3.2 Negatividade

A expressao analitica que fornece o quadrado do valor da quantidade
de emaranhamento entre o qubit A; e o sistema composto A, A3 A4 RcpE, é obtida pela
equagao:

9 /A pd 1—p 2 pd 1—p 2
NG(PwéBE) =2-2 (Ppoo—i‘?(Pu—Poo)‘f—T) —2<pP11—|—7(P00—P11)+T> .
(5.20)

O maior valor de N& (,6;2‘1 B E) é obtido para a escolha FPyy = Pi.

5.3.3 Concorréncia

O emaranhamento presente entre os qubits A; e As, apos a interagao

com o sistema ambiente é fornecido pelos autovalores do operador p w1A2E pAl 2o - O
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procedimento para obter o operador ﬁAlA? vepE € discutido com detalhes na subsegao 2.6.3.

Os autovalores do operador ﬁw = pAl 2 o BE SA0:

sUoBE _ { r’ (1 - 2)2P00P11 +pd(1"’) ( d) L2 (¥)2
¥ -
+p

2
=7 ([P can D000 IO |p0o]? — | )

=y

+’ (Aa)y (A0),

) , (5.21)
<p2 (1-ay? (‘D<A3)o anol * 1PBoycan, — [ DO — [DooH] )) :
o P (1- é)QPooPu +pd(152) (1-4) + a2 (ETP)Z
e (‘D<A3>O<A4>o’2 D), aay, |+ D000 + DO — | o000 |DOOH|Z)
. (P2 (1 - ¢>2 Poo P11+ pd (ﬂ) (1 - 1) +d? (ﬂ)Q) o

|D0000|2 _ }Doo11|2)) i

(p (1-ay* (‘D<A3)0 A4)o‘ +‘ (A3)1<A4

o7 = (2) mora+ 2 (50 -0k (A52) -0+ (57) 0w
()

+ {((
(

2

PooPu1 + %( ) @—d)+ (152) @-a? + (171?)2(17d)2)
gru+(572) - ) ($ro+ (52) e-a) + (152) 0 —d)2)2 (5.23)
1=p) (1 =d)* (5P + (152) @ - ) (BPu + (152) @ - 0).

5258 = () moru + 2 (150 ) - + %)2<2—d>2 (452 e
()" o (300 e ot ()"0 )

- {(<2P11+ )@=d) (B ro+ (52 ) d) + (12> )2 (5.24)
~(@=p @) (50 + (152) 2= ) (BPu+ (152) 2 ).

Os autovalores acima possuem uma representacao complexa e dependem dos coeficientes

do estado |C') e do canal quantico. Para quantificar o emaranhamento contido no sistema,
bipartido (A;As) é preciso saber qual dos autovalores acima é maior, isto sera feito na

secao 5.4.

5.3.4 Entropia de Troca

A quantidade de informacao trocada entre o sistema ambiente do canal
quantico, e o qubit Ay de py.pE, ¢ calculado a partir da entropia de Von Neumann dos

autovalores da matriz de troca W. Na base computacional a matriz W tem a forma:

0
—ipil (Poo — Pr1)

o
sl O

0 ip§ (Poo — Pu)

_P\/Tg\/ — 2 (Pyy — Ppy) 0

O el

1
—_
|
[
=
oS
—
|
ca o o =&

(5.25)

(Poo — Pr1)
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Os autovalores da matriz de troca W sao

1 d 3d
kPeBE — 3 <1 -5t \/(1 —d)* + dp? (1 - Z) (Foo — P11)2> : (5.26)

1 d 3d
kYoBE — 3 (1 -5~ \/(1 — d)* + dp? (1 - Z) (FPoo — P11)2) ; (5.27)

YecBE __
/‘i3 =

(L+p(Foo — P11)), (5.28)

A~ L

d
KZZ}CBE = Z<1 _p(POO_P11>)- (529)

A matriz W diz que o sistema ambiente E do canal de despolarizacao compreende um
sistema com dimensao dim = 4. A expressao analitica que fornece a quantidade de

informagao troca entre os sistemas quanticos E e A; é:

Se (phife) = =H1"Plogs (k17PF) — k5P logy (5P

k5P log, ( chE) k4P 10g, ( chE). (5.30)

5.3.5 Informacdo Coerente

A quantidade de informacgao quantica que pode ser transmitida através

do canal quantico de depolarizagdo com o qubit A; é fornecida pela expressao:

~ d 1 d 1
] (p:?)év%E) == (pPOO - 7 (P()() — Pll) —|— T) log2 <pPOO _ ? (POO o PH) + 2 p)

> 2 >
= Se (Pytpe) - (5.31)

pd 1—p pd 1-—
(pP11+—(P00—P11)+T)l092(ppoo——(Poo—P11)+—p)
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5.4 Efeito do canal de despolarizacdo sobre emaranhamento, en-

tropia de troca e informacdo coerente do estado popr com
1.1
d=ged=7

A seguir sao obtidas as expressoes analiticas da informacao mutua e da
concorréncia (entre os qubits A; e A,), do quadrado do valor da negatividade, (cujo
operagao transposta parcial é efetuada sobre o qubit A;), e das quantidades relacionadas
ao canal quantico, entropia de troca e informacao coerente, com olhar sempre sobre o
qubit A;.

Com a finalidade de estudar o efeito da perda de coeréncia do estado misto,
a partir do estado cluster até o estado |B) é atribuido ao parametro de despolarizac¢ao
ovalord:éed:i,
acima. Ao final de todos os céalculos sao obtidas expressoes analiticas apenas em funcao

respectivamente, e calculadas todas as grandezas mencionadas

do parametro de mistura (1 — p). A operagao quantica que descreve o estado de quatro
qubits, com a influéncia do sistema externo é popp = (éAl ® [ @[ g fA4> (pcB)- O

estado misto pcp tem a forma pop = p|C) (C|+ (1 —p) |B) (B|.

1

e Caso em que o parametro de despolarizagao vale d = 3.

O estado reduzido de dois qubits, ﬁég‘g apresenta quatro autovalores, e sao:
29 — 28p 1 1+ 14p
CBE CBE CBE CBE
“ _3—2’042 _ﬁea?’ M R

As matrizes densidade de um qubit ﬁélBE = Tra,as4, (PcBE) € ﬁéQBE =Tra,as4, (PcBE)

CBE _ pCBE _ 1 CBE CBE __
1 =

possuem autovalores iguais /3 = [y =5 e = % A expressao analitica

que descreve a informagao mitua nessas condigoes é:

R . 1 29 — 28p 29 — 28p
I, (PélBEWéQBE) = —2log, (5) + (T) logs (T)

1 1 1+ 14p 1+ 14p

O quadrado do valor da quantidade emaranhamento cujo centro é o qubit

; £ 2 (AA1 —
A; continua sendo maximo, e vale, Ng (poky) = 1.

O quantidade de emaranhamento existente entre os qubits Aje Ay é

obtida por meio dos autovalores do operador ﬁé};}; pA142 L p e Os autovalores do operador

ﬁélgAEZ pA142 o sdo simplesmente:

1+ 14p\° 29 — 28p\ * 1)
5chE:52CBE:( + p) ’530315:(9 Sp) eéfBE:< )

—_~—
~

32 32 32

Note que 6¢PF = (agBE)Q, 03 = (ozchE)2 e d; = (ongE)Q. A expressdo analitica da

concorréncia é C (ﬁég}j) = (131(?8” )
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A quantidade de informagao trocada entre o sistema E e o qubit A; vale
(SB)CBE = (,44886. O valor da informacao coerente é maior o que da entropia de troca e
vale I, (pahy) = 0,55114.
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e Caso em que o parametro de despolarizacao vale d = %.

O operador de estado de dois qubits ﬁé}BAEQ possui os autovalores:
13—12p 1 1+6p
CBE CBE CBE CBE
a = , o =—e« =« = -
! 16 2 6 ° : 16

As matrizes densidade de um qubit pak, e pag, tem autovalores iguais,

CBE _ pCBE _ 1 CBE _ ,CBE _ 1 5A1 5A2
Byt = By =5 ey"” =9y 7" = 5. Observe que os autovalores de prpp € Pohp

nao mudaram, apesar da mudanga do parametro d. A informag¢ao comum entre os dois

primeiros qubits em funcao do parametro de mistura vale:

A A 1 13— 12p 13— 12p
I i) = 2 (5) + (B35 o (2557

1 1 1+ 6p 1+ 6p

O quadrado do valor da quantidade de emaranhamento entre o qubit A;

e o resto do sistema composto continua sendo méaximo, NZ (ﬁélB E) = 1. A concorréncia ¢

obtida a partir dos autovalores do operador gy pA142

2 2 2
§CBE _ §CBE _ 1 +6p §CBE _ 13 —12p §CBE _ 1
U T A R S ¢ o = \16)

A expressao do emaranhamento entre os qubits A; e A, é:

cpps que valem:

o—12
o o) - 2

O emaranhamento entre o sistema bipartido existe apenas para 5 > 12p. Novamente os

autovalores da matriz densidade pA142 ;. e do operador pakis pA142 o estiio relacionados,

§CBE — (agBE)Q §$BE = (alc*BE)2 e 6¢BE = (ag’BE)Z
)

—_~—
~

. Os valores da entropia de troca
e a quantidade de emaranhamento preservado pelo estado cluster ao passar pelo canal
quantico valem, respectivamente, S, (ﬁélBEE) =0,99339 e I. (ﬁélBEE) = 0,00661.

Como ja sabiamos do capitulo 3, considerando o parametro de despola-
rizacao d = %‘ o canal quantico era inviavel para transmissao de informacao quéntica, o
mesmo resultado deve ser obtido para o operador de estado deste capitulo.

A figura 7 ilustra o efeito do canal de despolarizagao sobre a negatividade
(onde a operacao transposta parcial é realizada sobre o qubit A;), a concorréncia e a
informagao mutua (referente aos qubits A; e As) , a quantidade de entropia trocada entre o
qubit A; e o sistema quéntico ambiente A, e a quantidade de emaranhamento conservada
entre o qubit A; e o resto do sistema composto que compoe o estado misto, durante a
passagem pelo canal, em fun¢ao do pardmetro de mistura (1 — p), com o parametro de
despolarizacao valendo d = % (grafico superior na figura)e d = }L (grafico inferior).

O canal quéantico de despolarizagao nao causa efeito nenhum sobre o

emaranhamento entre o qubit A; e o sistema composto. Talvez uma quantidade de
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emaranhamento presente entre qubit A; com o sistema Ay A3 A4 Rcp tenha sido transferido
para o sistema composto A; F, de modo que o emaranhamento entre o qubit A; e o sistema
composto Ay AsA4RcpE seja maximo. Pode ser que o qubit A; possua uma quantidade
maior de emaranhamento com o sistema quantico ambiente E, conforme o parametro de
canal aumenta, visto que a medida que o parametro do canal aumenta a entropia de troca
também aumenta (observar a figura 7).

A acao do canal quantico de depolarizagao é prejudicial em relagao a
informagao mitua e a quantidade de emaranhamento contido entre os qubits A; e A,.
Quanto maior o parametro do canal quantico menores sao os valores de I,,, (ﬁég Iy 5) e
C (ﬁéﬁ;). O decréscimo da informagao mutua deve estar diretamente ligado a diminuigao
da concorréncia, comparar o grafico superior (d = %) e inferior (d = ;11) da figura 7.

Os valores da entropia de troca e informacao coerente sao iguais aqueles
obtidos para o caso do estado cluster puro (figura 2), e permanecem sempre constantes.
A explicagao para o fato da entropia de troca e a informacao coerente serem iguais aos
resultados do estado cluster puro (d = %), ¢ devido ao fato do estado cluster e o estado
quantico |B) possuirem o operador de estado reduzido com respeito ao qubitA; igual.
Matematicamente, se pa' = pa', entiao S, (ﬁé}f) =S (ﬁgng) el (ﬁé}f) =1 (ﬁglEE), o
ave resulta em S, (747 = S, (45) e 1. (745) = L. (4335)

Para a situagao em que o parametro de depolarizacao vale d = %, ja é de
se esperar que a entropia de troca tivesse o valor de um bit e a informacao coerente seja

nula. Na secao 3.4 do capitulo 3 no caso em que d = % a entropia de troca S, (ﬁé}f ) ~ 1bit,

e a informagao coerente /.. (ﬁé}f) ~ 0.
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Figura 7 — Efeito do canal de despolarizacao sobre a informacao mutua I, (ﬁélB b Do )
(linha azul), o quadrado do valor da negatividade N (ﬁélB E) (linha vermelha),

a concorréncia C (piy2) (linha preta), a entropia de troca S. (paky) (linha

amarela) e a informagao coerente I, (ﬁélB%) (linha verde). Todas as grande-
zas plotadas dependem do pardmetro de mistura (1 — p), exceto NZ (ﬁélB E),
Se (ﬁélBE:E) el (ﬁéIBEE). E considerado o parametro de despolarizagio d = 1

8
(grafico superior) e d = 1 (grafico inferior).

14k (- iy il
o T ]
Ll ]
10kd Se ]

L |- & ]

=
=]

Fonte: o préoprio autor.



Capitulo 5. FEstado misto formado pelo estado cluster e o estado |B) de quatro qubits 103

5.5 Efeito do canal de amortecimento de amplitude sobre emara-

nhamento, entropia de troca e informac3o coerente do estado

ﬁchE

Imagine que um sistema quantico representado pelo operador de estado
Py Passe pelo canal quantico de amortecimento de amplitude. Durante a passagem pelo
canal quantico apenas o qubit A; do estado misto sofre efeito devido a interagao com o
sistema externo. O estado misto py,pr, que contém a dependéncia da interagao com o
sistema ambiente E, é obtido por meio da atuacao do canal quantico apenas sobre o qubit
Ay, matematicamente py.pr = <éA1 @I @1 @ fA4> (PypeB). Novamente serdo obtidas
as expressoes analiticas da informagao mutua, do quadrado do valor da negatividade, e da
concorréncia, mais também, as expressoes da entropia de troca e da informacao coerente.

A canal de despolarizagao ¢ é discutido na subsegao 2.8.2.

O operador de estado ﬁﬁ“ézE Tra,a, (PyeBE), onde pyope = p|Ye) (Yeol+

(1 —p)|B) (B] , na base computacional de dois qubits (]00) ,|01),|10),|11)), tem a forma:

pPoo + (1—?1)) 0 0 V1T — 7 (@0000a7100 + @0011G7111)
s _ 0 P+ 52 VT=7(2) 0
BE — _ _
Ve 0 VI=7(332) (-9 () 0
VT =7 (a1100a8000 + @1111G5011) 0 0 pPi1 (1—-7)
(5.32)

Os autovalores da matriz densidade do sistema bipartido sao:

P+ (%) —vpP11

2
GVoBE _ 1 (pJ” (1%17) _WP“)
! 21+ pPoo P11 + P11y <;)
_4p(1 - ’Y) 0000 0011 0000 |2 0011 |2 ’
= (|P% )0 a00 *‘ Cha)y (Aa),y * 4 | Dooo0 4 poots |2 _ | poooo|2 _ | pooa|

(5.33)

P+’Y(17p> —vpP11
2
wopE 1 (P+’Y(T> *’YPPM)
fe% =5

- pPoo P11 + Py (1_710)
—4p(1-7) D00 2 D00
—p ‘ (A3)o(An)o| T ‘ (A3)1 (A1),

)

2 + |D0000 + Doon}? _ |D0000|2 _ }D0011|2) )

(5.34)
Pu+(2—7) (52
a,épCBE _ % P11 ( 7) ( 2 ) - - (535)
+\/ (vpPu+ (2 =) (552)” = 4wpPu (1-7) (332)
e
P+ (2—7) (52
e BE _ L Japin (2-7) (52 (5.36)

2 | =y (P + 2= 7) (552))° = 4pP (1= 7) (352).
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As matrizes densidades reduzidas de um qubit, ﬁﬁé g =1Ta, (/332?92)9) e perTra, (ﬁﬁﬁfE)

possuem os autovalores, em sequéncia:

1—
PePE = p(Poo +vPu) + (1 +7) (_2 p) ; (5.37)

JePE = (1—7) <an + (1%1’)) , (5.38)

1— 1—
VWP = pPyy + 5 Do ypeB? — ppy, + T (5.39)
Como o qubit Ay nao apresenta efeito de canal, é possivel observar os fatores que sao

. . . o BE
introduzidos nos autovalores devido ao canal quéantico. O autovalor 5? @

BE
e

ganhou os

fatores pyPi1 + 7y (%) e o autovalor os fatores —pyP;; e —y (%)

5.5.1 Informacdo Mutua

A quantidade informagao partilhada em comum entre os qubits A; e A,

¢ descrita pela equagao:

I (6L 5 P2.5) = BV Ploga (BY°PP) = 85 Plogy (B5°PF) = 1P logy (117
chElog ( chE) JrO;zchElOg ( chE> +o/"cBElog < chE)

+a§pc3ElOQQ( woBE> + a¥eBE g, ( ¢cBE> (5.40)

5.5.2 Negatividade

O quadrado do valor da quantidade de emaranhamento entre o qubit A,

e o sistema composto Ay A3 A4 Ry gL é obtida pela expressao:

NE (Pl pp) =22 ((pPOO +(147) (%) +7pP11>2 + ((1 —7) (pPH + %)>2> .

(5.41)

5.5.3 Concorréncia

O emaranhamento presente no sistema quéntico de dois qubits (A;As),

pode ser quantificado pelos autovalores do operador ijh%QEpA ope- Os autovalores

deste operador valem:
2
)

+‘ (As 1(A4),

0000 0011
7P (15 )“’OD + Do’ +2<’DA3>0<A4>0 + [P, a0,

SYCBE _ i _ 0000 00
B N e o

2
_ (’YP11 (1?1?) +p| D000 _ pooiL| ) 7

)

(5.42)
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)

2
00
+ ‘D<A3)1<A4>1

2
00
+ ‘D(As)l(/u)l
§YeBE _ (1 — 1-—p 0000 4 500112 00
5 () - ~P11 (T) +p (| D000 4 pOOIL|Z 4 o ’D(A3>0(A4)0

- <“/P11 <1pr> + p | D000 — D0011|2)27

~Piy (1—Tp) p (|D0000 +D0011|2 +2 (’D?g3)O(A4)O

)l

(5.43)

§YeBE — (1 — ) <1%p) (1 —p+pPn+ \/2 (1—p) (fprn + %)) . (5.44)

e = 1) (457 (1 ~p WP - \/2 =) (owri+ %))  (59)

Na proxima secao sao dadas as expressoes analiticas da concorréncia considerando o

i) = |C), e com os parametros de amortecimento de amplitude valendo v = 1 e v = 1.

5.5.4 Entropia de Troca

No caso do canal de amortecimento de amplitude nao é preciso diagonalizar
a matriz de troca W. A matriz W é representada como:
W 1—7 (pPu + 32) 0
0 v (pP 11+ %)

A expressao analitica que descreve o quanto de entropia é trocada entre o sistema ambiente

(5.46)

E do canal quéntico e o qubit A; é:

~ 1-— 1—
Se (pﬁé%E) = (1 -7 <pP11 + Tp)> logs (1 —y <pP11 + Tp)>
1-— 1 —
- (7 (an + Tp)) logs <7 (pP11 + Tp)) 7 (5.47)

como o operador soma do canal de amortecimento de amplitude possui apenas dois
elementos, a matriz W possui dimensao 2 X 2, em outras palavras, o sistema que representa

o ambiente do deste canal é um sistema de dimensao dim = 2.

5.5.5 Informacdo Coerente

A expressao analitica da quantidade emaranhamento preservado pelo

operador de estado py.pr apds interagir com o sistema ambiente £ do canal quantico é:

e (Pyelps) = = <p (Foo +7P11) + (1 +7) (%)) logs (p (Poo +7Pu) + (1 +7) (%))

— (= (ppa+ 152 Y100 (0= (P + 152))

— S (Putpe) - (5.48)
Na expressio da informagao coerente os termos p (Poo + v Pi1)+(1 + ) (552) e (1 — ) (pPi + 52)

sao os autovalores de ﬁﬁé BE-
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5.6 Efeito do canal de amortecimento de amplitude sobre emara-

nhamento, entropia de troca e informac3o coerente do estado
A 1
PCBE COM 7y =g €77 =4

Nesta se¢ao é realizado o mesmo procedimento feito na se¢ao anterior, sao
obtidas as expressoes analiticas da informagao mutua, do quadrado do valor da negatividade,
e da concorréncia, mais também, as expressoes da entropia de troca e da informacgao
coerente, considerando o canal quantico de amortecimento de amplitude. Entretanto, o
operador de estado antes de passar pelo canal quantico ¢ popr = p|C) (C|+(1 — p) |B) (B|.
Como a intencao é observar o efeito do canal a medida que o estado cluster sofre perda de
coeréncia para o estado |B), é atribuido ao parametro de amortecimento de amplitude o

valor v = % ey = }L, respectivamente.
e Caso em que o parametro de amortecimento de amplitude vale v = %

Com relagao ao calculo da informagao mutua entre os qubits Aje Ay é preciso obter os

autovalores do operador de estado de dois qubits pak2 e também os autovalores dos

estados reduzidos de um qubit, kg € pog. O operador de estado de dois qubits é
obtido eliminando os graus de liberdade dos qubits Az e Ay, pCB p =Traza, (poBe). Os

autovalores da matriz densidade paly2 sio:

1+7 7
a/lCB _ + p) ag}B _ _P7
16 16

1
af? = = (15—14p+\/ 15 — 14p)® — 28p (1 — ))

1
afP = = <15 — 14p — \/ 15 — 14p)* — 28p (1 — ))

Os operadores de estado que representam os qubits A; e Ag (ﬁélB B =

A~

A1A2 A1A2 . 3 .
Tra, (pCBE) e popr = 1ra, (pCBE)) contém os autovalores, respectivamente:

CBZE CB _ 7
! 16772 16’

7103——672 =5
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A expressao analitica da quantidade de informacao compartilhada mutu-

amente entre os qubits A; e Ay é dada por:

AL A 9 9 7 7
Iy (PéE;,PéQB) =2- EZOQQ (E) 16l 092 (16)

1 |15—14p l 1 |15 —14p

+ 1\ 55 092 | ==
32 +\/(15 — 14p)® — 28p (1 — p) 32 +\/(15 — 14p)® — 28p (1 — p)
1 J15—14p 1 |15 —14p

+ | = logo

32 —\/(15 — 14p)” — 28p (1 — p) 32 —\/(15 —14p)® — 28p (1 — p)

O quadrado do valor da quantidade de emaranhamento entre o qubit Ay,
e o outros trés qubits que compoe o estado cluster mais o qubit de referéncia o e qubit do

sistema ambiente diminui, e vale NZ (pal) = 0.9843.

Novamente é necessario analisar os autovalores do operador pélBAQ pA1A2 CBE-
Os autovalores sao:
p
CB 7
0% = == (1= p) (32—30p+8\/ (1—p) (16— 14p)>
e
cp _ [
5 (1- )(32—30p 8v/(1—p) 16—14p)>
"~ 256
A1A2 A1A2

Os autovalores de prp g pAl 2opp sao diferentes dos autovalores de prl2. A expressao

analitica da concorréncia é:

~Ay Ay 7
C(péBf}E) = \/% (1— )(32 30})—1—8\/ 1—p 6—14p)>

_ %(1_ )(32 30p — 8y/(1 — p) 16—14p)>

v
256

—2 (1+7p).

A quantidade de entropia trocada pelos sistemas quéanticos £ e A; vale
Se (ﬁélB%) = 0.33729. Comparando este resultado com o canal quantico de despolarizacao,
a interacao entre o sistema ambiente do canal de amortecimento de amplitude é menor
que do canal de despolarizagao, isto pode ser explicado pelo fato do sistema ambiente do
canal de despolarizacao ser menor que o sistema que representa o canal de amortecimento
de amplitude. A matriz W do canal de amortecimento de amplitude possui apenas dois
autovalores, enquanto que a matriz de troca W do canal despolarizacao possui quatro

autovalores.
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A quantidade de emaranhamento preservado entre o qubit A; e o sistema

AgAs A4 devido a passagem pelo canal de amortecimento de amplitude vale 1. (ﬁélBEE)

0.6514. O resultado obtido pela informacao coerente é reflexo da quantidade de entropia

troca entre os sistemas F e A;.
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e Caso em que o parametro de amortecimento de amplitude vale v = %

Nesta secao sao obtidas as expressoes analiticas da informagao mitua, do quadrado do
valor da negatividade, e da concorréncia, mais também, as expressoes da entropia de troca
e da informacao coerente, considerando o canal quantico de amortecimento de amplitude.
O operador de estado antes de passar pelo canal é popr = p|C) (C| + (1 —p) |B) (B|.
Como a intencao é observar o efeito do canal a medida que o estado cluster sofre perda de

coeréncia para o estado |B) ,é atribuido ao parametro de amortecimento de amplitude o

valor v = %.
Com relagao ao célculo da informagao mutua entre os qubits Aje Ay é
preciso obter os autovalores do operador de estado de dois qubits pélBAg e também os

autovalores dos estados reduzidos de um qubit, pagy € poyg- O operador de estado

de dois qubits (ﬁé};}é) é obtido eliminando os graus de liberdade dos qubits Aze Ay,

pes = Tra,a, (pope), onde pepr = p|C) (C| + (1 —p)|B)(B| . Os autovalores da

matriz densidade pay2 sio:

aCBE_1+3p cg_ 3p

1 - 8 7a2_87

afPE = T <7 6p—|—\/ 7 — 6p) —12p(1—p))

afPE = ]6(7 6p — ¢7 6p-—HpO—pO

As matrizes densidade pal, € pon, possuem os autovalores, em sequéncia:

CBE_§e cBE _ 3

¢ 1 1
CBE _ CBE _
e —.
T D) V2 =9
A informacao comum entre os sistemas qubits A; e A,y é calculada pela
equacao:

A A 5 5\ 3 3 1 1+3p 1+3p
I ) = giom (3) = gom () = (5) + (52 o (57

7~ 6p+ /(7 6p)° — 12p(1 — p) 7~ 6p+\/(7— 6p)° — 12p(1 — p)

* 16 logz 16
7 6p— /(7 6p)* — 12p(1 — p) 7~ 6p— /(7 6p)* — 12p(1 — p)
i 16 log: 16
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O quadrado do valor da negatividade (com centro sobre o qubit A;) vale
Ng (ﬁé}g 5) = 0.9375. O emaranhamento presente no sistema quantico bipartido A; A, ¢

obtido a partir da expressao:

C(pt2) =55 L= ») (8= T+ 2/T= ) (1= 30)

N 5_4(1_;9) (8—7p—2\/(1—p)(4—3p)>

3p
—24/— (14 3p).
o1 (113P)
A entropia trocada entre os subsistemas do sistema bipartido A;E as-

sume o valor S, (ﬁéIBEE) = 0.54356. Novamente a entropia de troca é constante, porém,

apresenta um valor que a obtida na situagao em que o pardmetro de amortecimento de
amplitude vale v = %. A quantidade de informacao quantica transmitida pelo canal vale

1. (ﬁélBEE) = 0.41087, cujo valor é menor quando comparado ao caso em que o parametro
1
g.
A figura 8 ilustra o efeito do canal de amortecimento de amplitude sobre

de amortecimento de amplitude vale v =

a negatividade (sobre o qubit A;), a concorréncia e a informagao mutua (referente aos
qubits A; e Ay) , a quantidade de entropia trocada entre os sistemas quanticos £ e Ay, e a
quantidade de emaranhamento conservada entre o qubit A; e o resto do sistema composto

que compoe o estado cluster, durante a passagem pelo canal, em fun¢ao do parametro de
1
g.
O quadrado do valor da negatividade global diminui ligeiramente, o que

mistura p com o parametro de amortecimento de amplitude valendo v =

indica que pode ter ocorrido a redistribuicao de emaranhamento entre os qubits Ay Az Ay,
causando a diminui¢ao da quantidade de emaranhamento entre o qubit A; com qualquer
outro sistema quéantico. A redistribuigdo de emaranhamento entre os qubits A; A3 A, (se
houver), deve maior para a condigdo em que o parametro de amortecimento de amplitude
vale v = 71;-

A quantidade de emaranhamento existente entre os qubits A; e Ay é
prejudica pela agao do canal. A concorréncia depende do parametro de mistura (1 — p)
e o valor méaximo atingido por C (ﬁélBAg) torna-se menor a medida que o parametro
de amortecimento de amplitude aumenta. No caso em que ¢é livre da acao de canal, a
concorréncia C' (ﬁéjBAQ) # 0 para a condi¢ao (1 — p) = 0,5, por outro lado, nos casos em
que ha efeito de canal sobre o sistema quéantico, a faixa em relagdo ao parametro de mistura
em que a C' (ﬁélBAQ) = 0 é menor, e depende do parametro de amortecimento de amplitude.
Na situacao em que o parametro de amortecimento de amplitude vale v = %, a concorréncia
C (ﬁélBAQ) # 0 para a condi¢do em que o pardmetro de mistura (1 — p) >~ 0,66, e para o
caso em que y = % a concorréncia ¢ diferente de zero para (1 —p) >~ 0,78.

A quantidade de informagao mutuamente compartilhada entre os qubits

Aj e Ay é afetada pela acao do canal quantico. A acao efetiva do canal quantico, com o
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parametro de amortecimento de amplitude v = ;11 ¢ maior que no caso em que y = %. O
decréscimo de I,,, (ﬁé}g 5 Do ) deve estar ligada a diminui¢ao da concorréncia.

A quantidade de informagao trocada entre o qubit A; e o sistema ambiente
Se (ﬁélB%) ¢ menor que a informagao coerente I,, (ﬁélB 5 e &), para a condi¢ao em que o
parametro de amortecimento de amplitude vale v = %. No caso em que o parametro do
canal vale v = i o valor assumido pela informagao coerente é menor que da entropia de
troca. Assim como no caso da canal quantico de despolarizagao, a entropia de troca e a

informacao coerente nao depende do parametro de mistura (1 — p).

Figura 8 — Efeito do canal de amortecimento de amplitude sobre a informacao mutua

L (pes s Pepr) (linha azul), o quadrado do valor da negatividade N2 (55 )

(linha vermelha), a concorréncia C (ﬁé}BAEZ) (linha preta), a entropia de troca

Se (ﬁélBEE) (linha amarela) e a informagao coerente I. (ﬁélB%) (linha verde).

Todas as grandezas plotadas dependem do pardmetro de mistura (1 — p),

exceto NG (ﬁélBE), Se (ﬁélBEE) e I, (ﬁélB%). E considerado o parametro de

amortecimento de amplitude v = £ (grafico superior) e v = 1 (grafico inferior).

L [~ &n :
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5I':"

fz

- e /
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Fonte: o proprio autor.
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6 Teleporte controlado com canal quéntico de

amortecimento de amplitude

O teleporte quéantico é um protocolo de comunicagao, cuja finalidade é
enviar um estado quantico de uma parte para outra com o auxilio dos estados de Bell.
Alice deseja enviar um estado quantico desconhecido (|¥)*°) para Bob. Alice e Bob
compartilham um estado maximamente emaranhado (um estado Bell). E permitido a
Alice aplicar operagoes locais aos qubits que tem em maos (o estado quantico desconhecido
e um dos qubits do estado de Bell). Alice envia a Bob o resultado de suas medidas por
meio de um canal de comunicagao cléssico, e Bob por meio de operacoes locais sobre o
qubit que tem em maos obtém o estado desconhecido.

O teleporte quantico foi proposto por Bennett, Brassard, Crépeau, Jozsa,
Peres e Wootters em 1992 em [30]. As primeiras implementagoes experimentais do teleporte
foram realizadas em 1997 por Bouwmeester, Pan, Mattle, Eibl, Weinfurter Zeilinger em
[31] e Boschi, Branca, Martini, Hardy e Popescu em [32]. Além da teleportagao de estados
quanticos, o teleporte é aplicado na criagao de portas quanticas e codigos de corregao de
erro [20].

Yi-You Nie e colaboradores em 2008 propuseram um protocolo de tele-
portagao utilizando o estado cluster [1]. Trés pessoas participam o protocolo. A vantagem
do protocolo proposto por Yi-You Nie, é devido ao controle de todo o procedimento por
uma das pessoas que participa do protocolo.

Como no mundo real sistemas quanticos interagem com sistemas externos.
Neste capitulo é levado em conta que o qubit A; do estado cluster interage com o sistema
quantico ambiente E do canal quantico de amortecimento de amplitude, antes de dar
inicio ao protocolo. E analisado o efeito do canal quéntico com relacdo ao estado em
que Alice deseja teleportar a Bob. Ao final do processo é calculada a fidelidade entre o
estado obtido por Bob com a influéncia do canal e o estado desconhecido que pertencia a
Alice. O proposito do célculo da fidelidade é verificar como agao do canal quantico afeta a
fidelidade e a probabilidade do teleporte do estado. As matrizes densidade com indice
sao aquelas em que existe a influéncia do sistema quéantico externo.

Inicialmente, os qubits que compoe o estado cluster estao em maos de
trés pessoas, Alice, Charlie (o controlador) e Bob. Alice tem em méaos o qubit A;, Charlie
os qubits Ay e As e Bob o qubit A,. E permitido aos individuos realizar apenas operacoes
locais sobre o sistema quéantico. Para facilitar os célculos o estado cluster é escrito da

seguinte maneira:

|C«>A1A2A3A4 _ 1

(10) [€0) + 1) [€1)) (6.1)

Sl

2
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onde os estados |&)24 M ¢ |€,) 4 50

|§O>A2A3A4 _ ’00>A2A3 ’0>A4 + ‘01>A2A3 ‘1>A4 (6 2)
V2 ’ '

|£1>A2A3A4 _ |10>A2A3 |O>A4 - |11>A2A3 |1>A4 (6 3)
\/5 . .

Os qubits de Charlie ndo apresentam emaranhamento algum, mas o qubit A3 de Charlie e

o qubit A, de Bob sim.

O operador de estado do estado de quatro qubits tem a forma:

. 1 A Az AsA A Ay AsA
preas = = (J0y™ fegh b M fe) ) (0 (ol + (16D (6.4
O operador de estado ﬁélEA?A"’A“ ¢ obtido a partir da operacao ﬁélEA?A?’A“ =
<él QLRI 14) (ﬁélAQASA“). A operagao quantica & é discutida detalhadamente na
subsecao 2.8.2. O operador de estado ﬁé}EAQASA‘* apresenta a forma:

ﬁA1A2A3A4 B 1 (‘O)z‘h |£0>A2A3A4 + /1 — y ’1>A1 ‘€1>A2A3A4) <<O| <€0| + /1 - y |1> <1’ <€1D
CFE - 5
2 10y (0 a2 (eal
(6.5)

A equacgao acima mostra claramente que o canal quantico leva o operador de estado
correspondente ao estado cluster para um operador de estado misto.

Em relacgao ao protocolo, o primeiro passo refere-se a Alice acoplar o estado

quantico desconhecido (denotado por|t)™°) a part24544 O estado quantico desconhecido

é [)™ = a|0) + B |1). O operador de estado de cinco qubits tem a forma pAstrAzAsAs —

|¢>Ao ® pAglAzAsx‘M ® <1/}|

O segundo passo de Alice é fazer medidas com os operadores (projetores),
definidos em termos das bases de Bell, [¢pT), [¢7), [&T) e [1)7) sobre os qubits Ay e A;.
Para facilitar o calculos as bases [00)*°", [01)*° ) [10)" e [11)"°* foram escritas em

termos das bases |¢+>A0Al, |¢_>A0Al, W+>A0A1 e W_>A0A1-

e Se o resultado da medida de Alice ¢ o estado [¢t) 04, [p=) 204 |ty oAt ¢ |yp=) Aot
respectivamente, entao o operador de estado que corresponde ao estado quantico de
compartilhado por Charlie e Bob, dependendo da medida de Alice, em sequéncia é:

<ﬁA0A1A2A3A4>¢+A0A1 —¢ |¢+>A0A1 <¢+| (O‘ |§0>A2AB’A4 +BvVI—7v |§1>A2A3A4> (a* (ol + B*vV1I =~ <£1|)
“ T laf? vl 42494 (el
(6.6)

aoaazasan@ O aga [ (alg)ytedats — gyT=7 gy A2 494 ) (o7 (6| — B VT =7 (E1)
(pCE ) =cle) (@7 2 AzAzA
+laf® v |61) 234 (€],
(6.7)
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(ﬁAgA1A2A3A4)¢+A0A1 . |w+>AoA1 <,¢+| (ﬂ|£O>A2A3A4 + a1 _7’Y|£1>A2A3A4> (6* <€0| s ’Y<£1D
. +18P v le) 42434 (g
(6.8)
e
Ao A An A Ay ¢7A0A1 B \AgAs B (6 |€0)A2A3A4 —ay/T—=7v |51)A2A3A4) (5* <§0| —a* /1=~ —’7<§1|)
(pCE ) =) (7] 2 AgAzA
+ 1817 v [€1) 7220 (&,
(6.9)
2 2
com ¢ = |af” (1+7) + [B]" (1 —7).
O operador de estado (normalizado) de cinco qubits (ﬁé%A1A2A3A4) - em termos da base
dos operadores de medida de Alice pode ser escrito como:
(Y4041 (| { (algoy 2404 4+ ByT=7 |e1) 424944 (a* (go] + B VI =7 (&)
+laf? ylgr) A2 A8 (g,
A\ AoAs B <a|&-0>A2A3A4 -8 /1 7*,}/ |€1>A2A3A4> (a* <£0| — B* T —~ - <§1|)
(ﬁAoA1A2A3A4) _¢ e @l + oy ler) A2 A3 A (g,
CE N 4 . |1/)+>A0A1 <w+| {(6|£0>A2A3A4 +oay/T—~ 7|£1>A2A3A4) (,8* <§O| Lary/I—~ 7(51')
+1B12 v l€n)A2 44 (],
+ ey 0At | (Blgoy 24944 — o/ T=7 |e1)A24944) (87 (go] — a* VT =7 (&1)
+ 1812y [e) 42484 (]
(6.10)

~ ApA
Imaginando que Alice faga uma medida com o operador M o5 , 0 operador de estado

que estara nas “maos” de Charlie e Bob sera:

(ﬁéQEA3A4)¢XA0AI s (Oé |€0>A2A3A4 +ﬁ T—~ ~ |£1>A2A3A4) (Oé* <€0| + 5* T—~ ~y <£1|)
+af® v [a) B (&)
(6.11)
1

o> (147 +181*(1—)) |
proximo passo consiste em Charlie fazer uma medida sobre os qubit

coméz(

Ay e As. Os operadores de medida de Charlie sao:

_AgA3
c

M = oy (| e 21 = [0y (o, (612

ngAzA:), _ ‘¢+>A2A3 <¢+| o MT/JEAQAS _ |w_>A2A3 <w_‘ ' (613)

Os estados quanticos |¢pT)"24 |¢=) 2% |y 2% ¢ [y 50 os estado de Bell, no
entanto, Charlie pode controlar o quao “forte” estao emaranhados estes estados por um

angulo 6. Os estados |¢+>A2A3, |¢‘>A2A3, |LD+)AQA3 e ]¢_)A2A3 tem a forma:

Az Az

|67)"2% = cos0]00) + sind|11) e [¢~)** = sind |00) — cosd[11),
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Az A3z

|02 = c0s0(01) + sind]10) e |7 )" = sind |01) — cos6 [10) .

Os estados quanticos |00)"24, 101)"2%4 |10)"2% ¢ |11)"2** de Charlie,

escritos em termos das bases [¢p)124 ¢ )24 |yt ) 4248 ¢ =) A28 50

100)424 = cosh ‘¢+>A2A3 + sinf ‘¢_>A2A3 e |00)424% = sing ‘¢+>A2A3 _ cosd) |¢_>A2A3 ’
(6.14)
e
01)424 = cosh |w+>A2A3 + sinf |¢*>A2A3 e |10 = sind W+>A2A3 ~ cosf }w,>A2A3.
(6.15)

Charlie ao fazer uma medida projeta o estado produto em uma combinacao de estados
emaranhados, apesar disso, Charlie ainda tem em maos estados produtos, independente

do valor do angulo 0. As equagoes 6.2, e 6.3 podem ser escritas como:

(’¢+>A2A3 ’0>A4 + |¢+>A2A3 ‘1>A4> cosb + <‘¢—>A2A3 ‘O>A4 + ’1/)_>A2A3 ’1>A4> sind

7% :
(6.16)

€0y 2ot —

(et oy — o) 2 1)) sing — (o) 24 0) 4 — |o7) 124 (1)) cost
— .

e =

(6.17)

+A243 Ag A3 Ag A3

. . ~ N bt
Charlie ao fazer medidas com os operadores M ®c , M%c , M¥c
A _AzA3 .
e MYc , tem os resultados, respectivamente:

+A0AL

4+A0AL
Ay A3AL\PA
PcE

Ly (acos@ |0y44 — Bsind/T—~ \1)‘44) (a*cost (0] — B*sinfy/T—~(1])

_ A243 / +
=01 T ¢
LAC |{+a|275m291>f‘4<1|,

(6.18)

gy ek M aans o [ (esind 1040+ Beost T [1)4) (o sind (0] 4 5" cost T (1)
(pd3%) RS Nl K B A
+ o2 yeos?0 [1)A4 (1]
(6.19)

Ag Az Ay ¢XAOA1 ¢$A2A3 — O [\ A2 s gyt (Bsinex/l —7 10044 + acosd \1)‘44) (B*sin6y/T =7 (0] + a*cosb (1])
(pCE ) =2 [vT) (v 2 oA
+ || ysin=010)74 (0],

(6.20)

(&

+AoAL  _AzAg

(ﬁé%A3A4)¢A oy — 0 |¢,>A2A3 (| (Bcos@vl — 7 |0yA4 —asin0|1>A4> (B*cos/T =7 (0] — a*sinb (1])
+laf? yeos?010)4 (0],
(6.21)
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1 1
onde (= o (ol a—)ein?0 © {2 = aPaitor (jaPr+ A=) )cov?0
O operador de estado de trés qubits ﬁé%A;”A‘* normalizado vale:

(acos& [0y44 — Bsing/T—~ \1}‘44) (a*cost (0] — B*sindy/T =~ (1])
T Jaf? ysin?0 1)41 (1)

(cxsin@ |0Y44 + Beosh/T—~ |1>A4) (a*sind (0] + B*cosf/T — v (1])
+Jal? ye0s20 [1)44 (1)

(,Bsme\/ﬁ 0)44 + acos6 \1>A4) (B*sinfy/T—7 (0] + a*cosd (1))
+ |af? ysin26 [0) 44 (0|

(Bcosﬂ\/ﬁ |0y44 — asing |1)A4) (B*cos/T = (0] — a*sind (1])
+ |2 ycos26 [0y (0] .

0 [y A28 (ot | {

+022 ¢ )24 (o | {

: 1
ﬁQQEASM _ 1 (6.22)

0y [ty A2 4 (| {

+02 [ (| {
Bob podera ter em maos os quatro possiveis operadores de estado:

ApAg (acos@ 0 — Bsindy/T—~ |1)A4> (a*cosf (0] — B*sinfy/T =7 (1])

AgAq

ﬁéwﬁ o =0
+laf*ysin?0 1) (1],
(6.23)
T (Ozsmﬁ 0)™ + Beoshy/T—~ |1>A4> (a*sin (0] + B*cosy/T — v (1])
pC4 A C = 2
+Jaf* yeos?d [1) (1],
(6.24)
Ay gt A0A s 0 (ﬁsin@x/l =710y + acosd |1>A4> (B*sinfy/T—7 (0] + a*cosb (1])
pC A C = 1
+ laf* ysin®010)™ (0],
(6.25)
e
LApA; | AxAg (60059\/1 —7 |0y — asind |1>A4> (B*cosf/T—7 (0] — a*sind (1])
ﬁé‘ld)/l ’IZ)C = 92

+ |ao|? yeos20 [0)* (0] .
(6.26)
Bob acopla ao seu sistema quantico um qubit auxiliar [0)*. Os possiveis

operadores de estado do sistema quantico Asa de Bob , na base [00)**, [01)**, [10)** ¢

Ay~ .
|11)“"* sdo, respectivamente:

]Oz\2 cos*0 —af*y/1T = ~ycoshsind 0

|0>a <0| ® <,6A4¢XAOAI¢$A2A3) _ Ql —ﬁa* /1 — ’}/COSQSZ.TLH (|OZ|2fy + |B|2 (1 . '7)) sm20 0
c . .
0 0

(6.27)

o O O O
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la|? sin26 af*\/1 —~coshsind 00
0" e (ﬁészOAl%AZAS) =} Bary/T—rcossing  (|a)*y + 8> (1 — 7)) cos®0 0 0 |
0 0 0 0
0 0 0 0
(6.28)

(’04’2’7 +18)2(1 - 7)) sin*0  Ba*y/T —vcosfsind 0 0

10)* @ <ﬁé4¢XAOA1¢$A2A3) — 0 afB*\/1 — ycoslsinb |Oz|200320 0 0 |
0 0 00
0 0 0
(6.29)
(§]
(‘04‘27 +BF(1— 7)) cos?d  —Bary/T—cosfsinf 0 0
0)° (0] & (ﬁé‘*ﬁm%w) _q, | TOPVI—qcostsing of? sin2 00
0 0 00
0 0 00
(6.30)

Em seguida, Bob aplica ao sistema quéntico Aja uma transformacao unitaria. A escolha
da transformagao unitéaria a ser aplicada no sistema quantico de Bob, depende do operador
de estado que ele tem em maos e do angulo 6 que Charlie utiliza para fazer suas medidas.
As transformacoes unitarias tem a funcdo de emaranhar os dois sistemas quanticos e

dependem do |tand|, portanto, duas consideragoes sao feitas.
1. Se [tand| <1

As transformacoes unitarias tem a forma:

tant 0 +1—tan?d 0
0 1 0 0
U, = , 6.31
! V1 —tan? 0 —tant 0 ( )
0 0 0 1
e
1 0 0 0
0 tand 0 +1—tan?0
Uy = an an (6.32)
0 0 1 0
0 V1—tan20 0 —tand
Para o operadores de estado ﬁé4¢j4—AoA1 ¢gA2A3 ’ AA4¢XA0A1 ¢5A2A3 ’ ﬁaA4¢XAOA1 ¢5A2A3 o pAaA4¢XAOA1 ngzAs ’

sao aplicadas as transformacgoes Uy, Uy, Us e Uy em seguida. As quatro possiveis matrizes
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densidade obtidas apds a transformacao serao:

+A0A1L L A2A3 +A0A1L L A2A3
paCA4¢A P& =U (|O)a (pé4¢A P& ) <0|> UJT

|oe|? sin26 —af*y/T— vsin30 |o|? cosfsindv/1 — tan20 0
+4041 44243 —Ba — ysin oy + 1—7))sin —pBa*\/1 — ycosOsin — tan
ady gt AoAL 1 Azd o Ba*y/T 2¢ 2 B|? 2¢ Ba* 0sindv/1 29 0
P =4 )
© |o|? cosOsindy/T — tan20 —aB*/T — ycoslsindy/T — tan?0 |2 cos26 (1 — tan?6) 0
0 0 0 0
(6.33)
4+A0AL , _A2A3 4+A0AL , _A2A3
e80T (joe (B ) o) 0
[ |oc\2 sin20 aB*y/T —~sin20 0 af*y/T — ycosfhsind\/1 — tan20 T
. . laf> v+ 1817 (1 =)
Ba* /T — vsin?0 (|a|2’y+\ﬁ|2(1—’y)> sin20 0 ( | | )
aA4¢XAOA1 ¢5A2A3 _0 X (1 — ) cosfsinfv/1 — tan20
Po 0 0 0 0 0
Ba*yT= (a5 +182 (1 = 7)) . (lal?y+ 1812 (@ =)
x cosfsinfv/1 — tan20 x (1 — 7) cosfsinf+/1 — tan?0 xcos26 (1 — tan?0)
(6.34)
poass Mg ( aA4¢+ dot w5A2A3> <0|) Ut
\Oc|2 v+181% (1 - 'y)) sin20 Ba*y/T — vsin20 0 Ba*/T—rcoshsinf/1 — tan?6
oA ¢+A°A1 w*AQA& aB*/T—sin?0 |oe|? sin26 0 |at|? cosOsindv/1 — tan26
0 0 0 0 ’
af*/T—=7cosfsinf/1 — tan20  |a|? cosfsindy/T — tan?6 0 |or|? cos26 (1 - tan?6)

(6.35)

1+ ApAL _AzAg 1+A0AL 4 A2A3
pacA4¢A Yo =U; <|0>a (pA4¢A L ) <0|) UI

i a2y + 1812 (1 =) (1 =)
2,4 8 21— in20 —Ba* /1 — vsin20 (
<|C¥| IR 'Y)) o “ e cosOsinf/1 — tan?0

aA4¢XA0A1 w;AZAB _0 —aB*/1 = ysin?0 |oo|? sin26 —af*y/T —~ycosfsinf\/1 — tan26

Pc 2 2 2 2 2
a 1- a + 1-—
(\ [y + 1817 ( v)) —Bot T coshsindy/T—tan?d (I [y + 1817 ( 7))
x cosfsinf/1 — tan260 cos?6 (1 — tan2€)

0 0 0

(6.36)
Bob precisa fazer uma medida sobre o sistema auxiliar a. Os projetores

de medida sao:

M = |0) (0] (6.37)

~

M = 1) (1 (6.38)

+A0A1L 4 A243
Bob ao fazer medidas sobre o qubit auxiliar dos operadores de estado p*44%a 28 ,
aA¢A0A1¢ AgAz aAquOAlzp +A2A3 aA¢AOA1¢ AgA3 . 20

priePa c , pritPa c , PriePa c com o projetor M, tem como resul-

tado os operadores de estado, respectivamente:

(i) - 1 (al0) = BYT=7 1)) (0] a* — (1] #*VT=7)
o (L4+ ) + B (L =) | + a2y [1) (],

(6.39)

=]

[e=]
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! (a|0) + BYT=7[1)) (0] 0* + (1] B*VT =)

(AA4¢+A0A1 ¢A2A3>
p A C =
o> T+ + 18 (1= | + a2~y |1) (],

(6.40)

(i) - 1 (1) + BVT=710)) ({1]a* + (0] VT =7)
> (T+) + 187 (1 =) | +1]al?~10) (0],
(6.41)
waA2A3) _ 1 (a]1) = ByT=710) ((1]a* = (0] 5*vT=7)
o> (T+) + 18 (1 =) | +]a>]0) (0].

ApgAq
~AL

(6.42)

Os estados acima mostram claramente o efeito do canal quéantico sobre o possivel estado
que é teleportado a Bob, o canal leva o estado que antes era puro para uma estado misto.
Para que o protocolo seja bem sucedido é necesséario que Bob faga medida apenas com o
projetor de medida M. Se Bob tivesse feito medidas com o projetor M al " os estados
quanticos que estariam nas maos de Bob seriam apenas estados produtos (do sistema,

quantico composto Asa). A probabilidade do teleporte dar certo é:

P = 2sin*f. (6.43)

Dependendo do estado quéantico que Bob tiver em maos, ele necessita fazer transfor-

macoes unitarias locais, de modo que o resultado final seja o estado desconhecido. Se
AgA Ag A
+A0AL L A243

Bob obtém <,6A4¢A ¢c ) , ele aplica o operador 644 e obtém W)AO. Se ele obtém

" ¢+A0A1 ¢_A2A3 _ ) ) " ¢)+A0A1 w+A2A3
<p 194 c ) ele nao precisa fazer nada sobre o estado. Se obtém (p 194 c )

+A0A1 L A2A3

aplica 621, Se obtém (ﬁAWA

2 - Outra consideragao é para [tanf| > 1. Bob aplica sobre o sistema

(% ica igA4
aplica ig,".

quantico Aya representado pelas equagoes 6.27, 6.28, 6.29 e 6.30 as transformacoes unitérias

Uy e Usy. As transformagoes unitarias sao representadas pelas matrizes

1 0 0 0 ]
~ 0 to 0 1 — cot?6
0, = co “orr (6.44)
0 0 1 0
_0 V1 —rcot?0 0 —cotf |
e
[ cotf 0 +1— cot20 ()-
~ 0 1 0 0
7. 6.45
? V1 —rcot?0 0 —cotf 0 ( )
| 0 0 0 1_
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Podem ser obtidos os quatro operadores de estado, dependendo do opera-
dor de estado que estiver com Bob:

ApgA Ag A ApgA Ag A
paA4¢X ° ld% 27 =0 (|0>a <pA4¢X © 14% 2 3) <0|> ﬁllf
- B T -
|o|? cos6 —af*/T —cos*d ap 7
x cossind/1 — cot?6
la*y +[B8* (1 = 7))
WA g A0AT 44243 —Ba*y/T = 7cos?0 l? v + B (1 = 7)) cos®6 0 (
piePa ¢o =1 ( ) x sinfcosf/1 — cot20 ;
0 0 0 0
—Ba VT =7 (lal*y +161* (1 =) (>~ + 181 (1 = 7))
| | Xcosfsind+/1 — cot?6 x sinfcosf/1 — cot?6 xsin*0 (1 — cot®0)
(6.46)
AgAy _AgA ~ AgA, _AgA
paA4¢J£ © 1¢C 208 =0, (|0>a (pA4¢X 0 1¢C 2 3) <0‘) U2T
I 9 |ae|? cosBsind |
|a|? cos®6 af*/T—~ycos*6 0
xv'1 — cot?6
BT =~
a A Aay Ba*T=Ac0s?0 (|l + |82 (1 — 7)) cos0 0
pHeea ¢o =12 ( ) x cosfsinf\/1 — cot20 )
2 . *
0sind V1=
laf” coshsin op 7 |la|? sin?0 (1 — cot?0) 0
X1 — cot?0 x cosbsind\/1 — cot?6
i 0 0 0 i
(6.47)
ApgA Ag A ApgA _AgA —
paA4¢X ° 17#2: 20s :(72 <|O>a (paA4¢X © lfbc 2 3) <0|) U2T
[ (lafy + 18 (1 =)
l? v + |B]° (1 — 7)) cos?6 Ba*/T— ~cos?0
( ) x cosfsind/1 — cot?6
o grfoh ng2A3 0 aB*/T=~cos?0 |ae|? cos?6 af*\/1 — vycosbsind/1 — cot?6
—— 0
(lal*y+ 187 (1 =) Bory/T—~ (lal*y + 181 (1 =)
x cosfsinf/1 — cot?6 x cosfsinf/1 — cot?6 xsin’0 (1 — cot®0)
I 0 0 0
(6.48)
AgA Ag Ag ApgA Ag Ag
gt (o, (e ) o) 0
- et ST -
(Jal* v + 81> (1 — 7)) cos®0  —Ba”\/T—~cos®d 0 pa i
x cosfsinfy/1 — cot?6
adg g0y oAt —af*/T — ycos0 |oo|? cos®0 0 |al® coshsind/1 — cot?0
g ? 0 0 0 0
—af*/1—7~ |oo|? cosOsind la|? sin0
| ( xcosOsingv/1 — cot?6 X1 — cot?0 x (1= cot®0) ]
(6.49)

Bob obtém a mesma sequéncia de estados obtidas através de UielUs, A probabilidade do

teleporte dar certo é:

P = 2c0s%0

(6.50)

o

o
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6.1 Fidelidade

A seguir é obtida a expressao analitica da fidelidade entre o estado
quéantico obtido por Bob considerando a presenca de canal e sem a presenca de canal. A

fidelidade entre um estado quantico e um operador de estado é calculada pela equagao:

F (), p) = VWl pli). (6.51)

A fidelidade informa o quanto o operador de estado p é parecido com o estado [i). Na
caso do teleporte a intengao é saber o quanto o operador de estado ,624 se aproxima
daquele obtido sem a aplicagao do canal. Lembrando que sem a aplica¢ao do canal (estado

desconhecido) o estado obtido por Bob:
)™ = al0) + 8[1). (6.52)

O estado quantico obtido por Bob com a influéncia de canal é o operador de estado

referente a eq. 6.40. A expressao analitica da fidelidade entre 6.40 e |ip)**é:

(Jaf? + 182 vT=7) + 18] |a[*~
(ol + 181 (Ja* (1 +7) + B (1 =)

F (o) pa) = (6.53)

Em termos do coeficiente a do estado |¢)A4 e do operador de estado ;3;‘4, a fidelidade é

dada pela expressao:

2 2 2 2
a o o (P (= vVT=9) +vVT=7)"+ (1= al") Jal"y
F([)™, 5" ) = 5 . (6.54)
v (2lal” ~1) +1
Considerando o estado desconhecido fixo com |a|® = 1, la)® = ze
|Oé|2 = %, as expressoes para as fidelidades valem, respectivamente:
la’=3 1 |10 — 6y + 64/ —
As o~ 1 Y v
Floyt o) = 1\/ 7, (6.55)
2

B N f
F<I¢>A4,ﬁ§4> i =\/—+ 5 i (6.56)

=3 1 [10 42y +6yT—7
F(!¢>A4,ﬁ§4> f= \/0+ 7OVl (6.57)

T4l

4

A figura 9 mostra o efeito da agao do canal sobre a fidelidade entre o
estado quéntico obtido por Bob sob influéncia do canal quantico e aquele em Alice deseja

teleportar a ele. Conforme o parametro de amortecimento de amplitude aumenta, menos
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o estado quantico obtido por Bob “se parece” com o estado que Alice deseja teleportar

a ele. A fidelidade é fortemente influenciada pelo parametro de estado o. Considerando
1
4
a variacao

o parametro de amortecimento de amplitude < 0,4, a fidelidade, considerando o =
1
1
da fidelidade é significante. Independente do valor do coeficiente o do estado desconhecido

praticamente nao sofre alteracao, para os estados quanticos com o = % eq=

A . .. :
|1)™° e do operador de estado p’é‘*, o valor minimo da fidelidade assume o mesmo valor.

Figura 9 — Fidelidade entre o estado desconhecido W)AO e o operador de estado [)é‘* obtido
por Bob, em fun¢ao do parametro de amortecimento de amplitude ~.
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7 Conclusio

Neste trabalho é investigado o efeito da a¢do dos canais quéanticos de, a)
despolarizacao e b) amortecimento de amplitude, sobre trés operadores de estado de quatro
qubits. Um dos operadores de estado representa o estado cluster po de quatro qubits,
e os outros dois operadores representam as misturas estatisticas do estado cluster com
outros estados quanticos (pow epcp) com diferentes correlagdes. Em relagao as misturas
estatisticas, nos casos em que existe efeito do canal quéantico sobre o sistema, o parametro do
canal de despolarizacao assume os valores d = % ed= }L, e o parametro de amortecimento
de amplitude tem valores fixados em v = % ey = }L. Foi estudado, quantitativamente,
o efeito da ac¢do dos canais quénticos sobre as propriedades, i) o quadrado do valor da
negatividade global N2 (ﬁAl) (a operagao transposta parcial é realizada sobre o estado
do qubit A), ii) a concorréncia C (p#142) e iii) a informacdo mutua I, (p*1, p*2). A
concorréncia e a informagao mitua sao obtidas para o par de qubits A;As. Os resultados
contendo o efeito da acao dos canais quanticos, sao comparados com o caso em que o
sistema quéntico permanece livre da interacdo com o ambiente. E feita a comparacio
dos valores numéricos da informacao mutua, do quadrado do valor da negatividade, da
concorréncia, da entropia de troca S, (p*1¥) e da informacdo coerente I, (p**¥), obtidos
apos a acao dos canais quanticos em estudo.

Com relagao ao estado cluster pe, o canal de despolarizacao nao afeta o
emaranhamento entre o qubit A; com o restante do sistema composto (N2 (ﬁélE) da figura
1). Espera-se que parte do emaranhamento existente entre o qubit A; e os outros trés qubits
do estado cluster tenha sido transferido para o ambiente E, de modo que, o emaranhamento
entre o qubit A; e o sistema composto A, A3 A4FE continua sendo méximo, e ndo dependa do
parametro de despolarizagao d. Observa-se que conforme o valor do parametro d aumenta,
mais informacao S, (ﬁélE ) é trocada entre o qubit A; e o ambiente (figura 1). O canal de
amortecimento de amplitude afeta o emaranhamento global entre o qubit A; e o sistema
composto Ay AzA4E (N, (ﬁé}g) ilustrado na figura 2). Na medida em que o parametro
de amortecimento de amplitude v — 1, NZ (ﬁglc) — 0, até que todo o emaranhamento
seja perdido (para a condi¢do v = 1 o estado ﬁ’glc é separavel). Independentemente do
canal quantico considerado, a informagao mutuamente compartilhada 7, (ﬁél , ,622) entre
os qubits A; e Ay, diminui com o aumento do valor do parametro de canal, até chegar no
ponto onde nenhuma informacao é compartilhada pelo par de qubits A;A,. Para ambos
os canais quanticos a concorréncia C' (ﬁélEAQ) é nula. A quantidade maxima de informagao
trocada entre o qubit A; e o ambiente simulado pelo canal de despolarizagao (figura 1),
é o dobro da entropia de troca S, (ﬁélE ) obtida considerando o canal de amortecimento
de amplitude (figura 2). O fato do canal de despolarizagao possuir quatro operadores

de Kraus, enquanto que o canal de amortecimento de amplitude s6 tem dois operadores,
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influéncia no valor maximo da entropia de troca. Quanto maior a entropia de troca,

menor é o valor da informagao coerente /.. ([)AlE

). A informagao coerente é nula, quando
o parametro de despolarizagao assume o valor d > }l (figura 1), ou quando o pardmetro de
amortecimento de amplitude v > % (figura 2). Os valores limiares que permitem transmitir
informacao quantica por meio dos canais de despolarizagao e amortecimento de amplitude,
utilizando o estado cluster, sao d = }L ey = %, respectivamente.

Para o estado pow todas as grandezas calculadas dependem do parametro
de mistura p. Para a situagao em que o sistema nao apresenta efeito de canal, a medida
que o coeficiente do estado |[W) aumenta, ocorre a diminui¢ao de N (ﬁAl). A explicagao
esta na diferenca entre o tipo e a quantidade de correlacoes contidas no estado cluster e no
estado |I¥). Observa-se que quando o parametro de mistura tem o valor p = 0, e o sistema,
quantico passa pelo canal de despolarizagao, o valor de N ([)é%,v E) > N2 (ﬁé%,v) (figura
4 e 3). O valor minimo alcangado por N (ﬁéle), ¢ maior para o caso d = ; (figura 4).
A situacao observada para o canal de amortecimento de amplitude é bem diferente. A
acao desse canal sobre o sistema quantico ¢ a diminuigao de NZ (ﬁé%/VE) (figuras 3 e 5).
A taxa de diminuigao de N2 (ﬁ‘éb‘/ E) aumenta com o aumento de . O efeito de ambos
0s canais sobre a concorréncia e a informagao mutua dos estados mistos é o decréscimo
das mesmas. Entretanto, com o aumento no valor do parametro de mistura (1 —p), a
informacgao compartilhada entre o par de qubits A; Ay,diminui até o um minimo e depois
recupera parcialmente.

Em relacao ao estado pcop, independentemente da acao do canal, o qua-
drado do valor da negatividade NZ (ﬁAl), da entropia de troca S, (ﬁAlE ) e da informagao
coerente I, (ﬁAlE ) nao dependem do pardmetro de mistura p. A acao do canal de des-
polarizagao sobre o sistema nao influéncia N2 (ﬁAl) (figuras 6 e 7). A consequéncia da
acao do canal de amortecimento de amplitude ¢ a diminui¢ao de N (ﬁAl) (figura 8). O
fato de que o estado reduzido do qubit A; satisfaz ﬁgl = [)él = ﬁélB, verificamos que
Se (/SélBE ) =25, (ﬁélE ) =S (ﬁglE ). O mesmo vale para a informagcao coerente. O efeito
dos dois canais quanticos tanto sobre a concorréncia como para a informacao mutua, resulta

A1 AA
L phe

que 1bit. A justificativa é que a informacao mutua fornece a quantidade de correlagoes

na diminui¢ao das mesmas, entretanto, I, (,6 ) ¢ recuperada e atingir valores maiores
classicas mais as correlagoes quanticas presentes no sistema quéantico.

Ao final do trabalho, foi discutido o efeito do canal de amortecimento de
amplitude sobre o teletransporte quantico controlado, quando o primeiro qubit do estado
cluster, utilizado no protocolo, sofre perda de coeréncia. A fidelidade, entre o estado

A
)

quantico desconhecido teleportado por Alice |¢))”° e o estado [)24 obtido por Bob, depende

de 7, e do parametro de estado a. E verificado que a fidelidade é sempre maior do que
70%.
Como possivel trabalho futuro, pode-se apontar o estudo do efeito a

acao dos canais quanticos sobre as correlagoes quanticas e classicas, contidas em sistemas
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quanticos mais complexos do que os tratados neste trabalho.
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