Universidade
Estadual de LondRrina

EDUARDO HENRIQUE GOMES TAVARES

MODELOS DE VIGAS VISCOELASTICAS EXTENSIVEIS:
BOA COLOCACAO E ESTABILIDADE

Londrina
2016



EDUARDO HENRIQUE GOMES TAVARES

MODELOQOS DE VIGAS VISCOELASTICAS EXTENSIVEIS:
BOA COLOCACAO E ESTABILIDADE

Dissertagdo de  mestrado  apresentada  ao
Departamento de Matemética da Universidade
Estadual de Londrina, como requisito para a
obtencdo do Titulo de MESTRE em Matematica
Aplicada e Computacional.

Orientador: Prof. Dr. Marcio Antonio Jorge da Silva.

Londrina
2016



Catalogacao elaborada pela Divisao de Processos Técnicos da Biblioteca Central da

Universidade Estadual de Londrina

Dados Internacionais de Catalogacao-na-Publicaciao (CIP)

S232¢  Tavares, Eduardo Henrique Gomes.
Modelos de vigas viscoeldsticas extensiveis: boa colocag@o e estabilidade /
Eduardo Henrique Gomes Tavares. — Londrina, 2016.
160 f. : il.

Orientador: Marcio Antonio Jorge da Silva.

Dissertacdo (Mestrado em Matematica Aplicada e Computacional) Universidade
Estadual de Londrina, Centro de Ciéncias Exatas, Programa de Pés-Graduacdo em
Matematica Aplicada e Computacional, 2016.

Inclui Bibliografia.

1. Andlise matematica - Teses. 2. Equagdes diferenciais parciais - Teses. 3.
Equagdes de evolucdo - Teses. 4. Estabilidade - Teses. 1. Silva, Marcio Antonio Jorge
da. II. Universidade Estadual de Londrina. Centro de Ciéncias Exatas. Programa de
P6s-Graduacdo em Matemdtica Aplicada e Computacional. III. Titulo.

519.681-7




EDUARDO HENRIQUE GOMES TAVARES

MODELOS DE VIGAS VISCOELASTICAS EXTENSIVEIS:
BOA COLOCACAO E ESTABILIDADE

Dissertacdo de  mestrado  apresentada  ao
Departamento de Matematica da Universidade
Estadual de Londrina, como requisito para a
obtencdo do Titulo de MESTRE em Matematica
Aplicada e Computacional.

BANCA EXAMINADORA

Orientador: Prof. Dr. Marcio Antonio Jorge da Silva
Universidade Estadual de Londrina - UEL

Profa. Dra. Valéria Neves Domingos Cavalcanti
Universidade Estadual de Maringé - UEM

Profa. Dra. Luci Harue Fatori
Universidade Estadual de Londrina - UEL

Londrina, 22 de fevereiro de 2016.



Dedico este trabalho as mulheres mais importan-
tes na minha vida: minha mde Liliam, minha vo

Teresa e minha noiva Tatiana.



AGRADECIMENTOS

Primeiramente, agradeco a Deus pela 6tima e maravilhosa vida que tenho.

Agradeco a minha mae Liliam por confiar e acreditar em mim até quando eu mesmo nao

confiei.

Agradeco a minha vé Teresa por sacrificar a maior parte da sua vida para que eu me

tornasse a pessoa que sou hoje.

Agradeco a minha noiva Tatiana por ser meu ombro nas horas que mais precisei, a minha
inspiracao quando estava sem ideia e por ser o meu grande amor, que poucos homens tem

a chance de encontrar.
Agradeco a minha familia pelo apoio fornecido durante esta trajetéria da minha vida.

Agradeco aos meus amigos de longa data: Marlon (Nariga), Jonathan (Aibo), Lucas (Na-
talzinho), Julio (Patdla), Julio (Gordinho), Jesiel e a minha prima Leticia. Vocés estavam
nas melhores e piores fases que eu passei na minha vida e sempre permaneceram ao meu
lado.

Agradec¢o aos meus novos amigos: Adriano (Boi), Carlos Eduardo (Chicharito), Eiji (Da-
none) e Robson Gaebler (in memorian) pelo 6timo convivio durante nossa batalha no

mestrado.

Agradeco aos meus amigos da graduacdo, em particular, ao Will e a Talita pelos 6timos

momentos vividos.

Agradeco aos meus professores da graduagdo e do mestrado pelo conhecimento forne-

cido.

Agradeco a professora Renata Cristina Evaristo por me incentivar e despertar meu inte-

resse na matematica.

Agradeco ao meu orientador Marcio Antonio Jorge da Silva pelo 6timo convivio, pelos

incentivos e principalmente pela minha evolu¢do académica.

Agradeco a Capes pelo total apoio financeiro.



GOMES TAVARES , Eduardo Henrique. Modelos de vigas viscoelasticas extensiveis: boa
colocacio e estabilidade. 2016. 160 pdginas. Dissertacdo (Mestrado em Matematica Aplicada
e Computacional) — Universidade Estadual de Londrina, Londrina, 2016.

RESUMO

Neste trabalho apresentamos resultados de existéncia, unicidade, dependéncia continua e taxas
de decaimento de energia correspondente a uma classe geral de modelos de vigas viscoeldsticas
extensiveis. Os principais resultados estdo concentrados nos Capitulos 3 e 4. Inicialmente,
no Capitulo 2 é fornecida uma breve revisao sobre resultados tedricos de andlise funcional,
espacos de Sobolev, distribui¢cdes e semigrupos lineares, para que este trabalho fique o mais
autossuficiente possivel. No Capitulo 3, € considerado o modelo com histéria nula. Neste
caso, a existéncia e unicidade de solu¢do sdo dadas pelos métodos de Faedo-Galerkin e Visik-
Ladyzhenskaya, respectivamente. A estabilidade de energia é mostrada de duas maneiras, a
saber, € obtido uma taxa de decaimento geral através do método da energia perturbada onde o
nucleo de memdria satisfaz uma desigualdade diferencial linear. Em seguida, assumindo que o
nucleo de memoria satisfaz uma desigualdade diferencial ndo linear, € estabelecida uma taxa de
decaimento uniforme mostrando algumas estimativas integrais e comparando a energia com a
solu¢do de uma EDO nao linear. No Capitulo 4, € estudado o modelo viscoeldstico com historia.
Neste caso, € introduzido um sistema autonomo equivalente e sua boa colocacgdo € obtida por
meio da teoria de semigrupos. A estabilidade da energia associada a este sistema também &
estabelecida fornecendo dois tipos de taxas de decaimento uniforme, assim como foi obtido no
problema anterior. E importante ressaltar que em ambos os problemas o efeito de dissipagdo
(agindo no sistema) € dado somente pelo termo de memoria. Além disso, exemplos concretos
de taxas de decaimento sdo apresentados para o nicleo da memdria e, consequentemente, para
a energia correspondente. Finalmente, mas ndo menos importante, apresentamos o Apéndice A
com o objetivo de exibir alguns exemplos de fung¢des reais satisfazendo as hipéteses cldssicas
convenientemente impostas para os termos ndo lineares.

Palavras-chave: Vigas extensiveis. Modelos viscoeldsticos. Boa colocacdo. Taxas de decai-
mento de energia. Estabilidade geral.



GOMES TAVARES , Eduardo Henrique. On the extensible viscoelastic beam models: Well-
posedness and stability. 2016. 160 pages. Master thesis (Mestrado em Matematica Aplicada
e Computacional) — State University of Londrina, Londrina, 2016.

ABSTRACT

In this work it is presented results on existence, uniqueness, continuous dependence and energy
decay rates corresponding to a general class of extensible viscoelastic beam models. The main
results are concentrated in Chapters 3 and 4. Initially, in the preliminary Chapter 2, it is provi-
ded a brief review on theoretical results from functional analysis, Sobolev spaces, distributions
and linear semigroups, in order to make this work more self-contained as possible. In Chapter
3 it is first considered the model with null past history. In such case, the existence and unique-
ness of solution are given by Faedo-Galerkin and Visik-Ladyzhenskaya methods, respectively.
The stability of the energy is shown in two ways, namely, it is obtained a general decay rate
through perturbed energy method where the memory kernel satisfies a linear differential ine-
quality. Then, assuming that the memory kernel fulfills a nonlinear differential inequality, it is
established a uniform decay rate by showing some integral estimates and comparing the energy
with a solution of a nonlinear ODE. In Chapter 4 it is studied the viscoelastic model with his-
tory. In this case, it is first introduced the autonomous equivalent system and its well-posedness
is obtained through semigroup theory. The stability of its associated energy is also established
by providing two types of uniform decay rates as obtained to the previous problem. It is worth
pointing out that in both problems the damping effect (acting on the system) is only given by
the memory term. In addition, concrete examples of decay rates are presented to the memory
kernel and, consequently, to the corresponding energy solution. Last, but not at least, the Ap-
pendix A is presented in order to exhibit some examples of real functions satisfying the classical
hypotheses properly chosen to the nonlinear source terms.

Keywords: Extensible beams. Viscoelastic models. Well-posedness. Energy decay rates.
General stability.
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1 INTRODUCAO

Sejam N € N e {2 um subconjunto aberto limitado de R™ com fronteira suave
['=00eR" = (0,00). Neste trabalho, vamos estudar a boa colocag@o e estabilidade de ener-
gia para um problema de valor inicial e de fronteira associado ao modelo de vigas extensiveis

viscoeldsticas. Mais precisamente, consideremos a equacao
uy + A%u — / g(s)A%u(t — s)ds — M (/ |Vu]2dx) Au+ f(u) =0em Q x R*, (1.1)
0 Q

onde g, M e f sdo fungdes reais dadas e A%u := A(Au) é operador Biharmdnico que, em
conjunto com suas propriedades, serd exibido na Definicao 2.83 do Capitulo 2. Para simplificar
a notacdo, sempre escreveremos u ou u(t) ao invés de u(x,t).

A equacgdo (1.1) pode ser vista como generalizacdo matemadtica do seguinte

modelo introduzido por Giorgi, Pata e Vuk [12]

00 L
Uy + QUpgry + / g(s)[u(t) — u(t — 9)|zaaads — (a + b/ \ux]2dw) Upe = [, (1.2)
0 0

onde u representa a flexao transversal de uma viga viscoelastica extensivel de comprimento L,
com «, a, b sendo constantes fisicas associadas ao material e f uma for¢a externa. A modelagem
fisica completa da equacdo (1.2) pode ser encontrada em [12, Apéndice A]. Neste trabalho,
nosso principal objetivo € estudar questdes matemdticas relativas a existéncia e unicidade de
solucdo global para (1.1), bem como avaliar o decaimento de solugdes ao longo do tempo. Isto
serd feito de duas maneira como explicaremos a seguir.

Usando mudanga de varidveis, note que

/OOOQ(S)AQU(L‘ —5)ds = /t g(t — s)A2u(s)ds.

—00

Sendo assim, podemos reescrever a equacao (1.1) como

uy + A*u — /t g(t — 8)A*u(s)ds — M (/ |Vu|2dx> Au+ f(u) =0em Q x R*. (1.3)
—00 Q
No modelo (1.3) fica visivel que a fun¢do u dever ser conhecida para valores negativos

s € (—00, 0]. Nesse caso, assumiremos que u(7) = ug(7) para todos 7 € (—o0, 0], onde a fun-
¢80 ug : 2 X (—00,0] — R deve ser previamente dada e é conhecida como histéria de u. Nos
Capitulos 3 e 4 estudaremos dois casos, a saber, um com histdria nula (ug = 0 em (—00,0)) e
outro com histéria nao necessariamente nula. Como veremos nas se¢des subsequentes, obtemos

dois modelos diferentes a partir de (1.3) (ou ainda de (1.1)).
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1.1 O PROBLEMA COM MEMORIA E HISTORIA NULA

Neste caso, assumindo que u(7) = wuo(7) = 0 para 7 < 0, entdo de (1.3)

obtemos o seguinte modelo de vigas viscoeldsticas extensiveis
t
uy + A%u — / g(t — 5)A*u(s)ds — M (/ |Vu|2dx) Au+ f(u)=0em Q x RT. (1.4)
0 Q

As condig¢Oes de fronteira acopladas a (1.4) sdo as seguintes: condi¢ao de fronteira fixada

u = % =0 sobre I' x [0,7), (1.5)

onde v € o vetor normal unitdrio exterior, ou a condi¢do de fronteira simplesmente apoiada
u=Au=0 sobre I'x[0,7). (1.6)
As condig¢des iniciais correspondentes a (1.4) sdo
u(z,0) = ug(x), u(z,0)=us(z), xe€ll (1.7)

Uma variacdo do modelo (1.4) foi estudado em [7]. Mais precisamente, 0s
autores estabeleceram a existéncia e unicidade de solucdo global e estabilidade exponencial

para o problema
t
Uy + A% — / g(t — s)Au(s)ds + M (/ |Vu\2dx) u; =0em Q x RT, (1.8)
0 Q
assumindo que M (s) > my > 0 e que
g(t) < —cg(t), =0, (1.9)

para alguma constante ¢ > 0. Note que o termo M ( fQ ]Vude) u; fornece uma dissipagcao
adicional para a equagdo (1.8), enquanto o termo —M ( fﬂ |Vu|2dx) Auw refere-se a extensibi-
lidade do material na equacgdo (1.4). O mesmo resultado de estabilidade exponencial, sob a

condicdo (1.9), foi determinado por Rivera et al. [26] para a seguinte equagao
t
Uy — AUy + A%y — / g(t — 7)Au(r)dr =0, (1.10)
0

onde v > 0. Messaoudi [22, 23] mostrou que se o nicleo de memoria g satisfaz uma desigual-

dade diferencial linear, a saber,

g(t) < =€(t)g(t), t=0, (1.11)



13

entdo a energia F/ (t) associada ao problema de onda viscoeléstica

t
uy — Au + / g(t — 1)Au(t)dr = f(u), (1.12)
0
com f(u) = 0ou f(u) = ulul?, v > 0, decai na seguinte taxa
Ei(t) < Ce v hos@ids ¢ > (1.13)

para algumas constantes positivas C' e . Nesses artigos, o autor considerou uma hipdtese

crucial para a funcdo &, a qual € dada por

§'(t)
§(t)

‘<m t>0, (1.14)

para alguma constante positiva k. Capobianco [4] mostrou a existéncia de solucdes globais e
o decaimento geral de energia para o problema (1.8) com M = 0 e com condi¢do de fronteira
(1.6). Tosti [27] melhorou os resultados de Capobianco. Neste tltimo, sob as hipdteses (1.11) e
(1.14), assumindo que M (s) > mg > 0 e introduzindo um termo ndo linear f(u), foi mostrado
que o problema (1.8), com condicdes de fronteira (1.5) ou (1.6) € bem posto no sentido de
Hadamard e que a energia decai na mesma taxa do nicleo g, ou seja, na taxa dada em (1.13).
Em 2013, Lasiecka et al. [17] estabeleceram o decaimento uniforme de energia para o problema

homogéneo abstrato associado a equacdo (1.12). Mais precisamente, assumindo que
g(t) < —H(g(t)), t=0, (1.15)

com H satisfazendo hipdteses apropriadas, entdo o decaimento de energia é governado pela
solucdo de uma EDO ndo linear. No entanto, como observado pelos autores, tal decaimento
ndo € capaz de recuperar a taxa de decaimento assumida para o nicleo de memoria g em (1.15).
Mais recentemente, Lasiecka e Wang [19] mostraram, sob uma hipdtese adicional para a fungdo

H, que a energia associada a equagdo abstrata

Uy + Au — /Ot g(t — 1) Au(T)dr = fs(u),

onde A : D(A) C H — H é um operador auto-adjunto positivo definido no espago de Hilbert
H, decai uniformemente para zero com a mesma taxa imposta ao nicleo da memoria, o que os
autores consideram como taxa 6tima.

No Capitulo 3 mostraremos inicialmente a existéncia, unicidade e dependén-
cia continua dos dados iniciais do problema (1.4)-(1.6). Usaremos como base os artigos [7, 8]
e o livro [20] para mostrar a existéncia. Esta serd feita via método de Faedo-Galerkin. A uni-
cidade de solucdo fraca serd feita utilizando o método de Visik-Ladyzhenskaya [28], a qual

fizemos uma nova estimativa para um termo dependente do nucleo de memoria g. Em seguida,
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motivados pelos trabalhos supracitados, estudaremos a estabilidade de energia de duas manei-

ras:

i) O primeiro decaimento de energia serd provado utilizando argumentos de [14]. Mais es-
pecificamente, usaremos a hipétese (1.11) e algumas estimativas diferenciais para mostrar
que o funcional de energia decai de forma geral assim como em [4, 22, 23, 27], ver Teo-
rema 3.6 do Capitulo 3. Vale ressaltar que a hipotese (1.14) serd excluida, uma vez que o

método descrito em [14] é uma adaptacdo melhorada do método introduzido em [22].

ii) O segundo decaimento é baseado nos artigos [17, 19]. Assumiremos a hipétese (1.15) e
mostraremos que o funcional de energia decai uniformemente para zero e que a taxa de
decaimento esté relacionada com a solu¢do de uma EDO néo linear, ver Teorema 3.7 do

Capitulo 3. Neste caso, o resultado € obtido via estimativas integrais.

1.2 O PROBLEMA COM MEMORIA E HISTORIA NAO NULA

Assumindo que a histéria ndo € identicamente nula, ou seja, que

u(T) = ug(7) # 0 para 7 < 0, entdo retornamos ao modelo (1.1)
uy + A%u —/ g(s)A%u(t — s)ds — M (/ \Vu]de) Au+ f(u) =0em Q x R", (1.16)
0 0

o qual associaremos a condi¢do de fronteira fixada

u:@:O sobre I' X R, (1.17)
v
e condicdes iniciais
u(x,t) = ug(z,t), u(z,0) =ui(x) = dugli=o, (x,t) € QX (—00,0], (1.18)

onde a histéria ug :  x (—o00,0] — R serd uma func¢do dada. Em Giorgi et al. [12] os autores
modelaram e estudaram o comportamento assintético de solu¢des para um problema abstrato
que inclui a equacdo (1.16) com condi¢do de fronteira (1.17) e outras condi¢des de fronteira. A
existéncia de solugdo para tal problema abstrato é assumida (sem prova) via método de Faedo-
Galerkin ou via método do ponto fixo, ver [12, Observagdo 2.1]. O comportamento assintético é
estudado por meio do sistema dinamico correspondente ao problema com ntcleo g satisfazendo
(1.9), ou seja, um decaimento exponencial. No presente trabalho, consideramos o caso homo-
géneo como em (1.16). A boa colocagdo é determinada via método de semigrupos lineares, a
qual difere do método citado por [12]. Para isto, consideramos o sistema autonomo equivalente
e abordamos a técnica descrita em Grasselli e Pata [13]. A estabilidade geral de energia € apre-
sentada de duas maneiras, assim como feito no Capitulo 3, isto é, com g satisfazendo (1.11) e

em seguida a condi¢do (1.15). No primeiro, hd uma variacdo da taxa de estabilidade como vere-



15

mos a seguir. De fato, em Guesmia e Messaoudi [14] os autores estudaram o seguinte problema
abstrato -
uy + Au — / g(T)Au(t — 7)dT = 0, (1.19)
0

onde A : D(A) C H — H é um operador auto-adjunto positivo definido no espago de Hilbert

H. Assumindo que g satisfaz (1.11), foi mostrado que a energia F(t) associada a (1.19) satisfaz

t e’}
Ey(t) < C (1 +/ (g(s))l—ws) e 1o 8 4 0/ g(s)ds, YV t>0, (1.20)
0 t

para algumas constantes v € (0,1) e C' > 0. Neste caso, o funcional de energia ndo satisfaz
necessariamente a mesma taxa de estabilidade do nicleo de memdria g, o que pode ser visto
comparando as estimativas (1.13) e (1.20), conforme foi determinado no problema sem histdria.
Aqui, adaptamos este método de estabilidade para o problema de vigas viscoeldsticas extensi-
veis (1.16)-(1.18), o qual possui duas perturbacdes nao lineares. O resultado de estabilidade foi
andlogo ao decaimento (1.20), como pode ser visto no Teorema 4.5 do Capitulo 4.

Finalmente, usando a hipétese (1.15), obtemos um resultado de estabilidade
para o problema viscoeléstico (1.16)-(1.18), conforme provado no Teorema 4.6 do Capitulo 4,
o qual fornece o mesmo resultado previamente obtido no Teorema 3.7 do Capitulo 3. Nota-
mos ainda que, para este resultado de estabilidade uniforme, ndo encontramos referéncias na

literatura para equagdes viscoeldsticas com historia.
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2 PRELIMINARES

O objetivo neste Capitulo preliminear € relembrar conceitos e resultados ba-
sicos de andlise funcional, espacos de Sobolev, distribuicdes e semigrupos lineares, os quais

serdo fundamentais na compreensao dos resultados apresentados nos Capitulos 3 e 4.

2.1 CONCEITOS BASICOS DE ANALISE FUNCIONAL

Ao longo desta secao K denotard o corpo dos nimeros reais R ou o corpo dos
nimeros complexos C.
2.1.1 Espacos de Banach

Defini¢do 2.1. Seja X um K-espago vetorial. Uma norma em X é uma fungdo ||-||x : X — R*

tal que:
e |z]|lx=0&2=0;
o |az|x =lo||z]|lx, Vze X, Vaek;

o [z +yllx <llzllx +llyllx, Va,yeX

O par (X,| - ||x) é chamado espago vetorial normado. Quando ndo houver confusdo, denota-
remos por X um espago vetorial normado e por || - || a norma em X.

Definicao 2.2. Seja X um espaco vetorial normado e || - ||1, || - |2 duas normas em X. Dizemos
que || - ||1 € equivalente a || - |2 quando existem constantes C; > 0 e Cy > 0 tais que

Cillz]ly < [Jzllz < Col|zlly, Ve X.

Definicao 2.3. Seja X um espaco vetorial normado. Uma sequéncia em X é uma funcdo
z : N — X. Denotaremos por x(n) := x,, e £(N) := (z,)nen ou simplesmente por (z,,). Uma
subsequéncia de (x,,),cn é uma restri¢do x|y : N' — X da fun¢do x a um subconjunto infinito

N cN
Definicdo 2.4. Seja (,)nen uma sequéncia em um espago vetorial normado X. Dizemos que
(xn)nGN é:

e convergente em X quando existe v € X satisfazendo a seguinte condi¢do: para todo
e > 0, existe ng € Ntal que ||z, — x| < &, para todo n > ny. Denotamos a convergéncia

de (xy,)nen para x por x,, — .

e de Cauchy em X se para todo ¢ > 0, existe ny € N tal que ||z, — x,|| < ¢, para todo

m,n > ny.
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Definicdo 2.5. Um espago vetorial normado (X,|| - ||x) é chamado de espagco de Banach

quando toda sequéncia de Cauchy em X é convergente em X com respeito a norma || - || x.

Definicao 2.6. Um espaco vetorial normado X é chamado de separdvel quando existe um

subconjunto Y C X enumerdvel e denso em X, ou seja, as seguintes condigcdes sdo satisfeitas:
e dadox € X ec >0, existey € Y tal que ||z — y||x <e, (densidade)

e existe uma funcdo bijetora f : N — Y. (enumerabilidade)

2.1.2 Opedarores Lineares

Definicao 2.7. Sejam X e Y dois K-espagos vetoriais normados. Dizemos que um operador
T :D(T) C X — Y élinear quando T (z+ay) = T(x)+a T (y), para quaisquer x,y € D(T)
e a € K. O conjunto D(T') é o dominio de T. No caso particular Y =K, dizemos que T' é um

Juncional linear.

Definicao 2.8. Um operador linear T : D(T) C X — Y definido entre dois espagos vetoriais

normados X e 'Y é dito:
e um isomorfismo quando T é bijetor,
e umisomorfismo isométrico quando T é bijetor e ||T'(z)||y = ||z||x, para todo x € D(T),

e limitado em X quando existe uma constante C' > 0 tal que || T(z)|ly < C||z||x, para
todo x € D(T),

e ndo limitado em X quando ndo é limitado,

e continuo em a € D(T') se para todo € > (0 existe § > 0 tal que para todo x € D(T) com
|z — al|x < 6, entdo | T(x) — T'(a)|ly <e,

e continuo quando T é continuo em todo x € D(T),

e compacto se para toda sequéncia (z,)nen limitada em D(T), a sequéncia (T (zy,))nen

possui uma subsequéncia convergente em Y .

O conjunto dos operadores lineares limitados, que denotaremos por L(X,Y), é um espaco

vetorial normado com a norma

1Tl exyy == sup [ T(z)[ly.
rzeX,
[zl x=1

No caso Y = K, denotamos L(X,K) := X'. O espaco X' é chamado de espaco dual do
espago X. Para todo | € X' denotamos f(x) := (f,z), x € X.
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Teorema 2.9. Seja T : D(T) C X — Y um operador linear definido entre dois espacos

vetoriais normados X e Y. Entdo T ¢ limitado se, e somente se, T’ é continuo.
Demonstragdo. Ver [16], pagina 97, Teorema 2.7-9. [

Definicao 2.10. Sejam X e Y dois espacos de Banach com'Y C X. Dizemos que Y estd
imerso continuamente em X quando a aplicacdo inclusdo 1 : Y — X é continua em Y, ou

seja, quando existe C' > 0 tal que
lzllx < Cllz|ly, VzeY.

Denotaremos a imersdo continua de Y em X porY — X.

Definicao 2.11. Sejam X e Y dois espagos de Banach com'Y C X. Dizemos que Y estd
imerso compactamente em X quando a aplicacdo inclusdo 1 : Y — X é compacta em Y.

. ~ C
Denotaremos a imersdo compacta de Y em X porY — X.

Teorema 2.12. Sejam X e Y dois espacos vetoriais normados. Se Y é um espago de Banach,
entdo (L(X,Y), || - |lzcx,y)) € um espago de Banach. Em particular, X' e X" := (X')' sdo

espacos de Banach.
Demonstracdo. Ver [16], pagina 118, Teorema 2.10-2. [

Definicao 2.13. Um espaco vetorial normado X é chamado de refexivo quando o operador

J: X - X’

x = J(z)
definida por J(x)(f) = (f, ), é sobrejetor.

2.1.3 Convergéncia Fraca

Definicao 2.14. Uma sequéncia (x,)nen em um K-espago vetorial normado X converge fra-
camente para x € X quando (f,x,) — (f,x) em K, para todo f € X'. Denotamos a

convergéncia fraca de (z,)nen para x por T, — .

Teorema 2.15. Seja (,,)nen uma sequéncia em um espago de Banach reflexivo X. Se (x,,)nen

é limitada em X, entdo (x,,)nen possui uma subsequéncia que converge fracamente em X.
Demonstragdo. Ver [30], pdgina 255, Teorema 21.D. 0

Teorema 2.16. Sejam T’ : X — Y um operador linear compacto definido entre dois espacos

vetoriais normados X e Y, e (x,)neny uma sequéncia em X tal que x, — x. Entdo,

T(2,) — T(x).
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Demonstracdo. Ver [16], pagina 410, Teorema 8.1-7. [

Teorema 2.17. Seja X um espaco de Banach. Se x, — x em X e f, — [ em X', entdo

{fns xn) = ([, 2).

Demonstracdo. Ver [30], pagina 258, Proposicao 21.23 (k). [

2.1.4 Convergéncia Fraca*

Definicao 2.18. Seja X um espago vetorial normado e ( f,,)nen um sequéncia em X'. Dizemos
que ( fn)nen converge fraco* (fraco estrela) para um elemento f € X' quando (f,,z) — (f, z),

para todo x € X. Denotamos a convergéncia fraco* de (f,)nen para f por f, = f.

Lema 2.19. Seja X um espago vetorial normado e f, — f em X'. Entdo, o funcional f € X'

é unico.

Demonstragdo. Se existisse g € X' tal que f,, — g, entdo para todo 2 € X temos

0<|{f=ga)| <[{fa—f,0) [+ |{fu —g,2)| =0,

quando n — oo. Logo, (f,x) = (g, x) paratodo = € X, o que prova o resultado. O

Teorema 2.20. Sejam X um espaco de Banach separdvel e (f,)nen uma sequéncia limitada

em X'. Entdo ( f,)nen possui uma subsequéncia que converge fraco* para um funcional linear

feX.

Demonstragdo. Ver [6], pagina 152, Corolério 3.61. O]

2.1.5 Espacos de Hilbert e o Teorema de Lax-Milgram

Definicao 2.21. Sejam X e Y dois K-espacos vetoriais. Uma aplicacdo a : X XY — K é

chamada de forma sesquilinear em X X Y se satisfaz as seguintes condicoes:
e a(r+y,2)=alr,z)+aly,z), Ve,ye X, VzeY,
o a(x,y+z2)=a(z,y)+alx,z), VeeX, VyzeV,
o alar,y)=aa(x,y), VzeX, VyeY, Vacek
e a(x,ay) =aa(r,y), VreX, VyeY, Vack
No caso K = R, dizemos que a é uma forma bilinear.

Definicao 2.22. Seja X um espaco vetorial normado e a : X x X — K uma forma sesquilinear

em X. Dizemos que a é hermitiana quando

a(z,y) = a(y,z), Vz,yeX.
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Definicao 2.23. Sejam X e Y dois espagos vetoriais normados e a : X X Y — K uma forma

sesquilinear. Dizemos que a é continua (limitada) quando existe uma constante C' > 0 tal que

la(z, y)| < [lz]lxIly]

v, para todo par (z,y) € X X Y.

Definicao 2.24. Sejam X um espaco vetorial normado e a : X X X — K uma forma sesquili-

near. Dizemos que a é coerciva quando existe uma constante C' > 0 tal que

Re(la(z,y)]) = ||k,

para todo par v € X.

Definicao 2.25. Sejam X um K-espaco vetorial. Uma forma sesquilinear hermitiana

a: X x X — K é chamada de produto interno em X se satisfaz as seguintes condigoes:
e a(x,x) >0, VzelX,
e a(r,z) =0 2 =0.

Denotaremos um produto interno em X por (-, -)x.

Definicao 2.26. Sejam X um espaco vetorial e (-,-)x um produto interno em X. A fungcdo
|l llx = (, )%2 define uma norma em X. Esta norma é chamada de norma proveniente do

produto interno (-, ) x.

Definicdo 2.27. Um espago de Banach (H, || - ||i) é chamado de espago de Hilbert quando a

norma || - || g € proveniente de um produto interno em H.
Teorema 2.28. Todo espaco de Hilbert é reflexivo.
Demonstracdo. Ver [16], pagina 242, Teorema 4.6-6. O]

Teorema 2.29 (Lax-Milgram). Sejam H um espaco de Hilbert real e a : H x H — R uma

forma bilinear continua coerciva. Entdo, para todo f € H', existe um tinico v € H tal que

a(r,y) = (fy), VYyeH

Demonstracdo. Ver [30], paginas 68 e 69, Teorema 18.E. [

2.1.6 Operadores Definidos pela Terna {V, H; a}

Definiciio 2.30. Sejam V e H espacos de Hilbert complexos tais que dim H = oo, V = H e
V < H. Considere ainda a : V x V — C uma forma sesquilinear continua. Dizemos que um
operador T ¢ definido pela terna {V, H;a} quando T : D(T) C V — H é tal que

D(T)={ueV |3f € H tal que a(u,v) = (f,v)y, Vv €V}

onde a(u,v) = (T (u),v)y, paratodou € D(T) e parav € V.
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Observacdo. Quando falarmos que 7' é um operado definido pela terna {V, H; a}, ja estd im-

plicito que as hipéteses sobre V', [ e a da Defini¢do 2.30 sdo satisfeitas.

Teorema 2.31. Seja T o operador definido pela terna {V, H; a} e suponhamos ainda que a é

uma forma sesquilinear coerciva. Entdo, para cada f € H existe um iinico u € D(T') tal que

T(u) = f.
Demonstragdo. Ver [6], paginas 323-326, Teorema 5.126. 0

Proposicao 2.32. Seja T o operador definido pela terna {V, H;a} e assumimos que a é uma

forma sesquilinear coerciva. Entdo, D(T') é denso em H el é um operador fechado em H.
Demonstragdo. Ver [6], paginas 327-329, Proposi¢do 5.129. 0

Definicao 2.33. Seja H um espaco de Hilbert e T : D(T) C H — H um operador linear.
Diz-se que T é auto-adjunto quando (T (x),y)y = (z,T(y))n, para todo x,y € D(T).

Proposicao 2.34. Seja T o operador definido pela terna {V, H; a}. Se a é uma forma sesquili-

near hermitiana, entdo 'I' é um operador auto-adjunto.
Demonstragdo. Ver [6], paginas 329 e 330, Proposicdo 5.130 e Observacao 5.131. U

Proposicao 2.35. Seja T o operador definido pela terna {V, H;a}. Se V estd contido estrita-

mente em H e a é uma forma sesquilinear hermitiana, entdo 'I' é um operador ndo limitado em

H.
Demonstragdo. Ver [6], pagina 331, Proposi¢ao 5.132. [

Proposicio 2.36. Seja T o operador definido pela terna {V, H;a} e assumimos que a é uma

forma sesquilinear coerciva. Entdo:

e D(T) é um espago de Hilbert com o produto interno
(u,v)pery = (u, 0)m + (T'(w), T(v))a-

e As normas definidas por

1/2
allloe = ()i e lullom = IT@)]a

sdo equivalentes.

e Vale a seguinte cadeia de imersoes continuas e densas:

D(T) =V —H<=V < [D(T)].

Demonstracdo. Ver [6], paginas 340, 341 e 342. [
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Proposicio 2.37. Seja T o operador definido pela terna {V, H; a} sendo a uma forma sesqui-
linear coerciva e hermitiana. Entdo, os operadores T : V — V' e T : H — [D(T)]' definidos
por

<f(u),v> = a(u,v), Vu,velV, (2.1)

(T(u),v) = (uv,T(v)), YueH, YveD), (2.2)
sdo bijecoes tais que

IT@)llv = llullv, YueV, IT@lpay = llulz, YueH.

Aqui estamos considerando D(T') com a norma ||u|pry = ||T(u)||z. O operador T éa

extensdo de T a'V e o operador T é a extensdo de T a H.
Demonstragdo. Ver [6], paginas 339, 340 e 342. [l

Observacao. As extensdes do operador 7" definidas em (2.1) e (2.2) serdo denotadas por 7.

2.1.7 O Teorema Espectral

Definicao 2.38. Seja H um espago de Hilbert. Dizemos que uma sequéncia (wy,)neny em H é

um sistema ortonormal completo em H quando:
o |wy|| =1, VneN,

o (wy,,wy) = 0paran #m,

e Span{w, | n € N} = H.

Definicao 2.39. Seja X um K-espaco vetorial e T : D(T) C X — X um operador linear.
Dizemos que 0 # u € D(T) é autovetor de T' quando existe A € K tal que T(u) = lu.

Dizemos ainda que \ é o autovalor de 'T' associado a u.

Teorema 2.40 (Teorema Espectral). Sejam V e H espacos de Hilbert tais que dim H = oo,
V=HeV <> H. Considerea : V xV — C uma forma sesquilinear continua e hermitiana

em V tal que existem o; € R e ay > 0 satisfazendo
Re[a(v,v) + a;y(v,v) 5] > aolv]|}, Vv eV

Seja T o operador definido pela terna {V, H; a}. Entdo:
e Existe um sistema ortonormal completo (w,,)nen de H constituido de autovetores de T.

e Se (An)nen sd@o os autovalores de T associados a (wy)nen, entdo N, — oo quando

n — oQ.
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Demonstragdo. Ver [6], paginas 368 e 369, Teorema 5.146. O

Proposicio 2.41. Sejam V e H espacos de Hilbert tais que dim H = oo, V = He V < H.
Considere a : 'V x V' — C definida por a(u,v) = (u,v)y. Seja T' o operador definido pela
terna {V, H; a}. Mais ainda, seja (wy,)nen 0 sistema ortonormal completo de H constituido de

autovetores de T'. Entdo:
o (Wy)nen € um sistema ortonogonal completo de V.
o (wy)nen € um sistema ortonogonal completo de D(T).

Demonstracdo. Ver [6], paginas 374-377, Observagao 5.147, Proposicao 5.148 e Observacao
5.149. [

2.2 0Os ESpAcos LP(12)

A partir de agora, € denotard um subconjunto aberto do espaco R™ com fron-
teira suficientemente regular 02 e |€2| sua medida de Lebesgue. O leitor ndo familiarizado
com os conceitos da Teoria da Medida, especificamente, a medida de Lebesgue, pode consultar
[1, 11].

2.2.1 Definicoes e Desigualdades

Definicao 2.42. Seja 1 < p < co. Denotaremos por LP(2) o conjunto de todas as classes de

fungdes mensurdveis u : Q0 — R tais que |u|P é integrdvel em ) no sentido de Lebesgue.

Definicao 2.43. Denotaremos por L>(§2) o conjunto de todas as classes de fungdes mensurd-

veis u : 2 — R que sdo limitadas quase sempre em ().

O conjunto LP(2), 1 < p < oo, é um espaco vetorial normado com norma

1/p
lull, = ( / |u<x>\pdx) Cl<p<oo, [ulle = supessu(z)], p— oo
Q

e

onde supess |u(z)| ;= inf{C > 0 | |u(x)| < C quase sempre em §2}.
e

Proposicdo 2.44 (Desigualdade de Jensen). Sejam G : D(G) C R — R uma fungdo convexa e

hy, hy € LY (Q2) com hy > 0. Definindo C' = / ha(z)dx > 0, temos
Q

ofe (é /Q hl(x)hg(x)dx) < /Q G(hy(2))he(z)dx.

Demonstragcdo. Ver [25], paginas 9 e 10. [
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Proposicio 2.45 (Desigualdade de Young). Sejam 1 < p < co e q € R tais que 1/p+1/q = 1.
Dados a,b > 0, entdo

a? b
ab < — + —.
p q
Demonstracdo. Ver [15], pagina 28, Lema 2.2.1. [

Proposicao 2.46 (Desigualdade de Young com ¢). Dados a,b > 0 e e > 0 vale
b2
ab < ea® + —.
4e
Demonstragdo. Basta notar que (2ca — b)? > 0. O

Definicao 2.47. Seja 1 < p < oo. Dizemos que um niimero real q é expoente conjugado de p
quando 1/p+1/g=1sep € (1,0),g=00sep=1eq=1sep= .

Teorema 2.48 (Desigualdade de Holder). Seja 1 < p < o0 e q o expoente conjugado de p. Se
u € LP(Q) ev € L), entdouv € L*(Q) e ||uvl]y < ||ullpl|v]l4 No caso particularp = q = 2
obtemos a Desigualdade de Cauchy-Schwarz para o espago L*(9).

Demonstragdo. Ver [1], pagina 24, Teorema 2.4. [

Corolario 2.49. Seja 1 <p < g<oo. Seu e LI(Q) e |Q] < oo entdou € LP(Q) e
lull, < QP ],

Em particular, tem-se que L1()) — LP(Q) para todos 1 < p < q < oc.

Demonstracdo. Ver [1], pagina 28, Teorema 2.14. [
Corolario 2.50 (Desigualdade de Holder Generalizada). Sejam 1 < p; < oo, i = 1,...,m tais

queZl/pi =1 Seu; € LPi(Q),i=1,...,m, entdo u := Hul cL'(Q)e

i=1 i=1

m
lully < T Il
i=1

Demonstragdo. Ver [1], pagina 25, Corolério 2.6. U

Dbi-

Proposi¢ao 2.51 (Lema de Gronwall). Dado T > 0, sejam ¢ € C([0,T]), v € L'(0,T)

fungoes ndo negativas e C' uma constante positiva. Se

sw=c+ [ W(s)6(s)ds, Vte (0.,

entdo

o(t) < Ceov®ds i e (0,77,

Demonstracdo. Ver [25], pagina 16, Corolério 1.5.1. O]
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2.2.2 Propriedades dos Espacos L”(2)

Teorema 2.52. Seja 1 < p < co. Os espagos (LP(Q2), | - ||,) e (L=(2), || - [|) sdo espagos de

Banach. Em particular, L*(§)) é um espaco de Hilbert com produto interno definido por

(4, 0) = /Q u(z)o(z) dz.

Demonstracdo. Ver [1], pagina 26, Teorema 2.16. [

,

Teorema 2.53. Sejal < p < oo e g € R o expoente conjugado de p. Entdo, [LP(Q2)] é

isometricamente isomorfo a L(QQ). Em particular, L*(Q) é reflexivo.

Demonstragdo. Ver [15], pagina 169, Teorema 6.2.1. [l
Teorema 2.54. O espaco [L'(Q))] é isometricamente isomorfo ao espagco L>(X2).
Demonstragcdo. Ver [15], pagina 174, Teorema 6.3.2. [

Por um abuso de notacao, identifica-se os espagos isometricamente isomorfos

acima descritos e, neste trabalho, indicaremos isso por
[LP(Q)) =LU(Q) e [LY(Q)] =L*(9Q).

Definicao 2.55. Denotamos por C$°(S2) o conjunto das fungdes infinitamente diferencidveis que
possuem suporte compacto. Em outras palavras, é o conjunto de todas fungdes ¢ € C*(1)

tais que o conjunto

supp(¢) = {z € Q| () 20}

é compacto.

Proposicao 2.56. O conjunto C5°(2) é denso no espago LP(§2) para 1 < p < oc.
Demonstracdo. Ver [1], pagina 38, Teorema 2.30. [
Teorema 2.57. O espaco LP(2) € separdvel parap € [1,00).

Demonstragdo. Ver [1], pagina 32, Teorema 2.21. 0

P
loc

Definicao 2.58. Seja 1 < p < oo. Denotamos por L7 (§2) o conjunto das classes de funcoes
mensurdveis u : () — R tais que |u|P é integrdvel, no sentido de Lebesgue, em todo subconjunto

compacto K C €.

Proposicio 2.59. LP(Q2) C L},.(Q) paral < p < 0.

loc

Demonstragcdo. Consequéncia direta da Defini¢do 2.58 e do Corolario 2.49. 0
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Proposi¢io 2.60 (Du Bois Raymond). Seja u € L] (). Se

/Qu(a:)¢(x)dx =0, Vo¢eC;Q),

entdo u(x) = 0 para quase todo x € ().

Demonstragdo. Ver [5], paginas 20 e 21, Proposi¢ao 4. [

2.3 DISTRIBUICOES A VALORES REAIS

Definiciio 2.61. Seja o = (av, ..., an) € ZY. O operador derivagdo de ordem « é dado por

|af
D* = aa an >’
Oxi™ ... 0x Y
onde |a| = ay + ...+ ay. Nocasoa=0=(0,...,0) temos D° = Id.

Definicao 2.62. O espago das fungées teste é o conjunto C;°(2) munido da seguinte no¢do de
convergéncia: dizemos que uma sequéncia de fungées (¢, )nen pertencente a C5°()) converge

para uma funcdo ¢ € C3°(€) se, e somente se, existe um subconjunto compacto K de <) tal que
o supp(p,) C K, VneN;
o supp(¢) C K;
o D%, — D¢ uniformemente sobre K, para todo o € Zf .

Denotaremos o espago das fungées teste por D(€2).

Defini¢do 2.63. Uma distribuicdo sobre Q) é um funcional linear T : D(€2) — R que é continuo
no sentido do espaco das fungoes teste, isto é, se (¢, )nen converge para a fungdo nula em

D(Q), entdo ({T, ¢n))nen converge para zero em R. Denotaremos o espago das distribui¢oes
por D'(2).

Definicio 2.64. Diremos que uma sequéncia de distribuicdes (T),)nen em €) converge para uma
distribui¢ao T' € D' () quando

(Tn,9) = (T, ¢), V¢eDAQ).

Proposicdo 2.65. Seja 1 < p < oco. O espago LP(Q)) é isomorfo a um subespago vetorial de
D'(Q2). Além disso, se u € LP(2) entdo

(u,6) = / u(@)p(x)dr, V¢ € D(Q).

Demonstragdo. Ver [5], pagina 25 e Proposi¢do 2.59 acima. [
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Abusando novamente da notag@o, a Proposi¢do 2.65 nos diz que LP(2) — D'(Q)
paral <p < oo.

Definiciio 2.66. Seja o € Z%. A derivada distribucional de ordem o de uma distribuicdo
T € D'(R2) € a distribuigcdo

DT:D(Q) — R
¢ — (=1)N(T, D).

Observagdo. Vale a pena notar que se u € C*() entdo a derivada de ordem « no sentido da

distribui¢des e no sentido classico coincidem para |a| < k.
Proposicdo 2.67. Se T’ € D'(Q2), entdo D*T existe para todo o € Zf . Mais ainda, o operador
D*:D'(Q) — D(Q)
T — DT
é linear e continuo no sentido da convergéncia definida em D'(S2).

Demonstragdo. Ver [5], pagina 29. [l

2.4 OS ESPACOS DE SOBOLEV

2.4.1 Definicoes e Propriedades

Definicdo 2.68. Sejam o € ZY e u,v € LP(XY). Dizemos que v é a derivada fraca de ordem o

de u quando

/u(m)Dagb(x)dx = (—1)a|/v(x)¢(x)dx, V¢ e Cyr(Q).
0

Q

Proposi¢do 2.69. Sejau € LP(Q2). Se v e w sdo derivadas fracas de ordem o € ZY de u, entdo

v = w quase sempre em §.

Demonstragdo. Basta usar a definicao de derivada fraca de ordem « para v e w e aplicar a

Proposicao 2.60. O

Se u € LP(Q)), entdo a derivada fraca de ordem « (quando existe) coincide

com as derivada de ordem « no sentido distribucional.

Definicao 2.70. Sejam 1 < p < coem € Z,. O espago de Sobolev WP () é o conjunto de

todas as fungoes u € LP(2) tais que as derivadas fracas de ordem o existem, || < m. No caso

p = 2 denotamos H™(2) := W™2(Q). Note que se m = 0 e p = 2 entdo H°(Q2) = L?*(Q).
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Teorema 2.71. Os espacos W™P(Q) sdo espacos de Banach com as normas definidas por

1/p

lllmp = { D IDulf ] . 1<p<oo;

laj<m

[ullmoo =Y D%, p= 0.

la<m

Em particular, os espaco H™(Q2) sdo espagos de Hilbert com produto interno definido por

(1, 0))m =Y _ (D*u, D*v)s.

|la|<m
Demonstracdo. Ver [10], pagina 249, Teorema 2. [
Teorema 2.72 (Imersdes de Sobolev). Suponha que <) seja limitado.

e Semp < N, entdo

1 1
Wme(Q) < LI(Q), - =-— =
q p n
e Semp< Nel<qg <q, entio
c 1 1
Wme(Q) < L9(Q), - = - —
qg p n
e Semp=N, 1< p< oo entdo
W™P(Q) < LP(Q).
Demonstragdo. Ver [1], pagina 85, Proposicdo 4.12. [

Observacao. De acordo com [1], o Teorema 2.72 também € vélido se trocarmos os espagos
W™P(Q) pelos espagos Wy""(Q2), os quais veremos a seguir.

2.4.2 Os Espacos W;""(Q) e W—"4(Q)

Defini¢do 2.73. Sejam 1 < p < oo e m € Z,. Denotaremos por W' (Q) o fecho de C*(12)
em WP (), isto é,

e W (Q)

Wy (Q) := C>(Q)
Além disso, no caso p = 2 temos H"(Q) := W™2(Q).

Segue da prépria definicao que (W;"*(2), || - |lm,p) é um espago de Banach.
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Defini¢iio 2.74. Sejamu € W™P(Q) e {ey, ..., ex} a base canénica do espaco RY. Definimos

ou
85(,’1'

=D%u e LP(Q), i=1,...,N.
O gradiente de u é o vetor

Vu = (a“ Ou > e [P = LP(Q) x ... x LP(9).

8x1"”’8mN

-
N-vezes

Observacdo. Podemos reescrever a norma e o produto interno do espago H'(2) da seguinte

maneira:
ullfo = llull; + IVull3,  ((w,0)1 = (u,0)2 + (Vu, Vo)s, Vu,ve H(Q),

onde
N

IVul3 =2

i=1

ou
8%

2 N ou ov
) (Vu, Vo), = ; (8_9017 3_93@)2

Teorema 2.75 (Desigualdade de Poincaré). Se |)| < oo entdo existe uma constante C' > 0 tal
que
lull2 < ClIVullz,  Yu e Hy().

Demonstragdo. Ver [3], pagina 290, Corolério 9.19. O]

Observac¢do. Uma aplicacdo direta da Desigualdade de Poincaré nos diz que no espago H; (£2)
as normas
1/2
lullie = (llullz + [IVullz) ™ e llullliz = [Vull:

sdo equivalentes.

Para enunciar o préximo resultado, precisamos definir os espacos H*(052),
s € R. Como esta defini¢do envolve conceitos de espaco de Schwartz, transformada de Fourier

e cartas locais, deixamos ao leitor uma referéncia para consulta, veja [5].

Teorema 2.76. Se () ¢ limitado, entdo existe uma vinica aplicagcdo linear continua e sobrejetiva
Y : HY(Q) — HY2(0Q)
tal que Ker(o) = H}(Q), verificando
You = ulpq, Yu € D).

Demonstragdo. Ver [5], pagina 336. Teorema 2. 0



Teorema 2.77. Se () ¢ limitado, entdo existe uma tinica aplicagdo linear e continua

m—1
v H™Q) = [[H™72(09)
=0
tal que Ker(y) = HJ'(Q), verificando
ou oty —
= — ey ——— D(Q2
Yu (UIaQ, vl 69), Vu € D(Q),

onde v é o vetor normal unitdrio exterior a ) e

ou

5(90) = Vu(z) - 1.

Demonstracdo. Ver [5], pagina 391.
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Definicdo 2.78. Seja 1 < p < oo e g € R seu expoente conjugado. Denotaremos por W~"-1(1Q)

o espago dual do espago Wy (Q), isto ¢,
W) = Q)]

Em particular, para p = q = 2 denotamos H-"™(Q)) := [HJ*(Q)]".

Proposicao 2.79. Seja 1 < p < oo e q € R seu expoente conjugado. Entdo,
W—m9(Q) — D'(Q).
Demonstracdo. Ver [5], pagina 87.

2.4.3 Os Operadores —A e A®

Definicao 2.80. Seja e; € Zf o0 i-ésimo vetor da base candnica de RN, i = 1,...

Laplaciano é o operador

0%*u

2
ox;

Teorema 2.81 (Teorema de Green). Para todo u € D(—A) ev € H'(Q), vale

onde .= D%y,

ou

(—Au,v)s = (Vu, Vo) — ., £

() v(zx) dOS).

Demonstragdo. Ver [5], pagina 413, Proposicao 7.

. N.
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Teorema 2.82 (Regularidade Eliptica). Sejam € Ne f € H™(Q). Se u € Hy () satisfaz
(Vu, Vu)y = (f,v)2, Yve Hy(Q),

entdo, u € H™2(Q).
Demonstragdo. Ver [10], pagina 323, Teorema 5. U

Agora, vamos apresentar a resolu¢do de um problema envolvendo o operador
Laplaciano. Para mais detalhes, veja [35, 6].

Problema 0: Dado fy, € L?(2), consideremos o problema

—Au = fy q.s. em §, 23)
u = 0 sobre 0f).
Sejam
V= (Hy(), IV - l2), H= (L), l2), a(u,v) = (Vu, Vv)s. (2.4)
Assim,

e do Teorema 2.72 temos V < H,
e pelo Teorema 2.56 e da defini¢do de V/, segue que V' € denso em H,

e ¢ é uma forma sesquilinear continua coerciva e hermitiana. Para ver isso, basta notar que

a € um produto interno em V' e usar a Desigualdade de Cauchy-Schwarz.

Podemos entdo definir um operador 7" pela terna {V, H; a} da forma
D(T) ={u € Hy(Q) | 3f € L*(Q) tal que (Vu, Vv)s = (f,v)2, Vv € Hy(Q)},

com (T'(u),v)y = (Vu, Vv)y para todo u € D(T) e v € H}(€). Mais ainda, de acordo com
[6], € possivel mostrar que

D(T) = H*(Q) N Hy(Q) e T:—A\D(T).

Com isso, 0 operador —A : H2(Q) N H}(Q) — L?(Q) € definido pela terna {V, H; a} dada em
(2.4). Entao,

e pelo Teorema 2.31, o problema (2.3) admite uma dnica solugio u € H*(Q) N H} (D),

e pelas Proposi¢des 2.32-2.36, concluimos que H?(2) N H}(Q2) € denso em L*(Q)), —A é

um operador fechado, auto-adjunto e nao limitado em LQ(Q), as normas

elllzr@ynmy) = llullz + 1Aulls e flullaz@)nm @) = [Aul



sdo equivalentes e vale a cadeia de imersoes

H*(Q) N Hy(Q) = Hy(Q) = L*(Q) = H1(Q) = [H*(Q) N Hy ()],
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e podemos estender, via Proposi¢do 2.37, o operador —A aos espagos H} () e L?(Q2).

Mais precisamente, podemos definir

“ACHN(Q) = H Q) e —A:L*XQ) — [H*(Q) N HYQ)]

por
(=Au,v) = (Vu,Vv)y, Yu,ve Hy(Q),
(=Au,v) = (u,—Av)y, Yu€ L*Q), Yve H* Q)N H(Q),
respectivamente.

Definicao 2.83. O operador Bilaplaciano (ou Biharmoénico) é dado por
D(A?%) = HYQ), A%u:= A(Au).

Vejamos dois problemas relacionados ao operador Bilaplaciano.
Problema 1: Dado fy € L?(2), consideremos o problema

A%u = fy q.s. em €,

U = @ = () sobre 0.
ov

Sejam
V= (Hy(Q),[|A - |l2), H=(L*Q), |- ll2), alu,v) = (Au, Av),.

Observe que,

e do Teorema 2.72 temos V <= H,

e pelo Teorema 2.56 e da defini¢do de V', segue que V' € denso em H,

(2.5)
(2.6)

2.7)

(2.8)

e ¢ é uma forma sesquilinear continua coerciva e hermitiana. Para ver isso, basta notar que

a € um produto interno em V" e usar a Desigualdade de Cauchy-Schwarz.

Com isso, podemos definir um operador 7 pela terna {V, H; a} da forma

D(T) ={uc HXQ) |3 f € L*(Q) tal que (Au, Av)y = (f,v)s, Yv € HE(Q)},

com (T'(u),v)s = (Au, Av), paratodo w € D(T) e v € H3(2). Em verdade mostra-se que

D(T) = H*Q)NHZ() e T:A2|D(T).
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Assim, o operador A? : H*(Q) N HZ(Q) — L*(Q) é definido pela terna {V, H;a} dada em
(2.8). Portanto,

e pelo Teorema 2.31, o problema (2.7) admite uma tnica solu¢do u € H*(2) N HZ(Q),

e pelas Proposi¢des 2.32-2.36, concluimos que H*(Q) N HZ(S2) é denso em L?(Q), A% ¢

um operador fechado, auto-adjunto e nio limitado em L?((2), as normas
|||l |§{4(Q)QH8(Q) = ||u||§ + ||A2U||§ € HUHH“(Q)QHS(Q) = ||A2U||2
sdo equivalentes e vale a cadeia de imersdes

HY(Q) N Hy(Q) < Hy(Q) < LX(Q) = H*(Q) = [H(Q) N Hy(Q)],

e podemos estender, via Proposi¢io 2.37, o operador A? aos espagos HZ(2) e L*(2). Mais

precisamente, podemos definir

A’ HG(Q) — H2(Q) e A*:L*(Q) — [HY(Q) N H(Q)]

por
(AN’u,v) = (Au,Av)s, Yu,v € HF(Q), (2.9)
(AN’u,v) = (u,A%)y, VueL*Q), YveH (QNH(Q), (2.10)
respectivamente.

e do Teorema 2.40 e da Proposigdo 2.41, existe uma sequéncia (w,, ),y de L?(€2) consti-

tuido de autovetores de A? tal que

— (wy)nen é um sistema ortonormal completo em L?(2).

— (wp)nen € um sistema ortogonal completo em H3(€2).

— (wy)nen € um sistema ortogonal completo em H*(Q) N HZ ().

— Se (A1) nen sd0 os autovalores do operador A? associados a (w, ) nen, €ntdo \,, — 0o

quando n — oo.

Problema 2: Dado f, € L?*(2), consideremos o problema

(2.11)

A%y = fy q.s.em €,
u = Au = 0 sobre 0f2.

Seja

V= (H*(Q) N Hy(Q), |A-[l2), H= (LX), ]l l2), a(u,v) = (Au, Av)y.  (2.12)
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Podemos decompor o problema (2.11) em dois problemas da forma (2.3). De fato, definindo

w = Ay temos

Aw = S. Q
w = fy q.s. em €, (2.13)
w = 0 sobre O0f).
Uma vez encontrada a solucdo de (2.13), resolvemos o seguinte problema
Au = w q.s. em ),
(2.14)
u = 0 sobre 0.

Sabendo que (2.13) possui uma tnica solu¢do em V' e usando o Teorema 2.82 em (2.14), dedu-

zimos que o problema (2.11) possui uma tnica solugdo u € H2(f2), onde
HYQ) == {uec H(Q) NHNQ) | Au € H{(Q)}.

Além disso, mostra-se que A% : H2(Q) N H}(Q) — L*(Q2) é definido pela terna {V, H; a} dada
em (2.12). Assim,

e pelas Proposigdes 2.32-2.36, concluimos que H2(2) é denso em L?(€2), A? é um opera-

dor fechado, auto-adjunto e ndo limitado em L?((2), as normas
lllzrs) = lulls + 1A%]5 e fullzs@) = 1A%
sdo equivalentes e vale a cadeia de imersdes

H(Q) = H*(Q) N Hy(Q) = LX(Q) = [H*(Q) N Hy(Q)]' — [H(Q)],

e podemos estender, via Proposi¢do 2.37, o operador A? aos espagos H?(Q2) N H} () e

L?(2). Mais precisamente, podemos definir

A2 H2(Q) N HNQ) — [HAQ) N HL(Q) e A%: LX(Q) — [HY(Q)

por
(A’u,v) = (Au,Av)s, Yu,v € H* Q)N H(Q), (2.15)
(A’u,v) = (u,A%)y, Yue L*(Q), VoveHNQ), (2.16)
respectivamente.

e do Teorema 2.40 e da Proposi¢do 2.41, existe uma sequéncia (w,, )nen de L?*(€2) consti-

tuido de autovetores operador A? tal que

— (Wp)nen € um sistema ortonormal completo em L%(€2).
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— (wy)nen € um sistema ortogonal completo em H?(Q) N HY ().
— (wn)nen € um sistema ortogonal completo em H2((2).

— Se (A1) nen 880 os autovalores do operador A? associados a (w,, ) nen, €ntdo \,, — 0o

quando n — o0.

2.5 ESPACOS A VALORES VETORIAIS

2.5.1 Definicoes e Propriedades

Definicao 2.84. Seja X um espago de Banache 0 < T < oc.

e Para k = 0,1,... definimos C*([0,T], X) como o conjunto das fungées u : [0,T] — X

que possuem derivadas continuas até ordem k. A funcdo

k
Ilescor =

d®q,
a1 ¢

bl

X

define uma norma em C*([0,T], X ). Denotaremos C°([0,T], X) = C([0, T], X).

e Paral < p < oo consideremos o espaco LP(0,T; X) que consiste de todas fungdes

mensurdveis u : (0,T) — X tais que

T 1/p
ol = ([ luold) <o
0

e O espaco L>=(0,T;X) é o conjunto de todas fungcoes mensurdveis u : (0,T7) — X

essencialmente limitadas, isto é,

||| oo 0,m;x) := sup ess|lu(t)]|x < oo.
te(0,T)

Proposicao 2.85. Sejak =0,1...e¢1 < p < o0. Se X e Y sdo dois espacos de Banach sobre

um mesmo corpo de escalares, entdo

° (C’“([O, T, X),| - ||Ck([O7T}7x)) é um espago de Banach.

(LP(0,T5 X), || - lr(o,r:x)) € um espago de Banach.

e C([0,7],X) édensoem LP(0,T;X) e C([0,T],X) — LP(0,T; X).

Se X é separdvel, entdo L*(0,T; X) é separdvel para 1 < p < o.

Se X =Y, entdo L"(0,T; X) — L0, T;Y), paratodo 1 < q < r < 0.
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e Se X é um espaco de Hilbert, entdo L*(0,T; X) é um espago de Hilbert com produto

interno .
(uv U>L2(07T§X) = / <u<t)7 U(t))th, u,v € L2(07 T X)
0
Demonstragdo. Ver [30], paginas 407 e 448, Proposicao 23.2. 0

Proposicao 2.86. Seja 1 < p < oo e g € R o expoente conjugado de p. Se X é um espaco
de Banach reflexivo , entdo o espago [LP(0,T; X )| é isometricamente isomorfo a L1(0,T; X").
Em particular, LP(0,T; X) € reflexivo.

Demonstragdo. Ver [30], paginas 411 e 412, Proposicao 23.7. [

Proposi¢io 2.87. Seja X um espaco de Banach reflexivo e separdvel. O espago [L*(0,T; X)]

é isometricamente isomorfo ao espaco L>(0,T; X').
Demonstragdo. Ver [2]. O

Proposicao 2.88. Seja X um espaco de Banach. Para todo v € L'(0,T; X) vale

/OT u(t)dt

Demonstracdo. Ver [29], paginas 133 e 134, Corolario 1. [

T
< / || u(t)]| xdt. (2.17)
x Jo

Proposicao 2.89. Seja X um espaco de Banache 1 < p < o0.

o Seue LP(0,T; X), entdo

<v,/0Tu(t)dt> = /OT (vyu(t)ydt, Yove X

e Seu e LP(0,T;X"), entdo

</0Tu(t)dt,v> - /OT (u(t),v)dt, Vv e X.

Demonstragdo. Ver [30], pagina 412, Proposicao 23.9. [

2.5.2 Algumas Operacoes Importantes

Seja X um espago de Banach e g € L*(R™). Paraw : (0,7) — X definimos

(gxu)(t) = /Ot g(t — s)u(s)ds, (2.18)
(gou)(t) = /0 gt — $)(u(t) — u(s))ds, (2.19)

(g0u)(@) = /0 g(t = s)[[u(t) —uls)lxds, p=1, (2.20)
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paratodo ¢t € (0,7).
Proposi¢io 2.90. Seja X um espago de Banach e g € L'(R™) uma fungdo positiva.

(i) Se 1l < p < oo, entdo a aplicacdo

¢g: LP(0,T;X) — LP(0,T;X)

U = Qgu=g*u

é linear e vale

| pgullro.rx) < gl 2t @y llwll Lro.rx)- (2.21)

(ii) Seuw € LP(0,T;X) com1 <p < o0e (g0u)(t) < oo, entdo
Ig o w)@OI% < llglfiizs(9Bu)(), Vi€ (0,T). (2.22)

Demonstragdo. Usando a Proposicdo 2.88 e a Desigualdade de Holder temos

ltgxwol < ( /Otg@_S)”u(S)HXdS)”
_ (/Ot g VP(t — 5)g /Pt — S)HU(S)HXdS)

([

t
< ol / g(t — s)l[u(s)|l%ds.

p

/0 gt — 5)u(s)|%eds

IN

Por outro lado,

/OT/Otg(t—s)Hu(S)Hg(det = /OTg(t—s) /Ot [u(s)[[ dsdt
= [ [ ota— saras
= [t ([ storar) as

< ||9||L1(R+)||U||Izp(o,T;X)'

Logo,
T
R / (g * WOt < Mgl g Il 075

O caso p = oo é trivial. Isto prova (i).
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Usando novamente a Desigualdade de Holder, obtemos

t
[(gouw)(B)lx < /0 g(t = s)||u(t) — u(s)|xds
t
= [ g = 9)g (0 = 9)a(t) — uls)xds
0
t (r—1)/p
< ([ate-sis) e
0
< gl gy ((gBu) ).
Elevando a poténcia p em ambos os lados da desigualdade, obtemos (ii). [

Observacao. No Capitulo 3, usaremos frequentemente a desigualdade (2.22) com p = 2. Neste

caso, tem-se
lgow®IZ < gl (@0u)®), Vie(©,T). (2.23)

Proposi¢io 2.91. Seja X um espaco de Banach e g € L'(R™) uma funcdo positiva. Se existem

uma fungdo g; € L'(R™") e uma fungdo decrescente g : [0,00) — [0, 00) tais que

entdo, para todo v € LP(0,T; X ) com 1 < p < oo vale
RO < (—pDu)(D), te (0.T). 224)

Demonstra¢do. Como go(t) < go(t — s) para todo s € (0,t) e go(t)g(t) < —g1(t) para todo
t > 0, temos

(OG0 = gt / ot — ) u(t) — u(s) [ds
_ / ga(D)g(t — 9)l|u(t) — u(s)|[%eds
< / ga(t — 8)g(t — 3)[[u(t) — u(s)|[%ds

< / —gu(t = 5 u(t) — u(s) [%ds
= (=g 0Ou)(t),

O que prova o desejado [

2.5.3 Espacos com Peso

Seja g € CY(RT) N LY(RT) uma fungdo positiva com g(0) > 0.
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Definicao 2.92. Seja X um espaco de Banach e 1 < p < co. Definimos o espago com peso g

por
L0, 00; X) := {77 [0,00) = X | / s)In(s)|I5ds < oo} (2.25)

Proposicao 2.93. Se 1 < p < oo, entdo o espaco L];’(O7 00; X)) € um espago de Banach com a

00 1/p
7250y = ( / g(s)Hn(s)H%dé’) .

Em particular, se X é um espaco de Hilbert, entdo Lf](O, 00; X)) € um espago de Hilbert com

norma

produto interno definido por

(1, Q) 31000 1= / " o) (n(s),C()) xds.

Demonstragcdo. A prova pode ser feita utilizando a mesma ideia para mostrar que os espagos
LP(0,T; X) sdo espagos de Banach. O

Proposicao 2.94. Seja 1 < p < oo. A aplicagdo
Z,: Lb(0,00; X) — X
0o T [ alomsds
é linear limitada com

IZnllx < Mgl Bz, Vi € LEO, 003 X). (2.26)

Demonstracdo. Da Desigualdade de Holder, temos

/0 " () In(s)xds = / " g 2()g () () s

00 (p—1)/p
< ( / g<s>ds) -
0

1
S ||9||L1(R)+/p||77||LP 0,00;X)

Assim, Z, estd bem definida e vale

> 1)
[ Zgnllx < /O 9()lIn(s)llxds < g1y 1l 0,00

A linearidade de Z, € imediata. O]

Observacao. No Capitulo 4, a desigualdade (2.26) serd usada frequentemente com p = 2. Ou
seja, que
IZnllx < Mgl Inlz00x), Y0 € L2(0,00; X). (2.27)
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Proposi¢io 2.95. Sejam 1 < p < oo, X um espaco de Banach e g € L'(R") uma funcéo
decrescente. Se n) € LF(0, 00; X), entdo a fungdo 1) : [0,00) — X definida por

i(s) = /0 S e (y)dy,

pertence a LF(0, c0; X).

Demonstracdo. Pela estimativa (2.17) e usando que g € decrescente temos

[ alaensas < [Tae ([ e awlan) o
/ooo </ e [g(y)]l/p||77(y)||xdy)pds.

N

IN

Por outro lado, denotando por

Yi(s):=e™ e n(s) = [g(s)]7lIn(s)]lx.

temos que ¢; € L'(R") e 1 € LP(R™). Fazendo uma estimativa andloga a (2.21), obtemos

que a fun¢do

(61 % ) (5) = / "1 (s — y)unly)dy

pertence a L?(R™) com

|41 * ol oy < 191l Lrn) 1Yl o@+y = [0l L2(0,00:%)-
Logo,
00 0 s p
[anieias < [T ([ e imisdy) d
= |t = 1?2”2;»(]1@)
< 1l 0,005 < F00-
Portanto, 7 € Lz(O, o0; X), como queriamos. O

2.6 DISTRIBUICOES A VALORES VETORIAIS

Definicao 2.96. Seja T' > 0 e X um espago de Banach. Uma distribuicdo a valores em X é
uma aplicagdo linear D : D(0,T) — X que é continua no sentido da convergéncia definida

em D(0,T). O conjunto de todas distribui¢des a valores em X serd denotado por D'(0,T; X).

Proposicdo 2.97. Seja 1 < p < 0o e X um espaco de Banach. O espago LP(0,T; X) é isomorfo
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a um subespago vetorial de D'(0,T; X ). Além disso, se w € LP(0,T; X) entdo

(1, 6) = /0 w(s)6(s)ds, o € DO, T). (2.28)

Demonstracdo. Basta seguir a mesma ideia da demonstragdao da Proposi¢cdo 2.65 com as devi-
das adaptagdes. Ver também [21]. 0

A Proposi¢do 2.97 nos diz que L*(0,7; X) — D'(0,T; X ) para 1 < p < oo.

Definicio 2.98. Seja D € D'(0,T; X) e n € N. A derivada de ordem n de D é definida por

n n d"
<D§ >,¢> = (~1) < #ﬁf’> Vo e D0,T).

Aqui Dgl) =D, D§2) = Dy, e assim por diante.

Teorema 2.99. Seja X um espaco de Banach. Se u,v € L*(0,T; X), entdo as seguintes afir-

magoes sdao equivalentes:

(i) Existe w € X tal que

(ii) Para cada ¢ € D(0,T) temos

T T
/ u(s)¢'(s)ds = — / v(s)p(s)ds.
0 0
Em outras palavras, u; = v no sentido das distribuicoes a valores em X.

Demonstracdo. Ver [21], pagina 8, Lema 3. [

Corolario 2.100. Sejam X e Y dois espacos de Banach tais que X — Y. Sew € L'(0,T; X)
eu; € L0, T;Y), entdou € C([0,T7], X).

Demonstragdo. Ver [21], pagina 11, Corolério 1. 0
Proposicao 2.101. Seja H um espaco de Hilbert separdvel. Se
u" > uem L0, T;H') e ul >v em L>(0,T;H'),

entdo uy = v em (0, 7).

Demonstragdo. Ver [30], pagina 449, Exercicio 23.12g. [
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Teorema 2.102 (Aubin-Lions). Sejam X,Y e Z espacos de Banach tais que
XSY 2
Considere o espago
W={uel0,T;X)|u € LU0, T;Z)}, 1<p,q<oc.

Se X e Z sdo espacgos reflexivos, entdo VW Ny 5 (0, T;Y). Aqui W é um espago de Banach
com a norma

ullw = [Ju]| Lo o,7:x) + vl ao,r;2)-

Demonstracdo. Ver [20], pagina 58, Teorema 5.1. [

2.7 SEMIGRUPOS DE OPERADORES LINEARES

2.7.1 Definicoes e Resultados

Definicao 2.103. Seja X um espago de Banach. Uma familia {S(t)}i>0 C L(X, X) € dita um

semigrupo de operadores lineares quando
(i) S(0) = Id (operador identidade em X ),
(ii) S(t+s) = S(t)oS(s), Vit,s>0.

Definiciio 2.104. Seja X um espaco de Banach e {S(t)}i>0 C L(X,X) um semigrupo de

operadores lineares. Dizemos que {S(t) }1>¢ € um Cy-semigrupo quando
(iii) lim S(t)x =z, Ve X.
t—0+

Definicao 2.105. Seja X um espaco de Banach. Um semigrupo de operadores lineares {S(t) }1>0

¢é um semigrupo de contragoes quando
() IS lexx) <1, t>0.
Definicao 2.106. Seja X um espaco de Banach. O gerador infinitesimal de um semigrupo de

operadores lineares {S(t) }+>0 € 0 operador A : D(A) C X — X definido por

D(A) = {x € X | lim % existe},

t—0t+
A(z) = lim Stle -z
t—0+ t

O semigrupo gerado por A serd denotado por {e} .

Definicao 2.107. Seja H um espaco de Hilbert e A : D(A) C H — H um operador linear.
Dizemos que A é dissipativo quando Re(A(z),x) < 0, para todo x € D(A).
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Proposicdo 2.108. Seja H um espago de Hilbert e A : D(A) C H — H um operador dissipa-

tivo tal que o operador Id — A é sobrejetor. Entdo, D(A) = H.
Demonstracdo. Ver [24], pagina 16, Teorema 4.6. [

Teorema 2.109 (Lummer-Philips). Seja H um espago de Hilbert e A : D(A) C H — H um

operador com D(A) = H. Entdo, A é gerador infinitesimal de um Cy-semigrupo de contragdes

em H se, e somente se, A é dissipativo e o operador \Id — A é sobrejetor para algum \ > 0.
Demonstracdo. Ver [24], pagina 14, Teorema 4.3. [

Teorema 2.110. Sejam {S(t) }1>0 € {S2(t) }i>0 dois Cy-semigrupos de contragdes e sejam A,
e Ay seus respectivos geradores infinitesimais. Se Ay = As, entdo Sy(t) = Sa(t) para todo
t>0.

Demonstragcdo. Ver [24], pagina 6, Teorema 2.6. [

2.7.2 O Problema de Cauchy Abstrato Nao Homogéneo

Consideremos o problema de Cauchy nio homogéneo:

{ Uy =A(U)+ F(U), t>0, (2.29)

U(0) = U.

Definicao 2.111. Seja X um espaco de Banach. Um operador F' : X — X é dito local-
mente Lipschitz quando para toda constante L > (, existe uma constante My > 0 tal que se
lzllx < L,

yllx < L, entdo

[ F(z) = F(y)llx < M|z —yllx.

Teorema 2.112. Seja H um espago de Hilbert. Suponhamos que A : D(A) C H — H ¢ gera-
dor infinitesimal de um Cy-semigrupo de contracoes em H e que F' : H — H é um operador
localmente Lipschitz. Entdo, para todo Uy € H existe T,,,,, > 0 tal que o problema (2.29) ad-
mite uma tnica solugdo generalizada em |0, T,,,. ), isto €, existe um vinico U € C([0, Tpnaz), H)

satisfazendo

t
U(t) = e Uy + / MR (U(7))dr.
0
Além disso, se Uy € D(A), entdo
U € CH[0, Thaz), H) N C([0, Trpaz), D(A))

€ solugdo cldssica de (2.29)

Demonstragdo. Ver [31], pagina 53, Teorema 2.5.4. 0
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Teorema 2.113. Suponhamos que as hipéteses do Teorema 2.112 sejam satisfeitas. Entdo

(i) Thae = 00 OU
(i1) Toew < 00 €

lim || U(t)||g = oo.

t—Tmax

Demonstracdo. Ver [31], pagina 54, Teorema 2.5.5.

Lema 2.114. Seja p uma fungdo real positiva, crescente com p(0) = 0. Defina
q:=1Id— (Id+p)"
Considere uma sequéncia de niimeros reais (s, )nen tal que
Snt1 +P(Snt1) < S, VneN.
Entdo, s, < S(n), onde S(t) € solugdo da equagdo diferencial
Si(t) +q(S(t)) =0, S(0) = sp.

Mais ainda, se p(s) > 0 para s > 0, entdo lim S(t) = 0.

t—00

Demonstragdo. Ver [18], pdgina 531, Lema 3.3.

Agora, consideremos outro problema de Cauchy abstrato:

U, = A(U) +h(t), t>0,

(2.30)

(2.31)

Lema 2.115. Se h € LY(0,T;X), entdo para todo Uy € X o problema (2.31) admite no

mdximo uma solucdo. Neste caso, a solucdo é da forma

t
U(t) = e“'Us + / e Ih(r)dr.
0

Demonstragdo. Ver [24], pdgina 106, Corolario 2.2.

(2.32)

]

Lema 2.116. Seja A o gerador infinitesimal de um Cy-semigrupo de contracdes. Se h é dife-

rencidvel com h' € L*(0,T; X), entdo para Uy € D(A), o problema (2.31) admite uma iinica

solucdo cldssica. Além disso, U é dada em (2.32).

Demonstracdo. Ver [24], pagina 110, Corolario 2.10.
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2.8 TEOREMA DE CARATHEODORY

Teorema 2.117 (Teorema de Carathéodory). Seja Q2 C RV = R x RY um subconjunto aberto

e f: Q — RY satisfazendo as seguintes condigoes:
i) f(t,x) é mensurdvel em t para cada x fixado;
ii) f(t,x) € continua em x para quase todo t fixado;

iii) Para todo subconjunto compacto K C ), existe uma fungdo real integrdvel my(t) tal que

| f(t, z)|lev < mi(t), V(t,z)€ K.

Entdo, existe c > 0 tal que o P.V.I.

"ty = t
y'(#) f(t,y), (233)
y(to) = Yo,
possui uma solugdo absolutamente continua sobre [ty — c,ty + c].
Demonstracdo. Ver [9], pagina 43, Teorema 1.1. [

Teorema 2.118 (Teorema do Prolongamento). Sejar > 0e Q= [0,7) x B,(0) C RVT. Sob
as hipoteses do Teorema 2.117, suponhamos que exista uma solugdo y(t) do P.V.I. (2.33) tal
que xo € B,(0) e que para todo intervalo I onde y esteja bem definida, se tenha y(t) € B,,(0),
para todo t € I, com ry < r independente de 1. Entdo, y possui um prolongamento a todo
intervalo [0, T).

Demonstragdo. Ver [9], pagina 45, Teorema 1.2. [
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3 UM MODELO DE VIGAS VISCOELASTICAS EXTENSIVEIS

Sejam © C RY um conjunto aberto e limitado com fronteira I' = 92 bem
regular, 7 > 0 um ndmero real arbitrdrio e Q7 = € x (0,7"). No que segue, vamos estudar a

boa colocacdo e o comportamento assintdtico para a seguinte equacao

t
uy + A%u — / g(t — s)A%u(s)ds — M </ |Vu|2dx> Au+ f(u) =0em Qr, (3.1)
0 Q
onde g, M, f sao fungdes reais cujas hipéteses serdo dadas posteriormente. As condi¢des de
fronteira acopladas a (3.1) é a condica@o de fronteira fixada

u= Ou =0 sobre ' x [0,7), (3.2)
ov

onde v € o vetor normal unitério exterior, ou a condi¢do de fronteira simplesmente apoiada
u=Au=0 sobre I'x[0,7). (3.3)
Além disso, as condig¢des iniciais para (3.1) sdo
u(z,0) =up(x), u(x,0)=ui(z), =€l (3.4)
Para contemplar as condi¢des de fronteira, definimos os espagos Vo = L?(Q2), V; = H}(Q) e

V, — HZ(Q), para (3.2);
2 H2(Q) N H (), para (3.3);

v, = HYQ) N HZ (), para (3.2);
YT {ue HYQ) N HYQ) | Aue HYQ)}, para (3.3);

munidos dos respectivos produtos internos € normas

1/2

(1, ) = (u,v)gz/Qu(:c)v(x)d:c e [lulls = (/Q |u(x)\2dx) ,
(U7U)V1 - (Vu7 VU) € HuHVl - ||VU||2,
(U’U)W = (AU7AU) € ||u||V2 - HAuH?v

(u,v)y, = (A%, A%) e lully, = | A%l
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Consideremos ainda os espacos de fase com suas respectivas normas

Hi=Vix Vs com [[(u,v)l3, = IA%]f3 + [ Av]s,
H=Vox Vo com |(u,v)[3 = [lAul3 +[v]3.

As funcdes g, M e f devem satifazer as seguintes hipdteses:

(H.1) Assumimos que g € C'(RT) N L'(R™) é uma fungdo ndo negativa e ndo crescente tal

que
1 —/ g(s)ds=1>0 e ¢g(0)>0. (3.5)
0

(H.2) M € C'(]0,00)) satisfaz

—

M(s) = / M(r)dr > —lpys, ¥V s>0. (3.6)
0
onde 31 € [0, 1) e g > 0 é tal que

pl[Vull < Aull3, Y ue Vs
(H.3) Assumimos que f € C''(R) com f(s) = / f(7)dr satisfazendo
0

L BalsP < Fls) < Fl)s + GulsP, Vs e R, 37
onde [y € [0, o) € 1o > 0 € tal que
pollully < Aull3, ¥V u€Va.
Além disso, suponhamos que f(0) = 0 e que exista uma constante p3 > 0 tal que
()] < ps(X+1s17), Vs €eR, (3.8)

ondep>0sel <N <4e0<p<i>seN>5.

(H.4) As constantes [3; e 35 sdo escolhidas de forma que

ﬁ::l{l—(é-i—&)
M1 M2

Observacao. De acordo com a escolha da constante p na hipétese (H.3) obtemos pelas imersdes

> 0. (3.9)

de Sobolev (ver Teorema 2.72) que V, — LP72(Q) para qualquer dimensdo N > 1.
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3.1 EXISTENCIA, UNICIDADE E DEPENDENCIA CONTINUA

Nesta secdo estudaremos a boa colocagdo do problema (3.1)-(3.4). Como em
Giorgi et al. [12] ndo foi estudado o caso viscoeldstico considerando memoria sem historia,
entdo usamos as ideias introduzidas por Cavalcanti et al. [8, 7] e Lions [20] para abordar o

problema (3.1)-(3.4) no que se refere a existéncia e unicidade.

3.1.1 Solucao Forte

Definicao 3.1. Uma solugao forte do problema (3.1)-(3.4) é uma funcdo u na classe
w € L>0,T;Vy), ug € L=(0,T;Vs), uy € L>(0,T; V), (3.10)

satisfazendo (3.1) quase sempre em Q1 e as condicdes iniciais (3.4).
Teorema 3.2. Suponhamos que as hipoteses (H.1)-(H.4) sejam satisfeitas.
(i) Se (ug,u1) € Hy, entdo o problema (3.1)-(3.4) possui uma tinica solucdo forte.

(ii) Se 2! = (u,u;) e 2° = (v, vy) sdo duas solugées fortes do problema (3.1)-(3.4) com dados
iniciais z} = (ug,u1), 22 = (vo,v1) € Hi, respectivamente, entdo existe uma constante
C' = C(I, p, lIzoll2e: 125130, T) > 0 tal que

12(t) = 2* ()l < Cllzo — zllw, Y £ €10, T].

Demonstragdo. A demonstracao serd feita em vdrias etapas como segue.

O Problema Aproximado: Considere (w;) ey uma base de 1V, formada por autofungdes do pro-

blema A%w = \w em €2, a qual é ortogonal em V,, ortogonal em V; e ortonormal em V,. Ao
leitor interessado na existéncia de tal base, veja a revisdo apresentada para os problemas elip-
ticos (2.7) e (2.11) no Capitulo 2. De acordo com a regularidade dos problemas elipticos (ver

Teorema 2.82) e das imersdes de Sobolev, segue que

w; € (ﬂ Hm(9)> NC>®(Q), VjeN.

meN

Para cada m € N, seja V,,, o espago vetorial
Vin = (w1, ..., W] C V4.

Sejam € N fixado. Determinaremos uma solugdo da forma

u™(t) =) yjm(tw; em Vi, €[0T, (3.11)

J=1
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para o seguinte problema aproximado:

.

(ugi (£), w;) + (Au™(t), Aw;) —/O g(t = s)(Au™(s), Aw;)ds
—M([Vum @)]13)(Au™ (), w;) + (f (@™(t)), w;) = 0, (3.12)

u™(0) = u* =5 uy em Vy,

m—0o00
L u"(0) = u" — u; em Vs,

onde, por (3.11), consideramos
0) = Zyjm(())wj = Zozjmwj, Ajm = (ug', w;),
j=1 j=1
ul' = u(0) = Y 4 (0)w; =D Bimw;j,  Bim = (ufwy).
j=1 j=1
Notemos agora que
(ugy (1), w;) = (Z yéin(t)wzawj> Zy ) (Wi, w5) = Y, (t).
i=1

Pondo §; = ||V, |3 e ; = || Aw;

2, temos que

(Au™( (Z Yim (t sz,wj) =— Zyim(t)(Vwi, Vw;) = —&yjm(t)

—M([|Vu™(#)]3)(Au (Zé‘ym )EJme()

Com isto, podemos reescrever o problema aproximado (3.12) no seguinte sistema de E.D.O’s

de 2? ordem

t
Yim () + 7jYjm (t) —vj/o 9(t = s)yjm(s)ds = hj(yjm(t)), j=1,....m (3.13)

y]m<0) = ajm, y;m(O) = ﬁjm, j = 1, oo,

hi(yjm(t)) = — (f (Z yim(t)wi> ;W ) (Z Elim (1 ) &¥m (1),

onde,
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com

m m
m—00 m—co

E AjmW; — Up em Vi e E Bjmwj — u; em Vs.

J=1 Jj=1

Agora, vamos encontrar uma solu¢do para o sistema de E.D.O’s (3.13). Para isto, usaremos o
Teorema de Carathéodory (ver Teorema 2.117). Com efeito, reescrevendo o sistema (3.13) na

forma matricial, temos

- -
Yim(t) o 0| | yam(t) Mmoo 0 /0 g(t = 5)yim(s)ds
: = DT : : +1: : :
" _ t
dn®] L0 ] [pen®] [0 /g(t—S)ymm(S)ds
=A =Z(t) =70 -
hl(ylm(t))
+ : ;
~—_———
=H(Z(t))
ylm(o) A1m y/1m<0) 51m
Yrmm (0) Um Yrmm (0) Binm
—— ——
=27 =71
ou ainda,

{ 7"(t) = AZ(t) — A/O g(t = s)Z(s)ds + H(Z(t)) em (0,T], (3.14)

Z(0) = Zo, Z'(0) = Zi.

Definindo

obtemos de (3.14) que

v — [H0] _[70] _ ,
T |z T A - A [ gt - 9Ya(s)ds + HYi(0))
_Jo ddpen| ] | Y 0
A0 Yy (t) / g(t — s)AYy(s)ds H(Y1(t)]|
————— 0 —————
-B ::\P(;ry(t)) =d(Y (1))
Y = o] _[z0] _,
0] |z0)] "
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Entao, podemos converter o sistema (3.14) no seguinte P.V.I. de 1? ordem

{ Y/(t) = BY (t) — U(L, Y (1)) + D(Y(t)) em (0,T], (3.15)

Y (0) = Yp.
No que segue, vamos mostrar que a func¢ao

o: [0,T] x R™ — R
(t,Y) = ot Y)=BY —VU(t,Y)+ oY)

satisfaz as condi¢des do Teorema de Carathéodory. De fato,

i) ParacadaY € R?™ fixo a aplicagdio ¢(¢,Y) é mensurdvel em ¢, pois a fungio g é continua

emt.

ii) Para cada t fixado a aplicac@o o(t,Y’) é continua em Y. Para ver isto, basta observar que
a continuidade de ® é proveniente da continuidade de M e da continuidade de f e que ¥

é continuaem Y.

iii) Seja K C [0, 7] x R*™ um compacto. Como as aplicagdes ¥, ® sdo continuas em R*™ e

B € continua em [0, 7] x R?™, temos que existem constantes Ci.k, Oy k e Cs i tais que

(@, Y)[gem < [IBY [lrem + [ (2, Y) lr2m + [|D(Y) [[R2m
< Bllgm2 Y llrem + W (E, V) [[g2m + [|D(Y)]|m2m

< Cig+ 0o+ 05 =Ck,

para todo (¢,Y) € K. Pondo mg(t) = Ck, paratodo ¢ € [0, T, segue que

lo(t,Y)||gem < mg(t), V (t,Y)€K.

Assim, pelo Teorema de Carathéodory, o P.V.I. (3.15) possui uma solu¢do absolutamente conti-
nua Y (¢) em algum intervalo [0, t,,], com 0 < t,, < T. Logo, Z(t) e Z'(t) sdo absolutamente
continuas com Z”(t) existindo q.s. em (0,t,,) C [0,7] e satisfazendo (3.14). Consequente-
mente, as fungdes y;,(t), j = 1,...,m, sdo solugdes locais de (3.13) em [0, ¢,,). Portanto,
o problema aproximado (3.12) possui uma solugdo local u™(t), m € N, em [0, ¢,,], da forma
(3.11).

A partir de agora, denotaremos todas as constantes positivas por C'.

Estimativa a Priori I: Multiplicando (3.12), por yj,,(t) e somando de j = 1 até m, temos

(ugi (£), u" (1)) + (Au™ (1), Auf" (1)) — /0 g(t = s)(Au™(s), Aw"(t))ds
—M([[Vum @)15)(Au™ (), ui (£)) + (f (w™(2)), up (1)) = 0,

(3.16)
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quase sempre em (0, t,,,], t,, < T. No que segue vamos reescrever os termos de (3.16). Afirma-

mos que
(i (0), 6" (1) = 5 7l (1)

no sentido das distribuicdes. De fato, sejam
o(t) = (uf (1), u" (1)) e ¥(t) = |uy"(B)]l3-
Para toda func@o teste ¢ € D(0, ¢,,,), note que
tm
W) = [l e o
0

tm

= lrlen| - [ Fhr o
= = [ [ GluroPdset
~ /0 " /Q W (¢ dp (£ dt

- / (W2 (1), ™ () ()t

Logo, <1 = 2¢ em D’'(0, t,,), o que prova o desejado. Analogamente, prova-se que

d
> dt
1d

(A (1), Au(8) = 5=

1Au™ (#)]5 em D'(0, ).

Também, derivando no sentido distribucional a funcdo glJAu™ (ver definicdo de gllu em

(2.20)), obtemos a seguinte igualdade

- / gl = 5)( A (5), B () ds = —3 (DA + 39D A" D) o
+%%(9DAum)(t) - %% K /O g(s)ds> ||Aum(t)||§} ,

Pelo Teorema de Green (ver Teorema 2.81),

1d — 1= d _ .
s MUV @) = M (Ve @52 Ve (Ol

2dt
= M(|Vu™@)|12)(Vu™(t), Vul'(t))
= —M([|[Vu™(@)[5)(Au™(t), uf" (1)),
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%(/Q f(um(x,t))da:) = /Q%A(Um(t))dz

Logo, podemos reescrever a equagdo (3.16) como

d m _ _m
SEm(t) = —D"(1), (3.18)

onde

B0 = gl 0l + 5 (1- [ ats) 12

. L ~ (3.19)
#3008 0) + IV O + [l 6)ds
© 1 1
D™(t) = —5(9’DAum)(t) + §g(t)||Aum(t)||§- (3.20)
Da hipétese (H.1),
(¢DAu™)(t) <0 < g®)[Au™ ()3, ¥ t € (0, tm).

Assim, de (3.20), concluimos que D™ (t) > 0, para todo t € (0, ¢,,]. Donde, por (3.18),

d

FEM() <0,V te (0t (3.21)

Integrando (3.21) de O até ¢, ¢t € (0, t,,,], obtemos

B (0) < E™0) = S + 516 + VeI + [ Fp@yan. @22

Das convergéncias (3.12)23 e da imersdo Vo — Vy, temos que ||[Vuf'|3 < C, onde C' =
C(HAUOHQ) > (. Entao,

A IVui||3 C
wwwm@m/‘ !M@WS/wa%§C$yM@L (3.23)
0 0 S )

Logo, por (3.23), existe uma constante C' = C'(||Augl|2) > 0, tal que

M(|Vu|?) < C. (3.24)
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Agora, afirmamos que existe uma constante C' = C'(|€2], p, [[Augl|2) > 0 tal que

/Q Flul(z))dz < C. (3.25)
De fato, sejam 1, s, € R. Pelo Teorema do Valor Médio, existe 6 € (0, 1) tal que
f(s1) = f(s2) = f'(fs1 + (1 = 0)s2) (51 — s2).
De (3.8), temos que

|f(s1) = f(s2)] /(051 + (1 —0)s2)|[s1 — 52

< ps(1+ 1051 4 (1= 0)sa]”?)|s1 — 55|
< ps(1+ (Blsa| + (1= 0)[s2])”?)] 51 — 2]
< (1 + ([s1] + ’32\)'0/2)‘51 — S9l
< pa(L+ [s1]77% + 2] |s1 — sl
com 1y = jig2°/%. Assim,
£ (s1) = f(s2)] < pra(1+ [s1]”2 + [52]"/%)] 51 = s]. (3.26)

Em particular, para so = 0 e usando que f(0) = 0, segue de (3.26) que
[0l < L+ [s1?)]sa], ¥ 51 €R. (3.27)

De (3.7), (3.27), da Desigualdade de Holder generalizada (ver Coroldrio 2.50) com

+ L4 % — 1 e das imersoOes

_pP 1
200+2) " pt2

Vg —> Lp+2(Q) —> Vo,
obtemos que

~ " " l m 9
| Feg@yae < [ 1@l @l + 56 [ @)

m m m l m
< m/g(l + g @)1 g (@) |ug (2)|de + 5 Bl |1

IN

l
m 2 m m m
pa(|QUP2EHD g |25) | a2 + P2l 15

S C;

com C' = C(|Q], p, ||Augll2) > 0, como querfamos. Portanto, de (3.12),3, (3.24) e (3.25),
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existe uma constante C' = C(|Q], p, ||u1||2, || Augll2) > 0 tal que

E™0) < C. (3.28)
Por outro lado, como .
<1 —/ g(s)ds, (3.29)
0
temos que
m 1 m 2 l m 2 1/\ m 2 T/ m
E™(t) 2 5l @l + Sl Au™ @)z + 5 MIVu™(@)]2) + Qf(u ())dz. (3.30)

Além disso, de (3.6), (3.7), (3.9) e (3.30), obtemos que

B0 = @ + 1A @ + STITe @) + | Fum)ds

1 z z N Lo
> P @13+ LA @~ 5BV O~ Sl
> @+ 51am @l - 3 1A O - 522180 013
1 [ Bi | Do 2
= @3+ = [1— =+ =) |Au™(t
Sl + 3 [1- (24 2] jawrco
1 m 5 m
= Sl @I + S 1A (o)3
Isto implica que
lu @13 + [ Au™(t)]5 < CE™(t), (3.31)

para alguma constante C' > (. Logo, de (3.22), (3.28) e (3.31), temos que
luf" @)1 + [Au™(@®)]3 < C, Vte[0,tn), VmEN (3.32)

com C' = C(|Q], p, ||u1]|2, ||Augll2) > 0. Da estimativa (3.32) concluimos que a solugdo Y ()
do P.V.I (3.15) é limitada em R*™, ou seja,

1Y ()|[2em < C, Yt E[0,t,), VmEN, (3.33)

onde C' = C(|Q[, p, ||ut||2, ||Aug||2) > 0. De fato, temos que

a5 = (u"(),u" (1)) = (Zy}m(t)wmzyém(t)wi)
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™ @5 = (@), u"(t) = (Zyjm(t)wj,Zyim(t)wi>

= D> v OOy, w) = Y[y (D]

Da imersdo V, — V), e de (3.32), segue que (u™(t)) é limitada em V. Logo,

m m

1Y () llgen = Y WimOF )i ()] = [l @) 5+a™ (03 < C, ¥ t € [0,t), ¥V m €N,

=1 i=1

Assim, pelo Teorema do Prolongamento (ver Teorema 2.118), podemos prolongar Y (¢) a todo
intervalo [0, 7] com 0 mesmo ocorrendo com Y, (t) € ¥j,,,(t), 7 = 1,. .., m. E darelagdo (3.11),
podemos estender v (¢) a todo intervalo [0, 7]. Além disso, repetindo o mesmo processo de
(3.16) a (3.33), segue que a desigualdade (3.32) permanece vilida para todo ¢t € [0,7] e todo
m € N, isto &,

[ @15 + 1A (@) < C, V£ €[0,T], ¥ m €N, (3.34)

onde C' = C(|9], p, ||u1]|2, ||Auo||2) > 0. Da estimativa (3.34) obtemos ainda que

(w™) élimitadaem L>°(0,7;)Vs),

. (3.35)
(uf*)  élimitadaem L>°(0,T; V).
Estimativa a Priori II: Usando o Teorema de Green, podemos reescrever (3.12); como
t
(), 0) + (B (o)) = [ (e = )" (), wy)ds
0 (3.36)

—M([[Vum(0)]3)(Au™(t),w;) + (f (™ (1)), w;) = 0,

para j = 1,..., m. Multiplicando (3.36) por y},,,(t))\;, somando de j = 1 até m e notando que

A" (Z Y (1t ) = YA Wy =Yy (A,
j=1 Jj=1

obtemos

(i (), A%u (1)) + (A%u™ (1), A (¢ g $) (A% (s), A%y (1))ds
—M([|[Vum @)]5)(Au ()A2 ) + (f(u™ (1)), A%u (1)) = 0.

Considere as fungdes ¢y (t) = M(||Vu™(t)|3) e p2(t) = (Au™(t), A%>u™(t)). Pelo Teorema

o\

(3.37)
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de Green, segue que

Aht)ealt) = 2M(|Vum (D)3 (Vu™ (), Ve (1) pa (1)
= 2T OIF) (0. A () ea(t) (3.38)

pr(t)es(t) = @u(®)[(Au(t), A%um™(t)) + (Au™(t), Aup(1))]

= (DA (1), A%u™(1)) +o1 () (Au™ (1), A%up (1)) (3.39)

Vv
==Jm,

= —Ju, + M([|Vu™(@)]15)(Au™(t), A%ui(t)).
De (3.38) e (3.39) obtemos

4 [MIVu™ (02 (Au™ (), A%u™(1))] = (e102)'(t) = @ (L) pa(t) + pr(t)oa(1)

dt
= —Jar, — S, + M|V (0)[12) (Au™ (1), A%y (1))
Ou seja,

—M([Vum(£)[[5) (Au™ (t), A%ui (L))
d (3.40)

= —Ja = Iy + = [=M (Ve @) 15)(Au™ (), A% (8)]

Além disso, temos

%(f(um(t)% AMu™(t)) = " )ur"(®), AM™ (1)) +(f (u™ (1)), A%y (1)),

isto é,
d

(f (™ (0), A% (6)) = - (f(u™()), A%u™ (1)) = Ty (3.41)

Assim, usando (3.17) com A? no lugar de A e das igualdades (3.40) e (3.41), reescrevemos

(3.37) como
d

aFm(t) = Jg+JM1 + Jus, —l—Jf, (3.42)
onde
P = 18Ol + 5 (1- [ ato)s) 8% @1 + Seoa%m)
MV () B (1), A% (1) + (F(a (1), A% (1)
) . 1 / 2. m 1 2. m 2
Ty = LAY (0) — Lo(t) | A% (1)
Como

(gOA*™)(t) <0 < g®)|A*™@)])3, ¥t e (0,T],
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segue que
Jy <0. (3.43)

No que segue, estimaremos os termos Jyy,, Ja, € Jr. Com efeito, por (3.34), pela imersdo
Vo < Ve como M € C([0,00)), temos que existe uma constante C' = C(||Aupll2) > 0 tal

que
max{| M ([|Vu™ @) [ M ([Vu" @)D} < C, Ve [0,T], VmeN. (3.44)

Pela Desigualdade de Cauchy-Schwarz, pela imersdo V, — V), por (3.34) e por (3.44), existe
uma constante C' = C'(||Augl|2, ||u1]]2) > 0 tal que

[Tl = 12M(|[Vu™ (@) [5) (u™ (1), Aug” () (Au™ (t), A%u™(1)))|
< 2AM'(|Vur @) u™ @)l A (@)l Au™ (@) [|2| A% (2)]]2
CllAu ()2l A%u™ ()]

IN

|Jar,| | = M([Vu™(#)]15) (Aug"(£), A%u™ (2))]
IM(IVu™ @) Aw” (@) [l2| A% ()12

< Ol Ay #) ]2l A%u™ (#)]]:

IN

Agora, por (3.8), pela Desigualdade de Holder generalizada com 52— + —1

1 _
20012) m + 5 = 1, pelas

imersoes
Vo LP+2(Q) — W,

e de (3.34), segue que

|75 (™ ()" (£), A%u™ (1))

(f
/Q (™ ()] [ ()] | A% ()|
s / (L4 [ ()12 (1) | A2 (1)) di

(|10 [ @) 535 g ()2 | A% (1)
CllAu” () [l2|A%u™ (1),

IN

IN

IN

IN

com C = C(|, p, || Auo||2, ||u1]|2) > 0. Substituindo as estimativas dos termos Juy, , Jar, € J¢
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em (3.42) e usando (3.43) e a Desigualdade de Young (ver Proposi¢do 2.45), temos

d
— F™(1
(@)

IN

“]M1| + “]Mz‘ + |‘]f|
< CllAu(#)]lo[| A%u™ ()2
< C(lAu@)]5 + [A%™ (1)]13),

onde C' = C(|9, p, ||Augl|2, ||u1]]2) > 0. Integrando sobre [0, ¢], obtemos
F™(t) < F™(0) + C’/;(HAuT(s)Hg + [[A%u™(s)||3)ds, VY t€[0,T], VmeN, (3.45)
onde C = C(|9], p, [|Aug||z, ||u1]]2) > 0. Como (gLTIA?*u™)(0) = 0, entdo
F0) = S A3+ S 1A% 3 — M(IVug[3)(Aug, A%5) + (F(ug), M%), (3.46)
Da Desigualdade de Cauchy-Schwarz, de (3.44) e da convergéncia (3.12),, temos que
M ([IVug'l[2)(Aug, A%ugh)| < [M(([Vug' i) Aug 2| A%l < €, (3.47)

com C' = C(||A%ug||z, ||u1]]2) > 0. Além disso, usando (3.27) e aplicando a Desigualdade de

Holder generalizada com T(p%z) + p—iz + % = 1, segue que

(f (ug), A%ug)

IN

/ 1 (@) A2 (2)| de
Q
s / (L + [ @)/ g ()] | A ()

m 2 m m
< (1207 lug 5 g el A% -

IN

Assim, da imersdo V, — LP+2(Q) e da convergéncia (3.12),, obtemos uma constante
C = C(|9], p, ||A%uq]|2) > 0, tal que

(f(ug"), A%ug') < C. (3.48)
Logo, de (3.12)4 3, (3.46), (3.47) e (3.48), concluimos que
F™(0) < O, (3.49)
com C' = C(|Q], p, || A%ug||2, || Auy||2) > 0. Por outro lado, de (3.29) temos

1 [
F™(t) 2 Sl Al (05 + FIA* ™ (05 + Jar s, (3.50)
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onde
Targ = —M([Va™(0)]5)(Au™ (), A%u™ (1)) + (f(u™ (1)), A%u™(t)).

Usando um processo andlogo ao das estimativas (3.47) e (3.48), obtemos uma constante
C = C(19|, p, || Augl|2, [|u1]|2) > 0 tal que

| Jar g < CIA2™ ()] (3.51)
Pela Desigualdade de Young, segue de (3.51)
l
[ag| < ClAM (O] < O+ A% (015,

donde l
Tug 2 =C = ZlIA%" (@)]]3, (3.52)

com C' = C (||, p, ||Augl|2, ||u1]]2) > 0. Logo, de (3.50) e (3.52) temos
m 1 m 2 l 2, m 2
() 2 S Au ()]l + 1A @] - C. (3.53)

onde C' = C(|92, p, || Augl|2, [|u1]]2) > 0. De (3.45), (3.49) e (3.53), concluimos que
t
1Au ()5 + A% (@)]5 < C + C/O (1Au(s)]I5 + 1A% (s)|[3)ds,

com C = C(|Q|, p, || A%ugl|2, || Auy|]2) > 0. Portanto, pelo Lema de Gronwall (ver Proposi¢do
2.51),
IAu @) + [|A%u™ (@) < C, Ve [0,T], VmeN, (3.54)

onde C' = C(|Q|, p, || A%uq|2, |[Auy]]2, T) > 0. Consequentemente, de (3.54) obtemos que

(u™) élimitadaem L>(0,T;V,),

o (3.55)
(uj™)  élimitadaem L°°(0,7;Vs).

Passagem ao Limite: Da Proposi¢ado 2.87, temos

L=0,T;vy) = [LY0,T5v))],
L=0,T;V2) = [LY0,T5W)],
L=0,T;Vy) = [LY0, T3]

De (3.35), (3.55), do Teorema 2.20 e da Proposi¢do 2.101, existe uma subsequéncia de (u™),
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denotada ainda por (u™), tal que

LGN em L>(0,7;V,),

ut Sy, em L(0,T; V), (3.56)
u™ 2y em LOO(07 T V4)7 |
(I 5wy em L>(0,T;Vs).

Das duas primeiras convergéncias em (3.56), segue que

/T<um(t),19(t)>dt mgo /T<u(t),19(t)>dt, Vi€ LN, T: V),
(t))dt (ue(t), ¢

/ S, ey s / '

Sejam j,m € N, j < me# € D(0,T). Fixando j e tomando em particular ¥ = A%w;0 e

LC())dt, ¥ ¢ e LY0,T; V).

¢ = w;6’ obtemos

/ L), Awy)o(dt F / " Ault), Awy)0(0)dt,
O 1 O (3.57)
[ wrowena =5 [ w.weod.

No que segue, vamos mostrar que existem subsequéncias de (u™), que ainda denotaremos por

(u™), tais que
/0 /Otg(t—s)(Aum(s),ij)H(t)dsdt"iio /O /Otg(t—s)(Au(s),ij)G(t)dsdt, (3.58)
| MUV OB @@ a0 "= [ v A, w0, 659

/0 (F(a™(8), w;)0(t)dt "= /0 (Fu(t)), w;)0(¢)dt. (3.60)

Com efeito, pela Proposi¢ao 2.88, temos

/Otg(t — $)u™(s)ds

(g *u™) D)2 =

2

< / 9t — 9)| [l (3)]|ds

t
< ™oz / 9(t — 5)|ds
0

< lu™ |z 0,1:v0)5
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para todo t € [0, T, onde usamos (3.5). Assim, por (3.34) obtemos que
(g *u™) (@)l <C, Vtel0,T],
onde C' = C(||Augl|2, ||u1]]2) > 0. Ou seja,
(g *u™) élimitada em L>(0,T;V,) = [L'(0,T; V)]’ (3.61)

Por (3.61), existem uma subsequéncia de (g * u™), que ainda denotaremos por (g * u™), e uma
fungdo v € L>(0,T; V), tais que

gxu™ > vem L®(0,T;V,). (3.62)
Consideremos o espaco de Banach reflexivo
W = {u € L*(0,T;V,) | us € L*(0,T;Vp)} (3.63)

com norma

ullw = llullzz0.1m) + luellz20.1v0)- (3.64)

De (3.34) temos que (u™) é limitada em W. Assim, pelo Teorema 2.15 existe uma subsequéncia

de (u™), que denotaremos ainda por (u"), tal que
u™ — uem W, (3.65)

quando m — oo. Como V, < Vo — Vo, segue do Teorema de Aubin-Lions (ver Teorema
2.102) que
W S L20,T; V).

Entao, de (3.65) e do Teorema 2.16 deduzimos que
u™ "= w em L0, T3 V). (3.66)
Além disso, pelo item (¢) da Proposi¢do 2.90 temos
g *u™—gx* UH%Q(O,T;VO) < [Ju™ — UH%Z(O,T;VO)‘ (3.67)
Por (3.66) e (3.67), segue que
gxu™ =% g« uem L*(0,T; Vo),

e consequentemente,
gxu™ > gxuem L*0,T;V,),
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quando m — oo. Por outro lado, de (3.62)
gxu™ S wvem L=(0,T; V) < L*(0,T; V),

quando m — oo. Da unicidade do limite fraco™ (ver Lema 2.19), concluimos que v = g *x u

em L*(0,T;),) e, portanto, v = g * u em L°°(0,T;Vy). Donde segue que
gxu™ > gxuem L>(0,T;V,),

quando m — c0. Assim,

/0 (g * ™) (8), n(t)) dt "5 / (g% w)(t).n(t) dt, ¥ n € L0, T; V).

Tomando em particular n = A%w,0, temos que

/0 (g % ™) (1), A%w))0(t)dt "5 / (g % w)(8), A%uw,)o(t)dt,

ou ainda,

/OT /Otg(t—8)(um(8),A2wj)€(t)dsdt”ﬂ§° /OT /O’f gt — s)(u(s), A2w;)0(t)dsdt.

Usando o Teorema de Green duas vezes, obtemos que

/0 ' /0 tg(t—8)(Aum(s),ij)9(t)dsdt7ri)>° /0 ' /0 t g(t — s)(Au(s), Aw;)0(t)dsdL,

o que prova (3.58).
Para mostrarmos a convergéncia (3.59), consideremos novamente o espaco
de Banach W definido em (3.63) com a norma definida em (3.64). De (3.65), existe uma

subsequéncia de (u™), que denotaremos ainda por (u™), tal que
u™ — uem W,
quando m — co. Como V, SV W, segue do Teorema de Aubin-Lions que
W S L2(0,T; V).
Assim, do Teorema 2.16 obtemos

T
W "2y em L2(0,T; V) = / |Vu™(t) — Vu(t)||2dt ™= 0. (3.68)
0
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Definindo
Om(t) = M([Vu™(@®)[5) e o(t) = M(|[Vu(t)]3),

afirmamos que
m—0o0

¢m —> ¢ em L*(0,T). (3.69)

Com efeito, de (3.44), temos

[M((IVum(@®)3) = M(IVu®)][3)]

IN

IVum (6)]13
/ M (5)]ds
IVu()2 (3.70)

CllIVum™@®)llz = IVu®)],

IA

com C' = C(||Aug|l2) > 0. Logo, de (3.56) e (3.70) segue que

(M([Vum(B)I3) = M([Vu@®IDFF < CllIVum@)]3 = [Vu@)[3?
CIVum @)z = [IVu(t)||2)? 3.71)

ClIvum(t) = Vu(®)]3,

VAR VANVAN

com C' = C(||Aug||2) > 0. Integrando sobre [0, T, temos

T

| v 1) = eI < ¢ [ 19 - vt o

0 que prova a afirmagdo desejada. Por outro lado, de (3.68) existe uma subsequéncia (u™),

denotada ainda por (u™), tal que
u™ —uem L*(0,T;V,),
quando m — 00. Assim,
(¢, u™) =3 (p,u), V¢ €[LX0,T;W)] = L*(0,T; V).

Tomando em particular ¢ = Aw;6, temos
T T
/ (u™(t), Aw;)0(t)dt =5 / (u(t), Aw;)0(t)dt.
0 0
Usando o Teorema de Green, obtemos
T T
/ (Aa™(8), w))0()dt "= / (Au(t), w;)0(t)dt. (3.72)
0 0

Seja ¢ € [L*(0,T)) = L*(0,T). Como D(0,T) é denso em L*(0,T), temos que, para todo
e > 0 dado, existe 0 € D(0,T') tal que || — 0| r2(0,1) < 55772> onde C = C(||Augll2) > 0 €
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tal que ||Au™(t) — Au(t)||2 < C. Da convergéncia (3.72), existe mg € N tal que

/O " A1) — Au(t), w00t

€
<§, vV m > my.

Além disso, pela Desigualdade de Cauchy-Schwarz, segue que

/ <Aum<t>—Au<t>,wj><so<t>—e<t>>dt’ < [ 18w ) = AuOllaletr) o)

T 1/2
S (/ C2dt> HQO — 0||L2(0,T)
0

g g
< CT'? —
20T1/? 2

Logo, se m > my, entdo

/0 (Au™(t) — Au(t),wj)go(t)dt’ <,
isto é, . .
/0 (Aum(t),wj)gp(t)dtw/o (Au(t),w;)p(t)dt, Y ¢e€ L*(0,7).

Definindo
Y (t) = (Au™(t), w;), Y(t) = (Au(t), wy)

obtemos a seguinte convergéncia
U — ¢ em L*(0,7T), (3.73)

quando m — oo. Assim, de (3.69), (3.73) e do Teorema 2.17, deduzimos que, para todo
0 € D(0,T),

/O MV (0)]2) (A (1), w))B(t)dt "5 / M (| Fa(t) [2)(Aaa(t), w; B0,

o que prova (3.59).
Resta provar (3.60). De (3.66) existe uma subsequéncia de (u™), a qual de-
notaremos por (u™), tal que

m MmM—oo

u™ " wem L0, T; Vo).

Como V, — LPT2(Q), segue de (3.26) e da Desigualdade de Holder generalizada com
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< / F@m(8)) — Fu(t))]jwy () |dz
<uy / (L4 [ ()72 + [u()]P2) ™ (1) — () [y (z)|da

m 2 2 m
<pua(|Q4P2EHD 1 [ (E)[5% + lul) |25 ™ () — ) |ol|w; || v
<C|lu™(t) = u(®)|o]| Aw; s,

com C' = C(|Q2], p, [[Aug|l2, [[ur]]2) > 0. Logo,

/0 <f<um<t>>—f<u<t>>,wj>e<t>dt] < / (F(™(8)) — Fu(t)),w;)][6(8) de

< Cllaul max 0G5 [ a7 (®) = (0

< 6(s)|||A — dt
< € OAwl [ 1m0 o)l
~ Cllaw,ll max j0(s) " —unm,m-

Pela imersdo L*(0,7;Vy) — L'(0,T;V,) e pela estimativa acima, existe uma constante
C = C(19], p, [|Augllz, [[ur]|2, ) > 0 tal que

/0 (f (u™(t)) — f(U(t)%wj)@(t)dt’ < Cllu™(t) — w(®) || 20.1v0)-

Portanto, de (3.66)

m—o0

/0 (™ (1) — F(ult)), w))B(t)dt] "= 0,

o que prova (3.60).
Com as convergéncias (3.57)-(3.60), podemos passar o limite no problema
aproximado (3.12);. De fato, multiplicando (3.12); por § € D(0,T) e integrando sobre [0, 77,

obtemos

/OT(u;;L(t) w)t )dt+/ (Au™(8), Aw,) dt—/ / (t = ) (Au™(s), Aw;)6(t)dsdt
/ M|V (8)|12) (A (1), wy)0(e)dt + / (™ (), w))0(t)dt =0,

0
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ou ainda,

/OT(u;”(t),wj)H’( )dt—/ (Au™(t), Aw;)0 dt+/ / (t — s)(Au™(s), Aw;)0(t)dsdt
/ MV () 2) (D™ (8), w,)8(t)d — / (™ (1)), w;)0()dt = 0.

0

Tomando o limite de quando m — oo, segue de (3.57)-(3.60) que

—/0 (ug(t), w;)0'(t )dt+/0 (Au(t), Aw;)0(t)dt — / / (t —s)(Au(s), Aw;)0(t)dsdt
/ M| Vut)[3) (Aut), w))B()dt + / (f(u(t)), w;)B(e)dt = 0.

0

Assim,

/O%( H(1), w;)0(t )dt+/(AU()Awy) t)dt — // (t — s)(Au(s), Aw;)0(t)dsdt
(f( .

/ M|V [2)(Aut), w;)0(t )dt+/ w(t)), w;)0(t)dt = 0
" (3.74)

Como (w,);jen € uma base de Vy, entdo por (3.74) obtemos

/Od%“t(t) v)o(t >dt+/0(AU<>Av) t)dt — // (t — s)(Au(s), Av)0(t)dsdt
- [ v, e+ [ (st

0

), 0)0(t)dt = 0,

para todo v € V. Além disso, de (3.56) vem que (u, u;) € L>(0,7;V,) x L>(0,T;V,) e pelo

Teorema de Green chegamos a

/OTCZ(ut(t) v)0(t )dt+/0 dt—/ / (t — 5)(A%u(s),v)0(t)dsdt

- [ v, e+ [ (. vse=o

0
(3.75)

para todo v € V, e 0 € D(0,T). Reescrevendo (3.75) temos que, para todo v € V), e todo
6 € D(0,T), vale a igualdade

<%(ut(t),v),9> + <(A2u(t),'u),9> — </0 g(t — 3)(A2u(3),v)ds,9>
— (M([[Vu@®)[3)(Au(t),v),0) + ((f(u(t)),v),0) = 0.

Isto implica que, para todo v € V, a funcdo u na classe

u € LOO<OaT7 V4)7 U € Loo(oyTa V?)?



satisfaz a equacgao

%(ut(t), v) + (A%u(t) — /O g(t = s)Au(s)ds — M(|[Vu()[[5)Au(t) + f(u(t)),v) = 0
em D’(0, 7). Por outro lado, da cadeia de imersoes

ViV s V= V= V=V, =V

e usando (2.28), podemos reescrever cada termo de (3.75) da seguinte forma:

| wo.ewa = - [ .o

_ <_ /OT ()0 (1), v>

= <<Utt7 9>’ U> )

/0 (AZu(t), v)0(t)dt = /0 (A2u(t), 0)0(t)dt

= </OT A?u(t)6(t)dt, v>

= <<A2u,0>,v>,

/OT /Otg(t — 8)(A%u(s),v)0(t)dsdt = /OT (/Otg(t — S)A2u(s)9(t)d5’v) dt
= </OT (/Otg(t - S)AQU(s)ds) Q(t)dt,v>
< /Otg(t — 5)A%u(s)ds, 9> ,v> :

/OM(HVU(t)H%)(AU(t%v)9(t)dt = /0(M(HVU(t)Hg)AU(t),U)H(t)dt

= ([ Mavaomsumsa)

= ((M(IVu®)|[3)Au,0),v),

68
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[ttt = [ (st v
(o
— (.0

Logo, substituindo em (3.75) obtemos que
(e, 8),0) + (A2, 6), v) — <</0 gt — 5)A%u(s)ds, e> ,v>
— (M (IVu(t)]3)Au, 0),v) + ((f(w),0) ,v) =0,
ou ainda,

t
<<utt + APy — / g(t — 8)A%u(s)ds — M(||Vu(t)||3)Au + f(u), 9> ,v> =0,
0
para todo v € V, e todo 0 € D(0,T). Portanto,
t
Uy + A%u — / g(t — s)A%u(s)ds — M(||Vu(t)||3)Au + f(u) =0 (3.76)
0
em D'(0,7;V)). Além disso, temos que
A?u, M([[Vu(t)[3)Au, g * A%, f(u) € L*(0,T; V),
Com efeito, de (3.27), da Desigualdade de Holder com =5 5 + -5 P +2 = 1 e da desigualdade
(a+b)? < 2(a®> +b%), Vab>0,

obtemos

@) = / F(u(t))2da
/Q (L4 [u()]"2)2 () P
202 / (L + u(t))u(t) Pdz

203101772 + [lu(t) 2 lu() 42
205 C (121772 + [lu(®) 15 2) [ Au(t)]13:

Da imersdo L**%(Q) < V), e da limitag@o (3.35), obtemos que f € L>(0,T;V,). Assim,

IN - IA

IA A

w = A%t g x N+ M([Vu(t)[})Au — f(u) € L2(0,T; Vo).
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De (3.76) concluimos que
Uy + A% — g A%u — M(||Vu(t)||2)Au + f(u) = 0 em L=(0,T;Vy), (3.77)

com
w € L>0,T;Vy), ug € L=(0,T5Vs), uy € L=(0,T; V).

Consequentemente, do Corolario 2.100, segue que
u e CH[0,T],Vo) NC([0,T], V2) N L¥(0,T; Vy). (3.78)

Dados Iniciais: Vamos mostrar que u(0) = uo em V; e que u(0) = u; em Vs. De fato, seja
6 € C'([0,T]) com #(0) = 1 e (T) = 0. De (3.56), e como v; := w;# € L*(0,T;V%), temos
que

<¢j7 u;n(t)) — <¢j7 Ut<t)>7
isto é,

/0 (uf(t), w;)0(t)dt =5 /0 (u™(t), w;)0(t)dt.

Usando integragdo por partes, obtemos

(w™(0), w;) — / (W™ (8), w))8'(£)dt " (u(0), w;) / (ult), ;)0 (£)d.

Analogamente, da convergéncia (3.56)3 e pelo fato de que ¥, := w;0' € L'(0,T;V})), segue

que
/0 (W (t), w8 (1) dt "5 / (u(t), w0 (1)t

Logo,
) = (@O~ [0 )+ [ 0.0 0 (00) )
Como (w;);en € base de Vs, temos que

(u™(0),v) mese (u(0),v), YoveV.

Assim, v (0) — u(0) em V,. Por outro lado, da convergéncia dos dados iniciais (3.12),, temos

que u™(0) — wuo em V. Pela unicidade do limite fraco, segue que u(0) = ug em V.
Mostremos agora que u;(0) = u; em V,. Com efeito, sejam j,m € N, j

fixado com j < mef € C*([0,7]) com §(0) = 1 e §(T) = 0 . Multiplicando (3.12); por § e
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integrando sobre [0, 7'], temos

/T(qu(t) w)e(t)dw/ (Au™(t), Aw; )0 dt—/ / (t = 8)(Au™(s), Aw,)0(t)dsdt
/'A4HVu () )(Au (1), w >m>dr+/° £ (1)), wy)0(t)dt = 0.

0

(3.79)
Integrando por partes o primeiro termo de (3.79), obtemos que

/O (W (1), w;)0(t)dt = —(u™(0), w;) — /0 (W (1), ;)6 () dt. (3.80)

Substituindo (3.80) na equagdo (3.79), tomando limite quando m — oo, usando (3.12)s,
(3.57)-(3.60) e notando que (w; ), en € base de V4, segue que

—/0 (u(8), v)Q’(t)dtJr/O (Au(t), Ao)0(#)dt — / / (t — 5)(Au(s), Av)0(t)dsdt
/ M(|Vu™(8)]13)(Au(t), v)6(t )dt+/ (f(u(t)),v)0(t)dt = (u1,v),

0

para todo v € V,. Integrando novamente por partes, obtemos que

/0 (ug(t),v)0' (t)dt = —(us(0),v) — /0 %(ut(t),v)H(t)dt, Voée V.

Disso e do Teorema de Green, concluimos que

/OT%(Ut(t),U)Q(t)dt+/O (Au(t t)dt — // (t — ) (A2u(s), v)0(t)dsdt

—Aﬂmwww@@w)wmﬁﬁ/ﬁ D8(E)d = (ur,0) = (u(0). ).

0

Logo, por (3.75), temos que (uy,v) = (u:(0),v), para todo v € V,. Como V, é denso em Vs,
segue da continuidade do produto interno que

(ug,v) = (ue(0),v), Vv €& V.

Portanto, u;(0) = u; em V.

Dependéncia Continua e Unicidade: Sejam 2" = (u,u;) e 22 = (v, v;) duas solugdes fortes do

problema (3.1) com dados iniciais 2} = (ug,u1) € 22 = (vo,v;) em Hy. Pondo w = u — v,

segue que a fungdio z = z' — 22 = (w, w;) é uma solugdo forte do seguinte problema:

wy + A%w — /0 g(t — s)A%w(s)ds
—M(||Vu®)|3)Au + M([[Vo@)[3)Av + f(u) = f(v) =0,

(3.81)
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com dados iniciais
2(0) = (w(0), w(0)) = 25 — 25.

Multiplicando a equagao (3.81) por w; e integrando sobre 2, obtemos
(wi(t), wi(t)) + (Aw(t), Awy(t)) — /0 9(t = 5)(Aw(s), Aw,(t))ds
= M([[Vu(®)[I3)(Au(t), w(t)) = M([Vo@)[3)(Av, we(t)) = (f (w(t) = f(v(t)), we(t))-

Somando e subtraindo o termo M (||Vu(t)]|3)(Av, w:(t)) e usando (3.17) com w no lugar de

u™, temos que

L Ghutonz+ 5 (1= [ o= 95} hawol + 508010 |
= MOV ) Aw () 0) ~ T ) - MOTuODI A0 ) - O3
ol mw>< )~ LaOIAwE - (Fult) ~ F0(0). (1),

Usando a mesma ideia de (3.70) com v no lugar de u™, obtemos
(M ([Vu(t)]3) = M(IVu@)[3)] < ClIVu@)ll; = Vo), (3.83)
com C' = C(||Augl|2, |[Avgll2) > 0. Note que

IIVu@®)ll; = IVo@ls] = [(Au(t), u(t)) — (Auv(t), v(t)
= |(Au(t), u(t)) = (Au(t), v(t)
= |(Au(t), w(t)) + (w(t), Av())]
lw(@®)ll2(|Au()]l2 + [[Av()]l2)
(

<
< Cllw(®)llz-

onde C' = C(||Augl|2, ||Avgll2) > 0. Substituindo em (3.83) e usando a imersdo Vy — V),
segue que
(M(IVu®)]3) = MIVe@)5)] < Claw@)]», (3.84)

com C' = C(||Auglls, ||Avgll2) > 0. Além disso, pela Desigualdade de Cauchy-Schwarz,

obtemos que
[(Av(t), wi(t))] < [|Av(t)[|2][w:(@)]l2 < Cllwn@)]2, (3.85)

com C' = C(||Avp|2) > 0. De (3.84) e (3.85), concluimos que
—[M([Vu)]3) = M([Vu(t)[3)](Av, w(t)) < C|Aw(t)||2]|we(t)]2, (3.86)

onde, C' = C(||Augl|a, ||Avo|]2) > 0. Por outro lado, como M € C([0, c0)), segue da Desi-
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gualdade de Cauchy-Schwarz que

M([Vu®)[3)(Aw(t), we(t)) < CllAw(t)|l2]|we )]z, (3.87)

com C' = C(||Augl|2) >

De (3. 26) e da Desigualdade de Holder generalizada com 5—— (p ot o +2 + 5 =1,
temos
|(f(u(®) = f(u(t), wi(t))]
< [ 1) = )i
<

/(1 +fut )l"/2 + ()72 [w(t)|lw(t)|dz

< (P2 ()12 + ) 125) [wE) |2 llwe ()2
< CllAw®)|a]wi ()],

onde C' = C(|, p, ||Augl|2, |[Avo||]2) > 0. Assim,
—(f(u(t)) = f(o@)), we(t)) < CllAw(t)|2]we(t)]2. (3.88)
com C' = C(|], p, || Aug||2, || Avgl|2) > 0. Sabendo que
(¢'0Au)(t) <0 < g(t)[[Au(t)]3, ¥ te(0,T],

entdo, por (3.82) e (3.86)-(3.88), segue que

{5 (1= [ o) 1awll + 3608000 ) < Claw@lalwdl,

onde C' = C(|92, p, ||Augl|2, ||Ave|l2) > 0. Integrando de 0 até ¢, t € [0,7], usando a Desi-
gualdade de Young e (3.29), obtemos

t
lwoe@I5 + U Aw@)]5 < [|Aw(0)]3 + [[we ()] +C/O (1Aw(s)5 + [wi(s)]3)ds
com C' = C (|, p, [|Augl|2, ||Avo|]2) > 0. Pelo Lema de Gronwall,
@5 + [[Aw(®)]l3 < C(1AwO)]5 + [wi(0)]3), (3.89)

ou ainda,
12" () = 22() |l < Cllzg — 25 M, YVt €[0,T), (3.90)

onde C' = C(|], p, || Auol|2, [[Avo||2, T") > 0. Isto mostra a dependéncia continua de solu¢des

fortes em H. Em particular, considerando 2! = (u,u;) e 2> = (v,v;) duas solugdes fortes do
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problema (3.1) com dados iniciais zj = 22 em H;, entdo por (3.90) e da imersdo H; — H

concluimos que
12" (t) = 2*(t)[l <0, ¥ te[0,T],

donde 2'(t) = 2?(t) em H, paratodo ¢ € [0, T] e, em particular, u = v, 0 que prova a unicidade

de solugdo forte. Isto completa a prova do Teorema 3.2. U

3.1.2 Solucao Fraca

Definicao 3.3. Uma solugao fraca do problema (3.1)-(3.4) é uma funcdo u na classe
w € L>(0,T;Vs), ug € L=(0,T;Vy), (3.91)
satisfazendo, para todo v € Vs, a equagdo

d t

%(ut, v) + (Au, Av) — /0 g(t — s)(Au(s), Av)ds (3.92)
—M([Vu(t)[3)(Au,v) + (f(u(t)),v) = 0 em D'(0,T)

e as condigoes iniciais (3.4).

Teorema 3.4. Suponhamos que as hipéteses (H.1)-(H.4) sejam satisfeitas.

(i) Se (ug,uy) € H, entdo o problema (3.1)-(3.4) possui uma tinica solucdo fraca.

(ii) Se z = (u,u;) e w = (v,v;) sdo duas solugdes fracas do problema (3.1)-(3.4) com dados
iniciais zo = (ug,u1), wy = (up, u1) € H, respectivamente, entdo existe uma constante
C = C(|9l, p, |20, l|woll2, T) > 0 tal que

12() = w®)|ls < Cllzo — wolln, Y €[0,T].
Demonstragdo. Sejam (ug, uy) € H. Como H; é denso em H, existe (uf, u}) € H; tal que
n—o0

(ug,uy) — (ug,ur) em H. (3.93)

Agora note que, para cada n € N, o Teorema 3.2 (ver (3.78)) nos garante que existe uma tnica

fun¢do v na classe
u" € C*([0,T],Vo) N C([0,T], Vy) N L*®(0,T; V). (3.94)

satisfazendo o problema

¢
ult 4+ APy — / g(t — s)A*u"(s)ds — M(||Vu™(t)||3)Au" + f(u™) = 0 em Qr, (3.95)
0
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as condicoes de fronteira (3.2) ou (3.3) e as condi¢des iniciais
u"(0) = ugy, uy(0) =ul em Q. (3.96)

Multiplicando (3.95) por w;, j € N, e integrando sobre €2, obtemos o seguinte problema apro-

ximado: .
(U (010 + (A (0), Suy) = [0 = ("), Ay o
—M([[Vur (#)]13)(Au” (), w;) + (f(u"(t)),w;) = 0.
Estimativa a Priori I: Pelo mesmo argumento usado para obter (3.34), temos que
AW ()3 + ur )2 < C, Yte[0,T], VneN, (3.98)

onde C = C(HAU()HQ, Hung) > 0.

Estimativa a Priori II: Sejam m,n € N e considere duas solugdes 2™ = (u™,u}") e

2" = (u™,uy) de (3.95) com dados iniciais correspondentes z{' = (uf’, u}") e z{ = (uf,u?)

em H;, respectivamente. Pondo w = u™ — u" e repetindo o mesmo procedimento para obter
(3.81)-(3.89), obtemos que

lwe(®)II2 + [[Aw@) [ < C([Aw(0)[13 + we(0)]2), ¥t € [0,T],
com C' = C (||, p, ||Aug||2, ||u1]l2, T) > 0. Ou ainda,

onde C = C(|Q], p, |Auo||2, ||u1]|2,T) > 0. Tomando o supremo sobre ¢ € [0,7] em (3.99),
temos
12" = 2"lleqomya < Cllg" — 25l (3.100)

Da convergéncia (3.93), temos que a sequéncia (zjJ) é de Cauchy em H. Entdo, por (3.100),
a sequéncia (2") é de Cauchy em C([0,T]; H) e portanto convergente em C'([0,7]; H). Logo,
existe z = (u,v) € C([0,7T]; H) tal que

22X 2 em C([0, T): H). (3.101)
Da unicidade do limite e da definicdo de derivada distribucional, obtemos que v = u;. Entao,

(u™, u) =3 (u,u) em C([0,T];H). (3.102)

Passagem ao Limite e Existéncia de Solu¢do Fraca: De (3.98), (3.102), do Teorema 2.20 e da
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Proposi¢do 2.101, existe uma subsequéncia de (u"), denotada ainda por (u™), tal que

u" > em L®(0,T; V),

u > u, em  L®(0,T; V), (3.103)
u" —u em C([0,T];Vs) .
)-

up — u, em C([0,T]; Vo

)

As convergéncias em (3.103) sdo suficientes para passar o limite no problema aproximado
(3.97). Com efeito, usando um processo andlogo ao das etapas (3.56);2-(3.74), entdo vale

que

/0 %( £(t), w;)0(t )dt+/0 (Au(t), Aw;)6( dt—/ / (t — s)(Au(s), Aw;)0(t)dsdt
- [ MO @), wpee + / (F(u(t)), w08yt — 0,

0
(3.104)

paratodo j € Ne # € D(0,T). Como (w;);en € uma base de Vs, entdo
/o Ccli(ut(t) v)6(t )dt+/0 (Au(t), Av)o(t dt—/ / (t — s)(Au(s), Av)d(t)dsdt
- [ v, e+ [ (st vse=o

0
(3.105)

paratodo v € Vy e 0 € D(0,T). Reescrevendo (3.105) obtemos que
d t
<E(ut(t),v),9> T {(Aut), Av), 6) </0 gt — s)(Au(s),Av)ds,0>
— (M([[Vu(®)[2)(Au(t), v),0) + ((f(u(t)),v),0) =0,
para todo v € Vs e todo 6 € D(0,T). Isto implica que, para todo v € V, a fungdo u na classe
we L>(0,T,Vs), wu € L>(0,T,V),

satisfaz a equagao

i(ut(t),v) + (Au(t), Av) — /0 g(t — s)(Au(s), Av)ds

dt
= M([Vu®)[5)(Au(t),v) + (f(u(t)),v) =0
em D’(0,7"), o que mostra a existéncia de solugdo fraca u na classe

u € C([0,T),V2) N C*[0,T], Vo).
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No que segue vamos localizar a segunda derivada u,;. Com efeito, como
Vo = Vi = Vo = V) = Vs,

podemos reescrever cada termo de (3.105) da seguinte forma:
T d T
/ —(we(t),v)0(t)dt = — / (ug(t),v)0' (t)dt
o dt 0

<— /OT ut(t)H'(t)dt,v>

<<uttv 9>’ U> )

/0 (Aut), Av)o(t)dt — /O (AZu(t), 0)0(t)dt

</OTM dtv>

= ((A%.0),0),

/OT/Otg(t—s)(Au(s),Av)@(t)dsdt - /OT </0 g(t t)ds v>dt
- ([ (Ag )9<f>dt>v>
([ ote- > )

/0M(IIVU(t)H%)(AU(t%v)9(t)dt = /0( (IVu(@®)l1)Au(t), v)o(t)dt

- <||Vu<t)||3>Au<t>e<t>dt,v>

0

= ((M(IVu(®)[3)Au,0),v),

/O(f(U(t)),v)Q(t)dt = /O(f(U(t))Q(t),v)dt
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Logo, substituindo as igualdades anteriores em (3.105) obtemos que

(e, 8, 0) + (A, 6), v) — <</0 ot — $)A2u(s)ds, 9> ,U>
— ((M(|[Vu(t)[|3)Au, 0),v) + ((f(u),0) ,v) =0,

ou ainda,
<<utt + APy — /Otg(t — 8)A%u(s)ds — M(||Vu(t)|3)Au + f(u), 9> ,U> =0,
para todo v € V, e todo 6 € D(0, 7). Portanto,
g+ A% — /Ot gt — s)A2u(s)ds — M(|[Vu(®)|2)Au + f(u) = 0 (3.106)
em D'(0,7;V}). Agora, note que
A?u, M(||[Vu(t)]|3)Au, g * A%u, f(u) € L=(0,T; V}).

De fato, seja ¢ € V,. Entdo, da defini¢cdo da extensdo do operador A? para o espaco Vs, segue
que
(A%u(t), o) = (Au(t), Ap) < [|Au(t)|2|A¢]l2 < Jull Lo ram 1 A¢]2-

Além disso, de (2.21) temos

(g% A%)(t),0) = ((9*Au)(t), Ap)
< g * Au)D) ]2l A2

< Julle=©rwn) | A¢l2:
Tomando o supremo sobre ¢ € Vs, com ||Aplls < 1, segue que

A2 u(t)[lvy < Nlullzoe o) < 00

1(g *+ A%u)(t) vy < lullz=orive) < o0,

para todo t € [0, T]. Ou seja, A%u, g * A%u € L>=(0,T;V5). Além disso,

M([|[Vu(t)|3)Au € L¥(0,T5Vy) — L>(0,T5V5),
f(u) € L=(0,T;Vy) < L>(0,T;V,),
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o que prova o desejado. Assim, por (3.106),
Uy = —A%u+ g A%u+ M(||Vu®)||3)Au — f(u) € L=(0,T; V).
Portanto,
uy + A% — g A%u — M(||[Vu®)||2)Au + f(u) =0 em L>=(0,T;V}), (3.107)

com
we L=0,T; V), ug € L=(0,T; Vo), uy € L=(0,T; V). (3.108)
Dados Iniciais: A demonstra¢ido dos dados iniciais € andloga ao Teorema 3.2.

Unicidade: Sejam u e v solugdes fracas de (3.1) e considere w = u — v. De (3.107) e (3.108),
temos que
w e L¥(0,T;Vs), wy € LX0,T;Vy), wye€ L>(0,T;V,) (3.109)

e que w satisfaz o problema

wy + APw — /0 g(t — 7)A*w(r)dr
= M([Vu(t)[l2)Au — M(|[Vo)[)Av — (f(u) = f(v)) em L(0,T3V3),

(3.110)

com condig¢des iniciais
w(0) = wy(0) = 0. (3.111)

Para mostrarmos a unicidade de solugdo fraca do problema (3.1), vamos usar o método de

Visik-Ladyzhenskaya[28]. Com efeito, para cada s € (0,T] considere a fungéo

—/ w(T)dr se 0<t<s,
t

Y(t) = (3.112)
0 se s<t<T.
Note que a derivada de ¢ no sentido das distribui¢des a valores vetoriais € dada por
w(t) se 0<t<s,
t) = 3.113
vilt) { 0 se s<t<T. ( )

Além disso, ¢ € L>°(0,T,V,). De fato,

[N GIPRS / [Aw(T)[l2dT < [lwllzoeqo.rvm) (s = 1) < TlwllLoe0,12) < +00,
t

paratodo t € [0, T, como queriamos. Como v, 1, € L>°(0,T,V,), pelo Coroldrio 2.100, temos
que ¢ € C([0,T],V,). Compondo (3.110) com ¢ na dualidade L*(0,T,V,) x L*(0,T,V3) e
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notando que ¢) = 0 em [s, T'|, obtemos

/OS (wee(t), (1)) dt + /0 (A%w(t), (1)) dt
:/OS </0 g(t—T)Azw(T)dT,@/)(t)>dt—/OS (f(u(t)) = fo(t), ¢ (t)) di (3.114)

s

+/0 (M([Vu@)lI2)Au(t) — M([[Vo@)l[2)Av(t), $(2)) dt.

Integrando por partes o primeiro termo de (3.114), temos que

/0 " (8), ()t = fwn(s),0(s)) — (i (0), (0)) — / (wi(t), ()

Usando (3.111), (3.112) e (3.113), entdo
/ (walt), (O))dt = — / (wi(t), w(t))dt
0 0

= 5 [ ek
= 2 (O ~ wl)3) = 5 lu(s) 3

Por outro lado, usando a extensdo do operador A no espaco V, (ver (2.9) e (2.15)), segue que

/OS<A2w(t)a¢(t))dt = /OS(Awt(t),Aw(t))dt

1 [*d
= — [ —||Ay(t)|3dt
5 | lavols

= 1A~ 1A00)13) = -2 1AvO)

([ ate-natumine) = (a2 ([ gt=numar) vio)
_ (A(/Otgt—T dT),Aw(t))

_ /Ogt—T A(t)) dr.

Substituindo em (3.114), obtemos que

1 1
sz + 512G 0) 5 = Iy + L + I, (3.115)



onde
I, = / g(t — 1) (Aw(r), AY(t)) drdt,
Ly = = [ QTR Sute) = Mo Do), v(0) i

I = / (1)) — Fu(t)), b(8))dt.

No que segue, vamos estimar os termos I , I € I;. Com efeito, derivando o termo

(g0AP)(8) = / gt — )| A(t) — Ag(r)|2dr,

temos que
4 gnav)n) = di(/ ot~ A (t) - (T)H%d7>
- /di (¢ = )26 - Ap(r)[R) dr
= (080 +2 [ glt =) (Ble), 20(e) — Av(r)dr
- oA+ ( [ o) S1aves
-2 [*glt = r)@ute) Mot

Por outro lado, fazendo r =t — 7, segue de (3.116) que

(gOA) () = / g (P | Ap(t) — Aap(t — 1) 2

Entao,

d

ZWBAY)() =

o ([ smave - ave-nizar)
- / 9(7) (A (t) — Ay (t — 7), Adp(t) — Ad(t — 7))dr
T g(t)| A(t) — AG(O)]2

-(/ tgmdf) HIAUENE 2 [ ot~ A0, Bu(r)ir

b d
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(3.116)

(3.117)

o) S DY) — At = )BT + () |Av(D) ~ AG(O)]
@

(3.118)

=2 [ )bt =), Ave)ir+ [ 5 laoav - )] dr

+ g AY(t) — Ap(0)]l2-
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Igualando (3.117) e (3.118) e cancelando os termos idénticos, obtemos

= (P (At — 7). Av(E))dr
; ) (3.119)
= - [ SN =l — gOIAV0) - S0O)B + (0800

Note que

% ([ armavte=nigar) = [ Latolawte - nlfar + sl avo)l

Ou seja,
td d t
- [ Soeate -l = g@lavo - 5 ([ anlave-nigar).
Logo, de (3.119),

2 [ gm0t - ). 00 = gO1ANOIE - (Og HAW—T)szT)
oO1AG(E) — AP + ((TAE)E).

Integrando de 0 até s, segue que

/ [ st = svnara = 3 ([ goar) javio

~5 [ olav(s =Dl =5 [ atoiave) - sv)lg + 5 [ @Oavod

J/

-~

<0

Fazendo » =t — 7 e lembrando que w = v, concluimos

1 S
<y ([ aoa) 120 (3.120)
0
Para estimarmos o termo [, escrevemos Iy = Ip;1 + Ip2 com
Iy = —/0 [M([Vu®)]3) = M([Vo(t)3] (Av(t), o (#))dt,
Tuz = = [ MOuOR) @, w0)

Usando a mesma ideia de (3.83), temos que existe uma constante C' = C'(||Aug||2, ||Avol]2) > 0
tal que
IM(IVu@®)]l3) = M(IVe®)15)] < ClHIVu@ll; = [Vo@)l3] (3.121)
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Além disso, usando o Teorema de Green e (3.109), temos

IIVu@l; = IV 3] =

I

— o~ o~ o~ —~
>
e
~

— — ~— ~— ~—
g

A A IA
2 F
E =
T
I
+
>
=

com C' = C(||Augl|2, |[Avgll2) > 0. Substituindo em (3.121), segue que
(M ([Vut)]I2) = MIVu)I)] < Cllw®)]z, (3.122)

onde C' = C(||Augl|z, || Avpl|2) > 0. Além disso, pelo Teorema de Green, pela Desigualdade
de Cauchy-Schwarz e pela imersdo V, < V), existe uma constante com C' = C'(||Avgll2) > 0

tal que

[(Av(t), v(0)] = |(v(t), A ()] < lv(@) 2l AY @) ]2 < CllADE)]]2 (3.123)

De (3.122) e (3.123), segue que

IWASO/HMMMMMMWt (3.124)
0

com C' = C(||Aug||2, ||Avp||2) > 0. Utilizando novamente o Teorema de Green e a Desigual-

dade de Cauchy-Schwarz, temos que

IWAS./M4WMMW@M><MW
< / [(w t))|dt (3.125)
< /HMMHmwwﬂu

0

N

onde C' = C(||Aug||2) > 0. Assim, por (3.124) e (3.125)

UMSC/WW@MMMMWL (3.126)
0

com C = C(HAU[)HQ, HAUOHQ) >0

Agora, usando a condi¢do (3.26), a Desigualdade de Holder generalizada com
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—2(pp+2) + % + ﬁ = 1 e aimersdo V, — L72(Q), obtemos

|(f(u(t)) = flu(®), v(@)] < /Qlf(U(t)) = fe@)|l(t)|dz
u4/9(1+ [u(®)7? + o)) lw(®)||v () |do

< pua(1QUPP0 1 u() 125 + @122 o @)l ()]
< Clw®)]2 A% ) ]o,

IN

onde C' = C(|9], p, || Augl|2, || Avgl]2) > 0. Entdo,

L <c / () )| A (0) [, (3.127)
0

com C' = C(|Q, p, ||Augl|2, [[Avo|l2) > 0. Logo, substituindo (3.120), (3.126) e (3.127) em
(3.115), existe uma constante C' = C'(|Q2|, p, || Aug||2, ||Avgll2) > 0 tal que

1 1

eI+ (1= [ o) 18w < [ o llav

Comol <1-— / g(t)dt <1, paratodo s € [0, 7], segue que
0

1
Slw(s)lz +

. 8GO < [ )l a0 (3.128)
0

1
2

t
para alguma constante C' = C(|Q|, p, ||Aug||2, ||Avo||2) > 0. Definindo ®(t) = / w(T)dr,
0

notamos que

w(t) = — /tsw(f)df _ /Otwde _ /Osw(f)dT — (1) — D(s), Viel0,s]

Em particular, 1/(0) = —®(s) e podemos reescrever (3.128) como

1 1 S S
)3 + 31320013 < € { [l lae@l+ [ w20t}
(3.129)
Seja e = (2Cs)Y/2 > 0. Segue da Desigualdade de Young que

S 1 S 1 S
| lw@laelu < 5 [ e s [Claemle 610
0 0 0
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S S 1
/0 (&)l AD(s) ot = / el (1) | A (s) e
1 [° 1 /1
< 5 [ Sl 5 [ 51800 B
2 Jo 2 )y €

5 1
= Cs [ eIt + 1515003

OS

2 1 2
oT [ uwto) 3t + gl ae()lE

De (3.129), (3.130) e (3.131) concluimos que

(3.131)

IN

1 1 s
w5 + Zl1A2(s)]15 < CT/O (lhe@®I3 + [A®®)[3)dt, ¥ s € (0,T],

onde Cr = C(|9|, p, ||Augl|2, || Avo||2, T') > 0. Pelo Lema de Gronwall, temos que
lw(s)[l3 + |A2(s)3 <0, Vs € (0,T].
Donde ||w(s)||3 = 0, para cada s € (0, T]. Do fato de que w(0) = 0, obtemos que
w(s)=0emV,, Vsel0,T].

Portanto, u = v em L>°(0,7';)),) e consequentemente, © = v em L>°(0,7’; ;). Isto conclui a

unicidade de solugio fraca e a prova do item (i) do Teorema 3.4.

Dependéncia Continua: Sejam z = (u,u;) e w = (v, v;) duas solugdes fracas do problema

(3.1) com dados iniciais zy = (ug, u1) € wy = (v, v1) em H, respectivamente. Por outro lado,

como H; é denso em #, existem sequéncias (z{) = ((ug,u})), (wg) = ((v§,v})) em H; tais

que
2 "% 2 em H, (3.132)
wi =% wy em H. (3.133)

Para cada n € N, sejam u" e v" as solucOes fortes do problema (3.1) associadas aos dados

iniciais zy € wy, respectivamente, satisfazendo (3.102), isto €,
(u™,u") =% (@, 1) em C(0,T;H),

("™, v}) e (0,7;) em C(0,T;H),

com u, v solugdes fracas do problema (3.1)-(3.4) com dados iniciais 2y, wy € H, respectiva-
mente. Oras, da unicidade de solugdo fraca, segue que & = u em C([0,7],H) e ¥ = v em
C([0,T],H). Definindo 2" = (u",u}) e w™ = (v", v}"), entdo

2" "% 2 em O([0, T, H), (3.134)
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w" "% w em C([0,T], H). (3.135)

Além disso, utilizando o mesmo argumento usado para obter (3.100) com w" no lugar de 2,
obtemos
12°(t) = w" ()l < Cllzg —wgll, ¥ e[0,T], (3.136)

onde C' = C(|9, p, |z0l3, [[wol|2, T") > 0. Por outro lado, temos que
26 — wgllae = ll20 — woll] < ll2g — 20 — wg +wolln < [lz5° — 2olln + llwg — woll.

Das convergéncias (3.132)-(3.133), concluimos que

126 — wg I — 120 — wollze] =3 0.

Ou seja,
125 — willae = 20 — wolla- (3.137)
Além disso,
12" () = w™ ()l = [[2(t) —w®)[lu] < [2"(1) = 2(t) —w" () + w(t)|n

IN

12°(1) = 2Dl + [w"™(#) — w(t) ||

< 2" = 2lleqomm + lw" — wllcqomm,

para todo ¢t € [0, T]. Assim, pelas convergéncias (3.134) e (3.135), segue que

127(8) = w0l =5 [12(8) — w(b)lle, ¥t € [0,7]. (3.138)
Aplicando o limite de quando n — oo em (3.136) e usando as convergéncias (3.137) e (3.138),
obtemos que
[2(¢) = w®)[ls < Cllz0 — wolla, V¢ €10,7],

com C' = C(|Q, p, |20, [[wo||2, T") > 0. Donde segue a dependéncia continua de solugdes

fracas em H. OJ

3.2 DECAIMENTO GERAL DE ENERGIA - CASO 1

Nesta secdo estudaremos o comportamento assintdtico de solucdes via mé-
todo de energia perturbada. Mais especificamente, apresentaremos um decaimento geral de
energia usando uma adaptacao das técnicas introduzidas por Messaoudi [22, 23] e mais recen-
temente por Guesmia e Messaoudi [14], os quais obtém decaimento de energia conforme a taxa
de decaimento do nuicleo de memoria g.

Dado (ug, u1) € Hq, seja u a solugdo forte do problema (3.1)-(3.4) dada pelo
Teorema 3.2. Multiplicando a equagao (3.1) por u;, integrando sobre {2 e usando um processo
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andlogo para obtermos (3.18), temos

CB(t) = -DW), 1>0, (3.139)

onde FE(t) = E(u(t),us(t)) é a energia associada a (3.1)-(3.4) dada por

B0 = Sl + 5 (1- [ oas ) 18uol3

. | ~ (3.140)
4360800 + STTuOIR) + [ Fu(t)da
) 1 1
D(t) = =5 (g DAu)(t) + S9(B) [ Au(®) 5. (3.141)
Lema 3.5. A energia E(t) dada em (3.140) satisfaz
1 , B 5 1
B(t) 2 5w (t)3 + S1Au@l + 5 (g0du)(®), ¥t =0, (3.142)

onde (3 é dado em (3.9).

Demonstragdo. Usando (3.29), temos

B() = I + 51Au0)f + 560800 + VO + [ Flute)de

Das hipéteses (H.2), (H.3) e (H.4), obtemos que

[ — ~
B = gl + 51 8ud]3+ 500500 + S3(Tu) + [ Fu)ds
Q
1 [ 1 [ [
> L3+ LA + Le0au @) - Lo Va3 - Laluo):
1 [ 1 [ [
> Slulf + SIauIE + SO0 - 5 1A - 552 u()
1 ! B | B 1
= Sl g 1= (2 2)] 1800l + 500800
1 1
= S+ SIAu(dl + S (s0Mu)),
como queriamos. 0

De (3.139) vé-se que E(t) é decrescente. Porém, para estudarmos o decai-

mento geral de energia, necessitamos de algumas hipdteses adicionais.

(H.5) Assumimos que existe uma fungdo ¢ : [0,00) — R satisfazendo

£(t) =0, ) <0, Vt=>0,

(3.143)
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gt) < =&(t)g(t), Vt>0. (3.144)

(H.6) Suponhamos que as funcdes M e M satisfazem a desigualdade

o~

M(s) < 2M(s)s +1Bs, Vs> 0. (3.145)

Observacao. A hipétese (H.5) nos diz que a funcdo g é decrescente e que g € solugcdo de uma

desigualdade diferencial linear. Além disso, (3.144) implica que
g(t) < g(0)e b€y >0, (3.146)

Isto nos fornece que a taxa de decaimento do nucleo g depende da fungdo . Exemplos concretos

serdo exibidos na Subsecdo 3.2.1.

No que segue, mostraremos que a energia associada ao problema (3.1)-(3.4)
decai na mesma taxa que a funcdo g, a menos de um fator positivo, para dados iniciais tomados

bolas de raio qualquer em #, . Mais precisamente temos o:

Teorema 3.6. Suponhamos que as hipoteses (H.1)-(H.6) sejam satisfeitas. Entdo, para todo

R > 0, existem constantes Kr,vr > 0 dependendo de R tais que a energia em (3.140) satisfaz
E(t) < Kpe mht@ds gy~ g (3.147)

para toda solucdo (forte ou fraca) com dados iniciais (ug,u1) € {z € H | ||z||lx < R} .

Demonstracdo. A prova serd feita em algumas etapas como segue.

Estimativa Auxiliar: Existe uma constante C' = C(|€2|, p) > 0 tal que

If(®)ll < C(L+ [BO))|Au(®)3 V= 0. (3.148)

. . .. 2 o .
Com efeito, de (3.27), da Desigualdade de Holder com T T ﬁ = 1 e da desigualdade

(a+b)* <2(a* +b*), Vab>0,

obtemos
LF () < u2CUQP*2 + [u(®) 52 [ Ault)]I3-
Além disso, de (3.142) e como E(t) < E(0) para todo ¢t > 0, obtemos

p/2
()24 = (lu()]2,5)""* < €72 (J|Au()|2)”* < (%) (E(0)]7?,
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de onde vem que

/2
ILf ()3 < 2u3C (IQI”/”+2 + (%) [E(O)]"/2> 1Au(®)[l3 < COA+HEO)?)]| Au(t)f3,

(3.149)
onde C' = C(|9], p) > 0.
Energia Perturbada: Agora, definamos os funcionais
Fo(t) = E(t)+e1Pi(t) + e2Pa(2), (3.150)
F(t) = &(t)Fo(t) + E(t), (3.151)
com
Di(t) = (w(t),u(t)), (3.152)
Do(t) = —(u(t), (gou)(t)), (3.153)

onde €1, €5 s30 constantes positivas a serem determinadas posteriormente e g ¢ u € definido em
(2.19). Afirmamos que:

1 3

SE®) < F(t) < SE(M), Vt=0, (3.154)

para €1,&5 > 0 suficientemente pequenos. De fato, pela Desigualdade de Cauchy-Schwarz e

pela Desigualdade de Young, temos que

0] < 1z (ol + 5180012)

Ha
1 /1 B
< —oz (el + S
Ho
1 /1 5 1
< —— | 2w @)]]2 + S| Au(t)]|2 + = (¢OAu) (L) ) .
< (30 + Sl + 560000
1 7
Pondo C' = — 7 > 0, concluimos pelo Lema 3.5 que
5#2/

04(0)] < € (Gl + JI8ulB + 5608000 ) < CEQ)

Usando novamente a Desigualdade de Cauchy-Schwarz, a Desigualdade de Young e também
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(2.23) obtemos

Do(8)] < Jue(®)]all(g 0 w)(D)]l2
< (@) lallgl g [(90w) ()] /2
1 /1 , 1
< 1 (gm0l + 500 0)
<

1 1 1
S (S + SIaolE + 560800 )
Segue do Lema 3.5 que
1 y B 5 1
02(0)] < € (301 + 180l + 5008000 ) < CEQ)

Entao,
[Fo(t) — E(t)] < e1|®1()] + e2|P2(t)] < (1 + €2)CE(?).

Assim,
(1= (e14+e2)C)E(t) < Fy(t) < (14 (g1 +e2)C)E(L).

Logo, para g1, < Mok concluimos que vale (3.154). Além disso, como £ € uma funcio ndo

crescente e nao negativa e de (3.154), temos que
3
E(t) < F(t) < (55(0) + 1) E(t), Vt>0. (3.155)

Derivada de ®: O funcional ®; definido em (3.152) satisfaz a desigualdade

d 3 1 1
Z®1(0) < Sl (03 + (5 + g) (9OAW)(t) — E(t) — %\Au(t)”%, V>0, (3.156)

Com efeito,

Ca(1) = (walt), ) + ()3 (3.157)

Como
uy(t) = —A2u(t)+/0 g(t—s)A%u(s)ds+M(||Vu(t)|3)Aut)— f(u(t)), ¥ t>0, (3.158)

segue de (3.157), (3.158) e do Teorema do Green que

d

t
Eq)l(t) =— (1 — / g(s)ds> NAu(®)||5 + |lu(#)]]5 + 11 + I, (3.159)
0
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onde

L = _((QOAU)(t)’AU(t))v
I = —M(||Vu(t)||§)||Vu(t)||§—/Qf(u(t))u(t)d:p.

Seja 1 um numero real positivo dado. Da Desigualdade de Young com € = 7 (ver Proposi¢ao
2.46) e de (2.23), segue que

|11]

IN

1(g o Au)(B)]2]| Au(t)]2
I(g o Au)(B)]13 + nllAu(t)]3

IN

1
4n
1

E(QDAU)(@ + nl|Au(t)|l3-

VAN

Agora, somando e subtraindo a energia F/(t) em I5, usando (3.7) e (3.145), obtemos

1

I = —E<t>+§||ut<t>||§+§(1— / g<s>ds) [ 8ud)3 + 5 (g0Au)(0)

~

%ﬁ(llw(tﬂli) = M([Vu@))IVu®)ll; + /Q[f(u(t)) = [(u(®))u(t)ldz

IN

2
TCAYI
v5 (24 2) jaun

~B(0)+ @l + 5 (1= [ aas) Iau + 50800

2
Substituindo as estimativas feitas para os termos [; e I em (3.159), segue que

Ca) < i+ (% " ﬁ) (90w (t) — E(1)

dt
wl=g (1 [otas) + 5 (24 2) paues
S+ (5 + 5 ) 60800 - B+ (1= 5 ) IauE

IN

Tomando 1 = g > ( concluimos que

Lao(t) < (o) + (% ; %) () 1) — E() - Launlf Vi,

como queriamos.

Derivada de ®,: Existem constantes C'z > 0, dependendo de R e C' > 0, tais que

AU} + CalgDdu)(1) — CLB(D), V1> 1o, (.160)

d g
7 02(t) < =llu (Bl +

908
24
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para qualquer ¢, > 0 fixado, onde

to
go == / g(s)ds > 0.
0

De fato, derivando ®, definido em (3.153) temos

0l0) = ~(ualt). (00 (0) + (0. (=o' 0 0)0) = [ atehas) puct

Usando a igualdade (3.158) e o Teorema de Green, obtemos

)=~ ([ a9as) b+ 35 G3.161)

onde,

Jo= (Ault), (g0 Au)(t),

5= o 33— ([ ats)ds) (Bu(t g0 2o,

Js = —M([Vu(®)[2)(Au(t), (g o u)(t),

Joo= (flu(d)), (gou)(t)),

Js = (w(t), (=g o u)(t)).
No que segue, vamos estimar os termos .J;, 7 = 1,...,5. Para todos os termos, vamos usar a

Desigualdade de Cauchy-Schwarz, a estimativa (2.23), que g € L'(R™) com ||g|| ;1 z+) < lea
Desigualdade de Young com ¢ > 0. Com efeito,

AL < 18 blig e du)n)l
< au®llallgly 2 [(GDAW D]
< OBl + g (gTAu)(0)

Além disso,

t

|| < ||(9<>AU)(t)||§+( g(S)dS) [Au(@)|l2[l(g & Au)@)]2
< gl (908w (1) + [ Au(®)llallgll s (DA (1) 2

< dlau0l+ (14 55) (D200

S—

Como ||(ug, u1)|l2 < R, existe uma constante My > 0 tal que

IM([Vu(t)|3)] < Mg, Y t>0.
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Assim,

[Js] < Mg[|Au®)]]2]|(g o w)(®)]2

< Malldu®) Ll o) ()]
< ol Au(t) + K (gDAu)).

Por (3.148) e tomando Ny > 0 tal que E(0) < Ng, segue que

I < @) llgo 00
2 1/2 1/2 1/2
< [ea+559)" 1au(® kol 2. o) o]
p/2
< slaum)z + SN D (o),

4,[112(5

d
Finalmente, de (3.139) e (3.141) temos (—¢'0Au)(t) < —Z%E(t), para todo ¢t > 0, e usando
uma estimativa analoga a (2.23) com —¢’ no lugar de g, temos

[ s| < ue(®)ll2ll (=g 0 u)(@)]]2
< ue(®)l2]] — g ||1L/12R+)[( g'0u) (t)]"?
0 ,
< Blu@l+ S gD
0) d
< 2 9(0) d :
Logo, substituindo as estimativas feitas para os termos J;, j = 1,...,5, em (3.161), obtemos
d ! 2 2 9(0) d
00 = (0= [ a5)ds) el + 4518003 + ConlgD20)) ~ 2000

onde

1
Cspi=1+ —
SRt o T i

Agora note que para qualquer ¢y > 0 temos

[M,% + O+ N§/2)] > 0.

t to
/ g(s)ds > / g(s)ds :==go >0, Vt=>t.
0 0

Tomando § = 9066 > 0, temos que § < E donde

d 9o 905 d

Z®o(t) < =Tllw ()| + S Au®)]; + Cr(¢DAu)(t) = CZE(®), V¥t 21,
com C = 290 + independente de R, como queriamos.

goBu2
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Derivada de Fj: O funcional F{y definido em (3.150), satisfaz

f(t)%Fo(t) < —e1£(H)E(t) — {51 @ - %) +aQCR] (¢OAu)(t), Vit>ty, (3.162)

para €1,e2 > 0 suficientemente pequenos. Com efeito, derivando o funcional F{, e usando as
estimativas em (3.156) e (3.160), temos

d d d d
—F(t) = —E(t — 4 (t —Oy(t
o o(t) o ()+51dt 1()+52dt 2(t)
d 3
< -l B0 - |2 — a3 | Nl - |0 - 52| Nauolg
1 1
+ |:€1 (5 + B) + 5QCR:| (gDAu)(t) — 61E<t).
Escolhemos €1, €2 > 0 suficientemente pequenos tais que
1 3 1
582 < %81 < g9 < % (3163)

Logo, de (3.163) concluimos que

d 1 1
Multiplicando ambos os lado da desigualdade por £(t), t > t,, e notando que da hipétese
(3.144), obtemos

£ (g0Au)(t) < (—g'DAu)(t), V1t =t
segue que

1 1

f(t)%Fo(t) < —e1&(t)E(t) — {51 (5 + B) + EQCR:| (¢OAu)(t), VYVt > to,

como queriamos.

Derivada de I': Para €, > 0 suficientemente pequeno e dependendo de I?, o funcional F' defi-

nido em (3.151) satifaz a seguinte desigualdade

%F(t) < —e£(W)E{), Y t> . (3.164)

De fato, derivando F', usando que £ é uma funcdo ndo crescente, usando (3.162) e notando que
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%E(t) < %(g’DAu)(t), para todo ¢ > 0, temos
d , d d
S F() = R+ &) Fo(t) + (1)
< @m0 + [ (3+5) 0] (D200,

para todo ¢t > t,. Tomando €1, 5 > 0 satisfazendo (3.163) e também

3 B 1
€o < min< = , , 3.165
2 mm{Z(Z—l—ﬁ)go 4(JR} (169
obtemos y
. 1
o que prova o desejado, onde notamos que €1 ~ o
R

Conclusdo: Considere €1, > 0 satisfazendo as condi¢des (3.163) e (3.165). Entdo, por
(3.155) e (3.164), obtemos

d
%F(t)(t) < —eif()E(t) < —e1&l(t)F (1), Vt=>to, (3.166)
2 . e160 [T &(s)ds
com &g := m > (. Multiplicando (3.166) por ¢°**° Jig €=)s segue que

d t s)as £ ¢ s)as
EF(t)eqﬁo i 6(5)d + 51fof(t)F(t)e 180 [, £(s)d <0.

De onde vem que
t
F(t) < Fltg)e =N ®® vy >4

Usando novamente (3.155) e sabendo que a energia F € decrescente, temos

E(t) < F(t) < F(to)e—ﬂio ftto &(s)ds < E(to)€—€150 ftto &(s)ds < E(O)€—€1EO ftto €(S)d3.

1 1
- o o

Logo,
E(t) < Kype 7 lo@ds gy > (3.167)

onde Vg := €& ~ c_lR >0e Ky p:= %673 Jo®&s)ds < 0. Por outro lado,
1<er [0 €(s)ds — (e’YR JJo S(S)ds) e R Je(s)ds < e’YRéoto’ Vite [O, to]-
Assim, pondo ( = €% Jo° €(s)ds 0, temos que

E(t) < E(0) < CE(0)e o €00 < j¢) pemmm o &6)ds g ¢ € [0, 4], (3.168)
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onde K5 r := (Ng > 0. Portanto, tomando K = max{K; g, Ko g} > 0, segue de (3.167) e
(3.168) que
E(t) < Kge mh&®ds gy >0

o que completa a prova do Teorema 3.6 para solucdes fortes. A mesma conclusdo também ¢é
valida se (ug,u;) € H. De fato, seja z = (u,u;) uma solucdo fraca do problema (3.1)-(3.4)
correspondente aos dados iniciais zg = (ug,u1) € Br(0) em H, onde R > 0 é um niimero
arbitrario. Como H; € denso em H, existe uma sequéncia zJ = (uf,u}) € H; tal que

n—oo

2y — 2o em H. (3.169)

Para cadan € N, seja 2" = (u", u}') a Gnica solugdo forte do problema (3.95)-(3.96) e E"(t) o

funcional de energia associado ao problema (3.95)-(3.96) definido por

B0 = sl @l + 5 (1- [ g(s)ds) ()
#3608 0 + v O + [ Flure

2
De (3.169), (z{) é limitada. Entdo, existe uma constante C'r > 0, que dependendo de R, tal que
E™"(t) < E"(0)<Cg, VneN, Vt>0. (3.170)
Assim, pelo Teorema 3.6, existem constantes K, vz > 0 tais que

E™(t) < Kpe mh&eds > 3.171)

Afirmamos que E"(t) Y E(t), para todo t > 0, onde E é dada por (3.140). Com efeito,

usando um processo andlogo para obtermos a convergéncia (3.101), temos que
2" "X 2 em C([0, T, H). (3.172)

Além disso, de (3.170), segue que

(OA)(E) - (0AW) (D] < Cr ( / g(t—s)ds) 1A (£) — Au(t)]lads
Cr / g(t - 5)[| Au"(s) — Au(s)]ads

< 2C0g||u" — ulle o)

com Cr > 0 dependendo de R. Mais ainda, como M € C(R) e pela imersdao V, — V),
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obtemos

M (||Vu™(#)]12) — M(||Vu(t)])3)]

IN

IV (®)]3
[ s
I

Vu(t)3
CrllVu" )]z = Vu®)|3]

Cr([[Vu"(t)ll2 = [Vu(t)]l2)
Crl[Vu"(t) = Vu(t)]|

IN AN IA

IN

Crllu™ = ullcqo,11,vs)

onde C'r > 0 depende de R. Agora, sejam s1, s, € R. Como fAE C*(R), segue do Teorema do
Valor Médio que existe 6 € (0, 1) tal que

~ -~

[f(s1) = f(s2)| < [f(0s1+ (1= 0)s2)][s1 — 5. (3.173)
Por outro lado, de (3.27) temos
|£(0s1 + (1 = 0)s2)| < pua(1 + 051 + (1 — 0)s9|/%)|0s1 + (1 — 0)sa]. (3.174)
Como 0 < 0 < 1, segue de (3.174) que
[f(Os1+ (1= 0)s2)] < pis (1 + [52]”2 + [52]”) |51 + 52, (3.175)
com [ = u42’)/2 > 0. Entdo, de (3.173) e (3.175), obtemos

Fls1) = Flsa)l < ps(1+ |12 + [sa2)]s1 + sallsn — sals V51,50 € R (3.176)

Assim, por (3.176), pela Desigualdade de Holder generalizada com 2—@%2) + p_}rz + % =1l,e
pelas imersdes

Lp+2 — Vo — Vo,

temos

| Fer®yae - [ Futeas
sAﬁ@% A

t)) = f(u(t))|dz

su5£u+wwmﬁkwme%W%w+wmwww—u@wx
< s ([QP2EHD 1 [l ()[12% + u@) | 25) [u™ () + w(t)]|peel|u(2) — ()]s

< Crllu™ = ullco,1)
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onde Cr > 0 depende de p, |€2| e de R. Logo, usando a convergéncia (3.172), obtemos

n—oo

|E"(t) — Et)| < Cr(llw — wlloqor v + 0" —ulleqoryy) — 0, V>0,

o que prova a afirmacdo. Portanto, tomando o limite de quando n — oo em (3.171), concluimos
que
B(t) < Kpe mht@ds gy >0

o que completa a prova do Teorema 3.6 para solucdes fracas. [

3.2.1 Exemplos de Taxas de Decaimento

Nesta secdo vamos exibir exemplos de fungdes & que satisfazem a hipdtese
(H.5) e veremos as taxas de decaimento obtidas pela relagdo (3.147). Antes, vejamos uma

observacao.

Observacdo. Dada ¢ : [0, 00) — [0, 00) tal que

0<cei= / e Jo€@ds gt o, (3.177)
0

existe uma funcgdo g satisfazendo a hipétese (H.1) e a desigualdade (3.144). De fato, a solug¢ao

do problema de valor inicial

gt)+&(t)g(t) =0,  g(0) = 30

satisfaz o desejado (para ver que ¢ € L'(R™T), basta integrar a igualdade em (3.146) sobre
[0, 00) e usar (3.177)).

Exemplo 3.2.1. Seja
€)=k In(e+1), >0, a>0.

Temos que § > 0, & = 0ece = [k In(a + 1)]7'. Aplicando a relagdo (3.147), obtemos
E(t) < Kg(a+1)78" v ¢ >0.

Em particular, para a = e — 1 > 0 temos o decaimento exponencial.

Exemplo 3.2.2. Considere
k
t) = ——
€0 =7

Note que £ > 0, & < 0ece = (k— 1), Assim, de (3.147) vem que

k> 1.

Kg
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Exemplo 3.2.3. Seja
k+ In(t + 2)

k> 1.
(t+2)In(t+2)’ ”

§(t) =

Observe que £ > 0e ¢’ < 0. Além disso, ¢g = %}12) > (. Logo, de (3.147) segue que

Kp
EO < topemar oy " 120

3.3 DECAIMENTO GERAL DE ENERGIA - CASO 2

Nesta secdo apresentaremos outro tipo de decaimento geral uniforme para o
funcional de energia E/(t) definido em (3.140), a saber, que o decaimento de E/(t) é estabelecido
por meio da solu¢do de uma E.D.O. néo linear. Os argumentos usados ao longo desta secio sao
uma adaptacao das técnicas encontradas em Lasiecka et al. [17, 19]. Para tanto, vamos impor a

seguinte hipdtese sobre o nicleo de memoria g ao invés de (H.S).

(H.7) Suponhamos que exista uma fungdo crescente e convexa H € C'([0, 00)) com H(0) = 0
tal que
g(t) < —H(g(t), ¥t>0, (3.178)

e que existe o € (0,1) tal que
/ gl (s)ds < . (3.179)
0

Observacao. (i) Considere uma funcdo H satisfazendo a hipétese (H.7). Note que H possui
inversa H~! € C'([0, c0)) crescente. Assim, de (3.178)

g(t) <H(=d'(t)), Yt>0. (3.180)
(ii) Seja H satisfazendo a hipdtese (H.7) e considere uma constante 3, > 1. A funcdo
F(s) := C1H(Cys™) (3.181)

também € crescente, convexa com F' € C*([0,00)) e F'(0) = 0, para quaisquer constantes
Cy > 0e Cy > 0. Com efeito, como H(0) = 0, segue que F'(0) = 0. Além disso, sabendo
que a fungio h(s) := Cys™ € crescente, convexa e de classe C! em [0, 00) e notando que
F = CiH o h, entio:

e Para s1, 59 > 0 com s; < s9, vem que
h(Sl) < h(Sg) = H(h(Sl)) < H<h<82>> = F(Sl) < F(SQ).

Ou seja, F' € crescente;
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e Parat € [0,1] e 51,82 > 0, temos
h(té’l + (1 — t)Sg) S th(sl) + (1 — t)h(SQ)
Assim, como H é crescente, obtemos

H(h(ts; + (1 —t)s2)) < H(th(s1) + (1 —t)h(s2)) < tH(h(s1)) + (1 — t)H(h(s2)).
(3.182)
Multiplicando (3.182) por (', segue que

F(ts: + (1 — t)s2) < CLtH(A(s1)) + (1 — ) H (h(s2))] = tF(s1) + (1 — £)F(s2).

Logo, F' € convexa;

o I € C'([0,0)), pois F é uma composi¢do de fungdes de classe C'! em [0, c0), como

queriamos.

A condi¢do (3.178) da hipétese (H.7) nos diz que a funcdo g satisfaz uma
desigualdade diferencial ndo linear. Quando H(s) = C's, C' > 0, verifica-se facilmente que
o decaimento da funcdo g € do tipo exponencial. Em geral, se H é uma fun¢do arbitraria
satisfazendo a hipétese (H.7), ndo podemos concluir algo especifico sobre a taxa ou o tipo de
decaimento da funcdo g. No entanto, podemos determinar o decaimento uniforme do funcional

de energia F(t) associado ao problema (3.1)-(3.4), como veremos no préximo resultado.

Teorema 3.7. Suponhamos que as hipoteses (H.1)-(H.4), (H.6) e (H.7) sejam satisfeitas e con-
sideramos (ug,u1) € {z € H | ||z|ln < R}, para qualquer R > 0. Entdo, o funcional de
energia E(t) definido em (3.140) decai uniformemente para zero. Mais especificamente, para

algum T} > 0,
t

1

onde S(t) é solucdo da equagdo diferencial

L5y +als) =0, 50) = E0)

com
q(s) =s— (Id+ ﬁ;ol)_l(s), H,,(s) = [erH (c28)]™ + e3s, tlim S(t) =0,

para algumas constantes positivas cy, co, cs sendo c1, cs dependentes de R.

Demonstragcdo. A demonstracdo € feita em algumas etapas como segue.



101

Identidade Inicial: Integrando a igualdade (3.139) sobre (nT, (n+ 1)T),n € N, T > 0, temos

(n+1)T
E(nT) = E((n+1)T) + / D(t)dt. (3.184)
nT
Estimativa I: Multiplicando a equacao (3.1) por u(t), integrando sobre Q2 x (nT,(n + 1)T) e

usando o Teorema de Green duas vezes segue que

A<n+l>T(utt(t),u(t))dt+ /<n+1>T (1 _ /O t g(s)d8> | Au(t)|3dt

T nT
(n+1)T

(n+1)T
=/ ((goAu)(t),Au(t))dt—/ M(||Vu@®)|2)|Vu(®)|2dt  (3.185)

T T
- [ ). e

T

Integrando por partes o primeiro termo de (3.185), obtemos

(n+1)T (n+1)T (n+1)T
/ (uee(t), u(t))dt = (ue(t), u(t)) —/ s () || 3. (3.186)
nT nT nT
(n+1)T
Assim, substituindo (3.186) em (3.185) e somando / E(t)dt em ambos os lados da igual-
nT

dade resultante, chegamos a

1 [T ¢ , 3 [T , (n+1)T
5/ (1 -/ g(s)ds) Buttae 5 [ ol [ B
nT 0 nT nT

4 1 (n+1)T
“Y K+t / (02w (t)dt,
i=1 2 Jur
(3.187)
onde
(n+1)T
Ky = —(u(t), u(t))
nT
(n+1)T
Ky — _/ (g0 Au)(E), Au(t)) dt
nT
(n+1)T , , 1 [T )
Kooi= = [ MA@V + 5 [ MVl
(n+1)T ()T
Kio= = [ G [ [ Fuoyed
nT nT Q
Agora, vamos estimar os termos K;, ¢ = 1, ..., 4. De fato, seja k € N. Pelo Lema 3.5, temos

1
B(KT) > S (kD)3 + 2| Au(kT) 3
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Assim, pela Desigualdade de Cauchy-Schwarz e pela Desigualdade de Young,

1
() TN < Tl ST
2
1 /1 3
S (ST = Slaue)
1

IN

IA

E(KT).

Entao,

(Kl < [(u(n +1)T), u((n+ DT))| + |(ue(nT), u(nT))]

1
< W[E((n +1)T) + E(nT)).

Além disso, usando a Desigualdade de Cauchy-Schwarz, a Desigualdade de Young com £ > 0

e a estimativa (2.23), obtemos

(n+1)T
[K| < / [Au(t)l2]l(g o Au)(t)]|2dt

T

(n+1)T , 1 [T )
< s [ launler [ o aular
nT € Jnr

(n+1)T 1 [T
< 6/ ||Au(t)||§dt+4—/ (g0Aw)(t)dt.
nT € JnrT

Por outro lado, usando (3.145) e (3.7) respectivamente, obtemos
l (n+1)T
Kot g (24 2) [T jau e
2\ p2) Jor

Substituindo as estimativas feitas para os termos /(;, = = 1,...,4 e usando (3.29), deduzimos

que

l(n—‘,—l)T ) 3 (n+1)T ) (n+1)T
5[ s [ el [ B

T T nT
l

(n+1)T
<CIB((n+1)T) + E(nT)] + 5 <%+%) /T+ 1Au(t)|2dt (3.188)

1 1 (n+1)T (n+1)T
+ (_ + 5) / (gOAw)(t)dt + 8/ [ Au(t)[[3dt.

T nT
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Usando (3.9) em (3.188), entao

ﬁ (n+1)T ) 3 (n+1)T ) (n+1)T
(5-2) [ nauomga -3 [ e [T s
r nT T (3.189)

< ClE((n+1)T) + E(nT)] + (i + %) / N C=RNOIOLE

Tomando € = g > 0 em (3.189), concluimos que

B (n+1)T ) 3 (n+1)T ) (n+1)T
L[ s =5 [ ol [ B

2
T (3.190)
< C[E((n+1)T) + E(nT)] + (% + %) /T (g0AwW)(t)dt.

Estimativa II: Multiplicando a equagdo (3.1) por (gou)(t), integrando sobre 2 x (nT, (n+1)T)
e usando o Teorema de Green, obtemos

(n+1)T (n+1)T
(uat(t), (g o u)(t))dt + . (Au(t), (g o Au)(t))dt
"y (AT
+/n (g o Au)(t)||5dt — / (/0 g(s)ds? J(FIA);L(IS), (goAu)(t))dt (3.191)

T T
= [ MUVUOIR) e gen@)d— [ (fu®) (o w()dr

T nT

Integragdo por partes o primeiro termo de (3.191), temos

(n+1)T (n+1)T
- / (ur(t), (¢ o u)(t)) dt

nT T

_ /n:H)T ( /0 tg(s)ds) (0|24t

Assim, substituindo (3.192) em (3.191) obtemos

(n+1)T t 7
L7 ([ o) tutoiga =3 . (3,193
n 0 i=1

(n+1)T
/ (uae(t). (g0 W)(O)dE = (ue(t), (g 0u)(£))

T

(3.192)

T
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com
(n+1)T
Ly = (w(t),(gou)(t)) )
nT
(n+1)T
L= [ o). (g ou®)d
nT
(n+1)T
L= [ (Bult)(go Ay,
nT
(n+1)T )
Lo= [ lgoduyo)B
nT
(n+1)T t
o= = [ (] ateits) @ut o du)
nT 0
(n+1)T )
Ly — _/T M(|[Vu(®)|2) (Au(t), (g o u) (1)) dt,
(n+1)T
L= [ () gen o)
nT
Agora, vamos estimar os termos L;, = = 1,...,7. Em todas as estimativas usaremos a Desi-

gualdade de Cauchy-Schwarz, a Desigualdade de Young e (2.23). Com efeito, seja £k € N. Do

Lema 3.5, temos

| (w(kT), (gou)(kT))| < ukT)|all(g o u)(kT)]»
< e (KT) |2l g1l 57 o [(9Tu) (RT)] 2
< #Hutum||2[<gmu><m]“2
< /%/ (31uDIE + 5a0806T))
< %E(kT).
Ho

Logo,

| L]

IN

| (we((n+ 1)T), (gou)((n+ 1)T)) |+ | (ue(nT), (g o u)(nT))|
< ClE((n+ 1)T + E(nT)).

Seja § > 0 dado. Usando (2.23) com —g¢’ no lugar de g e notando que (—¢'0Aw)(t) < 2D(t)



para todo ¢ > 0, obtemos

(n+1)T
|Lao| < /T [Jwe()]]2][(—g" o w)(t)[|2dt

(n+1) 1/2 / 1/2

< . [ue@) 2]l = 9'll 5y [(—9' D) ($)]/~dt
(n+1)T (O) (n+1)T )

<o [ e S [ —goanma
nT

(n+1)T (O) (n+1)T
< 5/ (e + 52 / D(t)dt.

Note que

(n+1)T
Ly < / 1Aw(O)l]s )l (g 0 Au)(t) |2t

T

(n+1)T 1 [o+DT

< 5[ Il g5 [ oo A
nT
(n+1)T 1 (n+1)T

< 5/T | Au(t )H2dt—|—46 (gO0Aw)(t)dt.

Além disso,
(n+1)T ) (n+1)T
L] = / (g o Au)(6)]2dt < / (g0Aw) (1)dt.

T nT

Mais ainda,

(n+1)T
Ly < / AU o]l (g © Aw) (£) |t

(n+1) 1 (n+1)T

< 5[ Il g5 [ oo A
nT
(n+1) 1 (n+1)T

< 5/T It Bt + 35 | (gDAw) )yt

Seja My > 0 tal que |[M(||Vu(t)||3)] < Mg, para todo ¢ > 0. Entdo,

(n+1)T
Lol < Mg / lAu(t)]lsll (g o) (1) ladt
nT

(n+1)T 12 s
< My / )l e (gD ()] 2

(n+1)T M2 (n+1)T
< 5/ || Au ()||2dt+ / (gOAw)(t)dt.

T 4420

105
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Por (3.148) e tomando Ny > 0 tal que E(0) < Ng, segue que

(n+1)T
L] < /T Lf (u(@)2ll(g © u)(B)]]2dt
" (n+1)T

< [oa+ng)” / | Au(®) lallg g [(90u) (D] /2dt

T
C(l—i—N}pz/?) /(n+1)T
4#26 n

IN

(n+1)T
5 / | Au(t)||2dt + (g0 Aw) (1) dt.
nT

T

Substituindo as estimativas feitas para os termos L;, ¢ = 1,...,7, em (3.193) concluimos que

(n+1)T ¢ (n+1)T
/ K / g<s>ds) - 6] ot e — 45 [ o)
nT 0 e (3.194)

(n+ (n+1)T
< CIE((n+ 1)T + E(nT)] + Cs.n / (g0Aw)(t)dt + Cs / D(t)dt,

nT

com 1
Cspi=14+ —
LR + 20 + 4#26

Agora note que para qualquer 7 > 0 temos

[M}% +Oo(+ N§/2)] >0, C5=T

t To
/ g(s)ds > / g(s)ds =gy >0, Vt>T
0 0

Fixando 7 > 0, tomemos § = i—%ﬂ > 0 e T > 0 suficientemente grande tal que 7" > Tj,.

Assim, 0 < % e por (3.194), obtemos

H||2dt — ==
2 /. e (2) ]I 1o

< C[E((n+1)T + E(nT)] + CR/

nT

| Au(t)||5dt
T - (3.195)
(gOAw)(t)dt + C’/ D(t)dt,

nT

@ (n+1)T 590 /(n+1)T

onde C' > 0 e Cg > 0 sdo constantes independentes de n e de 7.

3

Desigualdade de Observabilidade: Multiplicando (3.195) por — > 0 e somando com a desi-
Jo

gualdade (3.190), obtemos

(n+1)T (n+1)T
/ E(t)dt < C[E((n+ 1)T) + E(nT)] + Cx / (gTIAw) (8 dt
r o nr (3.196)
c / D(t)dt.
nT

para todo T" > Ty, com C' > 0 e C' > 0 independentes de n e de 7. Combinando (3.184) e
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(3.196), vem que

(n+1)T (n+1)T

(gO0Aw)(t)dt + C / D(t)dt, (3.197)

nT

(n+1)T
/ E(t)dt < CE((n+1)T) + Cp /

T nT

para todo 1" > T, onde C' > 0 e C'r > 0 sdo independentes de n e de 7'. Finalmente, como £

¢ decrescente, temos

(n+1)T (n+1)T
E((n+1)T)dt < / E(t)dt

nT

TE((n+1)T) = /

nT
e portanto de (3.197) obtemos

(T — CYE((n+1)T) < Chp / e

nT

(n+1)T
(gTAu))dt + C / D)dt, VT >T,
nT

Logo, tomando Ty >2CeT, > max{fo, To}, entdo

(n+1)T (n+1)T

(gOAw)(t)dt + C’/ D(t)dt, VneN, VT>T1,

E((n+1)T) < CR/ ,
! (3.198)

nT

onde C' > 0 e Cg > 0 independem de n.

Estimativa para frf;H)T(gDAu)(t)dt: Agora, de posse das hipéteses (3.178) e (3.179), vamos

mostrar que existe uma fungdo crescente H,, € C'*([0, 00)) com H,, (0) = 0 tal que

(n+1)T R (n+1)T
/ (gOAu)(t)dt < H! / D(t)dt | .

T T

De fato, de (3.180) temos
g(t) <H (=g'(t), Vt>0.

Além disso, por (3.179) obtemos

/0 9170 (5) | Au(t) — Au(t — s)||2ds

< CR/ gl (s)ds < 00, VY t>0.
0
Com isso definimos

t
Coo(t) = / g0 ()| Au(t) — Ault — s)[ds, ¢ >0,

Clog = %Eg Cop(t), Cagy :=supCy,(t).

t>0

1
Sem perda de generalidade podemos assumir que C,, > 0. Como — > 1, segue da Ob-
Qo
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servacdo 3.3 item (ii) que a fungio F, (s) := H(s'/?0) é convexa e crescente. Assim, pela
Desigualdade de Jensen (ver Proposicdo 2.44) com
G=-F,, hi=—g, hys)=g""(s)[Au(t) — Au(t - s)|3,

aqp ?

temos
(gOAu)(t) = [ gt —s)[|Au(t) — Au(s)|3ds
g(s)1Au(t) — Au(t — s)|3ds

g% (8)g" " (s)||Au(t) — Au(t — s)||5ds

IN

[H (=g ()]0 g"*(s) [ Au(t) — Au(t — 5)|3ds

A
Q

wlt) [ 17 (s [ ong = au - aue - o))

Da Observacdo 3.3 item (i), a fungdo H ! é crescente. Entdo,

GOAE) < Cot) {H( et /Ot(—gl(s))glaO(S)HAu(t)—Au(t—s)H%dS)]%

o (9700 [ §
< Can |17 (L2 [ eldute) - duls = o)as)|
L 1L,ag 0
r 1—ag @Q
= Can |17 (L D00 )]
L Lag
o (2670 ) ]
= ay |H M ZZ—=——=D(t .
02, 0 I < C«l’ao ( )
Pondo o )
1,0 Ty
01:W>0, CQZCQ,Q,(?>O,

definimos a fungio H,, : [0,00) — [0, 00) por H,,(s) = C1H(Cys'/®). Note que H,, é da
forma (3.181). Assim, da Observagdo 3.3, item (ii), a fun¢do H,, € crescente, convexa e de

classe C'' em [0, 00) com H,,(0) = 0. Do item (i) da Observagio 3.3, vem que, H,, possui
1 1 @0
-1 -1
H, (s) = o {H (as)} .

(¢0Aw)(t) < HIN(D(t), Y t>0. (3.199)

inversa crescente

Consequentemente,
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Integrando (3.199) sobre (nT', (n 4+ 1)T'), temos

(n+1)T (n+1)T
/ (gOAw)(t)dt < / H_ N(D(t))dt. (3.200)

T nT

Como H,, é convexa e crescente, entdo, usando novamente a Desigualdade de Jensen, agora

com
G=-H)', h=D, h=1,
obtemos
(n+1)T 1 (n+1)T
/ H '(D(t))dt <TH.! (- / D(t)dt) : (3.201)
nT T nT
Logo, de (3.200) e (3.201), segue que
(n+1)T 1 DT
/ (9OAu)(t)dt < TH,' 7 / D(t)dt | . (3.202)
nT nT

Definindo ﬁ[ao : [0, 00) — [0, 00) por
73 1
Hoy(s) = TH,, (Ts> — TCyH (CyT V0 st) |

temos que ﬁao ¢ da forma (3.181) e, consequentemente, da Observacao 3.3, ﬁao é crescente,

convexa e de classe C* em [0, o0) com H,,(0) = 0 e possui inversa crescente

71 _ -1 l _ T -1(_* o
Hl(s)=TH, (Ts) = Co H = &’ : (3.203)

Portanto, de (3.202) e (3.203), vem que

(n+1)T N (n+1)T
/ (gOAu)(t)dt < H! / D(t)dt |, (3.204)

T T

como queriamos.

Conclusdo: De (3.198) e (3.204), temos que

T

. (n+1)T
< Cgr(H.'+Id) (/ D(t)dt) :

T

~ (n+1)T (n+1)T
E(n+1)T) < CgrH,' (/ D(t)dt) + C/ D(t)dt
" " (3.205)

para todo 7' > T} com C > 0 independente de n. Considere a fungio H,, : [0,00) — [0, 00)
dada por

Hoo(s) = Cr(Hy! + 1d)(s) = [erH H(c28)]™ + e35,
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onde

CRrT) ™ 1
%>0, 02:ﬁ>0, cg3 = Cgr > 0.
2 1

C1 =

Note que H,,, € crescente e positiva, pois a soma de duas funcdes crescentes e positivas € ainda

uma fungdo crescente e positiva. Pela Observagdo 3.3, item (i), a funcao

A= (s) = (B + Id)~! (is)
0 0 CR

é crescente. Mais ainda , H a_ol ¢ positiva e de (3.205), temos

B (n+1)T
E((n+ 1)T) < A, ( / D(t)dt) VTS T (3.206)
nT
Logo, de (3.184) e (3.206) vem que
E((n+1)T)+ HME((n+1)T)) < E(nT), VT >T. (3.207)

Agora, vamos mostrar que H o (0) = 0. De fato, suponhamos que H o (0) > 0. Como H,, é
crescente, temos 0 > H,, (0), 0 que contraria o fato de H.,, ser positiva. Assim, fixando T > T}
e pondo

sn=E(@T),  S(0)=E0), p=H,

obtemos do Lema 2.114 que
E(nT)<S(n), n=0,1,2...,
onde S(t) é solu¢ao da equagio diferencial

d

90 +a(5(1) =0, 5(0) = E(0),

onde ¢(s) = s — (Id + H;!)7'(s). Além disso, Jim S(t) = 0. Paratodo t > T > T, existem
—00

ng € Ne0 < r < Tj tais que t = ng1; + r. Portanto, como S € decrescente (ver [18]),

concluimos que

E(t) = E(noTy + 1) < E(neTh) < S(ng) = S (t;lr) <S <— - 1) . Yit>T,

e a prova do Teorema 3.7 esta completa. U

Observacao. As funcdes H(s) = se H(s) = |s|P, p > 1, satisfazem as hipSteses requeri-
das em (H.7). Além disso, de (3.178) pode-se obter explicitamente que g possui decaimento
exponencial e polinomial, respectivamente. No entanto, devido a constru¢do da fung¢do ¢ na

demonstracdo do Teorema 3.7 depender de um pardmetro oy < 1, entdo parece complicado
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computar uma taxa explicita de decaimento do funcional de energia E(¢). Em outras palavras,
a taxa de decaimento de energia depende da solugdo S de uma EDO nio linear, que por sua vez
depende da expressdo para a funcdo ¢ dada em termos de ﬁao, com fator oy < 1. De acordo
com Lasiecka [17, 19] isto gera um decaimento sub-0timo para o funcional energia. Porém,
considerando hipéteses adicionais sobre g e H (ver [19, Assumption (B)]), € possivel obter a
taxa 6tima de decaimento para F(t¢) no sentido de recuperar o mesmo decaimento assumido
para o nicleo da memoria g. Isto se deve ao fato de tais hipdteses adicionais permitirem obter o
mesmo resultado do Teorema 3.7 com a constru¢ao de uma fungao I:Iao no caso limite oy = 1,
ver [19, Teorema 14.2].
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4 UM MODELO DE VIGAS VISCOELASTICAS EXTENSIVEIS COM HISTORIA

Sejam N € N e  um subconjunto aberto limitado de R" com fronteira
suave I' = 0€). Neste capitulo, estudaremos a boa colocacio e a estabilidade assintética para o

seguinte problema de vigas extensiveis viscoeldsticas
Uy + A%u — / g(s)A%u(t — s)ds — M (/ |Vu]2dx) Au+ f(u) =0em Q x RY, (4.1)
0 Q

com condi¢do de fronteira

u= % =0 sobre ' x R, 4.2)
e condicdes iniciais
u(z,t) = uo(z,t), u(x,0)=wui(z):= g0, (x,t) € QX (—00,0], 4.3)
onde v € o vetor normal unitdrio exterior e ug : {2 X (—o00,0] — R é conhecida como histéria
de u, a qual serd conhecida. As funcdes g, M e f serdo dadas com mesmas hipdteses como no
Capitulo 3.

O sistema (4.1)-(4.3) foi introduzido por Giorgi et al. [12] no caso unidimen-
sional para uma versdo abstrata mais geral e o resultado de existéncia foi assumido (sem prova),
ver [12, Observacdo 2.1]. Neste trabalho, com objetivo de mostrar a boa colocacao de (4.1)-
(4.3) via método de semigrupos lineares, vamos proceder como em Grasselli e Pata [13] e obter

inicialmente um sistema auténomo equivalente a (4.1)-(4.3).
4.1 O SISTEMA EQUIVALENTE
Definamos uma nova varidvel n = n‘(z, s) como
n'(z,s) = u(z,t) —u(z,t —s), (x,t,5) € Qx[0,00) x RT. 4.4)
Por comodidade, denotaremos 7 apenas por 7' (s). Derivando formalmente, note que
() = w(t) —w(t —s) e 1,(s) = uelt —s).
Entdo, 7 satisfaz a equagdo

ni(s) + n(s) = w(t), te€[0,00), s€R". (4.5)
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Logo, se v € uma funcao satisfazendo as condi¢des (4.1)-(4.3), entdo concluimos que o par

(u,n), n definido em (4.4), satisfaz formalmente o sistema

Uy + wA%u +/ g(s)A%n(s)ds — M (/ |Vu|2dx> Au+ f(u) =0em Q x R,
0 Q

(4.6)
4+ ns =uem Q x RT x RT,
onde somamos e subtraimos termo ( / g(s)ds) A?u(t) em (4.1) e denotamos
0
wi=1- / g(s)ds.
0
As condig¢des iniciais para o sistema (4.6) ficam sob a forma
u(z,0) = ug(x), wuz,0)=ui(x), z €, @7)
n°(z,s) = up(x) — up(z, —5) :==no(x,s), (x,s) € QxR '
e as condi¢des de fronteira para o sistema (4.6) sao
0 0
u=2%=0 sobre I [0,00), n= DT — 0 sobre T x [0,00) x RT. (4.8)
ov ov
Mais ainda, por (4.4), assumimos que
n'(0) := lim n'(s) =0, Vt>0. 4.9)

s—0t

No que segue, vamos mostrar que se o par (u, 77) satisfaz o sistema (4.6)-(4.9),
entdo a fun¢do u € solug@o do problema (4.1)-(4.3). Para isto, necessitamos de uma anélise mais

refinada da equacdo (4.5).

4.1.1 A Equacao Complementar

Considere o espago de Hilbert com peso M := L7(0, 0o; Hg(Q2)) (ver (2.25)
com X = HZ(Q2)) munido do produto interno e norma

1/2

(Cm)ane = /O”g<s><A<<s>7An<s>>ds : ||<||M2=< /0”g<3>||A<<3>Hgds) ,

onde assumimos que ¢ satisfaz a seguinte hipdtese:
(H.1) g € CY(RT) N LY(R™) é uma fungio ndo negativa e ndo crescente.

Dados T > 0 e w € L' (0,T; H3(f)), vamos estudar a seguinte equagdo
diferencial
ni(s) +ni(s) = w(t) em (0,T) x RY, (4.10)
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com condi¢do inicial
n’ =1y € Ms 4.11)

e com condicdo de fronteira
n'(0) =0, Vtel0,T)]. (4.12)

No que segue, vamos mostrar a existéncia de uma fungéo € C([0, T|, Ms) que satisfaz (4.10)-

(4.12). Para tanto, vamos reescrever (4.10) como

d

21 (8) = =11 (s) + w(t). (4.13)

Além disso, definindo o operador £ : D(L) C My — M, por
Ln = —ns, 4.14)

com

D(L) = {n € Ma | ns € Ma, 1(0) = 0},

entdo podemos reescrever a equagdo (4.13) com condig¢des inicial e de fronteira (4.11)-(4.12)

como o problema de Cauchy abstrato

d
%nt =Ly +w), t>0, n°=n. (4.15)

Proposicao 4.1. Suponhamos que a hipotese (H.1) seja satisfeita. Entdo o operador L definido

em (4.14) é gerador infinitesimal de um Cy-semigrupo de contragées {S(t) }1>o em Ma.
Demonstragdo. Em virtude da Proposicdo 2.108 e do Teorema 2.109 basta provarmos que:
(a) L & dissipativo em M,
(b) Id— L : D(L) C My — My é um operador sobrejetivo.
Prova de (a). Sejan € D(L). Temos que

L)y, = — / " () (Ana(s), An(s))ds

1 [ d
= =5 | aog Il

z

1
=~ mtim [ o) An(s) s
S

2 z—ro00 y—0 y

Integrando por partes obtemos que

(1, = 3 iy i (98I~ oI + [ o) an(e)1Bds) . 416

y—0 z—00



Como 7 € Ma, segue que g||An||3 € L'(RT) e, consequentemente,

lim g(=)[[An(=) [ = 0.

Além disso, da hipétese (H.1) e da desigualdade de Holder, temos

2

0 < g A = g<y>\ [ s

o) ([ Am(s)ZZS)Q

< ( / y[g<s>]1/21|An5<s>||zds)2

y / " g(5) | Ana(s) [2ds

ylndli,, YyeR'

IN

IN

IA

Entao,

. 2
lim g(y)l| An(y)llz = 0.
Logo, de (4.16)-(4.18) e da hipédtese (H.1) segue que

z

1. .. 1 [
(0, = 3l i [ g0 = 5 [ g 6)1an(s) s <o,

—0 z2—
yzooy

Portanto, £ € dissipativo.

Prova de (b). Seja ¢ € My dado. Vamos mostrar que existe n € D(L) tal que
(Id—L)yn=¢.
Em outras palavras, vamos provar que existe n € D(L£) tal que

n+ns = C.

115

4.17)

(4.18)

(4.19)

(4.20)

De fato, seja s > 0 dado. Multiplicando a equagfo (4.20) por e® e integrando sobre [0, s],

chegamos a
n(s) = / e CIC(y)dy + Ve, 0<y<s,
0

4.21)

onde ¥ := n(0) € H2(2). A expressdo paran em (4.21) é uma possivel candidata a ser solu¢do

da equacdo (4.20) em D(L). Para isto, devemos impor que 7(0) = 0. Logo, de (4.21) temos

0=n(0) =9.

(4.22)
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Por (4.21) e (4.22), obtemos .
n(s) = / e (y)dy. (4.23)
0

Agora, afirmamos que 7 definida em (4.23) pertence a D(L) e satisfaz a equac@o (4.20). De
fato, note que 7(0) = 0 e da Proposi¢do 2.95 segue que 7 € M. Além disso,

d —S ° —S ° —S S
09) = 5 (e [ erctman) = = [ erctay + o) =~ + ¢l
0 0
para todo s € R™, ou seja, vale (4.20). Consequentemente, 1, = —1n + ( € Ma, 0 que prova
que n dada em (4.23) pertence a D (L) e satisfaz (4.20). O

No que segue, vamos explicitar o Cy-semigrupo de contragdes {S(t)}:>0 ge-
rado pelo operador £, a fim de obter uma solucdo explicita para (4.15) e, consequentemente,
para (4.10)-(4.12).

4.1.2 Identificacdo do Semigrupo {S(t) };>o

Sejat > 0. Note que, para todo n € Mo,

/tmg<s>rmn<s—t>u3ds < / " g(s — )| An(s — 0)12ds
_ /0“9(8>||An<8>||gd3

= [Inlli, < oo.

Ou seja, a aplicacdo

onde
ns—t), s=>t,
(So(tym)(s) = { ey @24)
0, s <t.
esta bem definida para todo ¢t > 0 com
1So(O)nllms < llnllm, V1€ Mo (4.25)

Proposicao 4.2. Suponhamos que a hipétese (H.1) seja satisfeita. Entdo S(t) = Sy(t) para
todot > 0.

Demonstracdo. Em virtude do Teorema 2.110, € suficiente mostrar que:

(a) afamilia {Sy(t) }+>0 € um Cy-semigrupo de contragdes em Ma;
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(b) denotando por L, o gerador infinitesimal de {Sy(t) }+>0, entdo £ = Lo|p(z)-

Prova de (a). Paratodo n,( € Mse a € R, temos

[So(t)(n + aQ)l(s) = {(n+a<)(s—t), s>t

0, s<t

n(s—t), s>t C(s—t), s>t
= «I»a

0, s<t 0, s<t

= So(t)n(s) + aSe(t)¢(s) = [So(t)n + aSe(t)(](s), V se€R™.
Isto implica que
So(t)(n + a¢) = So(t)n + aSo(t)¢, ¢ =0,

e assim, {So(t)}+>0 é uma familia de operadores lineares definidos em M,. Agora, seja
n € Ms. No que segue vamos mostrar que {So(t)}:>o satisfaz as propriedades de um Cj-

semigrupo de contracdes. De fato:
e Note que

<&@Mﬂ@={”“”320 _n(s), Vs3>0

0, s<0
Logo, Sy(0)n = n. Da arbitrariedade de 7 € M5, obtemos que

So(0) = Id. (4.26)

e Parat; > 0, sejan; := So(t1)n. Entdo, aplicando Sy(tz), t2 > 0, em 7; temos

s—1ty), s>1
(So(t2)m)(s) :{ mls —t) . 4.27)
0, s < ity
Pondo r = s — ¢4, obtemos de (4.27) que
r), r=0 r—ty), r>t
<&@mmaz{m“ :mmz{”( hrZhe g
0, r<0 0, r<t

De (4.28), segue que

(So(t2)So(t1)n)(s) = (Solt2)m)(s)

7’](8 — (t2+t1)), S Z tg —|—t1
07 s<ty+1t
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Assim, Sy(t2)So(t1)n = So(tz2 + t1)n. Como n € M, é arbitrério, concluimos que
So(tg)sl)(tl) = So(tg -+ tl), A ti1,t9 > 0. (429)

e De (4.25), Sy(t) é um operador linear limitado com

[So@) llcmamzy <1,V E>0. (4.30)

e Seja (t,)neny uma sequéncia de nimeros reais positivos tal que t,, — 0 quando n — oc.

Assim,

1So(ta)n — i, = Awg@MAK%@wmw)—M@M%s “31)
_ A"M@wmwmws+[mg@mAmw—u»—M@mw&

Como D(L) = M, paratodo £ > 0, existe ¢ € D(L) tal que

In = ¢l3, < g (4.32)
Agora, note que
[ 9Nl = t) = n(s) s < 3(0, + Jo + o), (433)
onde
I = mfmwmmw—m%«@—mwwa
Jo = tig@wAK@—u»—a@mwa
K, = Wg AL (s) - n(s)]12ds.

Da hipoétese (H.1) e de (4.32), segue que

I, - [mg@MAmw—u»—qs—mnmw
_ Amms+mMAmw»—q@mws
< Aw ()| Aln(s) — C(s)]12ds

= ¢ —nli, <

—~

@I(“)
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K= [ oA —n s < [ oAl —n(alls = 1c=nl, < 5

Por outro lado, temos

lim w =Ln em M. (4.34)

t—0t+

De (4.34) e como ¢ € D(L), entdo existe uma constante X > 0 tal que

Jn e
2 < / 9(s)
n 0

Como 2 — 0 quando n — oo, existe ny € N tal que se n > ng, entdo

2

ds < K. (4.35)
2

AlC(s = tn) = ()]
129

g
2 < —. 4.36

Logo, para n > ny, segue de (4.35) e (4.36) que

Jn €
=2 < K—:—.
J 2" 9K 9

De (4.33) obtemos que se n > ny, entao

/too G IA[(s — tn) — (s)]|2ds < 3(In + Jn + Kn) < 3 (g n g v g) — .

Retornando a (4.31), deduzimos
Tim [ So(tn)n = nll3s, =0,

isto &,
ILm So(tn,)n=m, ¥V ne M. (4.37)

Portanto, de (4.26), (4.29), (4.30) e (4.37), concluimos que {Sy() }+>0 € um
Cp-semigrupo de contracdes.
Prova de (b). Seja L, o gerador infinitesimal do semigrupo {Sy(t)};>¢. Para provarmos que
Lo|p(c) = L, basta mostrarmos que D (L) C D(Ly) e que Lon = Ln, paratodon € D(L). De
fato, consideremos 7 € D(L). Assim,

(So(t)n)(s) = n(s) ; , 821
t n(s)




120

Agora, note que

‘ So(t)n —n iy
t M2
[e’e) 2
:/ g t)n)t(s) - 77(3)] . A(E?])(S) st
oo . 2 t 2
:/t q(s) ‘ (s ? n(s)] — A(Ln)(s) ds+/0 g(s) _Ant(s) + Ans(s)|| ds
2 2
2 t 2 t
<[ | w2 [t |22 a2 [ ot lan otz as
Mo 0 2 0
(4.38)
Afirmamos que ,
t
lim [ g(s) Anls) ds = 0. (4.39)
t—0t Jo t 9

Com efeito, usando que n € D(L), a Desigualdade de Holder, mudando a regido de integracdo

(com valor absoluto do jacobiano igual a 1) e da hipé6tese (H.1), temos

t 2
0< [ o6 i < ( [ 130 wlar)
0 2

‘ An(s)

< 9) / | A7 (9) 12 dyds
< / lAn ()2 / g(s)dsdy
<

s [ stlsnols / ' sdsdy

t2
1 2 2
i [ (5-%) swanmigay

2

1 t y t
— 5 [ swlsnwldy - 3 [ owlan) By
0 0

1 t
< 3/ sl

Fazendo ¢ tender a 0 pela direita obtemos o desejado. Logo, de (4.34), (4.38) e (4.39), conclui-

mos que
A — 2

lim —SO( Jn =1 —Ln =0.

t—0t+ t Mo
Ou seja,

So(t)n —
Lon = lim M =Ln em M.,.
t—0+t

Isto mostra que 17 € D(Ly). Da arbitrariedade de n € M, temos que D(L) C D(Ly) e que

5077:['717 VUED(‘C)v
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0 que completa a prova do item (b) e a demonstra¢do da Proposi¢io 4.2. [

4.1.3 Solucao Explicita da Equacao Complementar

Como w € L'(0,T; H2(Y)), segue da Proposi¢do 4.1 e do Lema 2.115 que
e o PVI (4.15) (e portanto o problema (4.10)-(4.12)) possui uma unica solu¢do generalizada 7
dada por

t
n' = S(t)no + / S(t = r)w.dr, (4.40)
0

onde w, (s) = w(7), para todo s > 0. Mais ainda, se w; € L*(0,T; HZ(Q)) e ny € D(L), entdo
pelo Lema 2.116, a fungdo 7 € uma solug@o cléssica do problema (4.15) comn € C([0,T], Ms).

Além disso, usando a Proposicdo 4.2 e de (4.24), temos

s—1t), §=>t,
(S(t)no)(s) = (So(t)no)(s) = { thls =) (4.41)
0, s <t.
Vamos analisar o termo integral de (4.40) com S dado em (4.41).
Caso 1: s > t. Neste caso s >t >t — 7. Logo, de (4.24), obtemos
t t t
/ (S(t — 1w, )(s)dT = / wr(s—t+T1)dr = / w(T)dT. (4.42)
0 0 0

Caso 2: s < t. Comot — s > 0, podemos escrever
t t—s t
/ (S(t — 1)w,)(s)dT = / (S(t — 1w, )(s)dr + / (S(t — 7)w,)(s)dr.
0 0 t—s
Note que, se 0 < 7 <t — s, entdo s < t — 7. Usando novamente (4.24), obtemos
t—s
/ (S(t — m)w,)(s)dr = 0.
0
Por outro lado, set — s < 7 < t,entdo 0 < t — 7 < s. De (4.24), segue que

/;(S(t — T)w,)(s)dr = /t; wy(s —t+7)dr = /t; w(r)dr.

Logo,

/O t(S(t — 7w, (s)dr = /t j w(r)dr. (4.43)
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Assim, de (4.42) e (4.43), obtemos

¢
/ w(T)dr, s>t
0

t
/ (S(t — 1w, )(s)dr = " (4.44)
0 / w(t)dr, s<t.
t—s
Finalmente, de (4.40), (4.41) e (4.44), concluimos
t
no(s —t) +/ w(r)dr, s>t

0 (4.45)

e /t: w(T)dr, s <t.

4.1.4 Retornando ao Problema (4.1)-(4.3)

O préximo resultado nos diz que, formalmente, resolver o sistema (4.6)-(4.9)

€ equivalente a resolver o problema original (4.1)-(4.3).

Proposicao 4.3. O problema (4.1)-(4.3) é equivalente ao sistema (4.6)-(4.9). Mais precisa-
mente, uma fungdo u satisfaz (4.1)-(4.3) se, e somente se, o par (u,n) satisfaz (4.6)-(4.9).

Demonstracdo. Como ja descrito no inicio da Sec¢do 4.1, se u satisfaz (4.1)-(4.3), entdo o par
(u,n) satisfaz (4.6)-(4.9), onde 1 é dada por (4.4). Reciprocamente, suponhamos que o par

(u, n) satisfaz o sistema (4.6)-(4.9). Em particular, u, é dada e 7 satisfaz a equacdo
n+ni=u em QxRT xR

Usando a expressao para solu¢do 7 em (4.45), a condicao inicial (4.7) e o Teorema 2.99, temos

i(s) = { ug — up(t — 8) + u(t) —ug, s>t, _ { u(t) —up(t —s), s>t (4.46)

u(t) — ult - s), s<t, | ult)—ut—s), s<t.
As condigdes (4.7)-(4.9) implicam em (4.2)-(4.3). Além disso, de (4.46) obtemos
wAZu(t) + /0 T () AZ(s)ds = wAZu(t) + (1 — w)AZu(t)
_ /Ot g(s)A2u(t — s)ds — /too g(5)AZug(t — 5)ds
= &%) - [ g)a%lt - s)as.

para todo ¢ > (. Substituindo esta expressdao em (4.6), vé-se que u satisfaz a equacgdo (4.1).
Portanto, u satisfaz o problema (4.1)-(4.3). L]

Observacao. Pelo Proposi¢do 4.3 fica estabelecida uma formulagdo equivalente do sistema
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(4.1)-(4.3) por meio do problema (4.6)-(4.9). Deste modo, faremos a seguir a anélise de exis-

téncia e estabilidade de solucdo para o problema equivalente (4.6)-(4.9).

4.2 EXISTENCIA, UNICIDADE E DEPENDENCIA CONTINUA

Mostraremos, via teoria de semigrupos de operadores lineares, a existéncia
e unicidade de solucdo global para o sistema (4.6)-(4.9). Para isso, consideramos os seguin-

tes espagos de Hilbert: L*(Q2), H}(Q) e HZ(S2), munidos dos respectivos produtos internos e

(w0) = [ uape)ds e = ( / |u<x>\2dx)1/2,

(w,0) i) = (Vu, Vo) e lullgye) = [[Vulls,

normas

(u, V)3 (0) = (Au, Av) e |ullgz(0) = [[Aullz.
Definimos também o espaco de fase
H = HZ(Q) x L*(Q) x My,
com produto interno e norma definidos por
(U1, Uz)yy = w(Aug, Aug) + (v1,v9) + /000 g(s)(Am(s), Ana(s))ds,

0B, = wlldwl+ o2 + / o(s)| Am (s)|2ds.

para U; = (ug, v;, ;)" € H, i = 1,2, onde assumimos que w = 1 — [ g(s)ds > 0. De agora
em diante, o simbolo U~ sempre denotard a transposta do vetor U. Das imersdes de Sobolev

HZ(Q)) — H(Q) < L*(9) existem constantes positivas /i1, i tais que
pl VI < TIAE pell- I3 <A

Denotemos por v = u; ¢ U = (u,v,7n)*. Usando as notagdes da Proposigio

2.94 e de (4.14), podemos reescrever o sistema (4.6)-(4.9) no seguinte problema de Cauchy

abstrato iU
- = AU+ F(U), t>0, U(0) = (ug,ur, )" := Uy, (4.47)
onde
0 1d 0
A= |—-wA%2 0 —Z,0 A%, (4.48)

0 Id L
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com dominio

D(A) = {(u,v,n)*" € H{(Q) x H(Q) x D(L) | wA*u+ L, (A%y) € L*(Q)},

0
F(U) = | M(|Vull})Au— f(u) | - (4.49)
0

Para mostrarmos a boa colocagdo do PVI (4.47) e, consequentemente, do sistema (4.6)-(4.9),

vamos impor as seguintes hipdteses sobre as funcdes M e f.

(H.2) M :[0,00) — R é uma fungio de classe C'' com

—

M(s) = /3 M(r)dr > —gﬁls, vV s>0. (4.50)
0

onde 1 € [0, y11).

(H.3) f: R — R é uma fun¢@o localmente Lipschitz tal que f(0) =0e
w 9 _ # w 9
—552]3\ < f(s):= [ f(rn)dr < f(s)s+ 552]3\ , VseR, 4.51)
0
com (35 € [0, u2). Mais especificamente, suponhamos que f satisfaca
£ (s1) = f(s2)| < ko(1 4 [s1]”? + |s2]7?)|s1 — 52|,V s1,52 €R, (4.52)

paraalgum kg > 0,onde p > 0se 1 < N <4del<p< %seNZE).
(H.4) As constantes [3; e 35 sdo escolhidas de forma que

Bi=1-— (% T %) > 0. (4.53)

Observacdo. A escolha de p na hipétese (H.3) garante que HZ () — LPT2(Q)) em qualquer
dimensdo. Assim, denotando a norma do espago L2(§2) por || - || ,+2 temos

lll iz < pollAulla, ¥ u € H3(), (4.54)

para alguma constante 11, > 0.
Teorema 4.4. Suponhamos que as hipoteses (H.1)-(H.4) sejam satisfeitas.

(i) Se Uy € H, entdo o problema (4.47) possui uma tnica solu¢do generalizada
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U € C([0,00), H) satisfazendo

t
U(t) = U, + / EDARU(T))dr,  t >0, (4.55)
0

onde e denota o semigrupo gerado por A.

(ii) Se Uy € D(A), entdo o problema (4.47) possui uma inica solugdo forte U na classe
U € O([0,00), D(A)) N C*([0, 00), H). (4.56)

Além disso, U ¢ dada por (4.55).

(iii) Sejam Uy,Uy € C([0,T),H) duas solugées de (4.47) com dados iniciais U}, U € H,
respectivamente. Entdo existe uma constante v > 0, dependendo dos dados iniciais, tal
que

U2 (t) = Ua(O) | < ™| U5 = Uglla, 0<t<T, (4.57)

para qualquer T" > 0.

Demonstragdo. A demonstracao serd feita em vdrias etapas como segue.

A é dissipativo: Considere U = (u,v,n)* € D(A). Assim, de (4.48), do produto interno em

‘H e do Teorema de Green, temos

(AU, U)y = w(Av, Au) — (wA%u + T, (A%n),v) — /Ooog(s)(Ans(s) — Av, An(s))ds
= (Av,wAu+Z,(An)) — (wAu + Z,(An), Av) + (L1, 1) m,
= (£777 77)./\/12

Logo, de (4.19) concluimos que A € dissipativo.

Id — A é sobrejetivo: Dada G+ = (g1, ¢2,93)" € H, vamos mostrar que existe uma dnica

funcdo U = (u,v,n)* € D(A) tal que U — AU = G, ou seja, que o sistema de equagdes

u—v = g, (4.58)
v+ wA*u+ T,(A%)) = gy, (4.59)
n+ns—v = gs (4.60)

possui uma solug@o (u, v, 1) € D(A). Com efeito, seja s > 0 dado. Multiplicando a equagdo

(4.60) por e¥, 0 < y < s, e integrando de 0 até s, obtemos

e*n(s) = (/0 eydy) v+ /0 e’g3(y)dy = (e" — L)v + /0 e’gs(y)dy,
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ou ainda, ,
n(s)=(1—-—e +/ e_(s_y)gg(y)dy. 4.61)
0

Além disso, da equagdo (4.58), segue que

vV=u—gi. (4.62)

Usando (4.61) e (4.62), temos

nis)=01—-e*)(u—g)+ /08 e_(s_y)gg(y)dy. (4.63)

Assim, substituindo (4.62) e (4.63) em (4.59), obtemos

u + wA*u + (/ g(s)(1— e_s)ds> Ay = gy, (4.64)
0
onde .
g =g1+ 92 +7Z, <(1 — e ) A% — (/ 6_(s_y)A293(y)dy) dS) :
0

Da Proposigdo 2.95 e da extensdo do operador A no espago HZ(f2), concuimos que g, estd
bem definida em H~*(Q2). Pondo C, := w + / g(s)(1 — e *)ds > 0, podemos reescrever

(4.64) da forma °
(Id + C,A%)u = gy. (4.65)

Para resolvermos a equacao (4.65), vamos utilizar o Teorema de Lax-Milgram (ver Teorema

2.29). De fato, consideremos a forma bilinear

a: HXQ)x H}(Q) — R
(uy, us) = a(ug, uz) = (ug, ug) + Cy(Auy, Auy).

Note que a € uma forma bilinear limitada e coerciva. Com efeito, pela Desigualdade de Cauchy-

Schwarz
Ja(ur, uz)] < [lurlaf|usll2+Cyll Aw[|a]| Auzlla < (13" +Cy)[|Aw[|a]| Auslla, w1, uz € HF(5).
Ou seja, a € limitada. Agora, observe que

a(u,u) = [lullz + CyllAull; > CyllAullz,  u e Hi(9),

isto é, a € coerciva. Pelo Teorema de Lax-Milgram, existe um tnico u € HZ(Q) tal que

a(u,w) = (g4, w), para todo w € HZ(Q). Logo, u satisfaz a seguinte equagio:

(u+ CyA%u,w) = (gs,w), Y w e HG(Q).
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Portanto, u € HZ((2) é a tnica solugdo de (4.65) em H2(£2). Por outro lado, da equagio (4.62),
obtemos que v = u—g; € H()). Consequentemente, da equagio (4.61) e da Proposi¢do 2.95,
temos que 7 € M. Além disso, 7(0) = 0 e, para todo s > 0, segue que

1) 4 muls) = [(1 e [ ey—Sg?,(y)dy] n [ - [ ety + s

= v—e v+ / eV *g3(y)dy + e v — / e’ *g3(y)dy + g3(s)
0 0
= v+ gs3(s).

Assim, 7 satisfaz a equacdo (4.60) com 1y = v + g3 — n € M. Mais ainda, de (4.61), (4.62) e

(4.64), podemos concluir que
WA%u + T, (A%n) = go — v € L*(Q).
Com isto, concluimos que o sistema (4.58)-(4.60) possui uma tnica solugdo (u,v,n)*t € D(A),

0 que prova a sobrejetividade do operador (Id — A).

Da Proposicdo 2.108 e do Teorema 2.109, o operador A é gerador infinitesi-
mal de um Cj-semigrupo de contracdes em H. Para garantir a existéncia de solucao local (forte
ou generalizada) para o problema (4.47) resta mostrar que o operador F' € localmente Lipschitz
em H e aplicar o Teorema 2.112.

F é localmente Lipschitz: Sejam Uy = (uy, vy, m1)5, Us = (ug, v2, M)+ € H, taisque || U || < L

e ||Us|ly < L, para alguma constante L > 0. Da defini¢do do operador F' em (4.49),
1 (U) = F(U2)l3, < 2(Pas + Py), (4.66)
onde

Py = | M(|[Vu|2)Auy — M(]|Vus||2) Ausy2,
P o= |[f(u2) — flw)]f3-

Agora, vamos estimar os termos y; € Py. De fato,

P

IN

2AM([IVurl )P A s — u2) |15+ 21M ([ Vuz|[3) = M(I[Vual[5)*| Auz3

2 212
< ZIMIVealB)PIT - Ul + =M (190 ]) - M1 91 )P

No que segue, todas constantes positivas que dependem de L serdo denotadas por C7.

Da continuidade de M e da imersdo HZ(Q2) — HJ (), segue que existe uma

z

constante C';, > 0 tal que | M (||Vuy]|3)|*> < Cp. Além disso, como M’ € continua, existe uma
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constante positiva C, tal que |M'(s)| < Cr. Entdo,

IV
[M([[Vuall2) = M([Vur[3)] < / | M'(s)|ds

Vus|l3

CrlIVus |3 — [V [[3]

Cr(IVua|l2 + [[Vur||2)[[[ Va2 = [[Vuf2]
Crll[Vuzllz = [[Vua 2]

CLlV(uz — w12

Cr||Uy — Usl|n,

INIAN I IA

IN

para alguma constante positiva C',. Logo,
Py < Cp||Uy — Uslf3,, (4.67)

. .. 2
Por outro lado, usando (4.52), (4.54) e a Desigualdade de Holder com /ﬁ + pes i 1,

o / Flua()) — (e (@) Pda

< ko/g(l  Juz (@) + Jur ()72 |uz(2) — wi () Pde

< 3ko/(1+ |ug(2)]? + [ur ()]?)[us(z) — uy(z) [da
Q

< Bko(|QUP2 + [Juallf g + uallfyo) llus — w24,

< Cp||U; — U2||3—u

para alguma constante C';, > 0. Ou seja,
Py < Cr||Uy — Uslf3, (4.68)
Substituindo (4.67) e (4.68) em (4.66), obtemos
[1E(Ur) = F(Uz)lly < CLl|Ur = Us|l,

para alguma constant C';, > 0. Portanto, /' € localmente Lipschitz em H.

Prova de (i) e (ii): Seja Uy € H. Pelo Teorema 2.112, o problema de Cauchy (4.47) possui

uma unica solugdo generalizada local U € C([0, T1,a.), H) satisfazendo (4.55). Além disso, se
Up € D(A), entdo U é solugio forte de (4.47) na classe (4.56) e dada por (4.55).
Afirmamos que 7},,, = oo. Com efeito, suponhamos que 7},,, < oo. Pelo
Teorema 2.113 temos
lim [|U(t)x = oo. (4.69)

t—=Tmaz
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Compondo a primeira equagdo de (4.6) com u; na dualidade HZ(Q) x H%(Q) e usando as

regras de derivag¢do no sentido das distribui¢des, temos

o {1l + S18uO18 + SFEATa) + [ Frut)ds ) + (2, (%0, uto) =0

dt

(4.70)
Por outro lado, compondo a segunda equacdo de (4.6) com Z,(A*p") na dualidade
HZ(Q2) x H2(Q2) e usando novamente as regras de derivagdo no sentido distribucional, ob-

temos
1d 1

3B =5 [ S IAT s = (T, (o). (@7

Assim, de (4.70) e (4.71) deduzimos que

d 1

[ _ = O<>/ t 2
GE0 =5 [ d@arolas @72

onde F é a energia associada ao sistema, sendo dada por
B(1) = 5Ol + 5 1801 + 5 e, + 5 V) + | Frue)de. @7
Da hipétese (H.1) e de (4.72) concluimos que E é decrescente com
E(t) < E0), Yte (0, Thaw) (4.74)
Por outro lado, de (4.50), (4.51) e (4.53), temos

B = 3lult)l + FIAu)1 + 3l e, + 5HAVaOIR) + | Flute)ds

1 w 1 I3} Bo

> eI + ZNAu(e)+ 5l e, — Dl Vu)E — Zelur)
1 92 W o Lo 40 w (P B2 2

> gl + SIAuOI + 51, — 5 (5 +22) lAuo)l

1 3 1
= Sl + Swl A + 5l

paratodo t € (0, T},4.), OU s€ja,

1 B 1 _
Sl + Swldu@® B+ 510 e, < B@). Vi€ 0T @75)

Usando a defini¢do da norma no espaco H e que 5 < 1, obtemos

CNUOI < B). 9 € (0. D). @.76)
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Logo, de (4.74) e (4.76) concluimos que o limite em (4.69) € finito com

) 1/2
hmHU@MS(%Mm) < oo,

t—=Thmaz

o que € um absurdo! Portanto, 7;,,, = 0o € a solugdo forte U € global. O mesmo se aplica para

a solu¢do generalizada usando argumentos de densidade. Isto conclui a prova dos itens (i) e (ii).

Prova de (iii): Seja T > 0 fixado. Consideremos U, U, € C([0,7T],H) duas solu¢des gene-
ralizadas do problema (4.47) com dados iniciais U(}, UO2 € H, respectivamente. Entdo, Uy, Us

satisfazem (4.55). Assim, para cada t € [0, 7], obtemos

10A() — Da®) |l < W«%—v@m+£nwﬂﬁmwv»—ﬂ%vmmm
3|w&%®m+luﬂmw»—muwmmm

De (4.74) e (4.76) e usando que F' € localmente Lipschitz em 7, obtemos uma constante v > 0,
que depende dos dados iniciais, tal que

t
1UL(t) = Ua(t)|l3¢ < [[Ug — Ug Il + 7/ |UL(7) — Ua(7) ||
0
Pelo Lema de Gronwall
1UL(8) = Us(t)llae < €Uy — Ugllag < 7 |Ug = Ugllae, ¥ £ €[0,T],

0 que prova (iii).

Portanto, a prova do Teorema 4.4 esta completa.

4.3 DECAIMENTO GERAL DE ENERGIA - CASO 1

Nesta secdo, usando a técnica introduzida por Guesmia e Messaoudi [14] para
um problema linear, mostraremos um decaimento geral para o funcional de energia E(t) asso-
ciado ao problema (4.6)-(4.9). Para tanto, assumiremos hipéteses adicionais para as funcdes g

e M como segue.

(H.5) Existe uma fungéo ¢ : [0, 00) — [0, 00) derivdvel e ndo crescente tal que

g'(s) < =&(s)g(s), Vs>0. 4.77)
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(H.6) M e sua primitiva M satisfazem a seguinte desigualdade
1~ w
§M(s) < M(s)s + 5513, Vs >0. (4.78)

Observacao. (i) A hipétese (H.5) implica que
o €@ g1y < g(0), Yt > 0. (4.79)
Com efeito, multiplicando a equagao (4.77) por eJo €M7 temos
(efos E(T)dTg(s)>/ <0. (4.80)

Uma simples integracdo em (4.80) resulta em (4.79).

(ii) Existe uma constante C' = C'(|Q2|, p) > 0 tal que

p/2

@)l < o+ [EO)]laus, vizo. (481)

Com efeito, de (4.52), da Desigualdade de Holder com /ﬁ + ;_% = 1 e de (4.54), obtemos

1)) = / | (u(t)) P
= o /Q“ + [u(t)[P?)|u(t)da
2ky / (1 -+ () ) () ()

2ko (1217742 + ()17 ) ()l pe2llu(®) 42
kot (12077742 + [|u(t) 15 2) [ Au(t)] 13-

IN

IA

IN

Além disso, de (4.54), (4.74) e (4.76) deduzimos que

Y

2\ P/2 /2
[0l = (ROI2)"" < g (aa)” < (52 [B0)]”

donde

(e < 2kori (mrﬂ/p“ v (5

)m [E@]M) 8ol < ca+[E©)] " au g

onde C' = C(|€|, p) > 0.

Teorema 4.5. Suponhamos que as hipoteses (H.1)-(H.6) sejam satisfeitas e seja R > 0 qual-
quer. Se Uy € H com ||Up||ly < R, entdo existem constantes 0 < vy < 1 e Cg > 0, dependente
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de R, tais que

t o0
E(t) < Cg (1 +/ (g(s))l_eods) e Jos()ds 4 C’R/ g(s)ds, Yt>0, (4.82)
0 ¢

para todo €, € (0,7), onde E(t) é definida em (4.73).

Demonstracdo. A prova de (4.82) seré feita para solugdes fortes de (4.6)-(4.9), sendo 0 mesmo
resultado valido para solugdes generalizadas por argumentos de densidade.

Energia Perturbada: Considere os funcionais

G()(t) = E(t) + 611111@) + EQ\PQ(t), (483)
G(t) = &t)Go(t) + E(t), (4.84)

Uy () = (w(t),u(t)) (4.85)
Uo(t) = —(w(t), Z,n"). (4.86)

Aqui €1, g2 > 0 sdo constantes a serem determinadas. Note que

E(t) < Go(t) < SE(t), Yt>0, (4.87)

N Lo

1
2
para 1,2 > 0 suficientemente pequenos. Com efeito, da Desigualdade de Cauchy-Schwarz e

da Desigualdade de Young, temos

1 1 1
B0 < s (Gl + o)
Ho

1 1 Bw
< (L (t)|!2+—HAu(t)|!2)
o (G S1nc
1 /1 Buw 1
< 1 (Lhuwz+ 2 a2+ 2 )
1
Pondo C' = —i5 > 0, segue de (4.75) que
Buwiy

1 1 -
9,01 < ¢ (GhuI + 1813 + 311k, ) < CEO,

Usando novamente a Desigualdade de Cauchy-Schwarz, a Desigualdade de Young e também
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(2.27) e (4.75) obtemos
1 t
W] < g lu®)21Zy (A
Ho
1 1/2
< s @) allgll g In'll s
Ho
1 1 1
< 1z (GOl + 313,
Ko
1 Bw 1
< C(slu®l3+ 512wl + 51013,
2 2 2
< CE(t).
Entao,

1Go(t) — E(t)] < e1|W1(t)] + e2|Wa(t)| < (61 + £2)CE(t).

Assim,

(1= (61 + £2)OVE(t) < Golt) < (1 + (61 + 22)C)E (1),

Logo, para 0 < 1,62 < & vale (4.87). Além disso, usando que 0 < £(t) < £(0) para todo

t > 0 ede (4.87), também concluimos

E(t) < G(t) < (25(0) + 1) E(t), Yt>0. (4.88)

Derivada de V1: O funcional W (t) satisfaz a desigualdade

d 3 Bw 11 _
@ < g _ PW 2 L0 t2 ' ‘
0 < Sl - 1800l + (54 ) Il — B Y0 @s9)
Com efeito, note que
d
L (1) = (un(®). ) + 1) (4.90)

Como
uy(t) = —wA%u(t) — /Owg(S)Nnt(S)ds + M([[Vu(®)[5)Au(t) — f(u(t), ¥t >0, 4.91)

segue de (4.90), (4.91) e do Teorema do Green que

d L
axyl(t) = —w||Au(®)||3 + |Ju#)||5 + 11 + I, (4.92)
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onde

L = —(Z(An"), Au(t)),
I = —M(HVU(t)Ilg)HVU(f)H%—/Qf(U(t))U(t)dx-

Da Desigualdade de Young com € > 0 e de (2.27), segue que

n

IN

1Zg (A" |2l Aut)]2
1
11T (An) I3 + el Au(D)]l3

IN

IN

1
e, + el Au@)3,
Agora, somando e subtraindo a energia E(t) em I, usando (4.51) e (4.78), obtemos

. - 1 w 1
I, = —E(t)+ §||ut(t)||§ + §||Au(t)|!§ + QHTItHi@

-~

+%J\7(HVU(15)H§) — M([Vu@®)[)IVu®)ll; + /Q[f(U(t)) — f(u(®))u(t))dx

. 1 w 1 w (B P
< _ 1 2 W 2, Lyoe2 w (P P2 2
< B+ 3lulIB + SIAuOE + 5B + 5 (24 2) jauelg

Substituindo as estimativas feitas para os termos I, e I em (4.92), segue que

d 3 wf

G0 < Sl - (%5 - ) 18l - B+ (5+ 1) e,

Tomando € = w4_6 > () concluimos que

d 3 wp 1 1 ~
G0 < SO~ 1201 + (5 + 22 ) T, - @), Ve

como queriamos.

Derivada de V,: Existem constantes C'r > 0, dependendo de R e C' > 0, tais que

1 d -
UG A3 + i I, — OB, ¥ 0.

(4.93)

d 1

" Jue(t) 3 +

De fato, derivando ¥, definido em (4.86) temos

Cs(t) = —(uat), Tyr) — ((0), Ty,

Lembrando que 7!(s) = —n.(s) + u(t) e usando a igualdade (4.91) e o Teorema de Green,
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obtemos

d 5

7 V2(t) = =llgllu@n lu ()13 + Z (4.94)
onde,

jl = W(Au(t)vzg(Ant»a

Jo = | (An)]3,

Js = —M([Vu(®)|2)(Au(t), Zyn'),

Ji o= (f(u(t), Zn'),

j5 = (Ut(t),fgnﬁ)‘
No que segue, vamos estimar os termos jj, j =1,...,5. Para todos os termos, vamos usar a

Desigualdade de Cauchy-Schwarz, a estimativa (2.27) e a Desigualdade de Young com 6 > 0.
De fato,

[N < wllAu(t)ol|Zy(An")]2

A

1/2
< wl|Au®)llllgl g s

IN

2 w? )2
ol Au@®)lz + 5l 1w,

Mais ainda,
ol < Mgl @olln' e, < 10°134,-

Como ||Upl||z < R, existe uma constante My > 0 tal que

|M(|[Vu(t)[3)| < Mg, ¥t>0.

Entao,
PARE= 1/2||AU()||2||Ig(A77t)||2
Mz
1/2
< 2w g1y e 7 e
Ho
2 1?2 t)2
< Sl Au@)lE + ' A,
41150
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Por (4.81) e tomando N > 0 tal que E(O) < Npg, segue que

~ 1
(Ll < I @) 21Zg (A
Mo

/2 1/2

[0(1 + N )} .

P [Au(®) |29l 7 gy 1] a1
2

IN

C(1+4 N2

2 2
< dflAu®llz + =75 171,
Agora, fazendo uma integracao por partes, temos
Lt = [ gohi(s)ds =~ [ o) (s)ds = T 9
0 0

De (4.95), usando uma estimativa andloga a (2.27) com —g’ no lugar de g, e de (4.72), obtemos

|[Js| < %Hut(t)llzﬂ —Zy (An)|l2
“f 2 1/2
< 2ol ~ 1, [0
Ho
< olul - 5L LE®,
Substituindo as estimativas feitas para os termos jj, j=1,...,5,em (4.94), obtemos que
Sa(0) < (0= lallcen) O] + 381800 + Conl B, — 55 5600
onde )
Cspi=1+ Z_a + o [M; + O+ N;;/?)] > 0.
Tomando § = % > 0, temos que § < “g“Lﬂ, donde
Ly < 80 e 4 SPRED A2 1 O, - 0L B,
com C' = ﬁgm > ( independente de R, como queriamos.

Derivada de Gq: O funcional G definido em (4.83) satisfaz

1 1 d -~
— T4 Cnl =
- [61 <2 T ) tjz R} i (4.96)

* w_lﬁ) T 8204 5(t)/t g(s)||An'(s)||3ds, ¥V t >0,

c0 eyt < —ee)

B

R s
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para 1,5 > 0 suficientemente pequenos. Com efeito, derivando o funcional GG e usando as

estimativas em (4.89) e (4.93), obtemos

d d - d d
EGO(t) = aE(t>+€1£qf1(t) +€2%\I/2<t)
d - B lgle@ns ~
< [ -0 ZEl) ~w {511 S Iy | INYOTERENZ
gl 3 11
[ 2 ol + o (54 25 ) +eaCn) IR,

Escolhemos €1, £, > 0 suficientemente pequenos tais que

1 1
gy < —————¢&1 < &9 < —. (4.97)
272 T gluws - 220
Logo, de (4.97) concluimos que
dG(t)< E(t) + 1+ ! + &.Cr| 17113 Vi>0 (4.98)
— — al=+— € : .
a0 = 1 13 wf 2UR ([T (| My

Notando que & € decrescente e usando (4.72), deduzimos que

t

o) [ oA (s < = [ gl < 2580, Ve>o

Multiplicando ambos os lados de (4.98) por £(t) e usando esta tltima desigualdade,

§OZC0) < ~a€0E®  |=1 (5 + 23 ) + 2] €Ol
= kB0 + [ (5 ) -] €0 [ onaniona

tle (54 05) a0 [ aan ok
< —el(HE(t) -2 [51 (% + ﬁ) + 5201%} %E(t)

tle (54 25) + e €0 [ ateanolgas

como queriamos.

Derivada de G: Para €, > 0 suficientemente pequeno e dependendo de R, o funcional G defi-

nido em (4.84) satisfaz a seguinte desigualdade:

G60 < —asOBO +360) [ oA, Viz0.  @99)
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De fato, derivando GG e usando (4.96) e (4.72), temos

d , d . d
LG = €()G(t) + (1) ZGolt) + T B

< —ell(t)E(t) +2 [% —& (% -+ #) - szCR] %E(t)

#la (54 05) +acn| €0 [ a1 e)igs

para todo ¢t > (. Tomando €1, 5 > 0 satisfazendo (4.97), (4.88) e também

3 wp 1 }
€9 < min , 4.100
: { 22+ A)llgller) ACx (3100

obtemos

GO0 < <€ OE@) + 560 [ oIan @lds, ¥ o>

. 1
o que prova o desejado, onde notamos que €1 ~ oo
R

Conclusdo: De (4.46), segue que para todo s > ¢ temos
[Au(t) — Aug(t — s)|I3
2||Att(1t)||§ + 2] Aug(t - 5)|I3
—E(0) + 2sup [ Auo(7)]3
T<

1A ()13

INIA

IN

2KR7

para alguma constante r > 0 dependente de R. Assim,

0 / " o)1 A (s)|2ds < Krh(t), 4.101)

onde h(t) := &(t) / g(s)ds. Por outro lado, de (4.88) obtemos
t

B < —2 (ﬁ) EOG(1). (4.102)

Defina vy := & <3§(5)+2> > (. Da escolha de €5 em (4.100), segue que £, € (0, 1) e, conse-

quentemente, 7o € (0, 1). Entdo, de (4.102) temos

—e16(ME(t) < —E(t)G(t) < —o€(H)G(E), Y 20 € (0,70)- (4.103)
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Logo, usando as estimativas (4.101) e (4.103) em (4.99), deduzimos que

%G(t) < —eo€(t)G(t) + Krh(t). (4.104)

Multiplicando a desigualdade (4.104) por e Jo )45 > 0, obtemos

% (660 fJf(S”SG(t)) < Kpe® o €@dspt) ¢ > 0.

Isto implica que
t
G(t) < e losle)ds (G(O) + Kg / e fosﬂﬂdm(s)ds) , t>0.
0

Usando novamente (4.88), chegamos a

t
E(t) < emc0Jo&()ds (G(O) + Kg / e Jo f“)dfh(s)ds) , t>0. (4.105)
0

Usando integracao por partes, temos

t s 1 t s / o0
/eeof@g(T)dTh(s)ds = — (eeof@gmd7>/ g(T)drds

0 €0 Jo s

1 . e8] o0 t s
= o <e€°f0 g(T)dT/ g(T)dT—/O g(T)dT+/O e o 5(S)d“’g(s)ds>
¢

1 00 t s
< - <e€° Iy £(T)dT/ g(T)dr +/0 e Jo £(S)dsg(s)ds> .
¢

Logo, de (4.105) obtemos

. ¢ Kgp [™ K : t )
E(t) < G(0)e =0 ot 4 6—R/ g(T)dr + g—Re’EO Jo g(S)ds/ 0 Jo €& g ($)ds. 1> 0.
0 0 0
t (4.106)
Além disso, de (4.79), temos

t

[ enisgonas = [ (elismeg(s))” gls)) s < (o0 [ (o(s)'~as.

0 0 0
4.107)
Portanto, de (4.106) e (4.107) concluimos que
~ KR ! 1— - ft &(s)ds KR =
E(t) < | G(0) + —=(g(0)) [ (g(s))™™0ds ) 7 0¥ 4+ —= | = g(r)dr, > 0.
0 0 0 Jt
(4.108)

Finalmente, tomando

K K
Cgr = max {G(0)7 8—:(9(()))807 g—f} > 0,
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em (4.108), obtemos a desigualdade (4.82) como desejado.
Portanto, a prova do Teorema 4.5 estd completa. [

4.3.1 Exemplos de Taxas de Decaimento

Assim como foi feito no Capitulo 3, exibiremos alguns exemplos de fungdes
de g e £ que satisfazem a hipétese (H.S5). Além disso, veremos as taxas de decaimento obtidas

pela relacdo (4.82).

Observacdo. Se existe dp € (0, 1) tal que

/ " (g(s))1¥ds < o0, (4.109)
0

entdo podemos escolher gy € (0,7] com v, = min{dy, Yo}, tal que

| oo mas <

Neste caso a desigualdade (4.82) fica

E(t) < Cp (6—80 Iy &(s)ds _|_/ g(s)ds) , t>0. 4.110)
t
Exemplo 4.3.1. Considere
Et)=*kIn(e+1), £>0, a>0.

Temos que g(t) < g(0)(a + 1)~*. Assim, para todo &, € (0, 1), a fungdo g satisfaz a condigdo
(4.109). Logo, usando a relacdo (4.110) com

t o0 ())
—¢eo [y &(s)ds _ 1) okt ds < g( 1) €0kt
Bt a [ (s < 8o )

obtemos
E(t) < Crla+ 1)~k t>0.

Em particular, para a = e — 1 > 0 temos o decaimento exponecial cldssico.

Exemplo 4.3.2. Seja

k
() = y

Observe que g(t) < g(0)(1 +¢)~*. Além disso, a condi¢do (4.109) € satisfeita para 5, > 0 tal
que 9y < % Entdo, usando a relacdo (4.110) com

k> 1.

e=e0 Jy €()ds — (1 4 )=eok, / g(s)ds < %(f +1) 70k
t -
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obtemos
E(t) < Cr(t+1)%% t>0.

Exemplo 4.3.3. Seja
k+ In(t + 2)

(t+2)In(t+2)’

k> 1.

§(t) =

Note que g(t) < %, com ¢(0) suficientemente pequeno. Como a condi¢ao (4.109)

nao & satisfeita, vamos usar a relacdo (4.82). De fato, temos

—e0 fy &(s)ds _ il h ds < as(In(t +2))*
R Tt [, #O Sml2

onde a; = 2 (In(2))°* e ay = W%Dk, Logo, para gy < £ obtemos

e [ 1 2% (In(2))=*
Blt) < Cr (”“3 | ($+2)1Eo(ln(s+2))(15°)kds) (<t+2>so<ln<t+2>>sok)
+asCr(In(t +2)) "

e [ 1 2% (In(2))=0k
= Cn (1”3 / <s+2><1n<s+2>><1—8o>kds) (<1n<t+2>>£ok)
+asCr(In(t +2)) "
< Crl(n(t+2))" %Y 4 (In(t +2))

< Cr(In(t + 2)) 7"

4.4 DECAIMENTO GERAL DE ENERGIA - CASO 2

Nesta se¢do mostraremos que o decaimento do funcional de energia £ defi-
nido em (4.73) € estabelecido pelo decaimento de uma solu¢do de uma EDO nio linear. Nao
encontramos tal resultado na literatura para equacdes viscoeldsticas com historia. No entanto,
mediante a adaptacdo de algumas técnicas empregadas em problemas com histéria nula, ver
por exemplo Lasiecka et al. [17, 19], determinamos tal decaimento uniforme para o problema
abordado neste capitulo. Comeg¢amos assumindo que o niicleo de memoria g satisfaz uma desi-

gualdade diferencial nao linear.

(H.7) Suponhamos que exista uma fun¢fo crescente e convexa H € C''([0, 00)) com H(0) = 0
tal que
g'(t) < —=H(g(t)), Vt>0, (4.111)

e que existe o € (0, 1) tal que

/ g7 (s)ds < oo. (4.112)
0
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Observacao. (i) Considere uma funcido H satisfazendo a hipétese (H.7). Note que H possui
inversa H~' € C''([0, 00)) crescente. Assim, de (4.111)

g(t) <H '(—4'(t), Vt>0. (4.113)
(i1) Seja H satisfazendo a hipétese (H.7) e considere uma constante 5, > 1. A fungdo
G(s) := CLH(Cys™) (4.114)

é crescente, convexa com G € C*([0,00)) e G(0) = 0, para quaisquer constantes C; > 0 e
C5 > 0. Para demonstrar isto, basta fazer as mesmas contas feitas para a funcido F' definida em
(3.181).

Agora, vamos enunciar ¢ demonstrar o proximo (e ultimo) resultado deste
trabalho.

Teorema 4.6. Suponhamos que as hipoteses (H.1)-(H.4), (H.6) e (H.7) sejam satisfeitas e con-
sideramos R > 0 qualquer. Se (ug,u;) € {z € H | ||2|l% < R}, entdo o funcional de energia E

definido em (4.73) decai uniformemente para zero. Mais especificamente, para algum 17 > 0,

E(t) §S<Ti—1>, Vit>T, (4.115)

1

onde S(t) é solugcdo da equagdo diferencial

L5ty +as =0, 50) - E0)

com

q(s) =s— (Id+ ﬁ;ol)_l(s), Hoo(s) = [crtH Y(e28)]™ + c38, tlgilo S(t) =0,

para algumas constantes positivas cy, ¢z, c3 sendo ¢, c3 dependentes de R.

Demonstragdo. A demonstracdo € feita em algumas etapas como segue.
Identidade Inicial: Integrando a igualdade (4.72) sobre (nT, (n+ 1)T),n € N, T > 0, temos

B 5 (n+1)T
E(nT)=E((n+1)T) + / D(t)dt. (4.116)
nT
onde | e
D(t) == —5/ g (s)||Ant||3ds. 4.117)
0

Estimativa I: ~ Multiplicando a primeira equagdo de (4.6) por wu(t), integrando sobre
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Q x (nT, (n+ 1)T) e usando o Teorema de Green obtemos

(n+1)T (n+1)T
[ e ueyiew [ sue)
nT n

T

(n+1)T (n+1)T
= / (Zy(An"), Au(t)) dt — / M (|| Vu(t)||2)||Vu(t)]3dt (4.118)
nz;H-l)T nT
- [ G,
Integrando por partes o primeiro termo de (4.118), obtemos
(n+1)T (n+1)T (n+1)T
/ (e (1), u(t))dt = (us(t), u(t)) - / e () ||3dt. (4.119)
nT nT nT
(n+1)T
Assim, substituindo (4.119) em (4.118) e somando / E(t)dt em ambos os lados da igual-
nT

dade resultante, chegamos a

W (n+1)T ) 3 (n+1)T ) (n+1)T
S s =5 [ i [ B

g 4 1 (DT . (4.120)
“Y Ry [ Il
i—1 2 nT
onde

R (n+1)T
Rio= —(u),u)|

nT
~ (n+1)T
R = — / (Z,(An), Au(t)) dt,

nT

~ (n+1)T ) ) 1 (n+1)T _— 9
Rom = [ MOvaIVa a5 [ M(Va@IR)

~ (n+1)T (n+1)T N
Ky = —/ (f(u(t)),u(t))dt—i—/T /Qf(u(t))dmdt.

T

No que segue, estimaremos os termos K, i= 1,...,4. De fato, seja k € N. De (4.75), temos

~ 1 wf
BWT) > (k)3 + <2 Au(kT) 3



Assim, pela Desigualdade de Cauchy-Schwarz e pela Desigualdade de Young,

1

1/2
M2/

| (e (KT), w(kT))[ - < [[ue(KT) |2 ]| Au(kT) |2

1 1 wp
L (S + Lisuun )
WO Ho

1 -
——5 B(KT).

whiy

IN

IN

Entao,

e
A

|(ue((n 4+ 1)T), u((n + DT))| + |(ue(nT), u(nT))]

< —— 5 E((n+1)T) + E(nT)).

Wty
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Além disso, usando a Desigualdade de Cauchy-Schwarz, a Desigualdade de Young com £ > 0

e a estimativa (2.27), obtemos

B (n+1)T .
[Ks| < / |Au(®)][2]|Zy(An°)||odt

T

(n+1)T , 1 [T -
S B IO R R ATNRT

T
(n+1)T , 1 DT -

< e[ NduBde o [ IR
nT € JnrT

Por outro lado, usando (4.78) e (4.51) respectivamente, obtemos

B 5 l (n+1)T
Rotfos g (242) [T jau e

M1 M2 T
Substituindo as estimativas feitas para os termos f(z-, 1 =1,...,4, deduzimos que
(n+1)T 3 (n+1)T (n+1)T
w 2 2
S e [ e [ B
2 nT 2 nT nT
(n+1)T
~ ~ w
<C[E((n+1)T)+ E(nT)|+ = (& + &) / HAu(t)H%dt
2\ e nT
1 1 (n+1)T L (n+1)T )
f(ts) [ Iledere [ au B
45 2 nT nT

Usando (4.53) em (4.121), chegamos a

Wﬁ (n+1)T ) 3 (n+1)T ) (n+1)T
(——e) [ isuoiga =3 [ g [ B

2 T 2 T nT

5 5 1 1 (n+1)T
<l + 00+ Ben+ (- g) [ R
nT

(4.121)

(4.122)
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Tomando ¢ = w4_ﬁ > ( em (4.122), concluimos que

wﬂ (n+1)T 3 (n+1)T (n+1)T
DL w5 [ ol [ B
nT nT n

5 B (,ZT;Jrl)T
< C[E((n+ 1)T) + E(nT)] + (% - %) /T 713, dt

(4.123)

Estimativa II:  Multiplicando a primeira equagdo de (4.6) por Z,n‘, integrando sobre

Q x (nT,(n+ 1)T) e usando o Teorema de Green, obtemos

(n+1)T (n+1)T (n+1)T
/ (une(8), Tyt + / (Du(t), Z, (At + / IZ, (A 2de

T T nT

(n+1)T (n+1)T
= [ Mol (e, T [ o) Tt

T T
(4.124)

Integragdo por partes o primeiro termo de (4.124), usando a segunda equagdo de (4.6) e a igual-
dade (4.95), temos

(n+1)T (n+1)T
- [ . Tt

(n+1)T
= W I | gl / ()2t (4-125)
(n+1)T nT T
—/ (u(t), I'77 )dt.

T

(n+1)T
[ .z = (o). Zn)

T
(n+1)T

Assim, substituindo (4.125) em (4.124) obtemos

(n+1)T 6 ~
oo [ Tl = L (4120
nT i=1
com

i (n+1)T

L, = ( +(1), Ignt) '

. (n+1)T

i / Zym Hdt,

~ (n+1)T

Ly = w/ Z,(An'))dt,

. (n+1)T 2

Iy = / Iz,

) (nt1)T ,

Ly = — /T M(||Vu(t)l3) (Au(t), Zyy') dt,

(n+1)T

L= [ (). 2

T
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Agora, vamos estimar os termos [N/i, 1 =1,...,6. Em todas as estimativas usaremos a Desi-
gualdade de Cauchy-Schwarz, a Desigualdade de Young e (2.27). Com efeito, seja k € N. De
(4.76), temos

| (w(KT), Zyn*") | < e (KT) 121 Zg (A7) Iz

1/2
Mz/

1/2
" zuutumu 1115y 177 s

IN

1 1 1
1 (Gl + S

1

1/2
MQ/

IN

IN

—_B(kT).

Logo,

L]

IN

| (u((n 4+ D)T), ™ D7) | + | (wenT), Zyn"™) |
ClE((n+ 1T + E(nT)).

IN

Seja 6 > 0 dado. Usando (2.27) com —g’ no lugar de g e de (4.117), obtemos

~ 1 (n+1)T .
Lol < i [ Tu®llal — Zo(An)ade
Ha  JnT
21/2 (n+1) s
< 25 [ 0l - g1 e (D) e
Ha  JnT
(n+1)T (O) (n+1)T
< 5[ w5 [ Do
nT T

Agora note que

B (n+1)T .
|Ls| < w/ |Au(®) |l Zy(An7)||2dt

T

(n+1)T W2 [T
< o[ e+ i I, () 3t
nT
(n+1)T (n+1)
S B TNy A Vs

Além disso,
5 (n+1)T o (n+1)T o
Ll = / IZ, (A 2dt < / 17 e, .

T nT
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Seja Mp > 0 tal que | M (||Vu(t)||2)] < Mg, para todo ¢ > 0. Entdo,

5 MR (n+1)T .
|Ls| < 7 [Au(t)[|2[1Zy(An°) | 2dt
2 n

IN

T

(n+1)T ) ]\4}22 (n+1)T Lo
< o[ e [ R
nT M2 nT

MR (n+1)T s
[ AUl e I
Mo In

Por (4.81) e tomando N > 0 tal que E(O) < Ng, segue que

5 1 (n+1)T .
Lol < 7 Lf (a2 2 (An°)[|2dt
2 n

IN

1201172
[C’(l + NY )} (n+1)T s t
P / [Au(t) |29l 1 gy 1 1o
2 n

(n+1)T C(1+ N’O/Z) (n+1)T
< o[ uede SR [ e
nT M2 nT

T

Substituindo as estimativas feitas para os termos Ei, t=1,...,6,em (4.126) concluimos que

(n+1)T (n+1)T
/ mmymﬂ—®nmmﬁﬁ—e§/ | Au(t) |2t
nT (13T (n+1)T (4.127)
ot +Cs [ DGyt

nT

< C[E((n+ 1)T + E(nT)] + C(;,R/

nT

com
w?
Csp =14+ —
T P

9(0)

= —=>0.
20412

[M}; o+ N§/2)] >0, Gy

wplgll Lt @+
36

lgllz ey [T wBllglp@n [T
20 [ putogar - <2 E [ e
" T (n41)T (4.128)

5 5 (n+1)T
< C[E((n+1)T + E(nT)] +CR/ Hntu?wdwc/ D(t)dt,

nT nT

gl @+

5 . Assim, de (4.127), obtemos

Tomando 6 = > 0 temos que § <

onde C' > 0 e C'r > 0 sdo constantes independentes de n e de 7.

3
Desigualdade de Observabilidade: Multiplicando (4.128) por W > () e somando com a
gl LV (R+)
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desigualdade (4.123), obtemos

(n+1)T (n+1)T
/ E(t)dt < C[E((n + 1)T) + E(nT)] + C / 712,

T i nT (4.129)
c /

para todo 7" > 0, com C' > 0 e Cg > 0 independentes de n ¢ de 7. Combinando (4.116) e
(4.129), vem que

(n4+1)T R (n+1)T (n+1)T
/ BEt)dt < CE((n+1)T) + CR/ |12, dt + C/ D(t)dt, (4.130)
n n nT

T T

para todo T" > 0, onde C' > 0 e Cz > 0 sdo independentes de n e de T'. Finalmente, como Eé

decrescente, temos

(n+1)T (n+1)T

E((n+1)T)dt < / E(t)dt,

nT

TE((n+1)T) :/

T
e portanto de (4.130) obtemos

- (n+1)T (n+1)T
(T — C)E((n+1)T) < CR/ [ 0/ D@t)dt, ¥ T >0.
nT

nT

Logo, tomando 77 > 2C', entdo

B (n+1)T (n+1)T
E((n+1)T) SC’R/ ||nt||i42dt—l—0/ D(t)dt, VYneN, VT >T), (4.131)
nT nT
onde C' > 0 e Cr > 0 independem de n.
Estimativa para | . ()T 7|3, dt: Usando as hipéteses (4.111) e (4.112), vamos mostrar que

existe uma fungdo crescente H,, € C'}([0, 00)) com H,, (0) = 0 tal que

(n+1)T ) ~ (n+1)T
/T 11, dt < F / D(t)dt ) .

De fato, de (4.113) temos
g(t) <HH(=g'(t), Vt>0.
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Além disso, de (4.46), segue que para todo s > ¢ temos

A ()3 = [Au(t) — Aug(t — 9)]|[3

2| Au(t)[|3 + 2[| Aug(t — 5) |13
4 -~

—E(0)+2 A 2
5 (0) + SngH uo ()3
CR7

IAN A

IN

para alguma constante Kr > 0 dependente de 2. Assim, usando (4.112) obtemos

/Ooo a0 )| A (5) 2

< C’R/ g (s)ds < 00, VY t>0.
0
Com isso definimos

O (1) 1= /OOO e ()| At (s) |3ds, ¢ >0,

Clap i= %Eg Cop(t),  Coay = sup Cyy (1)

t>0

1
Sem perda de generalidade podemos assumir que C ,, > 0. Como — > 1, segue que a funcdo
Qo
F,,(s) := H(s'/20) é convexa e crescente. Logo, pela Desigualdade de Jensen com

G=—F." hi=—g, hi(s)=g""(s)|An(s)|3ds,
temos

"I, = 9*(s)g' = (s)l| A’ (s)l[2ds

|
S~
8

e}

[H (=g (s))]*g" ()] An' (s) [ 5ds

" 1 (o [ el e )|

Usando que a funcdo H ! é crescente e de (4.117), entdo

Conlt) {Hl (c;@ /0w<—9’<8>> ()| A (s >||§ds)r°
= G [H_l (gl%a(o) /0 Oo<_9/(3))||Ant(8)||§ds>]ao

= Oy |H™! MDt ao.
o (B0

IN

A
3

IN

2
Al
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Pondo
Cl,ao

5, Cy=Cy ™ >,
2g1=20(0) ’

o 2,&0

Clz

definimos a fungio H,, : [0,00) — [0, 00) por Hy,(s) = C; H(Cys'/*0). Note que H,, é uma
fungdo H,, crescente, convexa e de classe C'!' em [0, 00) com H,,(0) = 0 (veja as contas feitas
para (3.181)). Mais ainda, a func¢ao

¢ crescente. Consequentemente,

0|3, < Hy (D(t), Y t>0. (4.132)

— )

Integrando (4.132) sobre (n7', (n + 1)T"), temos

(n+1)T (n+1)T
/ 1"l 3 0t < / Hy (D(t))dt. (4.133)

T nT

Como H,, é convexa e crescente, entdo, usando novamente a Desigualdade de Jensen, agora

com
G=-H,', m=D, h=1,
obtemos
(n+1)T 1 DT
/ H_}(D(t))dt < THZ! (— / D(t)dt> . (4.134)
nT T nT
Logo, de (4.133) e (4.134), segue que
(n+1)T 1 [T
/ In'|3,dt < TH,! —/ D(t)dt | . (4.135)
nT T nT

Definindo ﬁao : [0, 00) — [0, 00) por
77 1
Ha,(s) = THqg, <TS> =TC\H (CzT_l/aosl/"‘0> )

temos que H,, € crescente, convexa e de classe C'* em [0, 00) com H,,(0) = 0 e possui inversa

-~ 1 T 1 0
Hs)=TH' | =s) = == : 4.1
H, (s)=TH,, <Ts) o [H (TC’ls)} (4.136)

Portanto, de (4.135) e (4.136), vem que

(n+1)T R (n+1)T
/ ' A, dt < Hy! / D(t)dt |, (4.137)

T T

crescente
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como queriamos.

Conclusdo: De (4.131) e (4.137), temos que

~ N (n+1)T (n+1)T
B((n+)T) < Cpfl! / D(t)dt | +C / D(t)dt

T T
~ ()T (4.138)
< Cgr(H;'+Id) / D(t)dt | ,
nT
para todo 7' > T} com C > 0 independente de n. Considere a fungio H,, : [0,00) — [0, 00)
dada por
Hoo(s) = Cr(Hy! + 1d)(s) = [exH (c28)]™ + e35,

onde ( v

CRrT) /> 1

&1 CQ ) C2 TCl ) C3 R

Note que H,,, € crescente e positiva, pois a soma de duas func¢des crescentes e positivas € ainda

uma fungdo crescente e positiva. Assim, a fungdo

o200 = (i + 107 (o)
Cr

é crescente. Mais ainda , H - 01 ¢ positiva e de (4.138), temos

5 5 (n+1)T
E((n+1)T) < H,, (/ D(t)dt> . VYT >T. (4.139)
nT
Logo, de (4.116) e (4.139) vem que
E((n+1)T)+ H ' (E((n+1)T)) < E(nT), YT >T. (4.140)

Agora, vamos mostrar que H ar (0) = 0. De fato, suponhamos que H 2 (0) > 0. Como H,, é
crescente, temos 0 > H a0 (0), 0 que contraria o fato de H o SEr positiva. Assim, fixando 7" > T}
e pondo

sn:E(nT), S(0) = E(0), p:fl(;ol,
obtemos do Lema 2.114 que

E(nT)<S8(n), n=0,1,2,...

onde S(t) é solugdo da equagdo diferencial

L5+ alsy =0, 50) = E0)
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onde q(s) = s — (Id + H;})7'(s). Além disso, Jim S(t) = 0. Paratodo ¢t > T > Ty, existem
— 00
ng € Ne0 < r < Tj tais que t = ngT; + r. Portanto, como S € decrescente (ver [18]),

concluimos que

B(t) = E(noTh + 1) < E(neT}) < S(no) = S (t;lr) <s (i - 1> CVitsT

e a prova do Teorema 4.6 estd completa. [
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5 CONCLUSAO

Neste trabalho estudamos dois modelos de vigas viscoeldsticas extensiveis
com uma forca externa atuando sobre a viga. O primeiro modelo foi considerado com histé-
ria nula e duas condi¢des de fronteira. A boa colocacdo foi mostrada via método de Faedo-
Galerkin, uma vez que a equagdo proveniente do modelo € ndo autdbnoma. No segundo caso,
considerou-se a histéria ndo nula e, por meio da introdu¢do de uma nova varidvel, o modelo foi
convertido num sistema autdbnomo, o qual é equivalente ao problema original. Neste caso, foi
possivel aplicar o método de semigrupos lineares para mostrar a boa colocagdo do modelo.

A principal contribuicao deste trabalho foi em relacdo aos resultados de de-
caimento de energia. De fato, assumindo que o nicleo de memdria satisfaz uma Desigualdade
Diferencial Linear (DDL), foi mostrado que, para o modelo com histéria nula, a energia decai
para zero na mesma taxa que decai a fung¢do g. Ja para o modelo com histéria ndo nula, pode-
mos observar que a taxa de decaimento de energia ndo é a mesma que o nicleo de memoria g.
Isto se deve ao fato de que um termo adicional aparece somado a expressao do decaimento de
energia para o modelo com histéria nula. Para dar uma ideia mais precisa desses fatos, vejamos

0 esquema a seguir.

Hipoétese caso DDL:

g'(t) < —E(t)g(t) = g(t) < g(0)eJo &)ds

Decaimentos:

(a) Modelo sem histdria:

E(t) < Kpe m Js €(s)ds

(b) Modelo com histéria:

t 00
E(t) < Cp (1 +/ (g(s))laods) e~s0 o €()ds 4. C’R/ g(s)ds
0 ¢

Por outro lado, assumindo que a func¢ao g satisfaz uma Desigualdade Diferen-
cial Nao Linear (DDNL), foi mostrado que, em ambos os modelos com ou sem histdria, a taxa
de decaimento da energia é governada pela solucdo de um problema de valor inicial. Ou seja, a

estrutura do decaimento € preservada, como vemos no esquema abaixo.

Hipétese:

g'(t) < —H(g(t))
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Decaimentos:

(a) Modelo sem histéria:

(b) Modelo com histdria:

onde, em ambos os casos, S € solu¢cdo do problema de valor inicial

{ Si+aq(S)=0, t>0,
S(0) = E(0) (E(0) no caso (b)),

com
q(s) =s— (Id+ ]:I;Ol)_l(s) e H, = [erH ™ (c28)]™ + c3s.

Para trabalhos futuros, pode-se investigar uma maneira de preservar a estru-
tura de decaimento quando assumido a hip6tese para DDL e, com isto, mostrar que a energia

associada ao problema com histéria nao nula decai na mesma taxa que o nicleo de memoria g.
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A EXEMPLOS DE NAO LINEARIDADES

Este apéndice tem como objetivo exibir exemplos de funcdes M e f satisfa-
zendo as hipéteses (H.2), (H.3) e (H.6). As funcdes consideradas aqui sdo exemplos referentes

ao Capitulo 3, ja que o mesmo pode ser feito para o Capitulo 4 (basta trocar [ por w).

A.1 TERMO NAO LocAL M

Observe que as hipéteses (H.2) e (H.6) sdo satisfeitas se M satisfaz a seguinte
desigualdade diferencial:

J(y) =2y (s)s+y(s)+ x>0 em [0,00), (A.1)

De fato, suponhamos que M € C'([0, 00)) satisfaz (A.1) para qualquer constante oy > 0 ( que
posteriormente tomaremos como [31). Para s = 0 obtemos a igualdade em (3.6) e em (3.145).

Seja s > 0. Integrando (A.1) sobre [0, s] com M no lugar de y, temos
2 / M (T)dr + M(s) + ags > 0. (A2)
0

Usando integragdo por partes, obtemos

- 2M (s) = 2sM(s) — 2M (s). (A.3)

2 /S TM'(7)dr = 2T M (T)

De (A.2) e (A.3), segue que a hipotese (H.6) é satisfeita com oy = [5;. Além disso, multipli-

cando (3.145) por 5871/2 temos

d /— _1/2 g _1
— > ——3g 2, .
= (M(s)s > 55 (A4)

Assim, integrando (A.4) sobre (0, s|] e tomando gy = [f; obtemos a desigualdade (3.6) da
hipétese (H.2).
Vejamos agora exemplos de funcdes M que satisfazem a desigualdade (A.1).

Aqui tomaremos oy = 3.

Exemplo A.1.1 (constante). Seja M (s) = —I‘%. Neste caso M satisfaz a desigualdade (A.1)
com l
j(M):%>O s > 0.

Exemplo A.1.2 (polinomial). Considere M (s) = s? — /31, p > 1. Note que

J(M)=s"(2p+1)>0, s>0.
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Logo, M satisfaz as hipéteses (H.2) e (H.6).

Exemplo A.1.3 (logaritmo). Considere também M (s) = bln(s + e~%1), b € [0, 1]. Assim, M
satisfaz as hipéteses (H.2) e (H.6) com

J(M)>18(1-b) >0, s>0.
Exemplo A.1.4 (exponencial). Seja M(s) = (a+1)°* — (1 +161), a > 0. Temos que
JM)=2sln(a+1)(a+1)°*+(a+1)°—-1>0, s>0.

Ou seja, a desigualdade (A.1) € satisfeita.

Exemplo A.1.5 (hiperbdlico). A funcdo M (s) = bsinh(s) — 1/, b > 0 satisfaz a desigualdade
(A.1). De fato, note que

J (M) = 2bs cosh(s) + bsinh(s) > 0, s >0,
0 que prova o desejado.

A.2 FORCA EXTERNA f

Exemplo A.2.1 (Localmente Lipschitz). Considere f(s) = |s|7s, v > 0. Note que f satisfaz a

-~

hipétese (H.3) com f(s) = ﬁ|s|’”2, f'(s) = 7|s|” e v = £. Além disso, as fungdes
o fl(s) :a|$]7s+bs, &,b,"}/>0,
o fa(s)=Is|"s+[s|’s, >8>0,

também cumprem as condi¢cdes da hipétese (H.3) para uma escolha particular de a,b,y e 6,

uma vez que sdo combinagdes lineares positivas de f.
Exemplo A.2.2 (Globalmente Lipschitz). As funcdes
e f3(s) =rsin(s), k>0,
o fi(s)=rIn(s>+1), k>0,
e f5(s) = —rarctan(s), k>0,
satisfazem a hipétese (H.3) com k = sz e

o f3(s) = —rcos(s), fi(s)=rcos(s),
2s
s2+1

o fu(s) = rs(In(s® + 1) — 2) + 2arctan(s), fi(s) =k

)



157

~

o f5(s) = —x <3 arctan(s) — %m(s? + 1)) , f5(s) =

K
1+ 82

Os calculos dos exemplos acima foram comprovados usando ferramentas ba-

sicas do cdlculo diferencial e integral, tais como maximo e minimo de fun¢des na reta.
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