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Resumo

Estudamos a dindmica do modelo escalar conforme em AdS,;, com o formalismo das
extensdes auto-adjuntas e como o processo de segunda quantizacdo do campo escalar
pode ser implementado nesse formalismo. Determinamos sistematicamente quantas
dindmicas podem existir e como elas podem ser descritas a partir de condi¢des de
contorno na fronteira de AdS,. Seu espectro nos permitiu classifici-las em trés grupos,
onde a classificacdo depende de alguns parametros geométricos e do espectro das
extensdes de Neumann e Dirichlet. Com base no conhecimento do espectro dessas
extensdes, e no fato de podermos compactar o espago AdS no Espaco Estético de
Einstein, considerando-o como uma “caixa” dentro desse espaco, foi realizado um
estudo termodinamico do campo escalar, considerando-o como um géas de particulas

bosobnicas.

Palavras-chave: Modelo escalar conforme. Espaco anti de-Sitter. Extensdes auto-

adjuntas. Termodinamica.
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the formalism of self-adjoints extensions with application to thermodynamics. 2020.
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Abstract

We study the dynamics of the scalar model in AdS,, with the formalism of the self-
adjoint extensions and how the process of second quantization of the scalar field can be
implemented in this formalism. We systematically determine how many dynamics can
exist and how they can be described by boundary conditions at the AdS,, boundary.
Their spectrum allowed us to classify them in three groups, where the classification
depends on some geometric parameters and the spectrum of Neumann and Dirichlet
extensions. Based on the knowledge of the spectrum of these extensions, and the fact
that we can compactify the AdS space in another space, considering it as a “box” within
that other space, a thermodynamic study of the scalar field was realized, considering

it as a bosonic particle gas.

Keywords: Conformal field theory. Self-adjoint extensions. Anti-de Sitter space.

Thermodynamic.
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1 Introducao

Desde o descobrimento da correspondéncia AdS/CFT, proposta por J. Malda-
cena [1], e seus desenvolvimentos subsequentes [2, 3], a geometria AdS assumiu uma
relevancia especial na busca de uma teoria quantica da gravidade. A correspondéncia
AdS/CFT estabelece uma dualidade entre as teorias da gravidade no “bulk” (volume
do AdS), com algumas teorias de campos conformes na fronteira do AdS, como a teoria
N = 4 supersimétrica de Yang-Mills. Com isso, o estudo da dindmica dos campos no
bulk tornou-se relevante nesse cendrio.

Modelos com campos escalares que satisfazem equagdes hiperbdlicas de movi-
mento, como a equacdo de Klein-Gordon, foram amplamente estudados [4, 5, 6, 7, 8, 9].
O primeiro inconveniente que surge ao tentar se estabelecer uma dinamica satisfatéria
com campos escalares no AdS, é o fato desse ndo ser um espago-tempo globalmente
hiperbdlico. A inexisténcia de uma superficie de Cauchy para esse espaco significa
que o problema do valor inicial ndo estd bem definido, o que é bastante inconveniente
do ponto de vista deterministico. Alguns trabalhos [5, 6] atacaram esse problema sob
diferentes perspectivas, obtendo que, sob certas condigdes de contorno impostas no
infinito espacial, podemos ter uma dinamica satisfatéria. A partir de um trabalho
anterior de Wald [10], onde uma prescri¢do é construida para estabelecer dinamicas
sensiveis em espacos tempos globalmente ndo-hiperbélicos, Wald e Ishibashi [7] tenta-
ram “sistematizar” todas as condi¢des de contorno que podem ser estabelecidas no
AdS e que levam a dinamicas bem definidas.

Uma vez que a dindmica cldssica do campo esteja bem estabelecida, o préximo
passo é a quantizacdo. O problema é que, dado o cardter ndo hiperbdlico global
do AdS, coisas exoéticas podem acontecer, como: particulas como fétons atingindo o
infinito espacial em um tempo finito. Nos primeiros trabalho [8, 9] sobre quantiza-
¢do do campo escalar no AdS, foi feita uma tentativa de construir um esquema de
quantizacdo, compactando o AdS em outro espago-tempo globalmente hiperbdlico.
Dessa forma, o AdS pode ser considerado como uma “caixa” dentro desse espago
e o campo pode ser expandido em modos de frequéncia positiva, que satisfazem
certas condi¢Oes de contorno, de modo que quantidades como a energia e momento
total sejam conservadas. Verificou-se que apenas dois tipos de condi¢gdes de contorno
podem atender a esse requisito, as do tipo transparente (modos irregulares) e as do
tipo refletivo (modos regulares), onde o fluxo total é nulo na fronteira. Exemplos de
condig¢des transparente sdo as condi¢des periddicas e exemplos do tipo refletivo sdo
Dirichlet e Neumann. Trabalhos recentes [11, 12] mostraram que essas condi¢fes de
contorno dado origem a esquemas de quantiza¢do re-normalizédveis para certos valores

de constantes de acoplamento de massa e curvatura.
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Neste trabalho, o objetivo é estudar a dindmica cldssica do modelo escalar
conforme em AdS, para campos ndo-massivos, a partir do formalismo das extensdes
auto-adjuntas, e como o processo de segunda quantizacdo pode ser implementado
nesse formalismo. Feito isso, uma andlise termodinamica serd feita a partir de um
tratamento estatistico prévio, considerando o campo como um gés de particulas
bosodnicas. Partindo do conhecimento do espectro das extensdes, queremos estudar a
dependéncia da termodindmica com a escolha das condi¢des de contorno do campo
no infinito espacial.

O trabalho esté estruturado da seguinte maneira: no primeiro capitulo, estuda-
mos a dindmica cléssica, encontrando todas as extensdes auto-adjuntas do operador
que descreve a dindmica do campo em nosso modelo. No segundo capitulo, delineare-
mos uma proposta para implementar o processo de segunda quantiza¢do do campo.
Essa ideia é apoiada no fato de que o AdS pode ser compactado na metade do espaco
estatico de Einstein, como é sugerido em [8]. No terceiro capitulo, o espectro das
extensdes serd analisado, estudando sua estrutura e distribui¢cdo, o que nos levara
a classificar as extensdes em trés grupos. Finalmente, para a quarto capitulo, serd
realizado um estudo termodinamico, encontrando as fung¢des da particdo e o ntiimero
de particulas para cada extensdo auto-adjunta. Serd feita uma andlise do que acontece
para os regimes de baixa e alta temperatura, descrevendo como a termodinamica
depende da escolha das condi¢des de contorno para o campo em cada um desses
regimes.

Como convengdo, ao longo deste trabalho utilizaremos unidades naturais:
I = c = kg = 1, além disso, usaremos a assinatura para a métrica n-dimensional:
diag (—,+,+, -+, +).
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2 Dinamica classica do campo escalar

no formalismo das extensOes auto-

adjuntas

Os modelos com campos escalares reais mais estudados num espaco tempo
curvo n-dimensional sdo: acoplamento minimo e acoplamento conforme, ambos

descritos pela seguinte agdo [13]:

Sm[®] = /d”x\/—g [—%VyCDVP’cb — % <m2 + gR) cpz] , (2.1)
onde ¢ = 0 reproduz o acoplamento minimo e,

n—2

C=dm=1)

(2.2)

reproduz o acoplamento conforme. Quando o modelo com acoplamento minimo é
estudado no AdS, descobre-se que a dindamica é tnica [4, 7, 8], ndo temos liberdade
para escolher condi¢des de contorno no infinito espacial. O estudo das solugdes para
a equacdo de Klein-Gordon sugere que, para ter dindmicas diferentes, é necessario
m? < 0 [9], o que resulta impossivel desde nosso entendimento atual da fisica, pois a
massa é uma quantidade real. Esse fato torna pouco atraente, no cendrio de corres-
pondéncia AdS/CFT, uma teoria escalar baseada no acoplamento minimo. Por outro
lado, o modelo com acoplamento conforme em AdS foi estudado em [7, 8, 9], onde
diferentes dindmicas bem definidas foram encontradas. Cada uma destas dinamicas
esta associada a condig¢des de contorno no infinito espacial, que podem ser classificadas
como sendo do tipo transparente ou refletivo [8], dependendo de como a energia e o

momento “fluem” no AdS.

2.1 Prescri¢ao de Wald

Em geral, é bem sabido [14] que, para espagos-tempo globalmente hiperbélicos,
o problema de Cauchy estd bem definido para dindmicas com campos escalares

masivos, que satisfazem a equacgado de Klein-Gordon,
V,VI® — 2@ = 0. (2.3)

Ou seja, se X é uma superficie de Cauchy de um espago-tempo M, entdo, para
a informagdo de Cauchy dada por (¢o, o) € C®(X) x C®(X), existe apenas um
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® € C®(M) que satisfaz a equagao (2.3). Além disso, |z = ¢p e tV D[z = ¢y, onde
t# é o vetor de Killing associado ao tempo.

No entanto, para espagos-tempo globalmente nao hiperbélicos, o problema de
Cauchy ndo estd bem definido e, portanto, a existéncia e unicidade do campo nao
sdo garantidas pela informagdo de Cauchy especificada numa superficie. Assim, a
dindmica nesses casos ndo esta bem estabelecida.

Em um artigo publicado em 1980 [10], R. Wald esbo¢ou uma prescri¢do para
construir uma dinamica sensivel para campos escalares em espagos-tempo estéticos
globalmente ndo hiperbdlicos. Com a intencdo de encontrar solu¢des de quadrado
integravel para (2.3) e aproveitando o fato que num espago-tempo estético, descrito

pela métrica geral

ds* = goo(x)dt? + 'yij(x)dxidxj , (2.4)
a equagdo (2.3) pode ser escrita na forma
PP ek e 22 —
FYo VVHVV®) + uV<d =0, (2.5)

onde V = ,/=gqo e V é o operador derivada covariante associado & métrica induzida
7ij em %, Wald observou que a equagéo (2.5) poderia ser “vista” como uma equacao
vetorial num espago de Hilbert L2[%, V~1d%], na forma

d> ¢y

Onde ¢; representa um vetor nesse espaco, que estd relacionado univocamente a ®, e
A é um operador linear dado por

A= —VVKWV) + u?Vv2. (2.7)

Quando A é definido em um subconjunto denso desse espaco de Hilbert, como Ci°(X)
(quer dizer, o conjunto de fun¢des suaves de suporte compacto em ), o operador
acaba sendo positivo e simétrico. Portanto, é possivel mostrar, usando argumentos de
andlise funcional, que este operador possui extensdes auto-adjuntas positivas.

A prescricdao de Wald consiste basicamente em que, se escolhermos uma dessas
extensdes auto-adjuntas, Ag, o problema de Cauchy estaria bem definido apenas
se, as informagdes de Cauchy forem suaves e compactamente suportadas. Isto é,

(¢o, Po) € CF(X) x CF(X) e a evolugdo do campo seria dada pela seguinte equagéo:

Pr = cos(A%/zt)qbo + Agl/z sin(A}E/zt)gbo : (2.8)

2.2 Modelo escalar com acoplamento conforme a curva-

tura

A liberdade na escolha das condigdes de contorno no modelo conforme motiva

um estudo sistemético e rigoroso de todas as dindmicas possiveis que o modelo possa



2.2. Modelo escalar com acoplamento conforme i curvatura 27

apresentar. Esse estudo é facilitado usando o formalismo das extensdes auto-adjuntas
[7, 10], descrito na prescri¢do de Wald.

Sabe-se que as equag¢des de movimento no modelo conforme sdo invariantes
sob uma transformacdo conforme para o caso de campos ndo massivos [13]. Esta
invaridncia é relevante em nosso trabalho, dado que no préximo capitulo uma pro-
posta de segunda quantizacdo do campo escalar serd construida, baseada na ideia
de compactagdo do AdS, [8] em outro espago-tempo através de uma transformacgao
conforme. Por esse motivo, aqui consideraremos apenas o caso ndo massivo. A equa-
¢do de movimento que descreve a dindmica de um campo escalar ndo massivo neste

modelo é dada por

n—2
e =
(VP,V M= 1)R) o =0. (2.9)
A métrica que descreve o espaco AdS, pode ser escrita em coordenadas globais como
2 L P
ds® = —a(r)dt* + —— 4+ rdQ" %, r € 0,00), (2.10)

a(r)
onde d()"~2 ¢ o elemento de linha na (n — 2)-esfera S" 2 e a(r) = 1+r*/L% L é

conhecido como o “raio AdS” e esta relacionado a constante cosmolégica A,

(1= D@-2)

oA (2.11)

O escalar de Ricci, calculado a partir da métrica (2.10), é constante e tem o valor

nn—1
R = —%. (2.12)
Portanto, a equagdo (2.9) fica reduzida em
n(n—2)
(VVVV + T) ®=0. (2.13)

Esta equagdo pode ser considerada como uma equacdo de Klein-Gordon com massa
efetiva m%; = —n(n — 2)/4L2. Abaixo, vamos encontrar as solugdes para essa equagio,
primeiro para o caso particular n = 4 e depois para o caso geral com dimensodes

maiores.

Solucdes para o caso n = 4

Para o caso n = 4, a métrica AdS,, (2.10) é reduzida a

dr?
2 _ _ 2
ds® = —a(r)dt” + 20

Introduzindo essa métrica na equagdo (2.13), encontramos que ¢ deve satisfazer

az—q)—a li arzag —1—1 L azq)—l— ! inOaE —i—iCD =0. (2.15)
ot2 r2 or or 2 |sin29 dp?  sinf S50 12 -V 215

+ r2(d6? + sin® d¢?) . (2.14)
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No momento, é conveniente usar uma coordenada adimensional p, relacionada a r por

r—p= tan~! (%) , (2.16)

com p € [0,7t/2). Note que, nestas coordenadas,

1dr

a = sec? 0= Ldp . (2.17)

Assim, nas novas coordenadas, a equagdo (2.15) é reduzida a
32_q> 1 L 9 tan? 0P + ! L + ! sinGBE + 2 O
ot 12 | tanZpdp P30 dp sin?p [sin?f dp>  sinf 96 cos? p

=0, (2.18)

que pode ser reescrita na forma

o’ 1 1 a2(an o) + 1 1 achJr U (ng?® 0
o2 tan p dp? £ sin?p [sin?f dp?  sinf L o

(2.19)
Aproveitando a simetria esférica do AdS, podemos expandir as solugdes desta equagdo

em harmonicos esféricos Y/ (0, @),

®(t,p0,0,9) = Y it )Y (6, 9) . (2.20)

L3/2tan p {~

Substituindo (2.20) em (2.19), e usando o fato de que

[182 1

0
sin? § 0?2 BT (sm@aeﬂ Y6, 9) = —1(1+1)Y]"(6, 9), (2.21)

obtemos uma equagdo dindmica para ¢, (t, p),

Pomiee) , 17 104D

ot2 12 ap sin ] ¢lm( ) =0; = 0,1,2,.. (2.22)

Generalizacdo para dimensdes maiores

Para dimensdes maiores (1 > 4), temos que a equagao (2.13), nas coordenadas

da métrica AdS, (2.10), pode ser escrita como

02d 1 0 0P 1 nn—2
T ey (v )+ e e =0, Gy

onde A, > é o operador de Laplace-Beltrami em S"~2. Este operador possui auto

fungdes, que sdo os harmonicos esféricos em S"2 os quais satisfazem

An—ZYj(le---/ 911—2) = —l(l +n— 3)1/]'(91,..., 911—2)} I = O, 1, 2,... (2.24)
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O ntimero de harmonicos associados a cada valor de [ (7;) é calculado com a seguinte

féormula [4]: 0 0
+n—4)!
IN(n—=3)! "~

Observe que, para o caso n = 4, este nimero é 2/ + 1, que sdo os valores que m pode

v =2 +n-3) (2.25)

tomar em Y/"(6, ¢). Como no caso n = 4, podemos fazer a mudanga de coordenadas

dada na equacdo (2.16) e obter

?® 1 1 9 4o 0D 1 nn—2) \

Usando a seguinte identidade:

1 9 pop 00\ n(n—2) 1 02 (n-2)/2 B
tan" 2 p dp (tan P Bp) * 4cos?p ®= tan("=2)/2 o 9p? (tan P q))

1 (n—2)(n—4)
sin? p 4 '

podemos reescrever a equagao (2.26) como

’d 1 1 0° _ 1 (n—2)(n—4)
er_)__ - 9 (n—2)/2 _
{tan( (tan [y CI>> +—— {Anz 1 ] O

otz L2 n=2)/2 5 9p? sin” p

= 0. (2.28)
Como no caso anterior (n = 4), podemos expandir o campo nos harmonicos esféricos
em S"~2 na forma

1
q)(tl Pr 91/ ceey 91’172) - L(Tl—l)/z tan”/2*1 p Z(Pl (tl P)Yz (911 (Y 91’172) . (2'29)

Substituindo (2.29) em (2.28), e usando a equacgao (2.24), obtemos a equacdo dindmica
para ¢i(t, p),

2¢; 1] 8 1(l4n—3)+n=20=d
8t21 + 2 _B_pz + sinzp $i=0, 1=0,1,2,.. (2.30)

Observe que, se tomarmos n = 4, obteremos (2.22).

2.3 ExtensoOes auto-adjuntas

Podemos considerar a equagao (2.30) como uma equagdo vetorial no espaco de
Hilbert L2[0, 7r/2] dada por

— +Ap: =0, (2.31)
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onde

2
bi(t,0) = ¢ € 12(0,7/2); A 1[ J K”l],

=13 _8_p2 sinzp (2.32)
com K,y =1(I+n—3)+ (n—2)(n—4)/4. A solugdo da equagdo (2.31) é facilitada se
encontrarmos uma base {Z;} de L?[0, 77/2] cujos vetores sejam autofungdes de A, com

os respectivos autovalores A;. Desta forma, uma expansédo nesta base

pr=1) (ajei\/xft + b]-e_i\/xft> g (2.33)
J
é a solucdo geral da equagdo (2.31). Portanto, todo o problema é reduzido a encontrar
a base {{;}. Sabe-se que o teorema espectral da andlise funcional garante uma base
de autofun¢des do operador A para o espago Hilbert, somente se este operador for
auto-adjunto. Ocorre que, quando temos operadores ilimitados, como no nosso caso,
podem haver dominios diferentes em que o operador é auto-adjunto, resultando em
uma dindmica diferente em cada caso. Chamamos cada um desses dominios de
extensdo auto — adjunta do operador.
Para o estudo dessas extensdes, comecamos definindo o dominio do operador
A num subconjunto denso do espago de Hilbert L?[0, 7r/2], formado pelo conjunto de
todas as fungdes infinitamente diferencidveis com suporte compacto em [0, 77/2],

Dom(A) = {4>(x) € 12[0,71/2] : p € C [o, g} } . (2.34)

Estamos interessados em encontrar todas as possiveis extensdes auto-adjuntas
de A. Para isso, primeiro mostraremos que o operador A, definido no dominio (2.34),
é simétrico e, além disso, que é um operador positivo definido. Portanto, pelo teorema
(A.1) da teoria de extensdes auto-adjuntas, é garantida a existéncia de pelo menos uma
extensdo positiva. A simetria e a positividade podem ser testadas usando a integragao

por partes e o fato de K,;; ser um ntimero real positivo. Assim,

L A I @ 1 [0 ap\ |2
/2 1 8247 Knl
/0 12 [_a_p2 + Sinzp‘l’} pdp. (2.35)

Como ¢, e suas derivadas sdo nulas nos extremos (pelo fato de pertencerem a
C&°[0, t/2]), obtemos

(9, AY) = (Ag, ). (2.36)
Portanto, o operador A é simétrico. A positividade do operador é testada analogamente
1 (™2 7 9% Ky 1 _9¢p|™?
JAP) = — -+ — }d:——— +
WA =g [ 8| -5E e o= o5t
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1 /2 o 2 K, /2 )
— —| dp+ =5 csc? dp . 2.
Z), 3| T2, plpl"dp (2.37)
A expressdo acima se reduz a
1 /2 o 2 K, /2
LA =—/ L do+ =2 csc? 240> 0. 2.38

Depois de garantir a existéncia de possiveis extensdes, o préximo passo é
descobrir quantas existem e como elas podem ser descritas. Para isso, vamos usar o
teorema (A.2) (teorema de Neumann), para encontrar o subespago de deficiéncia do
operador. No nosso caso, precisamos resolver a seguinte equagao:

ATt = +ixp™)

1 02 Ku ] (1) .

Bl R — dixp'E) )

- = [ 37t p] ¢ ixp' =), (2.39)
onde 4>(i) e K& (subespaco de deficiéncia) e k € Ry. Obviamente, a equagdo (2.39)
é uma equagdo de autovalores ', portanto, torna-se necessdrio estudar a solucdo geral

de

1[ 9% Ky )
& {‘a—pz " oin? p"’} A (240
E conveniente usar um parametro adimensional, k = Le, e reescrever (2.40) como
824) Knl 2
o — =k°¢. 2.41
902 " sin? P(P ¢ (2.41)

Dependendo dos valores que n e I podem assumir, temos dois casos possiveis.

CasoI (I >0)

Este caso ocorre quando / > 0 para qualquer dimensdo. Comegamos propondo
uma solugdo para (2.41) da forma

1+I+4K,

¢1(p) = sin"p h(p); p= 5 : (2.42)

Substituindo esta solugdo em (2.41), encontramos uma equacdo diferencial para h(p)
. d’h dh 2 2\ . B

s1npd—p2+2pcosp%+<k —p )smph—O. (2.43)

Facamos uma mudanga na varidvel independente p,

o —z =sin?p. (2.44)

No capitulo a seguir, interpretamos esses autovalores como a energia dos modos no processo de
segunda quantiza¢do do campo.

1
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Nesta nova varidvel a equacdo (2.43) se torna

d’h dh k —k
z(l—z)@—l—{(p#—%)—(]?#-l)z}g—(p—; )(pz >h:0. (2.45)

Esta equacdo tem a forma da equagdo diferencial que satisfaz a funcdo hipergeométrica

Fi(a,b,c;z) com

_ _p—k oL

a= > ; b= 5 ,c—p+2. (2.46)
Com isso, sabemos que a solugdo geral desta equagdo é

h(z) = c1Fi(a,b,c;z) + ez “F(14+a—c,1+b—c2—cz). (2.47)

Pode-se mostrar que esta solucdo ndo é de quadrado integrével (como ¢ > 1, o fator
zl-¢ possui um polo em z = 0). Portanto, a solu¢do encontrada para a equacao (2.41) é

p+k p—k 1;sin2p> .

= sin? r -~ r - Z
¢1(p) = sin pﬁ( 5Pt 5 (2.48)

Com esta solugdo, podemos resolver a equacdo (2.39) para encontrar o subespago de
deficiéncia do operador. Tomando k = 1 £ i na solugdo (2.48) obtemos

. +1+i p—1Fi 1 .
cp§i)(p):smpp1ﬁ (p 2 /p 2:': /P—FE;SIHZP)I (249)

onde temos claramente que as fungdes {¢(+), 49(_)} € L2]0, r/2]. Consequentemente,
dim(K*) = dim(K ™) =1. (2.50)

Concluimos pelo teorema (A.2) que todas as extensdes sdo parametrizadas pelo grupo
unitdrio U(1).

CasoII (I =0,n = 4)

Quandon =4el =0, K,;; =0, portanto a equagdo (2.41) se torna

Pp o
T k¢, (2.51)
cuja solugdo geral é
$11(p) = csin(kp) + d cos(kp) . (2.52)

Como no caso anterior, esta solugdo nos permite encontrar o subespaco de deficiéncia

do operador. Tomando k = 1 i na solugdo (2.52) obtemos
917 (p) = esin[(1 % i)p] +dcos[(1 £ i)p] . @53)
E evidente que {sin[(1 +1i)p], cos[(1+i)p]} € L?[0, r/2]. Portanto, temos

dim(K™) = dim(K ™) = 2. (2.54)
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Concluimos, pelo teorema (A.2), que todas as extensdes sdo parametrizadas pelo grupo
unitario U(2).

Nosso desenvolvimento ndo contempla todas as solucdes acima. Neste trabalho
estamos interessados em extensdes que possuam apenas um parametro livre. Com
isso, do grupo de solugdes acima, vamos selecionar uma familia que, assim como as
extensdes do Caso I, possam ser parametrizadas pelo grupo U(1). Para isso, observe
que, se tomarmos o limite I — 0 e n — 4 da solugdo (2.48) para o caso I, encontramos

sin(kp)

(nl%m(l ¢1(p) = — (2.55)

que é uma solugdo do tipo ¢j;, com ¢ = 1/k e d = 0. Este é o subconjunto de solugdes
do caso II que vamos tratar. Assim, a dindmica em qualquer dimensao #, serd descrita
por extensdes auto-adjuntas do tipo U(1), com uma solucdo geral para a equagao (2.41)
dada por

¢(p) = sin” pFy (P;k,’g k,p+1 sin p) 1=0,1,2,.. (2.56)

2.3.1 Construcdo das extensoes através das condic¢des de contorno

O teorema (A.2) afirma que cada extensdo estd em correspondéncia univoca
com as isometrias parciais dos subespagos de deficiéncia, ou seja, qualquer aplicacdo
E: KW = K, de modo que

(B, By = (¢(7), )y (2.57)

No nosso caso, o dominio do fecho de A sdo as fungdes que decaem rapidamente
nos extremos do intervalo [0, 71/2] e as isometrias parciais para o caso de extensdes

parametrizadas pelo grupo U(1) satisfazem [7]
Ep(t) = ep(7), (2:58)

com « € (0,2r]. Portanto, o dominio de qualquer extensdo auto-adjunta no nosso caso

serd dado por
Dom(Ag) = {gbo + o) 4+ e |py € Dom(A),pH) e KF),9p(7) e IC(_)} . (2.59)

Queremos relacionar o dominio das extensdes com as condi¢des de contorno. Para

isso, suponha que (¢, ) € C2[0, 7t /2], entdo, definimos a seguinte quantidade:

B /2 824_) K /2 _ az¢ K
W(p,¢) =/0 {—a—pﬁsm pﬂ ydp — /0 b [—a—pﬁsm pw] dp

/2 a2 ~ 82‘
- (Gl he)er >0
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Integrando obtemos

o - a— /2
W(p,¢) = (%4»—% ) . (2.61)

0
Agora vamos considerar o conjunto ¢ que inclui todos os dominios de todas as

extensdes auto-adjuntas, quer dizer

¢ = | J Dom(A,). (2.62)

XEE

Da definicdo do dominio das extensdes (2.59) e da diferenciabilidade das solugoes
¢*) (2.49), pode ser deduzido que & C C?[0,77/2]. Portanto, a quantidade W esta
definida para qualquer par de elementos €. E claro que, se (¢, §) pertence ao dominio
de alguma extensdo Az, entdo W(y, ¢) = 0, a prova disso é imediata, dado que

(Azg, ) — (9, Azyp) = W(P, ¢). (2.63)

Esta equagdo, junto com a equagdo (2.61) sdo muito tteis, pois nos ajudam a definir

uma extensdao com base nas condi¢des de contorno.

Definic¢ao 2.1. Uma condicdo de contorno P definird uma extensdo no conjunto &, se a

seguinte relacdo é satisfeita,
Vo, € E|W(p,¢) =0 : se ¢ satisfazer P = ¢ satisfaz P (2.64)
e o dominio da extensdo pode ser expresso da seguinte forma:
Dom(Azg) = {¢ € €|¢ satisfaz P}. (2.65)

Para aplicar a defini¢do (2.1) em nosso caso, primeiro observe da equagdo (2.49) que
¢(£)(0) = 0, além disso temos

d(P(i)
dp

1+i p—17Fi 1
=p cospsinp_lpFl pr Z,p :Fl,p—l——;sinzp +
p=0 2 2 2

=0. (2.66)
p=0

2 F2i +34i p+1Fi 3
2 inPt+1 pT< E p 2. cin2
COs p sin Y (4}9 5 1 > , 5 ,p—i—z,sm Y

Com estes resultados, e do fato de que o dominio das extensdes é determinado
por (2.59), podemos deduzir que o conjunto & é formado por fungdes que se anulam
em p = 0, juntamente com suas derivadas. Ndo temos liberdade para impor condigdes

de contorno em p = 0. Assim, a quantidade W(¢, ¢) é reduzida a

Wy, @) =¢'(m/2)p(/2) — §'(m/2)yp(7/2), (2.67)
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onde ¢’ = d¢/dp. Para ver como isto funciona, primeiro vamos comegar com uma
condigdo de Dirichlet, ¢(7t/2) = 0. Calculando W temos

W =—¢'(n/2)p(r/2). (2.68)

A tnica maneira de obter W = 0, é que ¢(71/2) = 0 (uma vez que ¢’ (71/2) é arbitrario).
Desta maneira, a condicdo para ¢ implica a mesma condigdo para ¢. Portanto, de

acordo com a defini¢do (2.1), a extensdo de Dirichlet estaria definida por
Dom(Ap) = {¢ € €|p(rt/2) =0}. (2.69)

Analogamente ao caso de Dirichlet, podemos construir a extensdo de Neumann,
definida por
Dom(Ay) = {¢ € €|¢'(1/2) = 0}. (2.70)

No entanto, para uma condi¢do de contorno do tipo
P:¢(/2)=0,¢'(n/2) =1, (2.71)

W sera
W =9’ (11/2)(0) — (1)y(7/2). (2.72)
Observe que, mesmo fazendo (7/2) = 0, qualquer valor de ¢’ (7/2) fard com que
W seja nulo. A mesma condi¢do P ndo é obtida para ¥ e, portanto, essa condigdo de
contorno ndo pode definir uma extensdo. Por outro lado, uma condigdo de contorno
da forma (Robin)
P:¢'(n/2)+ap(rt/2) =0 (2.73)

onde a € IR, define uma extensdo para cada valor de a. A prova disso é imediata, se

calculamos W com a condigdo P acima,
W =/ (m/2)¢p(r/2) +ad(r/2)y(7/2) = [¢'(7/2) + ap(7/2)|p(7/2) . (2.74)

Para que W seja nula, obrigatoriamente ¢'(71/2) + a(7r/2) = 0, que acaba sendo a
mesma condi¢do de contorno P para ¢. Outra maneira de escrever a condigdo (2.73) é

fazer 1« = — tan 6, com isso,
@' (71/2) cos = ¢(71/2) sinf. (2.75)

Observe que 6§ = 0 gera a extensdo tipo Neumann e § = +7/2 tipo Dirichlet. Dessa

forma, todas as extensdes auto-adjuntas sdo parametrizadas por 6 € (—mt/2,7w/2).
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3 Uma proposta para a segunda quan-
tizacao do campo escalar no modelo

conforme em AdS,

Em geral é sabido que um dos requisitos para aplicar os métodos usuais
da Teoria Quantica de Campos (QFT) para quantizar campos em espagos curvos é
que o espaco-tempo, onde a quantizacdo e feita, seja globalmente hiperbélico. Isso
garante que o propagador de Feynman ndo tenha problemas de causalidade. No
entanto, em [8] foi mostrado que podemos ter uma boa quantizacdo para o modelo
escalar conforme em AdSy, se considerarmos AdS4 como uma “caixa” compactada no
espago-tempo estdtico de Einstein. A quantizacdo depende das condi¢des de contorno
que impomos no infinito espacial do AdS, (“paredes da caixa”). Com os resultados
do capitulo anterior, mostraremos que esse esquema pode ser generalizado para
dimensdes maiores, onde o processo usual de segunda quantiza¢do para o campo
escalar pode ser realizado usando o formalismo das extensdes auto-adjuntas. Para
fazer isso, primeiro precisamos construir uma abordagem ' que nos permita fazer
uma segunda quantizagdo em espagos estdticos globalmente hiperbdlicos, a partir do

conhecimento das extensdes auto-adjuntas que o sistema possa apresentar.

3.1 Segunda quantizacao em espaco-tempos estaticos glo-
balmente hiperbdlicos

Ja vimos que a dindmica de um campo escalar real massivo de massa m é
descrita pela equagdo (2.1), que em um espago-tempo estatico pode ser levada para a
forma 20

T + AP =0, (3.1)
onde A é um operador que pode depender da primeira e da segunda derivada em
relagdo as coordenadas espaciais. Por exemplo, no caso de Minkowsky, A = —V?2 + m?.
Além disso, podemos garantir que A é um operador positivo em relacdo ao produto

interno definido por [7]

(¥, D) :/Z‘i’*cb —gW0dx., (3-2)

Vale esclarecer que essa abordagem ainda estd em desenvolvimento, mas é uma possivel via para
realizar uma segunda quantizacdo do campo escalar em espacos tempos estéticos usando as extensoes
auto-adjuntas do operador que governa a dindmica classica.

1
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onde X representa uma superficie de Cauchy gerada por uma foliacdo a tempo
constante. Este produto interno define um espaco de Hilbert que denotamos por
[2[%,\/—g%dY], que é o espaco formado por todas as fungdes de quadrado integréavel
definidas em ¥ com medida du = /—g%dX. Pode acontecer o caso em que a
dindmica do campo é definida em um subconjunto U de X (por exemplo, uma caixa
em Minkowsky), o que leva a fixar condi¢des de contorno na borda deste subconjunto
u.

Como é sabido, no processo usual de segunda quantizac¢do, primeiro come¢amos
expandindo o campo P(x, t), e seu momento candnico associado I'I(x, ), em qualquer
base completa do espaco de Hilbert L2[X]. O momento candnico é obtido a partir da

densidade lagrangiana [13, 15]

oL
H(X, t) = m ’ (33)

que em nosso modelo escalar, descrito pela agdo (2.1), serd

(x,t) = /-gViP. (3-4)

A energia total do campo é obtida através da integragio da componente T% do
tensor de energia-momento em todo o espaco em que o campo estd definido. Essa
abordagem ndo serd usada aqui. E mais conveniente, para nossos propositos, usar
funcionais para calcular a energia e 0 momento canoénico. O lagrangiano de um campo
escalar pode ser definido como um funcional da forma [16]

LI 1) d(x )] = [ £(®, V@, &), (3.5)

onde u pode ser qualquer medida no espaco em que o campo esta definidoe U C X 2.
E facil ver que o lagrangiano (3.5) satisfaz a seguinte identidade:

. [0 (6L oL d oL .
foo 5 (58) 5ol o= ([, sa2 1), o

onde o momento candnico e a energia total sdo definidos como [16]

oL

H(X, t) = E,

E= / [(x,t)®du—L, (3.7)
u
e a equagdo de movimento para o campo assume a forma
d [ JL oL

A utilidade da equagdo (3.6) estda no fato de que ela pode ser usada para
encontrar a energia e o momento candnico a partir do conhecimento da equagdo do

2 E sabido dos métodos variacionais, que o dominio de um funcional definido desse jeito deve

satisfazer condi¢des de contorno em U.
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movimento que governa o campo, assumindo como hipétese inicial a existéncia de um
L, de modo que a equagdo do movimento tenha a forma dada em (3.8). Escolhendo
uma medida y e condi¢des de contorno adequadas, de modo que o membro esquerdo
da equacgdo (3.6) possa ser expresso como a derivada temporal de alguma quantidade
escalar E, entdo, E deve ser a energia associada ao sistema 3. A energia estard
fortemente ligada as condi¢des de contorno do sistema.

Nosso objetivo é usar essa ideia, para associar uma energia e um momento
candnico ao campo escalar descrito por uma equacdo de movimento da forma dada em
(3.1). Observe que, se escolhermos uma medida du = \/—g%d%, podemos expressar o
membro esquerdo da equacgdo (3.6), em funcdo do produto interno definido em (3.2),

na forma
(D, D+ AD) . (3.9)

A ideia, entdo, é expressar esse produto interno como a derivada temporal
de algo, impondo alguma condi¢do de contorno. Em geral, a forma de A pode ser
muito complicada e é impraticavel desenvolver o produto interno (3.9). E aqui que o
formalismo das extensdes de auto-adjuntas é muito ttil. Porque é mais facil manipular
o bracket (3.9) com operadores no espago Hilbert. Além do fato das extensdes auto-
adjuntas carregarem as condi¢des de contorno do sistema. E facil mostrar que A é
um operador positivo e simétrico em C§°(U), portanto, a teoria nos diz que ele tera

extensdes auto-adjuntas Az [17, 18], que satisfazem

A

1

hi(x) = wjzhj(x) , (3.10)

sendo {hj(x)} uma base para o espago de Hilbert L*[U, dj] e {wjz} o respectivo espectro
de Az. Portanto, tomando uma dessas extensodes, Az, o bracket (3.9) fica

(b, + Az®) = (&, D) + (D, AzD), (3.11)
que pode ser reescrito como
(@, + Az®) = 2 [(, D) + (D, D) + (P, Az®) + (P, Az®)] . (3.12)

Como P e suas derivadas temporais representam campos reais, o produto interno (, )
é sempre real, portanto, podemos trocar os vetores nos brackets. Observe também que,
devido ao fato de Az ser auto-adjunto, também podemos trocar o operador Az no

bracket. Levando tudo isso em consideracdo, a equagdo (3.12) fica

(&, &+ Az®) = _ [(&,B) + (B, ®) + (I, Az®) + (®, Azd)]

3 E um fato conhecido na teoria lagrangiana de que podem haver muitos outros lagrangianos que po-
dem dar as mesmas equagdes de movimento com energias e momentos diferentes, no entanto, devido
a que estamos considerando sistemas conservativos, pode ser provado que qualquer lagrangiano da
forma (3.5), que produz as mesmas equagdes de movimento, tem a mesma energia associada.
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da|1,. . 1

=— |=(D,D)+ - (P, AzD .
77 3 (®P) +5 (P, AzD) |, (3.13)
a partir da qual deduzimos que a energia associada a cada extensdo auto-adjunta deve
ser
1

1,. .
Bz =3 (D, D) + 5 (®, Az D) . (3.14)

Este resultado esta de acordo com o obtido em [19], com a tnica diferenca de que ali, a
“energia” é definida como 2Ez. O momento candnico pode ser deduzido comparando
nossa equagao de movimento com a forma candnica (3.8). Como o momento é uma

varidvel de calibre, sua forma geral é

II(x,t) = d + %, (3.15)
onde A é qualquer funcional da forma A[®(x, t)]. Usaremos o calibre A = 0, para
que nossa abordagem esteja de acordo com o0 momento candnico para espagos planos
(Minkowsky).

Até agora, construimos uma abordagem para associar uma energia e um mo-
mento ao campo escalar em um espago-tempo estatico globalmente hiperbélico, que
satisfaz a equacdo (3.1). Basta conhecer todas as extensdes auto-adjuntas do operador
A, e a energia e o momento sdo calculados com as equagdes (3.14) e (3.15). Para ver
como nosso método funciona, vamos aplicd-lo ao caso particular de um campo escalar
definido em todo o espago de Minkowsky, onde sabemos que Ay = —V?2 + m?. Neste
caso, a teoria nos diz que Ay é essencialmente auto-adjunto [18] e, portanto, possui

apenas uma extensdo, cujo dominio pode ser definido como
Dom(Ap) = {4>(x) € L? [IR?’] / (¢, V¢) — 0, quando |x| — oo} : (3.16)

A base auto-adjunta dessa extensdo para o espago de Hilbert L? [IR®] ¢ a base continua

de Fourier hi(x) = XX, com seu respectivo espectro w? = k - k + m?. Se calcularmos

a energia associada a esta extensdo com a férmula (3.14) obteremos

Em = 1/ c1>2d3x+1/ (~® V- Vo + m20?) dx. (3-17)
2 JRrs 2 JR3

Ao integrar por partes, e levando em consideracdo as condigdes de contorno expressas

em (3.16), essa equacdo pode ser reduzida para
Ey == / (cb2 LV VO + m2c1>2> A, (3.18)
R3

que é a energia usual para o campo escalar de Minkowsky calculada por outros
métodos [16].
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3.1.1 Quantizacdo candnica via extensdes auto-adjuntas

O processo de segunda quantizagdo do campo é realizado expandindo o campo
e seu momento candnico numa base completa {/;(x)} do espago de Hilbert L2[U, dy],
uma vez que a expansdo ¢ feita, os coeficientes da expansao sdao promovidos a opera-
dores que agem no espacgo Hilbert das “particulas”, chamado espago de Fock F. Essa
expansdo pode ser convenientemente escrita na forma

1 . )
P(x,1) = 1 o= [dje” iy (x) + e iy ()] (3.19)
]

A /26()]'

I(x, t) = aaif = —iz \/ % [ﬁje_i“’fthj(x) — ﬁ}rei“’fthj(x)*] , (3.20)
]

onde ﬁ}r e 4; sdo interpretados como operadores de criagdo e aniquilagdo de “quantas”
em cada modo j do campo. A quantiza¢do do campo é realizada impondo as seguintes

relagdes de comutacao

[&(x, 1), T1(X,t)] =i 6" Hx—x), [D(xt), D, t)] = [[I(xt),I1(x,t)] =0. (3.21)

H
j

aj,af | = &, [aj,4) = |af,af| = 0. (3.22)
[

Estas relagdes de comutagdo implicam relagdes de comutagdo para 4; e d;, dadas por

O operador hamiltoniano é construido a partir da energia (3.14) e do momento canonico

(3.15), . .
Hz = 5 (TLIT) + 5 (D, AzD) . (3.23)

Nio devemos interpretar Az como se estivesse agindo sobre &, pois sdo entidades que
vivem em diferentes espacos de Hilbert: Az, {,) € L2[U,dyu], e &,T1 € F. Na verdade
Az® deve ser interpretado como

A 1 : .
Azd =) [ﬁ e it Azhi(x) + ﬁfe""ftAch‘(x)*} . (3.24)
= S =] ] =]
7 /2w
Vimos que, no caso de Minkowsky, existe apenas uma extensdo auto-adjunta,
cuja base é a de Fourier e sabemos, pela quantizacdo usual, que nessa base o hamilto-

niano (3.23) pode ser expresso como [20]

3
A= [ s |itc+ 380 . (325)

Dessa maneira, sem considerar o problema da energia infinita do vdcuo, a quantiza¢do
do campo escalar em Minkowsky pode ser interpretada como um conjunto infinito
de osciladores harmonicos, onde dy (&1‘:) aniquilam (criam) “quantas”, que sdo inter-

pretados em QFT como particulas de momento k. No entanto, a questdo que surge
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aqui é: acontece o0 mesmo para um espago-tempo estatico e curvo? Ou ainda, podemos
expressar o hamiltoniano (3.23) como uma soma infinita de osciladores harmonicos,
independentemente da natureza de Az? A seguir, provaremos que a forma do hamilto-
niano (3.23) é independente do tipo de extensdo auto-adjunta, quando este é expresso
em fungdo de 4; e fz;.r. Antes de fazer isso, vejamos alguns fatos importantes para ter

em conta:

1. Do fato de Ag ser positivo, pode-se definir v/ Az atuando sobre qualquer elemento

¢ no espaco Hilbert L2[U, du] como sendo:
\/ A‘E(P = 2 \/xjcjéj’ 4) = ZC]C] € LZ[U, d]/l], (326)
] ]

onde A; € o espectro de Ag associado a sua base auto-adjunta ¢;. Note entdo que,
para todo ¢,y € L?[U, du],

(¥, Azp) = (VAzp, VAzp) - (3:27)

2. Como a forma de Az ndo depende de quantidades complexas, e também, como

seu espectro é real, de (3.10) é imediato que:
Azhi(x)* = w?hi(x)*, (3.28)

ou seja, {;(x)*} representa a mesma base auto-adjunta {/;(x)}. Este resultado
é trivial para o caso em que hj(x) é real. Para quando h;(x) é complexo, um
exemplo onde isto pode ser visto, é no caso particular de Minkowsky, onde

sabemos que a base auto-adjunta é: I (x) = €%, mas, Iy (x)* = e %% = h_;(x).

3. Pelo fato expresso em 2), segue que h;(x) e hj(x)* pertencem a mesma base, e

satisfazem as seguintes relagdes de ortogonalidade:
(hj, ) = <hkh]> S <h;,hk> S ADE (3.29)

Com esses resultados, podemos expandir o hamiltoniano (3.23) em qualquer base
auto-adjunta h;(x), obtendo:

1 1 N N a0
= | (Vo o+ e (122 ) (e n)

(3-30)

. 1 . i
— (, /w]wk <h],hk> - o <h], Aghk>> (ajake Z(w]erk)t + hC)
Utilizando os 3 fatos expostos anteriormente, e com a ajuda das relacdes de comutagdo

(3.22), obtemos que este hamiltoniano pode ser reduzido a
a1
Az = Zw] (a+a] ) (3.31)

que é um hamiltoniano do tipo oscilador harménico.
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3.2 AdS como uma “caixa” em ESU

Como AdS é um espago globalmente ndo hiperbdlico, ndo podemos aplicar
diretamente a abordagem anterior de segunda quantizagdo para espagos-tempos
estdticos. No entanto, sabemos que AdS estd relacionado a ESU (Einstein-Static-

Universe) por meio de uma transformacdo conforme, que pode ser expressa na forma

dsidsn = w(p) *dstgy, (3-32)

com w(p) = cosp e o elemento de linha de ESU descrito por

ds2g, = —di? + L2 (dp2 +sin?p dni_z) . (3.33)

Como o modelo que estudamos é conformemente invariante, a transformacéo (3.32)
ndo altera a forma das equag¢des do movimento. Portanto, devido ao fato de num
espaco-tempo de dimensao #, o campo escalar possuir unidades [®] = L'73, as
solugdes para ESU, podem ser construidas a partir das solu¢des obtidas em AdS, da
forma [8]

GESU —_ 15 pAdS (3.34)

Como P49 ¢ dada por (2.29), as solucdes para ESU podem ser expressas como
csc”/2
DEU (L, 0,04, ...,0,42) = T2 Z(PAdS Yi (01, ..., 0n—2), (3.35)

da qual podemos deduzir

ESU
(GCI;p cos @ — ®ESUgin 9)

p=mr/2

1 o\ AdS >
Z cos O — ¢;""7 sin 0
Lin=1)/2 & ( op

Y;. (3.36)
p=m/2
No capitulo anterior, encontramos que as dindmicas possiveis para o nosso

modelo em AdS podem ser descritas por extensdes auto-adjuntas positivas Ag ) com

Z e U(1), que satisfazem as condi¢des de contorno (2.75). A partir de (2.75) e (3.36)
deduzimos entdo que

(acDESU

cos § — ®FUgin 9)
dp

=0. (3-37)
p=m/2
Este resultado estd de acordo com o obtido em [8], onde a mesma relagédo foi obtida
para os casos particulares: § = 0,77/2, em n = 4. No entanto, a equacao (3.37) mostra
que isso é vélido para qualquer extensdo auto-adjunta e, portanto, a dindmica do

modelo em ESU também é descrita pelo mesmo grupo de extensdes auto-adjuntas
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U(1) de AdS. Dessa forma, a dindmica do modelo conforme em AdS é totalmente
equivalente a dindmica numa “casca esférica” de raio tL/2 em ESU, pelo menos
desde um ponto de vista cléssico.

A equivaléncia entre esses modelos nos permite aplicar a abordagem desenvol-
vida na secdo anterior para implementar o processo de segunda quantizac¢do, dado que
ESU é estético e globalmente hiperbdlico. A dindmica do campo nessa “casca esférica”
em ESU serd determinada por equag¢des de movimento na forma

('I')ESU + AECI)ESU — 0, (338)

onde Ag é uma extensdo auto-adjunta com E € U(1). Observe que a invariancia
conforme ndo afeta o espectro das extensdes, o espectro para ESU serd o mesmo que
foi obtido em AdS. Aplicando a segunda quantizacdo, obtemos que o hamiltoniano
deste sistema é

X w1
ESU _ Z w]AdS <a;u]. + E) , (3-39)
J

A construgdo de qualquer estado de Fock |ip > pode ser feita a partir do estado
de vécuo |0 >, da maneira usual, como é feita na QFT. Note que o estado de vacuo
dependera da escolha da extensdo auto-adjunta, o que se traduz fisicamente em impor
condic¢des de contorno nas “paredes” da casca esférica. Essa dependéncia do estado
de vacuo com as condigdes de contorno impostas na fronteira é algo que pode ser
interpretado sob a perspectiva da correspondéncia AdS/CFT. Por exemplo, vamos
considerar o caso particular n = 5; é possivel mostrar, usando o sistema de coordenadas
de Poincaré, que o espago de Minkowsky 4-dimensional (onde nés moramos) pode
ser considerado como a fronteira conforme de AdSs (“parede da casca”). Portanto,
uma condicao de Dirichlet ®|¢. ... = 0, ndo seria detectada por nés que moramos
na borda, jd que o campo é nulo. Portanto, dado que esta condi¢do de contorno define
uma extensdo, todas as particulas criadas no bulk a partir do estado de vacuo associado

a essa extensao nunca poderiam atravessar a fronteira para chegar até nés.
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4 Analise espectral das extensoes

No capitulo 2, conseguimos descrever as extensdes auto-adjuntas do operador
A por meio de condi¢des de contorno. No entanto, como é sabido, cada extensao
auto-adjunta tem autofuncdes e, portanto, um espectro. Para encontrar o espectro,
aplicaremos a condigdo de contorno geral (2.75) na solugdo ¢(p) dada na equagdo
(2.56).

Para comegar, primeiro observe que a solugdo ¢(p) pode ser reescrita da seguinte
maneira:

. —k+1 p+k+1 1 . n—2
¢(p)=c0~°:psmppF1(p > P 5 ,p+§,~sm2p);p=l+7. (4.1)

Observe que p > 1, s6 pode ser inteiro ou semi-inteiro, dado que n e [ s6 podem
assumir valores inteiros. O comportamento assintético de ¢(p) e ¢’'(p) em p = (7t/2)"

é[7]
VAT (p+1 2T (p+4
¢(p) ~ - (1§+P)<r (i;p) - (ka>(r (ijl()) (cosp)—
(R+p—p)Var (p+3)

/ 2ﬁ1‘<p+%) \/E(1+3p+k2—p2)l"<p+%>
¢'(p) ~ r(pT_k)r(pT_H() + |: 2r(1—§+p)r<1+l§+p)
Vik—p—1)k+p+ 1A -k +p+p)L (p+3)

4(1+2p)T (3‘§+P> r <3+§+P>

Com esta informacao, teremos que a condi¢do de contorno (2.75) se traduz em

] (cosp).  (43)

2cos6 _ sin @ | »
I <pr1<> I (%k) r (Hﬁ’) r <1+’§+P)

Esta equagdo é muito relevante, porque é uma relagdo funcional k(6) que vincula o

espectro com a extensado. Por exemplo, para a extensdo Dirichlet (6 = £7/2), temos

1
) .

Tomando k >0, T (W) # 0 e, portanto, (4.5) é reduzida a

1

@ =0. (4.6)
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Aqui podemos usar a seguinte identidade:

1 I'(1-
) = ( p- ) sin(7tz) . (4-7)
Note que 1/T'(z) é uma fungdo analitica cujos zeros estdo em z = —m, com m € Z..

Com isso, deduzimos que os tnicos k que satisfazem (4.6) sdo

1-k+p
5 =

Isolando k finalmente obtemos o espectro da extensdo Dirichlet

—m. (4.8)

k,(ﬂD) =2m+p+1. (4.9)
Com um procedimento andlogo, obtemos o espectro da extensdo Neumann (6 = 0),
kﬁnN) =2m+p. (4.10)

Observe que uma caracteristica importante desses dois espectros é que eles sdo distri-

buidos linearmente, ou seja:

AN = DA (PN =2

(4.11)

Infelizmente, ndo podemos ter uma férmula explicita para as outras extensdes,
devido a complexidade para resolver a equagdo (4.4). No entanto, podemos estudar
a estrutura e distribuigdo do seu espectro. Isso é facilitado se definirmos, de (4.4), a

funcao

1+k+p 1-k+p
8(k) = tan" ! 2r£<%>)rr<<p7f> ) . (4.12)

Observe que (k) é uma fungdo cujos zeros sdo precisamente o espectro de Neumann:

G(k,(nN)) = 0. Além disso, possui uma descontinuidade ndo essencial no espectro
Dirichlet, ou seja:

T T
li (k) ==, L (k) =——=. .

k—;cl;(j;)J’ (k) Hﬁg)_ (k) = -3 (4-13)

Observe também que, a partir de 6(k), podemos definir:

2

21 ()
6. = 0(0) = tan! — (4-14)
r(s)

Chamamos essa extensdo de extensao critica (6;). Ela é a tinica extensdo que tem modo

fundamental com energia nula. *. A figura (Fig. 1) mostra um Plot de 6(k), onde todas

' O qualificativo de "critico" ficard mais claro no préximo capitulo, quando estudarmos a termodina-

mica.
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essas caracteristicas mencionadas acima podem ser observadas. Podemos identificar
~ 0 .

o espectro das outras extensdes (k,(n), m =0,1,2,---) como a abcissa dos pontos de

interceptacdo das linhas horizontais (6 = const.) com a func¢ao 6(k). Para a extensao

critica, temos, por definicéo,

k(()G“) =0. (4.15)

)
I 0
15
L P28

6
1_0; G
I \ | \
0'5f\ \ \
N .
: \ 2 \ 4 \ 6 \ 8 10
-0.5:
-1.0}
15l

Figura 1 — Fungio 6(k) para p = 1.

Vamos mostrar dois fatos sobre a fungdo 0(k) que definem a estrutura e a
distribuicdo do espectro das outras extensdes. Esses fatos sdo:

1. 6(k) é diferencidvel e estritamente decrescente nos intervalos abertos:

= (k7 k) e b = (k0K

), mE0L2, (4.16)

Demonstra¢do. E conveniente fazer a seguinte mudanca de variavel:

k—p—1

k—z= > . (4.17)

Assim, a fungédo 6(k) se torna

2T (z+p+1) T (—2)
T(z-l—p-l—%)l“(—z—%) '

0(k) — 6(z) = tan?
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zel= (_PTH’ ) ouly,=(mm+1). (4.18)

A diferenciabilidade de 0(z) é garantida uma vez que as fungdes: 1/T <—z — %)
e I'(—z) sdo diferencidveis em I e I,,. Para provar que a fungdo é estritamente
decrescente em I ou [, usaremos o critério da derivada. A derivada da func¢édo
0(z) é dada por:

vy F@) L MEtpel) T(2) 1
9(2)_1+f(z)2,f(2)_F<Z—|—p+%>r<—z—l>’ (4.19)

2

z

portanto, pelo critério da derivada, a funcdo é estritamente decrescente no
intervalo I, se
0'(z) <0— f'(z) <0, Vz€Toul,. (4.20)

Temos que

onde ¢(s) é a fungdo digamma definida por: ¥(s) = I'(s)/I'(s), que tem uma

representacdo em serie dada por

= 1 1
lp(s)—_')"i‘;)(i_i_l—i_i_—s), s#0,1,2,--- (4.22)
Usando esta representacdo, podemos expressar a equacao (4.21) como sendo
: 1 +1
e ¢ (itr+3) (=+17) 1o
f&) S (itzrp+l) (i-2-4)G+z+p+D)
(4.23)

A partir dessa expressdo, é facil ver que

(2) B <0, Vz e (—#,—%) ou (m,m+%)
f(z) N >0; Vz € (—%,O) ou <m+%,m—|—1>

Examinemos a fungdo f(z), que é composta por duas fun¢des: uma que é positiva

(4.24)

e se comporta bem nos intervalos I e I, e, por outro lado, temos a outra fungdo
I'(—z)/T (—z — %) , que exibe o seguinte comportamento:

[(=z) _ I+ %)F(—z) cos(mz) =

F(—z—%) g
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(4.25)

A
N
Il
|
N
3
+
NI

As equacdes (4.24) e (4.25) implicam necessariamente que
f'(z) <0, Vzelouly. (4.26)

2. O comportamento assintomatico de 6(k) para valores k muito grandes é descrito

por:
- g, vke (KK .
im = N) (D . 4.27
= -7, vke (kK k7))

Demonstracdo. Usando a mudanga de varidvel proposta em (4.17), o limite

anterior é equivalente a

oo, Vz € (m,m+%)

lim f(z) = (4.28)
m=—00 —o00, Vz € <m+%,m+1>
A parte de f(z) que é positiva e bem comportada exibe o seguinte comportamento
assintotico: oT 1
lim (z+p+1) = 00. (4-29)

Combinando isso com a equacgéo (4.25), obtemos o resultado (4.27).

A partir do primeiro item anterior, deriva-se o fato de haver uma bijecdo entre os
conjuntos

T T
I<—><——,9> e I <—>(——,—), .30
50 m ) (4-30)
0 que nos permite garantir a existéncia da funcio inversa: 671(k) = k(0), nestes
intervalos. Além disso, como 6(k) é estritamente decrescente nesses intervalos, temos

que

dao dk
E<O_>@<O' (4.31)

Esses fatos nos permitem classificar as extensdes em trés grupos. Por exemplo, defini-
mos extensdes do tipo II como aquelas que estdo no intervalo

0>0> —g — Tipo II.. (4.32)

Observe que as equagdes (4.31) e (4.32) implicam que essas extensdes satisfazem

KN < D (D) (4.33)
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Além disso, a partir do segundo item e do fato de o espectro ser determinado pelos
pontos de interse¢do de 6(k) com as linhas horizontais, podemos afirmar que

(1 k0.

lim k (4.34)

m—o0
Uma anélise analoga para os tipos I e Il pode ser realizada. Os resultados podem ser
resumidos na tabela (Tab.1).
Outro fato importante a ser observado é que, diferentemente das extensdes de
Dirichlet e Neumann, as outras extensdes ndo tém uma distribui¢do linear no espectro,

ou seja,

Ak,(ff) = kfi)rl — kg,f) nao é constante. (4.35)

A figura (Fig. 2) mostra esse comportamento para algumas extensoes e, além disso, é

possivel evidenciar o comportamento assintético estabelecido na tabela (Tab.1).

Ak

2.0010 -

2.0005 - L

2.0000 ¢ 8888s08ss0s0s000000

. B=m/6(l)
B=—rr/3(Il)
B=rri4(lll)

1.9995 -

! . . . ! . . . ! . . . ! . . . !
20 40 60 80 100

Figura 2 — Distribuicdo do espectro para algumas extensoes para p = 1.

Tabela 1 — Classificacdo das extensdes de acordo com seu espectro

Tipo I Tipo II Tipo III
Definicao 6. >60>0 0>60>—m/2 /2 >0 > 6,
Intervalo Ko <k < k) KN <k < k) KD < ko < K
Limite assinto6tico (N) (N) (N)
ki K Ko

(hmm—>oo km)
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5 Analise termodinamica do modelo

O fato de AdS poder ser compactado na metade de ESU e o fato da dinamica
do campo escalar acoplado conformemente & curvatura ndo ser afetada por essa
compactagdo, motiva um estudo termodindmico do modelo a partir de um tratamento
mecanico-estatistico prévio [21]. Como o AdS tem um volume infinito, podemos
associar um volume efetivo, derivado a partir da compactacdo do AdS em ESU. Esse

volume vai ser igual ao volume de uma casca esférica de raio R = 7rL/2 em ESU,

Vet = ! x Volume da (n—1)-esfera:7-[—2L”_1 . (5.1)

2 I'(z)
O tratamento estatistico é facilitado considerando o sistema como um gés de
particulas bosodnicas ndo massivas que, como é conhecido, segue a estatistica de Bose-
Einstein. Usaremos o ensemble grande-canonico, onde a funcdo de particdo é calculada

na forma

InZ=-) giln(1— e Plei=1y, (5.2)
j

e o nimero médio de particulas no nivel de energia j é dado por

N &
<n]> - BEi—1 _ 1’ (5-3)

sendo B = 1/T e g; a degenerescéncia do nivel de energia j. O numero total de
particulas N é obtido somando o nimero médio de particulas em cada nivel de

energia:

1
N=Lm) =L g o4
J J

E sabido que, para gases bosonicos ndo massivos, o potencial quimico deve
ser zero (4 = 0), o que é uma consequéncia direta da ndo conserva¢do do nimero
de particulas no volume (os bésons interagem com os arredores do volume que os
contém, [21, 22]). A ndo conservagdo do namero de particulas N faz que a definigdo

usual do limite termodindmico:

Vet

para esse sistema, seja um pouco confusa. No entanto, seguindo a ideia exposta em

[21], podemos considerar o limite quase-termodinamico, o que definido por:

Vet muito grande com T fixo e u = 0. (5.6)
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Observe que este limite é naturalmente compativel com a finitude do AdS (L finito).
Feitas estas consideragdes, todas as varidveis termodinamicas de interesse podem ser
derivadas a partir da func¢do de partigdo (5.2):

d d

0
u:TZa—T(an),- sza—T(Tan),- P:W(Tan), (5.7)

as quais satisfazem uma equagdo de estado determinada por [22]:

PV =T Z(T, V). (5.8)

5.1 Espectro e degenerescéncia

No capitulo anterior, n6s determinamos o espectro das extensdes auto-adjuntas
do operador que governa a dindmica do campo escalar acoplado conformemente
a curvatura no AdS,. Como esse operador depende dos harmonicos, seu espectro
também dependera. O espectro nos permite construir os modos do campo, que serdo
determinados pelos nimeros quanticos m,l,s, onde m rétula o espectro e I,s sdo
determinados pelo harménico. O nimero de valores que s pode assumir dependera

de I, e é determinado pela equagdo (2.25). Dessa maneira, cada extensdo auto-adjunta
(0)

(0) tera modos associados P L

que sd0 expressos por:

0) sin” p p—+ km,

mls — 1.(n=1)/2 gnn/2-1 pFl ’ =, p+5;sin“p | Y] (5.9)

(6)

Do ponto de vista mecéanico-estatistico, cada um desses modos @,

s determina um

micro-estado do sistema com energia

) K
)=, (510

0
€m

()

m,l

extensdes Dirichlet (0 = +7/2) e Neumann (6 = 0),

Infelizmente os valores k, ; podem ser conhecidos analiticamente apenas para as

e — 1 (2 414 2)

m,l

(N) _1 ’

) =0,1,2,---,1=0,1,2,--- . (5.11)
em,l = f(2m+l—|—”%)

Porém, sabemos que o ntiimero de harmonicos associados ao niimero quantico !

(0)

vem dado pela equacgdo (2.25), isso faz que existam diferentes modos D, coma
mesma energia; ou seja, existe degenerescéncia. Observe além que, pelo fato do

espectro depender somente do I, a degenerescéncia é independente da escolha da
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(6)

extensdo 0. Usando a equagdo (2.25), temos entdo que, para um nivel de energia €, }, a

degenerescéncia g, | sera:

(2l+n—-3) (I+n—4)!

Assim, a fungdo de parti¢do e o niimero de particulas para qualquer extensdo serdo
dados por:
o )
nZO(T) = = 3 3 g [1_”]’ 613)
m=01=0
NO(LT) = . (514

etr —1
No caso das extensdes Dirichlet e Neumann, essas expressdes podem ser reduzidas a

um Unico somatoério. Isso pode ser feito definindo um ntmero quantico j da forma

j=2m+1; j=0,12---. (5.15)

Observe que, com esta definicdo, o espectro de Dirichlet e Neumann pode ser expresso
por

; ]:0/1/2/ (516)

A degenerescéncia para o nivel de energia €;, pode ser calculada aproveitando
o fato de j ser par ou impar é determinado apenas pelo valor de / (se ! for par (impar),
j € par (impar)). A degenerescéncia g; do nivel j é calculada fazendo a soma da
degenerescéncia (5.12) sob [, desde | = 0 até | = j, com [ percorrendo valores impares

ou pares. Em ambos os casos, a soma fornece o mesmo valor [4, 21]

i (j+n—2)!

8= Sml = RCEDT (5.17)

Ie{par/impar}
Note que esta funcdo de degenerescéncia tem a forma de um polindmio em j de grau
n—2,

n—2
8 = Z akjk/ (5.18)
k=0

onde os a; podem ser calculados a partir de

Z ﬂk] )!

(5-19)
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Alguns coeficientes notédveis desse polindmio sdo

1 P 1
(n—2)" " 2(n—3)
Com isso, podemos expressar nossa funcdo de particdo e o niimero de particulas para

ag =1, ap = (5.20)

o caso de Dirichlet e Neumann da seguinte maneira:

¥N/D)
In ZN/P)(LT) Zak —Z]kln(l—e_ ST ), (5.21)
j=0
N/D jk
N( Zﬂlk ZW . (5.22)
k=0 j=0
e —1

5.2 Termodindamica e extensdes auto-adjuntas

Nosso objetivo central é estudar a dependéncia da termodindmica nas condi¢des
de contorno do sistema, 0 que resulta na escolha de uma extensdo auto-adjunta para o
operador A. A distribuicdo e a estrutura do espectro das extensdes foram estudadas
no capitulo anterior, cujos resultados sdo mostrados na tabela (Tab.1). Os resultados
mostram que podemos dividir todas as extensdes em 3 grupos, determinadas pelas
extensdes Dirichlet, Neumann e uma extensdo critica (6;), para a qual o valor mais baixo
de energia de seu espectro é zero (e seu modo associado é diferente de zero). Desde
um ponto de vista puramente mecanico-estatistico nenhuma particula bosonica pode
acessar um nivel com energia zero, dado que uma condi¢do necessdria na estatistica de
Bose-Einstein € €; > p = 0, portanto, este modo ndo pode ser considerado no célculo
da funcdo de particdo *. Portanto, a fun¢do de particdo e o ntiimero de particulas para

esta extensdo critica serao:

)
InZ.(LT) Z nglln [1 e ] , (5.23)
m#01=0

=y Yy (5.24)

k
m Ol:0 ml
7 ~1

A partir dos resultados da tabela (Tab.1) e do fato das funcoes,

—In(1—e"I7) e — (5.25)

Este é um caso semelhante ao caso que acontece em uma caixa em Minkoswky com con-
digdes de contorno periédicas. A segunda quantizacdo do campo fornece que: €n.n,n, =

ZL", /n2 + n2 +nZ; ny,ny,ny € Z. O modo com energia €00 = 0, ndo é levado em conta na

fungdo de partlgao. No entanto, este ndo é o caso de particulas massivas onde: €gg 7 0.
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(6)

m,l’
representa uma cota minima para as outras extensdes, no sentido de que a fungdo de

serem fungdes mondtonas decrescentes em k7, podemos deduzir que a extensdo critica

particdo e o niimero de particulas para os trés grupos de extensdes satisfazem

InZ. <InZi <InZp <InZj; <InZy <InZj, (5.26)

N <N < Np < Njp < Ny < Nj. (5.27)

Podemos analisar o que acontece com a termodindmica em dois regimes: o regime de
baixa temperatura (quantico) e o regime de alta temperatura (cléssico). Esses limites
serdo definidos pelo pardmetro adimensional LT da seguinte maneira [21]:

0 < LT <1 — Limite de baixa temperaturas

o (5.28)
LT > 1 —— Limite de alta temperaturas

5.2.1 Regime de baixa temperatura

No regime de baixa temperatura o modo fundamental domina sobre os outros
modos e os efeitos quanticos sdo mais visiveis. O modo fundamental na funcdo de
particdo (5.13), serd o termo m = [ = 0, que tem degenerescéncia: gpoo = 1, para
qualquer extensdo (exceto o modo critico onde m # 0). Desconsiderando os outros

modos e tomando a aproximac¢do — In(1 — x) = x, a fun¢do de parti¢do é reduzida a

() 0
InZ@(LT) = —gooIn [1 — eL] =e 1T, 0<ITK1. (5.29)

De um jeito semelhante, desta vez considerando a aproximacéo: x/(1 — x) ~ x, temos
para o namero de particulas

N(e)(LT) — 800 eI, 0<LT 1. (5.30)

Com a ajuda das equagdes (5.7), pode-se encontrar as varidveis termodinamicas,
obtendo como resultado

k ) Tr(2 i)
u(LT) = e i, SO(LT) = 142 ) e, PO(L,T) n;L(f)lego
(5:31)

Observe que toda a termodindmica dependerd do estado fundamental, que ao mesmo
tempo depende do tipo de extensao. Nesse regime de baixa temperatura podemos

dizer que a termodinamica do gas bosodnico é suscetivel a mudancas nas condig¢des
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de contorno do sistema. Na figura (Fig. 3) € mostrado o comportamento de algumas
fung¢des de particdo para o caso especifico n = 4. Observe que todos elas sdo maiores

que a extensdo critica, tal como indicado pela equacao (5.26).

LnZ
0.4~
ON
L eD
0.3+
. /6
n/A
P |
0.2~ 3
S ec
0.1+
0.0 . : ! ! ! ' 1 . | | | . . | LT
0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

Figura 3 — Comportamento da fungdo de particio das extensoes para baixas temperaturas em
n =4

5.2.2 Regime de altas temperaturas

No regime de alta temperatura (LT > 1), ndo podemos desprezar a contribuicdo
dos modos mais energéticos para a funcdo de parti¢do, pois a probabilidade de terem
particulas aumenta com a temperatura. Para as extensoes de Dirichlet e Neumann, nado
é dificil calcular as fun¢des da particdo e o ntimero de particulas, pois seu espectro é
distribuido linearmente (Ae; = 2) e sua fungéo de degenerescéncia é polinomial. Para
as outras extensdes, o espectro ndo € linearmente distribuido (Ae; # 2) e nesse caso
é dificil calcular uma expressdo analitica para suas fun¢des de particdo e nimero de
particulas. No entanto, isso ndo nos impede de construir uma termodindmica para
essas extensdes neste regime de temperatura.

Por exemplo, vamos considerar o caso de extensdes do tipo II, onde sabemos
pela tabela (4) que seu espectro satisfaz

ARID

KN <kl <klD) =0 < - < T My = Kini =) (532)
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No regime em questdo podemos definir uma primeira aproximagao,

1 o . «
IT < 1 — Primeira aproximacao. (5.33)

Observe, entdo, que essa primeira aproximacdo implica na equagao (5.32) que

Ak(H)
nl . (5.34)
LT

Além disso, essa aproximacdo é ainda melhor para os modos de energia mais alta,
pois, como mostrado na tabela (Tab.1),

lim Ak = 0. (5.35)

m—oo M
Portanto, nesta primeira aproximacao, a funcdo de partigdo e o nimero de particulas

(5.13) e (5.14), para extensdes do tipo II, podem ser perfeitamente aproximadas por

0 o Akinnl) kii\jl)
mZU(IT) ==Y Y guiln [1 ened ] ~imnzM(IT),  (536)
m=01=0
oo 0 8m,l
N(H) (LT) B mgo l;) Ak(IIl) k(Nl) = N(N) (LT) . (537)

Um raciocinio andlogo para as func¢des da particdo e o ntiimero de particulas para as
extensdes do tipo I e III pode ser realizada. Novamente usando os dados fornecidos

pela tabela (Tab.1), temos que:

k(I)
(D) (6) _ o (I) _ (N) 1 1A D _ () _ L(N)
km—l,l < km,l < km,l < km,l _ﬁ < L'}n <0; Akm,l = km,l - km,l ’ (538)
e
Ak(m)

b 1. (111) _ (111) (D)
LmT <ﬁ’ Akm,l :km,l _km,l’ (5.39)

KO < kD < %) < kN 0 <

m,l m,l m

o que implica, devido a primeira aproximacdo, que

00 00 AkI) k(N)
mZOIT) =~ Y ¥ guiIn [1 —e—#’le—’ffl] ~InzWN(LT), (5.40)
m=01=0
(T = Y% 8ml ar(N)
o= LRt eamen. o

e IT eIT — 1
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. ST,
1n 7D (LT) Z ng,l In|1—e If ¢ I | ~In Z(D)(LT) , (5.42)
m=01=0
o (o] g ’l
N—(IH)( LT) = ZOZZ(‘) —m ”Z(m ~ N(D)(LT). (543)
m= m,l m,l

e —T— eIr —1

Observe que, do jeito como a func¢do da particdo e o nimero de particulas foram
definidos para a extensdo critica (5.23), ela pode ser incluida na termodindmica das
extensoes do tipo III.

Vimos que, na primeira aproximagdo (altas temperaturas), as func¢des da partigao
e o numero de particulas das outras extensdes podem ser aproximados pelas de
Dirichlet e Neumann. Portanto, precisamos calcular essas duas fun¢des de partigao.
Para fazer isso, vamos considerar uma segunda aproximacao, que vai ser a aproximagao
continua de Thomas-Fermi, onde o espagamento entre os niveis de energia consecutivos,

Aej, € pequeno:

1
Aej = i <1 — Segunda aproximagao. (5.44)

Note que esta aproximacdo é compativel com o limite quase-termodinamico definido
em (5.6), portanto essa aproximacgdo s6 é valida neste limite. Com isso, a funcado de

particdo para Dirichlet e Neumann podem ser aproximadas por

€m
InZ(N/D) — Zg] In(1 —e P ~ /D(e) In(1 — e F¢)de, (5-45)

€o
onde D(e) é a densidade de estados e €, €, sdo a energia do estado fundamental e o
valor maximo de energia do espectro respectivamente. A fun¢do de degenerescéncia
de Dirichlet e Neumann é dada por (5.18), que pode ser expressa em funcdo dos niveis

de energia

Z acL* (e — 60) : (5-46)

A densidade de estados pode ser calculada a partir da degenerescéncia tomando o
limite continuo,

g(ej+1) — &(e))
Agi = :“ ——Nej—dg = ¢'(e)d ZkLkak (e—e) '|de, (547)
j+1 ] k=1
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onde deduzimos que

n—2
= Y kL¥ay(e — €)1 (5.48)
k=1

Com esses resultados, a funcdo de particdo é expressa como

€m
In Z(N/P) Z kL ay _/ e —e) 1n(l — e F)de| . (5-49)
€0

Podemos fazer a mudanga € — € — €p e, como €, = co para ambas as extensdes, temos

In Z(N/D) Z kapLF | — /ekl In(1 — e FeeP0)de | . (5.50)

0
Até aqui consideramos apenas a segunda aproximagdo (5.44) para essas extensdes.
Se consideramos ademais, a primeira aproximagéo (5.33) e o fato de que Ae; =2 é o

mesmo para ambas as extensodes, temos

(ee]

n—2
InZp=InZy=InZ =Y ka,L¥ | - /ek—l In(1—e P9)de|, (5.51)
k=1

dado que para (LT > 1):

(5.52)

Note-se que essa aproximacdo é valida apenas na aproximagdo continua de Thomas-
Fermi (segunda aproximagédo), onde a contribuicdo do estado fundamental é ignorada.
Se usarmos a aproximacao (5.52) diretamente na funcdo de parti¢do (5.21) (sem segunda
aproximagdo), a funcado diverge.

Descobrimos entdo que, usando a segunda e a primeira aproximagdo para as
fung¢des de particdo Dirichlet e Neumann, elas sdo iguais e podem ser calculadas por
(5.51), que pode ser reescrita de forma mais compacta usando a representagdo integral

da fungdo Zeta de Riemann {(s),

{(s) = —ﬁ/ts_z In(1—e")dt; Res>1 (5.53)
0
encontrando que
n—2
InZ =Y kay(LT)*T (k)Z(k+1). (5.54)

k=1
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LnZ
2000 -
— n=4
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Figura 4 — Comportamento da fungio de partigdo In Z para altas temperaturas em dimensoes
n=4,5,6.

A figura (Fig. 4) mostra o comportamento de In Z para diferentes dimensdes
do espaco. Uma anélise andloga para o ntimero de particulas N produz um resultado

semelhante ao da funcdo de partigdo,

n—2 } Tkl
ND :NN:N: ZkﬂkL /eﬁ€_1d€ . (555)
k=1
0

Para este caso, usamos outra representagdo integral da funcédo {(s) dada por

:%O/

dt;: Re s >1, (5.56)

para, finalmente, obter

N = Zzzkak(LT)kr(k)g(k) : (5.57)
=1



5.2. Termodindmica e extensdes auto-adjuntas 61

Tabela 2 — Comportamento das fun¢des da particdo e ntiimero de particulas das exten-
sOes em altas temperaturas.

Extensdo Primeira Aprox. (% < 1> Primeira + Segunda Aprox. <% < 1,% < 1)

Neumann InZMN) N(N) InZ, N
Dirichlet InZ®D), N(D) InZ, N
Tipo I InzZMN), NI InZ, N
Tipo IT InZzMN), NN InzZ, N
Tipo III InZP), N (D) InZ, N

A tabela (Tab.2) resume os resultados para este regime de alta temperatura.
Uma conclusdo imediata é que, neste regime e na aproximac¢do de Tomas-Fermi, todas

as propriedades termodinamicas serdo idénticas para todas as extensdes

U= nzzkzakLka“r(k)g(k +1), (5.58)
k=1
n—2
S=Y k(k+1)ar(LT)T(k)Z(k +1), (5.59)

C(3) LT AF o
P_mn_1 Zk (LT)*T(k)Z(k+1), (5.60)

com uma equacdo de estado dada por

PL'mY(n—1)=T (g) nizkak(LT)k“F(k)é(k +1). (5.61)
k=1
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6 Conclusdo

A dindmica do campo escalar no modelo conforme em AdS foi estudada usando
o formalismo das extensdes auto-adjuntas. Verificou-se que todas as dindmicas conside-
radas possuem uma rela¢do 1-1 com as extensdes uniparamétricas (i.e., parametrizadas
pelo grupo U(1)). Além disso, foi possivel descrevé-las a partir de condigdes de
contorno impostas no infinito espacial de AdS, que resultaram ser condig¢des de tipo
Robin. Em seguida, foi desenvolvida uma proposta para implementar o processo de
segunda quantizacdo do campo escalar no AdS, apoiado no fato de que o AdS pode
ser compactado em outro espago-tempo. Essa proposicdo nos permitiu estabelecer que
cada extensdo auto-adjunta gera um esquema de quantizagdo diferente, cada um com
um estado diferente de vacuo. No entanto, apesar de os esquemas serem diferentes, a
forma do operador hamiltoniano que age no espaco de Fock ndo depende da extensdo
auto-adjunta.

Ademais, foi realizada uma anélise espectral das extensdes. Nesta andlise, a
estrutura e a distribui¢do do espectro das extensdes foram estudadas. Verificou-se
que no caso de Dirichlet e Neumann, podemos obter uma expressao analitica para o
espectro, além disso, ele é distribuido linearmente. Ou seja, a separagdo entre dois
elementos consecutivos é constante (Ak = 2). Infelizmente, para as outras extensdes,
ndo é possivel obter uma relacdo analitica para o espectro. No entanto, a andlise
da fungdo 6(k), nos permitiu descobrir algumas propriedades que definem certos
comportamentos do espectro das outras extensdes. A partir desta andlise, conseguimos
classificar estas outras extensdes em 3 grupos. Essa classificagdo dependerd de uma
extensdo critica (6;), que é a tinica extensdo cujo primeiro elemento de seu espectro é
zero. Em relagdo a distribui¢do do espectro, ao contrario do que acontece com Dirichlet
e Neumann, o espectro das outras extensdes ndo é linearmente distribuido. No entanto,
a andlise do comportamento assintético da fungao 6(k) para grandes valores de k ,
permitiu estabelecer que Ak sempre tende a 2 para grandes valores do espectro.

Por 4ltimo, a partir do conhecimento do espectro e do fato de podermos compac-
tar o AdS em uma “caixa” associando-o um volume efetivo, um estudo termodinamico
para o campo escalar foi realizado no AdS. A termodinamica foi deduzida de uma
andlise mecanica-estatistica previa, considerando o campo como um gés de particulas
bosonicas ndo massivas, onde cada modo do campo representa um microestado do
sistema. As fung¢des da partigdo e o namero de particulas foram calculados em fungéo
da extensdo auto-adjunta, onde a extensdo critica representa uma cota minima para
essas fungdes. O comportamento dessas fung¢des foi analisado para regimes de baixa
e alta temperatura. Para o regime de baixa temperatura (LT < 1), onde os efeitos

quanticos sdo dominantes, verificou-se que as fun¢des dependem apenas do estado
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fundamental de cada extensdo, o que nos permite afirmar que nesse regime a escolha
das condi¢des de contorno afeta diretamente a termodinamica do campo, mostrando
que os efeitos quanticos sdo suscetiveis a estas mudancas. Por outro lado, no re-
gime de alta temperatura (LT > 1), foi mostrado que as demais extensdes podem ser
aproximadas pelas extensdes de Dirichlet e Neumann. Além disso, se consideramos
a aproximagao continua de Thomas-Fermi (% < 1), a termodindmica dessas duas
extensdes pode ser descrita por uma tnica fungdo de particdo e nimero de particulas,
0 que permite concluir que, nessa aproximagdo, todas as propriedades termodindmicas

serdo idénticas para todas as extensdes auto-adjuntas.
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APENDICE A - Teoremas sobre

extensdes auto-adjuntas

Antes de formular os dois teoremas fundamentais do formalismo de extensdes
auto-adjuntas, é necessdrio conhecer algumas defini¢des bésicas da teoria dos operado-
res lineares ndo limitados. Essas defini¢des e teoremas foram extraidos das referéncias

[17, 18], onde as provas dos teoremas podem ser encontradas.

Defini¢ao A.1. Um operador ilimitado A no espago de Hilbert  é uma transformacao
linear de um subespago denso Dom(A) C ‘H em H, de modo que ndo exista uma

constante C que satisfaca

[A¢[| < Cllo| (A.1)

Defini¢do A.2. Seja A um operador definido em um subespaco denso Dom(A) C H.
Seja Dom(A*) o conjunto de vetores ¢ € H, para o qual existe um x € H tal que

(A, ¢) = (¢, x) (A.2)

para todo i € Dom(A), entdo para cada ¢ € Dom(A*), definimos A*¢p = x. A* é
chamado adjunto de A.

Definicao A.3. Um operador ilimitado A em H é simétrico se

(@, AY) = (p, AP) (A.3)
para todo i, ¢ € Dom(A).

Defini¢ao A.4. Um operador ilimitado A é uma extensdao de um operador ilimitado B,
se
Dom(A) D Dom(B) e A =B, em Dom(B) (A.g)

Defini¢ao A.5. Um operador ilimitado A em H é auto-adjunto se
Dom(A*) = Dom(A) (A.5)
e A*¢p = A¢, para todo ¢ € Dom(A).

Defini¢do A.6. Seja A um operador ilimitado simétrico e seja A o fecho de A. A é

chamado essencialmente auto-adjunto, se A é auto-adjunto.
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Teorema A.1. Seja A um operador ilimitado simétrico, entdo A* é uma extensdo de A e
Dom(A) C Dom(A) C Dom(A*). (A.6)
Se A é auto-adjunto, entdo
Dom(A) = Dom(A) = Dom(A*). (A7)
Defini¢dao A.7. Suponha que A é um operador ilimitado simétrico. Seja
K* = Ker(i + A*) (A.8)

K* e K~ sdo chamados os subespacos de deficiéncia de A. O par de nimeros 7,
dados por n4 = dim(K*) sdo chamados os indices de deficiéncia de A. Para encontrar

KC* é preciso resolver
A ) = +ipH) (A.9)

Teorema A.2. Seja A um operador simétrico. As extensdes auto-adjuntas de A estido em
correspondéncia 1-1 com as isometrias parciais de KKt em KC~. Se B é uma isometria parcial,

sua correspondente extensio auto-adjunta Ag tem o dominio

Dom(Ag) = {4)0 + ¢ ) + 26|y € Dom(A), ¢ T) e IC(+)} , (A.10)

Az (<p0 +o) + E<p<+>) = Ago + i) — imp() (A.11)
Seja A um operador simétrico com indices de deficiéncia ny e n_. Entdo,
e A é essencialmente auto-adjunto, se e somente se, ny =n_ = 0.

e A tem extensOes auto-adjuntas, se e somente se, ny = n_ = n. Existe uma cor-
respondéncia 1-1 entre as extensdes auto-adjuntas e as transformagdes unitarias

U(n).

e Se ny # n_, entdo A ndo tem extensdes auto-adjuntas.
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