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RESUMO

O propésito deste trabalho é analisar as semelhancas entre as teorias da
cosmologia e dos cristais liquidos nematicos, através de um estudo da energia
elastica dos cristais liquidos nematicos e da teoria da relatividade geral.
Primeiramente, serdo apresentadas as bases da teoria da relatividade geral,
culminando com a equacado de Einstein. Em seguida, apresentaremos as principais
caracteristicas da fase cristal liquido nemético bem como a teoria da curvatura
elastica. Finalmente apresentaremos duas formas de obter uma métrica para o0s
cristais liquidos nematicos uniaxiais, considerando que as moléculas podem ser
aproximadas a elipsoides de revolucdo em conjunto com a aproximacao de Hess.
Uma vez definida a métrica, é possivel calcular a curvatura nematica e, usando a
teoria da curvatura elastica, chegaremos a uma equacao idéntica a equacao de
Einstein com excec¢do a variavel tempo. Concluiremos com algumas analogias e
implicacdes entre as duas teorias.

Palavras-chave: Relatividade geral. Métrica. Conexao afim. Equacédo de Einstein.
Cristais liqguidos neméticos. Diretor. Energia elastica livre.
Curvatura nemaética.



BERTOLINO, Willyan H. P. Nematic Cosmology: The Einstein’s Equation on
Nematic Textures. 2014, 44 p. Dissertacdo (Mestrado em Fisica) — Universidade
Estadual de Londrina, Londrina.

ABSTRACT

The aim of this work is to analyze the similarities between the theories of cosmology
and nematic liquid crystals through a study of the elastic energy of nematic liquid
crystals and the theory of general relativity. First, we will present the foundation of the
theory of general relativity, culminating in the Einstein equation. Then present the
main characteristics of nematic liquid crystal phase and the theory of elastic
curvature. Finally, we will present two ways to obtain a metric for the uniaxial nematic
liquid crystals, whereas molecules can be approximated to ellipsoids of revolution
together with the Hess'’s approach. Once defined the metric, we can calculate the
nematic curvature and using the theory of elastic curvature, we will reach a similar
equation to the Einstein equation except the time variable. We conclude with some
implications and analogies between the two theories.

Key-words: General relativity. Metric. Afim Connection. Einstein equation. Nematic
liquid crystals. Director. Free elastic energy. Nematic curvature.
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1. INTRODUCAO

Nos ultimos anos, tem se tornado comum o uso de amostras de materiais da
matéria condensada como laboratério para o estudo experimental de caracteristicas
cosmoldgicas inacessiveis, como singularidades ou transi¢cdes de fase [1]. O objetivo
deste trabalho é estudar o uso de cristais liquidos nematicos nesta comparacgéao, e
mostrar que as similaridades podem ser surpreendentemente profundas. No capitulo
4 mostraremos que a dependéncia da temperatura das texturas de uma
configuracdo nao alinhada do diretor de uma amostra de um cristal liquido nematico
pode ser descritos por uma equacao idéntica a forma espacial da equacdo de
Einstein, em que o tensor de energia momento é substituido pelos componentes do

tensor de stress elastico que produz uma curvatura ndo nula [1].

No Capitulo 2 veremos as bases da teoria da relatividade geral. Inicialmente,
apresentamos os principios da relatividade restrita bem como a estrutura do espaco
de Minkowski. Posteriormente, trataremos dos principais problemas com a mecanica
newtoniana e as ideias que levaram Einstein a criar o principio da equivaléncia que é
0 ponto de partida para a construcao da teoria da relatividade geral. O objetivo deste
capitulo € apresentar como a equacao de campo de Einstein € construida.

No Capitulo 3 tratamos dos Cristais Liquidos dando énfase a fase nematica e
a teoria da curvatura elastica. Finalmente, no Capitulo 4 apresentaremos duas
formas de obter uma métrica para os cristais liquidos nematicos utilizando a hipotese
de Hess. Uma vez definida a métrica € possivel obter uma equacao para os cristais
liguidos nematicos que € idéntica a equacdo de campo de Einstein, exceto pela
variavel tempo. Concluiremos com as principais analogias e limitacdes entre as duas

teorias.



2. COSMOLOGIA
2.1. RELATIVIDADE RESTRITA

Em 1905, Einstein postulou em seu famoso “principio da relatividade” que
todos os referenciais inerciais sdo equivalentes para a realizacdo de todos os

experimentos fisicos. Em suas préprias palavras, postulou:

Se, em relacdo a K, K’ € um sistema de coordenadas em movimento
uniforme e destituido de rotacdo, entdo os fenémenos naturais
seguem seu curso com relacdo a K’ exatamente de acordo com as
mesmas leis gerais com relagéo a K. [2]

Deste ponto de vista, fica clara a inexisténcia do éter (possivel material que
preencheria todo o espa¢o sendo o responsavel pela propagacdo da luz). Para
Einstein, ndo existe um espaco absoluto nem tempo absoluto, como afirmado por

Newton [3]. Um segundo postulado diz: “no vacuo, a luz viaja em linha reta com

velocidade © em todas as direcdes em cada referencial inercial”.

Estes dois postulados formam a base para a relatividade restrita e, para que
eles sejam obedecidos, é necessario substituir as transformacfes de Galileu pelas

transformacdes de Lorentz [3].

As transformacgdes de Lorentz s&o dadas pelo conjunto de equacdes,

o X 2.1

(. . .
onde (¢ x5, 2) sdo as coordenas temporal e espacial de um evento visto por um

observador em um referencial K’, movendo-se com velocidade © com relacdo ao

referencial K, cujas coordenadas sdo %¥%) Quando a velocidade ¥ é baixa
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comparada & velocidade © da luz, o conjunto de equaces 2.1 reduz-se as equacoes

de transformacéo de Galileu.

Existem certas grandezas na Fisica, chamados invariantes, que sao de
fundamental importancia para a Fisica Tedrica. Os invariantes sdo grandezas que
permanecem imutaveis sobre transformacdes. Por exemplo, se considerarmos o
espaco tridimensional de Euclides e fixarmos uma origem, as coordenadas de certo
ponto com relacédo aquela origem nao € invariante porque se mudarmos a origem, as
coordenadas daquele mesmo ponto sera diferente. A distancia entre dois pontos

definida por,

d= ‘b;(-‘»‘-":l_ —xg)? + (o — ¥p)* + (3 — z2)° 22

onde F1¥1:21) o (Xe¥aZa) que sfo as coordenadas de dois pontos com relacio a
mesma origem, € um invariante no espaco Euclidiano pois a grandeza descrita pela

equacdao 2.2 é independente de onde se encontra a origem do sistema.

Minkowsky descobriu uma relacdo muito simples que é invariante sobre

transformacdes de Lorentz [2]. A grandeza definida por,
ds? = cidt? — da? = dy? — dz? z23

pertencente a dois pontos adjacentes do espac¢o quadridimensional continuo, possui

ds é chamada distancia entre dois eventos

sempre 0 mesmo valor [3]. A magnitude
ou pontos quadridimensionais [3]. Existe uma forma mais compacta de escrever a

equacéao 2.3 usando tensores,
ds? = —n g deFdx¥ 24
& g8
onde empregamos a convencao de soma de Einstein, isto €, flag 4% ddx
Eig:ﬁ"i“m# dhoe % eloe F

significa
. Dos 16 coeficientes de T# apenas 4 ndo sao nulos no espaco de

Minkowsky, s&o eles: Moo = ~1i 1 = %22 =1z =1 omg podemos ver na equacdo

dx cdt

L]
2.3. Outra observacéo importante ocorre no diferencial que significa . Além

disso, é conveniente salientar que os indices gregos ‘FrfrF:ote:] nossuem os
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01,23 rete.])

valores enguanto os indices romanos L possuem os valores 1,2,3,

pois usaremos tal notagcdo em momento oportuno.

dT

Outro invariante muito importante em relatividade € a grandeza chamado

tempo proprio definido por dr® = ds* fc? [4]. Esta grandeza é a medida de tempo
feita pelo observador no referencial onde se encontra em repouso. Em outras
palavras, € a medida de tempo feita no referencial que se move junto com o
observador. Se o observador deseja realizar uma medida de tempo de um objeto,

por exemplo, que esteja em outro referencial movendo-se com velocidade ¥ com

relacdo a ele, obtera (da equacéo 2.3),

dr = /1 — (w/c)ide. .5

A equacdo 2.5 acima nos diz que se ¥ ¥ ¢

as medidas de tempo feitas por relégios
no referencial parado e no referencial em movimento sdo iguais, reduzindo-se a

dt’ — ot v

transformacao de Galileu . Porém, se ¢, o relégio no referencial parado
medira um intervalo de tempo diferente de um relégio no referencial em movimento.
Este fenbmeno € conhecido como “dilatacdo do tempo” e é uma consequéncia da

constancia da velocidade da luz.
O espacgo de Minkowsky descrito acima sO descreve referenciais inerciais,
ou seja, referenciais que ndo estdo acelerados. Na superficie do planeta Terra, por

exemplo, existe a aceleracdo ¢ da gravidade e, portanto, o espaco de Minkowsky
ndo se aplica de maneira geral. Contudo, como veremos em relatividade geral,
localmente, as coordenadas curvilineas arbitrarias devem sempre se reduzir as

coordenadas planas.

2.2. RELATIVIDADE GERAL
2.2.1. Principio da Equivaléncia

A segunda lei de Newton, dada pela equacédo 2.6 abaixo, fornece a relacao

entre a forca atuando em um corpo e a consequente aceleragao;
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-

E’ = 1. 2.6

onde ™, a massa do corpo, € uma constante de proporcionalidade que expressa a

inércia, ou seja, sua capacidade de resistir a ser acelerada [5].

Se tal corpo estiver inserido em um campo gravitacional gerado por N

massas, a forca gravitacional atuando em ™ sera,

i
Gmm,lr— 1) (7 —7)

2.7
I

=1

onde ¢ é a constante gravitacional de Newton, ™ é a massa gravitacional e " é a

distancia da massa a um certo referencial [4]. Das equacdes 2.6 e 2.7 obtemos,
— 3 .8

simplificando as massas obtemos que a= _ﬂEm*(;_@f'F_ﬁlE. Podemos
concluir que se a massa que governa a resisténcia de um corpo a certa forca (massa
inercial) for igual & massa que determina a magnitude da for¢a gravitacional, entdo a
aceleracdo de uma particula em qualquer campo gravitacional é independente da
massa do corpo que esta submetido a tal forca [5]. Varios experimentos foram
realizados desde Galileu para comprovar a igualdade entre a massa inercial e a
massa gravitacional [5], dentre eles destacamos o0 experimento de Schlamminger

1p~E ,
utilizando o método da balanca de

(2007) [6], que obteve uma preciséo de
torcdo para a razdo entre a massa inercial e massa gravitacional [6]. A teoria

gravitacional de Newton n&o explica esta igualdade entre as massas.

Outro grande problema com a mecanica Newtoniana é que o lado esquerdo
da equacdo 2.6 € invariante porque descreve o efeito de um corpo de prova e de
todos os outros corpos do universo enquanto que, do lado direito, a aceleracdo €
relativa a algum referencial especificado e varia de referencial para referencial, ou
seja, ndo € invariante. Além disso, um referencial inercial € um referencial ndo
acelerado e nao girante, mas relativo a que? Newton sugeriu que seria relativo ao

espaco absoluto, que “em sua propria natureza, sem relacdo com nada externo,
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permanece sempre similar e imoével” [5]. Existem varias objecfes quanto ao espaco
absoluto de Newton e, como veremos na teoria da relatividade geral de Einstein,

este conceito é abandonado.

Qual referencial inserido em um campo gravitacional seria equivalente a um

referencial inercial? Se considerarmos uma for¢a néo gravitacional F atuando em um

corpo inserido em um campo gravitacional, de acordo com a segunda lei de Newton
ma =

temos: mg+F g fizermos uma mudanca de referencial podemos cancelar

=d-3

By

os efeitos da gravidade. Seja f um referencial cuja aceleracédo é e a

segunda lei de Newton fornece,

m(d + gl =mg+F. 29

— -

Como as massas inercial e gravitacional sdo iguais, obtemos & = F_Observe que

a forca gravitacional desaparece quando consideramos o referencial f porque é um
referencial em queda livre [5]. Einstein obteve a seguinte conclusdo deste
experimento, conhecido como “o principio da equivaléncia”:

Em qualquer ponto do espagco-tempo em um campo
gravitacional arbitrario é possivel escolher um sistema de
coordenadas inerciais locais tal que, em uma regiédo suficientemente
pequena do ponto em questdo, as leis da natureza assumem a

mesma forma que em um sistema de coordenas cartesianas nao
acelerado na auséncia de um campo gravitacional [7].

A regido deve ser pequena porque a intensidade da aceleracdo ¢ da

gravidade é funcdo da altura e a direcdo aponta sempre para o centro da Terra.

Sendo assim, ¥ s6 é constante localmente [5].

2.2.2. Tensor Métrico, Conexao Afim e Derivada Covariante

Para construir as equacdes da relatividade geral precisamos primeiramente
expressar as leis da Fisica de maneira que assuma a mesma forma para qualquer
sistema de coordenadas escolhido para descrever determinado evento. Tais
equacgdes sdo chamadas covariantes. As leis de Newton e a relatividade restrita sdo

vélidas em referenciais inerciais apenas, portanto, ndo sédo covariantes. Além disso,
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temos que escrever uma linha de mundo para uma particula, ou seja, uma
especificacdo covariante da historia da particula em quatro dimensfes. Na mecanica
Newtoniana descrevemos tal linha simplesmente parametrizando as coordenadas
espaciais em relacdo ao tempo absoluto, porém, em relatividade o tempo nado é

absoluto, mas sim, outra coordenada. O parametro utilizado em relatividade para

construir a linha de mundo de uma particula é o tempo préprio F, que como vimos, é

o tempo medido no referencial que se desloca junto com a particula [5].

A teoria da relatividade geral é descrita na forma tensorial, por isso, vamos
descrever algumas propriedades basicas dos tensores ao longo do texto. Na algebra
tensorial s&o definidos dois tipos de tensores: 0s tensores contravariantes cuja lei de

transformacdo se assemelha a dos vetores e sdo representados com indices

. p . . ~
sobrescritos, por exemplo, v ; € 0S tensores covariantes onde a lei de transformacéo

se assemelha a dos gradientes e sdo representados por indices subscritos, por

Y . .
exemplo, #. Para entender melhor a diferenca entre estes dois tipos de tensores,
vamos considerar um espaco vetorial em que os vetores sao definidos pelos
operadores de diferenciacdo associados as tangentes de uma curva [8], isto €,
& dat @

-_—=— 2.10

v dr  dr dx¥

B L, .y . . > .
em que * (%) € uma curva no espaco quadridimensional, ou seja, € a linha de

mundo de uma particula. Os operadores de diferenciacdo atuam numa funcgéo

e .
escalar teste qualquer Flx 1. Pode se entender o conjunto dos quatro vetores

= B . . o,
d=d/dx como uma base particular deste espacgo vetorial, constituida dos vetores

dxtfdr

xH

tangentes as linhas coordenadas em um ponto F, e como as

componentes do vetor nesta base [8]. Se quisermos utilizar outro sistema de

™
coordenadas, * * para descrever pontos do espaco curvo, as novas componentes

do mesmo vetor V = (dx"®/dr)(d/dx'¥] na base (879x"™) associadas a estas novas

coordenadas serao dadas por,

dx'™  Fx'edx® g’
dr  x* dr  8x*

Vi = e 211

e a base muda como,
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o _oa 8 _ @t
BT gatk T pxle ey gxle O 12

g

Note que a forma de transformar a componente e a base séo diferentes [8].

De acordo com o principio da equivaléncia, uma particula em um campo
gravitacional na auséncia de forgcas ndo gravitacionais pode ser escrita (equacao
2.9),

dﬂfn’. _

p 1) 215
dre

! o
visto do referencial em queda livre f. Nesta equacao, ¢ sdo coordenadas do

drt = —Hag dac il

sistema de referencial em queda livre e € 0 tempo proprio.

=

Observe que, na teoria da relatividade geral, a aceleracdo  é a derivada segunda
das coordenadas quadridimensionais com relagdo ao tempo proprio. Para descrever

esta particula em outro sistema de referéncia digamos, por exemplo, coordenadas

o R ~ ,
curvilineas *  arbitrarias, a equacéo 2.13 fica,

dE
(=) =0

aplicando as regras de derivagéo usuais,

& (6= e) = d (:‘ief“’- r;f.x“")_ 8E gk @RES duFdxt
g2V N AT \GeE dr /| GxF do? | OxFOxv dr dt

JES gk PES dxkdx?

Tk del Gxrdrv ar A &14

dx*sade=

multiplicando por , obtemos a equacdo de movimento da particula em

queda livre visto de um referencial qualquer,

dix¥ o dxFdx’

= Lo =@ 245
aet T T T

onde utilizamos a identidade,

dxd gEe

28 g 216

ﬁé‘x*“- i
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¥ A
em que O € o delta de Kronecker. Na equacao 2.15, Tuv € a conexao afim definida
por [7],
ax_.’] 32 o
p=2r 28 217

T P

O tempo proprio também deve ser expresso no novo sistema de coordenadas

arbitrario,
. LNl
e T
drs= - dxtdx” 218

onde definimos o tensor métrico €+ por,

g&s gEd

o = Map mg 219

Podemos concluir da particula em queda livre descrita acima que a conexao

i L ) .
afim "#* & o campo gravitacional atuando na particula, enquanto que o intervalo de

tempo proprio entre dois eventos com uma separacao de coordenadas infinitesimais

é determinado pelo tensor métrico v [7].

Para mostrar que o tensor métrico € o potencial gravitacional, vamos derivar a

et
equacao 2.19 com relagéo a ~ ,

3g,. #e= @ Fef g
e L Rl 2.20

el GxAdxt dxv  Hap Bl v Gab

utilizando a definicdo da conexao afim, dada pela equacéo 2.17, temos,

0 o GE=aEf
Tt ek s GoE g

sy po 28 2E°

a8 1av Gor? Gk 221

utilizando a equacgao 2.19,
%8 _ pe &
7l Duev + T Fone 222

resolvendo esta equacéo para T,
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0g,. gy dg
a;:; a_,_.{._:; - a_,:j = Em*rj:t t Em;-.t.rﬁ* + Emf;fi +E&.irp;: - E&JPT:-& G T:]

a&}.\w d & _ a&},\u]

i i P L 2.23
Ve {117 —
definindo # ~a inversa da matriz #=v_ isto é, ¥ &=v = "‘f, obtemos,
[F = 1 124 agf‘“-’ + agjh’ - a&“d 22
L Fed et v

que é o chamado simbolo de Christoffel [7]. E importante notar que o simbolo de
Christoffel ndo € um tensor, mas sim, um simbolo ja que o que caracteriza o carater
tensorial € a transformacdo de coordenadas. Por exemplo, considere o vetor
: - ~ ~ o= Gt GV
contravariante definido na equacéo 2.11 e sua transformacéo, ¥ dx®/dx"V A

¥l
derivada deste vetor com relagdo a * n&o é um tensor porque,

GutE  dx'* dx? gUv : déxtt g - 225
defd  Gu¥ @xld Jep " JuvaxR dxid

Byis 7

O segundo termo do lado direito destroi o carater tensorial de [8]. Para o
simbolo de Christoffel a mudanca de coordenadas &,

g _ 8xaxT 8x” Pz Fxf dx°
I == re - .26

Y Gyf dxte gt Y Jxf JxT Jx'V Gt

GUE f i

portanto, ndo € um tensor. Embora nao seja um tensor, podemos usa-lo

para construir um tensor. Vamos multiplicar o vetor pelo simbolo de Christoffel,

¥

— dx'¥ @x® dx° - Fex'* Gxf Gx°\Ox™
FaV™ = Fxv @x'A G FC T Frefdxo Fx'A gx'® | Gt

gx*dxf _ Fa* gxf
T @xtgx T gafaxc dx E'E?#

somando as equacéo 2.25 e 2.27,

gt o G’ axt vt
+HIRVE = —— gy ax§+P§EV) 2.28
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onde definimos a derivada covariante,

Gl

B
F"’l_ﬂx"‘

+ I ™. 2.29

Vemos entdo, da equacdo 2.28, que a derivada covariante de um vetor
contravariante definido pela equacdo 2.29 é um tensor. De maneira anéloga,

podemos definir a derivada covariante de um vetor covariante por,

e = 52— TAV. 230

que também €& um tensor. As derivadas covariantes além de converter tensores em

outros tensores reduzem-se a derivadas ordinarias na auséncia de gravitacdo, ou

B —_ . . . . . .
seja, quando Tpe =0 a derivada covariante coincide com as derivadas usuais.

2.2.3. Transporte Paralelo e Tensor de Curvatura

Gauss foi 0 primeiro a perceber que a curvatura pode ser medida usando
propriedades intrinsecas da superficie. Por exemplo, a curvatura de uma esfera
pode ser medida considerando um pequeno triangulo onde os lados s&o grandes
circulos da esfera e usando a relacao,

Area do tridngute

Soma dor angulos internes = © 4 45— . z.31
4 Area da esfara

Se o triangulo for muito pequeno comparado com a esfera, a soma dos angulos

internos serd o mesmo obtido no espaco Euclidiano, porém, se o lado do triangulo

for da ordem do raio da esfera, a soma dos angulos internos sera diferente de .
Esta diferenca surge devido a curvatura do espaco. Para generalizar este processo,

vamos introduzir o conceito de transporte paralelo.

Vamos considerar um vetor sendo transportado ao longo de um triangulo ANB
na superficie de uma esfera, como mostra a Figura 2.1. Aplicando o conceito
Euclidiano de paralelismo usado no espaco plano, é facil notar que se o vetor

percorrer um loop neste triangulo, sua direcao final sera diferente da inicial de um

angulo “. Esta é exatamente a assinatura intrinseca da curvatura do espaco [9].
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Figura 2.1 — Transporte Paralelo. Um vetor percorre um loop no triangulo ANBA e
sua direcdo final € diferente da inicial.

M

Portanto, se a geometria do espaco for curva, isto é, se ndo for possivel
escolher um referencial onde a conexao afim, definida pela equacdo 2.16, é nula,
entdo, um vetor qualquer ndo podera ser transportado paralelamente como seria em
coordenadas Euclidianas. Para que este vetor percorra um circuito fechado sem
mudar sua direcéo final, temos que levar em conta a geometria do espaco. Dizemos
entdo que, qualquer tensor pode ser transportado paralelamente ao longo de uma

. . . . B —_
curva impondo que a derivada covariante ao longo desta curva seja nula, Via 13.

Este tensor estara sujeito a equacgdes diferenciais de primeira ordem,
1
dV# w dx

— a v 232

3 L. B - ..
e o tensor ¥ () definido ao longo da curva * (x) e dito estar definido por transporte
paralelo [7].
As derivadas covariantes ndo comutam, ou seja,

V. —VE = RE VY 2.33

=3 TRE

I3
onde o tensor Roea € o tensor de curvatura de Riemann-Christoffel, definido por,

B B anT.E:’. arlf;‘

= — #md _ pEopd
wBa = b gxa | AE e ~ gl 2,34

Vale lembrar que as derivadas comuns comutam (desde que a derivada segunda
exista e seja continua no intervalo considerado), ou seja,
Gl o e o L SR P [9]
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Outros tensores podem ser construidos a partir do tensor de curvatura

(Equacéo 2.34) através de contracdes como é caso do tensor de Ricci,
Ry = Blyn .35
e a curvatura escalar [9],

R=g"R_.. 2.36

2.2.4. Tensor de Energia-Momento e Tensor de Einstein.

Nesta secdo vamos determinar as equacfes diferenciais que descrevem 0s
campos gravitacionais. Tais equacdes diferenciais parciais ndo sao lineares, o que
significa que o0s campos gravitacionais carregam energia € momento e devem

contribuir para sua propria fonte [7].

De acordo com a gravitacdo de Newton, um campo gravitacional é

determinado pela distribuicdo de matéria, ou seja, pela densidade de massa ¥ que é
uma guantidade que se conserva. Isto sugere que o tensor métrico do espaco-tempo
(que como vimos, estéd intimamente relacionado com o campo gravitacional) deve
ser calculado quando uma distribuicdo de matéria € conhecida. Temos entdo que
definir um tensor que descreva esta distribuicAo de matéria. Aléem disso, uma
consequéncia da relatividade restrita € que a massa ndo € conservada, mas esta
relacionada com a energia e 0 momento da particula pela equacgédo
E* = pie® +mic® J1am de existirem leis de conservacao relacionadas a energia e ao
momento. Portanto, massa e energia sao idénticas e tal tensor deve levar em conta

todas as formas de energia porque contribuem para o campo gravitacional [10,11].

. ~ . wv L
Definimos entdo o tensor de energia-momento T para um fluido ideal:
T = [p 4 :iz} PRUY — pghv 237

pre

onde P é a densidade de massa, P é a pressao, € a quadri-velocidade

"1
= . 1) = (41 =ve/ct
U = (e (@) o que ¥iv) {*‘ ! ) e ¥ sdo as trés componentes

Euclidianas da velocidade. Existem outras formas do tensor de energia momento,
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por exemplo, se em certa regido do espaco s6 existem campos elétrico e magnético

0 tensor sera,

1 e 1 .
TE = — ZE;“F‘E - ZZ&"“‘”‘ F*F. 2.38
o
& [l
P -
onde € 0 tensor campo eletromagnético [11].

Outro tensor muito importante na teoria da relatividade geral € o tensor de
Einstein definido por,

1
G = R R 239

¥ R

construido a partir do tensor de Ricci e do escalar de curvatura **.

Vale destacar que os tensores de energia momento e o tensor de Einstein

possuem divergéncia covariante nula [11].

2.2.5. Equacdes de Campo de Einstein

As principais ideias da teoria da relatividade geral foram complementadas
pelo famoso fisico John Wheeler que disse: “A matéria diz ao espagco como se

curvar. O espaco diz a matéria como se mover” [11].

Para descrever uma teoria geométrica da gravitacdo, Einstein sugeriu que o

tensor de energia momento é proporcional ao tensor de Einstein,

1
R, — =8B =—kT,

- - 240
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onde ¥ ¢ a constante de Einstein que, impondo o limite Newtoniano, determina-se

= 4
bk =8r6/c” 5 equacédo 2.40 é conhecida como Equagbes de campo de Einstein e

possui dois indices, # e ¥ sendo, portanto, um conjunto de 16 equacdes diferenciais

de segunda ordem das quais apenas 10 sdo independentes, devido a simetria [11].

As equacdes de Einstein ndo sao lineares porque os coeficientes de conexao,

Buv . &*I““’ , ~
Y e seu Inverso . Esta é a razao que

equacdes 2.24, envolve o tensor métrico
faz das equacdes de Einstein particularmente dificeis de resolver. Quando dizemos

resolver as equacoes de Einstein significa que devemos encontrar um tensor meétrico

Suv gue corresponde ao tensor de energia-momento T [11].
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3. CRISTAIS LIQUIDOS

Embora muitos materiais apresentem apenas trés estados da matéria (sélido,
liquido e gasoso), muitos outros ndo se enquadrariam nesta classificagdo. Cristais
liguidos sdo estados que ocorrem entre os estados solido cristalino e liquido
isotrépico, Figura 3.1. Estes estados intermediarios também s&do chamados
mesofases. Os cristais liquidos podem escoar como liquidos, possuem viscosidade
como fluidos e também possuem caracteristicas 6pticas de cristais, dai o nome
cristal liquido. A principal diferenca de um cristal liquido para um liquido isotrépico &
a sua anisotropia, ou seja, possuem propriedades fisicas diferentes para diferentes

diregbes [12].

Figura 3.1 — Estados da matéria.

T AV
e nn
iy .‘l' R

A descoberta dos cristais liquidos é atribuida ao boténico austriaco Reinitzer
que, em 1888, trabalhando com derivados do colesterol da cenoura, observou que a
substancia benzoato de colesterila apresentava dois pontos de fusdo quando
aguecida. Na temperatura ambiente esta substancia encontrava-se no estado sdlido.
Quando atingia 145,5°C sofria uma transicdo de fase para um liquido turvo e,
quando atingia os 178,5°C passava de liquido turvo para liquido transparente. Ele
enviou duas amostras acompanhadas de uma carta para o fisico alem&o Lehmann
gue em 1890 estabeleceu o termo geral “cristal liquido” para designar tais materiais
[12].

Moléculas como o benzoato de colesterila que apresentam a fase cristal
liguido a partir da variacdo da temperatura sdo chamadas termotrépicas. O
comportamento liquido cristalino também pode ser encontrado em certas solugcdes
coloidais, por exemplo, a solu¢cdo aquosa do virus do mosaico do tabaco. Neste

caso o0 parametro controlador ndo é a temperatura, mas sim a concentragdo [13],
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embora a combinacdo dos dois parametros, concentracao e temperatura, podem ser
usadas para se obter uma série de outras fases [14]. Tais cristais liquidos séo
chamados liotropicos [13,14]. Além dos termotrépicos e liotrépicos, existem ainda os
cristais liquidos poliméricos, obtidos a partir de polimeros [14].

Os termotropicos se subdividem em trés classes principais: nematicos,
colestéricos e esmeéticos. Essas mesofases sdo definidas e caracterizadas por varios
parametros fisicos como ordenamento de longo e de curto alcance, funcbes de
distribuicdo orientacional, etc. [13]. Neste trabalho vamos considerar apenas o0s

nematicos.

3.1. NEMATICOS UNIAXIAIS

Em geral, as moléculas que apresentam a fase nemética sdo moléculas

centrossimétricas, isto €, se considerarmos um vetor unitario orientado na direcdo do

eixo principal da molécula, também chamado de diretor ", as propriedades fisicas

nas direcbes e 77 S50 iguais. Nesta fase, as moléculas ndo possuem uma

organizacdo posicional, ou seja, estdo posicionadas de forma randdémica [14].
Porém, existe um ordenamento direcional de longo alcance [13]. As moléculas
tendem a se alinharem paralelamente, uma com relagcdo as outras, ao longo da
mesma direcao privilegiada (direcdo do vetor diretor) como mostra a Figura 3.2 [12].
Nesta figura também vemos dois tipos basicos de moléculas que apresentam a fase
nematica. Trata-se de moléculas em forma de bastonetes chamadas calamiticas e

moléculas em forma de discos chamadas discoticas [13].
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Figura 3.2 — Fase Nematica Uniaxial. Acima, exemplo de moléculas calamiticas e
discoticas. Abaixo, fase nematica com o vetor diretor apontando na
direcéo privilegiada. A posicdo das moléculas nesta fase € aleatoria.

Molécula © ©©
calamitica ©

Molécula o
discotica

Fase Vetor diretor
Nematica F
+n

g aT
reanine

3.2. PARAMETRO DE ORDEM

Vimos na sec¢do anterior que as moléculas apresentando a fase nematica

tendem a se alinharem ao longo de uma direcéo preferencial, a direcdo do diretor ™.
Ja na fase liquida as moléculas estdo completamente desorientadas. Precisamos
definir um parametro para medir o quéo orientadas as moléculas estéo.

Supondo que as moléculas podem ser aproximadas a pequenos cilindros cujo

eixo principal tende a se alinhar com o diretor ™, definimos o tensor parametro de

ordem por,
1
Smg=5('ﬁm'ﬁg—g mg) 3.1
onde ™= sdo as componentes de ™ em um sistema de coordenadas fixo no

=

K (direcdo © do sistema de
S, = 2/38.

laboratorio [13]. Em particular, se escolhermos

coordenadas), as componentes ndo nulas da equacdo 3.1 sao:

S = Sy = _HES. A quantidade ¥ 6 uma medida do alinhamento das moléculas

Fl@ ) sanfde

[13]. Para ver isto, consideremos a fragcdo de moléculas cujo angulo do

Eeél+n‘~51

eixo principal da molécula com relacdo a ™ esteja entre , @ probabilidade
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de encontrar moléculas neste pequeno angulo é calculado pela média (usando

quadrupolo, ja que a média dos dipolos é nula),
1, . 1 i
5= E{ms‘& - 1= If(&:]g[:car‘ﬁ —1)da. 3.2

g =[5 m/2} §=

Se £8) for uma delta de Dirac para 1 para alinhamento

paralelo (? =% ou #=7) ¥=0 para alinhamento aleatério e ¥ = ~1/Z para

=x/2

, entdo

alinhamento perpendicular ('9 ). Portanto, 5 é uma medida do alinhamento

[13,15].

3.3.  TEORIA DA CURVATURA ELASTICA

“Microscopicamente, as moléculas tendem a se alinharem em torno do diretor
que por sua vez, pode variar de ponto a ponto devido a acdo de forcas externas
(campo elétricos e magnéticos, por exemplo) e condicbes de contorno (efeitos das
bordas do recipiente que contém o cristal liquido). Definimos a curvatura de tenséo
como sendo as deformacdes das orientagcdes relativas fora das posicdes de
equilibrio e a curvatura de stress como sendo as forcas de restauragdo que surgem

para evitar tais deformacdes.

-3

b 13
Vamos inicialmente definir um diretor @F) no ponto " e assumir que ele varia

lentamente de ponto a ponto (campo vetorial continuo). Introduzindo um sistema de

coordenadas Cartesiano com o eixo Z paralelo a ™ no ponto ", podemos definir as
componentes da curvatura de tensdo em trés formas distintas: “splay”, “twist” e
“bend”:

dn,, dn,.
splay: 8, =—= 5= 3
&, dn
tweist =0 3.3
“ dx . dy
dne dit,.
h‘ﬂ'ﬁd kl — = k: = _L

o
Oy
A
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. - . F :

Vamos postular que a densidade de energia livre de Gibbs "¢ de um cristal

liquido (relativo a densidade de energia livre no estado de orientacdo uniforme) pode
ser expandida em termos das seis curvaturas de tensdes (equacéo 3.3),

=] =]
1
0 N o s
=l

=1

k @, =85 @y =1 Qg =b

onde ™i e f’*f sdo as constantes de curvatura elastica e

g ==, 83 =5 o @& =& peyido 4 simetria da fase uniaxial, rotages ao redor do

k

eixo Z sdo invariantes, portanto, apenas dois dos seis i e cinco dos 36 i 50

independentes. A expresséo geral da densidade de energia livre escrita em termos
de sete constantes independentes foi definida por Frank em 1958 [16],

1 , 1 .
Fp=kyloy + o)+ Ryley + 8] 4 Ekutﬁ. +5)° + Ekzz (¢, + 8% +

g
3.5

1 a o
+ ke (By* + By" ) + Kyg (s + 3)(8; + 1) — (hgg + k(553 + 818,

T
- -

O ultimo termo pode ser escrito por,

dn, dn, dn, dn,
dx dy dx dy

_af any 3f om, e
Tax\ "oy ) e\~ ax

e consequentemente, contribuird apenas para energia de superficie.

P8yt bty =

A densidade de energia livre s pode ser simplificada ainda mais se

considerarmos algumas simetrias.

(a) Para moléculas apolares, ou molécula com polaridade igualmente

—

distribuida nas duas dire¢ées, a escolha do sinal de ™ é arbitraria. Para um

sistema de coordenadas orientado de acordo com a mao direita temos a

seguinte transformac&o (giro de ™ radianos ao redor do eixo ¥),

- -
==, *—% F— —¥W, I—+—I 37
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A invariancia da energia livre sob a transformacdo acima implica em

ky =k =10 (moléculas apolares).

(b) A escolha da orientagcéo do sistema de coordenadas (regra da méo direita
ou esquerda) pode ser arbitraria se as moléculas forem enantiomorfas, isto
€, se nao for possivel distinguir as moléculas de suas imagens. Desde que

as moléculas ndo forem opticamente ativas, praticamente ndo ocorrera

I
enantiomorfismo e & ¢é invariante por transformacées de reflexao,

X=X, F==—F I—1I 3.8

Ry =Ky =

implicando que ¢ (simetria de espelho).

Resumindo, a equacdo 3.5 é a mais geral para descrever cristais liquidos

uniaxiais. Se e as moléculas forem apolares, Ry =

k kg

e se forem enantiomorfas,

2= EI. A constante € nula em ambos 0s casos exceto se 0 enantiomorfismo e a

polaridade ocorrerem juntos” [13].

_ki;kue t|:.= _R:flgin

“Se definirmos as constantes ¥ — 22 podemos redefinir

a densidade de energia livre de Gibbs por,

1 . | "

e a equacao 3.5 pode ser escrita em uma forma mais conveniente,

1 .1 A T
B=ykule e o) | 5kl n 00 | ka0 1R 459
Fhyg(ey F o)l + 0) — (Rgg + kg )y + 4445 ).

Esta versdo da energia livre possui um valor minimo correspondendo a orientagédo
que optimiza o grau de “splay” e “twist” em vez de uma orientacdo uniforme.

Podemos escrever a equacédo 3.10 em notacdo vetorial uma vez que,
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ss =, 2o
§1+ 5= 50 By i
du, an, . .
_Etl—l-t"j_g_ 5}}_—'1‘?— EF)‘:‘H}
L mat fer N L - 311
B2 h-ﬂ‘=[—*) — | =(AxFx "

—(&y5g + 1yt ) = 5; 51.:_ F 5;_=EF'[&'?}E_E?'E}E]
(14 )ty +8,) = —(F -7} (7 (F 7T}

e a equacao 3.10 fica,

F= Sk (Pt = o) + k(- (F i)+ 1) 4 Shoa G X P i)’ -

13
koo (B 1) (7 (F % 7)) + 2 0kee + ko) ¥ - [+ P~ (F )

onde ¥@ =% =F12 =0 ho00 nematicos uniaxiais compostos por moléculas apolares

e enantiomorfas” [12].
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4. COSMOLOGIA NEMATICA
4.1. TENSOR METRICO DE UM CRISTAL LiQUIDO NEMATICO UNIAXIAL

Na secdo 3.1 assumimos que as moléculas que constituem um cristal liquido
nematico uniaxial podem ser representados por pequenos cilindros. Por questdes de
geometria, de agora em diante vamos supor que as moléculas se aproximam de

elipsoides de revolucao ao invés de cilindros.

Para construir uma métrica que descreva o campo diretor de um cristal liquido
nematico, vamos partir da hipotese de Hess, ou seja, vamos supor que um potencial
elipsoidal esta associado a um potencial esférico e vice-versa. Para isso, precisamos

determinar uma métrica para o elipséide.

A distancia entre qualquer ponto pertencente a uma esfera e seu centro

possui sempre a mesma medida e em termos matematicos escrevemaos,
d2 = é’,fs"'sf 4.1

5J

i ] .- N
onde * e sdo as coordenadas Euclidianas dos pontos pertencentes a esfera

centrada na origem. Os coeficientes 8y (delta de Kronecker), que também podem
ser identificados com os termos da matriz identidade, constituem a métrica que nos

diz como medir a distancia entre os pontos coordenados e o centro da esfera.

De maneira geral, podemos calcular a distancia entre dois pontos definindo
uma meétrica que esta intimamente relacionada com a geometria do espaco. Sendo

assim, podemos dizer que a distancia entre dois pontos € dada pela equacéo,
d* = g x'xf 4.2
onde ## define a métrica do espaco.

Como passar de uma geometria esférica para uma geometria elipsoidal e
vice-versa? Isto porque em um liquido isotropico, as moléculas se comportam como
esferas, pois a esfera ndo possui direcdo privilegiada. Quando uma amostra de
cristal liquido passa para a fase nemética, as moléculas podem ser comparadas com
elipsoides, tendo uma ou duas dire¢des principais. Antes de saber como passar de
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uma geometria para outra, inicialmente precisamos estudar a geometria de um

elipséide.

De um estudo de quadricas aprendemos que um elipsoide centrado na origem
e ndo rotacionado é dado pela equacdo,

LS L L
- -

3 Z
+ =+ =1 4.3

(e ()2

onde s, "# e "= s&0 os semi-eixos do elipsoide. Se o elipsoide estiver rotacionado,

_.;{.1'J Ff Z'I

isto €, se seus eixos principais e © nao coincidirem com os eixos ¥ e * de

certo sistema de coordenadas, poderemos representa-lo em termos de um tensor
C E.. = .

simétrico ¥ (Ef-* Eﬂ) da seguinte forma,

Eyx'xd =1 4.4

gue pode ser escrito em termos dos eixos principais,

E(x)? +E(y ) +E (2P =1 4.5
em que,
E = = L 46
- = —
: [:'rt)‘ t *;..*EE

Para encontrar a direcdo dos vetores paralelos aos eixos principais do
elipsdide, vamos construir um vetor P, a partir de um vetor 9 da seguinte forma:

Primeiro escolhemos um vetor 7 arbitrario, cuja direcdo seja (mymigrig) o

oF

seguida, construimos o seguimento paralelo a este (onde P& um ponto no

o OF = (r‘ml,rmg,r-maj’ como

elipsdide e “ é a origem) e de comprimento ", ou seja,

ilustra a Figura 4.1. Posteriormente, encontramos o plano tangente ao elipséide no

ponto ©,
Eyrmgx’ + Egrmg ¥ 4+ Egrmigz' = 2 4.7

(E 11ty Eqiig,

cuja direcdo do vetor normal é Eﬂmﬂj. Desejamos que o vetor P seja

paralelo ao vetor normal ao plano tangente, portanto,



32

P = A(Bymy, Bymig, Eymig). 4.8

Figura 4.1 — Esquema para encontrar os eixos principais de um elipsoide.

Partindo desta ideia, podemos descobrir os eixos principais encontrando onde

o vetor P (E*-"XF) é paralelos aos vetores 4 (Xf'), ou seja,
E, X, = AX, 4.9

resolver a equacéo acima equivale a encontrar onde o determinante da matriz,

ﬂiz ﬂgg - 1‘1 EEE ‘1‘.10
Eia By By —A

se anula, isto €,
(Biy— Ay} =0 411

i

que é a equacao secular. Cada autovalor ™ possui um autovetor associado cuja

direcdo € a mesma do eixo principal do elipsdide. Podemos calcular o comprimento

X

do eixo principal multiplicando a equacéo 4.9 por i e usando a equacéo 4.4,

[r—

E XX, = A X, = JE X, = 412

1
VA

comparando com a equacao 4.6 e identificando A com Ef, concluimos que os trés

autovalores sao os trés coeficientes principais E: do elipsoide.

=

As componentes dos autovetores normalizados, digamos ™, ¥ e 9, formam a

. ~ . - - *
matriz de rotacdo de um conjunto de eixos ortogonais Oz para outro axy
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(P:L Pz P ) 413
d1 2z 3

Uma vez que cada linha da matriz representa os trés cossenos diretores de uma

O

linha reta com relacdo aos eixos ortogonais ~*f, temos as seguintes relagcbes de

normalizacgé&o,

]
R

(TF-:J: + ('ﬂzji + (“aji
(P)? + (2)° + (pa)°
(g + (qg)® + (g)* =

.14

E, desde que cada par de linhas representa os cossenos diretores de duas linhas

formando um angulo reto, temos a seguinte relacdo do produto escalar,

Wy gy thgpy =0

MWy g +Maqy Friggy = O 415

Pidy+ Pady T Pads = ¢
gue sao as chamadas relacdes de ortogonalidade. Podemos escrever em termos da
funcao delta por,

LA + mr; + iy = ﬂ-;._; .16

O elipso6ide que caracteriza um cristal liquido uniaxial deve possuir apenas

uma direcao privilegiada, ou seja, deve possuir dois semi-eixos iguais. Portanto, a

matriz £ gue descreve tal cristal liquido €,

= ) )
(7, )
E= 1) 1 ) 417
(ry)? '
1) ) 1
(ry)*
e a matriz do elipsoéide pode ser escrita nha forma tensorial,
E, L +o (e + @) 4.18
= — 1,0 + — |, T g b .
IR Gy P T

Usando a relacdo 4.16, temos,

1 1 ..
Et,_- = @ﬂ*ﬂf +@ Eﬁ;f - ﬂ*'ﬁf}
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L ()
Ey; = @[a}ﬁ (%— 1) n,njl. 4.19

Vamos definir a excentricidade do elipsoide por,

a=1—ﬂ =2 ﬂ=1—e 4,20
(rg)? (7o)
e a equacao 4.19 fica,
(ry)*

Podemos notar que se = = ¥& a excentricidade é nula e, a matriz “¢f, equivale

a matriz S que descreve a esfera (equacdo 4.1). Se = #Tv a excentricidade tende
a unidade e o elipséide representa um grao nematico calamitico, isto €, em forma de

Ty B> T

bastonete (Figura 3.2(a)). Ja para , @ excentricidade € negativa e o elipsoide

representa um grao nematico discético (Figura 3.2(b)).

Como queremos relacionar o elipsdide com a esfera, vamos escrever o
elipséide como sendo a soma de uma esfera (sfij e 0 quanto o elipsdéide difere da
esfera (&Eff:l, isto é, a soma de um termo isotrépico e de um anisotropico,

Escrevendo o tensor que caracteriza a esfera em termos do elipséide da seguinte
forma [17,18],

Sy = ﬁ*e,fﬁém 4.23
onde,
rr(E) = 12+ z== 12[&;:_'_2]:%(1_&_'_2)
(%~ (rg) Erai () (7 124
= @(3— g)

obtemos,
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S, = 1 g, iz 425
i [:T‘hj 15 g

substituindo as equagodes 4.21 e 4.25 na equagéao 4.22,

1 1 d—a
&E}_}- = ET':;_): Eﬁ}}- - ETEJE}-} - (@ ﬁ}_}-T)

g (&
= i
AL ( 3 ﬂ,ﬂl;) 426

multiplicando por () e usando a equacdao 4.20, obtemos,

E'&-jgﬁgﬁ = % (%‘E - ﬂ,ﬂj)

g (&
= i
1 ( 3 m*rt;,-) 4.27

=1

Sem perda de generalidade, podemos supor que visto que a razao

Tuf T nos da o quao o elipsoéide difere de uma esfera. Além disso, definimos o termo

entre paréntesis como sendo o componente anisotrépico da deformacao elipsoidal

A A s - ~
Qf’. Este termo é idéntico ao tensor parametro de ordem ~ % definido pela equac&o
3.1, exceto por um sinal de menos. Ele estad intimamente relacionado com a

anisotropia microscopica intrinseca das moléculas de um cristal liquido. Podemos

&
ver isso supondo que o valor médio do 9 microscopico, tanto em certo periodo de

7

tempo como em uma determinada vizinhanca, € proporcional a medida

- s Sog
macroscopica, da mesma forma que o tensor anlsotroplco ,
(@5 = SQ5 4.28

onde ® é o parametro de ordem escalar que da a intensidade com que as oscilacdes
aleatérias fazem a anisotropia microscopica ser observada na escala macroscopica.

Com estas definicdes, a equacao 4.27 fica,

&
A V) 4.29

Substituindo na equacao 4.22, com o auxilio da equacao 4.25, obtemos,
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E, = ﬁ[[l— 2) 8, +eaf) 430

calculando a média e usando equacéao 4.28, obtemos,

(B} = ﬁ [(1-3)8.,+esq5]. 431

A equacdo 4.31 acima ndo esta normalizada. Como o vetor diretor deve ser

unitario, introduziremos uma constante 4 gue satisfaca as seguintes condi¢des: para

5= ':', correspondendo a um liquido isotropico, o valor médio do tensor elipsoidal

{E{j} = 5

deve corresponder a esfera unitaria, aﬂ‘; para~ ~ ! Bk se reduz a equacgéao

(QE )

4.28, uma vez que - Q*Ef Introduzindo a constante de normalizacao,

(B = li;g[tl—%} 3+ 6565 432

com as imposic¢des acima, vemos que,

A
1_,[1‘%}=1 S=0

(-9 209 s

Um célculo revela o valor da constante ‘4,

433

2(1— a)

I Azt 1) 34

portanto, o tensor do elipséide uniaxial normalizado, é dado por:

1

m [(3— a:l:‘i’,_; + 3&3@,5_';]. 4.35

{Ee _5} =

Aqui chegamos a um importante resultado. O tensor elipsoidal macroscopico

dado pela equacdo 4.35 acima, nos diz como passar de uma geometria esférica
para uma geometria elipsoidal em termos da excentricidade € das moléculas e do

parametro de ordem escalar 5 Este é justamente o tensor métrico que descreve um

cristal liquido na fase isotropica e na fase nemética.
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Admitindo que as moléculas de um determinado cristal liquido possuam uma

g =0
anisotropia intrinseca, isto €, 9 #

, temos as seguintes possibilidades: Se a
excentricidade for constante com relacdo a temperatura, isto é, se as moléculas nao

forem deformaveis, cada molécula terd um diretor microscopico. A orientacao destes

vetores € descrita pelo escalar S gue é funcao da temperatura. Isto quer dizer que se

a amostra se encontra na fase isotropica, a resultante da orientacdo média destes

vetores é nula (3 = 1:’). Ao esfriar a amostra e ap6s sofrer uma transicéo de fase para
fase nematica, as moléculas se orientam de forma que a resultante macroscépica

dos vetores é diferente de zero (5 =1

no caso de uma orientacdo maxima). Outra
descricéo seria supor que as moléculas possuam uma orientacdo média fixa, isto €,

F#0¢ nio dependente da temperatura, e que a excentricidade das moléculas seja

funcdo da temperatura. Neste caso as moléculas se deformam. Na fase isotropica as
moléculas possuem formas esféricas, isto é, & = % Diminuindo a temperatura e apos
a transicdo de fase para fase nematica, as moléculas se achatam adquirindo a forma
de um elipsoide de revolucéo, onde o diretor aponta na direcdo do semi-eixo maior.
Portanto, convém definirmos a métrica que descreve um cristal liquido nemético
uniaxial por [17,18]:

&y = = ) [EE - ﬂjare_; + EGSQE;]- 436

3—a(25+ 1

Vamos agora tratar o tensor métrico de maneira semelhante a relatividade
geral. No inicio deste capitulo dissemos que a métrica da esfera é dada pela

equacao 4.1 que na forma diferencial pode ser escrita como,
(de)? = 8, ds'ds’ 4.37

ds

onde == € o incremento de comprimento de arco. Para uma geometria elipsoidal,

(ds)® = g, dx'dxl, 4.38
Adotando a hipotese de Hess de que o potencial esférico tem que ser igual ao
(ds)gsr. = (ds)g;

potencial elipsoidal - obtemos,

8 ds'ds! = g, doxtdic’. 439
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Supondo que seja possivel passar de uma geometria esférica para uma geometria
elipsoidal, ou seja, supondo que as coordenadas da esfera seja funcdo das
coordenadas da elipse, podemos escrever,

dst dsi

K = K i
a-ff&x_k@dx dx —Ek:dx dx

dst dsf

8t = Cyg g +40

De maneira inversa, passando da geometria elipsoidal para a geometria esférica,

Bt Pl
i Gigs g
Axk dxt
"-Ye_; i a5t dof 441
a5t/ ox™

A pergunta que surge é qual a relacao gue fornece a equacéo 4.36? Este

trabalho foi feito por Simdes et.al. [1] e tal expresséo é dada por,

os* 15’ -I'(l 1) G433
—_—— —_— —

Ge 1y N omt T E

A

E=Tbtﬂk+tt“¢—rb}ﬂ¢ﬂk 4-43

onde ™ s3o as componentes do diretor n (ERJ2+EREJE+E“EJE=I) e a

excentricidade € funcao do parametro de ordem definido por,

ri 3a5

R had

A Fisica que esta por traz da relacdo 4.40 é que a analogia entre a teoria dos
cristais liquidos e a teoria da relatividade geral surge quando assumimos que a
amostra nematica ndo € alinhada homogeneamente, apenas localmente. Entdo, a

transformacdo 4.40 se torna local assim como na geometria Riemanniana da

relatividade geral. Nestas condicdes, as derivadas parciais do tensor métrico &«
devem ser substituidas por derivadas covariantes porque sdo validas apenas
localmente, lembrando que tal mudanca de derivagao é definida por,
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dnd = D = @ + [ia® 445

d

Di A i 1 i Q] ifi 3;&.‘;? A . H ”
onde ~: é a derivada covariante e " significa , € a derivada parcial usual” [1].

4.2. EQUACAO DE EINSTEIN NEMATICA

Uma vez definida a métrica, podemos calcular a conexao afim pela equacao

2.22 que em trés dimensoes fica,

1 dg. dg dg.
F_ MLl MK K
T =3 & [: Fxk * gt 32:”“} h4e

e também, assim como na relatividade geral, podemos determinar o tensor de

. . RE ~ ~ . R
Riemann-Christoffel “*™ e suas contracdes que sdo o tensor de Ricci "%/ e o escalar

de curvatura R.

aﬂm ap#.-‘" %k
RE.; = Tl —gom T LRIR —rank 4.47
R, =R, 4.48
R=g'R,. 449

Com a métrica definida pela equacéo 4.36, a curvatura escalar € dada por,

E=L(Fu)?+L(n Fxu)®+LylnxFxn)’

+LP- (P n) +nx (Fxa)}+ LF (r(F w2 20

onde,
2—a

L, =a, Zqif

1
by = E'ﬂp(ﬁ_ 8p) 451
.IE-E = 3&3
L; =2a;
Ly wm—Za,

Aqui, 9 é a carga da singularidade nematica e ©s é definido pela equacéo 4.44. Para

obtermos a curvatura nematica é necessario primeiro saber a configuracao do diretor
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para que possamos calcular o divergente, rotacional, etc. Conseguimos isto

minimizando a energia elastica livre,
F.= IA.JE&F 4.52

onde g é o determinante da matriz ¥/ e,

A=E,(Fu)* +Ep(n 7 xn)? + Ky (n % F xn)?

+(Kyp + Ky 7 Eﬂ(?rﬂ +u x(Fx n}}+&'121?- Eﬁ(?ﬁj} +53

€ equivalente a expressado 3.12 cuja minimizacdo produz a configuragdo do diretor a

(H:I;’ KEE’ KHE '&'ﬂ.-

ser usado na equacéao 4.50 Kz o sdo as constantes elasticas). O

procedimento acima pode ser simplificado introduzindo um multiplicador de

Lagrange G da expressao da energia,

R
F, = f Jgav EA - E} 4.54

cuja minimizacéao fornece,

1
Ry =5 0yR = Gay 4,55

onde,

ot = 2 2UNE) i(4,/3) 456

£
ot &(rﬂx-’}

€ 0 tensor elastico de stress da energia elastica. O multiplicador de Lagrange pode
ser determinado impondo a condig&o 4.50 na equagéo 4.56.

A equacado 4.55 é muito semelhante & equacdo de campo de Einstein dada
pela equacéo 2.38. Entretanto, existe uma grande diferenca entre as duas equacoes
guanto a dimensao. A teoria dos cristais liquidos nematicos é tridimensional e nao

envolve a variavel tempo enquanto que a relatividade geral é quadridimensional [1].
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5. CONCLUSAO

Neste trabalho vimos duas formas de obter uma métrica para descrever 0s
cristais liquidos nematicos uniaxiais, o que foi conseguido supondo que as
moléculas possuem geometria elipsoidal e aplicando, simultaneamente, a

aproximacéao de Hess.

E importante observar que a métrica nematica depende da excentricidade do
elipsoide e do parametro de ordem escalar, ou seja, da geometria das moléculas e
da medida do alinhamento de tais moléculas com relacdo ao diretor fixo no
referencial de laboratorio. Desta forma, a transicdo de fase pode ser entendida, num
primeiro momento, como uma deformacdo das moléculas, considerando que o
alinhamento meédio é constante e que a excentricidade varia com a temperatura.
Logo, as moléculas se deformam de esferas para elipsoides quando passam da fase
liquido isotropico para cristal liquido nematico. Em um segundo momento, ao
considerar que as moléculas tem uma anisotropia intrinseca, isto é, que a
excentricidade é constante nas duas fases (liquido isotrépico e nemética), e sendo o
parametro de ordem uma funcdo da temperatura, tem-se que na fase liquida
isotrépica o alinhamento médio dos diretores intrinsecos é nulo, enquanto que na
fase nemética tende a unidade. Destaca-se que, em uma amostra real, ambos os

fenbmenos (deformacgé&o e alinhamento médio) podem estar presentes.

Uma vez definido o tensor métrico que descreve o0s cristais liquidos
nematicos, foi possivel calcular o tensor de curvatura de Riemann e seus derivados
que séo: o tensor de Ricci, 0 escalar de curvatura e o tensor de Einstein. Ainda,
empregando a teoria da curvatura elastica obteve-se uma equagao muito similar a
equacado de campo de Einstein da teoria da relatividade geral. Tal equacdo possui
uma diferenca marcante quanto a dimensdo, uma vez que a teoria dos cristais
liguidos é tridimensional em que a variavel tempo estd ausente, enquanto que a

relatividade geral é quadridimensional.

Diante disso se indaga duas questdes que sao a chave para tal analogia: a) o
tensor métrico empregado na relatividade geral, utilizado para mudancas de
referenciais, foi aplicado nos cristais liquidos nematicos quando da andlise da
mudanca do estado liquido isotrépico para o estado cristal liquido nematico. A partir
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disso se obteve a semelhanca entre as duas areas em estudo. Sendo assim, &
possivel entender como estes objetos matematicos se relacionam? e; b) visto que a
equacao de Einstein da relatividade geral e a equacdo nematica sdo profundamente
semelhantes, é possivel que a anisotropia encontrada em uma amostra de cristal
liquido contenha caracteristicas comparaveis ou semelhantes com a anisotropia

encontrada nos objetos cosmologicos?

Diante disso, a analogia entre estas equacdes pode permitir que se utilize dos
cristais liquidos para estudar cosmologia com a vantagem de té-los em laboratorio,
bem como, para estudar os cristais liquidos a partir da cosmologia.
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