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RESUMO

O presente estudo tem como foco os temas: Linguagem Matematica, Logica e
formalizacdo dos resultados mateméticos. Por meio de pesquisa bibliografica, foi
realizada uma reviséo literaria fundamentada em referenciais tanto da Educacao
Matematica, quanto da Matematica. Buscou-se investigar as dificuldades inerentes a
apresentacao, expressao e comunicacao dos conhecimentos matematicos, seja no
ensino, seja na aprendizagem; em qualquer nivel escolar. Considerando a
perspectiva de superar tais dificuldades, foram constituidos estudos que destacaram,
no percurso das aulas de Matematica, os aspectos concernentes a Linguagem
Matematica vivenciadas em diferentes experiéncias do cotidiano escolar. Estas, por
sua vez, proporcionaram a reflexdo sobre praticas educacionais que valorizem
relacfes discursivas dos sujeitos educacionais, tanto professores quanto alunos, em
posicdo de igualdade social. Neste contexto, as leituras das a¢cbes que permeiam a
linguagem — como a fala, a escrita e os gestos, entre outras — foram analisadas e
discutidas mediante confrontos obtidos pelos sujeitos educacionais, numa atitude, de
fato, democratica. Priorizou-se a Logica e sua importancia, sob a oética das
argumentacOes, abordada substancialmente para sustentar o uso da linguagem
matematica haja vista que uma demonstracdo matematica, requer o rigor 16gico no
estabelecimento da validade das afirmacfes. Na trajetéria percorrida, no sentido de
contribuir com a aquisicdo e ampliagdo de conhecimentos da Linguagem
Matematica, alguns termos significativos — definicdo, nocédo primitiva, axioma,
teorema, regras de inferéncia, modelo axiomético e demonstracdo — foram
apresentados e discutidos, além de algumas técnicas de demonstracdo que foram
exemplificadas. A preocupacédo centrou-se na formalizagcdo dos resultados
matematicos e, desse modo, na escrita de textos matematicos. Diante das diversas
concepgOes para o fortalecimento dos aspectos intelectuais e pessoais, 0 estudo
apresenta uma proposta de intervencdo, que se caracteriza como uma tentativa de
comunicacdo das ideias matematicas.

Palavras-chave: Linguagem Matematica. Légica. Demonstracdo Matematica.



YAMASAKI, Célia Miyuki. Considerations about some aspects of Mathematics
Language, 2014. 86 p. Dissertation (Professional Masters in Mathematics in National
Network) — State University of Londrina, Londrina, 2014.

ABSTRACT

This work has as focus Mathematics Language, Logics and formalization of
mathematical results. By a bibliographic research, it was made a revision supported
in references from Mathematics Education such as Mathematics itself. The main goal
was to search into the difficulties inherent in presentation, expression and
communication of mathematical knowledge, whether in education, or learning; at any
grade level. Considering the prospect of overcoming these difficulties, we point out
studies, in the course of mathematics classes, that concerning to the language and to
the mathematics experienced in different aspects of everyday school activities.
These, in turn, provided with a reflection on educational practices that value
discursive relations of educational subjects, both teachers and students, in social
equality position. In this context, the interpretation of actions that permeate the
language - such as speech, writing and gestures, among others - were analyzed and
discussed by clashes obtained by educational subject, an attitude, in fact,
democratic. Privilege was made to Logics and its importance, from the perspective of
the arguments, addressed substantially to support the use of mathematical language
given that mathematical proof requires logical rigor in establishing the validity of
claims. In this trajectory, in order to contribute to the acquisition and expansion of
knowledge of Mathematical Language, some important terms - definition, primitive
notion, axiom, theorem, rules of inference, axiomatic system and proof - were
presented and discussed, as well as some technical demonstration were exemplified.
Concern focused on the formalization of mathematical results and therefore in writing
mathematical texts. Up the various concepts for strengthening the intellectual and
personal aspects, the study presents one proposal for intervention, which is
characterized as an attempt to communicate mathematical ideas.

Keywords: Mathematics Language. Logic. Proof.
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INTRODUCAO

A ideia inicial deste trabalho, cujo tema central € Linguagem Matematica,
aqui entendida sob uma concepcdo mais ampla que abarca diferentes perspectivas,
inclusive com diferentes niveis de rigor, decorreu durante o percurso das disciplinas
ofertadas pelo Mestrado Profissional em Matematica (PROFMAT), dadas as grandes
dificuldades encontradas na apresentacdo escrita das solugdes de exercicios e/ou
problemas, desde as demonstracdes de teoremas até as outras explicacbes que
descreviam os conhecimentos matematicos abordados.

As duvidas e questionamentos estiveram presentes e foram constantes nos
estudos desenvolvidos, principalmente quando nos referiamos aos resultados
matematicos. Algumas das perguntas que nos rodeavam o tempo todo eram: ‘Quais
seriam as palavras pertinentes para escrever em cada situacao?’, ‘Seria possivel
escrever de forma clara, concisa e ainda, elegante, sustentada pela ideia de
conseguir expressar um resultado corretamente?’, ‘A escrita em matematica formal é
uma questao pessoal ou ndo?’, ‘Quando colocar ‘suponhamos que’, ‘dado que’, ‘seja
qual’, ‘reciprocamente’, ‘logo’, ‘portanto’, ‘entdo’, etc.?’.

Vale dizer que por muitas vezes, em conversas durante o horario de almoco
com o0s colegas de curso, dispardvamos a contar historias utilizando tais
palavras/expressdes/frases na tentativa de nos familiarizarmos. Buscavamos, em
dado momento, adequar-nos a um maior rigor na apresentacdo e expressao das
ideias matematicas, tanto na oralidade quanto na escrita. Fato este, que
representaria estar em consonancia com as aulas presenciais, as videoaulas e o
material proposto pelo PROFMAT.

Desse modo, € certo que os estudos desenvolvidos durante o curso
contribuiram significativamente para um aprimoramento, ndo somente de cunho
pessoal e intelectual, em virtude da riqueza dos conteddos matematicos obtidos,
mas também para o exercicio da escrita em linguagem natural* e em linguagem
matematica.

Tal contexto oportunizou reconhecer as falhas existentes no processo geral

de comunicacdo dos resultados matematicos quer sob apresentacéo oral, quer sob

! em nosso caso, 0 portugués.
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apresentacao escrita dos sujeitos educacionais envolvidos, tanto alunos quanto
professores.

Com isso, percebiamos a necessidade imediata de refletir e mudar atitudes
frente as concepcdes pedagodgicas que norteavam as praticas educativas no ensino
da Matemaética.

De fato, lecionando, desde 1996, como professora na disciplina de
Matematica do Curso de Formacdo de Docentes, Colégio Estadual Cristo Rei —
Ensino Normal, na cidade de Cornélio Procopio — PR, percebemos que as
dificuldades apresentadas pelos estudantes vém aumentando ano a ano, a falta de
compreensao nas significacdes das palavras ditas e escritas durante as aulas €
constatada permanentemente.

Ainda, em conformidade com as Diretrizes Curriculares da Educacao Basica
(DCE) — PR, as quais reconhecem a Educac¢do Matematica como campo de estudos,
acreditamos que

E necessario que o processo pedagdgico em Matematica contribua para
gue o0 estudante tenha condicbes de constatar regularidades,
generalizacbes e apropriacdo de linguagem adequada para descrever e
interpretar fendbmenos matematicos e de outras areas do conhecimento
(PARANA, 2008, p. 49).

Porém, por meio de nossa pratica docente, evidenciamos que 0s avangos na
interpretacdo da leitura dos textos matematicos apresentados em livros didaticos ou
em outros materiais complementares, ndo sdo alcangcados com éxito por esses
estudantes. Simbolos, palavras, expressoes, definicées, teoremas, demonstracdes e
outras explicacbes contidas no desenvolvimento de exercicios e/ou solucdes de
problemas matematicos, enfim de textos matematicos, ndo sao por muitas vezes,
compreendidos.

Lembramos, em adicdo, que o0s estudantes terminam 0 curso
profissionalizante e prosseguem seus estudos nas universidades, na condi¢cao
imediata de atuarem simultaneamente como professores nos anos iniciais do Ensino
Fundamental. Assim, ndo podemos desconsiderar o importante papel dos
conhecimentos matematicos para um bom desempenho desses futuros profissionais

da educacdo. O Curso de Formacdo de Docentes, em nivel médio, € um curso
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profissionalizante, composto de uma matriz? curricular organizada em quatro séries,
na qual constam disciplinas da base nacional comum e disciplinas especificas, num
total de 4.800 horas/aula.

Na matriz implantada em 2004, a disciplina de Matematica totalizava 480
(quatrocentos e oitenta) horas/aula, assim distribuidas: 4 (quatro) aulas semanais
nas 13s séries, 2 (duas) aulas semanais nas 23s séries, 4 (quatro) aulas semanais
nas 32s seéries e 2 (duas) aulas semanais nas 42s séries.

Todavia, em 2007, sob implantacdo simultdnea, a matriz curricular que
passou a vigorar — conforme Resolugdo n. 04/06/07 do Conselho Nacional de
Educacdo (CNE)/Camara de Educacdo Bésica (CEB) e Deliberagdo n. 06/06 do
Conselho Estadual de Educacéo (CEE) — reduziu a carga horaria, que passou a ter
440 (quatrocentos e quarenta) horas/aula dispostas da seguinte forma: 3 (trés) aulas
semanais nas 12s séries, 2 (duas) aulas semanais nas 22s e 43s séries, 4 (quatro)
aulas semanais nas 32s séries.

JA em 2010, houve a implantacdo de nova matriz, determinada pela
Secretaria de Educacdo do Estado do Paranad (SEED-PR). Nesta, a disciplina de
Matematica passou para um total de 400 (quatrocentos) horas/aula, em
conformidade com a Lei n°® 11.684 de 2008 que estabelece, “a filosofia e a sociologia
serdo disciplinas obrigatérias em todas as séries do ensino medio”, alterando o
artigo 36 da Lei de Diretrizes de Bases da Educacédo Nacional (LDBEN) n. 9394 de
1996. A carga horaria ficou assim distribuida: 2 (duas) aulas semanais nas 12s, 2% e
43s séries e 4 (quatro) aulas semanais nas 32s séries.

Finalmente, em 2014, em regime de implantacdo gradativa, foi estabelecida
pela SEED-PR, outra matriz curricular aprovada pelo Parecer 259/2013 — CEE em
10/07/13, em que a disciplina passou para um total de 320 (trezentos e vinte)
horas/aula, distribuidas da seguinte forma: 2 (aulas) semanais nas 13s, 23s, 32s e 43s
séries, ainda em cumprimento a Lei 11.684/2008, LDBEN 9394/96.

Evidenciamos que nos ultimos anos ocorreu uma diminuicdo expressiva em
namero de aulas da disciplina de Matematica, o que representou, em numeros, uma
perda de 160 (cento e sessenta) horas/aula no Curso de Formacao de Docentes da
Educacédo Infantil e dos Anos Iniciais do Ensino Fundamental em Nivel Médio, na

2 PARANA/SEED. Proposta Pedag6gica Curricular do Curso de Formacdo de Docentes da
Educacdo Infantil e Anos Iniciais do Ensino Fundamental, em Nivel Médio, na Modalidade
Normal. Disponivel em: www.educadores.portaldiaadia.pr.gov.br. Acesso em: 28 jun. 2014,
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Modalidade Normal — Integrado. Posto isto, logicamente, a escassez do numero de
aulas representou, consequentemente, a escassez de conteudos. Expressamente, a
diminuicdo no numero de aulas, nos restringiu aquém, o cumprimento dos conteudos
programaticos previstos nas DCE — PR (2008).

Assim, sob a oOtica deste professor normalista, primeiro contato do aluno com
0 conhecimento matematico, como ensinar e formalizar conceitos matematicos nas
primeiras séries do Ensino Fundamental se o0s conhecimentos cientificos
desenvolvidos durante o Curso de Formacgéao de Docentes foram limitados?

A LDBEN n. 9394/96 prevé, em seu artigo 22

A educacéo basica tem por finalidades desenvolver o educando, assegurar-
lhe a formacdo comum indispensavel para o exercicio da cidadania e
fornecer-lhe meios para progredir no trabalho e em estudos posteriores
(BRASIL, 1996, grifo nosso).

O que compreendemos diante do caput do artigo? A formacdo comum
significa: ler, escrever e contar; inclusive em Matematica. Todavia, a construcéo
desta € de responsabilidade de todos envolvidos com a Educacéo, desde o Sistema
Educacional até os proprios alunos. Em verdade, todos com sua parcela de
responsabilidade no que tange ao fracasso escolar de muitos estudantes na
disciplina de Matematica, requerendo, necessariamente, maior comprometimento de
cada um.

Mesmo diante desta problematica de reducgéo de carga horéria apresentada, €
inegavel a importancia de se consolidar os conhecimentos matematicos na
Educacao Basica.

A acao docente deve envolver o estudo de processos que investigam como o
estudante compreende e se apropria do conhecimento matematico, entendido como

um saber construido historicamente, como produc¢do humana, ja que

A Matematica, sob uma visdo histérico-critica, ndo pode ser concebida
como um saber pronto e acabado mas, ao contrario, como um saber vivo,
dindmico e que, historicamente, vem sendo construido, atendendo a
estimulos externos (necessidades sociais) e internos (necessidades teéricas
de ampliacdo de conceitos). Esse processo de construgdo foi longo e
tortuoso. E obra de varias culturas e de milhares de homens que, movidos
pelas necessidades concretas, construiram coletivamente a Matematica que
conhecemos hoje (FIORENTINI, 1995, p.31).
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De acordo com essa tendéncia dialética, em consonancia com a filosofia
educacional vigente, a conducéo do trabalho no processo de ensino e aprendizagem
em Matematica do Curso de Formacao de Docentes deve dar conta ndo somente da
construcdo do conhecimento cientifico em sua totalidade, mas também de
estabelecer a integragéo e relacado deste com as outras disciplinas, servindo-se de
ferramenta instrumental colaborativa para a futura atuacao profissional dos alunos
do curso.

Portanto, ao corroborar com as DCE - PR (2008), apontamos para a
necessidade de formacdo de um professor interessado em desenvolver-se
intelectualmente no intuito de possibilitar meios para superar o0s desafios
pedagogicos. Desta forma, a melhoria do quadro apresentado acontecera pelo
efetivo empenho e dedicacéo desses futuros profissionais da Educacdo. No entanto,
h& que se considerar, nem sempre isso acontece. Na posicéo de professor da escola
publica, deparamo-nos, ao contrario, com o0 descaso de muitos e,
consequentemente, com lacunas na aprendizagem da Matematica.

Propomos, diante das justificativas apresentadas, a realizacdo de estudos
sobre Linguagem Matematica, ressaltando a importancia na compreensdo, na
interpretacdo e na expressdo oral e/ou escrita das ideias matematicas, numa
perspectiva de contribuir com uma possivel aquisicdo e construcdo de
conhecimentos.

Para tanto, consideramos algumas analises e discussdes abarcados por
aspectos da linguagem e sua significacdo em aulas de Matematica. Neste contexto,
ressaltamos o papel da comunicagcdo oral e/ou escrita na constituicdo dos
conhecimentos matematicos, a linguagem utilizada para expressar os resultados
matematicos e, com isso, a tentativa de alcancar a compreensao dos contetudos que
permeiam a Matematica escolar, em qualquer nivel de ensino.

No Capitulo I, discutimos aspectos concernentes a Linguagem, aos simbolos,
desenvolvendo um certo percurso histérico, destacando a evolucédo concebida na
ciéncia matematica desde entdo até os tempos atuais. Em seguida, apontamos a
definicdo e a concepcdo do uso de simbolos sob a o6tica de alguns estudiosos em
Matematica e Educacdo Matematica, como: Avila (2010), Berlinghoff e Gouvéa
(2010), Carvalho (2010), Mendes (2006), Morais Filho (2007), entre outros.

Colocamos ainda, algumas curiosidades referentes aos simbolos e expressdes que
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se confundem, tais como: a igualdade e a implicagédo, a expressao indeterminada e
a expressao impossivel, além dos quantificadores logicos.

Apresentamos, sob diversos pontos de vistas, como Garnica e Pinto (2010),
Menezes (1999), Morais Filho (2010), Powell e Bairral (2006), entre outros, algumas
andlises e discussdes sobre a linguagem e o ensino da Mateméatica na Educacéo
Basica. Os resultados provenientes das pesquisas mostram e discutem leituras da
Linguagem Matematica nas acOes de professores e alunos durante as aulas de
Matematica. As experiéncias sdo comentadas e compartilhadas no sentido de
verificar como estdo sendo comunicados os conhecimentos matematicos. Desse
modo, esses autores destacam a importancia da oralidade e da escrita ho processo
de ensino e da aprendizagem da Matematica. E acrescentam, a persisténcia no uso
constante de praticas orais e/ou escritas das ideias matematicas, certamente
oportunizam a melhoria de producdo, compreenséo e expressao dos conhecimentos
dessa disciplina.

Finalmente por meio da questdo: Por que a escolha sobre o estudo de
Légica?, contemplamos por meio de um percurso historico fundamentado por
alguns tedricos como Aaboe (1984), Machado (2001), Machado e Cunha (2008),
Martins (1995), Sant’/Anna (2003), entre outros; o importante papel da Légica e do
desenvolvimento do raciocinio dedutivo. Além disso, a Linguagem Matematica, sua
formalizacdo e o uso do método axiomatico na construcdo dos resultados
matematicos.

No Capitulo 1l, enfatizamos o estudo dos conceitos de Ldgica, sua
significacdo e importancia sob diferentes concepc¢des de alguns autores, dentre os
quais, Machado (2001), Machado e Cunha (2008) e Sant’anna (2003). Em seguida
uma abordagem do Calculo Proposicional — os conectivos e 0 uso de tabelas-
verdades e, no uso da Linguagem Matemética com todo seu rigor légico,
apresentamos a demonstracdo matematica, o ato de demonstrar e suas
conveniéncias sustentados por autores como Carvalho (2004), Carvalho e Savioli
(2013), Fossa (2009), Morais Filho (2010), entre outros. Abordamos também alguns
outros termos em Linguagem Matemética, os quais consideramos significativos em
funcdo de seus usos em uma demonstracdo matematica. Sdo eles: definigéo,
nocdes primitivas, axiomas, teoremas, regras de inferéncia e modelo axioméatico. Em
adicao, sob alguns exemplos, aprofundamos um pouco nossos estudos referentes a

demonstracdo de uma sentenca condicional, a demonstracdo e o uso da tabela-
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verdade, além da apresentacdo de algumas técnicas de demonstragdo comumente
utilizadas. E finalmente neste Capitulo, sob as visbes de Machado (2001), Morais
Filho (2007) e Sant’Anna (2003), comentamos sobre a formalizacdo das ideias
matematicas e a Teoria Formal de modo a complementar os estudos.

No Capitulo Ill, tratamos da importancia do ato de escrever em Matemaética,
trazendo algumas consideragdes, sugestdes e recomendacgbes de Morais Filho
(2010) para redigir textos matematicos. Destarte, entendemos o relevante papel do
exercicio da escrita, na condicdo de oportunizar aos sujeitos educacionais, tanto
professores quanto alunos, o desenvolvimento de suas faculdades intelectuais numa
tentativa de praticar uma possivel comunicagéo dos resultados matematicos.

Apresentamos, ainda, uma proposta de intervencdo, por meio de uma
atividade voltada tanto aos alunos da Educacdo Basica, em nosso caso, do Curso
de Formacdo Docente em nivel médio; quanto aos alunos de Cursos de Graduacéo
em Matematica. Atividade esta, na qual selecionamos questdes de 12 Fase da
Olimpiada Brasileira de Matematica das Escolas Publicas (OBMEP), apresentando-
as em diferentes solu¢cdes; uma sob solucdo da OBMEP e outra sob nossa solucéo,
seguidas de alguns comentarios.

A partir dai, o objetivo € permitir o envolvimento dos sujeitos educacionais,
tanto professor quanto alunos, em um confronto das ideias pensadas e expressadas
mediante a solucdo das questdes escolhidas.

Em dado momento, a prioridade deve ser concedida a fala dos alunos e a
escuta do professor, colocando sob foco, o uso da Linguagem Matematica e a
tentativa de comunicar os resultados obtidos.
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CAPITULO | - ASPECTOS SOBRE LINGUAGEM NO ENSINO E NA
APRENDIZAGEM DE MATEMATICA

Quanto mais reflito sobre a linguagem, tanto mais me admiro que as
pessoas consigam se entender umas com as outras.
Kurt Godel

O objetivo deste Capitulo é investigar e discutir, por meio de pesquisa
bibliografica, diversas situacdes referentes ao ensino e a aprendizagem, cujos focos
centram-se nos aspectos da linguagem, em especial, a Linguagem Matematica, uma
comunicacao pretendida e, esta por sua vez, ora estabelecida, ora nao.

Na ciéncia, a linguagem desempenha um papel de fundamental importancia
para o avanco cientifico desde a antiguidade até os tempos atuais.

A palavra linguagem, no dicionario, significa

[...] 1 qualquer meio sistematico de comunicar idéias ou sentimentos através
de signos convencionais, sonoros, gréaficos, gestuais, etc. 2 qualquer
sistema de simbolos ou objetos instituidos como signos de um cédigo.3
sistema secundario de sinais ou simbolos criado a partir de uma dada
lingua. 4 meio de comunicacéo natural préprio de uma espécie animal. 4.1 o
meio de comunicagdo por meio de signos orais articulados, préprio da
espécie humana. 4.2 a capacidade inata da espécie humana de aprender e
comunicar-se por meio de uma lingua (‘sistema’) [...] (HOUAISS, 2004, p.
1763).

Portanto, entendemos que ao pensarmos na transmissdo das ideias
matematicas, certamente deveremos considerar a necessidade de aprendermos
uma linguagem especifica, esta a Linguagem Matematica. Isto ocorre porque
quando intencionamos comunicar 0S conhecimentos matematicos, utilizando
somente a linguagem natural, verificamos que esta ndo atende as exigéncias do
rigor l6gico presentes no desenvolvimento da ciéncia matemética. llustremos por
meio de um exemplo colocado por Avila (2010), no qual mostra a impossibilidade de
nos referirmos a algumas expressfes matematicas, escrevendo-as em linguagem

natural.

Lidando com o conjunto dos nimeros naturais N , quando escrevemos,
ne N = 3Ja,b,c,d e N,n=a® +b” +c? +d?,estamos expressan-
do, em linguagem formal, o seguinte teorema de Euler: “Todo numero
natural € a soma de quatro quadrados.” A mesma proposicdo pode ainda
ser escritaassim:vne N = 3Ja,b,c,d e N,n=a? +b? +c? +d?.
A propriedade que utilizamos acima para definir um conjunto, qual seja,
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“conjunto de todos os nUumeros naturais que podem ser descritos com
menos de 20 palavras na lingua portuguesa” ndo é possivel de ser expressa
em linguagem formal [...] (AVILA, 2010, p. 79).

Entdo, em busca da compreensdo dessas ideias matematicas estaremos
articulando a Linguagem Matematica em sua esséncia, no que se refere ao
formalismo, sustentadas pela linguagem natural e suas possibilidades.

Vale dizer que no prosseguimento deste trabalho, em muitas discussdes
sobre a linguagem e simbolismo, sob as concepc¢des dos autores tais como Garnica
e Pinto (2010), Mendes (2006), Menezes (1999), Morais Filho (2007, 2010), Powell e
Bairral (2006), entre outros; pressupdem-se a existéncia de entendimento de quem
|é, fala ou escreve.

Todavia, segundo Carvalho (2010) que aborda, os efeitos linguisticos
provindos da fala e escrita entre professores e alunos no contexto escolar,
fundamentada por estudos da psicandlise e sob um olhar nos desencontros
existentes na comunicacdo em aulas de Matematica, afirma que a linguagem como
suporte da comunicagcdo esta sempre sujeita a falhas. Essa autora cita Cegalla
(1977) que postula:

Linguagem é a faculdade que o homem tem de se exprimir e comunicar por
meio da fala. Cada povo exerce essa capacidade através de um
determinado cédigo linguistico, ou seja, utilizando um sistema de signos
vocais distintos e significativos, a que se d4 o nome de lingua ou idioma.
Criacéo social da mais alta importancia, a lingua é por exceléncia o veiculo
do conhecimento humano e a base do patriménio cultural de um povo. A
utilizacdo da lingua pelo individuo denomina-se fala. A fala nasce da
inelutavel necessidade humana de comunicagao. A lingua ndo € um sistema
intangivel, imutavel, como toda criacdo humana esta sujeita & acdo do
tempo e do espaco geografico, sofre constantes alteracbes e reflete
forcosamente as diferengas individuais dos falantes (CEGALLA, 1977 apud
CARVALHO, 2010, p. 92-93).

Diante do exposto, consideramos, no ambito de comunicarmos e
compartilharmos os pensamentos mateméaticos é preciso que fagamos uso de uma
ou Vérias linguagens simultaneamente, porém, cientes de que “[...] a linguagem, por
mais correta que seja, contém imprecisdes e ambiguidades” (AVILA, 2010, p. 78).

O ensino e a aprendizagem sao na sua esséncia atos de uma tentativa de
comunicacdo dos conhecimentos. A linguagem utilizada por professores e alunos
durante as aulas de Matemaética, Linguagem Matematica e a linguagem natural séo

0os meios de tentar articular a aquisicdo de conhecimentos. Na realidade, a
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linguagem especifica do dominio da Matematica, é vista como um comunicador
universal com seus proprios cbédigos e regras gramaticais utilizados para traduzir
ideias que remontam anos de estudos e 0s grandes avangos, ndo somente na
Matematica, mas em outras areas do conhecimento. Segundo Menezes (1999),
supostamente ela € comum a uma certa comunidade que a utiliza para comunicar-
se.

No entanto, no sentido de evitar excessos vale lembrar a opinido de Avila que
coloca: “A importancia da linguagem formal é a de ser um instrumento para estudar
a consisténcia das teorias matematicas, ndo para ser usada no dia a dia do
matematico” (AVILA, 2010, p. 80).

Esse autor ainda reforca, embora a Matematica dependa muito de sua
linguagem e simbolismo especificos, as dificuldades de compreensao séo inerentes
e tornam esta disciplina por vezes, inacessivel. Desse modo, € necessario ter o
cuidado com o uso desses instrumentos, para que sejam colocados de forma util e
indispensavel na contribuicdo do processo de transmissdo e desenvolvimento dos
conhecimentos.

E claro que a Linguagem Matematica Formal ndo se aprende a falar em casa
e sim na escola, onde os estudos cientificos devem ser comunicados formalmente.
Contudo, vale dizer que a linguagem natural é a estrutura permanente para
identificarmos e usarmos os codigos e regras da Linguagem Matematica bem como
os de outras linguagens.

Na aritmética elementar, mediante a Matematica Formal, parece-nos
consideravelmente facil escrever a sentenca “Quando 7 é subtraido da soma de 5 e
6 o resultado € 4”, que pode ser escrito como a expressao “(5 + 6) — 7 = 4”. Contudo,
nem sempre esta forma de representacdo da sentenca foi usada como fazemos
hoje, com tanta frequéncia e naturalidade.

De acordo com historiadores, “Os gregos antigos e seus sucessores arabes
nao usavam quaisquer simbolos para operacdes ou relacdes aritméticas; eles
escreviam seus problemas e solu¢cdes em palavras” (BERLINGHOFF; GOUVEA,
2010, p.73).

Esses autores apresentam e comentam algumas maneiras de representacao

da sentenca (5 + 6) - 7 = 4 escrita durante séculos passados.
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Anos 1470: Regiomontanus na Alemanha teria escrito © €t 6 5T —4
(A palavra et significa “e” em latim.) 1494: na Summa de Aritmetica de Luca
Pacioli, amplamente usada na Itdlia e outras partes da Europa, isso
apareceria como 5p6m7—4 o agrupamento da primeira soma
provavelmente seria ignorado, supondo que € evidente que deve ser feito
em primeiro lugar. Essa notacdo para mais e para menos ficou muito
comum em boa parte da Europa. 1489: pelo mesmo tempo na Alemanha,
nossos agora familiares “mais” e “menos” apareceriam impressos pela
primeira vez no livro de aritmética comercial de Johann Widman. Widman
nao tinha simbolo para a igualdade, de modo que sua versao para a
afirmacao provavelmente seria algo como: 5 + 6 — 7 das it 4. (A frase em
alemdo “das it” significa “isto é".) Também usava + como abreviagdo para
“e” em sentido ndo numérico e — como marca geral de separacéo. A ideia de
gue esses simbolos tinham significados matematicos primarios nédo era
ainda clara. 1557: o primeiro uso de + e — em um livro inglés ocorreu no
texto de algebra de Robert Recorde, The Whetstone of Witte. Nesse livro,
Recorde também introduz — - como um simbolo para a igualdade. Ele o
justifica dizendo “duas coisas ndo podem ser mais iguais” [...] Seus outros
sinais sao alongados também. Ele poderia escrever b6 —T==4 [...]
1629: Albert Girard, da Franga, teria apresentado o lado esquerdo de nossa
equacao (5 +6)—7ou (5 +6) + 7; para ele, essas notacdes significavam a
mesma coisa! De fato, + era amplamente usado para subtracdo durante os
séculos XVII, XVIII e até mesmo no século XIX, particularmente na
Alemanha. 1631: na Inglaterra, William Oughtred publicou um livro muito
influente, chamado Clavis Mathematicae, enfatizando a importancia de usar
simbolos matematicos. Seu uso de +, - e = para adicdo, subtracdo e
igualdade contribuiu para adocdo desses simbolos como notacdo padrao.
Porém, se Oughtred quisesse enfatizar o agrupamento dos dois primeiros
termos de nossa expressao, ele usaria dois pontos. Assim, ele poderia ter
escrito :5 + 6: - 7 = 4. [...] 1637: La Géométrie de René Descartes, o livro
gue simplificou e regularizou muito da notacdo algébrica que usamos hoje
[...] Nesse livro, Descartes usava um traco partido (um hifen duplo) para
subtracdo, de modo que sua versdo para nossa equacgdo seria:

5+6--7Tx4 A notacdo algébrica de Descartes se espalhou
rapidamente pela comunidade matematica europeia, frequentemente
levando consigo o estranho simbolo novo para igualdade. [...] Seu uso
persistiu em alguns lugares, particularmente na Franga e Holanda, até o
inicio do século XVIIl. Comeco dos 1700: parénteses gradualmente
substituiram outras notacBes para agrupamentos, em grande parte gracas
aos influentes escritos de Leibniz, dos Bernoullis e de Euler. [...] o0 modo
mais comum de escrever nossa simples equacao era o que usamos hoje: (5
+6) — 7 = 4. (BERLINGHOFF; GOUVEA, 2010, p. 73-75).

E possivel notar quantos séculos se passaram até que os diferentes simbolos
das operacdes de adicdo, subtracdo e igualdade perpetuassem. Da Matematica na
Antiga Babilonia até os séculos XVI e XVII passaram-se quase 3.000 anos para que
0 uso dos simbolos comecasse a ser sistematizado e se tornado uma pratica
(MORAIS FILHO, 2007).

Dada esta questdo observemos a importancia da criacdo dos simbolos

matematicos e a necessidade de sua universalizacéo.
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A Matematica € uma ciéncia que exige, por sua natureza, unicidade desses
simbolos para que em qualquer tempo ou contexto cultural, ela possa desenvolver-
se e socializar-se.

Portanto, a esse reconhecimento diante da manipulacdo dos conhecimentos
matematicos e, com vistas a uma comunicacao destes, talvez estabelecida, € que se

deve a evolugao cientifica construida por milhares de anos.

1.1 NOTACAO MATEMATICA

A notagdo matematica, construida historicamente, deve ser adotada servindo-
se como uma ferramenta colaboradora e facilitadora no desenvolvimento e

aguisicado dos conhecimentos matematicos. Por Morais Filho (2007), temos que

Uma notagdo matematica € um conjunto de simbolos — podendo ser apenas
um U(nico simbolo — que representa um objeto ou uma ideia matematica.
Esses simbolos podem ser construidos com letras de nosso alfabeto, com
letras do alfabeto grego, com nimeros de algum sistema de numeracéo,
com figuras conhecidas, etc (MORAIS FILHO, 2007, p. 13).

Desse modo, nos estudos da Matematica, fundamentalmente, parece-nos
conveniente dizer que em algumas ocasifes, a Linguagem Matematica se reduz a
manipulacdo desses simbolos e notacdes em lugar das palavras em linguagem
natural. O que nos remete, a necessidade imediata na obtencdo de tais requisitos
para lidarmos com os conhecimentos dessa disciplina, em pormenores, sem a
devida compreensdo dessas notacBes, ndo nos € possivel ler, desenvolver,
comentar ou discutir as ideias a serem construidas.

Mendes (2006), sob a visdo de uma matematica humanista, destaca:

A Matematica e a Escrita tém uma relagdo muito intima e simbidtica no que
se refere ao processo humano de comunicacéo do pensamento acerca dos
fenbmenos naturais e sociais. [...] Pode-se admitir, portanto, que houve a
necessidade de se estabelecer cddigos especificos de escrita (0s nimeros)
para representar as varias operacfes matematicas (aritméticas). Isso
porgue, com as limitacdes da memodria humana, seria dificil superarmos as
dificuldades surgidas na manipulacdo de quantidades e operacdes, 0 que
implicou na solucdo de problemas com determinado grau de complexidade
numérica (MENDES, 2006, p. 1).

Esse autor fala sobre os aspectos socio-cognitivos e culturais relacionados ao

conceito de numero, seu surgimento e sua simbologia, nas tradicoes de diferentes
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sociedades. As construcdes do pensamento numérico, no qual a mente humana
elabora uma linguagem para comunicar, seja por palavras/frases ou
simbolos/expressdes. “O importante € a concretizacdo da representacdo mental
atraves de codigos elaborados para comunicar” (MENDES, 2006, p.9).

Afinal, € sabido que os fundamentos numéricos, constituem-se como
instrumentos de apoio em todas atividades humanas, sejam elas, sociais,
econdmicas, politicas, entre outras.

Um exemplo interessante é citado por Mendes (2006), com a crbnica de
Clarice Lispector publicada em 1984, e esta desde entdo nos alerta para o aspecto
da vida numérica mostrando a preocupacdo com o carater atribuido ao nimero e a
perpetuacdo da maxima pitagorica que dizia “os numeros governam o mundo”.

A crbnica intitulada “Vocé é um Numero” alerta

Se vocé ndo tomar cuidado vira nimero até para si mesmo. Porque a partir
do instante em que vocé nasce classificam-no com um numero. Sua
identidade no Félix Pacheco é um numero. O registro civil € um namero.
Seu titulo de eleitor € um numero. Profissionalmente falando vocé também
€. Para ser motorista tem carteira com ndmero, e chapa de carro. No
Imposto de Renda, o contribuinte é identificado com um nudmero. Seu
prédio, seu telefone, seu nimero de apartamento — tudo é numero. Se é dos
que abrem crediario, para eles vocé € um nimero. Se tem propriedade,
também. Se é socio de um clube tem um namero. Se é imortal da Academia
Brasileira de Letras tem o nimero da cadeira. E por isso que vou tomar
aulas particulares de Matematica. Preciso saber coisas. Ou aulas de Fisica.
N&o estou brincando: vou mesmo tomar aulas de Matematica, preciso saber
alguma coisa sobre célculo integral.[...] (MENDES, 2006, p. 75-77).

Por isso, a notagdo deve ser vista como a linguagem inerente ao processo
formal da Matematica com a intencionalidade de transmitir e desenvolver os
conhecimentos, seja no ensino, seja na aprendizagem, seja na propria condicédo de
existéncia humana.

Tao logo, o cuidado ao tratar-se da memorizacdo e familiarizacdo dessas
notacbes, quando apresentadas no percurso dos conteddos matematicos em
qualquer nivel escolar, é necessario e pertinente.

Na linguagem corrente podemos usar palavras distintas que expressam a
mesma ideia. E na Matematica também encontramos notacdes diferentes que
expressam a mesma ideia.

Por exemplo, o produto de dois niumeros a e b pode ser representado por

ab,a.b,axb
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Entretanto, nesse caso, todas as formas apresentadas surgiram em
decorréncia de motivos histéricos ou de conveniéncias de uso cientifico.

Assim, respeitar as regras e condicbes das notacdes historicamente
construidas e sua evolucdo, parece-nos ser um passo relevante a favor da
assimilacado dos conhecimentos da ciéncia matematica.

Convém observarmos ainda, conforme aponta Morais Filho (2007), em
tempos atuais algumas notacdes foram criadas principalmente por necessidade de
adaptacdo aos simbolos dos teclados de um computador. E no Brasil, tal como a
Associacdo Brasileira de Normas Técnicas (ABNT), o 6rgdo que estabelece e
regulamenta as normas para escrita cientifica (artigo, dissertagcdo, livro, etc.), a
notacdo usada para numeros é regulamentada pela Lei do Conselho Nacional de
Metrologia, Normatizacdo e Qualidade Industrial: Resolucdo n.° 12, de 12 de
Outubro de 1988.

1.2 SiMBOLOS QUE SE CONFUNDEM
1.2.1 Aiigualdade “=" e aimplicacédo “ ="

Como ja apontado na Secao 1.0, segundo Berlinghoff e Gouvéa (2010), em
1557, o matematico inglés Robert Recorde publicou um livio de Algebra no qual
introduziu o simbolo “=", da igualdade, referindo-se a um par de retas paralelas
mediante a seguinte justificativa: “duas coisas nao podem ser mais iguais.” Assim,
ao admitirmos a igualdade, estamos admitindo coisas iguais. E, portanto, vale
lembrar as propriedades que seguem: “Para quaisquer objetos a, b e ¢ valem:
Propriedade reflexiva: a = a; Propriedade simétrica: Se a = b, entdo b = a;
Propriedade transitiva: Se a=b e b = ¢, entdo a = ¢’ (MORAIS FILHO, 2007, p. 53).

No entanto, se tivermos a implicacéo logica, ‘P=Q’, supondo P e Q duas
proposicdes quaisquer, podemos dizer sob diferentes maneiras: “P implica Q”, “se P
entdo Q”, “P € condicao suficiente para Q”, “Q é condicdo necesséria para P” ou “P
somente se Q.

Vejamos entdo, alguns exemplos no uso correto dos citados simbolos.

Primeiramente, da igualdade, podemos escrever as expressodes tais como

— 2_ —
1 1 7-3 4 ou X 4=(x 2)(x+2)=x

= =— +2
3 7 21 21 X—2 X—2
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gue representam coisas iguais.
E, da implicagéo, podemos escrever
X+x-1=0 = x¥-2x+1=0,
que significa, neste caso, que toda raiz da equagéo x2+ x—1=0 ¢é também raiz de
x2-2x+1=0.

“A proposito, a resolugdo de uma equacgdo € um caso tipico que se tem uma

sequéncia de implica¢bes logicas.” (LIMA, 2006, p. 8)
1.2.2 A expresséao indeterminada e a expressao impossivel
Na operacéo de divisdo é sabido que ndo é possivel dividir por zero. Portanto,

quando isto ocorre num contexto matematico qualquer, chamamos de expressao

: : . 0 a . .
indeterminada aquela escrita na forma o e expressao impossivel aquela escrita na

forma a tal que a € R —{0}.
Com mais detalhes, exemplifiquemos:

Vejamos que %=4 pois 8=2.4; do mesmo modo, 1—6=% pois 56=16% e,

em geral, se a e b sdo numeros reais, sabemos que a igualdade B=c:va|e para

algum c e R, se tivermos a =b.c, e reciprocamente.

. ~_ 0 . , .
Assim, na expressao 6=c temos que 0=0.c, isto &, a igualdade vale para

~ . , . 0
gualguer ce R nado sendo possivel determinar um valor preciso para o Desse

. ~ 0 .. :
modo, dizemos que a expressao 0 € indeterminada.

. . ~ 2 . . .
Seguindo o mesmo raciocinio, a expressao 0 chamada impossivel, pois se

— =c para algum nimero c e R, entdo 2 =0.c, que ndo satisfaz a igualdade. Neste

o . a ~ . o
caso, as expressdes do tipo —, a e R—{0}, séo chamadas expressdes impossiveis.
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1.2.3 Os quantificadores universal “ VvV "e existencial “ 3”

Sabemos que os simbolos “Para todo ou V” e “Existe ou 3" quantificam,
como também transformam uma sentenca aberta em outra encontrando um conjunto
adequado para a quantidade de elementos que satisfazem as condi¢Oes definidas
por uma variavel livre.

Assim, por exemplo, a sentenca aberta,

X+3=5
pode ser transformada, usando o quantificador existencial em:
dx real tal que x + 3 =5,
e, usando o quantificador universal em:
Vv x real temos que x + 3 =5.

Notamos que € possivel classificar por meio do valor légico as sentencas
quantificadas, isto é, verdadeira ou falsa e sem ambiguidades.

Assim, concluimos, a sentenca que possui o quantificador existencial é
verdadeira e, por conseguinte, a que possui 0 quantificador universal é falsa.

Da mesma forma, por exemplo, a sentenca aberta:

“Politicos sdo desonestos”
pode ser transformada, usando o quantificador existencial em:
“Alguns politicos sdo desonestos”,
e, usando o quantificador universal em:
“Todos os politicos sdo desonestos”.
Novamente, é possivel classificar, a primeira sentenca transformada, como
verdadeira e a segunda, como falsa.

O uso dos quantificadores € relevante haja visto que, do ultimo exemplo
apresentado, as novas sentencgas poderiam ser:

“Em geral, os politicos sdo desonestos”
ou
“A maior parte dos politicos € desonesta”,

as quais acreditamos serem imprecisas para classificarmos em verdadeira ou falsa.
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1.3 A EXPRESSAO ORAL E ESCRITA DAS IDEIAS MATEMATICAS

Em busca de referéncias bibliograficas cujos estudos apontassem para a
Linguagem Matematica, bem como sua compreensado, encontramos autores que
argumentam sobre o insucesso ocorrido no processo de ensino e aprendizagem na
disciplina de Matematica. Esses evidenciam atitudes que por vezes, reforcam a
incompreensao na leitura e interpretacdo dos textos matematicos, nas explicacoes e
nas articulacdes do dialogo de professores e alunos nas aulas de Matematica.

Autores como Garnica e Pinto (2010), Powell e Bairral (2006), Morais Filho
(2010), Menezes (1995, 1999), entre outros, analisam e discutem por meio de dados
empiricos obtidos no cotidiano escolar questbes relacionadas a Linguagem
Matematica, acreditando que essa incompreenséo, devida a diversos fatores, pode
ser superada.

Apontamos os estudos de Garnica e Pinto (2010), que nos explicitam e
analisam por meio de filmagens de aulas de Matematica, 0 modo como a linguagem
(ou linguagens) ocorre(m) em salas de aula por eles observadas. Na intencdo de
buscar aproximacdes sobre a questdo: como o modo de enunciagdo de algo se
relaciona a atribuicdo de significado a esse algo?, recorrem a trabalhos produzidos
por estudiosos em Educacdo Matematica que sugerem algumas concepcgles
voltadas ao tema: linguagem e o ensino de Matematica. Com isso, deparam-se com
diferentes significacbes sustentadas sob referenciais tedricos que definem o termo
linguagem e, concluem, estas significacdes sao abordagens provenientes de visbes
epistemoldgicas particulares.

Esses autores comentam sobre os conflitos de significados gerados nas falas
de professores e alunos tanto no uso de palavras da matematica formal em
diferentes situacdes tais como reta e limite quanto no uso de palavras que nao
fazem parte do contexto matematico, colocadas, segundo eles, de forma inadequada
tais como: tortinho, bem pertinho. Falam das repeticBes sisteméaticas na utilizacédo de
regras conduzidas no sentido de uma reproducdo sistematica de enunciados sem
necessidade. Por exemplo, “Area é igual a base vezes altura.” Denominam como
coisificacdo de objetos matematicos, algumas falas de professores em que colocam
estes como concretos, visualizaveis ou que se movem. Por exemplo “A base vai

desse ponto até...” . Modos esses, de caracterizar os objetos matematicos, que se
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distanciam do formalismo exigido pela ciéncia e, consequentemente, da abstracéo
dos conhecimentos que deve ser desenvolvida.

Por outro lado, os autores apresentam e consideram, em seguida, uma outra
leitura, com um olhar positivo diante das situacdes obtidas em sala de aula. Esta,
sustentada pelos aportes tedricos: Modelo Tedrico dos Campos Semanticos
(MTCS)® e o segundo Wittgenstein®, em que discutem os possiveis pontos de
aproximacodes e distanciamentos.

Os conflitos de significados, por exemplo, por meio desses aportes conduzem
o professor que podera chamar de reta um segmento de reta quando nédo se tratar
de uma incorrecao conceitual. E as repeticdes sisteméticas podem ser vistas agora,
como o passar de um saber-fazer para um saber-fazer e falar, exercitando
procedimentos.

No segundo Wittgenstein (1999), um dos aportes tedricos, os autores
identificam a compreensao da linguagem em situagdes do universo da sala de aula,
tais como: as palavras, as expressdes ou 0s gestos; que ocorrem corriqueiramente,
como sendo os modos de uso que estes acontecem, 0s “jogos de linguagem”. Esses
também tomados com uma leitura positiva. E ainda acrescentam, o uso dessa
linguagem, das explicacbes de fendmenos cotidianos, séo vistas como nao ideais no
segundo Wittgenstein (1999); considerando a existéncia do Wittgenstein (1968), que
prega por “uma concepcao que parece buscar a esséncia do funcionamento de uma
linguagem ideal” (GARNICA; PINTO, 2010, p. 218).

Para eles, no segundo Wittgenstein (1999),

E o uso da linguagem que faz com que uma forma de vida® constitua-se
como tal, pois cada forma de vida estabelece o modo como as palavras, as

® O MTCS é considerado como um processo de comunicacdo que busca a percepcado de que a “cada
vez que dizemos algo “de modo diferente”, falamos “de algo diferente”, ou seja, o significado de “algo”
esta dinamicamente vinculado a enunciagéo sobre ele.” (GARNICA; PINTO, 2010, p. 222). E este, por
sua vez, colocado numa forma de ler acdes/ falas, com uma leitura positiva de significados. Ainda,
“[...] o interesse em entender o0 que as pessoas dizem e por que dizem, em oposi¢do a olha-las pelo
erro, pela falta.” (SILVA, 2003, p. 22 apud GARNICA; PINTO, 2010, p. 215).

* Comumente divide-se a filosofia de Wittgenstein em duas fases, uma primeira marcada pelo
Tractatus logico-philosophicus e uma segunda marcada pelo InvestigagOes filosoficas (GARNICA,;
PINTO, 2010, p. 218). Neste contexto, o segundo Wittgenstein trata-se da linguagem tomada no
Investigacdes filosoficas.

5 “Wittgenstein utiliza-se dessa expressdo para designar nossos habitos, costumes, acdes e
instituicbes que fundamentam nossas atividades em geral, envolvidas com a linguagem.” (Gottschalk,
2008 apud GARNICA; PINTO, 2010, p. 219)
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expressfes e 0s gestos sdo utilizados e como sdo, consequentemente,
negociados significados para essas palavras, essas expressdes e esses

gestos (GARNICA; PINTO, 2010, p. 219, grifo nosso).

Assim, os jogos de linguagem acontecem o tempo todo na sala de aula com
palavras, expressdes e gestos conduzidos sob acfes intencionais dos sujeitos que
os produzem. Por exemplo, ao pensarmos no uso da palavra reta podemos
referencia-la de diferentes formas, isto é, como um objeto matematico ou
simplesmente em outros contextos tais como: uma pessoa reta, em linha reta, etc.

Garnica e Pinto (2010) colocam que nas aulas de Matematica as
manifestagbes linguisticas sdo identificadas como dois jogos de linguagem: a
linguagem natural (o da lingua materna), que pressupdem, 0s participantes sabem
jogar, e a Linguagem Matematica usada pelos que tém formacdo matematica (o
modo de usar a linguagem com simbolos, regras e gramatica proprios); e a partir
desses, a intengdo € uma comunicagdo supostamente estabelecida.

Dentre os fatores que possam, talvez, contribuir com a melhoria da
compreensao da Linguagem Matematica, vamos citar Powell e Bairral (2006), que
nos falam sobre a importancia no uso da escrita desde a convencional (papel e lapis)
até aquelas que aparecem nos meios tecnoldgicos de comunicacdo (a internet).
Escrita esta, posta na condicdo de influenciar a aprendizagem matemética e
colaborar na analise da cognicao.

Uma concepcdo que busca a aquisicdo de conhecimentos em aulas de
Matematica e, coloca sob foco a escrita numa perspectiva de transformar
continuamente a cognicdo e o aprendizado de quem a produz.

Esses autores priorizam o estudo do desenvolvimento do processo de

matematizacdo mediante o registro escrito porque consideram que

[...] Matematizar € um processo natural, inerente a todo ser humano, que
deve ser desenvolvido a medida que este tome consciéncia de um evento
ou acontecimento matematico e construa para ele diferentes formas de
convencimento (POWELL; BAIRRAL, 2006, p. 15).

Em seguida lembram que as atitudes tais como falar, gesticular, desenhar,
escrever, entre outras, representam a tentativa de expressar um pensamento
qualquer, seja este matematico, ou nao.

Revelam uma primeira experiéncia do processo de matematizacao,

vivenciada no ambito escolar, com a colaboracdo de um aluno para a atividade
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escrita, a qual denominam como dinamica iterativa e mostram, apds Vvarios textos
produzidos, surpreendente avangco ndo somente na apresentacdo da escrita mas
também na compreensao das ideias matematicas envolvidas. Assim, afirmam que a
pratica da escrita for¢ca os interlocutores a refletirem, e desse modo, contribui tanto
para o enriquecimento de vocabulario dos alunos bem como para o uso dessas
novas palavras em contextos de sua compreensdo matematica. Diante dos
resultados obtidos comentam, “Diferentemente da fala, a escrita foi um meio estavel
que permitiu aos alunos e docentes examinarem colaborativamente o
desenvolvimento do pensamento matematico” (POWELL; BAIRRAL, 2006, p. 27).

Uma segunda experiéncia que os autores revelam também esta voltada para
a formacdo no desenvolvimento da escrita, porém, a atividade nela proposta
evidencia os resultados mediante a utilizacdo dos meios virtuais de comunicacao —
e-mails, chat e foruns de discussédo, com vistas as producdes discursivas e suas
iteracOes. Essas, por eles denominada como escritura eletronica, que por sua vez,
priorizou e também comprovou a riqueza na iteratividade no desenvolvimento da
escrita e do pensamento matematico.

Desse modo, ressaltam a importancia de alunos e professores usarem a
escrita no sentido de entender e ampliar suas ideias matematicas, tanto nas
iteracbes presenciais como naquelas que se efetivam a distancia. E reforcam, a
escrita pode contribuir na construcdo de praticas comprometidas com mudancas
significativas no processo de ensino e aprendizagem.

Finalmente, esses autores concluem, “A escrita € uma ferramenta importante
para desenvolver a cognicdo e fomentar o aprendizado matematico” (POWELL;
BAIRRAL, 2006, p. 101), contudo, para obtencdo de resultados satisfatorios no
ensino e na aprendizagem, “[...] a producéo devera ir além da expressividade e da
individualidade” (POWELL; BAIRRAL, 2006, p. 101), para que possa instituir
processos colaborativos individuais e coletivos em busca de uma reflexao critica.

Morais Filho (2010), também comenta sobre a importancia de professores e
alunos perceberem a necessidade de escrever no processo de ensino e
aprendizagem da Matematica, e aponta, a escrita além de ser um excelente
exercicio de Logica € uma das ferramentas didaticas basicas requeridas de um
docente.

Para ele, saber escrever significa saber comunicar as ideias com eficiéncia,

dado que boas ideias quando expressas de forma incompreensivel, perdem seu
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valor. Coloca que “Quando se escreve, melhora-se a convicgcdo nos proprios
argumentos, apura-se o0 raciocinio” (MORAIS FILHO, 2010, p. 5) e,
consequentemente, comunica-se com maior facilidade. Com isso, remete-nos um
alerta importante referente aos nossos estudantes, dizendo, estes estdo percebendo
gue a Matematica ndo se reduz a simplificar expressdes, usar formulas ou dar
respostas corretas.

Esse autor argumenta que durante a escrita organizamos nossas ideias em
um texto de tal forma que estas sejam entendidas por quem I|é. Entdo, reforca,
devemos escrever um texto matematico expressando realmente o que se deseja
comunicar e com o cuidado de nado torna-lo ainda mais inacessivel para os que
acreditam que a Matematica é complicada e dificil. Atenta-nos para as diferencas
dos elementos num texto cientifico: 0 que pensamos, 0 que desejamos expressar, 0
gue escrevemos e 0 que os leitores vao entender; concluindo que a arte de bem
escrever esta em fazer esses elementos serem uma Unica coisa.

Lembra-nos que a motivacdo de quem |é acontecera se tivermos o dominio
do tema, e claro, uma possivel habilidade de transmitirmos por meio da escrita.
Ainda nos alerta, “escreva corretamente o Portugués, respeitando as regras
gramaticais da nossa Lingua. Sé podera obter sucesso ao escrever quem conhece o
minimo necessario da lingua usada para se comunicar” (MORAIS FILHO, 2010,
p.17).

E, finalmente, esse autor destaca

[...] diferentemente das ideias matematicas, uma lingua é um ente mutavel,
se modifica ao longo do tempo, dependendo de diversos fatores, tais como

sociais, etarios, regionais, etc. [...] temos que aceitar o fato de que as
linguas se modificam, os resultados matematicos ndo (MORAIS FILHO,
2010, p. 36).

Menezes (1999), numa abordagem que apresenta estudos da Linguagem
Matematica, em especial na sala de aula, traz a ideia que a funcdo desta é
comunicar e, por isso, a ligacao entre as palavras comunicacao e linguagem é téo
Obvia. Sustentado por esta ideia, toma como foco principal a qualidade da
comunicacdo oral, a qual o professor promove nas aulas de Matematica. O autor
diferencia a Linguagem Matematica utilizada pelos matematicos profissionais como

“mais exigente” do que a linguagem utilizada para traduzir ideias em sala de aula e
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acrescenta, igualmente a linguagem natural, esta também assume diferentes niveis
de complexidade dependendo da competéncia dos falantes.

Assim, afirma, os atos de fala do professor durante as aulas podem ocorrer
primando pela variedade, ou seja, ele podera expor, podera explicar, podera pedir,
perguntar, sugerir, poderd... recorrer a outros atos de fala. Cita Love e Mason, que
sistematizam os atos comunicativos orais da responsabilidade ou com a participacéo
do professor: “o professor diz coisas aos alunos (expor, explicar ou conjecturar), o
professor faz perguntas aos alunos, os alunos discutem entre si e com o professor*
(LOVE; MASON, 1995 apud MENEZES, 1999, p. 7). E neste caso, conclui, as
intervencdes dos alunos dependerdo do espacgo discursivo que o professor
reservard, isto é, o apoio para as tentativas desses de participarem e coordenarem
diferentes pontos de vistas que possam surgir.

Cita, ainda, outros estudiosos, dentre eles, Ellerton e Clarkson (1996) que
ressaltam “A formulacdo de perguntas ocupa um lugar de destaque no discurso da
aula de Matematica.” Destaca, também, Sadker e Sadker (1982) que colocam “[...] o
qguestionamento permite ao professor detectar dificuldades de aprendizagem, ter
feedback sobre aprendizagens anteriores, motivar o aluno e ajuda-lo a pensar.” Ao
fundamentar-se em Pereira (1991), coloca o papel do questionamento, que séo
perguntas elaboradas pelo professor com o objetivo de provocar os alunos fazendo-
os falar e fazendo-os pensar (promocao da atitude intelectual). E finalmente, com

Long enfatiza

[...] questionar é um versatii e poderoso recurso para promover a
compreensédo e encorajar a investigacado ativa de novas ideias. Além disso,
as respostas dos alunos fornecem ao professor a informacéo que permite
monitorar e avaliar o trabalho individual e em grupo (1992 apud MENEZES,
1999).

Por outro lado Menezes ainda traz, por Baroody (1993), a certeza de que
existem beneficios na aprendizagem quando o professor tenta promover a
comunicacao entre alunos, no desenvolvimento do conhecimento matematico; e por
Lappan e Schram (1989 apud MENEZES, 1999), a necessidade de incorporar
espacos nas aulas de Matematica para que os alunos possam explicitar e confrontar
suas ideias pensadas.

Para Carvalho (2004), a necessidade de oportunizar ao aluno, a posicado de

falante, ndo é somente um aspecto de motivacdo para a aprendizagem, mas sim,
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uma condi¢cdo que nos permite saber o que esses alunos realmente entenderam, ou
nao. Para que exista a possibilidade do entendimento acontecer, numa perspectiva
de obtermos aprendizagem em sala de aula, os alunos deverao falar mais, enquanto
os professores, por sua vez, deverdo ouvir mais, pois “[...] € falando que se aprende
e € ouvindo que se ensina” (CABRAL, 1998 apud CARVALHO, 2004, p. 149).

Para sermos mais precisos, segundo Carvalho (2004), quando os alunos
repetem o que dizemos, é que podemos ter alguma ideia do que eles entenderam,
ou ndo. E mesmo assim, nem sempre a repeticdo significa, de fato, que o que
dissemos foi compreendido. Desta perspectiva, segue-se que a comunicacao dos
conhecimentos matematicos, ora pode, ora ndo pode, ser realmente estabelecida.

Mediante as precedentes analises apresentadas e respeitando 0s
apontamentos contidos nas DCE - PR (2008), concluimos, embora cientes das
grandes dificuldades e dos desencontros existentes na comunicag¢ao, durante as
aulas de Matemética; vale a pena certo esfor¢o, dedicacdo e reflexdo para uma
possivel mudanca de pratica pedagogica acentuando a riqueza da oralidade e da
escrita, tanto de professores quanto de alunos numa atitude que parece ser uma
grande aliada no ato de ensinar e no ato de aprender.

Do ensino tradicional, mecanicista as tendéncias em Educacdo Matematica
mais recentes — Modelagem Matematica, Histéria da Matemética, Ethomatematica,
Resolucdo de Problemas, Investigacbes Matematicas e o0 uso das tecnologias — 0
desinteresse por essa ciéncia € evidente em muitos estudantes. Por isso
acreditamos ser pertinente elaborar tentativas em busca da superagcéo do citado
problema. Talvez, o uso de procedimentos, em particular, que apontem para a
obtencéo de habilidades comunicativas em sala de aula, possa ser considerado com
vistas ao sucesso no ensino e na aprendizagem da Matematica.

Tal como propdem alguns manuais e diretrizes pedagdgicas, em Matematica,
cabe-nos tanto como professor, quanto como estudante, o compromisso no
enfrentamento dos resultados insatisfatorios de qualquer nivel escolar e o desafio na
mudanca do quadro existente.

Assim, a ideia é destacarmos a Linguagem Matematica historicamente
construida, entendendo um pouco mais de sua criagdo e proveniéncia, e com isso,
considerarmos 0s aspectos de sua importancia e a necessidade de sua utilizacao no

desenvolvimento do raciocinio e na formalizacdo do pensamento matematico.
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Isto posto, vale dizer, em adigcdo, precisamos nos mobilizar rumo a elaboracéo
de praticas que valorizem o rigor exigido pela ciéncia matematica. A qualidade da
aprendizagem desta somente dar-se-a na possibilidade de sua transmissao visto

como algo que realmente possa ser percebido e entendido por quem escuta ou Ié.

1.4 POR QUE A ESCOLHA SOBRE O ESTUDO DE LOGICA?

A Matematica, sob uma possivel compreensdo de seus conhecimentos,
requer necessariamente, o entendimento e a articulacdo de uma linguagem propria;
esta, a Linguagem Matematica. Assim, ao pensarmos em Ldégica, certamente,

estaremos pensando na ideia de comunicacdo em Matematica.

Na Grécia Antiga, a formacdo do homem grego incluia trés disciplinas
basicas: a Loégica, a Gramatica e a Retdrica. O estudo da Gramatica
(gramma quer dizer letra, em grego) era uma condi¢do necessaria para o
dominio da lingua, tanto na forma oral como na escrita. A légica (ou
Dialética) dizia respeito ao exercicio da capacidade de argumentacdo, no
discernimento entre os bons e maus argumentos. Na Retérica, 0 ponto
fundamental era o convencimento dos outros, a persuasdo. O curriculo
minimo para a vida na cidade, para a formacédo politica (p6lis quer dizer
cidade, em grego), era constituido por essas trés disciplinas, sendo
chamado Trivium. Era destinado a todos os cidadéos, e nesse fato reside a
origem moderna da palavra “trivial”. Expressar-se adequadamente,
argumentar de modo correto, cuidar da forma da argumentacdo para
parecer convincente e persuadir os outros a agdo, que eram as metas do
Trivium, permanecem sendo objetivos fundamentais na formagédo do
cidaddo, ainda hoje, em qualquer lugar do mundo (MACHADO; CUNHA,
2008, p.13, grifo do autor).

Dada a importancia da Loégica e seus aspectos cognitivos, a citada
diferenciacao entre bons e maus argumentos nos fazem optar por seu estudo, para
mediar e fortalecer o desenvolvimento e a organizacdo das ideias pensadas no uso
da Linguagem Matematica.

Desde sempre, o estudo das questbes relacionadas a Logica, coube a

Filosofia.

[...] Filosofia € uma forma de conhecimento que surgiu na Grécia Antiga e,
[...] que na lingua grega significava amor ao conhecimento. [...] Filosofia
néo é o estudo de alguma coisa em especifico, e sim uma forma de pensar
e de estudar toda e qualquer coisa que se queira. (ABBUD, 2010, p. 6, grifo
Nosso).
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Segundo Abbud (2010), Aristételes (384-322 a.C), considerado pelos
historiadores como o dultimo grande filésofo grego, curiosamente, ndo era
propriamente grego, nasceu na Macedonia, ao norte da Grécia. Estudou na
Academia de Platdo em Atenas, foi o fundador da Logica Formal e deu inicio ao
estudo sistematico das formas de argumentacao, utilizando-se para este da estrutura
da lingua grega. Percebeu que sem a linguagem ndo h& conhecimento e grande
parte de seus pensamentos estdo reunidos em sua obra Organon. Aristételes trouxe
grandes contribuicdes e influéncias para diversas areas, além da Matematica.

Conforme Martins (1995 p. 52), Aristételes

[...] desenvolveu um sistema filoséfico abrangendo muitas areas do
conhecimento humano: Ldgica, Etica, Metafisica, Fisica, Astronomia,
Meteorologia, Quimica, Histéria Natural, Fisiologia etc. Ele legou a
posteridade urn impressionante corpo de conhecimentos sistematizados,
justificados e mutuamente interligados, que serviu de modelo para o
desenvolvimento cientifico durante dois milénios.

Por meio da Matemética, numa concepcéo para a formulacdo dos resultados

matematicos, Aristételes nos traz a constituicdo de um novo ideal de pensamento

[...] uma ldgica na qual os critérios de verdade estardo mais ligados a pura
coeréncia, ao rigor da demonstracdo. Ou seja, em uma cadeia de
conclusdes, tudo deve decorrer daquilo que antes foi dito, sem que haja
contradigdo no interior do raciocinio. (CARVALHO; ROQUE, 2012, p.51).

Desse modo pressupomos que o estudo de Logica parece-nos ser um grande
aliado e, sobretudo necessario no uso da Linguagem Matematica, sob uma estrutura
gue supostamente pretende dar conta de transmitir os conhecimentos cientificos, os
quais requerem o rigor da Matematica.

Ainda, no que se trata das distintas visbes a respeito da Matematica, como
estudo das abstracdes matematicas, elaboradas a partir dos objetos do mundo da
percepcdo sensivel, Machado (2001) coloca-nos, na concepc¢do de Platdo, os
enunciados matematicos eram verdadeiros porque descreviam formas matematicas
de existéncia objetiva, enquanto para Aristételes, os objetos e o0s enunciados
matematicos seriam verdadeiros ou falsos porque seriam mais ou menos adequados
a representacdo do mundo empirico em busca de um fim que se objetiva.

A famosa obra “Os elementos” de Euclides, na matematica grega, coloca o
despertar do senso critico e da curiosidade dos matematicos dado que sua

sistematizacdo “[...] tem uma estrutura logico-dedutiva que permitiu a obtencdo de
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centenas de resultados a partir de poucos “principios” usualmente chamados de
axiomas ou postulados” (SANT'’ANNA, 2003, p.1).

Segundo Sant’anna (2003), essa obra imperou como a mais bem-sucedida de
todos os tempos em funcdo de sua estrutura logica e seu apelo pedagdgico que
sobreviveram intactos, por mais de dois mil anos. Essa técnica de exposi¢cao acabou
se consagrando como uma poderosa ferramenta de sistematizagao para significativa
parte do conhecimento matematico.

Além disso, foi por meio das imensas discordancias obtidas nos estudos,
analises e discussfes sobre o problema axiomatico dos cinco postulados
apresentados no Livro | da referida obra de Euclides, especificamente, o da
independéncia do quinto postulado; que surgiu historicamente o avanco da
geometria, em particular, a geometria ndo-euclidiana.

Conforme Aaboe (1984), foram muitas as tentativas feitas para demonstrar a
dependéncia do citado quinto postulado, com os quatro primeiros. Contudo, embora
ninguém tenha conseguido, foi a partir dessas tentativas, que a matematica revelou
a evolucado da geometria com a base de uma teoria consistente a qual denominamos
hoje de geometria ndo-euclidiana.

Os cinco postulados sao apresentados na obra “Os Elementos” de Euclides

da seguinte forma:

1.Fique postulado tracar uma reta a partir de todo ponto até todo ponto. 2.
Também prolongar uma reta limitada, continuamente, sobre uma reta. 3. E,
como todo centro e distancia, descrever um circulo. 4. E serem iguais entre
si todos os angulos retos. 5. E, caso uma reta, caindo sobre duas retas, faca
os angulos interiores e do mesmo lado menores do que dois retos, sendo
prolongadas as duas retas, ilimitadamente, encontram-se no lado no qual
estdo os menores do que dois retos (EUCLIDES, 2009, p. 98).

Para conhecermos um pouco mais das polémicas geradas por esses
postulados de Euclides, vamos recorrer, em sintese, aos apontamentos feitos por
Sant’anna (2003) que registra os fatos como segue.

Os fundadores da geometria ndo-euclidiana sao destacados, com o alemao
Carl Friedrich Gauss, que percebeu o quinto postulado como independente dos
demais postulados; com o hungaro Janos Bolyai, que comungou com 0 mesmo
pensamento de Gauss, e finalmente, com o russo Nicolai Lobatchevsky que
introduziu uma geometria chamada imaginaria contribuindo de modo significativo

para demonstrar que o método axiomatico nao era apenas uma ferramenta didatica.
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Ainda segundo Sant'anna (2003), Hilbert, em 1899, fez referéncias a Lobatchevsky
em seu classico Grundlagen der Geometrie. “Esse livro estabeleceu definitivamente
a geometria euclidiana como um sistema puramente formal-dedutivo e representou
uma grande vitéria do poder de formalizacdo e sintese do método axiomatico”
(SANT’ANNA, 2003, p. 8).

Ainda por esse autor, um outro grande marco na histéria do meétodo
axiomatico foi instaurado pelo italiano Giuseppe Peano (1858-1922), que publicou
uma formulacdo puramente simbdlica para a aritmética, resultando, naquilo que hoje
conhecemos como 0s axiomas de Peano.

Na verdade, os axiomas de Peano sdo aqueles que nos permitem hoje
descrever com precisao o conjunto dos niumeros naturais. Para tanto, Oliveira (2010,
p. 204) nos apresenta o Ultimo dos seus axiomas: “Seja A um subconjunto de N (A
CN). Se 1 € A e se, além disso, A contém todos 0s sucessores dos seus
elementos, entdo A = N.”

Desse modo, devemos lembrar que os axiomas de Peano representaram
significativo avanco para a algebra e analise matemética.

Facamos agora, algumas argumentacfes, procurando justificar um pouco
mais o porqué do estudo de Loégica. A palavra razdo no dicionario Houaiss e Villar
(2004, p. 2389) significa,

1 faculdade de raciocinar, de aprender, de compreender, de ponderar, de
julgar; a inteligéncia. 2 raciocinio que conduz a inducao ou deducéo de algo.
3 capacidade de avaliar com corre¢do, com discernimento; bom senso,
juizo. 4 aquilo que provoca, ocasiona ou determina um acontecimento, a
existéncia de algo; causa, origem. 5 justificacdo de um ato; explicacdo de
um fato; argumento, motivo.

J&4 a palavra raciocinar ainda neste dicionario nos traz o0s seguintes
significados: "fazer uso da razdo para estabelecer relacées entre (coisas e fatos),
para entender, calcular, deduzir, julgar (algo); refletir’ (HOUAISS; VILLAR, 2004, p.
2373). E finalmente a palavra raciocinio significa,

1 ato ou efeito de raciocinar. 2 exercicio da razdo através do qual se procura
alcancar o entendimento de atos e fatos, se formulam idéias, se elaboram
juizos, se deduz algo a partir de uma ou mais premissas, se tiram
concluses. 3 capacidade de raciocinar. 4 atividade mental que, por meio de
instrumentos indutivos ou dedutivos, fundamenta o encadeamento Idgico e
necessario de um processo argumentativo, especialmente no interior de
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demonstrag@es cientificas, filoséficas ou matematicas (HOUAISS; VILLAR,
2004, p. 2373).

Uma teoria matematica € apresentada, digamos, de maneira ordenada,
l6gica, a partir de axiomas explicitamente enunciados. Portanto, para uma possivel
compreensao desta teoria, € necessaria a aquisicdo de conhecimentos que
fundamentem os raciocinios obtidos.

Assim, consideramos que a intencdo de comunicarmos as ideias
matematicas, sob as condicbes determinadas pela Logica, no uso da linguagem
matematica, € um caminho em busca de tentarmos alcancar certa precisdao na
construcdo e na expressao dos resultados matematicos.

Todavia, cabe-nos lembrar que o raciocinio l6gico, nos conduz muitas vezes,
a erros e contradigcbes até que consigamos desenvolver e mostrar propriamente as

ideias matematicas pensadas.
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CAPITULO Il — A LOGICA COMO A LINGUAGEM MATEMATICA FORMAL

Nao é apenas uma ou duas vezes, mas um sem-nimero de vezes que uma
mesma ideia aparece no mundo.
Aristételes

Neste Capitulo discutimos algumas concepcdes de LoOgica, seu uso
estabelecido como a Linguagem Matematica e a formalizacdo das ideias pensadas e
argumentadas, talvez, sob o alcance de uma possivel aquisicdo dos conhecimentos

matematicos.

2.1 LoGICA

Na linguagem do dia a dia, comumente num dialogo, falamos e ouvimos

no sentido de expressarmos: ‘E claro que ... ', ‘E

frases do tipo: ‘E logico que ...
6bvio que ...’ ou ‘E evidente que ... .

Por exemplo: “E logico que Lucas sera aprovado no concurso”. Ao
escutarmos esta frase entendemos imediatamente que Lucas deve ter grandes
chances de ser aprovado no concurso. Porém, qual a justificativa que nos faz
acreditar em tal afirmacao?, isto €, Lucas tem um bom rendimento na Universidade?
Lucas é comprometido com os estudos? Qual o motivo que teriamos para aceitar a
afirmacao como verdadeira?

A grosso modo, notamos que a referida frase requer uma explicagao, e esta
por sua vez, devera justificar a ocorréncia do fato ja afirmado.

No dicionario Houaiss e Villar (2004, p. 1778) a palavra Logica significa,

1 parte da filosofia que trata das formas do pensamento em geral (deducéo,
inducéo, hipotese, inferéncia, etc.) e das operagdes intelectuais que visam a
determinagdo do que é verdadeiro ou ndo. [...] 6 maneira por que
necessariamente se encadeiam 0s acontecimentos, as coisas ou O0S
elementos de natureza efetiva. 7 coeréncia, fundamento. 7.1 encadeamento
coerente de alguma coisa que obedece a certas convencdes ou regras.|...]

Sob essas condi¢bes, na Matematica, entendemos por Ldogica, o estudo de
argumentacfes que expressam 0 pensamento mateméatico e sua transmissdo em
Linguagem Matematica. Entendemos ainda, certo alcance para comunicarmos as

ideias, os raciocinios e os procedimentos de forma justificavel, coerente e talvez,
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7

consistente. No entanto, sabemos que ndo é tado simples assim, delimitar tal
defini¢ao.

Para Sant’Anna (2003), alguns autores tentam definir Légica como o estudo
das inferéncias validas ou, equivalentemente, dos argumentos validos. Outros dizem
tratar-se do estudo das leis do pensamento claro. E, embora aqueles possam
almejar um certo conforto em resumir em poucas palavras a riqueza da Logica,
ainda deixam muito a desejar. Esse autor afirma que a Logica Matematica, ou
simplesmente a Ldégica, refere-se hoje a uma imensa quantidade de assuntos que
somente em sua totalidade descrevem o que de fato é Légica. E ainda acrescenta,
“Ndo ha uma definicdo sensata para descrever o que é logica. Qualquer tentativa
nesse sentido resulta em poesia ou erro” (SANT’ANNA, 2003, p. 27).

Por outro lado, por meio de uma introducéo filosofica, na qual destacam
Jurgen Habermas®, em um discurso que confere toda a autoridade & palavra, a
acdo comunicativa e a forca dos argumentos; Machado e Cunha (2008), nos trazem

a ideia

A busca da competéncia na argumentacdo, da compreensdo, das razdes
préprias e dos outros nas tomadas de posicao diante dos acontecimentos,
nas escolhas de pressupostos e nas tomadas de decisdo € o objetivo
fundamental de um curso de Légica (p. 14). [...] 0 que pode explicar esta
associacéo tdo forte entre a logica e a matematica, em detrimento da lingua,
€ o fato de que um estudo inicial de l6gica costuma ser realizado admitindo-
se a possibilidade de uma separagao nitida entre a forma e o contetido de
uma argumentacdo. Esta separacdo faz com que a logica se pareca mais
com a matemética do que com a lingua. Na lingua, em seu uso corrente, é
muito mais dificil tal separacdo (MACHADO; CUNHA, 2008, p. 26).

Na Logica Formal ndo sdo considerados os conteudos das sentencas
componentes de um argumento mas sim a forma de argumentagdo como umas sao
deduzidas das outras. Analisemos, por exemplo, 0 seguinte caso classico: Todo
homem ¢é inteligente. E, Lucas € um homem. Logo, posso concluir que Lucas &

inteligente. Desse modo temos que “Todo a € b e que x é a - disso podemos concluir

6 . . s . : . . L
“Habermas é talvez o mais famoso filésofo do século XX — e inclusive do XXI, pois esta vivo no ano

de 2008” (ABBUD, 2010, p. 136). Segundo este autor, o fildsofo aleméo Jirgen Habermas defende a
racionalidade comunicativa em lugar da racionalidade instrumental, isto €, nesta Ultima o que importa
para os individuos nas atividades humanas sédo os nimeros, a quantidade, as estatisticas, enfim o
lucro; enquanto na primeira, os individuos ndo utilizam sua forca de trabalho e intelectual com fins
lucrativos mas sim em busca de um melhor entendimento entre as pessoas, uma melhor convivéncia
e interacao, enfim a ética.
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que x é b, independentemente do significado de a, b e x.” (MACHADO; CUNHA,
2008, p. 15).

Esses autores colocam, sobremaneira, que assim Aristoteles buscou explicitar
leis ou regras que garantiam uma argumentacao considerada competente.

Nesse contexto, parece existir certa ligagdo entre Linguagem Mateméatica e
Légica. Esta ultima no cumprimento do uso do raciocinio e a primeira no uso da
expressao das ideias pensadas.

Ainda, conforme esses autores, € pertinente observarmos, o ato de

argumentar € uma caracteristica natural do ser humano

[...] e ndo se pode pretender que apenas os conhecedores das regras
aristotélicas possam fazé-lo, assim como também é um absurdo pretender
gue apenas os conhecedores das leis ou regras béasicas para uma boa

respiragdo tenham o direito de respirar (MACHADO; CUNHA, 2008, p. 15).

Porém, é sabido, os obstaculos no ensino e na aprendizagem da Matematica
sdo existentes, principalmente, ao tratarmos da formalizacdo e comunicacdo dos
conteudos. Diante disso, entendemos ser necessario o estudo dos conceitos basicos
de Légica, no sentido de contribuir com os aspectos referentes a condugdo do
dialogo, das explicacdes, das discussbes e das argumentacdes inseridas no ato de
ensinar e aprender Matematica.

Assim, concordamos com Sant’Anna (2003), que nos diz, a Logica é vista por
meio dos seus principios basicos trazendo sua influéncia para o mundo moderno em
busca de uma sintonia com as atuais tendéncias académicas, numa perspectiva de
constituir a melhoria de compreensao na disciplina de Matematica em qualquer nivel
escolar. Esse autor reforga, a intencdo € suprir as necessidades dos interessados
em Logica no sentido de justificar o uso do método axiomatico nas explicacdes do
conhecimento matematico, com vistas a alcancar certo avanco desejado no
desenvolvimento e na socializacdo do saber cientifico da Matematica. Tanto por

meio da expressao oral quanto por meio da expressao escrita.
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2.2 CALCULO PROPOSICIONAL — CONECTIVOS E TABELAS-VERDADES

Sugerimos certo aprofundamento sobre alguns conceitos basicos da logica
formal referentes ao Calculo Proposicional - conectivos e 0 uso das tabelas-
verdades. A prioridade é uso da Légica como fundamentacdo em explicacdes
diversas do pensamento matematico e da atividade matematica, constituindo como
crucial, as correlacdes existentes entre Logica e Matematica.

Assim, sustentadas por Castrucci (1984) podemos dizer que na Logica
Formal, especificamente, no Célculo Proposicional, restringimo-nos a uma classe de
proposicdes, que sdo declarativas e que admitem somente um dos valores: o valor
verdade (V) ou o valor falso (F) ndo podendo ser ambos ao mesmo tempo. Para
resolvermos problemas classicos, necessitamos das noc¢des basicas de Logica que
se ocupam com as conexdes entre proposi¢cdes (também chamadas de sentencas),
independentemente do conteddo em si de tais proposi¢des. Sao elas denominadas
de conetivos l6gicos e atuam como operadores sobre as proposi¢cdes, dando origem
a outras proposicoes.

Os conectivos l6gicos mais usuais sao: a negagdo — (néo), a conjuncdo A
(e), a disjuncdo v (ou), a condicional — (se... entdo...) e a bicondicional« (se, e
somente se,).

A validade dos conectivos, isto €, o valor logico pode ser obtido pelo
dispositivo chamado tabela-verdade do seguinte modo:

A conjuncdo entre p e q, denotada por pAq é verdadeira se as duas
proposicoes p e q sdo ambas verdadeiras e € falsa nas outras situacdes, conforme

tabela-verdade do Quadro 1.

Quadro 1 - Validade da conjuncao

p | q pAq
vV [V Y
V|F F
Fl Vv F
F|F F

Fonte: Castrucci (1984, p. 24)
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A disjuncao entre p e g, denotada por pv g € verdadeira se pelo menos uma
das proposi¢des p ou g é verdadeira, e € falsa nos outros casos, conforme tabela-

verdade do Quadro 2.

Quadro 2 - Validade da disjuncao

p | g pvq
vV [V Vv
V| F Vv
F Vv Vv
F|F F

Fonte: Castrucci (1984, p.24)

Observacdo: Em ldgica, a palavra "ou” pode ser entendida como uma coisa, ou outra
coisa ou ambas as coisas.
A negacao de p, denotada por —p € verdadeira se a proposicao p € falsa e é

falsa se a proposicéo p é verdadeira, conforme tabela-verdade do Quadro 3

Quadro 3 - Validade da negacao

—P
=

V
Fonte: Castrucci (1984, p. 24)

mni<©

A condicional entre p e ¢, denotada por p—(q é verdadeira se a proposicéo p
é falsa ou se a proposigéo q € verdadeira ou ambas, e é falsa nas outras situacoes,

conforme tabela-verdade do Quadro 4.

Quadro 4 - Validade da condicional

P | q pP—4
v [ v Vv
V|F F
FlV Y
F|F Vv

Fonte: Castrucci (1984, p. 25)

A bicondicional entre p e g, denotada por p<>q é verdadeira se as
proposicdes p e g sdo ambas verdadeiras ou ambas sao falsas e, é falsa nos outros

casos, conforme tabela-verdade do Quadro 5.
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Quadro 5 - Validade da bicondicional

P | q peq
V|V Vv
V| F F
FlV F
F|F Y

Fonte: Castrucci (1984, p. 25)

2.2.1 Sentencga Condicional — com mais detalhes

Uma sentenca condicional P— Q € uma sentenca composta
“Se P, entdo Q”
formada por duas proposicbes P e Q, ligadas pelo conectivo “Se...entdo...”, de
maneira que a proposicao Q pode ser deduzida da proposicéo P, todas as vezes
em que admitirmos a ocorréncia de P.

A proposicdo P que expressa as condicdes, € chamada antecedente do
condicional e a proposi¢cao Q que expressa o resultado da condicdo, € chamada de
consequente da condicional.

Entender o Célculo Proposicional — conectivos e o0 uso das tabelas-verdades
agui apresentados, significa constituir certa possibilidade de articular o conhecimento
ndo somente matematico, mas de todas as areas que utilizam-se das proposi¢oes,

das argumentacdes, enfim dos raciocinios l6gicos.

2.3 DEMONSTRACAO MATEMATICA

Diante das considerac¢des sobre Linguagem Matematica feitas no Capitulo I,
abordamos nesta Secao, sob referenciais teéricos como Carvalho (2004), Carvalho e
Savioli (2013), Fossa (2009), Machado (2001), Machado e Cunha (2008), Morais
Filho (2007, 2010), Sant'Anna (2003), entre outros; alguns termos significativos
requeridos por esta linguagem, tais como “demonstracdes”, “definicdo”, “nocao
primitiva”, “axioma”, “teorema”, “regras de inferéncia” e “modelo axiomatico”; para a
identificacdo, interpretacdo dos conhecimentos matematicos e expressdao da
Linguagem Matematica.

Tecnicamente, digamos a demonstragcdo ou prova de um teorema consiste

em mostrar que este € uma consequéncia légica dos teoremas precedentes.
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N&o seria demais dizer que ndo ha Matematica sem demonstraces; elas
compGem parte da estrutura légica essencial do que € constituida a
Matematica e da maneira como ela funciona. As demonstracdes sdo como
rituais indispensaveis, usados para provar resultados, garantindo que eles
sdo vélidos (MORAIS FILHO, 2010, p.79).

Para diversos autores, dentre eles Morais Filho (2007, p. 98), demonstrar “é
um ato de persuasdo”. Todavia, discordamos deste pensamento, pois estamos
certos de que persuasdo é sindbnimo de conviccdo, e ao demonstrarmos um
resultado matematico, ndo temos que convencer, mas Sim mostrar uma
sistematizacao respeitada e consagrada pelas condicbes de uma teoria matemética
existente e que prevé o uso dos conceitos de légica e da linguagem matematica.
Estes por sua vez, parecem ser suficientes para comprovar a validade dos
resultados obtidos. Portanto, temos que uma demonstracdo podera justificar algo,
mas nao convencer alguém.

Para CARVALHO (2004, p.183, grifos da autora)

A funcdo da demonstracdo estd associada a possibilidade de ‘treino’,
efetuada pelo aluno, da maneira de ‘pensar em matematica. Nao se
considera outra possibilidade que ndo a de ‘prova formal’, ou rigorosa, para
isto.

Essa autora, ao constituir uma revisdo literaria sobre a demonstracdo na
Matematica, recorre a Balacheff (1987) que traz a demonstragdo como processo de
validacédo de afirmacdes e nos alerta para a necessidade de uma linguagem prépria,
ferramenta esta de calculo intelectual que exige daquele que fala, o
encaminhamento para deducbes ldgicas. Barnard e Tall (1997), concebendo a
demonstracdo o carater de construcdo e manipulacdo de diversas unidades
cognitivas e suas conexdes. Simpson (1995) que atenta-nos para a ‘prova através
do raciocinio’, prova esta denominada por este autor, em que a a¢éo do estudante &
explorar o problema, descobrir caminhos para a solucdo, explicar e justificar as
afirmacdes e os passos logicos até atingir o formalismo, numa situacdo que busca
explicar a validade do teorema. E Hanna (1989b), que vem considerar a
demonstracdo como um meio de comunicagdo de ideias matematicas, evidenciando
a distingdo das provas que ‘provam’ e as provas que ‘explicam’. Dentre os
estudiosos citados, destacamos as ideias de Hanna (1989b), as quais apontam a

demonstracdo do resultado matematico dentro dos padrdes de rigor necessarios,
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porém, acompanhados de explicacdes de como este foi validado. Além disso, Hanna
cita outras funcdes da prova:

1)verificar (relacionado com a verdade de uma afirmacao); 2) explicar
(fornecendo ‘pistas’ do por qué é verdade);3) sistematizar (a
organizacdo de varios resultados em um sistema dedutivo de axiomas,
conceitos e teoremas); 4) descobrir (a descoberta ou invengéo de novos
resultados); 5) comunicar (a transmissdo do conhecimento matematico);
6) construir (uma teoria empirica); 7) explorar (o significado de uma
definicdo ou as consequéncias de uma afirmacéo); 8) incorporar (um
fato bem conhecido em um contexto diferente e portanto vé-lo de outro
ponto de vista) (HANNA, 2000 apud CARVALHO, 2004, p. 61).

Carvalho (2004) ainda coloca, a demonstragdo vista como um movimento
dialético, a prova rigorosa de forma subjetiva entendida conforme o sujeito que a
realiza. Para esta autora, a matematica € pensada como pratica social (o discurso
do professor no ensino tradicional é quem lhe confere a forma e o contetdo).

Ja segundo Fossa (2009, p. 46), “Conhecer, entédo, € saber o por qué. E o
porqué de um teorema matematico € a sua demonstracdo.” E, no que tange ao

conhecimento, apresentamos um exemplo interessante citado por este autor:

Suponha que as quatro horas Matilda olhou para um relégio quebrado que
marcava trés horas. Ndo sabendo que o relégio estava quebrado, ela
acreditava que eram realmente trés horas, quando de fato eram quatro.
Claramente, Matilda ndo tem conhecimento sobre as horas nesse caso. Mas
suponha agora que, por coincidéncia, ela olhou para o relégio quebrado as
trés horas. Ela acreditava que eram realmente trés horas e eram, de fato,
trés horas. Podemos dizer que Matilda tem conhecimento das horas nesse
caso? Mesmo nesse caso, ela ndo tem conhecimento porque ela acertou a
hora por acaso, por sorte, sem qualquer fundamento. E provavel que a falta
do fundamento ndo tenha sido culpa dela mas mesmo assim ndo podemos
afirmar que ela tinha o conhecimento (FOSSA, 2009, p. 46).

Assim, significarmos, explicarmos e justificarmos a validade das afirmacdes
matematicas, parece ser o porqué do ato de demonstrar.

Garnica (1995) associa 0 conceito de prova em Matematica ao que garante a
verdade matematica. Por isso, merecida importancia deve-se a demonstracdo ou
prova, que vem caracterizar onde a Matematica mostra toda a sua exatidao e

exceléncia.

No léxico, tanto quanto no jargdo matematico, prova e demonstragdo séo
tidos como sinbnimos: € o0 que atesta a veracidade ou autenticidade, a
garantia, o testemunho, o processo de verificacdo da exatiddo de calculos
ou raciocinios, a deducdo que mantém a verdade de sua conclusao
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apoiando-se em premissas admitidas como verdadeiras (GARNICA, 1995,
p. 10 apud CARVALHO; SAVIOLI, 2013, p. 6-7).

Em adicdo, Hanna (2000) afirma, deve haver, no processo de demonstrar,
tanto em sala de aula como do matematico, uma sistematizacdo, ou seja, uma
sequéncia de deducdes com argumentos validos, envolvendo uma certa Logica,
mais especificamente, um raciocinio logico.

Carvalho e Savioli (2013) atentam para a existéncia de processos de
aprendizagem de Matemadtica, para além do desenvolvimento desta. Tratam-se de
aspectos subjetivos que podem ajudar ou impedir a aquisicdo do conhecimento
matematico. Apoiadas nas nocdes de verdade e poder de Foucault (1999 apud
CARVALHO; SAVIOLI, 2013), as autoras defendem, o0s movimentos de
aprendizagem que acontecem na sala de aula de matematica e o estabelecimento
da nocdo de verdade estdo intimamente relacionados com a figura do professor,
pois é ele quem sabe demonstrar os resultados matematicos formalmente. O que
pressupde, ele detém o poder, isto €, quando fala algo, sua posicéo de professor lhe
outorga a prerrogativa do discurso verdadeiro.

Além disso, sob o ponto de vista dessas autoras, ainda segundo Foucault
(1999), a triade poder — verdade — saber, em que a verdade deriva do poder, 0
poder produz o saber e o saber faz a verdade; € indissociavel.

As relagcbes de poder, existentes na figura do professor que realiza a
demonstracdo matematica, em sala de aula, conferem a demonstracdo um estatuto
subjetivo (CARVALHO, 2004).

Desta forma, cabe-nos a responsabilidade de tentarmos a articulacdo de
praticas educativas, na constru¢cdo de um professor de Matematica que seja capaz
de propor espacos consideraveis, em que o discurso dos alunos possa de fato, ser
mostrado, socializado e discutido; seja por meio da oralidade ou da escrita. Afinal, a
compreensao de uma demonstracdo matematica requer ndo somente um professor
detentor dos conhecimentos matematicos, mas também, um professor preocupado
em estabelecer uma possibilidade de comunicacdo do que foi pensado, utilizando-se
da Linguagem Matematica e da linguagem natural como mediadoras, em busca de
certo consenso entre o entendimento desejado e o entendimento obtido, que ora

possa ser constituido, ou nao.
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2.4 DEFINICAO E NOCAO PRIMITIVA (OU INTUITIVA)

Ao pensarmos em demonstracdo devemos saber identificar alguns outros
termos importantes e necessarios que serdo certamente utilizados. Dentre eles,
abordamos inicialmente, o que representa o termo definicdo e o que representa o
termo noc&o primitiva (ou intuitiva), termos estes que por muitas vezes, se
confundem nas aulas de Matematica.

Assim, segundo Morais Filho,

[...] definir € dar nomes a objetos matematicos, mediante determinadas
propriedades que eles possuam e que os caracterizem. Esses nomes
devem se constituir de uma Unica palavra, como “triangulo”, ou de uma frase
curta, como “numeros primos entre si”. [...] As definigbes sdo importantes
porque evitam repeticdes longas e desnecessarias e, juntamente com as
notacdes, sdo mais um aliado na ajuda da economia da linguagem
(MORAIS FILHO, 2007, p. 56, grifo do autor).

Desse modo, consideramos ser pertinente colocar que uma definicdo deve
caracterizar, classificar e distinguir plenamente o objeto definido. Por exemplo,

apresentemos uma definicdo de angulo segundo Muniz Neto (2012, p. 12): “Dadas,
no plano, duas semirretas OA e OB, um angulo (ou regido angular) de vértice O e

lados OA e OB é uma das regides do plano limitadas pelas semirretas OA e OB”.

Vale lembrar que uma definicAo matematica ndo pode ser uma figura. Esta
serve apenas para facilitar e visualizar a compreensao da defini¢ao.

Por outro lado, a nocdo primitiva (ou intuitiva), conforme Morais Filho (2007),
€ aquela cujos conceitos sdo aceitos sem definicdo. Entretanto, elas “[...] néo
surgem de opinidbes pessoais isoladas, elas sédo frutos da experiéncia, da
observacdo e de um certo “consenso coletivo” ” (MORAIS FILHO, 2007, p. 61, grifo
do autor).

Por exemplo, observemos os estudos de Conjuntos em algebra. Na tentativa
de definir Conjunto associamos a ideia de varios objetos, varias pessoas, enfim
varios elementos. E a cada elemento do Conjunto associamos a relagdo de
pertinéncia, isto é, o elemento x pertence ou ndo pertence ao Conjunto dado.
Notamos entdo, que a associacdo de ideias ndo € uma definicdo, e desse modo,
conjunto, elemento e relacdo de pertinéncia sdo considerados noc¢fes primitivas ou

nocoes intuitivas.



48

Um outro exemplo pode ser evidenciado, nitidamente, nos estudos de
Geometria Plana, na qual ponto, reta e plano sao consideradas no¢des primitivas e
dessa forma, ndo precisam ser definidos.

Sant’anna (2003) coloca “[...] para alguns historiadores “as definicdes” de
Euclides tinham a simples pretensdo de oferecer uma visdo intuitiva dos conceitos
matematicos” (SANT’ANNA, 2003, p.2, grifo do autor).

2.5 AXIOMA (OU POSTULADO) E TEOREMA

Outros dois termos que se confundem sdo: axioma (ou postulado) e
teorema, os quais devemos a tentativa de esclarecer.

Na Matematica grega antiga, segundo Sant’'anna (2003), os filosofos Euclides
e Aristételes consideravam os termos axioma e postulado como conceitos distintos.
Porém, na matematica moderna, esses sdo considerados por estudiosos como
sinbnimos.

Tao logo, podemos dizer que axioma (ou postulado) € uma proposicéo aceita
como verdade indemonstravel, isto €, uma proposicdo aceita sem demonstracao, e
esta por sua vez, serve como ponto inicial para as dedugdes e inferéncias de outras
verdades. Digamos que axioma € uma proposi¢cao considerada como 6bvia ou como
um consenso inicial necessario para a construcao ou aceitacdo de uma teoria.

Por outro lado, um teorema € uma sentenca condicional (ou implicativa) cuja
validade deve ser garantida por uma demonstracéo. Nesse caso, chama-se hipotese
a sentenca P e tese a sentenca Q.

Resumindo, um teorema € uma sentenca condicional, isto €,

Se “hipbtese”, entdo “tese” ou “hipdtese —tese”
ou uma sentenca implicativa que podemos escrever

Da hipotese implica-se a tese ou “hipotese” = “tese”,
da qual se possui uma demonstracdo, que a torna valida.

Segundo Hanna (1989a), as condi¢cdes necessarias para a aceitacdo de um

novo teorema pela comunidade matematica séo:

(1) o teorema precisa ser entendido, 0s conceitos envolvidos, suas
implicagBes e ndo deve haver davidas quanto a veracidade; (2) o teorema
deve ser suficientemente importante para ter implicagdes em diversas areas
e segmentos; (3) o teorema deve ser consistente com o0 corpo dos
resultados mateméticos ja estabelecidos; (4) o autor do teorema deve ter
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reputagdo impecavel como um ‘expert’ no objeto matematico tratado pelo
teorema e (5) deve existir um argumento matematico convincente para o
teorema, de tipo conhecido (HANNA, 1989a apud CARVALHO, 2004, p. 58).

Vale lembrar que os teoremas ainda podem ser classificados como: lema (um
teorema auxiliar que antecede o teorema a ser demonstrado) e corolario (um

teorema obtido como consequéncia de outro recém demonstrado).

2.6 REGRAS DE INFERENCIA E MODELO AXIOMATICO

Resta-nos apresentar o significado de regras de inferéncia e modelo
axiomatico.

Assim, segundo Morais Filho (2007, p. 62) temos que

Para desenvolver uma certa teoria matematica, constituida de definicdes e
afirmagfes dedutivas (teoremas), € preciso estabelecer os axiomas, as
nocdes primitivas e as regras que podemos usar para manipular e deduzir
(demonstrar) essas afirmagfes. Essas regras, que, na verdade, sdo certos
argumentos, sdo chamadas regras de inferéncia. E [..] um modelo
axiomatico € um conjunto finito de axiomas, de nocdes primitivas e de
regras de inferéncia usadas para deduzir (demonstrar) certas afirmacgfes
(teoremas) e definir objetos.

Finalmente, partindo do pressuposto que 0s requisitos necessarios para a
formulagdo de uma demonstragdo, tenham sido mencionados e abordados, nas
proximas SecOes deste Capitulo, complementamos com alguns aspectos pontuais
da Linguagem Matematica, Logica e formalizacdo dos resultados matematicos.

A intencdo € enriquecer os conhecimentos, trazendo por meio de exemplos
apontados por autores como Morais Filho (2007), Fossa (2009) e Oliveira e
Fernandez (2010), a demonstracdo da sentenca condicional e a estreita relacéao
entre demonstracdo e tabela-verdade, além de algumas técnicas de demonstracéo
comumente utilizadas.

A saber, sob o ponto de vista de Sant’Anna (2003), definicdo, axioma,
conjunto, teorema e modelo axiomatico, sdo termos que ainda apresentam
significados muito obscuros tanto para os profissionais que trabalham com o ensino
da Matematica quanto para os estudantes que participam desde a Educacao Basica

até as suas graduacgfes, em particular, em Matematica.
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O método dedutivo considerado por Morais Filho (2007) € a demonstracao

com a qual se pode deduzir a sentenca Q, assumindo-se a sentenca P na

condicional “Se P, entdo Q”. Esse autor coloca,

Em termos gerais, uma demonstracdo matematica de uma sentenca
condicional é um processo de raciocinio légico-dedutivo no qual, admitindo-
se a sentenca P, deduz-se a sentenca Q por meio de uma sequéncia de
argumentacdes validas (MORAIS FILHO, 2007, p. 48).

Um exemplo interessante é apresentado por Fossa (2009) no qual utiliza uma

Técnica de Condicionalizacao (TC), assim denominada por ele, quando se assume 0

antecedente e tenta-se deduzir o consequente em uma proposicdo a ser

demonstrada com a sentenga condicional.

Vejamos o citado exemplo,

Suponha que j4 temos a nossa disposicdo as seguintes proposicdes:
Teorema 1: Se x é par, x é divisivel por 2. Teorema 2: Se x é maior do que
2, entdo se x é primo, x nao é divisivel por 2. E tentamos, usando estas
duas premissas, deduzir o consequente proposicao (3): x ndo é primo. Note
que o esquema do Teorema 2 é A— (B — C). Demonstremos a proposicéo
(3), organizando a demonstracéo por uma tabela.

Linha | Afirmacao Justificativa
1. X € par. premissa, condicdo do antecedente da
proposicéo (3)
2. X € maior do que 2. premissa, condicdo do antecedente da
proposicéo (3)
3. Se x é par, x é divisivel por 2. Teorema 1
4. x €é divisivel por 2. Linhas 1 e 3, argumento do tipo
afirmacéo do antecedente (AA)
5. Se x & maior do que 2, Teorema 2
entdo se x é primo,
X nao é divisivel por 2.
6. Se x é primo, entdo x ndo € | linhas 2 e 5, (AA)
divisivel por 2.
7. X nao é primo. Linhas 4 e 6, negagdo do consequente
(NC)
8. Se x é par e maior que 2, Linhas 1-7, (TC)
X ndo é primo.

Fonte: Fossa (2009, p. 58)
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2.8 TABELA-VERDADE E DEMONSTRACAO

Segundo Morais Filho (2007) convém agora compararmos a tabela-verdade
de uma sentenca condicional com o que pode ocorrer com uma demonstracao.

Conforme tabela-verdade da condicional, ndo se pode deduzir sentencas
falsas de sentencas verdadeiras. Dai temos: V — V =V, isto &, de uma sentenca P
verdadeira s6 € possivel deduzir uma sentenca Q, também verdadeira.

Por exemplo: Considere as seguintes proposic¢oes:

P:’1 = 1" (verdadeira)
Q: ‘2= 2’ (verdadeira)

Demonstragéo: De P podemos deduzirque 1 =1,entdo1+1 =1+ 1, ou seja,
2 =2.Logo, ‘Se P entédo Q’ é valida.

Mas se ocorresse, V—F = F conforme tabela-verdade teriamos por exemplo,
as seguintes proposicgoes:

P:*1 =1 (verdadeira)

Q:*1=0 (falsa)
nao sendo possivel deduzir Q da antecedente P mesmo sendo verdadeira. Portanto,
‘Se P entdo Q’ é invalida.

J& no caso em que a proposigéo P é falsa é possivel deduzir uma proposi¢ao
Q que pode ser verdadeira. Na tabela-verdade F— V = V.

Por exemplo: Considere as proposicoes:

P: 1 =0 (falsa)
Q: ‘1 =1’ (verdadeira)

Demonstragdo: Da proposi¢do P, decorrem as igualdades 1 =0 e 0 = 1. Dali,
somando os respectivos termos do lado esquerdo e os do lado direito dessas
igualdades, temos 1 + 0 =0 + 1, donde ‘1 = 1'. Logo, ‘Se P entdo Q’ é valida, nesse
caso em que P é falsa e Q é verdadeira.

E finalmente, quando as proposi¢cbes P e Q séo falsas, em particular na
tabela-verdade: F—>F = V.

Por exemplo: Considere as proposicoes:

P:'1 =0’ (falsa)
Q: ‘3 =2’ (falsa)
Demonstracédo: De P podemos deduzir que,se 1 =0,entdo1+2 =0+ 2, ou

seja, 3 =2. Logo, ‘Se P entdo Q’ é valida com P falsa e Q falsa.
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Conclui-se desse modo que sentencas condicionais podem ser validas,
independentemente dos valores logicos das premissas. O que importa € aquilo que

se admite como verdadeiro.

2.9 ALGUMAS TECNICAS DE DEMONSTRACAO

Vejamos as demonstracdes de uma sentenca condicional segundo Morais
Filho (2007) e Oliveira e Fernandez (2010).

2.9.1 Demonstragdes Diretas

S&o aquelas em que assumimos a hipotese como verdadeira e, por meio de
uma série de argumentos verdadeiros e dedug¢fes logicas, concluimos a veracidade
da tese.

Por exemplo, vamos demonstrar o teorema a seguir sob diferentes formas:

Teorema: “Existem dois, e apenas dois multiplos simultaneos de 2 e de 3

entre os numeros de 8 a 18, incluindo estes ultimos.”

Demonstracao 01:

Sabemos que um multiplo simultaneo de 2 e de 3 deve ser um multiplo do
minimo multiplo comum (mmc) entre 2 e 3. Assim, como o mmc (2,3) = 6, devemos
ter os multiplos de 6, neste caso, entre 8 e 18, incluindo estes ultimos. Portanto os

numeros sao: 12 e 18. C.Q.D.

Demonstracao 02:
Seja o0 conjunto A = {8, 9, 10, 11, 12, 13, 14, 15, 16, 17, 18} dos nameros
inteiros entre 8 e 18, incluindo estes ultimos. Os multiplos de 2 pertencentes ao

conjunto A sado os nameros: 8, 10, 12, 14, 16 e 18; e os multiplos de 3 pertencentes
ao conjunto A sdo os numeros: 9, 12, 15 e 18. Portanto, os multiplos de 2 e de 3

simultaneamente séo os numeros 12 e 18. C.Q.D.
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Demonstracéo 03:
Seja A = {8, 9, 10, 11, 12, 13, 14, 15, 16, 17, 18}, o conjunto dos nameros

inteiros entre 8 e 18, incluindo estes Ultimos. Retirando-se do conjunto A 0s nimeros

impares: 9, 11, 13, 15 e 17, pois estes ndo sao multiplos de 2. Logo, restam-nos 0s
nameros: 8, 10, 12, 14, 16 e 18, pares, dos quais sdo multiplos de 3 0os numeros: 12
e 18. C.Q.D.

2.9.2 Demonstracdes Indiretas

e Contrapositiva: esta € baseada no fato de que a veracidade de forma positiva

de uma proposicédo € equivalente a veracidade de sua forma contrapositiva,
podendo ser esta ultima, eventualmente, mais facil de se provar.

e Reducdo ao Absurdo (do latim reductio ad absurdum): esta é a técnica em

gue assumimos a validade da hipotese, supondo que nossa tese é falsa e,
usando as duas informagdes anteriores, concluimos por meio de argumentos
verdadeiros, uma afirmacao falsa. E, como tal fato ndo podera ocorrer, entdo

nossa tese devera ser verdadeira.

Por exemplo: Seja n um namero natural tal que,
“Se n2 é par, entdo n € par.”
Demonstremos a proposicdo antecedente utilizando as duas técnicas de
demonstracdes indiretas citadas.
Percebamos inicialmente que para provarmos a proposi¢do partindo da
hipétese “n2 é par” concluindo a tese “n é par”, encontrariamos dificuldades no
processo de deducdes pois a tentativa de verificacdo dos valores tal como mostra o

Quadro 6, seria interminavel.

Quadro 6 — Dedugéao

n | 4 |16 ] 36| 64 [100]144
n 2 4 6 8 10 | 12 | ..
Fonte: (OLIVEIRA; FERNANDEZ, 2010, p. 13)
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Por isso, partimos da hipdtese “n ndo € par” e concluimos a tese “n2 ndo é

par” cuja veracidade é equivalente.

Apresentemos a demonstracao por contraposicao:
Suponhamos que n nao € par, logo, n tem que ser impar. Desse modo, existe
um ndmero inteiro k tal que n = 2k + 1. E,
n2=(2k + 1)(2k +1)
=4k? +2k + 2k + 1
=4k2+4k +1
=2(2k2+2k) + 1
=2p +1,
onde p =2k2 + 2k. Portanto, n2 =2p + 1, isto €, impar. C.Q.D.

Por outro lado, podemos supor temporariamente a existéncia de um elemento
que satisfaca a hipotese e ndo cumpra a tese chegando a uma contradicdo. Neste
caso, apresentemos a demonstracéo por reducao ao absurdo:

Seja n um nuamero natural tal que n2 é par. Suponhamos agora que n nao é
par, logo, n tem que ser impar. Desse modo, existe um k inteiro tal que n = 2k + 1. E,

n2 = (2k + 1)(2k +1)
=4k +2k + 2k + 1
=4k2+4k +1
=2(2k2+k)+1
=2p+1,
onde p =2k2 + 2k. Portanto, n2 = 2p + 1, isto €, impar. Mas isto € um absurdo pois

contradiz a hipotese aceita inicialmente como verdadeira. C.Q.D.

2.10 PRINCIPIO DA INDUCAO

E uma técnica de demonstracdo geralmente utilizada para provar que certos
resultados que envolvem numeros naturais sdo validos para todos eles. Além disso,
embora sua denominacdo seja inducdo matematica, é pertinente dizer que se trata
de um argumento dedutivo, isto €, a conclusdo segue-se do processo dedutivo com

todo seu rigor légico.
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A ideia do principio (ou método) de inducao finita pode ser exemplificada do

seguinte modo:

Imagine uma fila com infinitos dominés, um atras do outro. Suponha que
eles estejam de tal modo distribuidos que, uma vez que um dominé caia, 0
seu sucessor na fila também cai. O que acontece quando derrubamos o
primeiro domin6? (OLIVEIRA; FERNANDEZ, 2010, p. 203).

Reza o Principio de Inducéo,
Considere uma propriedade P(n), que depende de um numero natural n. P(n)
sera valida para todos os numeros naturais se,
e P(1) évalida;
e Se P(n) for valida para algum namero natural n > 1,
entdo P(n + 1) é valida.
As aplicagcbes sdo muito Uteis em demonstracdes de identidades, de

desigualdades e de problemas de divisibilidade.

Vamos mostrar por meio de alguns exemplos propostos por Oliveira e
Fernandez (2010):

Exemplo 01: Demonstre que para qualquer n € N é valida a igualdade
1+3+5+ ...+(2n—-1)=n2

Uma solucao:

Seja a proposicdo P(n): 1+3+5+ ...+ (2n—1) = n?,
Paran =1 temos que P(1): 2.1 - 1 =1 e, portanto, afirmacé&o verdadeira.

Suponhamos que P(n) seja verdadeira paraum valorn e N, n> 1.
Entdo, devemos mostrar que P(n + 1) também é verdadeira.
Com efeito, como
1+3+5+...+(2n-1)=n?
Somando 2n + 1, que é o préximo numero impar apos 2n — 1, a ambos os
lados desta igualdade, obtemos:
1+3+5+...+(2n=-1)+(2n+1)=n?2+2n+1=(n+1)%

0 que garante a validade de P(n + 1).
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Logo, pelo principio de inducéo finita temos que P(n) é verdadeira para todo n
e N.

Exemplo 02: Prove que 3" < 2" paratodon € N.

Uma solucao:

Seja a propriedade P(n): 3" < 2"°.
Para n =1 temos que P(1): 1 < 2 e, portanto, afirmacao verdadeira.
Suponhamos agora que P(n) seja verdadeira e, usando a desigualdade
3 < 22n+1

para qualquer n € N, segue-se que

3" =3"13< 2" 2% = )
0 que garante a validade de P(n + 1).
Logo, pelo Principio de Inducao Finita P(n) é verdadeira para qualquer n € N..
Vale notar que os exemplos precedentes foram resolvidos e redigidos,
buscando a tentativa de comunicar o raciocinio pensado, sob as condi¢cdes postas
da Linguagem Matematica e, respeitando as normas cultas determinadas no uso da
linguagem natural, sem deixar de lado, as exigéncias e rigor que requerem uma

demonstracdo matemaética.
2.11 ASPECTOS DA FORMALIZAGAO DO PENSAMENTO MATEMATICO

Estudar Matematica em qualquer nivel escolar requer a tentativa de expressar
em Linguagem Matematica o pensamento imaginativo, abstrato. Por isso,
fundamental importancia devemos a formalizacdo dessas ideias, utilizando-se de
uma teoria sistematizada, que nos permita ndo sO6 assimilar aos poucos esses
conhecimentos, mas também explica-los.

Sant’Anna, afirma que

[...] os conceitos abstratos sédo de dificil assimilagdo mesmo para a mais
inteligente das pessoas. Por exemplo, a nocao de “vermelho” na linguagem
natural, € um conceito abstrato. E mais facil pensar em objetos vermelhos
do que propriamente no conceito “vermelho”, dissociado de qualquer objeto

ou forma. Algo parecido ocorre em matematica (SANT’ANNA, 2003, p. 14).
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Uma Teoria Formal estabelece o uso da Ldogica, que por sua vez, requer uma
linguagem propria, e esta, a Linguagem Matematica consagrada pelas autoridades
matematicas, com a intencionalidade de desenvolver e socializar, no contexto da

Matematica, a construcdo dos conhecimentos.

Assim como néo se pode fazer uma exegese séria da obra de Aristoteles
sem o0 conhecimento de grego antigo, também néo é possivel discursar
sobre ideias matematicas sem conhecer as linguagens da matematica

(SANT'ANNA, 2003, p. 14).

No entanto, conforme Morais Filho (2007), ndo podemos querer reduzir a
Matematica a Ldgica pois ha certa limitacdo no uso do método axiomatico que o
impede de formalizar de modo consistente toda a Matematica.

Por exemplo, lembremo-nos da conjectura’ enunciada pelo matematico
alemao Christian Golbach (1690-1764) que nos diz, “Todo nimero par maior que
dois € a soma de dois numeros primos”. Foram diversas as tentativas de uma
demonstracao para estabelecer efetivamente sua validade, porém, esta € inexistente
até os dias de hoje. Conforme exposto por Morais Filho (2007), os resultados obtidos
até o ano 2006 comprovaram a validade da proposicdo para 0s maiores numeros
pares que o computador conseguiu trabalhar e para todos 0s numeros pares
menores do que 4x10".

Desse modo, talvez considerar e pretender reduzir a Logica, caracterizando-a
como um meétodo de obter inferéncias legitimas em quaisquer conteudos, parece-
nos conveniente neste momento.

De acordo com Machado (2001), o Formalismo teve em Kant® talvez sua mais
funda raiz, em que buscou na percepcdo a fonte da evidéncia das proposicoes
matematicas. Hilbert, por sua vez, adotando as ideias de Kant, caracterizou o

Formalismo como

[...] a Matematica compreende descricdes de objetos e construcdes
concretas, extralégicas; estas construcbes e estes objetos devem ser
enlacados em Teorias Formais em que a Loégica € o instrumento
fundamental; o trabalho do matematico deve consistir no estabelecimento

! conjectura matematica (ou conjetura matematica) € uma afirmacao para a qual ainda nao se dispde
de uma demonstracdo que comprove sua validade, ou de um contraexemplo para garantir que ela
ndo é valida” (MORAIS FILHO, 2007, p. 111).

® Immanuel Kant, pensador da segunda metade do século XVIII, do interior da Prussia. “Kant é
considerado um dos fildsofos de mais dificil leitura, dada a linguagem que ele utiliza e a forma como
busca construir argumentos densos e precisos” (ABBUD, 2010, p. 124).
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de Teorias Formais consistentes, cada vez mais abrangentes até que se
alcance a formalizacdo completa da Matematica (MACHADO, 2001, p. 29).

Esse autor considera que a Teoria Formal consta de termos primitivos, regras
para formacédo de formulas a partir deles, os axiomas como verdades basicas, as
regras de inferéncias e os teoremas como verdades demonstraveis a partir dos

axiomas.
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CAPITULO Il - UMA PROPOSTA DE INTERVENCAO

Tudo deve ser feito tdo simples quanto possivel, mas nao mais simples.
Albert Einstein

Neste Capitulo abordarmos, especificamente, o papel da escrita dos textos
matematicos sob certas condi¢bes postas por Morais Filho (2007, 2010), num
contexto, no qual a redacgao tenta ocupar uma funcdo mediadora para comunicar 0os
resultados matematicos. Na realidade, nossa intencao é exercitar a formalizacao e
expressdo destes resultados, com o uso das regras gramaticais que atendam os
padrdes cultos da lingua portuguesa, além do rigor l6gico que requer a Matematica.
Por isso, em seguida, apresentamos uma proposta de intervencdo que,
supostamente, busca contemplar uma pratica educacional extracurricular, com

énfase na leitura, oralidade e escrita em Linguagem Matematica.

3.1 A ESCRITA DOS RESULTADOS MATEMATICOS

Adquirir o habito de escrever os resultados matematicos remete-nos pensar
em LOgica, Linguagem Matematica e linguagem natural, formalizacdo de ideias,
buscando certa proximidade de expressar 0s raciocinios com a exatiddo e rigores
necessarios, exigidos na ciéncia matematica. Além disso, lembramos que a
tentativa € comunicarmos por meio da escrita, o desenvolvimento do que foi
pensado e articulado.

Para Morais Filho (2007) ao demonstrarmos qualquer resultado matematico,
temos certa liberdade de raciocinio e de procedimentos que poderemos utilizar,
porém, uma demonstracdo € proveniente do seu modo de apresentacdo dos
argumentos, que por sua vez, podem ou ndo nos mostrar com eficacia a teoria
empregada.

Em adicdo, esse autor diz que n&o existem receitas e sim tentativas que
dependem, ndo somente dos conhecimentos adquiridos, mas também de tentar
comunicar-se com certa clareza e concisdo. E nos aconselha, um bom comeco é
conhecer detalhadamente as demonstracdes de diversos resultados e as técnicas
utilizadas, e a partir dai, criar a sua forma pessoal de expressar-se.

A respeito da producdo de um texto matematico qualquer, conforme Morais

Filho (2010), devemos distinguir o que pensamos, 0 que desejamos expressar, 0 que
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escrevemos e 0 que os leitores vao entender do que esta escrito. Assim, cita as

palavras de Kepler®

[...] a prolixidade tem sua dose de obscuridade, ndo menor do que a
concisdo. Esta escapa aos olhos da mente, aquela os confunde; esta
carece de luz, aquela sofre de excesso de luminosidade; aqui a visdo nao
se move, |4 é ofuscada (KEPLER apud MORAIS FILHO, 2010, p. 5).

Esse autor comenta sobre a preocupacdo ja existente, na época, com a
expressdo e a redacdo de um resultado matematico. E acrescenta, “[...] € téo
importante e demanda tanto esforco quanto saber ou desenvolver a Matematica que
esta nele.” (MORAIS FILHO, 2010, p. 5).

Ainda coloca que na construcdo de um texto deve-se buscar as qualidades
especificas que a Matematica demanda: clareza, concisdo, rigor e formalismo,
porém, sem exageros. Ressalta que a intengdo em atingir algum equilibrio na
escrita, quando possivel, sé se da com a prética, o tempo, a observacdo e o bom
senso. Coloca um fator importante, o de ndo esquecermos que a linguagem a ser
utilizada depende do publico para o qual estamos nos dirigindo, isto €, “uma coisa &
escrever um texto de divulgagéo cientifica para ndo especialistas ou para alunos do
Ensino Médio, outra é escrever uma dissertacdo de mestrado, uma tese de
doutorado ou um artigo cientifico” (MORAIS FILHO, 2010, p. 14).

Por meio de consideracoes, sugestdes e recomendacfes, 0 autor comenta
sobre o0 uso conveniente da lingua portuguesa. O pronome pessoal mais adequado
em uma demonstracdo; o0 modo de expressar uma conjuncao condicional “se ...
entdo”; o verbo “ter” e seus diferentes significados nos textos matematicos tais
como: entdo, decorre, vale; um alerta para as expressdes matematicas que exigem
as mesmas regras de pontuacgéo que uma frase qualquer, com sujeito e predicado; a
preposicado apos verbos tal como, o verbo acarretar, que devemos dizer P acarreta
Q; o uso incorreto de palavras em frases, por exemplo, “Um objeto cumpre uma
propriedade.” (errado) poderiamos ter “Um objeto possui a propriedade.”(correto); o
cuidado no uso indevido da expressao “Ao invés de” em lugar de “Em vez de” em
frases.

Muitas outras recomendacOes sdo feitas por esse autor, dentre estas,

mediante frases que definem. Indica-nos o uso das palavras: define-se, chamamos,

% Johann Kepler (1571-1630): matematico e astronomo alemé&o, mais conhecido pelas Leis de Kepler
do movimento planetario, expostas em sua obra Astronomia Nova.
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denomina-se, etc., entretanto, pode-se optar por escolher as palavras: seja, sejam,
considere, consideremos, denote, denotemos, dentre outras; conforme a situacao.
Lembra-nos que quando as definicbes sdo representadas por notacdes nao
podemos esquecer de explicar os simbolos utilizados. E refor¢ca, uma definicdo deve
ser acompanhada de exemplos para ilustrar com eficiéncia e diversidade os objetos
definidos, além de ser extremamente cuidadoso com as definicbes que formula, ou
seja, a definicdo corresponde de fato ao objeto que deseja definir?

Do que nos interessa compreender, a abordagem sobre como enunciar
teoremas e escrever uma demonstragdo matemaética, feita por esse autor, parece-
nos ser muito pertinente.

Ele coloca, por exemplo, diferentes maneiras de escrever uma sentenca

condicional, tais como:

(&) A soma dos algarismos do numero n é divisivel por 3 = n é divisivel
por 3. (b) Se a soma dos algarismos do nimero n for divisivel por 3, entdo
n é divisivel por 3. (c) Ter a soma dos seus algarismos divisivel por 3 é
condicao suficiente para que o nimero seja divisivel por 3. (d) Ser divisivel
por 3 é condicdo necessaria para que 0 nimero tenha a soma dos seus
algarismos divisivel por 3 (MORAIS FILHO, 2010, p. 76).

Além disso, dentre varias sugestdes, afirma que, “Algumas vezes, logo no
inicio, deve-se devotar algumas palavras, explicando a ideia geral da demonstracao,
0 que vai ser feito e aonde se quer chegar” (MORAIS FILHO, 2010, p. 81).

Desse modo, concordamos com esse autor que aponta, o escritor deve guiar
seus leitores informando-os cada passo e ensinando-os a deduzir um resultado a
partir das hipoteses disponiveis. Sugere algumas frases tais como: ‘Nosso objetivo
sera mostrar que ..." ou ‘Suponha por absurdo (ou contradi¢cdo) que ..., para o0 inicio
de uma demonstracéo; outras como: ‘Desse ponto em diante, nosso objetivo sera
mostrar que ..., 'Resta-nos provar ..., para conectar passos da demonstracao.
Solicita cautela para as frases do tipo: ‘isso é trivial’, ‘é 6bvio que’, é facil ver que’,
etc., que se usadas inadequadamente, podem representar certa petulancia por parte
do escritor. E 0 uso de frases do tipo: ‘no que’, ‘veja que’, ‘observe que’, que devem
ser apresentadas, sempre, com comentarios explicativos. Encerra, mostrando
abreviacbes e simbolos que representam o final de uma demonstracdo, por

exemplo, C.Q.D. que significa ‘como queriamos demonstrar’.
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Por outro lado, esse autor nos traz novamente, o ato de demonstrar € um ato
de persuaséao; e como ja posto no Capitulo I, discordamos do ato de convencer ou
persuadir.

Finalmente, Morais Filho (2010) nos alerta para 0 uso conveniente das
notagbes matematicas lembrando que certas ideias matematicas sdo vistas com
mais clareza, ora expressando-se por palavras, ora usando-se simbolos. Assim,
atenta-nos para a busca do equilibrio quando se trata da escrita que envolvem
palavras e simbolos, no sentido de que ndo gerem confusfes ou complicacées no
entendimento, ou seja, devemos ter o0 bom senso na escolha da forma escrita de
uma expressao ou férmula. Para esse autor, “[...] certas ideias na Matematica sao
melhores expressas usando-se palavras; ja outras, usando-se simbolos” (MORAIS
FILHO, 2010, p. 88) e, exemplifica dizendo, em vez de escrever em simbolos

"VyeR,y>0,3IxeR;x* =y"
podemos escrever em palavras “Todo numero real positivo possui uma raiz real”. E,
em vez de escrever em palavras “Nao existem quatro numeros inteiros ndo nulos,
tais que a soma da quarta poténcia de cada um de trés deles seja igual & quarta
poténcia do outro restante”, podemos escrever em simbolos
“A equacdox* + y* +z* = w’n&o possui raizes inteiras ndo nulas”.

Como ja discutimos no Capitulo | deste trabalho, talvez, uma efetiva
compreensao de textos ou resultados matematicos, para todos 0s sujeitos
educacionais, tanto professores como alunos, ndo seja assim consideravelmente
acessivel. Contudo, entendemos que a tentativa incessante, na busca de estratégias
para melhorar os aspectos da linguagem e comunicacdo na Matematica, em
particular, sob a condicéo de praticar o ato de escrever, podem constituir meios para
alcancar certa melhoria no desenvolvimento e na socializacdo do saber cientifico da

Matemaética.
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3.2 INTERVENCAO PROPOSTA

Nesta secdo, propomos uma atividade voltada tanto para os alunos do Curso
de Formacdo de Docentes, em nivel médio, quanto para alunos do Curso de
Graduacdo em Matematica. Para tal atividade, utilizariamos, hum primeiro momento,
a metodologia tradicional, por ser a que estamos mais acostumadas, e nos parecer
adequada para o tipo de atividade a ser desenvolvida.

Na oportunidade, uma maneira de abordar contetudos e explicacbes por meio
da escolha de algumas questdes das provas de 12 Fase da Olimpiada Brasileira de
Matematica das Escolas Publicas (OBMEP) — Nivel 3. E, para 0s sujeitos
educacionais, professores e alunos, a participacdo na construcao da expressao oral
e escrita de resultados matematicos. O confronto das ideias pensadas, a exposicao
de diversas interpretacOes das questdes que possam surgir e as diferentes
producdes das solugcdes apresentadas.

E sabido que a OBMEP ocorre ha 10 (dez) anos e representa um excelente
incentivo aos estudos da Matematica para os alunos das escolas publicas de nosso
pais. A referida prova da 12 fase, consta de 20 (vinte) questdes, das quais 1 (uma)
sempre refere-se ao conteddo classico de Logica contemplando a analise da
validade de sentencas. Assim, podemos trazer, por meio dessas questdes, 0S
conceitos basicos de Logica, fundamentados com o intuito de sustentarmos
intelectualmente a constru¢cdo do pensamento, numa tentativa de contribuir com a
interpretacdo, organizagao e expressao das ideias pensadas.

Por exemplo, escolhendo a Questao 11 da OBMEP 2010 (BRASIL, 2014):

Adriano, Bruno, Carlos e Daniel participam de uma brincadeira na qual cada
um é um tamandud ou uma preguica. Tamanduas sempre dizem a verdade e

preguicas sempre mentem.

e Adriano diz: "Bruno € uma preguica.”
e Bruno diz: "Carlos € um tamandud.”
e Carlos diz: “Daniel e Adriano sao diferentes tipos de animais.”

e Daniel diz: “Adriano € uma preguica.”

Quantos dos quatro amigos sao tamanduas?



(A) 0
(B) 1
(€ 2
(D) 3
(E) 4

Uma solucédo d

a OBMEP:
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Temos duas possibilidades para Adriano: ele é um tamandua ou uma

preguica. Vamos primeiro supor que ele € um tamandud e fazer o Quadro 7, linha

por linha, de acordo com as falas dos amigos:

Quadro 7 — Organizando de dados

e diz que logo
, L Bruno é uma Bruno & uma
1 | Adriano | Um tamandua (diz a verdade) preguica preguica
. Carlos € um Carlos é uma
2 | Bruno | Uma preguica (mente) . :
tamandua preguica
D~an|(_al € Adriano Daniel e Adriano séo
. sdo tipos )
3 | Carlos | Uma preguica (mente) diferentes de 0 mesmo tipo de
animal animal
4 | Daniel | Um tamandua (diz a verdade) Adnaryo € uma Ad”a’?O € uma
preguica preguica

Fonte: OBMEP

As casas sombreadas mostram que nesse caso Adriano, além de ser um

tamandua, é também uma preguica, o0 que ndo pode acontecer pelas regras da

brincadeira. Logo Adriano ndo é um tamandua, ou seja, ele é uma preguica.

Fazemos agora outro quadro do mesmo modo que o anterior (Quadro 8):

Quadro 8 — Organizando os dados

E diz que logo

1 | Adriano | Uma preguica (mente) Bruno € uma Bruno € um
preguica tamandud

2 | Bruno Um tamandud (diz a verdade) Carlos € um Carlos € um
tamandud tamandud

3 | Carlos Um tamandua (diz a verdade) Daniel e Adriano | Daniel e Adriano
sao tipos sao tipos
diferentes de diferentes de
animal animal

4 | Daniel Um tamandua (diz a verdade) Adriano € uma | Adriano € uma
preguica preguica

Fonte: OBMEP
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e vemos que Bruno, Carlos e Daniel sdo tamanduas. Alternativa D.

Uma solucdo do professor:

Analisando as sentencas:

e Adriano diz: "Bruno é uma preguica.”

e Bruno diz: "Carlos é um tamandud.”

C.Q.D.

e Carlos diz: “Daniel e Adriano séo diferentes tipos de animais.”

e Daniel diz: “Adriano é uma preguica.”

1° caso: Suponhamos que Adriano diz a verdade e, portanto, € um tamandua. O que

implica,

Quadro 9 — Organizando os dados:

Bruno

Carlos

Daniel

Preguica e mente

Preguica e mente

Tamandua e fala a verdade

Fonte: autora

Donde resulta que Adriano é uma preguica. Portanto, uma contradicéo.

7

Desse modo, podemos afirmar, Adriano, de fato, € uma preguica. E nos

resta confirmar por meio dos seguintes casos:

2° caso: Suponhamos que Bruno diz a verdade e, portanto, € um tamandua. Entao,

Quadro 10 — Organizando os dados:

Carlos Daniel Adriano
Tamandua e fala a Tamandua e fala a verdade Preguica e mente
verdade

Fonte: autora

3° caso: Suponhamos que Carlos diz a verdade e, portanto, € um tamandud. Logo,

Quadro 11 — Organizando os dados:

Daniel Adriano Bruno
Tamandua e fala a Preguica e mente Tamandua e fala a verdade
verdade

Fonte: autora
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4° caso: Suponhamos que Daniel diz a verdade e, portanto, € um tamandua. Logo,

Quadro 12 — Organizando os dados

Adriano Bruno Carlos
Preguica e mente Tamandua e fala a verdade Tamandua e fala a verdade
Fonte: autora

Assim, concluimos, Adriano é uma preguica e, teremos exatamente trés
tamanduas. Alternativa D.
C.Q.D.

Indagamos, ‘a linguagem utilizada na apresentacdo da solucdo do IMPA foi
compreendida? ‘a linguagem utilizada na solucéo do professor foi compreendida?’

Talvez, as respostas para essas perguntas, ndo sejam afirmativas, como
esperamos. Porém, mostramos nossa tentativa de expressar os textos matematicos
buscando o entendimento de quem Ié.

Vale lembrar que ndo se trata de verificar o melhor resultado, mas sim,
oferecer diferentes possibilidades e caminhos, na tentativa de comunicar o raciocinio
pensado.

Assim, ler, interpretar, desenvolver o raciocinio e chegar a resposta correta é
o primeiro passo. Na continuidade, formalizar o desenvolvimento do que foi pensado,
por meio da escrita, um segundo passo. E finalmente, sob confronto por meio da
oralidade, num plano em que todos os envolvidos tenham voz e vez; permeados
pelo didlogo e numa situagdo democratica e orientadora dos conhecimentos, a
percepcdo e analise das diferentes formas de apresentacdo escrita, que podem ou
Nao ocorrer.

Trata-se de expressar os resultados mateméticos mediante a tentativa de
conseguir certo equilibrio na redagdo, para que esta represente o alcance na
comunicacdo das diversas solucdes matematicas e, consequentemente, na
aprendizagem da Matematica.

Desse modo, os resultados obtidos em cada etapa, devem ser registrados,
para possivel andlise e avaliacéo.

No prosseguimento desta Secdo, apresentamos e exploramos outras
questdes que vao além de um classico de Logica, seguidas de comentarios. A

intencdo é trazer a abrangéncia na articulacdo de diversos conteidos matematicos,
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tais como Algebra, Aritmética, Geometria Plana, entre outros, sob a condicdo de
promover a compreensao da Linguagem Matematica, tanto nos enunciados, quanto
nas solucbes. Neste contexto, a tentativa de promover esta compreensdo busca

consolidar o ensino e a aprendizagem da Matematica, em qualquer nivel escolar.

3.2.1 Outras questdes da 12 Fase - OBMEP sob uma solugcdo do IMPA e uma

solucéo do professor

Questédo 01: (OBMEP 2005) Regina, Paulo e Iracema tentam advinhar quantas bolas

estdo dentro de uma caixa fechada. Eles ja sabem que este nimero é maior que 100
e menor que 140. Eles fazem as seguintes afirmacdes:

e Regina: Na caixa ha mais de 100 bolas e menos de 120 bolas.

e Paulo: Na caixa ha mais de 105 bolas e menos de 130 bolas.

e Iracema: Na caixa ha mais de 120 bolas e menos de 140 bolas.
Sabe-se que apenas uma dessas afirmacdes € correta. Quantos sdo 0s possiveis

valores para o niumero de bolas dentro da caixa?

(A) 1
(B) 5
(C)11
(D)13
(E)16

Uma solucdo da OBMEP:

Acompanhe a solucdo com a ajuda da figura a seguir, que ilustra as

afirmativas de Regina, Paulo e Iracema.

i lracem
- Regina - < ama
 — { + ¢ { { ~—
1008 101 106 119 120 121 129 138 140
- -
Pauio

i) Se Regina esté certa, entdo Paulo e Iracema estédo errados. Os nimeros que
satisfazem a afirmacdo de Regina mas nao satisfazem a afirmacao de

Paulo sdo 101, 102, 103, 104 e 105; note que estes numeros também nao
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satisfazem a afirmacéo de Iracema. Neste caso temos 5 possibilidades
para o numero de bolas na caixa.

i) Se Paulo esta certo, entdo Regina e Iracema estao erradas. O Unico namero
que satisfaz as opc¢des de Paulo e ndo satisfaz as de Regina e Iracema é
120. Aqui, temos apenas uma possibilidade para o numero de bolas na
caixa.

iii) Se Iracema esta certa, entdo Paulo e Regina estdo errados. Os nameros que
satisfazem a afirmacdo de Iracema mas nao satisfazem a afirmacéo de
Paulo sédo 130, 131, 132, 133, 134, 135, 136, 137, 138 e 139; note que
estes nimeros também ndo satisfazem a afirmagdo de Regina. Neste
caso, temos 10 possibilidades para o numero de bolas na caixa.
Finalmente, o numero total de possibilidades é a soma do numero de

possibilidades nos casos i), ii) e iii), que € 5+ 1 + 10 = 16. Alternativa E.

C.Q.D.

Uma solucédo do professor:

Vamos organizar os dados:

Seja n o nimero de bolas que estdo na caixa. Regina diz que
100< n <120, Paulo diz que 105 < n <130 e Iracema diz que 120 < n < 140.

llustremos conforme solucéo do IMPA (2005, p. 2):

N Regina - - lracema
bt ; + ; } } +—
100 101 106 118 120 1214 129 139 140
-« -
Pauio

Suponhamos primeiramente que apenas Paulo esteja correto, entdo o numero
de bolas é 120.

Agora vamos supor que apenas Regina esteja correta, entdo o numero de
bolas possiveis € 101, 102, 103, 104 ou 105.

E finalmente, suponhamos que apenas Iracema esteja correta, entdo o
namero de bolas possiveis é 130, 131, 132, 133, 134, 135, 136, 137, 138 ou 139.
Logo, o numero total de valores possiveis é 1 + 5 +10 = 16. Alternativa E.

C.Q.D.
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Comentario:

Ao solucionarmos e formalizarmos esta questdo, verificamos que as
quantidades enunciadas, quando colocadas por meio da escrita de intervalos,
poderiam ser abordadas, trazendo o enriguecimento do assunto. Porém,
percebemos, que a ilustracdo apresentada pela solugdo da OBMEP, por meio de
figura, foi imprescindivel para contribuir com a leitura e interpretacdo da questéo. Isto
remete-nos dizer que a linguagem utilizada por meio do esquema, esclareceu,
sobremaneira o que foi posto no enunciado e, consequentemente, facilitou nosso

entendimento.

Questdo 02: (OBMEP-2006) No dia de seu aniversario em 2006, o avo de Julia disse
a ela: “Eu nasci no ano x2 e completei x anos em 1980. Quantos anos eu completo

hoje?

(A) 61
(B) 64
(C)67
(D) 70
(E) 72

Uma solucdo da OBMEP:
O que o avb de Julia disse pode ser escrito como

idadeem1980 = 1980 — ano de nascimento

2

X X

ou seja, x =1980— x*. Logo; x* +x—1980 = 0; esta equacio tem as raizes

X_—li\/1+4X1980 -1+4/7921 -1+89

2 2 2
Segue que, em 1980 o avd de Jdlia tinha 44 anos e assim, em 2006, ele
completa 44 + (2006 — 1980) = 44 + 26 = 70 anos. Alternativa D.

C.Q.D.
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Uma solucéo do professor:

Quadro 13 - Organizando os dados

Ano Idade do avb
X2 0

1980 X

2006 ?

Fonte: autora

Analisando os dados no Quadro 13, observamos que ao adicionarmos 0 ano
x? com a idade x do av0 obtemos o ano 1980. Desse modo, para determinarmos x
podemos achar as raizes da equacao do 2° grau: x2 + x = 1980, utilizando a féormula

de Bhaskara.

—-b+
Assim, A=b’-4ac e x=b2;a\/z. Substituindo os valores temos que
—1+4/ —1+
A=1"-4.1.(-1980) =7921 e x = 1_2 17921 = 1£89 do que resulta x = 44.

Finalmente, como temos 26 anos de diferenca do ano 1980 até o ano 2006,
entdo, adicionamos 44 + 26 que é igual a 70. Logo, em 2006, o av6 de Julia tem 70
anos. Alternativa D.

C.Q.D.

Comentario:

A escolha desta questdo deu-se em fungdo da linguagem matematica
proposta no enunciado, que por sua vez, requer imediatamente o entendimento de
qgquem |é. No entanto, para interpretar e articular os dados, resolvemos organizar o
quadro apresentado no inicio da solucdo. Pensamos, nesta situagdo, que talvez
pudéssemos facilitar a compreensédo de quem Ié.

Por outro lado, constatamos que, ao tratarmos da formalizacdo na
apresentacao e resolucdo da equacdo do 2° grau, as expressdes matematicas
escritas na solucdo da OBMEP, pareceram-nos expressivamente mais claras para
leitura e compreensao.

Desse modo, solucionamos a questao e formalizamos a solucéo.
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Questdo 03: (OBMEP 2006) O numero abcde tem cinco algarismos distintos e

diferentes de zero, cada um deles representado por uma das letras a, b, c, d, e.
Multiplicando-se este niamero por 4 obtém-se o numero de cinco algarismos edcba.
Qualovalordea+b+c+d+e?

(A)22

(B)23

(C)24

(D)25

(E)27

Uma solucdo da OBMEP:

A solucéo é baseada nas seguintes observacoes:

a sO pode ser 1 ou 2 porque se a >3 entdo 4a € um numero de 2 algarismos e

portanto o numero edcba teria 6 algarismos. Mas a nao pode ser 1 pois edcba,
sendo multiplo de 4, é par, donde seu ultimo algarismo € par. Logo a = 2 e segue-se:

2bcde
x 4
edchb?2

e s6 pode ser 8 ou 9 porque 2 X 4 = 8 e edcba tem apenas 5 algarismos. No entanto,

e ndo pode ser 9 porque 9 x 4 termina em 6 e ndo em 2. Logo e = 8 e segue-se:

2bcd8
X 4
8dch2
b s6 pode ser 1 ou 2 porque 4 x b tem que ser um namero de apenas 1 algarismo.

Como a = 2 e os cinco algarismos de abcde sdo distintos, s6 podemos terb =1 e
segue-se:

21cd8
X 4
8dc1l2

d sO pode ser 2 ou 7 porque 4 x d + 3 € um numero terminado em 1. Comoa=2¢e

0s cinco algarismos de abcde sédo distintos s6 podemos ter d = 7 e segue-se:

21c78
x 4
87c1l?2

C SO pode ser 9 porque 4c + 3 é um numero terminado em c e segue-se:
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21978
x 4
87912

Logo, arespostae 8+ 7 +9 + 1+ 2 =27. Alternativa E.
C.Q.D.
Uma solucédo do professor:

Seja abcde o numero de cinco algarismos distintos, diferentes de zero que
multiplicado por 4 resulta em edcba. Temos que a s6 pode ser 1 ou 2 pois edcbha
possui 5 algarismos. E substituindo a = 1 teriamos edcbl que ndo representa um

multiplo de 4. Logo, a = 2. Assim, temos que

2bcde
X 4
edchb?2

Agora vamos verificar os possiveis valores de e, que representa 0 primeiro
algarismo do resultado, e portanto, ndo pode ter dois algarismos. Isto €, e =8 ou e =
9. Mas, substituindo e = 9 obtemos que 4x9 = 36, 0 que ndo convém pois 36 nao
termina em 2. Logo, e = 8, pois 4x8 = 32. Ficamos entdao com

2bcd8
x 4
8dchb?2
donde 4d + 3 termina em b e por outro lado, 4b termina em d, com um algarismo. O

gue nos resta dizer que b =1 ou b = 2. Mas, a = 2 entdo, b = 1. Logo temos que

21cd8

x 4

8dcl2
donde 4d + 3 termina em 1 e d possui apenas um algarismo. Dai, se d = 3 entédo 4d
+ 3 = 15 (ndo convém pois termina em 5); se d = 4 entdo 4d + 3 = 19 (ndo convém
pois termina em 9); se d =5 entdo 4d + 3 = 23 (ndo convém pois termina em 3); se d
= 6 entdo 4d + 3 = 27 (ndo convém pois terminaem 7); sed =7 entdo 4d + 3=31. E

portanto, resulta que d = 7. Finalmente temos

21c78
x 4
87cl?2
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em que 4c + 3 termina em c. Dai, se ¢ = 3 entdo 4c + 3 = 15 (ndo convém); se c = 4
entdo 4c + 3 = 19 (ndo convém); ¢ = 5 entdo 4c + 3 = 23 (ndo convém); ¢ = 6 entéo
4c + 3 = 27 (ndo convém); ¢ = 9 entdo 4c + 3 = 39. Logo, ¢ = 9 e resulta que

21978
X 4
87912

easomaa+bh+c+d+e=2+1+9+7+8=27. Alternativa E.
C.Q.D.

Comentario:

Ao formalizarmos a solucdo desta questdo, observamos que, embora as
operacdes requeridas fossem elementares - adicdo e multiplicacdo - de numeros
naturais diferentes de zero, ao considerarmos a aritmética das possibilidades, a
redacao tornou-se notadamente exigente, haja visto que, deveriamos escrever cada
passo, buscando informar as ideias pensadas.

Por outro lado, no intuito de enriquecer os conhecimentos referentes as
operacdes abordadas, verificamos também, em dado momento, a possibilidade de
explorar as definicbes das operacdes de adicdo e multiplicacdo de numeros reais,
por meio de axiomas, bem como, as respectivas propriedades que podem
caracteriza-las.

Para exemplificar, recorremos a Morais Filho (2007, p. 64, grifo do autor), que

apresenta os axiomas de adicdo de numeros reais:

Para cada par de ndmeros reais x e y, associamos um numero real x +y,
chamado soma de x com y. A operacao que leva cada par (X, y) no nUmero
X +y chama-se adi¢ao e satisfaz as seguintes propriedades (axiomas): Al)
Associatividade da adicéo: Paratodos x,yez € R,tem-se (x +y)+z=x+
(y + z). A2) Existéncia do elemento neutro da adi¢cdo: Existe um namero real

¢ e R tal que, para todo x € R, valem as igualdade x + & = & +x =x.

(Posteriormente usaremos o simbolo 0 para denotar . N&o refute essa

notacdo do elemento neutro, ela serve como treinamento para algumas
idéias abstratas que um estudante ou professor de Matematica deve ter).
A3) Existéncia do elemento inverso ou elemento simétrico da adigdo: Para

todo x € R, existe y € R, tal que x + y =y + x = &. (Posteriormente, 0
simbolo —x denotara o elemento y. Aqui vale 0 mesmo comentario do item

anterior). A4) Comutatividade da adi¢do: Para todos x,y € R, tem-se x +y
=y +X



74

E, identicamente solicita, por meio de exercicio, a formulacdo da

axiomatizagdo da multiplicacdo de numeros reais.

Questdo 04: (OBMEP-2009) Na figura, ABCD é um paralelogramo e o segmento EF

é paralelo a AB. Qual é a soma das areas dos triangulos cinzentos?

4 cm

(A)2 cm?2
(B)4 cm?
(C)6 cm?2
(D)8 cm?
(E)10 cm?

Uma solucdo da OBMEP:
Para achar a soma das areas dos triangulos, basta calcular a area do

paralelogramo ABCD e subtrair as areas dos trapézios ABFE e CDFE. Seja h a

altura do trapézio ABFE; sua é&rea € entdo AB;ZEFh =3hcm2. Como a altura do

paralelogramo ABCD ¢é 4 cm, a altura do trapézio CDFE é 4 — h e sua area €

CD+EF(

5 4-h)=12-3h cm2

A area do paralelogramo ABCD é 16 cm?; a soma das areas dos triangulos é
entdo, 16 — (3h+12-3h) = 4 cm?2. Alternativa B.
C.Q.D.

Uma solucdo do professor:

Na figura, observamos que a soma das areas dos triangulos cinzentos

corresponde a diferenca entre a area do paralelogramo ABCD e a soma das areas
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dos trapézios EFBA e EFCD. Desse modo, a area do paralelogramo ABCD é igual a
4.4 =16 cm>.

Suponhamos agora, a altura do trapézio EFBA igual a x, logo a altura do
trapézio EFCD é igual a (4 — x).

(4+2)x

Entdo, a area do trapézio EFBA é igual a =3x e a area do trapézio

EFCD éigual a

@+204-%) 15 g,
2

Somando a area dos trapézios obtemos 12 cm2. Donde resulta que a area dos
tridngulos cinzentos € 16 cm2 — 12 cm2 = 4 cm?. Alternativa B.
C.Q.D.

Comentario:

Inicialmente, na escolha desta questao, pudemos observar, por meio da figura
apresentada, a possibilidade de abordar, as definicées das figuras planas: triangulo,
paralelogramo e trapézio; seus respectivos elementos e as férmulas deduzidas de
suas areas.

Entdo, na opcdo de uma situagcdo que nos permita a elaboracdo das
definicbes desses objetos, recorremos a Morais Filho (2007, p. 57), que coloca:

I) Primeiro Passo: parte-se das no¢Bes que se tem do objeto a ser definido,
para uma concepc¢do mais elaborada dele. Deve-se encontrar as principais
propriedades que o caracterizam. Essa fase é a fase de conceituacao,
guando se pode usar exemplos para descobrir essas propriedades. II)
Segundo Passo: a formalizacdo da definicdo, usando as propriedades
encontradas na conceituagdo do objeto. Nesse estagio, € necessario usar o
formalismo e a terminologia adequada (tudo na porgéo certa). Essa é a fase
da redacdo do que foi conceituado, € o momento de redigir a definicdo do
objeto.

Em seguida, sustentados por estes estudos da geometria euclidiana,
solucionamos a questdo. E, novamente, estabelecemos nossa forma pessoal de

escrever e formalizamos a solucéo.

Questdo 05: (OBMEP-2012) Renata montou uma sequéncia de triangulos com

palitos de fésforo, seguindo o padréao indicado na figura. Um desses triangulos foi

construido com 135 palitos de fésforo. Quantos palitos tem um lado desse triangulo?
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(A)6
(B)7
(C)8

AL

(E) 10

Uma solucédo da OBMEP:
O primeiro tridangulo da sequéncia € formado por trés palitos. Para n>2, o

triangulo que ocupa a posi¢cdo n na sequéncia é formado acrescentando n triangulos
iguais ao primeiro ao triangulo precedente. Logo, o total de palitos utilizados para
construir o tridngulo que ocupa a posicdo n na sequéncia €

3n(n+1)
2

31+32+...+3n=3.1+2+...+n) = =135, ou seja, n(n+1)=90. Por

inspecdo, vemos que a raiz positiva dessa equacdo € n=9; logo o triangulo que
estamos procurando é o nono triangulo da sequéncia, cujo lado tem 9 palitos.
Alternativa D.

C.Q.D.

Uma solucdo do professor:

Considere o seguinte quadro que relaciona o numero de palitos de um lado do
tridangulo formado e o numero total de palitos utilizados na formacdo desses

triangulos:

Quadro 14 — Organizando os dados

n° de palitos de n° total de
um lado palitos
1 3
2 9
3 18
X 135

Fonte: autora
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Observemos que o numero total de palitos do segundo triangulo, € a soma
3+6; e 0 numero total de palitos do terceiro triangulo, € a soma 3+6+9. Logo,
podemos escrever a sequéncia 3+6+9+... +3.x, que corresponde a 3.1+3.2+3.3+

. +3.x, para obtermos o numero total de palitos utilizados em cada triangulo
formado, a partir do primeiro.

Desse modo, se somarmos 3.1+3.2+3.3+...+3.x obtemos 135 palitos. Ou
seja,

3.1+3.2+3.3+...+3x=135
=31+2+3+...+x) =135

=1+2+3+...+x=45
na qual o lado esquerdo da igualdade representa a soma dos termos de uma
progressao aritmética. E, portanto, temos:

(L+x)x
;-

45

=x*+x-90=0
= X=-100u x=9.
Donde concluimos, o numero de palitos de um lado do triangulo formado por
135 palitos deve ser igual a 9. Alternativa D.
C.Q.D.

Comentario:

Ao interpretarmos esta questao, verificamos certa dificuldade na formalizac&o
da solucao, por tratar-se de uma progressao aritmética de segunda ordem. Desse
modo, optamos pela organizagéo dos dados por meio do quadro apresentado, numa
tentativa de ilustrar, os passos provenientes para a obtencao da sequéncia formada
pelo numero total de palitos.

Em seguida, estabelecemos nossa forma pessoal de escrever e notamos que
as expressfes matematicas, exigidas nos célculos algébricos, foram idénticas nas
duas solucdes apresentadas, da OBMEP e do professor, por permearem as regras

respeitadas e consagradas em linguagem matematica.

Questdo 06: (OBMEP- 2013) Em um mesmo dia, Claudia partiu de Quixajuba para
Pirajuba, enquanto Adilson partiu de Pirajuba para Quixajuba. O grafico mostra a
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distancia de cada um deles ao respectivo ponto de partida durante todo o trajeto, em

funcdo do tempo. A que horas eles se encontraram na estrada?

ka
204- R

154

10

(A)8h45min

(B) 10h15min
(C)10h30min
(D)11h00min
(E) 11h45min

Uma solucdo da OBMEP:

Observamos no grafico que a distancia total percorrida por Claudia, e também

por Adilson, € de 25 km (Claudia em 4 horas e Adilson em 5 horas). Logo, para
determinar o horario do encontro entre eles, devemos determinar em que momento a
soma das distancias percorridas € igual a 25 km. Os pontos assinalados no grafico
mostram que as 11 horas Claudia e Adilson haviam percorrido, respectivamente, 20
km e 5 km; logo, foi nesse horario que eles se encontraram. Alternativa D.

C.Q.D.

Uma solucéo do professor:

Observando o grafico que se refere as distancias de Claudia e Adilson aos
respectivos pontos de partida, em funcédo do tempo; notamos que o trajeto completo
de ambos, a distancia entre Pirajuba e Quixajuba, é equivalente a 25 km. Desse
modo, € sabido que no momento em que ambos se encontram, as posi¢cdes devem
corresponder as distancias, cuja soma € 25. Logo, numa leitura do gréfico e

mediante as alternativas propostas, verificamos a informacao, as 11 horas, Claudia
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estd a uma distancia de 20 km de Quixajuba e Adilson, 5 km de Pirajuba; donde
resulta 20 km + 5 km = 25 km. Portanto, concluimos que Claudia e Adilson
encontraram-se as 11h00min. Alternativa D.

C.Q.D.

Comentario:

E possivel saber, a questdo trata-se do conteddo de &lgebra,
especificamente, o conteudo de funcbes. A lei de correspondéncia € a distancia
percorrida em funcdo do tempo. Esta permite-nos dizer, apenas por meio da leitura
e interpretacdo do gréafico proposto, solucionamos a questao.

Vale dizer que, na posicdo de coordenador a qual ocupamos, ha 10 (dez)
anos, no Colégio Estadual Cristo Rei, mediante a organizagdo da OBMEP, as
questdes e as solucdes da OBMEP apresentadas, foram retiradas diretamente das

provas e solu¢des impressas enviadas para aqguela instituicao.
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CONSIDERACOES FINAIS

E possivel citar outros teoremas, comentar outras técnicas de demonstracao,
ou ainda, resolver outras questdes da OBMEP. Todavia, isso ndo se faz necessario
considerando que nosso objetivo € mostrar que estamos dispostos a buscar
estratégias com vistas as praticas educacionais, que possam interferir no processo
de construcéo e enriqguecimento dos conhecimentos matematicos.

A meta tracada, em particular, deve estar em consonancia com 0s estudos
agui desenvolvidos, permeados pela Linguagem Matematica, sua importancia e seu
rigor l16gico na formalizacéo e apresentacéo de resultados mateméticos.

Como cursista do PROFMAT, reconhecemos o inestimavel desenvolvimento
pessoal e intelectual durante o percurso de estudos das disciplinas ofertadas que,
acentuavam sobremaneira, a apresentacdo de demonstracbes matematicas.
Fundamentalmente, tudo se resumia em, ‘prove que ... ‘ e demonstre que ... ‘; 0 que
nos permitiu exercitar a oralidade e a escrita na formalizacdo e apresentacdo dos
resultados matematicos com todo rigor l6gico, atendendo as expectativas do material
proposto.

Desse modo, trazemos novamente as inquietacdes que nos levaram a
constituicdo deste estudo: Quais seriam as palavras pertinentes para escrever em
cada situacao?’, ‘Seria possivel escrever de forma clara, concisa e ainda, elegante,
sustentada pela ideia de conseguir expressar um resultado corretamente?’ ‘A escrita
em matematica formal € uma questao pessoal, ou ndo?’.

As respostas em dado momento seriam: ‘As palavras pertinentes devem ser
escolhidas de forma pessoal, desde que, sejam respeitadas as normas cultas da
linguagem natural e a Logica como a Linguagem Matematica Formal, mediante os
conceitos consagrados em uma demonstracdo matemética’. ‘Talvez, escrever de
forma clara, concisa e ainda, elegante; seja uma questdo que nao consigamos
responder neste momento, haja vista que esta resposta depende de quem Ié e, na
possibilidade, compreende o que foi escrito. Contudo, ndo podemos desconsiderar
as tentativas feitas, principalmente, aquelas apresentadas nas provas e no exame
de qualificagdo do Curso PROFMAT. E, diante deste arduo percurso, constatamos,
‘a escrita em matematica formal ndo é uma questéao pessoal’.

Em adicdo, como professora no Curso de Formacdo de Docentes, nossa

preocupacdo com a comunicacdo dos conteidos matematicos, se faz ainda mais
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necessaria, mediante a problematica do numero reduzido de aulas. Para tanto, a
persisténcia no ato de comunicacdo dos simbolos, expressdes, proposicoes,
operacdes, enfim dos textos matematicos; ora por meio da oralidade, ora por meio
da escrita e, sobretudo, no uso das linguagens pertinentes; devem ser conduzidos
na tentativa de alcancar certa compreensao dos alunos.

Por isso acreditamos que o desenvolvimento de praticas educacionais — tais
como a Proposta de Intervencao apresentada no Capitulo Il — deve ser assumido,
tendo como objetivo a melhoria consideravel na aprendizagem de Matematica.

Desse modo, o campo de estudo é a Linguagem Matematica, fundamentado
pelos conceitos basicos de Ldgica, além do exercicio da escrita em Matematica, na
condicdo de gerar beneficios substanciais para superacdo das dificuldades no
ensino e na aprendizagem dessa disciplina.

Tal tarefa representa um processo arduo. Afinal, estamos nos referindo as
nocdes e as verdades de natureza abstrata, e explica-las promovendo certa
comunicacdo das ideias pensadas, requer ndo somente o0 dominio dos
conhecimentos matematicos envolvidos, mas também o dominio das linguagens que
expressarao esses resultados.

Destarte, na promoc¢éo dos atos de comunicacdo, sob quaisquer linguagens,
certamente obtemos avangos nos aspectos de ensino e aprendizagem de diversas
disciplinas. Portanto, ndo seria diferente para a Matematica.

Embora cientes dos desencontros na comunicacdo das ideias matematicas,
mesmo que sob pequenos passos, € preciso oportunizar aos sujeitos educacionais,
tanto professores quanto alunos, a vivéncia de relagGes discursivas, nas quais a
igualdade de posicdes sociais é existente em aulas de Matematica. Assim, diante de
um olhar cuidadoso, seja para o0 ensino, seja para a aprendizagem da Matematica, a
obtencdo de caminhos rumo a esta conquista € necessaria.

Parece-nos que sem o0s principios da Logica, certamente, nao
conseguiriamos formalizar os resultados matematicos no sentido de mostrar as
ideias ou raciocinios pensados. Logo, falar de Matematica requer falar de Logica e, o
que nos interessa, € a demonstracdo ou a apresentacdo de resultados matematicos,
feita de modo que considere os conceitos de Ldgica, por sua consisténcia, no
desenvolvimento e na socializagdo do saber cientifico, quer na construcdo da

Matematica escolar, quer no aprofundamento de estudos desta ciéncia.
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Supostamente, as diferentes demonstragdes e solucbes, apresentadas nos
Capitulos Il e Ill, referem-se a algumas de nossas tentativas no que tange ao
entendimento de quem possa ler ou ouvir.

Tao logo, nesta trajetoria € imprescindivel refletir em relacdo ao nosso
compromisso, tanto como professor quanto como aluno, com a ampliacdo e a
consolidagcdo dos conhecimentos matematicos. E, portanto, € evidente, que tal
conhecimento sO sera consolidado, a partir da compreensdo da Linguagem
Matematica.
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