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Resumo

A deteccao das flutuagoes de temperatura da Radiagdo Césmica de Fundo s6 foi possivel
devido ao langamento sucessivo de sondas espaciais equipadas com instrumentos mais
sensiveis. A partir dessas medidas, diversas concepgoes cosmolédgicas puderam ser testadas.
Uma delas é o Principio Cosmolégico onde afirma que o universo é espacialmente isotropico
em escalas cosmoldgicas. O objetivo deste trabalho foi testar a isotropia do universo
usando os dados obtidos pelo Satélite Planck das flutuagoes de temperatura, sendo estes
convertidos em vetores de multipolo. As vantagens em se utilizar esse formalismo sao a
independéncia desses vetores a qualquer modelo fisico e a um sistema de coordenadas. O
teste de isotropia utilizado consistiu em simular mapas cosmologicos mascarados e com
ruido instrumental isotrépico com a finalidade de se obter um perfil da distribuicao dos
vetores de multipolo até ¢ = 1500. Para uma comparagao dos dados observados com
os simulados, foram realizados testes de y2, obtendo-se valores—p em vérias escalas de

interesse cosmologico.

Palavras-chave: Radiagdao Césmica de Fundo. Vetores de Multipolo. Isotropia. Principio

Cosmolégico.



ALVES DE OLIVEIRA, Renan. Isotropy tests using multipole vectors in small scales.
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Abstract

The detection of temperature fluctuations of the Cosmic Background Radiation was only
possible due to the successive launching of space probes equipped with more sensitive
instruments. From these measurements, several cosmological conceptions could be tested.
One is the Cosmological Principle which states that the universe is spatially isotropic on
cosmological scales. The objective of this work was to test the isotropy of the universe
using the data obtained by the Planck Satellite from temperature fluctuations, these
being converted into multipole vectors. The advantages of using this formalism are the
independence of these vectors to any physical model and to a coordinate system. The
isotropic test consisted of simulating masked cosmological maps and instrumental isotropic
noise in order to obtain a distribution profile of the multipole vectors up to £ = 1500. For
a comparison of the observed data with the simulated, x? tests were performed, obtaining

p—values at various scales of cosmological interest.

Keywords: Cosmic Microwave Background. Multipole Vectors. Isotropy. Cosmological

Principle.
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1 Introducao

Ao longo da histéria da humanidade, muitas questoes relacionadas ao universo
foram formuladas sendo algumas respondidas e outras permanecendo ainda em aberto.
Uma dessas questoes diz respeito ao centro do universo, sendo que por muito tempo
acreditou-se que a Terra estava nele. O modelo de universo geocéntrico foi predominante
desde os gregos até o século 16 A.C.. Entretanto, existiram astrénomos como Aristarco de
Samos (230 A.C.) questionando se a Terra realmente estava no centro do universo. Com o
advento do renascimento, o surgimento do calculo e de novas ferramentas observacionais
como o telescopio, a ideia geocéntrica foi substituida pelo heliocentrismo, sendo o Sol o
centro do universo. Devido a mudanca de pensamento em relagao ao centro do universo,
surge o Principio Copernicano! afirmando a nao existéncia de um centro no universo.

Por conta dos avangos da astronomia no fim do século XIX, com a descoberta de
outros objetos fora do Sistema Solar, tais como galaxias e seus aglomerados, a formulacao
da Teoria de Relatividade Geral de Albert Einstein em 1915 e, posteriormente, a descoberta
da expansao do universo através das observagoes de redshift de galaxias em 1929 por
Edwin Powell Hubble, deu-se origem a cosmologia moderna. A cosmologia ganhou de
fato status de ciéncia devido a possibilidade de desenvolver diversos modelos matematicos
sendo esses confrontados com as observagoes.

O modelo cosmoldgico mais aceito hoje leva em consideragao a constante cosmoldgica
A e a matéria escura fria, ou, Cold Dark Matter (CDM) [5]. Neste modelo, o universo
¢ dominado por 75% de energia escura sendo esta responsavel pela sua expansao. Os
outros 25% ¢é composto pela matéria escura, que seria responsavel por explicar diversos
efeitos astrofisicos como a curva de rotagao de galaxias. O termo "escura" esta relacionado
a nossa ignorancia em respeito a forma e as caracteristicas dessas quantidades. Mesmo
considerando esses ingredientes misteriosos, ha quase 20 anos foi observado que o universo
estd em expansao acelerada, e é o modelo ACDM que ganha maior destaque ao ser
convalidado com as observagoes astrofisicas de remdshifts de supernovas do tipo la [6].

Um grande marco para a cosmologia moderna foi a deteccao da Radiagao Cdsmica
de Fundo (RCF) em micro-ondas, sendo esta importantissima tanto para a determinagao de
parametros cosmoldgicos [7], quanto para a caracterizagdo de aspectos globais do universo.
Uma generalizagao do Principio Copernicano é o Principio Cosmoldgico (PC) [8]. O PC
afirma que em escalas cosmolégicas (2 100 Mpc)? o universo é espacialmente homogéneo
e isotropico. Homogéneo pois nao existe nenhuma regiao privilegiada, sendo que um
observador obterd as mesmas caracteristicas sobre o universo sendo este situado na Terra

ou nos confins do universo. Isotrépico pois o universo é o mesmo em todas as dire¢oes,

! Em homenagem & Nicolau Copérnico devido as suas investigacdes em relacdo ao modelo heliocéntrico.

2 1Mpc ~ 3 x 10*2m.
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nao havendo nenhuma direcao privilegiada. Uma das formas de testar o PC por exemplo
¢ analisar as propriedades da RCF ou determinar a distribuicao espacial de galaxias, como
por exemplo realizada pelo Sloan Digital Sky Survey [9] e o 2dF Galaxy Redshift Survey
[10].

Estamos interessados neste trabalho em utilizar os dados da RCF para testar a
hipétese de isotropia do PC com o auxilio de simulacoes e testes estatisticos usando uma
ferramenta matematica conhecida na literatura como vetores de multipolos. Realizamos
uma brevissima introdugao sobre essa radia¢ao no Capitulo 2, apresentando alguns conceitos
matematicos e o tratamento numérico desses dados. O leitor interessado em um tratamento
completo poderd consultar a referéncia [11]. No Capitulo 3, apresentamos uma pequena
revisao sobre uma nova forma de analise para testar o PC utilizando os vetores de multipolo,
sendo exposto alguns problemas computacionais encontrados e também solugoes para
contornar esses problemas. Adiante, no Capitulo 4, apresentamos uma metodologia sobre
o procedimento de analise. Os resultados deste trabalho estdao exibidos e discutidos no

Capitulo 5, sendo o trabalho concluido no Capitulo 6.
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2 Fundamentacao Teodrica

2.1 A Radiacao Césmica de Fundo

Interessados no aprimoramento de um equipamento ultrassensivel na faixa das micro-
ondas, os fisicos americanos Arno Allan Penzias e Robert Woodrow Wilson verificaram a
existéncia de um ruido captado em todas as direcoes do céu em que o radiotelescopio era
apontado. A origem deste ruido foi comprovada mais tarde em 1964 como sendo um dos
resquicios do universo primordial, sendo esta radiacao eletromagnética chamada de RCF
[12].

Os primeiros elementos quimicos foram formados aproximadamente nos trés primei-
ros minutos ap6s o Big Bang [13], sendo o universo constituido por um plasma composto
por varias particulas como os fotons, os elétrons e os prétons. Deste periodo até o surgi-
mento dos primeiros atomos de hidrogénio estaveis, fétons interagiram constantemente
com os elétrons via espalhamento Compton. Existia também uma competicao entre o
potencial gravitacional da matéria e a pressao da radiagao dos fétons. Essa competicao
deu origem as regioes de sub e sobredensidade, o que equivale hoje as regioes quentes e
frias do campo de temperatura da RCF. Com a expansao do universo primordial, o livre
caminho médio de interagao dos foétons foi aumentando, fazendo com que esses fotons
passassem a circular livremente por todas as regioes do universo desde aproximadamente
300 mil anos apds o Big Bang, formando assim a RCF.

Desde a descoberta desta radiacao, os astronomos determinaram diversas caracte-
risticas do universo além do espectro visivel, explorando-o em micro-ondas. O espectro
da RCF foi medido posteriormente com maior precisao pelo satélite Cosmic Microwave
Background Ezplorer (COBE) [14] em 1989, apresentando o comportamento de uma

radiacao de corpo negro de intensidade

2h® |
I(v) = 2 ¢ (2.1)
sendo v a frequéncia eletromagnética, h = 6,63 x 1073 Js a constante de Planck,

c = 299792458 ms~! a velocidade da luz, k = 1,38 x 1072 JK~! a constante de Boltzmann.
A temperatura média da RCF foi medida sendo aproximadamente Ty ~ 2, 73 K. Posterior-
mente, desvios desta temperatura média foram observados pela sonda Wilkinson Microwave
Anisotropy Probe (WMAP) [15] sendo eles da ordem de 57/1, = (T — Ty) /T ~ 1075 K.

Uma vez que os fétons da RCF percorrem aproximadamente a mesma distancia
até chegar aos instrumentos de medida, as flutuagoes de temperatura se comportam como
um funcao na esfera, e pode portanto ser expandida em harmoénicos esféricos como:

oT
To

00 J4

6.6) = S =3 amYm (6.6), (2.2)
/=1

l=1m=—/¢
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sendo f, uma func¢ao multipolar descrevendo a contribuicao de cada multipolo /. Essa
decomposic¢ao assume implicitamente um sistema de coordenadas para determinar as
fungoes de base Yy,,. No caso da eq. (2.2), esse é o sistema de coordenadas esféricas usual,
onde T = (sinf cos ¢, sinfsin ¢, cosd). Para cada multipolo existe uma escala angular

correspondente dada por

(2.3)

s
Qp Z
Finalmente, os coeficientes ay,, da expansao sao chamados de momentos de multipolo,
sendo eles coeficientes complexos. Os momentos de multipolo sdo interpretados como sendo
realizagoes de um ensemble resultante de flutuacoes aleatorias de temperatura gerados por

um campo escalar real aleatério. Como (2.2) é uma funcao real, segue que

g, = (—1)" ar,—m, (2.4)
onde usamos Yy, (6, ¢) = (—1)™ Y, . Utilizando a ortonormalidade da base de harmonicos
esféricos, os momentos de multipolo sao dados por

)
G — / PR (0,6) Vi (0.0). (2.5)

0

A quantidade 07"/Tj pode ser calculada teoricamente dado um modelo cosmoldgico,
porém este resultado nao sera demonstrado neste trabalho. Para mais detalhes sobre os
processos fisicos relacionados a formagao das anisotropias da RCF, veja o Capitulo 8 de [5].
Devido ao PC, as flutuacoes de temperatura devem ser homogéneas e isotropicas. Uma
forma de testar o PC ¢é usando a correlacao entre as flutuacdes de temperatura em dois
pontos diferentes, sendo que esta fungao de correlacao deve ser invariante por translagao
espacial e pela troca de coordenadas 11 e T's. Para que o universo seja isotropico, esta
fungao deve depender apenas dos angulos entre T e Ty [16]. Os mesmos argumentos sao
validos para a fungao de correlagdo dos momentos de multipolo. Como consequéncia direta

das hip6teses de homogeneidade e isotropia, segue que [16]
<a5ma2’m’> = (52525/5mm/, (26)

sendo () o valor esperado em varios ensembles, e 6, é chamado de espectro angular de
poténcias. Esse espectro descreve a variancia dos multipolos para determinada escala
cosmologica. Esta quantidade pode ser calculada teoricamente e também quantificada
através das observagoes conforme a Figura 1. Entretanto, como temos somente um universo,

é conveniente definir um estimador tedrico para este espectro sendo definido como

A 1

¢
6 = > |am!”, (2.7)

211, =,

tal que a média deste estimador é
<(€Ag> = 71 ; <|agm|2> = cgg (28)
20+1 - ’

=—/
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onde na tltima igualdade foi utilizada a Eq. (2.6).

Figura 1 — Espectro angular de poténcias obtidos pelo satélite Planck publicado em
2018. Estao representados no eixo horizontal os multipolos ¢, enquanto que
no eixo vertical a amplitude de 2, = €,/¢+1)/ar. Os pontos vermelhos com
suas respectivas barras de erro sdo os dados observados e a linha continua azul
¢é o espectro angular de poténcias tedrico obtido através do melhor ajuste do
modelo ACDM.

6000

5000 1

4000 -

3000 A

D] [uK?]

2000 1

1000 -

2 5 10 30 50 100 250 500 1000 1500 2000 2500
Multipole

Fonte: Colaboracao Planck/ESA.

2.2 A Missao Planck

Lancado em 14 de Maio de 2009, o satélite Planck foi responsavel por obter as
informacoes mais precisas que caracterizam a RCF, conforme a Figura 2. Seus objetivos
foram desde medidas em alta resolucao da intensidade e polarizacao da RCF, efeitos de
lentes gravitacionais até a criacdo de um catdlogo de galdxias [17]. A missao teve término
no dia 23 de Outubro de 2013 e foi financiada pela Agéncia Espacial Europeia (ESA)
em parceria com a Agéncia Espacial Norte Americana (NASA). Para uma leitura mais
profunda a respeito da missdo com detalhes desde a criacao e a capacidade de precisao do
satélite, a missdo Planck disponibilizou um livro [18] contendo todas essas informagoes.

O satélite foi equipado com instrumentos capazes de medir a temperatura do
universo em diversas frequéncias do espectro eletromagnético, sendo um interferémetro
sensivel a baixas frequéncias e outro em altas frequéncias, ambos abrangendo um intervalo
entre 30 a 857 GHz. Além disso, o satélite incluiu um sistema ativo e passivo de resfriamento
para até 0,1°C acima do zero absoluto. Antes de entrarmos nos detalhes da obtencao
dos dados disponiveis ao ptblico através do Planck Legacy Archive!, efetuaremos uma

digressao a respeito do tratamento de dados utilizando pixeis com o software HEALPix.

! http://pla.esac.esa.int/pla/.
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Figura 2 — Comparacao entre as resolucoes angulares das observagoes realizadas pelos
satélites COBE, WMAP e Planck. As regides alaranjadas e azuis representam
as flutuacoes positivas e negativas de temperatura da RCF com amplitude da

ordem de 107°K .
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COBE WMAP Planck
Fonte: NASA /JPL-Caltech/ESA.

2.2.1 HEALPix

O Hierarchical Equal Area Iso Latitude Pizelation (HEALPix) é um programa capaz
de discretizar fungoes na esfera e converté-las de forma eficiente em pixeis de areas iguais na
esfera [19, 20]. A manipulagao de cada pixel é facilitada devido a sua forma de indexacao,
sendo possivel a conversao de suas posicoes em coordenadas esféricas ou cartesianas. Além
disso, o software é capaz de simular mapas? cosmolégicos da RCF como, por exemplo,
mostrado na Figura 3. Um dos objetivos e aplicagoes deste pacote foi a andlise de dados
provenientes de satélites precedentes ao Planck, como o COBE e o WMAP. O satélite
Planck realizou diversas medidas ao longo dos seus quatro anos de funcionando, obtendo

mapas das flutuacoes de temperatura em diversas resolugdes angulares.

Figura 3 — Mapas com diferentes pixelizacoes gerados no HEALPix. Cada pixel apresenta
uma determinada amplitude e a projecao mais comum utilizada é a de Mollweide.
As coordenadas dos centros dos mapas sao em 0 = 7/2 e ¢ = 0 (¢ cresce do
centro para a esquerda).

Mapa com Nside = 2 Mapa com Nside = 16 Mapa com Nside = 64

Fonte: O proprio autor.

2 Neste trabalho, os mapas estdo associados ao campo bidimensional das flutuacdes de temperatura da

RCF.
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Tabela 1 — Resolucao angular para diversos valores de NSIDE. A resolugdo angular
compreende o comprimento de arco na esfera de raio unitario.

|NsipE| Neix | © |
1 12 58,6°
P 8 | 20.3°
4 192 | 14.7°
8 768 7,33°
16 3072 3,66°
32 12288 | 1,83°

64 49152 55,0
128 196608 | 27,5
256 786432 | 13,7
512 3145728 | 6,87
1024 | 12582912 | 3,44’
Fonte: Fragmento da Tabela 1 de [20].

No esquema de pixelizagao do HEALPix, um mapa possui uma resolugao angular
dada pelo parametro NSIDE apresentados na Tabela 1, sendo a resolucao angular © para

diversos valores de NSIDE e niimero de pixeis NPIX correspondentes.

2.2.2 Componentes Astrofisicos e Mascaras

As observacoes cosmoldgicas estao sujeitas a contaminagoes de fontes astrofisicas
provenientes do Sistema Solar, da Via Lactea e de outras regioes do universo em diversos
comprimentos de onda. Para que apenas sinais cosmologicos sejam analisados, ¢ necessario
realizar a remocao de diversos componentes astrofisicos.

Para a remocao dos sinais apresentados na Figura 4, o Planck conta com quatro
“pipelines” denominadas: Commander, NILC, SEVEM e SMICA. Cada pipeline utiliza diferentes
métodos [21] de compressao dos mapas em varias frequéncias obtidos da missao, atribuindo
a cada um desses mapas pesos diferentes, totalizando quatro mapas finais de intensidade da
temperatura da RCF. Com a separagao de componentes astrofisicos, foi possivel determinar
o ruido experimental ao longo da missao, sendo este um importante item para analises
com multipolos acima de ¢ > 1000, uma vez que o ruido experimental é anisotrépico.
Retornaremos a esta discussao no Capitulo 4.

Existem regides inacessiveis ao satélite devido a diversos fatores, dos quais podemos
citar (i) limitagoes experimentais (por exemplo, a frequéncia observada); (ii) posicionamento
do satélite em relagdo a galdxia; e (iii) fontes pontuais emissoras de radiagao. Utiliza-
se entao uma mascara, responsavel por eliminar tais regioes de maior contaminacao

denominada méscara UT78 (Figura 5), usada em analises de todas as pipelines.
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Figura 4 — Efeitos astrofisicos observados pelo satélite que sdo removidos dos mapas
obtidos.

Aglomerados galacticos frios i e C S Emisséo de poeira polaziada
nc:

Aglomerad g s d S inhas de ca E as Emiss&o sincréton polarizada
pelo Efe; S

Fontes compact S Linha de radiacéo de gas de
g monoxido de carbono

Fonte: Adaptado de http://sci.esa.int/jump.cfm?0id=56323,
cortesia ESA e a colaboragao Planck.

Figura 5 — Mascara UT78. Essa méscara possui uma regiao de corte maior no centro,
onde ha grande contribuicdo do centro da Via Lactea. A fragdo do céu nao
mascarada é da ordem de 78%.

0.0 1.0

Fonte: NASA /JPL-Caltech/ESA.
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3 Vetores de Multipolo

A missao COBE, pioneira em obter mapas da RCF e estudar sobre o seu espectro
de corpo negro, foi capaz de detectar subestruturas na RCF com uma precisao de 7°.
Estudos aprofundados relacionados a isotropia do universo foram possiveis devido ao
satélite WMAP em 2001 (veja a Figura 2), evidenciando a existéncia de processos fisicos
ocorridos durante a formagao da RCF. As informacoes obtidas por esses satélites foram
comprimidas em pixeis sendo posteriormente convertidas em fungoes na esfera, juntamente
com seus coeficientes multipolares.

Devido ao avango em relagao as medidas das anisotropias da RCEF, diferentes
técnicas para o tratamento de dados foram propostas. Os autores da referéncia [3]
apresentaram um método de testar a independéncia estatistica dos momentos de multipolo
utilizando uma técnica batizada como vetores de multipolo. Para cada momento de
multipolo, existem 2¢ vetores unitarios correspondentes, sendo ¢ vetores as antipodas dos
outros ¢. Utilizando dados do satélite WMAP, estes autores determinaram os vetores de
multipolo para multipolos do intervalo 2 < ¢ < 8 e realizaram diversos testes, entre eles
envolvendo a soma de produtos internos e externos entre esses vetores. Das combinacoes
testadas, envolvendo produtos internos e externos, a unica inconsistente com a isotropia
estatistica foi a drea orientada, sendo esta definida como o alinhamento (produto interno)
do produto externo entre os vetores de multipolo, porém nada conclusivo.

Mais tarde no mesmo ano (2004), Weeks [4] salientou que os vetores de multipolo
eram conhecidos muito antes. No “Tratado sobre eletricidade e magnetismo” de 1873,
Maxwell descreveu uma representagao dos termos da expansao multipolar como derivadas
direcionais da fun¢ao 1/r, onde r = /22 + y + 22no espaco. Um exemplo de eletromagne-
tismo reportado por Weeks foi o de um sistema composto por duas cargas elétricas (i.e.,
um dipolo) na qual as diregdes de atragao entre cada carga caracterizou-se como sendo
os vetores de multipolos. Assim, para ¢ = 1 obtém-se dois vetores de multipolo, sendo
apenas um independente. Uma das vantagens em utilizar esta descricao é que as diregoes
das derivadas direcionais rotacionam como vetores, e mais tarde foi provado que elas sao
tnicas e independentes de qualquer sistema de coordenadas (teorema de Sylvester) [4].
Isso entra em contraste com os momentos de multipolo definidos na eq. (2.5), os quais
dependem de um sistema de coordenadas. Por esta razao, os vetores de multipolo sao
uma ferramenta mais robusta para se testar a hipétese de isotropia do universo, pois eles
garantem que nenhum referencial espirio seja introduzido na analise.

Uma demonstragao do teorema de Sylvester foi apresentada por [1], utilizando a
algebra de momento angular quantico, transformada integral e integragao gaussiana. A
prova consiste em descrever uma fungao qualquer na esfera f = f (6, ¢) como a projecao na

base coordenada de um auto-estado quantico de spin inteiro rotacionado para uma direcao
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arbitraria. Com o estado rotacionado, determina-se os vetores de multipolo em funcao
dos momentos de multipolo a, introduzidos na eq. (2.5). Pouco mais tarde, [22] calculou
analiticamente a fungao de correlacao de dois pontos para vetores de multipolo de qualquer
multipolo. Além de determinar a correlagdo entre esses vetores, foi possivel caracterizar
algumas propriedades estatisticas, como por exemplo o fato dos vetores de multipolo
obedecerem uma distribuicao estatistica uniforme no contexto do modelo cosmolégico
padrao. Ao obter os vetores de multipolo usando os dados do WMAP e calcular a funcao
de correlacao de dois pontos para diversos multipolos, os autores de [23]| constataram que
para ¢ < 20, nao existe nenhum desvio de isotropia entre os vetores de multipolo obtidos.

Os autores de [2] utilizaram o algoritmo proposto por [1], onde os vetores de
multipolo sdo raizes de um polinébmio com coeficientes complexos proporcionais aos
coeficientes multipolares as,,. A metodologia utilizada foi diferente da proposta por
[3], onde os vetores sdao obtidos realizando itera¢oes entre momentos de multipolo. A
forma do polindmio para a extracao dos vetores de multipolo explorada por [1] e [2] com
aplicagoes em cosmologia, era conhecida inicialmente por [24, 25] em estudos relacionados
a polinémios aleatorios com algumas aplica¢cbes em mecanica quantica cadtica de énfase
na mecanica estatistica.

A distribuicao estatistica e a funcao de correlagao de dois pontos das raizes de
polindémios com coeficientes aleatérios caracterizados por média e variancia foram investi-
gadas por [24, 25]. Um dos casos estudados foi um polindémio da mesma forma algébrica
daquele explorado em [1, 2], em que uma conclusao importante deste trabalho foi que, no
caso em que os coeficientes multipolares ay, resultam do modelo cosmologico padrao, as
raizes do polindmio se distribuem uniformemente na esfera unitdria. A funcao de densidade
de probabilidade para as raizes complexas projetadas na esfera unitaria foi decomposta

em duas fungdes, usando o sistema de coordenadas esféricas, P (0) e P (¢), dadas por

P = 27 (3.1)
P(¢) = ;ﬂ (3.2)

Entretanto, [2] refor¢cou que obter com precisao das raizes de um polinémio seria um
problema inviavel para multipolos altos, visto que numericamente os polinémios podem
ser mal condicionados!.

Um algoritmo para a obtencao de raizes de polinomios foi descrito e implementado
na referéncia [26] e é conhecido como MPSolve. Um dos objetivos deste programa foi
obter com precisao arbitraria as raizes de polindmios onde a amplitude de seus coeficientes

fossem elevadas, e em casos de mal condicionamento, aumentar a precisao até obter uma

L Polindmios mal condicionados sio aqueles em que pequenas variacdes de seus coeficientes acarretam

em uma mudanca drastica em suas raizes.
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solucao adequada. Os autores realizaram uma comparacao de performance e precisao
para raizes de diversos polinémios utilizando o Wolfram Mathematica e o Maple, dando
destaque ao MPSolve em performance e estabilidade. Um dos grandes resultados obtidos
foi a obtencao das raizes de um polinémio da ordem 2097151. Uma reestruturacao do
MPSolve com a possibilidade de se obter as raizes utilizando multiplos nicleos de um
processador foi realizada por [27].

Numericamente, nem sempre ao aplicar uma raiz ¢ em um polinémio f resulta
em f (¢) =0 devido a problemas de arredondamento nos coeficientes do polindmio e mal
condicionamento do mesmo e/ou suas raizes. Para certificar-se de que as raizes { extraidas
de um polinémio f sdo corretas, [28] implementou um algoritmo chamado alphaCertified
baseado na Teoria a de Smale [29], sendo necessario o célculo de pardmetros envolvendo o
polinémio, suas derivadas e raizes.

Posteriormente, diversos testes envolvendo a certificacao de raizes de polindmios
aleatérios foram estudados por [30], uma vez que esses polindmios estao sujeitos a ruidos
em seus coeficientes. Os autores mencionaram diversos métodos utilizados na obtengao
das raizes, tais como o método de matrizes companheiras [31] (usado pelo MatLab) ou
o método Alberth [32] (usado pelo MPSolve). Para comparar os dois métodos, foram

determinadas as raizes de
f@) = [I@-j), (3.3)

usando o MatLab e o MPSolve. A validade das raizes foram checadas pelo programa
alphaCertified, sendo que somente o MPSolve foi capaz de determina-las com precisao.
Um outro ponto mencionado foi que o MPSolve utiliza um outro mecanismo de certificagao
de raizes, que é necessario para aumentar a precisdo numérica quando necessario para

evitar problemas de condicionamento.
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4 Materiais e Métodos

4.1 Simulacao de Mapas

Para a realizacao de testes de isotropia do universo com vetores de multipolo
em pequenas escalas angulares, foi necessario construir um modelo contendo simulagoes
Monte Carlo de Mapas Isotrépicos e Gaussianos (MIG) da RCF. Para a geracao de
mapas cosmologicos utilizou-se a funcao SYNFAST do HEALPix, sendo necessario fornecer a
variancia dos multipolos, dada pelo espectro angular de poténcias 6, a resolu¢do angular
do mapa (NSIDE), o momento de multipolo méximo ¢,,;, € uma semente para gerar
numeros aleatérios. Esta ultima opcao foi utilizada para garantir a reprodutibilidade das
simulagoes, caso necessario.

O mesmo procedimento foi aplicado para a simulacao de mapas ruido instrumental
isotropico, porém utilizando o espectro de poténcia dos ruidos de cada pipeline do Planck,
conforme a Figura 6. A rigor, estes ruidos sao anisotrépicos, com intensidade que ultrapassa
a da RCF em multipolos maiores de ¢ 1750. Para a geracao de mapas de ruido instrumental
anisotropico seria necessario levar em consideracao aspectos astrofisicos e experimentais
do satélite e, portanto, nao realizado neste trabalho.

Além de mapas da RCF com ruidos isotrépicos, foi utilizada a mascara UT78

Figura 6 — Comparacao de intensidades dos espectros de poténcias do ruido instrumental
de cada pipeline do Planck. A linha preta representa o melhor ajuste do modelo
ACDM aos dados da RCF. As linhas acima a linha preta representam o melhor
ajuste mais o ruido instrumental de cada pipeline.

ACDM
) 103 —— Commander
+ NILC
&
SENY —  SEVEM
— SMICA
0 500 1000 1500 2000 2500

14
Fonte: Adaptado de [21].
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Figura 7 — Diferenca entre mapas com a aplicacao de méscara sem e com apodizagem.
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Fonte: O proprio autor.

para a remocao de sinais nao cosmologicos. Esta mascara é anisotropica com uma forma
aproximadamente azimutal, cobrindo uma boa por¢ao do disco galactico, conforme a
Figura 5. A mascara possui diversos pixeis com valores iguais a um ou zero, de forma
que a transicao entre pixeis vizinhos com valores diferentes nao é suave. Para que as
regioes de transicao na mascara sejam suaves, utilizou-se o procedimento de apodizagem,
que consiste em aplicar um feixe Gaussiano de 5 de abertura a mascara UT78, o que é
feito pela fungdo SMOOTHING do software HEALPix. Essa suavizagao é necessaria para
aliviar efeitos numéricos tais como o fendmeno de Gibbs [33], o qual é evidenciado em
regioes de grande contraste de pixeis. Para regioes de pixeis menores que zero, troca-se os
valores para zero e nas regides de valores maiores que um, para um. Na Figura 7 é possivel

identificar o efeito de apodizagem em um mapa com a mascara sem e com a apodizagao.

4.2 Extragao dos Vetores de Multipolo

Com a construcao de MIG com ruidos e a aplicacao da mascara UT78 apodizada,
obtém-se os momentos de multipolo ag,,s de cada um destes mapas com o auxilio da funcao
MAP2ALM, sendo necessario especificar o multipolo maximo. O resultado dessa operagao é
um conjunto de coeficientes multipolares para todos os multipolos de interesse, o que nos
permite extrair os vetores de multipolo para cada multipolo usando as raizes do seguinte

polinémio [2, 23]

2 () = XEI ( 5 )azmé”m. (4.1)

lf {+m

As raizes de (4.1) foram determinadas pelo software MPSolve, sendo necessario
implementar um script um python (Apéndice B) responsavel por calcular os coeficientes

de (4.1). Para as andlises, as raizes foram convertidas em coordenadas angulares na esfera
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unitaria usando a projecao estereografica:
Ok iarg 0 ip
C=R()+1i3(C) =[¢|e'*® = cot 3¢ (4.2)

sendo 0 e ¢ angulos polares definidos nos intervalos 6 € [0, 7] e ¢ € [0, 27].

4.3 Distribuicao dos Vetores de Multipolo

A distribuicao de probabilidade dos vetores de multipolo para MIG sao dadas pelas
fungoes de densidade de probabilidade nas equagoes (3.1) e (3.2). Porém, como em 6, a
densidade de probabilidade nao é uniforme (devido a simetria esférica) e que as equagoes
(3.1) e (3.2) nao estao normalizadas separadamente, para todas as andlises, utilizou-se a

seguinte troca de variaveis:

n=1-cosf (4.3)
’ 6
o= oy (4.4)
sendo
1 npclol
P(n,¢) = e €01 (4.5)
0 n¢¢][0,1]

As distribuig¢oes foram obtidas escolhendo vetores de multipolo situados no hemis-
fério norte sendo 0 € [0,7/2], e consequentemente P (f) = sinf. A utilizacao de apenas um
hemisfério para as analises da distribuicao é arbitraria, uma vez que ¢ vetores de multipolo

sdao antipodas dos outros £.

4.3.1 Testes Estatisticos

Os vetores de multipolo nao dependem da variancia das variaveis aleatérias ag,y,,
como demonstramos no Apéndice A.1. E importante enfatizar que esta é uma proprie-
dade crucial para a nossa analise, uma vez que estamos interessados em testes que sao
independentes do espectro angular de temperatura da RCF. Para testar a hipdtese de
que os vetores de multipolo também sao independentes multipolo a multipolo e que a
distribuigao das coordenadas destes vetores ¢ dada pela eq. (4.5), utilizou-se o teste de x>

de normalidade para n e ¢:

1 v—1

7 2 (i) B (=), (4.6)

ij=1

Xi =

sendo que para cada simulagao, os dados pertencentes ao intervalo [0, 1] foram subdivididos

em v graus de liberdade!, com frequéncia f com valor esperado p e matriz de covariancia

1 Graus de liberdade também sdo chamados de categorias, ou binagens (em inglés bins).
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Y., ambos obtidos através de um conjunto de simulagoes. Para mais detalhes sobre a
implementacao do teste de x?, a obtencdo da média u e da matriz de covaridncia % entre
as categorias, veja o Apéndice A.2.

Os dados utilizados para o teste de x? de normalidade foram vetores de multipolo
obtidos através de novos MIG (mapas de controle) com a adi¢ao de ruidos de cada pipeline
e a mascara UT78 apodizada. Foi necessario realizar novas simulacoes de controle devido
a problemas de estimacao da matriz de covariancia X baseado em simulagoes. Além disso,
distribuicao dos vetores de multipolo deixa de ser uniforme apds a aplicagao da mascara
UTTs.

Os valores médios dos x7 dos mapas de controle (x?) serdo utilizados para a
comparagao com os 7 obtidos das pipelines do Planck. Para realizar a comparagao das

simulagdes com os mapas reais, foi necessdrio fazer um x? do x?:

] = i_;(XZ;?(XQ)) (4.7)

onde foi necessario assumir que os multipolos sdo descorrelacionados (matriz de covariancia
2

diagonal), x? sdao os valores de x7 de cada pipeline do Planck, (x?) e 0? a média e a
variancia dos x7 calculados a partir de novas simulagoes. Para este tltimo teste, investigou-
se os 2 em diversas escalas cosmoldgicas tanto para 1 e ¢, obtendo-se diversos valores—p

(Apéndice A.3).
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5 Resultados e Discussao

5.1 Comparacao entre Métodos de Extracao dos Vetores de

Multipolo

O método utilizado neste trabalho para a obtencao dos vetores de multipolo como

raizes de (4.1) foi compativel com a obtengao dos mesmos vetores de multipolo dos mapas

abaixo:
« Mapa Lagrange Internal Linear Combination (LILC) do primeiro ano de observagoes

do WMAP [34], apresentado por [4];
« Mapa LILC do primeiro ano [34] para 2 < ¢ < 5, Mapa LILC do primeiro ano para
2 < ¢ <5 corrigido por [35] e Mapa LILC do terceiro ano [15] para 2 < ¢ < 10 todos

provenientes das observa¢oes do WMAP investigados por [2];

» Todas as quatro pipelines do Planck, no intervalo de 2 < ¢ < 50, analisados por [36].

Um teste de comparacao de performance para a obtencao dos vetores de multipolo para
diversos multipolos utilizando os métodos propostos por [3, 4, 2| estd apresentado na
Figura 8. O diferencial deste trabalho em relacao a [2] foi a utilizagdo do MPSolve ao invés

da funcdo NSOLVE utilizada pelo Wolfram Mathematica.
Figura 8 — Tempo gasto para obter vetores de multipolo usando diferentes metodologias
em um computador com processador Intel(R) Core(TM) i5-600CPU @ 2.70

GHz. Os triangulos verdes, quadrados azuis e pontos vermelhos sao referentes a
[1, 2], [3] e [4] respectivamente. Acima de ¢ Z 900, o tempo gasto pelo MPSolve

aumenta devido ao mal condicionamento dos polinémios ja que o software
aumenta a precisao para contornar o problema de condicionamento.
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Uma ressalva em relagao a Figura 8 é que os codigos apresentados por [3], [4] e o deste
trabalho foram implementados respectivamente em python; Wolfram Mathematica; e uma
mistura entre python e C. Foi possivel extrair todos os 9005992000 vetores de multipolo de
8000 mapas cosmoldgicos até o multipolo maximo /,,4, = 1500 em aproximadamente um
més usando um servidor equipado com um processador Intel(R) Xeon(R) CPU E5-2650 @
2.00 GHz e 32 GB de RAM.

5.2 Distribuicao dos Vetores de Multipolo

Com a finalidade de verificar se os vetores de multipolo estao uniformemente
distribuidos conforme [24, 25], foram simulados 5000 MIG, obtendo-se os vetores de
multipolo apenas para o multipolo ¢ = 10, sendo apresentadas as distribui¢bes das
coordenadas 1 e ¢ na Figura 9 (de acordo com a troca de varidveis em (4.3) e (4.4),

respectivamente).

Figura 9 — Distribuicao dos vetores de multipolo localizados no hemisfério norte para o
multipolo ¢ = 10 provenientes de 5000 MIG. A linha tracejada preta representa
(4.5). A forma da distribuigdo é simétrica ao incluir as antipodas.
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Fonte: O proprio autor.

Figura 10 — Maéscara sintética com uma faixa equatorial de 30° de largura com simetria
azimutal.

Fonte: O proprio autor.
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5.2.1 Aplicagao de mascaras

Em virtude dos fatores relacionados a contaminagoes mencionadas no Capitulo
2, a aplicagao da mascara é fundamental para analises de efeitos cosmologicos na RCF.
Entretanto, mascaras quebram a isotropia de mapas, sendo responsavel por influenciar
a distribuicao dos vetores de multipolo. Como vetores de multipolo sao raizes de um
polinémio de ordem arbitraria, a interpretacao do efeito da méascara nesses vetores nao
é direta. Para examinar melhor o seu efeito em vetores de multipolo, aplicou-se uma
mascara equatorial simétrica (Figura 10) em 5000 MIG, obtendo-se os vetores de multipolo
correspondentes a ¢ = 100, obtendo histogramas para as distribui¢oes de 7 e ¢ subdividindo

os dados em diferentes categorias.

Figura 11 — Efeito da mdscara equatorial para a distribuicao de 5 x 10° vetores de multipolo
situados no hemisfério norte. Os dados foram separados uniformemente, sendo
80 bins primeira linha e 10 bins na segunda linha.

O0.0 0.5 1.0 OO.O 0.5 1.0

Fonte: O proprio autor.

Intuitivamente esperariamos que a mascara afetasse mais os vetores de multipolo
localizados no equador. Nesse sentido o histograma da Figura 11 é um tanto inesperado.
Porém, como argumentamos anteriormente, é dificil intuir o impacto que uma caracteristica
dos mapas tera nos vetores de multipolo. Além deste efeito, dependendo de como os
dados sdo categorizados, a assinatura da mascara pode acabar sendo perdida (por exemplo,
no teste de x?), ja que o efeito é mais evidente aumentando as subdivisoes conforme a

primeira coluna da Figura 11. Uma forma de analisar o efeito da méascara, complementar
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aos histogramas dos vetores de multipolo, é através de uma projecao destes vetores na

esfera:

Figura 12 — Projecao ortografica dos vetores de multipolo de ¢ = 100 obtidos de 5000
MIG mascarados com a méscara da Figura 10. Os 5 x 107 vetores de multipolo
sao representados por pontos na esfera, dando a impressao de um continuo.

Fonte: O proprio autor.

Das projecoes ortograficas apresentadas na Figura 12, é evidente a concentragao de
vetores de multipolo no polo norte (projegao da esquerda de 12). J4 na regido da maéscara,
a distribuicao dos vetores de multipolo continua sendo uniforme, tornando o efeito nao

intuitivo.

5.3 Teste de x> de Normalidade para o Planck

O procedimento para a efetuacao do teste de x? de normalidade envolveu simulacoes
necessarias para estimar a média p e matriz de covariancia entre os bins de cada multipolo.
Um fluxograma apresentado na Figura 13 exemplifica o processo desde a confeccao dos
mapas até os dados de x? para cada multipolo.

A Figura 14 apresenta o teste do x? usando os vetores de multipolo, sendo esses
independentes do espectro angular de poténcias %,. Em outras palavras, o teste represen-
tado nesta figura é completamente independente do resultado da Figura 1 e representa
o primeiro teste nulo de homogeneidade e isotropia nas escalas angulares analisadas. A
varidncia (6ys) é dependente do modelo cosmolégico adotado, sendo que neste trabalho
para as simulacoes foi utilizada a varidncia do melhor ajuste do modelo ACDM com
seus parametros fixados [7] através de dados observados pelo satélite Planck da RCF em
conjunto com outros métodos fora do escopo deste trabalho.

Os resultados de x7 de cada pipeline estao apresentados em ordem alfabética em
cada linha da Figura 14. A linha e a regido verde representam o valor médio de x? e um

desvio padrao das 1000 simulacoes de controle.
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Figura 13 — Fluxograma de obtencao do teste de x? de normalidade para cada multipolo
até la:; = 1500. Como os vetores de multipolo possuem dois graus de
liberdade, 1 e ¢, tém-se duas colunas de resultados sendo elas geradas a partir
das distribui¢oes dessas coordenadas.
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Fonte: O proprio autor.

Os pontos vermelhos e azuis representam respectivamente x? de 1 e ¢ para cada
pipeline. Nas regioes para ¢ > 30, foi realizada uma binagem de 70 pontos para melhor
visualizacdo e comparagao com a linha verde (estimativa teérica). Entretanto, todos os
pontos sem essa compressao estao apresentados em cinza claro, sendo esses os mesmos
pontos utilizados para construir os pontos vermelhos.

Além dos dois painéis superiores de cada linha, os painéis inferiores apresentam
valores de Ax?, a diferenca entre os dados e a média das simulacdes, para melhor visu-
alizacao em relacdo a dispersao e localizacao de tendéncias. Para todas as pipelines, os
pontos flutuaram de forma homogénea em torno de zero.

A fim de checar a consisténcia do teste, foram simulados quatro MIG com a adigao
de ruidos isotrépicos de cada pipeline, a partir dos quais os valores de 1) e ¢ estimados
apresentaram uma distribuigao uniforme, conforme as equagoes (4.3) e (4.4). A distribuigao
dos vetores de multipolo desses mapas foi diferente dos mapas de controle uma vez que
nao foi utilizado a mascara UT78 responsavel por quebrar a isotropia dos mapas. Os
pontos roxos em formato de cruz sao os resultados de testes de x7 utilizando a média e
a covariancia % de mapas nao mascarados. Como esperado, os resultados foram desvios
dos valores tedricos atribuidos pela curva verde, sugerindo uma distribuicao diferente das
simulagoes utilizadas.

A rigor, devido & forma de x7, os valores deveriam flutuar em torno de um.
Porém, isso nao ocorre em consequéncia dos problemas associados a inversao da matriz
de covariancia. Uma solugao, conforme o Apéndice A.2, seria aumentar o nimero de
simulagbes para a estimativa da matriz de covaridncia. Entretanto, isso nao foi um
problema, pois ambos os resultados, das pipelines e das simulagoes, apresentaram o mesmo

comportamento.
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Figura 14 — Resultado do teste de x? de normalidade para 2 < ¢ < 1500 para as simulacoes
de controle e todas as pipelines do satélite Planck. As curvas e a regioes
verdes representam respectivamente a média e a variancia para cada multipolo,
provenientes dos dados simulados. Os pontos vermelhos e azuis sdo os x7 para
cada pipeline. J& os marcadores em cruz sao os resultados do teste de x? para
vetores de multipolo com uma distribuicao diferente da dos dados simulados.
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Fonte: O proprio autor.
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Tabela 2 — x? [x?] sendo uma combinaciao dos pontos vermelhos e azuis em comparagio
com as curvas verdes da Figura 14 e seus valores—p associados para diversos
intervalos de interesse.

Commander NILC SEVEM SMICA
Intervalos 5 5 5 5
x“—total | valor—p | x“—total | valor—p | x“—total | valor—p | x“—total [ valor—p
Largas Escalas 1,095 0,288 0,952 0,580 1,009 0,456 0,929 0,630
Escalas do WMAP 0,986 0,634 0,999 0,509 1,012 0,380 0,953 0,877
Escalas do Planck 1,003 0,457 1,003 0,450 1,062 0,009 1,002 0,471

Fonte: O proprio autor.

Com excecao de alguns multipolos, todas as pipelines do Planck obtiveram seus
X7 dentro do esperado em um desvio padrao das simulagdes. Para quantificar melhor
estes resultados, foram calculados x? usando a eq. (4.7) para n e @, cuja a combinagio
dos resultados (A.10), permitiu a estimativa de valores—p (Apéndice A.3) em varias
escalas cosmologicas mostradas na Tabela 2. Por completeza, calculou-se também os
valores—p para os dados sem a méscara (marcadores roxos), apresentadas na Tabela
3, sendo que apenas em grandes escalas, os dados sao marginalmente compativeis. Os

intervalos referentes as escalas cosmoldgicas sao:

Largas Escalas: 2 < ¢ < 30,
Escalas do WMAP:2 < ¢ < 600,
Escalas do Planck:2 < ¢ < 1500.

Um valor—p muito baixo foi obtido para a pipeline SEVEM conforme a Tabela 2,
sugerindo a nao normalidade da distribuicao dos vetores de multipolo ao serem comparados
com os dados simulados (valor—p < 0,05). Este resultado corrobora com [36] sugerindo
a nao utilizagdo desta pipeline para andlises cosmoldgicas. Talvez seja necessario uma

revisao de como foi feita a separacao dos componentes astrofisicos desta pipeline.

Tabela 3 — Mesma analise da Tabela 2, porém com dados sem a mascara UTT78, represen-
tados pelos marcadores roxos em formato de cruz.

Commander NILC SEVEM SMICA
Intervalos 3 5 B 2
x-—total | valor—p | x“—total | p—value | x“—total | valor—p | x“—total | valor—p
Largas Escalas 0,839 0,804 0,583 0,995 1,364 0,034 0,767 0,904
Escalas do WMAP 0,0 0,0 0,0 0,0 0,0 0,0 0,0 0,0
Escalas do Planck 0,0 0,0 0,0 0,0 0,0 0,0 0,0 0,0

Fonte: O proprio autor.
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6 Conclusao

Mesmo o PC sendo razoavel com a presenca de catdlogos de galaxias, ele ainda
precisa ser testado usando outras observagdes disponiveis aos cosmologos. Neste trabalho,
pela primeira vez, a RCF foi usada para testar o PC usando o formalismo dos vetores de
multipolo em escalas sub-angulares, e de maneira completamente independente da fisica
contida no espectro angular de temperatura.

A realizacao deste teste em pequenas escalas cosmoldgicas foi possivel gracas
ao avanc¢o de técnicas numéricas para contornar problemas de mal condicionamento
de polindémios, sendo que o método apresentado foi o mais eficiente. Isso abriu uma
oportunidade para a utilizacdo de um ensemble muito maior de simulagoes, obtendo
estatisticas mais confidveis.

A utilizacao dos vetores de multipolo também é uma ferramenta motivada geome-
tricamente e mais vantajosa em relacao aos momentos de multipolo para testes de isotropia
da RCF, uma vez que esses vetores sao invariantes por troca de sistema de coordenadas e
independem do espectro angular de poténcias.

O resultado mais importante desde trabalho foi que mesmo em pequenas escalas
cosmolégicas (multipolos acima de ¢ > 1000), os mapas de temperatura da RCF de todas
as pipelines do Planck apresentaram o mesmo comportamento das simulagoes de controle

realizadas sendo uma outra forma de validacao do PC.
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APENDICE A - Vetores de Multipolo
e Teste de y?

A.1 Independéncia dos %6, nos Vetores de Multipolo

Seja duas varidveis aleatérias X e Z onde! X ~ A (u,0%) e Z ~ A (0,1) de forma

que a relacao entre essas variaveis aleatorias é dada por

z = &= (A1)

uma vez que

=, (A.2)

0} = (2%) —ngfo 012 ((x%) =202 + ?) = 012 ((x*) = (x)*) =1. m(A3)

No contexto cosmolégico, os momentos de multipolo tém p = {ag,) = 0 e 02 =

2 . A ,
<‘Clgm‘ > = %,. Ao substituirmos a varidncia dos momentos de multipolo 02 — ¢%, basta

utilizarmos (A.1) de forma que

0z ~ (@ZE
7 = 22X — iy = | LLag, A4
o e (gg a ( )
onde 0% = %,. Como o termo /%/s, de (A.4) é global, ao substituirmos em (4.1),

sgg 2 .
%m_e« 2 Yo (A5)

as raizes de (A.5) permanecem inalteradas, portanto vetores de multipolo sdo independentes

da variancia.

A.2 Teste de y? de Normalidade

A definicdo do teste de x? de normalidade é dada por (4.6), sendo um dos requisitos
separar arbitrariamente os dados em categorias para obter a frequéncia f de cada um,
sendo necessario usar apenas vetores de multipolo no hemisfério norte devido a simetria

antipodal.

L A notacdo utilizada para descrever uma variavel aleatéria Y com uma distribuicdio normal A4 com

média e varidncia 02 ¢ Y ~ N (u, 02). Nao confundir com Y aproximadamente a uma distribuigao
normal.
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Exemplo:

Para o multipolo £ = 10, tém-se 10 vetores de multipolo situados no hemisfério norte,
cada um com coordenadas ) e ¢. Os intervalos de n e ¢ sao subdivididos hipoteticamente
em 10 categorias, sendo agrupadas as coordenadas dos 10 vetores de multipolo em cada
uma delas. A frequéncia f de cada bin é o numero de vezes as coordenadas de um vetor
de multipolo é separada em uma categoria sobre o niumero total de vetores de multipolo.

A categorizagao dos angulos dos vetores de multipolo (6 e ¢) é uniforme, tendo o
mesmo tamanho para cada subintervalo. Devido a forma de n em (4.3), para garantir que
a categorizacao ainda seja uniforme em 6, é necessario definir o tamanho de cada categoria

de 7 sendo
An = sinfAd, (A.6)

tal que o tamanho de cada categoria nao seja uniforme em 7. Para ¢ e ¢ nada muda pois
Ap = Agp.

Para estimar a frequéncia teérica p, foi necessario construir um modelo para cada
pipeline contendo 1000 simulacoes e fazer a média em cada bin. Esse procedimento nao
analitico é uma alternativa razoavel uma vez que a isotropia dos vetores de multipolo é
quebrada devido a mascara UT78 em MIG conforme a se¢do 4.1 do Capitulo 4. A matriz

de covariancia tedrica 2 é definida como

1 v—1

> = v 1 P (fi = 1) (s = 15) (A.7)
sendo a média de N simulacoes contendo N matrizes de covaridncia construidas através
das v — 1 categorias (bins ou graus de liberdade). Usar v — 1 categorias é necessario
pois [0,1] é um intervalo compacto (inclui as bordas). Seguindo o exemplo acima, se
subdividirmos o intervalo em 10 subintervalos, a ultima subdivisao por exemplo serd uma
combinacao das outras, uma vez que se nenhuma coordenada do vetor de multipolo cair
nas outras 9 categorias, com certeza ira cair na décima. Os problemas em estimar a matriz
de covariancia tedrica numericamente é que seria necessario N — 0o, e também foram
utilizadas 1000 simulagoes para estimar 2, sendo que devido a um teorema de algebra
linear, s6 é possivel inverter % se os subintervalos forem até de 999 bins, necessario para o
calculo de x7.

Em consequéncia aos complicadores para a estimacao de X, as subdivisoes multipolo
a multipolo para obter p de 1 e ¢ no [0, 1] obedeceram & seguinte regra: para ¢ < 30
(grandes escalas), ¢ categorias e para ¢ > 30, separar em 570/1470 (¢ — 30) + 30 tal que para
¢ = 1500, o nimero de categorias seja 600 bins. A escolha de 600 ao invés de 999 bins
foi estratégica, ja que para multipolos altos o efeito da méscara ainda é capturado, e a

inversao da matriz de covariancia é numericamente mais comportada.
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A.3 Valores—p

Uma forma de quantificar o quao provavel uma hipdtese é em relagao a hipotese

nula é utilizando o valor—p, sendo este definido como

v

p = 1—/P(a:)dx, (A.8)

0

sendo P (x) a distribuigdo dos dados e v o valor da distribuicao calculada através de dados.
O valor—p fornece a probabilidade de que a hipétese nula seja verdadeira, porém nao
necessariamente de que os dados sdo provenientes desta hipotese. Comumente, rejeita-se a
hipétese nula caso valor—p < 0, 05.

A distribuicao dos dados obtidos das simulagoes conforme a Figura 14 é uma

distribuicao de x? sendo esta uma funcao dependente do nimero de graus de liberdade v

~1,-%

P(v,x) = (A.9)

x| IR

x
28T (3)
Para o efetuar o cdlculo de (A.8) contido nas Tabelas 2 e 3, foi necessério calcular
(4.7) para cada escala analisada, ou seja, intervalo de multipolo. Como as variaveis 1 e
© sao independentes, para realizar a combinagao delas e obter apenas um valor—p foi

necessario somar as contribuigoes de (4.7) para cada varidvel, sendo

v= X?, [Xﬂ + Xi {Xﬂ ) (A.10)
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APENDICE B - Cédigos

Todos os cédigos usados neste trabalho foram desenvolvidos usando a linguagem
Python 3.6 (https://anaconda.org). Além disso, foi utilizado o software MPSolve
(https://github.com/robol/MPSolve).

e Pacotes bésicos:

import warnings
warnings.filterwarnings('ignore')
import healpy as hp

import numpy as np

import gc

import gmpy2

import os

from gmpy2 import sqrt, bincoef
from numba import jit, i8, £f8
from scipy.misc import factorial f
rom scipy.optimize import minimize

from scipy.special import gamma, binom
e Vetores de Multipolo:

def pol_mpsolve(alms, 1, sample):

nimnn

Generates *.pol file with instructions for MPSolwe.

Args:
alms (complex array): multipole moments from a map.
1 (int): multipole.
sample (int): aditional number that is useful for
parallel computing. Assures no confusion ]

while reading *.pol file.

Returns:
*.pol file.

nmnn

os.makedirs('tmp', mode = 00777, exist_ok = True)
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lmax = hp.sphtfunc.Alm.getlmax(len(alms))

header = ['! We will evaluate the roots for 1 = {}.'.format(l),

! !
3

'Monomial; "',
'Degree={};"'.format(2*1),
'Complex; ',
'FloatingPoint;"',

]

# Instructions for MPSolwve:

m_array = np.arange(- 1, 1 + 1, 1) # m values.

neg m = m_arrayl[0:1] # Negative m walues.

pos_m = m_arrayl[l:] # Positive m values.

binom_term = [sqrt(bincoef(2x1, 1 + i)) for i in range(- 1, 1 + 1)]

index = hp.sphtfunc.Alm.getidx(1lmax, 1, abs(m_array))

alm_ell real = np.real(alms[index])

alm_ell_imag = np.imag(alms[index])

neg rea m term = [ (- 1)**int(i) for i in neg m]

neg_imag m_term = [ - (- 1)*xint(i) for i in neg m]

rea_sign = np.concatenate((neg rea m_term, np.ones(l + 1)))

imag sign = np.concatenate((neg_imag m_term, np.ones(l + 1)))

rea = rea_sign*alm_ell _real*binom_term # Real terms.

ima = imag sign¥*alm_ell imag*binom_term # Imaginary terms.
del m_array, neg_m, pos_m, binom_term, index
del alm_ell real, alm_ell _imag, neg rea_m_term, neg imag m term

del rea_sign, imag sign
complex_ = rea + ljxima # Get complex terms.
polycoefs = ['{0:..ME}' . format(complex_[i]) .\

replace(' (', '').replace(')"', ')\

for i in range(2*1 + 1)]
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del complex_, rea, ima

file_to_save = open('tmp/coefs mpsolve {:04d} {}.pol'.\

format(l, sample), 'w')

for item in header + polycoefs:

file to_save.write("%s\n" 7 item)

del file_to_save, polycoefs

m_vectors(alms, 1, sample, all mpvs = None):

nmnn

Get multipole wvectors in spherical coordinates for a multipole.

Args:

alms (complex array): multipole moments from a map.

1 (int): multipole.

sample (int): aditional number that is useful for parallel
computing. Assures no confusion on
while reading *.pol file.

all_mpus (bool): if True, returns all multipole vectors.

If False, returns only north hemisphere

multipole wvectors.

Returns:

Float array [theta, phi] in radians.
nmnn
# Generate polynomials:

pol_mpsolve(alms, 1, sample)

# Call MPSolwe:

os.system('mpsolve -Ob tmp/coefs_mpsolve_{:04d}_{}.pol >
tmp/roots_mpsolve {:04d} {}.txt'\
.format(1l, sample, 1, sample))

# Get roots, and write multipole vectors in spherical coordinates:

roots_mpsolve = np.loadtxt('tmp/roots mpsolve {:04d} {}.txt'.\
format(l, sample))
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roots_mpsolve = np.vectorize(complex) (roots_mpsolvel[...,0],\

roots_mpsolvel[...,1])

phi = np.angle(roots_mpsolve)
r = np.absolute(roots_mpsolve)

theta = 2*np.arctan(l/r)

del roots_mpsolve, r

m_vec = np.vstack((theta, phi)).T

del phi, theta

os.remove('tmp/coefs _mpsolve {:04d} {}.pol'.format(l, sample))
os.remove('tmp/roots mpsolve {:04d} {}.txt'.format(l, sample))

if all_mpvs == True:
return m_vec

del m_vec

else:
return m_vec[m_vec[:, 0] < np.pi/2]

del m_vec

def many m vectors(alms, lmin, lmax, sample, all mpvs = None):

nmnn

Get multiple multipole vectors im spherical coordinates.

Args:

alms (complex array): multipole moments from a map.

lmin (int): minimum multipole.

lmaz (int): mazimum multipole.

sample (int): aditional number that is useful for parallel
computing. Assures mo confusion
while reading *.pol file.

all_mpus (bool): if True, returns all multipole vectors.

If False, returns only north hemisphere mus.

Returns:
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Float array [theta, phi] in radians.
return np.concatenate([m_vectors(alms, i, sample, all _mpvs) \

for i in range(lmin, lmax + 1)])

def extract mvs(start, end, alms, mvs_out_folder, mvs_out):

nimnn

Get multiple multipole vectors for severam monte carlo simulations.

Args:
start (int): initial simulation.
end (int): final simulation.
alms (string): name of multipole moments for an spectific
stmulation.
mus_out_folder (string): name of multipole vector folder that
they will be stored.

mus_out (string): name of multipole vectors that will be saved.

Returns:
Nothing. All files will be saved during inner loops.
win
for i in range(start, end + 1):
alm = np.load(alms.format(i))
os.makedirs(mvs _out folder.format(i), mode = 00777, exist ok = True)
os.chdir(mvs_out_folder.format(i))
for j in range(2, 1500 + 1):
mvs = m_vectors(alm, j, i, True)
np.save(mvs_out.format(i, j), mvs)
del mvs

del alm
o Funcgoes variadas:

def get_multipole(alms, 1):

nmnn

Get specific multipole.

Args:
alms (complex array): multipole moments from a map.

l (int): multipole.
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Returns:
Complezx array.
nnn
ells, ms = hp.Alm.getlm(hp.Alm.getlmax(len(alms)))

return alms[np.where(ells == 1)]

def to_cart(theta_phi_array):

nmnn

Converts spherical to cartesian.

Args:
theta_phi_array (float array): array containing in radians
[theta, phi].

Returns:

Float array.
win
x = np.sin(theta_phi_array[:, 0])*np.cos(theta_phi_array[:, 1])
y = np.sin(theta_phi_array[:, 0])#*np.sin(theta_phi_array[:, 1])
z = np.cos(theta_phi_array[:, 0])
return np.vstack((x, y, z)).T

def get mvs_l(mpvs, 1, 1lmin, lmax, all_mpvs = None):
Exztract speficic multipole vectors.
Only works for array containing sequences of 2*1l multipole wectors

and multipole vectors on spherical coordinates.

Args:
mpus (float array): array containing multipole
vectors [theta, phi].
l (int): multipole.
lmin (int): minimum multipole.
lmaz (int): mazimum multipole.
all_mpus (bool): if True, returns all multipole vectors.
If False, returns only north hemisphere

multipole vectors.



Returns:
Float array [theta, phi] in radians.
indexes_ = np.repeat(np.arange(lmin, lmax + 1, 1), \
2*np.arange(lmin, lmax + 1, 1))
mpvs_ = np.vstack((indexes_, np.array(mpvs).T)).T

result_0 = mpvs_[mpvs_[:, 0] == 1][:, 1:]

if all_mpvs == True:
return result_O
else:

return result_O[result_O[:, 0] < np.pi/2]

Teste de certificacao a:

def roots_testing(alms, 1, sample):

nmnn

Get roots from the polynomial we obtain multipole wvectors.

Args:
alms (complex array): multipole moments from a map.
1 (int): multipole.
sample (int): aditional number that is useful for
parallel computing. Assures mo confusion

while reading *.pol file.

Returns:
Complexz array containing 2%l roots.
# Polynomials for MPSolwve:

pol mpsolve(alms, 1, sample)

# Call MPSolwe:

os.system('mpsolve -Ob tmp/coefs_mpsolve_{:04d}_{}.pol >
tmp/roots_mpsolve {:04d} {}.txt'\
.format(1l, sample, 1, sample))

# Arrange roots:
roots_mpsolve = np.loadtxt('tmp/roots mpsolve {:04d} {}.txt'.\
format(l, sample))
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roots_mpsolve = roots_mpsolvel[...,0] + 1j*roots_mpsolvel...,1]
roots_mpsolve = [gmpy2.mpc(i) for i in roots_mpsolve]
return roots_mpsolve

def alpha_polycoefs(alms, 1):

nmnn

Write polynomial coefficients to test roots from previous function.

Args:
alms (complex array): multipole moments from a map.

l (int): multipole.

Returns:

Complex array.

nmnn

lmax = hp.sphtfunc.Alm.getlmax(len(alms)) # Get Llmaz given an array.

m_array = np.arange(- 1, 1 + 1, 1) # m values.
neg m = m_arrayl[0:1] # Negative m walues.
pos_m = m_arrayl[l:] # Positive m values.

binom_term = [sqrt(bincoef(2x1, 1 + i)) for i in range(- 1, 1 + 1)]

index = hp.sphtfunc.Alm.getidx(lmax, 1, abs(m_array))

alm_ell real = np.real(alms[index])

alm_ell_imag = np.imag(alms[index])

neg rea m term = [ (- 1)**int(i) for i in neg m]

neg_imag m_term = [ - (- 1)*xint(i) for i in neg m]

rea_sign = np.concatenate((neg rea m_term, np.ones(l + 1)))

imag sign = np.concatenate((neg_imag m_term, np.ones(l + 1)))

rea = rea_sign*alm_ell _real*binom_term # Real terms.
ima = imag sign*alm_ell imag*binom_term # Imaginary terms.
complex_ = rea + 1lj*ima # Get complex terms.

polycoefs = [complex [i] for i in range(2*1 + 1)]
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def

return polycoefs[::-1]

alpha_beta_func(alms, 1, root):

nmnn

Auziliary function for this test.

Args:
alms (complezx array): multipole moments from a map.
I (int): multipole.

root(complex array): roots for testing.

Returns:
Float number.
"
poly = np.polyld(alpha_polycoefs(alms, 1))
der = np.polyder(poly, m = 1) # First derivative of polynomial.
return abs(poly(root)/der(root))

alpha_gamma_func(alms, 1, root):

nmnn

Auziliary function for this test.

Args:
alms (complezx array): multipole moments from a map.
l (int): multipole.

root (complex array): roots for testing.

Returns:

Float number.

nmnn

poly = np.polyld(alpha_polycoefs(alms, 1))

test

[ # Mazimum value.

for k in range(2, 2x1 + 1):

k)

1

test.append(abs (terml (root)/(term2(root) *\
gmpy2.factorial (k)))**(1/(k - 1)))

test = np.max(np.array(test), axis = 0)

terml = np.polyder(poly, m

term2 = np.polyder(poly, m

return test
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def alpha test(alms, 1, root):

nmnn

Alpha certified test. This test ts based in Smale's alpha theory.

Args:
alms (complex array): multipole moments from a map.
l (int): multipole.

root (complex array): roots for testing.

Returns:

Float number.

nmnn

return alpha_beta_func(alms, 1, root)*\

alpha_gamma_func(alms, 1, root)

Teste de y?:

def chi2 theory(theta, phi, n_sim, n_bins, test_type):

nmnn

Evaluates the reduced chi-squared test given a set of data.

Args:
theta (float array): array that contains thetas.
phi (float array): array that contains phis.
n_sim (int): number of simulations.
n_bins (int): number of bins.
test_type (bool): if True, it returns a normality chi-squared
test. If False, it returns a test for

poisson data.

Returns:
Array containing reduced chi-squared values [theta, phi] for
n_sim simulations, covariance matrix, and mean for
theta and pht. This second return ts usefull to compare
with real data.
"
# New wvariables:
eta = 1 - np.cos(theta)
var_phi = phi/(2*np.pi)
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var_phi[np.where(var_phi < 0)] = var_phi[np.where(var_phi < 0)] + 1

# Bins Edges:
# Since the mask we aim to apply on our data have a

# semi-pseudo azimuthal symmetry, we will bin theta in an uniform

# way leading that eta is mot unniform (bins with different width).

theta_bins = np.histogram(theta, bins=n_bins, range=(0,np.pi/2),\
density=1) [1]

eta_bins = np.cumsum(np.sin(theta_bins)*np.pi/(2*n_bins))

eta_bins = eta_bins/np.max(eta_bins)

var_phi_bins = np.linspace(0, 1, n_bins + 1)

# Relative frequency for each bin in each simulation:

f eta_i = np.empty([n_sim, len(eta_bins) - 1]) # Empty list.

f var phi_i = np.empty([n_sim, len(var_phi bins) - 1])

for i in range(n_sim):
# Normalized histograms.
hst_eta = np.histogram(etal[i, :], eta_bins, density = test_type)
hst_var_phi = np.histogram(var_phil[i, :], var_phi_bins, \

density = test_type)

# Relative frequency:
f eta_i[i] = hst_etal0] # Frequency in each bin.
f var_phi_i[i] = hst_var_phi[0]

f_eta_i_mean = np.mean(f_eta_i, axis = 0) # Mean frequency.

f var_phi i _mean = np.mean(f var_phi i, axis = 0)

nu_eta_ i = f eta_i - f_eta_i_mean

nu_var_phi i = f_var_phi i - f_var_phi_i_mean

# I don't have to use all bins, because we have an compact interval.

# We can choose any collum to suppess im our calculations.

# Let's don't use the last bin for example.

nu eta i = nu eta i[:, O:int(n_bins - 1)]

nu_var_phi i = nu_var_phi i[:, O:int(n_bins - 1)]
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if n_bins ==
# Variance:
m_ij _eta = np.var(nu_eta_i)

m_ij_var_phi = np.var(nu_var_phi_i)

# Inverse of wartance:
minv_ij eta = 1/m_ij_eta

minv_ij var_phi = 1/m_ij_var_phi

# Chi-Squared test:
chi2 eta = np.array([np.dot(nu_eta_il[j], \
np.dot(minv_ij_eta, nu_eta_i[j]))/\
(n_bins - 1) for j in range(n_sim)])
chi2_var_phi = np.array([np.dot(nu_var_phi_i[j], \
np.dot(minv_ij var_phi, \
nu_var_phi_i[j1))/\
(n_bins - 1) for j in range(n_sim)])
return np.array([chi2_eta, chi2 var_phi, m_ij_eta, \

m_ij var_phi, f eta_i mean, f_var_phi i_mean])

else:
# Cowvariance matriz:
m_ij_eta = np.cov(nu_eta_i, rowvar = False)

m_ij_var_phi = np.cov(nu_var_phi_i, rowvar = False)

# Inverse of covariance matriz:
minv_ij_eta = np.linalg.inv(m_ij_eta)

minv_ij var_phi = np.linalg.inv(m_ij_var_phi)

# This 1s one additional check of matrixz inversion:
m_multpl eta = np.dot(minv_ij_eta, m_ij_eta)

m_multpl var_phi = np.dot(minv_ij_var_phi, m_ij var_phi)
diag = np.zeros((n_bins - 1, n_bins - 1))

i, j = np.indices(diag.shape)

diag[i == j] =1

if (np.allclose(m_multpl_eta, diag) == True) and \
(np.allclose(m_multpl var_phi, diag) == True):
chi2_eta = np.array([np.dot(nu_eta_i[j], \
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np.dot (minv_ij_eta, nu_eta_i[j]))/(n_bins - 1) \
for j in range(n_sim)])
chi2_var_phi = np.array([np.dot(nu_var_phi_i[j], \
np.dot(minv_ij_var_phi, nu_var_phi_i[j]))\
/(n_bins - 1) for j in range(n_sim)])
return np.array([chi2_eta, chi2 var_phi, m_ij_eta, \
m_ij var_phi, f_eta_i _mean, \

f var_phi_i_mean])

def chi2_test(theta_test, phi_test, eta_cov, var_phi_cov, \
eta_mean_test, var_phi mean_ test, \
n_sim, n_bins, test_type, off _diag):

nmnn

Evaluates the reduced chi-squared test with parameters given a data.

Args:
theta_test (float array): array that contains thetas.
phi_test (float array): array that contains phis.
eta_cov (float array): covariance matriz for thetas of a test.
var_phi_cov (float array): covariance matriz for phis of a test.
eta_mean_test (float array): mean values for eta from theory.
var_phi_mean_test (float array): mean wvalues for wvar_pht
from theory.
n_sim (int): number of simulations.
n_bins (int): number of bins.
test_type (bool): if True, it returns a normality chi-squared
test. If False, tt returns a test for

poisson data.
off_diag (bool): if True, it uses off diagonal terms cov matriz.

If False, it uses only terms from diag

of cov matriz.

Returns:
An array containing reduced chi-squared wvalues for
[theta, phi, masked_theta, masked_phti] for sim simulations.
# New variables:
eta_test = 1 - np.cos(theta_test)
var_phi_test = phi_test/(2*np.pi)
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var_phi_test[np.where(var_phi_test < 0)] = var_phi_test[np.where\
(var_phi_test < 0)] + 1

# Bins Edges:

# Since the mask we aim to apply on our data have a

# semi-pseudo azimuthal symmetry, we will bin theta in an uniform
# way leading that eta is not unniform (bins with different width).
theta_bins = np.histogram(theta_test, bins=n_bins, \

range=(0,np.pi/2) ,density=1) [1]

eta_bins = np.cumsum(np.sin(theta_bins)*np.pi/(2*n_bins))

eta_bins = eta_bins/np.max(eta_bins)

var_phi_bins = np.linspace(0, 1, n_bins + 1)

# Relative frequency for each bin in each simulation:
f _eta_test_i = np.empty([n_sim, len(eta_bins) - 1]) # Empty list.
f_var_phi_test_i = np.empty([n_sim, len(var_phi_bins) - 1])
for i in range(n_sim):
# Normalized histograms.
hst_eta_test = np.histogram(eta_test[i, :], eta_bins, \
density = test_type)
hst_var_phi_test = np.histogram(var_phi_test[i, :], \
var_phi_bins, \

density = test_type)

# Relative frequency:
f eta_test_i[i] = hst_eta_test[0] # Frequency in each bin.
f var _phi test_i[i] = hst_var_phi_test[0]

nu eta test i = f eta test i - eta mean test
nu_var_phi_test_i = f_var_phi_test_i - var_phi_mean_test
nu_eta test i = nu_eta test_il[:, O:int(n_bins - 1)]

nu_var_phi_test_i = nu_var_phi_test_il[:, O:int(n_bins - 1)]

if n_bins ==
# Inverse of wartance:
eta_inv_cov = 1/eta_cov
var_phi_inv_cov = 1/var_phi_cov

else:
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if off_diag == True:
# Inverse of covariance matriz:
eta_inv_cov = np.linalg.inv(eta_cov)
var_phi_inv_cov = np.linalg.inv(var_phi_cov)
else:
eta_inv_cov = np.linalg.inv(np.diag(np.diag(eta_cov)))
var_phi_inv_cov = np.linalg.inv(np.diag(\

np.diag(var_phi_cov)))

chi2_eta_test = np.array([np.dot(nu_eta_test_i[j], \
np.dot(eta_inv_cov, nu_eta_test_i[j]))/(n_bins - 1)\
for j in range(n_sim)])
chi2_var_phi_test = np.array([np.dot(nu_var_phi_test_il[jl, \
np.dot(var_phi_inv_cov, nu_var_phi_test_i[j]))\
/(n_bins - 1) for j in range(n_sim)])

return np.array([chi2_eta_test, chi2_var_phi_test])

many_chi2 theory_ 1 bins(mvs_folder, files_out, lmin, lmax):
Calculate Chti-Squared Test for Theory. That means it will save the

frequency and covariance matrix that is used as a template.

Args:
mvs_folder (string): folder that contains multipole vectors.
files_out (string): name of output files.
lmin (int): minimum multipole.

lmaz (int): mazimum multipole.

Returns:
Saves the output for "chiZ2_theory" function for several
multipoles and simulations.
for 1 in range(lmin, lmax + 1):
mvs = np.empty((3000, 1, 2))
delete_wrong mvs = []
for i in range(l, 3000 + 1):
mvs_i = np.load(mvs_folder.format(i, i, 1))
mvs_select = mvs_i[mvs_i[:, 0] < np.pi/2]

if mvs_select[:, O] .shape[0] == 1:
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mvs[i - 1] = mvs_select
else:
delete_wrong mvs.append(i - 1)

updated_mvs = np.delete(mvs, delete_wrong mvs, axis=0)
del mvs, delete_wrong mvs
n_sim = updated_mvs.shape[0]

if 1 <= 30:

n_bins

Il
[

else:

n_bins = int(np.ceil(570%(1 - 30)/1470 + 30))
# This is necessary because for 1 = 1500 we would
# have 600 bins.
chi_squared = chi2_ theory(updated mvs[:, :, 0], \
updated mvs[:, :, 1], \
n_sim, n_bins, True)

np.save(files_out.format(l, n_bins), chi_squared)

def many_chi2_test_1 _bins(mvs_folder, files_out, \
files_theory, lmin, lmax, off_diag):
Calculate Chi-Squared based in a theory estimation.
It will use frequency and covariance matriz

previously calculated and apply to new simulations.

Args:
mus_folder (string): folder that contains multipole vectors.
files_out (string): name of output files.
files_theory (string): name of files that contains estimation.
lmin (int): minimum multipole.
lmaz (int): mazimum multipole.
off_diag (bool): If True use all terms of covariance matriz.

If False, it will use only diag terms of

cov matrizc.

Returns:

Saves the output for "chi2_test" function of several multipoles.

nmnn
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for 1 in range(lmin, lmax + 1):
mvs = np.empty((1000, 1, 2))
delete_wrong mvs = []
for i in range(3001, 4000 + 1):
mvs_i = np.load(mvs_folder.format(i, i, 1))
mvs_select = mvs_i[mvs_i[:, 0] < np.pi/2]
if mvs_select[:, 0] .shape[0] == 1:
mvs[i - 3001] = mvs_select
else:
delete_wrong mvs.append(i - 1 - 3000)

updated_mvs = np.delete(mvs, delete_wrong mvs, axis=0)

del mvs, delete_wrong mvs

n_sim = updated_mvs.shape[0]

if 1 <= 30:
n_bins =1
else:
n_bins = int(np.ceil(570%(1 - 30)/1470 + 30))

theory = np.load(files_theory.format(l, n_bins))
chi_squared = chi2_ test(updated mvs[:, :, 0], \
updated _mvs[:, :, 1], \
theory[2], theory([3], \
theory[4], theory[5], \
n_sim, n_bins, True, off_diag)

np.save(files_out.format(l, n_bins), chi_squared)

del chi_squared, theory

def many_chi2 test_1 bins_real(mvs_file, files_out, \
files_theory, lmin, lmax, off_diag):
Calculate Chi-Squared based in a theory estimation. It will use
frequency and covariance matrix previously calculated and apply

to a single map.

Args:
mus_file (float array): array containing all multipole wvectors.

files_out (string): name of output files.



78

APENDICE B. Cédigos

files_theory (string): name of files that contains estimation.

Ilmin (int): mintimum multipole.

lmaz (int): mazimum multipole.

off_diag (bool): If True use all terms of covariance matriz.
If False, it will use only diag terms

of cov matriz.

Returns:

Saves the output for "chi2_test" function of several multipoles.

nimnn

indexes_ = np.repeat(np.arange(2, 1500 + 1, 1), \
2*np.arange(2, 1500 + 1, 1))
mvs_file open = np.load(mvs_file)

mpvs_ = np.vstack((indexes_, np.array(mvs_file open).T)).T

for 1 in range(lmin, Imax + 1):
mvs = np.empty((1, 1, 2))
for i in range(l, 1 + 1):
result_0 = mpvs_[mpvs_[:, 0] == 1][:, 1:]
mvs[i - 1] = result_O[result O[:, 0] < np.pi/2]
if 1 <= 30:

]
=

n_bins
else:

n_bins = int(np.ceil(570%(1 - 30)/1470 + 30))
theory = np.load(files_theory.format(l, n_bins))

chi_squared = chi2 test(mvs[:, :, 0], mvs[:, :, 1], \
theory[2], theory[3], theory[4],\
theory[5], 1, n_bins, True, off_diag)

np.save(files_out.format(l, n_bins), chi_squared)
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