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RESUMO

Nesta dissertacdo, apresenta-se um estudo sobre os numeros irracionais e a teoria
das fra¢des continuas, com possibilidades de aplicagdo ao Ensino Médio, ao mesmo
tempo demonstrando algumas de suas propriedades e revisando um pouco da sua
histéria. A propriedade de ser a melhor aproximagdo de um numero para um dado
denominador faz dos convergentes de uma fragdo continua um tépico interessante
para conduzir a ideia de aproximac&o na educagéo basica. Pretende-se com esse
trabalho oferecer uma visdo de numeros irracionais no Ensino Médito, propiciando
uma alternativa a de expansdes decimais n&o-periddicas, com intuito de preencher
uma lacuna no entendimento da distingdo entre numeros racionais e irracionais.

Palavras-chave: Fragdes continuas. Algoritmo de Euclides. Numeros irracionais.
Sequéncias numéricas. Aproximacgdes e aplicacdes.
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ABSTRACT

This dissertation presents a study of irrational numbers with the theory of continued
fractions, with possibilities of application in high school, demonstrating some of its
properties and revising part of its history. The property of being the best
approximation of a number of a given denominator that the convergents of a
continued fraction have allows for an interesting way to conduct the idea of
approximation in basic education. The intention of this work is to provide a vision of
irrational numbers for high-school teaching, providing an alternative to the non-
periodic decimal expansions, in order to fill a gap in the understanding of distinction
between rational and irrational numbers.

Key words: Continued Fractions. Euclidean algorithm. Irrational numbers. Numeric
sequences. Approaches and applications.
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1. INTRODUCAO

O objetivo dessa dissertagao é elaborar uma abordagem do tema de fragbes
continuas no Ensino Médio. A justificativa para este tema é a constatagdo de que,
para se falar de numeros irracionais, tem-se que primeiramente introduzir o conjunto
dos numeros reais, o que se constitui em uma lacuna na forma construtiva dos
conjuntos numericos.

Além disto, as fragcdes continuas tém possibilidades de aplicagdes em
aproximacdes de numeros. Faz-se uma introdugdo teérica ao lado de certos
problemas que podem ser usados diretamente para uso em sala de aula.

Embora este topico possa ser tratado de forma mais extensa, o principal
conceito de irracionalidade é compreensivel a partir de uma extensdo do Algoritmo
de Divisao de Euclides.

Esta dissertacdo esta organizada do seguinte modo. O segundo Capitulo trata
de aspectos histéricos, seus principais personagens, a crise dos numeros irracionais
e sua estreita relagdo com fragbes continuas, o Algoritmo de Euclides, e o
desenvolvimento das fragbes continuas particularmente na época de Euler. O
terceiro Capitulo traz a teoria necessaria para justificar o uso de fragdes continuas
no Ensino Médio. Pode-se encontrar uma pequena introdugdo sobre conjuntos
numéricos, representacbes decimais finitas, infinitas e algumas proposicdes.
Também serdo apresentados alguns exemplos de numeros irracionais e
demonstracdes por absurdo, donde se pode enfatizar a lacuna que existe na
passagem dos numeros racionais para irracionais. Ainda neste capitulo, € dada a
definicdo do que é uma fragdo continua seguindo Tengan et al (2003), apresentando

alguns exemplos de numeros racionais e irracionais escritos como fragbes
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continuas. Finalizando-o, sdo estudados os convergentes de fragbes continuas e
alguns teoremas que mostrardo como estas fornecem boas aproximacdes racionais,
em certo sentido “as melhores”. O quarto capitulo apresenta situa¢des-problemas
que podem ser resolvidas através da aplicagdo de fragbes continuas, buscando
interdisciplinaridade como o objeto motivador para o assunto ser trabalho no Ensino
Médio e ainda o preenchimento da lacuna existente na passagem dos numeros
racionais para irracionais usando boas aproximagdes racionais para 0s numeros

reais. O quinto capitulo traz as conclusdes deste trabalho.



12

2. ASPECTOS HISTORICOS

A necessidade de fragbes surge com a operacao de divisdo de inteiros.
Historicamente os numeros racionais (numeros que podem ser escritos como
quociente entre dois inteiros, sendo o denominador diferente de zero) foram
descobertos por Pitagoras de Samos e seus discipulos como o quociente de dois

inteiros nao nulos, sendo suficiente para propdsitos praticos envolvendo medigoes.

A concepcdo de numeros irracionais pode ser explanada a partir da
visualizacdo da reta de numeros reais (EVES, 2007). Sobre uma reta, tomam-se
dois pontos distintos O e I, estando | a direita de O e considera-se o segmento de
reta Ol como unidade de comprimento. Convenciona-se que os pontos O e |
representam os numeros 0 e 1 respectivamente. Desse modo os inteiros podem ser
representados por um conjunto de pontos da reta espagados a intervalos unitarios,
0s negativos a esquerda de O e os positivos a sua direita. As fracdes de
denominador b ndo nulo podem ser representadas pelos pontos que dividem cada
um dos intervalos unitarios em b partes. Dessa forma, para cada racional, ha um
ponto na reta. Inicialmente, parecia que todos os pontos da reta seriam usados
dessa maneira, entretanto descobriu-se que ha pontos na reta que néo

correspondem a nenhum numero racional.

Tal descoberta marca um momento de perplexidade para a chamada Escola
Pitagdrica. Provou-se que nao existe numero racional ao qual corresponda o ponto P
da reta no caso em que OP é congruente a diagonal de um quadrado de lado
unitario. Naquele momento tais numeros foram chamados de irracionais, ou il6gicos,
no termo original em grego. Essa descoberta determina um grande marco da histéria

da Matematica.
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Os primeiros indicios relacionados ao conceito de numero irracional

remontam ao conceito de incomensurabilidade. Dois segmentos de medida x e y

sdo ditos comensuraveis se existe um segmento de comprimento a tal que x =n.a

e y =m.a,com n e m naturais.

A descoberta de um numero irracional € atribuida a Hipaso de Metaponto,
membro da Escola Pitagoérica. A descoberta, ou a divulgagado desta aos membros
externos a Escola, teria rendido a Hipaso de Metaponto a expulséo da escola (ou
mesmo sua morte por afogamento no mar). Isto porque os argumentos de
semelhanga usados nas demonstragdes dos Pitagoricos assumiam, como nos livros
didaticos de hoje, que os segmentos sdo comensuraveis, e consequentemente néo

séo suficientemente gerais.

Reconhece-se a dificuldade em definir um namero irracional. Segundo os
Parametros Curriculares Nacionais (PCN'’s, Brasil, 1998): um irracional € um numero
cuja expansao decimal € infinita e ndo periddica (de fato, que n&o seja periddica a
partir de certo digito da expansao). Como conduzir esta ideia, que ndo pode ser
verificada ou visualizada com um numero finito de digitos, para alunos do Ensino
Médio?

As fragdes continuas constituem um objeto eficaz para diferenciar os numeros

irracionais dos racionais, pois qualquer numero racional tem uma expansdao em

fracbes continuas finita.

As fragbes continuas foram estudadas com maior énfase dos séculos XVII a
XIX. Nos dias de hoje ainda s&o objeto de estudos em varias areas da Matematica,

principalmente em Teoria de Numeros.
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A demonstragdo geométrica da irracionalidade de \/5, atribuida a Hipaso de

Metaponto, guarda relagdo com as fragées continuas (Khrushchev, 2008).

Na figura, BD é diagonal de um quadrado de lado BC =CD. Tem-se também

que DF <BD e assim DF =CD = x. Sejam y=BD e r==. Observe que EF e

x |<

EC séao congruentes, por serem ambos tangentes a circunferéncia de centro em D.
Ademais EF é perpendicular a BD, e como a soma dos angulos internos de um
triangulo € 180 graus, tem-se FEB=FBE =45°. Portanto, a semelhanga dos

triangulos ABCD e ABFE fornece:

EB_BD
BF D
BD = DF +FB

y=x+FB
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x=CB=CE+EB=FB+EB

>
| &
x |<

Como
L:1+X:1+re£:1 @’
FB X X X
Obtém-se a recorréncia:
r=1+—1
1+r
r=1+ L =1+ 11
1+1+——
+r 1+r
r=1+ 1 3 =1+ 11
1+1+—— 2+ i
1+r o4
1+r

Portanto
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Esta expressdao sera também indicada por r=[1;2,2,2,...], uma fracéo

continua.

O Algoritmo de Euclides, processo para encontrar o maximo divisor comum

entre dois inteiros positivos, indica como se pode deduzir a fragdo continua de um

numero racional. Dados x, > x, inteiros positivos, pode-se gerar uma sequéncia

decrescente de numeros naturais:

Portanto

XO = bOX1 + X2

X1 = b1X2 + X3

Xn—1 = bn—1xn
X1 = b, + L ,k=12,..,n—1
X, k
Xk+1
ﬁ = bO + 1
Xi b1+ 1 1
b, +
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Os quocientes b, sdo assim usados na notagao de fragao continua:

Xy _ .
—=\b,, b,,....,b_|.
X1 [ 0 1 n]

Os estudos sobre fragcdes continuas teve inicio com exemplos especificos.
Existem registros (Moore, 1964) do seu uso pelo matematico indiano Aryabhata
(476-550) para resolver equagdes Diofantinas Lineares.

Rafael Bombelli (1526-1572) e Pietro Cataldi (1548-1626), bolonheses,

também contribuiram nesse campo. Bombelli escreveu uma aproximacao para a raiz

quadrada de 13 como uma fragao continua dada por J3 =3+ = ? que é um

caso especial da aproximacéo.

Ja®+b~a+ b

2a +

b
b
b

2a+...

2a -+

2a+

Este tipo de expresséo sera chamado fragdo continua generalizada, definida
no capitulo Il.

No século XVI ja se conhecia a aproximagao

Jal+b ~a+ b

2a +

b
b

2a+

2a+ b

2a+...

De tal modo que Cataldi fez 0 mesmo para a raiz quadrada de 18:

J18 =4+ 2
4+
4+

2
2

4+,g
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O estudo das fragbes continuas ganhou forga com o trabalho de John Wallis
(1616-1703). Walllis ainda foi perito em criptografia, tendo decodificado mensagens
durante a Guerra Civil. Foi um membro fundador da Royal Society e contribuiu nas
origens do Calculo.

Em seu livro "Arithmetica Infinitorum” (1655), desenvolveu e apresentou a

identidade:

" 2x4x4Xx6x6x8X9x...

i 3x3x5x5x7 x7 x9x...
T

O primeiro presidente da Royal Society of London, Lord Brouncker (1620-

1684), transformou esta identidade em.

12
32
52
72
2+ o
2+

i=1+
T

2+
2+

2+

Essa descoberta foi fundamental na histéria de = =3,14159.... Embora
Brouncker ndo tenha dado énfase ao conceito de fracao continua, Wallis tomou a
iniciativa e introduziu as primeiras etapas para generalizar essa teoria.

No livro "Opera Mathematica" (1695), Wallis escreveu alguns dos
fundamentos basicos das fragbes continuas e ainda explicou como calcular o

n —eésimo convergente, descobrindo algumas de suas propriedades. Veja:

C, =

% ! dTop : ;=&,ondecnéo

q, a 9, a,+— q,

n—ésimo convergente. Foi também nesta obra que o termo "fragdo continua" foi

usado pela primeira vez.
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O matematico e astrobnomo holandés Christiaan Huygens (1629-1695) foi
pioneiro em demonstrar uma aplicagao pratica de fragcdes continuas. Escreveu um
artigo mostrando como usar os convergentes de uma fragdo continua para obter as
melhores aproximacgdes racionais para as relagdes entre engrenagens. Tais
aproximacdes permitiram escolher engrenagens com o numero correto de dentes.

Embora Wallis e Huygens trabalhassem com fragdes continuas, essa area de
pesquisa s6 comegou a ganhar grandes contornos quando Leonard Euler (1707-
1783), Johan Heinrich Lambert (1728-1777) e Joseph Louis Lagrange (1736-1813)
abracaram o topico.

Grande parte da teoria moderna foi desenvolvida por Euler em 1737, com o
trabalho "De Fractionibus Continuus", publicado em 1744 e traduzido do latim para o
inglés em 1985. No artigo, ele prova que qualquer numero racional pode ser escrito
em fragdo continua finita, e ainda apresentou uma expressao de fragdo continua
para e, que por ser infinita, constitui-se em uma prova de sua irracionalidade:

1
1

e=2+

Com esta identidade conseguiu mostrar que e e e° s&o irracionais.
Demonstrou, também, como representar uma série como fragcado continua, e vice-
versa.

Lagrange, por sua vez, usou fragdes continuas para obter o valor de raizes

irracionais. Provou também que os numeros quadraticos irracionais sao dados por
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uma fragao continua pré-periodica, isto é, tal que a sequéncia de quocientes (bk) e

periddica a partir de um indice suficientemente grande.

Segundo Brezinski, o desenvolvimento das fragdes continuas encontrou sua
época dourada no século XIX: "o século dezenove pode ser considerado o periodo
popular das fragdes continuas". Foi uma época de extraordinaria empatia, tanto que
se diz “o assunto era conhecido por todos os matematicos". Como consequéncia,
houve uma explosao no crescimento desta area. A teoria de fragbes continuas foi
desenvolvida significativamente, com énfase nos convergentes. No mesmo periodo
também foram estudadas as fragées continuas com variaveis complexas como
termos. No principio do século XX, a teoria tinha avancado muito além do trabalho
inicial de Wallis.

Desde entdo, o uso das fragdes continuas tem aparecido em outros campos.
Para expressar sua aplicabilidade, uma publicagéo recente de Robert M. Corless
examinou a conexao entre fragbes continuas e a teoria do caos. No Brasil, Diaz e
Jorge (2007) escreveram um trabalho no qual apresentam uma Introducdo aos

Sistemas Dinamicos via fragdes continuas.
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3. INTRODUGAO AS FRACOES CONTINUAS

O tratamento que sera exposto neste capitulo é introdutério, com o objetivo de
tornar essa teoria acessivel ao professor do Ensino Médio. Para o ensino, esse
toépico tem como objetivo cobrir a lacuna que existe entre numeros racionais e
irracionais. Percebe-se que ha uma ordem nos livros didaticos na constru¢éo dos
conjuntos numeéricos na Educac&do Basica, de menor para maior complexidade.
Nota-se que a apresentacdo dos mesmos traz os numeros naturais, inteiros,
racionais e..., numeros reais e por fim os irracionais.

Tal fato ocorre devido a dificuldade de definir um numero irracional. Essa
lacuna pode ser preenchida com o estudo de fragdes continuas. Este trabalho busca
uma maneira eficiente e simples para encarar tal problema.

Pode-se escrever um numero real de diversas maneiras. Para citar alguns
exemplos, se ele for racional pode-se escrevé-lo como razdo de inteiros. Por outro
lado, se ele for solu¢cdo de uma equacéo polinomial de grau até 4 pode-se escrevé-lo
em termos de radicais.

Na Antiguidade, Arquimedes, muito antes de serem descobertas as fragdes
continuas, encontrou uma boa aproximagao para o numero 7 em uma fracao.
Arquimedes fez o uso de poligonos de 96 lados, inscritos e circunscritos numa
circunferéncia com intuito de calcular o comprimento da mesma e obteve com
aproximacgéo de r.

Matematicamente, uma expressdo aproximada de um numero real, sob a
forma de fragdo com um dado denominador, significa determinar qual de todas as

fracdes com este denominador esta mais préxima do numero dado.
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A construgdo dos conjuntos numeéricos pode ser explanada usando-se o
fechamento dos mesmos em relacéo as operagbes elementares da aritmética. Diz-
se que um conjunto numérico A é fechado em relagdo a uma operagéo binaria *

quando, dados x,y € Atem-se x*xy € A.

O conjunto dos numeros naturais (N) é introduzido em problemas de
contagem. Verifica-se que dois naturais quaisquer podem ser somados e
multiplicados, tendo como resultado um natural, mas nem sempre pode ser feita a
operacdo de subtracdo. Seguindo esta corrente de pensamento constitui-se o
conjunto dos numeros inteiros (Z), acrescentando-se o zero e os opostos de cada
namero natural a N. Para obter-se um conjunto fechado em relacdo a diviséo,
partindo-se dos inteiros, introduz-se o conjunto dos numeros racionais (Q).

Numeros racionais sédo numeros que podem ser escritos como quociente de

dois inteiros, ou seja,

Q={x/x= %, comabeZeb=0}
Como exemplo tem-se: 1 2 _E, _\/ﬂ, § 9
37 8 627

Note que numeros inteiros podem ser escritos como quociente entre dois
inteiros com denominador um (e 1= 0), portanto temos as inclusées:

NcZcQ.
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3.1. REPRESENTACOES DECIMAIS FINITAS E INFINITAS

O sistema numérico decimal é um sistema de representacdo posicional que

utiliza o conjunto de algarismos {0,1,2,3,4,5,6,7,8,9} . Para representar os numeros

inteiros positivos, os algarismos sao obtidos a partir do algoritmo de divisao de
Euclides, efetuando-se divisbes recursivas por 10. Por exemplo, o numero 2319
deixa resto 9 na diviséo por 10 e quociente 231. Assim, 9 € o algarismo da unidade.
Prosseguindo a divisdo por 10 no quociente resultante, tem-se 1 na posicdo da
dezena, 3 na posigado da centena e 2 na posigao do milhar. Escreve-se

2319 = 2x10° +3x10° +1x10" +9x10° .

Para um numero racional que tenha uma parte fracionaria, isto &, g =n+x,

com 0< x<1 e neZ, arepresentacdo decimal utiliza-se do mesmo algoritmo para a
parte inteira, acrescentando-se um sinal para os numeros negativos. Para a parte
fracionaria, os algarismos sao obtidos multiplicando-se recursivamente por 10, e
observando-se (ou anotando-se) a parte inteira obtida. Esse procedimento esta
codificado na chamada divisdo continuada, como nos exemplos:

1

1) ==5.10"=0,5
2

2) E=1.10°+2.10’1 =12
10

3) §= 6.10"+6.10°+6.10°+6.10* +...=0,666...
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4) §= 3.10°+1.10"+4.102+2.10°+8.10* +5.10°+7.10°...= 3,14285....

Observa-se que as representacdes decimais podem ser finitas ou infinitas. O
papel que a base 10 tem na distingéo entre elas pode ser uma razéo de fundo da
dificuldade de distinguir os numeros irracionais dos racionais através da

representacédo decimal. Entre os numeros que se escrevem como razao de inteiros,
< . ; . a . .
chamamos uma fragéo irredutivel um numero racional 5 tal que a e b sao primos
entre si.
. x . : : ] a -
Proposigdao. Um numero racional, na forma irredutivel 5 tem uma representacao

decimal finita se, e somente se, b nao tiver outros fatores primos além de 2 e 5.

Demonstragéo (Niven, 2012):

a
Se E tem representagéo decimal finita, entdo existem inteiros n, k >0 tais que

=a .10"+a_ 10"+, . +a 10"+ ..a 107",

o |

O minimo multiplo comum do lado direito da equagéo é 10“, donde a.10" = b.t, em

que t=a,10""+...a,.10°¢ inteiro. De mdc(a,b)=1, conclui-se que b|10“.

Portanto, os fatores primos de b ndo podem ser diferentes de 2 e 5.
Reciprocamente, se b =2“5', denomine n como o maior entre k e /. Assim

a_az2"*5" . . .
5 = 0 que resulta numa expansao decimal finita.

Deve ficar claro que b nao precisa, necessariamente, ter os fatores primos 2

e 5; pode ser que tenha apenas um deles como fator primo, ou nenhum. Em
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1

25 = 7,0, os valores de b sao 25, 16 e 1. O importante &

=0,04, L. 0,0625, ’
16 1
que b néao tenha nenhum outro fator primo além de 2 e 5. Para exemplificar como se

obtém a poténcia de 10 necessaria para se obter a expansdo decimal de um

numero, considere o exemplo

9741 _ 9741 _ 9741.5° _ 30440625
3200 2'.5° 10’ 10000000

~ : a . Lo .
Quando a representacao decimal de 5 nao é finita, mostraremos que ela é

pré-periodica, isto &, a partir de certo digito k , ocorre a repeticdo de um bloco de p

digitos:

=n,dd,..d,d,,...d,, d...d

k+p k+p *

a
b
Estas expansbes decimais sdo denominadas, dizimas periddicas compostas.

Como k pode ser tdo grande quanto se queira, o tamanho do bloco que néo se

repete pode ser maior do que, por exemplo, o visor da calculadora pode mostrar.
. 1
Assim, é natural e esperado que alguns estudantes pensem que o resultado de -

seja “irracional”, baseados na expanséo decimal.

Proposigdo. Todo numero racional pode ser representado por uma expansao

decimal finita ou por uma expansao decimal infinita pré-peridédica. Reciprocamente,
~ . - e . o . . a
uma expansao decimal finita ou infinita e pré-peridodica é um numero racional o’

com a,beZ, b+0.

Demonstragdo: (LIMA, 1991) Suponha que x=n,a,...a,bb,...b,, em que nell e

e Mgy

a;, b €{0,1...,9} Entao:

i?
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10".x=10".n+aa,...a,,bb,...b

107.10°.x=10"*n+a,a,...abb,...b,, bb,...b

...b, ;-
Subtraindo a primeira da segunda equacgao, obtemos um numero inteiro:

10.x.(10° =1)=10"n.(10° —1)+ a3, ...a,bb, ...b

S

-aa,...a

r

aa,...abb,..b,—aa,...a
10".(10° -1)

r
)

= X=n+t

0 que mostra que x €Q.

A prova da reciproca da uma pista de como obter, a partir de uma fracao

ordinaria, sua expansao decimal. Sem perda de generalidade, suponha que x = B,
q

com mdc(p,q)=1, 0<p<q.

A decomposicao de g em fatores primos pode ter os fatores 2 e 5, além de
outros fatores primos com 10. Se g = 2f5"q’,mdc(q’,10) =1, define-se r como a
maior das poténcias j e k. Agora qualquer numero coprimo com 10 tem um multiplo

da forma 999...9=10° —1. Isto ocorre porque ha infinitos nimeros com apenas 9's

em sua expansdo decimal, portanto os restos da divisdo destes numeros por g’

necessariamente se repetem. Se 10 -1 e 102 —1 deixam o mesmo resto na

divisdo por q', entdo 102 —10™ =kq'. O nimero do membro direito & da forma
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99...900...0=99...9x10" . E como q' e 10 s&o coprimos, q' |99...9. Em resumo,

r-l gr-k ;
P_ M para algum j €N, o que encerra a demonstracéo.

q 10f.(108—1)

Uma aplicagéo interessante de progressdes geométricas pode ser feita a
partir do argumento acima. O problema de determinar o bloco periédico de uma
dizima € o mesmo que determinar o expoente s, ou 0 menor numero de noves tal
que o denominador de uma fragéo ordinaria o divida.

1

g= 4 - 410 =o,4.(1+i+i ]=o,444....

10-1 ", 1 10 10°°"

10

- 102 10* ) 10

5 _559 225 225[ 1 1 j 2 ( 1 1 )
— = = . + +...0|= +27. e
22 990 10(100—1) 10

Nao se trata, portanto, de uma questéo ordinaria saber qual o periodo de uma
fracdo como 2—2 Desse modo, pode-se encerrar esta pequena fala sobre os

numeros racionais notando que eles sao fechados em relagdo as quatro operacdes
fundamentais da aritmética. Por outro lado, n&o é verdade que se o produto de dois

numeros dados é racional, entdo os numeros dados sdo racionais.
3.2. ALGUNS NUMEROS IRRACIONAIS
Um primeiro exemplo, que sera bastante usado, € o da solucado da equacéao

2
x? =2. Admitindo que existam p, qel, (Bj =2, toma-se o par p, g N com
q
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p+q minimo. Da equacéo, deduz-se p>qge p<2q.Considere o par 29-p, p—q,

cuja soma é g < p+q. A conta abaixo mostra a contradigéo:

. [2-P] 4 %P.P
(Zq—pj 9| -_ a ¢ _,
pP-q P4l P _2p

q  q

Um modo de introduzir nimeros irracionais consiste em mostrar que 0 mesmo
n&o pode ser um numero racional. Acima, mostrou-se que a solugéo de x* =2 n&o
pode ser escrita como razao de inteiros. Com isto, conclui-se que a representagao
decimal de tal numero ¢é infinita e ndo é periédica, mesmo nao a conhecendo. Outros
exemplos evidenciam o padrédo da prova por absurdo na caracterizagdo dos

irracionais.
1. Mostre que log(2) é irracional.

Demonstracgéo:

Se log(2) = —, onde a e b sdo naturais e ainda mdc(a,b) =1. Como

a
b

log(2) >0, segue que:

log(2) =

oo

10

1
N
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a b
(10!)] = 2b

107 = 2°

2°5% = 2",
Como a e b sdo naturais segue que 2%, 5% e 2" s3o naturais, desse modo a
igualdade 2°.5° = 2° nao pode ser verdadeira, pois pelo Teorema Fundamental da

Aritmética, todo natural diferente de 1, pode ser decomposto em fatores primos de

modo unico, a menos pela ordem dos fatores, logo log(2) é irracional.

2. Mostre que J3 é irracional.

Para mostrar que V3 se faz necessario entender outro teorema que sera
descrito a seguir e demonstrado.
Teorema: O quadrado de um numero inteiro é divisivel por 3 se, e somente se, o
inteiro em si for divisivel por 3.
Demonstragéo:

Considere um inteiro n. Quando dividido por 3, deixa resto 0, 1 ou 2. Assim

n =3k = n® = 9k? =3(3k2)
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n=3k+1=n? =9k2+6k+1=3(3k2+2k)+1

n=3k+2=n? =9k2+12k+4=3(3k2+4k+1)+1.

Analisando-se os trés casos, conclui-se que, reciprocamente, o quadrado de

um numero inteiro € divisivel por 3 somente se o inteiro em si for divisivel por 3.

Com o resultado descrito acima se pode entéo provar que J3 éirracional.

Desse fato decorre que J3 é irracional. Negando a tese, suponha que

J3 =

% coma, beZ, b#0 e mdc(a,b) =1. Entédo, elevando ao quadrado os dois

membros da igualdade J3 = % tém-se:

a’ = 3b?
Logo a’ é divisivel por 3 e consequentemente a é divisivel por 3, assim a =3m,
vm € Z, desse modo:

a’ = 3b?

(3m)” = 3b?
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9m?* = 3b*
Analogamente b* é divisivel por 3 e consequentemente b é divisivel por 3. Dessa
forma mdc(a,b)# 1, o que contraria a hipoétese. Portanto J3 nao pode ser escrito

como quociente entre dois inteiros e assim J3 éirracional.

Nota-se que a prova de que um numero € irracional € usualmente feita por
reducdo ao absurdo, indicando que se usa o fato de admitir que o numero em
questdo seja racional. Esta caracteristica que motivou este estudo, que visa

apresentar uma nova proposta de enfrentamento didatico para tal situacgéo.

3.2. PEQUENA TEORIA

Definimos agora o que € uma fracdo continua seguindo TENGAN ET AL

(2003). Denota-se por | u |o maior inteiro menor ou igual a u. O simbolo : = significa

“igual por definigao”.

. Para

Definigdo: Dado um nimero x, sejaa, =|x|. Se x¢Z, ponha a, =
X —a,

cada neN considera-se a sequéncia de numeros naturais (a,) definida

recursivamente através da relagéo a, = | a, |. Se o, ¢ Z entdo «,, =

i) Se paraalgum nell , o, = a, tem-se



ii) Caso contrario

x=a,+ L a., = 1
~“ v Y T
a+ 11 a,—-a
a,+
..+ 11
a +—
an+1
De fato, x=a,, e a,,,=
an_an an+1
indutivo:
1
X=a,+ 1
a, +
a, + 1
2 1
..+
1
a, t—

32

1
=a, =a,+——. Portanto, temos o passo
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Introduz-se a notagéo x=[ao;a1y...,an,an+1] para a ultima igualdade, sendo

que a,,, pode ser racional ou irracional. Se x ¢é racional, o processo de expanséo

em fragdo continua para em algum indice n, fato que primeiramente convém ser
exemplificado.

Exemplo 1:

Considere o algoritmo de Euclides para a determinacédo do mdc de dois
nameros inteiros. Sejam 64 e 36 estes numeros.

Deste modo tem-se:

64 = 36.1+ 28
36 =28.1+8
28=8.3+4
8=42+0

Logo mdc(64,36) = 4.

O algoritmo de Euclides possibilita visualizar a fragéo 6 da seguinte

maneira:
%=1+§=1+i=1+ L =1+ L =1+ L =1+ L ,
36 36 36 8 1 1 1
— 1+— 1+% 1+ 4 1+ ]
28 28 <0 3.7 34
8 8 8
4

mas
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8 =2 eassim — =1+—
4 36 1 1
T
3+
2
Tal processo mostra uma maneira diferente de representar numeros

racionais. Pode-se afirmar que i [1:1,3,2].

Exemplo 2:

Considerando agora =

2—5=3+£=3+1=3+ L =3+ =3+ ,
7 7 7 3 1 1
— 1+— 1+Z 1+—1
4 4 4 140
3 3
Desse modo
25 _13:1,1,3]

De modo geral, considere os inteiros a e b com b = 0. A divisdo euclidiana

fornece a igualdade a=a,b+r,, com 0 <r, <b, assim:

a,b+r, h
=a. +—=ag,. +
b 0 0

a_ 1

b b

i’

Agora, a partirde b e r,, obtém-se, a, e r, taisque b=a,.r,+r,, logo:
r, 1

=a,++-=a+—— =a,+ :
b a,.r +r, r,

I

a_ h
b b b
Os numeros &, sdo denominados quocientes parciais e [a,;a,,a,,

n >0 representa sua fragdo continua.
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No processo de divisbes sucessivas, apenas o primeiro quociente pode ser

positivo, negativo ou zero.

1. Se a> b o primeiro quociente parcial da fragéo continua é positivo.

2. Se O0<a< b o primeiro quociente parcial da fragdo continua € zero.

3. Se a for negativo, o primeiro quociente da fragado continua é negativo.

Exemplo 3:
1)—£——4 E——4+l=—4+ 1 =[—4;1,12].
13 13 13 14 ]
N +7
12 12
1 1 _ 1 _ 1 —
2)——0 31 =0+ 14 0+ 3 =0+ T
— 1+ 1 17 1+ 3
1 17 i 1+ >
14 14
0+ L =0+ L =0+ L =0+ 1 =
1 1 1 1
1+ 1+ 1+ 1+
1 1 1 1
1+ﬁ 1+ 5 1+ ] 1+ 1
— 4+— 4+§ 4+ ——+
2
[0;1,1,4,1,2].

Com os exemplos anteriores segue o teorema.

Teorema: Todo numero racional pode ser representado de até duas maneiras

distintas sob a forma de fragdo continua finita e toda fracdo continua finita

representa um numero racional.

Demonstragéo:
O segundo fato decorre de que o conjunto dos racionais € um corpo. Sejam

os inteiros p e g com q >0 tais que p=a,q+r,, 0<r,<q. O inteiro a, € o
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quociente, e r, o resto da divisdo de p por q. Portanto, vale a seguinte expressao

para o racional B:
q

P_ad L,
q q

Q |
Q | =

Se r,>0, pode-se entéo dividir q por r,, logo gq=a,,+r,, com 0<r, <r,.

Deste modo inverte-se o denominador e se obtém:

1
B = ao +_ = ao +
q q
h h
Tal processo pode ser continuado, e se encerrara quando o resto, digamos
r,, for igual a zero. Isto fatalmente ocorrera, porque a sequéncia de restos € uma

sequéncia de inteiros ndo negativos, estritamente decrescentes.

Numa representacdo de uma fragdo continua de um numero racional, quando
o ultimo quociente a, for maior que 1 pode-se substitui-lo por (an —1)+€, por isto a

duplicidade de representagcbes possiveis em fragdo continua para um numero

racional.

Como exemplo, considere [1,2,1,2]

1+ 11 =1+ ! =1+ L
2+— 2+

1+1
2

A representacao acima pode assumir outra forma:
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1 =[1:2,111].

[1;212] = 1+; =1+ —
1 1
2+—— 2+
1 1
1+§ 1+—1
1+

O teorema sugere imediatamente a definigdo de numero irracional como

aquele cuja fragcao continua é infinita (sem ressalvas sobre periodicidade).

Exemplo 4:

\/5 é irracional.

Tem-se que \/E >1, desse modo:

V2 =1+ k
k=~2-1
1 1
— = —— =+2+1
k21
Utilizando a defini¢do de fragéo continua encontra-se que:

V2 =
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Logo J2 = [1; 2 2 2 2, ...] €um numero irracional.

Proposicéo 2.4. Para a, > a, > 1, defina uma sequéncia (a,),_, de numeros positivos

ny +1

e uma sequéncia (n,)_ de numeros inteiros positivos tal que a/, <a, <aj, e

k>1

a
— k 3
8y, = ——» €ntao
k+1

log, (a,) = 1

Demonstrago:
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Dado a, >a, >1, como a, >1, 3n, >0tal que, ay <a, <ay"", ou seja, n,+1 é
a primeira poténcia de a, que € maior do que a,.

Suponha construida a sequéncia (a,()mkgp+1 e (nk)Kk _,.4» Note ainda que

se obtem n, >0 da seguinte forma:

a =l
p+1 Ny
ap
Desse modo:
a,<a,,, in, >0 tal que
n, np+1
ay,<a,<aj,

Ny

.4 tem-se:

Dividindo todos os termos desta desigualdade por a

n,+1

ar, a ar
p+1 P p+1
Ny < Ny < np

ap+1 ap+1 ap+1

<l1<a,,<a,,

Assim

a>a,>a;>..>a,>..>1

Dessa forma, conseguiu-se construir uma sequéncia, limitada e decrescente

(a),., com a, >1, Vk e (n,) ., com n,>1, Vk. Vale lembrar que se trata de uma

k=1

sequéncia de Cauchy.

Logo log, (a,) =m <> (a,)" =a,, como a,>a, tem-se 0<m<1 e, portanto

m=0+i.
m1



Assim

Note que

n+1

(a,)" <a <(a,)

(a,)" <(a,)" <(a, )n1+1

n,<m,<n,+1.
L . 1

Tem-se que a parte inteira de m, € n, e desse modo m, =n, + —.
m

Assim

Note que




my, —

a, a,.
Assim

(a,)" <a, <(a, )"2+1

(a)" <(a)™ < (as)n2+1

n,<m,<n,+1.

o . 1

Tem-se que a parte inteira de m, € n, e desse modo m, = n, + —.
m
3

Continuando o processo tem-se:

Assim

Note que
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a, = (a,)m

my —
a, s -

Assim

a, )" <a, <(a,)""
4 3 4

(a,)" <(a,)™ < (6'4)”3+1

n,<m,<n,+1.

o . 1
Tem-se que a parte inteira de m, é n, e desse modo m, = n, +—. Desse

m,

modo

log,, (a,) = 1



Exemplo 5:

Obter os primeiros quocientes da fragéo continua de log(2).
Seja log(2) = x, assim 10* = 2. Note que:

10° <2< 10"

10° <10* <10'

O<x<1

Assim

1 1

0+— —
10 =10 ™ =10™ =2,
Logo 10 = 2™.
Note ainda que

22 <10<2*

2% < 2M <24

3<n,<4.

Assim a parte inteira de n, é 3 e consequentemente

43



Continuando o processo, nota-se que:

1 1

3+— —
10=2"=2 "™ =2°2"

3=

Ao
n
N

44



3<n, <4

Logo n, =3+—.

Agora

2=E.§n3
64 | 4

128 _ (5
125 4

)
125

45
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ISy

(128}9 (128j°
125 125

128\’ (128\" [(128)"°
125 125 125

9<n, <10.
Desse modo a parte inteira de n, € 9. Assim

log(2)=[0;3,3,9,...] =

0+ i
3+ ]
3+~
9
1 _84
3+g 93
28

3.3. FRAGOES CONTINUAS E OS IRRACIONAIS

Nessa altura da exposicao, sabe-se que um irracional deve ter uma fragédo

continua infinita. Na proxima secao, sera dado fundamento para se afirmar que toda



47

fracdo continua infinita representa um irracional. O exame da construgao da fragcéo
continua de um numero irracional requer o entendimento de substituicbes

recursivas, também chamada recorréncia.

Seja x um numero irracional qualquer e a, = |_xJ onde \_xJ significa o maior

inteiro menor do que x . Desse modo x pode ser escrito de tal modo:

1 1 : . . o
Xx=a,+—, com 0<—<1. Assim, x, = >1 é um numero irracional,

X, X, X—a,

- , : 1

porque do contrario x seria racional. Analogamente, x, = a,+—, com a, = \_xd e
X
2

0<i<1, continuando o procedimento, tem-se x, = >1 é& um numero

X3 X, —a,

irracional.

. . R 1 1
A férmula recursiva se 1&é x, =a,+——, com a, = | x,| e 0<——<1, note
X X

n+1 n+1

ainda a, €l ,i>1, g, el] .

O processo descrito anteriormente terminaria se x, =a,, para algum n, o

n
que é impossivel, pois x, € irracional para todo n. Deste modo podem-se fazer

substituicdes sucessivas dos respectivos x,, com i =1 2, ..., n, ... obtendo uma

fracao continua infinita,



la,;a,, a,, ...]
Que é a expansao do irracional x.

Exemplo: Escrever V3 como uma fracédo continua.

Seja \/§=1+i ,

X

Desse modo

48
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1+

1+

—_—

1+

1+

24

&=
|
—

49
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1;1 21 21, ...].
Desse modo, analisa-se um caso geral.
Considere /a, sendo a um nimero natural qgue néo é um quadrado perfeito.
Escreve-se f =b+x,com b naturale 0 < x <1.
Elevando os dois membros ao quadrado tém-se:

a=b?+2bx+x?

a-b’=x(2b+x)

_a-b?
2b+x
Denotando por p =a-b?, tem-se
Ja=b+—P =p+ P .
2b+ x 2b + P
2b+ P
2b+...

A expansdo acima € um caso de “fragdo continua generalizada”. A partir

deste ponto segue a definicao.

Definicdo: Dados a, €l e (a,), (bj) sequéncias de naturais, uma fragcao continua

generalizada é uma expressao do tipo:
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[a,;8,,8,,...;b,,b,,...] =&, +

Essa definicao foi bastante utilizada por Euler (KHRUSHCHEYV, 2008), sendo

particularmente conveniente para escrever expansdes em fragdes continuas de

funcdes, como e* .

3.4. CONVERGENTES DE FRAGOES CONTINUAS

A expansao em fragdes continuas em geral envolve as operagdes de divisdo e
soma uma infinidade de vezes. Nos séculos XVII e XVIII, isto n&do trazia grandes
preocupacdes, mas estas vieram logo no século XIX, assim como nas expansodes
em série (que tem como caso particular as expansdes decimais).

Dada « :[ao;anaz!...], a,ell, a ell, i>1, pergunta-se se esta representa

um numero. Esta pergunta pode ser respondida através de uma analise da fragao

continua truncada [ao; a1,a2,...,an] e conclui-se que certamente essa representa um

namero racional &, que é chamado convergente da fragdo continua. Desse modo

n

a expansao de




52
em fracdo continua, quando submetida ao truncamento, produz os seguintes
resultados:

C, = 81—0 C o=a+—,C,=a +—1— ..

Os termos ¢, sdo chamados de fragdes reduzidas ou convergentes da

fracao continua. Desse modo, o processo de escrita de um numero em fragcao
continua pode ser utilizado para obter numeros racionais, podendo provar que

estas se aproximam do numero referido. Assim se o =|[a,;a,a,,...,a,...] a

A , 1 . -
sequéncia, ¢, = L/ Qt———5 7 [ay;a,,...,a;], 0<i<n, convergira para a e
q.
i a,+
1
+7
ch
0 n—ésimo convergente, é o limite da propria fracdo continua, ou seja, lim L a.
n—oo q
n

Objetivando, o que se pretende mostrar aqui € a convergéncia da sequéncia &. De
a,

fato, pode-se mostrar mais, ou seja, que nesta sequéncia de racionais, cada termo &

uma melhor aproximag&do de numero irracional x = [ao; a,a, ] no sentido de ser o
numero mais préximo de x com o denominador q,, .

Em 1883 J.S. Smith (1826-1883) mostrou que |a-C

<|a-C,| donde

n+1

segue que Py € a melhor aproximagdo de « entre os numeros racionais com

n

denominador menor ou igual a q,. Este assunto, no entanto, ndo sera detalhado
aqui.
Pode-se entdo exemplificar essa convergéncia com um caso particular.

Exemplos:
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1) Note que 7 =[3;7,15,1,292111,2,..] e C, = [3;7] =3 += = % € a primeira

~N| =

convergente de x e ainda a melhor aproximagdo racional entre os numeros

racionais com denominador menor do que ou igual a 7.
2) Toma-se J2 = [1:;2,2,2,2,...] e ainda é sabido que V2 =1,41421356...

Deste modo a sequéncia de convergentes sera dada a seguir.

Coz&z[']]z']
4y
C1=&=[1;2]= +l=§=1,5
q, 2 2
C,=Pe=pt22=1+—_="2-1q4.
q2 2+1 5
2

C, = L 12 2 2]=1+— = — =141666....
q, 0. 11 12
2+—
2
C, = Pa 1 2, 2 2,2]= 1+; =M 1,4137931.
q, o, 1V 29
1
2+ ]
2+—
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CS=&=[1; 2,2 2,2,2]=1+ = — =14142875.
qs L 70

Procura-se neste momento mostrar alguns teoremas e proposi¢cdes que iréo

fortalecer e estabelecer regras para o estudo das convergentes.

Teorema 2.5.1 Dada uma sequéncia (finita ou infinita) a,,a,,a,,
a, >0, para n>1, defina as sequéncias (p,) e (q,) por:

Po =a,q, =1, py=aa, +1, g, = a,

pk+2 = ak+2pk+1 + pk ’ qk+2 = ak+2qk+1 + qk )

Entao

Além disto, p,..q, = P,d,. = (-1)", paratodo n>0.

...,com g, ell e
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Demonstracédo: pode-se provar tal teorema por inducdo finita. De fato,
G _Po
1 4q,

a]=

+
. Para n=1, [a,a]=a,+ 1_aatl_p

. O passo da indugao se

demonstra do seguinte modo:

[ao; a1faz""’an’an+1]

1
a +—— +
[ ’ an+1 j p”’1 pn72 —
n an+1 n- n-

pn+1
qn+1

A segunda afirmagdo também segue

por inducdo. De fato,

PGy — Pl = 82 +1-a,8,=1. Se p,.q,-p,q,..=(-1)", para certo n, entdo

pn+2qn+1 - pn+1qn+2 = (an+2pn+1 + pn)qn+1 - pn+1 (an+2qn+1 + qn) = pnqn+1 - pn+1qn = (_1)n+1 -



56

Decorre do teorema que os pares p,, q, sao primos entre si, para cada n.

Além disto, a sequéncia (qn), n>0 é de numeros positivos e estritamente

crescentes, portanto tende ao infinito.

—1)"
Proposigdo 2.5.1 Tem-se, para todo neN, x—&= ( ) onde
qn (an+1 + ﬂn+1)'qn

B = s = [0;a,.a, ,,a, 5-,a]. Em particular
q

n

by
a,

<|X—- = <

2 2 2"
(an+1+ n+1)'qn an+1'qn

(a,.,+2).9;

Demonstrago:

Note que

X—& = % 1-Pn + Pny _& = Prn1:9n — Pn9n4 -
qn an+1'qn + qn—1 qn (an+1'qn + qn—1 ) 'qn

_(pnqn—1 - pn—1qn) — _(_1)”71
(an+1'qn + qn—1)'qn (an+1'qn + qn—1)'qn

(-1’ N ) S )

(an+1'qn + qn—1)'q" {a 1 + qn_1] 2 (an+1 + n+1)'q§ -

q,

n

Em particular,

1
(an+1 + ﬂn+1 ) qr21 ’

Pn
a,

X —
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Note ainda que |a,.,| =a,,, e 0<p,,,<1, assim a,,,<a,,,+f,,<a,,+2, esta
implica a ultima afirmacéo.
Desse modo a expansédo de S, , como fragdo continua segue de
qn—1 = qn—1 = qn—1 - 1
q, a,4q,1+9, q, a,+ h
qn—1
Aplicado recursivamente.
|
p, 1 1 . .
Teorema. 2.5.2.: Tem-se, para todo neN, |x-—"<——<—, aléem disso,
qn qn'qn+1 qn
1
x—Pal o ~ ou x —Poa) o —.
qn 2qn qn+1 2'qn+1
Demonstragdo: O niumero X sempre pertence ao segmento de extremos Py e Prs
qn qn+1

cujo comprimento &

1 1
Fnl < .
2

S —<
qn'qn+1 q

Além disso, se

pn+1
qn+1

X— <

2'q§+1 ’

entao
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1 P Pn.1 1
= X"+ |x——"= = + =03q,.,=9,,
qn'qn+1 qn qn+1 2qr27 2 r27+1 1
0 que € um absurdo.
]
~ p 1 1 .
Observacdo: Decorre de |[x-—1< < 5, que quanto maior for a
qn qn'qn+1 an+1'qn
melhor sera a aproximagao P de x.
Exemplo 3: Seja a fracdo continua simples x =4+ 22 , entdo
8+————
2
8+ —5—
8+ ——;
8+

seus convergentes sao:

C=P =2y

9 1
C=Poyg 23817 _ 405
q, 8 8

_ P, _ a,p,+p, _ 834+4 _ 276
C,=—=-= = =

= 4,2461538.
q, a,q,+q, 8.8 +1 65
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_ Py _a.p,+p, _ 8276+34 _ 2242
q, a,.q9,+q, 8.65+8 528

= 4,22462121.

C = Pi_ acPitp, _ 822424276 _ 18212
=P o - -

= 4,2462112.
q, a,g,+q, 8.528 + 65 4289

Note que /18 = 4,2426406..., desta forma, a fracdo continua pode ser obtida

da expansao de 18 = 4,2426406.... E os convergentes desta fracdo tendem para
este valor.

Consequentemente percebe-se desse modo o preenchimento da reta
numérica com 0sS numeros racionais e irracionais, partindo das aproximacdes
realizadas por fragées continuas simples finitas (conjunto dos racionais Q) e infinitas
(conjunto dos irracionais Ir). Essa “reuniao” dos conjuntos, objetivando a busca da
continuidade, permite uma designagdo comum: “os numeros reais”. Conjunto onde
o conceito de numero passa a seguir um principio comum de fatoragdo e de

representacao.
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4. SITUAGOES-PROBLEMAS

Apresenta-se neste momento situagdes problemas que podem proporcionar
uma maneira motivadora e prazerosa para introduzir fragdes continuas no Ensino

Médio, sendo este o principal objetivo dessa dissertagao.

4.1. PROBLEMA DE APROXIMAGAO

4.1.1. (Unicamp - adaptado) Um engenheiro precisa interligar de forma suave
dois trechos paralelos de uma estrada, como mostra a figura abaixo. Para conectar
as faixas centrais da estrada, cujos eixos distam d metros um do outro, o
engenheiro planeja usar um segmento de reta de comprimento x e dois arcos de
circunferéncia de raio r e angulo interno « .

;
!

estrada

Interbits®

Se o0 engenheiro adotar o =45°, o0 segmento central medira
X = d\/§—2r(\/§—1). Nesse caso, supondo que d =72m e r = 36 m, determine a
distancia y entre as extremidades dos trechos a serem interligados, com preciséao

de 1 cm.

Resolugao:
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Interbits®

Parad=72m er=36m vem: x = 72-\/5—2-36-(«/5—1) =72 m. Queremos
calcular y = BC+CG+GH. Como os triangulos ABC e DEF sao congruentes,

FE = BC. Além disso, FE = @, pois FE // GH. Portanto,

y =2.BC+CG =

2-r-sen(a)+x-cos(a) =

2.36-sen45°+72-cos45° =

72\/§m.
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Tomando-se /2 = [1.2,2,2,2,...] e ainda & sabido que J2 =1,41421356...,
pela sequéncia de convergentes vista anteriormente tem-se que
y =72.1,41=101,52m.

4.1.2 (UFPE) Na ilustracdo abaixo, temos dois retangulos congruentes com

base medindo 12 cm, e altura 5 cm. Qual o inteiro mais préximo da distancia, em cm,

do ponto A até a horizontal?

Interbits®

30°

- A=y >

Resolucéo:

Considere a figura abaixo.

Do tridangulo ABC, vem que:
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sen(BéA) = 2:?:@

Logo, como BD =12cm, segue que

— — 5
CD=12-BC = |12—— |em.
2-%)

Além disso, do triangulo CDE, obtemos:

sen(CIf)E) = % < CE = E-sen(30°) = 6—%cm.

Portanto, o inteiro mais préoximo da distancia, em cm, do ponto A até a horizontal

€ dado por:

C+CE =

£+6 5
J3 243

104/3 53 _
+6- =
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53

—+6.

2

Toma-se V3 = [1 12121212 ..] e ainda & sabido que /3

1,7320508075.... Desse modo a sequéncia de convergentes sera dada a seguir.

CO=&=[1]=1
4,
1:&—[1;1]: +1=2=2
q, T 1
C,=P2=1,21=1+ 11 = 2 = 1666
2 1. 3
2
Cc,=P =11 1,2 1=1+ 11 =L o475
3 14— 4
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C, = Pa 11,2 1,2]= 1+; = 19 =1,727272....
q4 1+# 1
o, 1
1+ —
Co=Ps=pr121,21=1s— - 20 473333....
s 1+; 15
1
2+
1
1+ 1
2+
1

Assim AC+CE = 15\6+6 e usando a aproximagdo encontrada pelos

convergentes tem-se AC +CE = %Jﬁ = 10,33325.

Logo o inteiro mais préximo é 10.

4.2. Engrenagens

Um fabricante de relégios precisa produzir dois tipos de rodas dentadas na
razdo — . E impraticavel que essas rodas tenham mais do que 20 dentes. Encontre

algumas possibilidades para os numeros de dentes das rodas que irdo aproximar a

razao desejada.

Resolugao:
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O problema consiste em escrever, sequencialmente, os convergentes até

obter uma fragao que satisfaga o problema.

Se as rodas tém m e n dentes, queremos que sz/i. Veja que
n

\/5 =1,4142136...=21+0,41421136 .
Desse modo tem-se:

C, =1 (1° convergente).

1 _ 3
C, =1+— = — (2° convergente).
1 5 5 ( g )
1 7
C, =1+—— = — (3° convergente).
1 5
2+—
2
C, =1+ 1 -7 (4° convergente).
o 1 12
M
2+—
2

Deste modo o 4 convergente permite visualizar que o numero de dentes da
engrenagem maior seria 17 e da engrenagem menor 12, com aproximac¢ao dado por

1—;:1,4166667 O que proporciona uma aproximagado correta até a ordem dos

centésimos, o qual para o par de engrenagens usuais € satisfatério.
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4.3. O Problema do Calendario

Existem indicios que mesmo em eras pré-histéricas, alguns homens ja se
preocupavam em marcar o tempo. Em um periodo mais recente, os Sumérios
adotaram um Calendario bem parecido com o nosso, com um ano dividido em 12
meses de 30 dias, o dia em 12 periodos e cada um desses periodos em 30 partes.
Ja na Babilénia, havia um calendario com um ano de 12 meses lunares que se
alternavam em 29 e 30 dias, num total de 354 dias. Os egipcios inicialmente fizeram
um calendario baseado nos ciclos lunares, mas depois notaram que quando o Sol se
aproximava da "Estrela do Cao" (Sirius), estava proximo de o Nilo inundar. Notaram
que isso acontecia em ciclos de 365 dias. Com base nesse conhecimento eles
fizeram um Calendario com um ano de 365 dias, possivelmente inaugurado em
4.236 a.C.. Essa é a primeira data registrada na histoéria.

Segundo Teixeira e Khrushchev, na atualidade, existem aproximadamente 40
calendarios em uso no mundo, que podem ser classificados em trés tipos:

1. Solares: Baseados no movimento da Terra em torno do Sol; os meses nao
tém conexao com o movimento da Lua. Um exemplo desse tipo de calendario é o

cristao.

2. Lunares: Baseados no movimento da Lua; o ano ndo tem conexdo com o
movimento da Terra em torno do Sol. O calendario islamico € um exemplo desse tipo

de calendario.

3. Lunisolares: Os anos estdo relacionados com o movimento da Terra em
torno do Sol e os meses com o movimento da Lua em torno da Terra. O calendario

hebreu, que € o mais antigo ainda existente, € um exemplo desse tipo.
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Os principais calendarios cristaos, ainda em uso sédo os calendarios Juliano e
o Gregoriano.

O calendario Juliano foi proposto por Sosigenes, astronomo de Alexandria, e
introduzido por Julio César em 45 a.C.. Foi usado pelas igrejas e paises cristdos até
o século XVI, quando comecgou a ser trocado pelo calendario Gregoriano. Ainda é
usado por algumas Igrejas Ortodoxas, entre elas a Igreja Russa. Ja o calendario
Gregoriano foi proposto por Aloysius Lilius, astronomo de Napoles, e adotado pelo
Papa Gregoério Xlll, seguindo instru¢cées do Concilio de Trento (1545-1563). O
decreto instituindo esse calendario foi publicado em 24 de fevereiro de 1582.
Atualmente, a diferenca entre esses dois calendarios é de 13 dias, dado que foram
suprimidos 10 dias do ano de 1582, e que os anos de 1700, 1800 e 1900, nao foram
bissextos no calendario Gregoriano.

Devido as imprecisdes desses calendarios, em relagao a real duragdo de um
ano, o calendario Juliano se defasa de 1 dia a cada 128 anos, enquanto o calendario
Gregoriano se defasa 1 dia a cada 3.320 anos. De fato, dado que a cada ano, ocorre
uma defasagem de 11min 14seg, no Juliano, a cada 128 anos, teremos uma
defasagem de um dia.

Por meio de fragbes continuas, daremos um tratamento matematico ao
problema dos calendarios. Como ja observamos, a origem desse problema esta
relacionada ao fato da duragcdo de um ano terrestre ndo ser um numero inteiro de
dias. Matematicamente, esse problema se resolve ao se aproximar esse tempo

adicional por uma fragdo. Como veremos, o calendario Juliano aproxima esse

1
numero com sendo 1 E dessa forma, a cada 4 anos, se faz necessario termos um

ano bissexto. O método de fragdes continuas fornece uma sequéncia de fragées que
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rapidamente converge para o numero em questdo. Tais fragdes, longe de serem
complicadas, possuem como principal caracteristica o fato de terem denominadores
ndo tao grandes. E isso acarreta que as solugdes propostas por tal método possuem
regras ciclicas, de periodos aplicaveis.

O método de fragbes fornecera o calendario Juliano como uma solugéo
intermediaria do problema, ou seja, uma solugdo com uma imprecisdo. Além disso,
as demais aproximacgdes tém regras mais complexas. A solugdo proposta pela
comissao de Grego6rio conseguiu uma regra, que mesmo perdendo em precisao, €
bem simples de aplicacao.

Com precisao de segundos, um ano consiste de 365 dias, 5 horas, 48 minutos
e 46 segundos, ou seja, consiste no intervalo de 365,242199 dias. Apresenta-se
agora a solucao por fragbes continuas e também a solugdo decretada pelo Papa
Gregoério XIII para o problema do calendario.

Tem-se que a parte decimal do ano (0,242199074) evidentemente, deve ser
convertida em 1 dia (ano bissexto) num determinado periodo. Ao utilizar fragbes
continuas para resolver o problema obtém-se

5h48min46seg _
1 dia

20926 seg _
86400 seg

10463 _
43200
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4+ ]
7+
1
1+
1

3+ i
5+——
64

[0;4,7,1,3,5,64].

10463 ~ ,
Observe que 43200 ~0,242199074, esta fracdo continua [0;4,7,1,3,5,64]

fornece aproximacdes para o numero 0,242199074. E essas aproximacgdes
proporcionam diversas alternativas de corre¢céo do problema.

A primeira aproximagéo desse numero é dada por C, =[0;4] = % =0,25.

Esse convergente consiste na aproximacédo dada pelo calendario Juliano, que toma
um ano bissexto a cada 4 anos. Como se pode verificar no Calendario Juliano, em
média, um ano possui 365 dias e 6 horas. E essa média difere de 11min e 14
segundos da real duragdo de um ano. Portanto, esse é o erro encontrado ao utilizar
tal aproximacgdo. Esta diferenca pode até parecer pequena, mas, ao longo de
séculos, ndo pode ser desprezada, pois a mesma produz este erro a cada 128 anos,
um dia de avango em relagao ao ano real.

O proximo convergente € dado por C, =[0;4,7] = % = % ~ 0,24137931.
4+
7

Assim, com essa aproximacao, tém-se 7 anos bissextos a cada 29 anos. Contudo,

seria uma regra de dificil aplicabilidade. Pode-se simplifica-la, multiplicando seu
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1 _ 74 _ 28

1 = = , Ou
4+? 294 116

numerador e denominador por 4. Entdo, C, =[0;4,7] =

seja, a cada 116 anos tém-se somente 28 anos bissextos, ao invés dos 29 anos
bissextos previstos pelo calendario Juliano. Se utilizar tal aproximacao, deve-se
excluir um dos 29 anos que séo bissextos, e transforma-lo em um ano simples. A
unica complexidade dessa regra seria a obtengcdo dos multiplos de 116. O erro

ocasionado por essa aproximacgao seria de 1 minuto e 11 segundos a menos que a
duracao de 1 ano, pois, a fracéo % de um dia, equivale a aproximadamente 20855

segundos, que é 71 segundos a menos do que deve ser.
Essa diferenca de 20926 — 20855 = 71 segundos por ano gera a cada 1217
anos, o erro de um dia a menos no calendario em relagéo ao ano real.

1 =8 024242424 Essa
4. 1 33

7+1
1

A seguir, temos que C, =[0;4,7,1] =

. . . .8 . :
aproximacao é muito boa em termos de erro, pois a fracao 3 de um dia equivale a

20945 segundos, que é 19 segundos a mais do que o esperado. Isso ocasiona 1 dia
a mais a cada 4.547 anos. Seriam 8 anos bissextos em cada conjunto de 33 anos,

mas também, teriamos dificuldade com a elaboracdo de uma regra para sua

aplicacao. Podemos contornar tal problema, considerando que
C, =[0;471= 1 = 4.8 = 32 , entdo, se aplicassemos tal regra, teriamos
44 1 433 132
1
7 +-
1

32 anos bissextos a cada 132 anos, ao invés dos 33 anos bissextos do calendario
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Juliano. Da mesma forma do caso anterior, a principal dificuldade técnica seria a

obtengao dos multiplos de 132.

0] préximo convergente
1 31 . ‘o
C, = [0;4,7,1,3] = 3 = ~(0,2421785..., é extremamente proxima do
4o+ 128
1
7+—1
1+ —
3

esperado, diferindo apenas de 1 segundo da duragdo média de 1 ano, que é de fato
um erro muito pequeno. Assim, se utilizassemos tal regra, levariamos 86400 anos
para temos um dia de diferenga entre o calendario e o ano real. E, a cada 128 anos,
teriamos 31 anos bissextos, ao invés de 32, do calendario Juliano. Como veremos
na préxima secao, essa fragdo, possivelmente, teria sido a base para o calculo da
regra de Gregodrio.

O quinto convergente é mais preciso, mas, devido ao tamanho do seu

denominador, torna inviavel seu uso. C, =[0;4,7,13,5] = g ~0,242199108.

Novamente, tomaremos outro representante para C,, que ¢é dado por

163.4 _ 652

C, =[0;4,7,1,3,5] = = :
673.4 2692

Assim, se utilizassemos esse convergente, teriamos a cada 2692 anos, 652
anos bissextos, ao invés dos 673 previstos pelo calendario Juliano. Essa regra, além
de dificil aplicabilidade, pois teria um ciclo de 2692 anos, traria o problema da
escolha dos 21 anos que deveriam ser bissextos, mas seriam transformados em
anos simples. Isso poderia ser resolvido, por exemplo, excluindo-se um ano

bissexto, a cada 128 anos.
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4.4. Resistores

A Fisica e a Matematica estdo fortemente ligadas e ha relacdo de
interdisciplinaridade em seus conteudos, principalmente no Ensino Médio.

Isso se faz presente quando, por exemplo, o aluno se defronta com os
primeiros problemas de cinematica, necessitando calcular, espacos, velocidades e
aceleracbes, o que requer conhecimentos matematicos prévios, relacionados as
funcbes de afins e quadraticas.

Sequenciando, tem-se no estudo da dindmica, o conceito de vetor e as
nocdes basicas de trigonometria serdo fundamentais para um bom aprendizado das
leis de Newton. Na verdade, essa relacao interdisciplinar sera mantida ao longo de
todo o Ensino Médio, de forma que cada novo topico de Fisica vai, em geral,
requerer o aprendizado de novos pré-requisitos matematicos por parte do aluno.

Desse ponto de vista, esta explicito que a auséncia de alguns temas no
curriculo de Matematica pode prejudicar o aprendizado dos tépicos de Fisica a eles
relacionados. Ha casos, inclusive, em que o nado conhecimento de determinados
temas impossibilita os alunos de resolver problemas correlatos. Neste momento,
relata-se um destes casos, o qual ocorreu recentemente com Divaldo Portilho Junior
no Colégio Classe em Goiania (Portilho, 2006), quando o mesmo propds um
problema de eletricidade aos seus alunos. Relatou-se que, nenhum de seus alunos,
conseguiu chegar a resposta certa, 0 mesmo ocorrendo, posteriormente, com alguns
colegas de profissdo, isto &, professores de Fisica de outras escolas. Apods
apresentar a resolucdo correta do problema e ocorrer uma discussédo sobre o

problema com seus alunos, verificou-se que isto se deu por falta de conhecimento
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de um pré-requisito matematico que, de fato, raramente é abordado de Matematica:
as fragdes continuas.

O problema em questdo é um exercicio de eletricidade envolvendo uma

associagdo mista de resistores, com resisténcias R, e R,. O problema consiste em

determinar a resisténcia equivalente entre os terminais do circuito, quando ha um
numero infinito de resistores no circuito.

Podem-se usar as fracdes continuas para resolver o problema proposto
inicialmente da seguinte maneira. Lembre-se ainda, que a associagao em série de

duas resisténcias R, e R, leva a uma resisténcia equivalente R, = R, + R, , ao passo
que a associagdo em paralelo leva a uma resisténcia equivalente R, dada por

1 1 1
— = —+—.
Rp 1 RZ

Seguindo o processo definido anteriormente e considerando a sequéncia de

malhas, tem-se:

1° passo
R,
M
Ry
: M
R,
Note que

R, =R,+R,+R, = 2R, +R,.

2° passo



X

%b

AW
%Rb %Rb
. W W
R, R,
Note que
R,=R,+R, + 1 = 2R, + T
R, R, R, R,
3° passo
R, R, R,
MW Ay A
% Ry 2 R, %Rb
. M Wy Wy
R, R, R,
Note que
R.=R +R_+ 1 =2R + 1
3 a a 1 1 1
— —+
Ry R Ry 2R, +
b1
- + -
Rb
4° passo
R, R, R, Ra
W L W AW
% Rh %Hﬁ %Rh
. W W W W
R, R, R, Ra

Note que

75



76

_ 1 _ 1
R, =R, +R, + ] ] = 2R, + ] ]
R, R, R, 1
b b 2R, + ] 1
R, 1
b
2R, + ] ]
- + R
Rb 1
No n—ésimo passo
RG Ra Ra Ra
W W M W
2Ry ZRy =R, SR,
W W W - —
R, R, R, R,

Observando o padréao recursivo dos passos anteriores, tem-se:

Seja x o valor da resisténcia equivalente do circuito quando n tende ao

infinito, e consequentemente:

_ 1 _ 1
x—2Ra+1 1 _2Ra+’| 1
R, 2R, + b X
1 1
R 1
b 2R"+’I ]
Ro 2R+
+
R»
Desse modo
1
x=2R,+ ]
7_'_7
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x=2R, + R,
xR,
X=2R, + XR,
X+R,
X—2R, = xR,
X+R

X

Obviamente, x n&o pode ser negativo e esta é a resisténcia equivalente

X = Ra.(1+ /1+ 2R, J
Ra

Note que x pode ser um numero racional e desse modo tem-se uma fracao

desejada.

continua generalizada.
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5. CONCLUSAO

Nesta dissertagcdo, mostrou-se uma opc¢ao para a introdugcéo do ensino de
numeros irracionais. Trata-se de um tema relevante para o ensino médio, ao se
verificar uma importante lacuna que existe quando se constréi os conjuntos
numéricos na educacao basica.

Constata-se a dificuldade em definir e apresentar um numero irracional nas
séries iniciais e no ensino médio, que segundo os Parametros Curriculares
Nacionais, deve ser reconhecido como uma expansdo decimal infinita e nao
periodica.

O uso dos converges fornece uma escala natural para as boas aproximacdes
de numeros, racionais e irracionais. Junte-se a isto a oportunidade propiciada pela
introdugdo de um assunto que articula diversos conceitos matematicos usuais no
ensino basico, abrindo caminhos para a construgdo de uma rede de significados
tomando como mote o conceito de frag&o continua.

As contribuicbes de ordem didatica, com a realizacdo das aproximacdes de
raizes de numeros que ndo sao quadrados perfeitos, niumeros irracionais, em que o
recurso das fragdes continuas se configura como método de calculo de
aproximacgdes. Compare-se com o método usual do uso de calculadoras. Isto se faz
com apreco ao rigor matematico, e aproveitando a ligagdo com outras competéncias
como a algébrica e a aritmética.

As fragdes continuas, inclusive por seu desenvolvimento historico,
apresentam uma possibilidade de abordar os numeros irracionais na educacao
basica. Um numero é irracional se a sua representagdo em forma de frag&o continua

é infinita. Caso a representacdo de um numero em fragdes continuas seja finita,
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trata-se de um numero racional. Esta forma de abordagem evita a definicdo por

complementaridade dos numeros irracionais.
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