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“A gente não pode ter tudo
Qual seria a graça do mundo se fosse

assim?
Por isso eu prefiro sorrisos

E os presentes que a vida trouxe para perto
de mim”

(Ana Vilela)
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1 INTRODUÇÃO

A modelagem e simulação de fenômenos naturais por meio da manipulação de
equações diferenciais constitui uma importante ferramenta para a Ciência. Contudo, de-
vido ao fato de que a grande maioria das equações diferenciais não possui solução analítica,
é necessária a aplicação de métodos numéricos para sua resolução. Uma das características
mais importantes dos métodos numéricos é a necessidade de malhas computacionais para
descrever a geometria do meio que está sendo investigado.

A malha consiste no domínio físico discretizado, ou seja, no domínio físico repre-
sentado através de um conjunto de pontos [1, 2]. O processo de discretização constitui-se
como um passo indispensável, pelo fato de que esses métodos de resolução não permitem
a obtenção de uma solução para todos os pontos do domínio [3].

Uma malha computacional é formada por um agrupamento de células, limitadas
por arestas denominadas de faces e contendo vértices chamados de nós [3, 4]. Dependendo
do tipo de malha, essas células podem possuir diferentes formas, tais como triângulos ou
quadriláteros quando se consideram duas dimensões, e tetraedros ou hexaedros, em três
dimensões [2].

As malhas possuem determinadas classificações dependendo do parâmetro empre-
gado, como segue [3]:

• de acordo com o espaçamento entre os pontos: malhas uniformes ou não uniformes;

• de acordo com a distribuição espacial dos pontos: malhas estruturadas ou não es-
truturadas.

A Figura 1 ilustra, por meio de um exemplo, as principais diferenças entre as malhas
uniformes, Figura 1a, e as não uniformes, Figura 1b.
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(a) Malha uniforme (b) Malha não uniforme

Figura 1 – Classificação de malhas quanto ao espaçamento entre os pontos

Analogamente, a Figura 2 demonstra as principais diferenças entre as malhas es-
truturadas, Figura 2a, e as não estruturadas, Figura 2b.

(a) Malha estruturada (b) Malha não estruturada

Figura 2 – Classificação de malhas quanto à distribuição espacial dos pontos

Existe também o conceito de malhas híbridas ou estruturadas em blocos, as quais
consistem em malhas constituídas por uma pequena quantidade de elementos estrutura-
dos combinados através de um padrão não estruturado [2]. Entretanto, sua geração para
quaisquer geometrias constitui ainda um obstáculo [2].

As malhas estruturadas podem ser definidas como aquelas cujos elementos podem
ser facilmente ordenados, enquanto que as malhas não estruturadas não apresentam um
padrão de ordenação. Ainda, as malhas não estruturadas possuem a característica de serem
mais versáteis que as estruturadas [2, 5], o que permite a sua adaptabilidade às geometrias
consideradas complexas. Em contrapartida, como apresentam dificuldade de ordenação
dos volumes elementares, ou seja, as células da malha, implicam diretamente no consumo
adicional de memória, devido ao aumento das dimensões da matriz computacional. Assim,
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em virtude da facilidade de manipulação dos elementos da malha, considera-se, neste
trabalho, a utilização de malhas estruturadas.

Para representar as estruturas físicas, ou seja, o domínio a ser estudado, em um
ambiente computacional, a utilização das estruturas de organização de dados mais sim-
ples, tais como matrizes e vetores, tende a não ser capaz de descrever, de forma realística,
o objeto de estudo. Dessa maneira, diferentes técnicas têm sido empregadas como alterna-
tivas para a representação de domínios, tais como malhas estruturadas e não estruturadas,
generalizadas ou híbridas, possuindo vantagens e desvantagens quanto à flexibilidade e à
capacidade representativa dos objetos em estudo [5, 6, 7, 8, 9, 10].

No que diz respeito ao sistema de coordenadas, o sistema de coordenadas cartesi-
anas é comumente adotado para a representação do domínio físico do problema, devido a
sua simplicidade. No entanto, para problemas que envolvem geometrias complexas, esse
sistema de coordenadas acarreta uma má adequação da fronteira do problema, pelo fato
de que o domínio físico não coincide com o domínio da malha computacional.

O sistema de coordenadas generalizadas, também denominado como sistema de
coordenadas curvilíneas, cujas malhas produzidas são do tipo estruturadas, possibilita
também a adaptabilidade presente em malhas não estruturadas, permitindo a represen-
tação computacional se adequar à geometria do problema, a qual pode ser complexa ou
não [5, 6, 8, 10, 11]. Outro fator que se deve levar em consideração é a possibilidade de
se concentrar pontos da malha conforme a necessidade, proporcionando um estudo mais
aprofundado em uma certa localização dentro da geometria.

Assim, buscando uma forma representativa e simplificada quanto à estruturação
computacional e partindo de uma mudança de sistema de coordenadas, é possível converter
um domínio descrito de forma complexa em um conjunto de dados facilmente manipulável
[5]. No âmbito de problemas matemáticos, pode-se transformar uma geometria qualquer,
descrita em coordenadas cartesianas, em coordenadas generalizadas, permitindo melhor
adequação na modelagem computacional [5, 6, 7, 8, 10, 11, 12, 13].

Entretanto, a geração de malhas em coordenadas generalizadas, assim como em
qualquer outro sistema de coordenadas, pode introduzir elementos considerados de me-
nor qualidade nas malhas, dependendo da complexidade da geometria e do refinamento
empregado. Um elemento dessa categoria é aquele sobre o qual a resolução de alguma
equação diferencial descrevendo um fenômeno qualquer produz resultados insatisfatórios
[14, 15, 16], tais como instabilidade numérica e inadequação à realidade.

Dessa forma, pode-se enunciar que, quanto maior a regularidade da geometria
do elemento, melhor será a qualidade da malha que o contém [17, 18]. Uma vez que
os elementos pertencentes às malhas em coordenadas generalizadas são quadriláteros, é
importante que a geometria do elemento se aproxime de um quadrado. Para tal, após o
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processo de geração, é fundamental identificar os elementos de menor qualidade, a fim de
que, posteriormente, possam ser restaurados.

O processo de identificação dos elementos de menor qualidade pode ser realizado
por meio da aplicação de métricas de qualidade, as quais atribuem valores numéricos aos
elementos, os ordenam de acordo com os valores calculados e os classificam entre maior e
menor qualidade. Para este trabalho, três critérios são utilizados para a classificação de
tais elementos, os quais permitem averiguar a similaridade a um quadrado.

1.1 Objetivos

Este trabalho tem como objetivo o desenvolvimento de um gerador de malhas
bidimensionais, utilizando a teoria de métricas de transformação em coordenadas gene-
ralizadas e produzindo um domínio mapeado para manipulações matemáticas, o qual
descreve um objeto físico qualquer, a partir de um conjunto finito de pontos.

Visando um melhor mapeamento da localização dos pontos pertencentes à malha,
três critérios para análise de qualidade são propostos e aplicados: as razões entre o tama-
nho de cada aresta do elemento com os demais, os ângulos internos e a compacidade do
elemento. Todos os critérios verificam a similaridade dos elementos da malha computacio-
nal a um quadrado, elemento considerado ideal, identificando assim aqueles considerados
de menor qualidade.

1.2 Organização do Trabalho

Este trabalho encontra-se estruturado como apresentado a seguir.

• No Capítulo 2, explicam-se os principais conceitos associados aos processos de ge-
ração de malhas em coordenadas generalizadas e de análise de qualidade. Dedica-se
também uma seção para a revisão de trabalhos relacionados, apresentando as res-
pectivas metodologias empregadas.

• No Capítulo 3, demonstram-se os procedimentos metodológicos aplicados nos pro-
cessos de aquisição de pontos de fronteira, geração de malhas bidimensionais em
coordenadas generalizadas e análise de qualidade das malhas produzidas.

• No Capítulo 4, executam-se diferentes experimentos envolvendo geometrias variadas
e utilizando malhas computacionais com um bloco e multi-blocos, como forma de va-
lidação dos algoritmos desenvolvidos e dos procedimentos metodológicos aplicados.
Ainda, discutem-se os resultados obtidos para cada experimento.

• No Capítulo 5, apontam-se as considerações finais, incluindo as contribuições espe-
radas deste trabalho e possíveis trabalhos futuros.
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2 FUNDAMENTAÇÃO TEÓRICO-METODOLÓGICA

Neste capítulo, apresentam-se os conceitos mais relevantes para facilitar o enten-
dimento da metodologia adotada nos processos de geração de malhas em coordenadas
generalizadas e de análise de qualidade.

Expondo uma visão geral dos conceitos associados à geração de malhas, na Seção
2.1, explica-se o método de interpolação para a construção das fronteiras da geometria
em estudo; na Seção 2.2, define-se o conceito de equações diferenciais e suas classifica-
ções, como auxílio à compreensão das equações governantes para a geração de malhas;
na Seção 2.3, esclarece-se a ideia de métodos numéricos para a solução de equações dife-
renciais, salientando o método de diferenças finitas; na Seção 2.4, introduz-se o sistema
de coordenadas generalizadas e apresentam-se as métricas de transformação e o processo
de geração de malhas bidimensionais; e, na Seção 2.5, aborda-se o método para a resolu-
ção de sistemas lineares, necessário para o desenvolvimento computacional das equações
governantes.

No que se refere aos conceitos associados à análise de qualidade de malhas, na
Seção 2.6, explica-se o problema do ajuste de curvas, destacando o método de mínimos
quadrados; e, na Seção 2.7, define-se o conceito de clusterização, enfatizando o algoritmo k-
means. Ambas as seções são importantes para os algoritmos desenvolvidos nesse processo.

Finalmente, na Seção 2.8, realiza-se uma revisão bibliográfica de trabalhos rela-
cionados ao processo de análise de qualidade de malhas computacionais, acompanhados
com as respectivas metodologias empregadas.

2.1 Método de Interpolação

O método de interpolação consiste em aproximar uma função 𝑓(𝑥) por meio de
outra função 𝑔(𝑥), satisfazendo determinadas propriedades. Esse método é aplicável a
diferentes situações, quando, por exemplo, é necessário encontrar valores da função em
pontos não tabelados, utilizando somente os pontos conhecidos [19]. A esse conjunto de
pontos conhecidos, denominam-se nós da interpolação.

Expressando o método matematicamente, dada uma função 𝑓(𝑥), são conhecidos
os valores da função em 𝑛 + 1 nós da interpolação: 𝑥0, 𝑥1, . . . , 𝑥𝑛. A função interpoladora
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𝑔(𝑥) que aproxima 𝑓(𝑥) [19] é tal que⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

𝑔(𝑥0) = 𝑓(𝑥0)
𝑔(𝑥1) = 𝑓(𝑥1)

...
𝑔(𝑥𝑛) = 𝑓(𝑥𝑛).

(2.1)

Em outras palavras, o Sistema de Equações (2.1) enuncia que os nós da interpolação
(𝑥𝑖, 𝑓(𝑥𝑖)), em que 𝑖 = 0, . . . , 𝑛, devem obrigatoriamente pertencer à função interpoladora
𝑔(𝑥).

A aproximação de uma função, em determinados casos, pode produzir resultados
insatisfatórios, isto é, o erro existente entre a função interpoladora com respeito à função
original pode ser suficientemente grande. Com a finalidade de minimizar esse erro, surge
o conceito de funções spline, o qual é apresentado na Subseção 2.1.1.

2.1.1 Funções Spline

As funções spline consistem em uma alternativa, na qual a interpolação é reali-
zada em grupos de poucos pontos. Essa interpolação deve obedecer condições, as quais
estabelecem que a função de aproximação deve ser contínua, assim como suas derivadas,
até uma certa ordem. Uma função 𝑆𝑝(𝑥), dita como spline de grau 𝑝, possui a função
interpoladora 𝑔(𝑥) descrita como um polinômio de grau 𝑝 [19].

Durante o processo de geração de malhas em coordenadas generalizadas, uma im-
portante etapa necessita ser realizada, referindo-se à definição das fronteiras da geometria
em estudo. Nessa etapa, a técnica de spline linear 𝑆1(𝑥) é empregada, cuja função é re-
presentada na forma paramétrica, por meio das funções SLP𝑥(𝑡) e SLP𝑦(𝑡) dadas por
[5, 11, 19]

SLP𝑥(𝑡) = 𝑥𝑖

(︃
𝑡𝑖+1 − 𝑡

𝑡𝑖+1 − 𝑡𝑖

)︃
+ 𝑥𝑖+1

(︃
𝑡− 𝑡𝑖

𝑡𝑖+1 − 𝑡𝑖

)︃
; (2.2)

SLP𝑦(𝑡) = 𝑦𝑖

(︃
𝑡𝑖+1 − 𝑡

𝑡𝑖+1 − 𝑡𝑖

)︃
+ 𝑦𝑖+1

(︃
𝑡− 𝑡𝑖

𝑡𝑖+1 − 𝑡𝑖

)︃
; ∀𝑡 ∈ [𝑡𝑖, 𝑡𝑖+1], (2.3)

em que 𝑖 = 0, . . . , 𝑛− 1, levando em consideração que existem 𝑛 + 1 nós da interpolação.

Com a finalidade de facilitar a compreensão das equações governantes para a gera-
ção de malhas em coordenadas generalizadas, a Seção 2.2 explica o conceito de equações
diferenciais e suas classificações.

2.2 Equações Diferenciais

No contexto da Matemática, equação diferencial é a denominação dada às equa-
ções que contêm derivadas [20]. As equações diferenciais são extremamente importantes
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em diferentes áreas do conhecimento pelo fato de que possibilitam determinar o com-
portamento de diversos fenômenos físicos, químicos, biológicos, entre outros. Em outras
palavras, uma grande variedade de aplicações é proporcionada pelo estudo e resolução
das equações diferenciais [20, 21]. Alguns exemplos de aplicações modeladas por essas
equações são: problemas envolvendo o movimento de fluidos, o fluxo de corrente elétrica
em circuitos, a dissipação de calor em objetos sólidos, a propagação e detecção de ondas
sísmicas e a variação da taxa populacional [20].

Nas equações diferenciais, uma função constitui a incógnita do problema, o que
permite classificá-las da seguinte maneira [20]:

• Equações Diferenciais Ordinárias (EDOs): equações compostas por derivadas sim-
ples, isto é, a função desconhecida depende de uma única variável independente;

• Equações Diferenciais Parciais (EDPs): equações compostas por derivadas parciais,
ou seja, a função desconhecida depende de duas ou mais variáveis independentes.

Apesar de possuírem soluções que descrevem comportamentos bastante diferentes, uma
EDO consiste basicamente em um caso especial de EDP [21].

Em muitas situações, outra questão que também deve ser levada em consideração
está no fato de que podem existir mais de uma função desconhecida. Nesses casos, é
necessário um sistema de equações diferenciais para a sua resolução [20].

Um conceito muito importante quando se trata de equações diferenciais é a ordem,
a qual corresponde à ordem da maior derivada presente na equação [20, 22]. Esse conceito
possibilita formular, de maneira matemática, as EDOs e as EDPs.

Uma EDO de ordem 𝑛 para uma função desconhecida 𝑦(𝑥) é descrita por [21]

𝐹 (𝑥, 𝑦(𝑥), 𝑦′(𝑥), . . . , 𝑦(𝑛)(𝑥)) = 0. (2.4)

Uma EDP, por exemplo, de segunda ordem para uma função desconhecida 𝑢(𝑥, 𝑦), isto é,
dependente de duas variáveis, é expressa por [21]

𝐹 (𝑥, 𝑦, 𝑢, 𝑢𝑥, 𝑢𝑦, 𝑢𝑥𝑥, 𝑢𝑥𝑦, 𝑢𝑦𝑦) = 0. (2.5)

As EDPs de ordem 𝑛 com mais variáveis independentes possuem formulações análogas.
Ainda, nas Equações (2.4) e (2.5), 𝐹 é uma função conhecida, a qual representa a equação
diferencial, dado o problema.

Outra classificação possível para as equações diferenciais pode ser realizada se-
gundo a linearidade, ou seja, uma equação diferencial é dita linear se a função 𝐹 é linear
em relação à função desconhecida e suas derivadas [20, 21]. Atualmente, os métodos exis-
tentes para a resolução de equações lineares são bastante satisfatórios, porém ainda há



32

grande dificuldade em se resolver equações não lineares [20]. Por esse motivo, quando o
fenômeno pode ser representado por uma equação linear, é comum realizar um processo
denominado de linearização, consistindo na aproximação de uma equação não linear por
uma linear [20].

De modo particular, as EDPs possuem também uma classificação específica. Con-
sidere reescrever a Equação (2.5) como combinação linear da função desconhecida 𝑢(𝑥, 𝑦)
e de suas derivadas, de acordo com [23]

𝑎
𝜕2𝑢

𝜕𝑥2 + 𝑏
𝜕2𝑢

𝜕𝑥𝜕𝑦
+ 𝑐

𝜕2𝑢

𝜕𝑦2 + 𝑑
𝜕𝑢

𝜕𝑥
+ 𝑒

𝜕𝑢

𝜕𝑦
+ 𝑓𝑢 + 𝑔 = 0; (2.6)

em que 𝑎, 𝑏, 𝑐, 𝑑, 𝑒, 𝑓 e 𝑔 podem ser funções dependentes de 𝑥, 𝑦 e 𝑢. Sabendo-se que
Δ = 𝑏2 − 4𝑎𝑐, a EDP, representada na Equação (2.6), pode ser classificada como segue
[23]:

• elíptica: quando Δ < 0;

• parabólica: quando Δ = 0;

• hiperbólica: quando Δ > 0.

Tendo em vista que boa parte das equações diferenciais não possuem soluções
analíticas, isto é, soluções exatas, a obtenção de uma solução numérica apropriada é
fundamental. Para tal fim, é necessário o desenvolvimento de um modelo matemático
capaz de representar o problema em questão [3]. Esse modelo é constituído pelas equações
e pelo domínio físico do problema, os quais devem estar adequadamente expressos [3].

As equações diferenciais aproximadas são encontradas através de métodos numéri-
cos de resolução, os quais são especificados na Seção 2.3, destacando o método de diferen-
ças finitas. Além disso, o domínio físico, representado na forma de malhas computacionais
descritas no sistema de coordenadas generalizadas, é definido de maneira mais detalhada
na Seção 2.4.

2.3 Solução Numérica de Equações Diferenciais

Para se solucionar numericamente uma equação diferencial, assim como o domí-
nio físico, também é necessário discretizá-la, realizando manipulações algébricas para
expressá-la na forma de operações aritméticas facilmente interpretadas pelo computa-
dor [3, 23]. Essa discretização é realizada através de metodologias, dentre as quais as
mais conhecidas atualmente são: diferenças finitas, elementos finitos, volumes finitos e os
métodos espectrais [24].
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Em virtude da sua simplicidade, aplica-se o método de diferenças finitas como es-
tratégia de discretização das equações governantes para a geração de malhas bidimensio-
nais em coordenadas generalizadas neste trabalho. Esse método e suas principais equações
de aproximação são abordados na Subseção 2.3.1.

2.3.1 Método de Diferenças Finitas

O método numérico por diferenças finitas realiza o processo de discretização das
equações diferenciais em função dos pontos (nós) da malha computacional, nos quais se
deve representar a sua solução aproximada [23]. Essa aproximação pode ser encontrada
por meio de técnicas, das quais as mais empregadas são: a interpolação polinomial e a
expansão em série de Taylor [1]. Neste trabalho, adota-se a expansão em série de Taylor
para as aproximações.

Tendo em vista que as equações governantes para a geração de malhas bidimensi-
onais em coordenadas generalizadas são EDPs dependentes de duas variáveis, as equações
de aproximação são desenvolvidas considerando uma função 𝑢 = 𝑢(𝑥, 𝑦) contínua e com
derivadas contínuas. Consideram-se também um espaçamento ℎ na direção 𝑥 e um espa-
çamento 𝑘 na direção 𝑦. Dessa maneira, a expansão de 𝑢 em série de Taylor na direção 𝑥

é descrita por [23]

𝑢(𝑥 + ℎ, 𝑦) = 𝑢(𝑥, 𝑦) + ℎ
𝜕𝑢(𝑥, 𝑦)

𝜕𝑥
+ ℎ2

2
𝜕2𝑢(𝑥, 𝑦)

𝜕𝑥2 + ℎ3

6
𝜕3𝑢(𝑥, 𝑦)

𝜕𝑥3 + . . . (2.7)

Da mesma forma,

𝑢(𝑥− ℎ, 𝑦) = 𝑢(𝑥, 𝑦)− ℎ
𝜕𝑢(𝑥, 𝑦)

𝜕𝑥
+ ℎ2

2
𝜕2𝑢(𝑥, 𝑦)

𝜕𝑥2 − ℎ3

6
𝜕3𝑢(𝑥, 𝑦)

𝜕𝑥3 + . . . (2.8)

A partir da Equação (2.7), desprezando-se a expressão ℎ2

2
𝜕2𝑢(𝑥, 𝑦)

𝜕𝑥2 +ℎ3

6
𝜕3𝑢(𝑥, 𝑦)

𝜕𝑥3 +

. . . , tem-se que 𝑢(𝑥+ℎ, 𝑦) ≈ 𝑢(𝑥, 𝑦)+ℎ
𝜕𝑢(𝑥, 𝑦)

𝜕𝑥
. Dessa forma, a aproximação progressiva

(ou avançada) para a primeira derivada na direção 𝑥 é denotada por [23]

𝜕𝑢(𝑥, 𝑦)
𝜕𝑥

= 𝑢(𝑥 + ℎ, 𝑦)− 𝑢(𝑥, 𝑦)
ℎ

+ 𝑂(ℎ); (2.9)

em que 𝑂(ℎ) = ℎ

2
𝜕2𝑢(𝑥, 𝑦)

𝜕𝑥2 + ℎ2

6
𝜕3𝑢(𝑥, 𝑦)

𝜕𝑥3 + . . . é o erro de truncamento (ET) da série.

Analogamente, realizando o mesmo procedimento para a Equação (2.8), a aproxi-
mação regressiva (ou atrasada) para a primeira derivada na direção 𝑥 é expressa por [23]

𝜕𝑢(𝑥, 𝑦)
𝜕𝑥

= 𝑢(𝑥, 𝑦)− 𝑢(𝑥− ℎ, 𝑦)
ℎ

+ 𝑂(ℎ); (2.10)

em que ET é 𝑂(ℎ) = ℎ

2
𝜕2𝑢(𝑥, 𝑦)

𝜕𝑥2 − ℎ2

6
𝜕3𝑢(𝑥, 𝑦)

𝜕𝑥3 + . . . .
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Além disso, subtraindo a Equação (2.7) de (2.8) e realizando algumas manipulações
matemáticas, obtém-se a aproximação de diferença central para a primeira derivada na
direção 𝑥, dada por [23]

𝜕𝑢(𝑥, 𝑦)
𝜕𝑥

= 𝑢(𝑥 + ℎ, 𝑦)− 𝑢(𝑥− ℎ, 𝑦)
2ℎ

+ 𝑂(ℎ2); (2.11)

em que ET é 𝑂(ℎ2) = ℎ2

6
𝜕3𝑢(𝑥, 𝑦)

𝜕𝑥3 + ℎ4

120
𝜕5𝑢(𝑥, 𝑦)

𝜕𝑥5 + . . . .

De maneira análoga, é possível calcular aproximações para derivadas de ordens
superiores. Adicionando as Equações (2.7) e (2.8), obtém-se, por meio de alguns desen-
volvimentos matemáticos, a aproximação de diferença central para a segunda derivada na
direção 𝑥, expressada por [23]

𝜕2𝑢(𝑥, 𝑦)
𝜕𝑥2 = 𝑢(𝑥 + ℎ, 𝑦)− 2𝑢(𝑥, 𝑦) + 𝑢(𝑥− ℎ, 𝑦)

ℎ2 + 𝑂(ℎ2); (2.12)

em que a notação 𝑂(ℎ2) = ℎ2

12
𝜕4𝑢(𝑥, 𝑦)

𝜕𝑥4 + . . . indica que ET é de segunda ordem de
acurácia.

Vale ressaltar ainda que as aproximações demonstradas pelas Equações (2.9) -
(2.12) são semelhantes às discretizações efetuadas na direção 𝑦, considerando o espaça-
mento 𝑘. Assim sendo, as Equações (2.9) - (2.12) e suas formulações derivadas englobam
grande parte das formas de discretização que são utilizadas pelo método de diferenças
finitas. Para que o computador possa interpretá-las, a implementação das expressões é
comumente realizada pela manipulação de matrizes ou vetores.

A fim de facilitar a compreensão, considere, por exemplo, uma matriz contendo
os pontos da malha pertencentes a um meio bidimensional e a função 𝑢 = 𝑢(𝑥, 𝑦) pre-
viamente definida. Dessa forma, os valores de 𝑢(𝑥− ℎ, 𝑦), 𝑢(𝑥, 𝑦) e 𝑢(𝑥 + ℎ, 𝑦) presentes
nas aproximações correspondem respectivamente a 𝑢𝑖−1,𝑗, 𝑢𝑖,𝑗 e 𝑢𝑖+1,𝑗, onde 𝑖, 𝑗 equivale
à posição na matriz sobre a qual a derivada de 𝑢 está sendo aproximada, como se pode
verificar na Figura 3.
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𝑢(𝑥 − ℎ, 𝑦 + 𝑘)

𝑢𝑖−1,𝑗+1

𝑢(𝑥 − ℎ, 𝑦)

𝑢𝑖−1,𝑗

𝑢(𝑥 − ℎ, 𝑦 − 𝑘)

𝑢𝑖−1,𝑗−1

𝑢(𝑥, 𝑦 − 𝑘)

𝑢𝑖,𝑗−1

𝑢(𝑥, 𝑦)

𝑢𝑖,𝑗

𝑢(𝑥, 𝑦 + 𝑘)

𝑢𝑖,𝑗+1

𝑢(𝑥 + ℎ, 𝑦 + 𝑘)

𝑢𝑖+1,𝑗+1

𝑢(𝑥 + ℎ, 𝑦)

𝑢𝑖+1,𝑗

𝑢(𝑥 + ℎ, 𝑦 − 𝑘)

𝑢𝑖+1,𝑗−1

Figura 3 – Representação dos pontos utilizados na discretização pelo método de diferenças
finitas

2.4 Sistema de Coordenadas Generalizadas

Para que uma metodologia computacional possa ser aplicada para determinar a
solução numérica de equações diferenciais, é necessário discretizar o domínio [3], ou seja,
construir uma malha computacional que possa representar a geometria estudada e, assim,
obter os valores de interesse.

A discretização do domínio pode ser tratada segundo uma malha estruturada ou
não estruturada. As malhas não estruturadas são mais adaptáveis que as estruturadas
[2, 5], principalmente quando problemas que envolvem geometrias complexas são investi-
gados. Contudo, a grande desvantagem está relacionada à dificuldade de ordenação dos
elementos, o que implica na variação do tamanho das diagonais da matriz dos coeficientes
e no custo adicional do uso de memória, dificultando a aplicação de métodos numéricos
para o cálculo da solução de sistemas lineares. Sendo assim, a discretização do domínio
neste trabalho é realizada utilizando malhas estruturadas.

No que diz respeito ao sistema de coordenadas, em geral, o domínio do problema é
discretizado segundo o sistema de coordenadas cartesianas, por sua simplicidade. Porém,
para problemas com geometrias complexas, convém adotar outro sistema, devido ao fato
de que o sistema de coordenadas cartesianas leva a uma má adequação da fronteira, pois
o domínio físico nem sempre coincide com o domínio da malha. Para contornar a má
formação na fronteira de domínios complexos, é considerado o sistema de coordenadas
generalizadas, no qual a malha computacional coincide com a geometria do problema,
e o tratamento computacional torna-se mais adequado [5, 6, 8, 10, 11]. Outras razões
que levam ao uso do sistema de coordenadas generalizadas no processo de discretização
referem-se à menor dificuldade na programação de códigos computacionais para resolver
problemas complexos e à facilidade em desenvolver metodologias genéricas.
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Na Subseção 2.4.1, alguns conceitos básicos e importantes sobre a teoria de coor-
denadas generalizadas são introduzidos.

2.4.1 Conceitos Básicos

O mapeamento de geometrias irregulares ou regulares descritas em coordenadas
cartesianas (𝑥, 𝑦), Figura 4a, pode ser realizado para geometrias regulares representadas
em coordenadas generalizadas (𝜉, 𝜂), Figura 4b. As notações 𝜉 e 𝜂 indicam as linhas
coordenadas que compõem o sistema de coordenadas generalizadas. Nesse procedimento,
a transformação em geral é numérica entre os sistemas cartesiano e generalizado. O sistema
cartesiano (𝑥, 𝑦) é chamado de domínio físico, e o sistema generalizado (𝜉, 𝜂) é chamado
de domínio transformado ou computacional.

(a) Coordenadas cartesianas

(𝑥, 𝑦)

(b) Coordenadas generalizadas

(𝜉, 𝜂)

Figura 4 – Sistemas de coordenadas

Uma vez que o domínio transformado é regular, por conveniência, assume-se uma
normalização dos volumes elementares com dimensões unitárias, ou seja, Δ𝜉 = Δ𝜂 = 1.
Dessa forma, mesmo que no plano físico as linhas coordenadas assumam espaçamentos
arbitrários, no plano computacional as dimensões são fixas.

As métricas de transformação são encarregadas de realizar as compensações de-
correntes da mudança do sistema coordenado, tanto na malha computacional quanto nas
equações diferenciais do modelo [5]. A questão essencial consiste em determinar os pontos
(𝑥𝑖, 𝑦𝑗) das intersecções de todas as linhas 𝜉 e 𝜂, permitindo a geração da malha. Em posse
desses dados, é possível obter as relações matemáticas da transformação numericamente.
Assim, a Subseção 2.4.2 apresenta o desenvolvimento matemático para a definição das
métricas de transformação.
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2.4.2 Métricas de Transformação

A transformação de uma geometria não trivial descrita no sistema de coordenadas
cartesianas para o sistema de coordenadas generalizadas envolve encontrar métricas, ou
relações matemáticas, que possam representar os dados transformados de forma fiel ao
plano original. Dessa maneira, para a obtenção do sistema (𝜉, 𝜂), utilizam-se equações
geradoras do tipo [5]

𝜉 = 𝜉(𝑥, 𝑦); (2.13)
𝜂 = 𝜂(𝑥, 𝑦). (2.14)

As métricas de transformação, a partir de diferenciais das Equações (2.13) e (2.14), são

𝑑𝜉 = 𝜉𝑥𝑑𝑥 + 𝜉𝑦𝑑𝑦; (2.15)
𝑑𝜂 = 𝜂𝑥𝑑𝑥 + 𝜂𝑦𝑑𝑦; (2.16)

ou, na forma matricial, ⎛⎝ 𝑑𝜉

𝑑𝜂

⎞⎠ =
⎛⎝ 𝜉𝑥 𝜉𝑦

𝜂𝑥 𝜂𝑦

⎞⎠ ·
⎛⎝ 𝑑𝑥

𝑑𝑦

⎞⎠ ; (2.17)

que pode também ser escrita como

𝑑𝑡 = 𝐴𝑑𝑓 ; (2.18)

em que 𝑑𝑡 e 𝑑𝑓 representam, respectivamente, as diferenciais no domínio transformado e
físico, enquanto 𝐴 é a matriz de transformação entre os domínios.

Partindo do pressuposto de que é possível encontrar uma representação no sis-
tema de coordenadas cartesianas para um modelo descrito em coordenadas generalizadas,
admite-se a existência da inversa das Equações (2.13) e (2.14), logo [5]

𝑥 = 𝑥(𝜉, 𝜂); (2.19)
𝑦 = 𝑦(𝜉, 𝜂); (2.20)

onde se pode igualmente afirmar, a partir de diferenciais das Equações (2.19) e (2.20),
que

𝑑𝑥 = 𝑥𝜉𝑑𝜉 + 𝑥𝜂𝑑𝜂; (2.21)
𝑑𝑦 = 𝑦𝜉𝑑𝜉 + 𝑦𝜂𝑑𝜂; (2.22)

ou, na forma matricial, ⎛⎝ 𝑑𝑥

𝑑𝑦

⎞⎠ =
⎛⎝ 𝑥𝜉 𝑥𝜂

𝑦𝜉 𝑦𝜂

⎞⎠ ·
⎛⎝ 𝑑𝜉

𝑑𝜂

⎞⎠ ; (2.23)
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que pode também ser escrita como

𝑑𝑓 = 𝐵𝑑𝑡; (2.24)

sendo 𝐵 a matriz de transformação entre os domínios físico e transformado.

Substituindo a Equação (2.18) em (2.24), obtém-se 𝑑𝑓 = 𝐵𝐴𝑑𝑓 , de modo que
𝐵𝐴 = 𝐼 ou equivalentemente 𝐴 = 𝐵−1. Dessa forma, a matriz 𝐴 torna-se

⎛⎝ 𝜉𝑥 𝜉𝑦

𝜂𝑥 𝜂𝑦

⎞⎠ =

⎛⎜⎜⎜⎝
𝑦𝜂

𝑥𝜉𝑦𝜂 − 𝑥𝜂𝑦𝜉

−𝑥𝜂

𝑥𝜉𝑦𝜂 − 𝑥𝜂𝑦𝜉
−𝑦𝜉

𝑥𝜉𝑦𝜂 − 𝑥𝜂𝑦𝜉

𝑥𝜉

𝑥𝜉𝑦𝜂 − 𝑥𝜂𝑦𝜉

⎞⎟⎟⎟⎠ . (2.25)

A partir da igualdade matricial dada na Equação (2.25), encontra-se

𝜉𝑥 = 𝐽𝑦𝜂; 𝜂𝑥 = −𝐽𝑦𝜉;
𝜉𝑦 = −𝐽𝑥𝜂; 𝜂𝑦 = 𝐽𝑥𝜉;

(2.26)

onde 𝐽 = (𝑥𝜉𝑦𝜂 − 𝑥𝜂𝑦𝜉)−1 é denominado de Jacobiano da transformação [5, 10]. Logo, as
métricas da função inversa, obtidas das relações dadas na Equação (2.26), são

𝑥𝜉 = 1
𝐽

𝜂𝑦; 𝑦𝜉 = − 1
𝐽

𝜂𝑥;

𝑥𝜂 = − 1
𝐽

𝜉𝑦; 𝑦𝜂 = 1
𝐽

𝜉𝑥.
(2.27)

Pode-se ainda interpretar graficamente os resultados observando a Figura 5, na
qual se verifica, da Equação (2.23), que 𝑑𝑥 = 𝑥𝜉𝑑𝜉 + 𝑥𝜂𝑑𝜂 e 𝑑𝑦 = 𝑦𝜉𝑑𝜉 + 𝑦𝜂𝑑𝜂, assim

𝑎 = 𝑥𝜉Δ𝜉 (ao longo de 𝐴𝐵 𝑑𝜂 ≈ Δ𝜂 = 0);
𝑏 = 𝑦𝜉Δ𝜉 (ao longo de 𝐴𝐵 𝑑𝜂 ≈ Δ𝜂 = 0);
𝑐 = 𝑥𝜂Δ𝜂 (ao longo de 𝐵𝐶 𝑑𝜉 ≈ Δ𝜉 = 0);
𝑑 = 𝑦𝜂Δ𝜂 (ao longo de 𝐵𝐶 𝑑𝜉 ≈ Δ𝜉 = 0).

Dessa maneira,

𝑑𝐿𝜉 =
√︁

𝑥2
𝜉 + 𝑦2

𝜉 Δ𝜉; (2.28)

𝑑𝐿𝜂 =
√︁

𝑥2
𝜂 + 𝑦2

𝜂Δ𝜂; (2.29)

que vetorialmente podem ser escritas como

−→
𝑑𝐿𝜉 = 𝑥𝜉Δ𝜉

−→
𝑖 + 𝑦𝜉Δ𝜉

−→
𝑗 ; (2.30)

−−→
𝑑𝐿𝜂 = 𝑥𝜂Δ𝜂

−→
𝑖 + 𝑦𝜂Δ𝜂

−→
𝑗 . (2.31)
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Figura 5 – Representação gráfica de um sistema qualquer de coordenadas generalizadas.
(Fonte: 5)

A partir das relações dadas nas Equações (2.30) e (2.31), tem-se que a área formada
pelos vetores −→𝑑𝐿𝜉 e −−→𝑑𝐿𝜂 é calculada por 𝑆 =

⃒⃒⃒−→
𝑑𝐿𝜉 ×

−−→
𝑑𝐿𝜂

⃒⃒⃒
= (𝑥𝜉𝑦𝜂 − 𝑥𝜂𝑦𝜉)Δ𝜉Δ𝜂, ou ainda

𝑆 = 𝐽−1Δ𝜉Δ𝜂, ou
𝑆 = 1

𝐽
; (2.32)

pois Δ𝜉 = Δ𝜂 = 1. Desse modo, tem-se que a área de um elemento no plano físico é o
inverso do Jacobiano da transformação e, da Equação (2.32), obtém-se que a razão entre
as áreas dos planos físico e transformado é 1

𝐽
.

O resultado encontrado na Equação (2.32) possui uma implicação direta e impor-
tante no estudo da transformação do sistema de coordenadas: para a garantia de que o
método numérico aplicado represente com precisão a solução numérica, é necessário que
𝐽 seja não nulo, caso contrário a representação do plano físico não será possível [5, 8].

Apresentadas as métricas de transformação, a Subseção 2.4.3 demonstra a teoria
necessária para a geração de malhas bidimensionais, imprescindível para o desenvolvi-
mento do algoritmo proposto neste trabalho.

2.4.3 Geração de Malhas Bidimensionais

De acordo com a literatura, existem diferentes metodologias para a geração de
malhas computacionais [5], tais como: elípticas, hiperbólicas, parabólicas, geométricas e
algébricas. Neste trabalho, opta-se pela utilização de equações elípticas lineares como mé-
todo de geração de malhas bidimensionais, uma vez que as soluções não geram Jacobiano
nulo, e ainda duas linhas coordenadas 𝜉 ou 𝜂 nunca se interceptam [5]. Além disso, a
simplicidade dessas equações foi um outro fator que motivou a escolha realizada.

Antes de enunciar as equações governantes para a geração de malhas bidimensio-
nais, é importante ilustrar um exemplo de geração de malha em um domínio qualquer, o
qual é ilustrado na Figura 6.



40

(a) Pontos pré-definidos de fronteira

Γ4

Γ3

Γ2

Γ1

(b) Malha computacional

𝜉1
𝜂1

𝜉2 𝜉3 𝜉4

𝜉5

Γ4

𝜉6 𝜉7 𝜉8 𝜉9 𝜉10

Γ3

Γ2𝜂5

𝜂4

𝜂3Γ1

𝜂2

Figura 6 – Exemplo de geração de malha em um domínio qualquer. (Fonte: 5)

Assim, com base na Figura 6, escolhem-se as equações de Poisson como equações
governantes para a geração de malhas bidimensionais em um domínio, ou seja,

∇2𝜉 = 𝑃 (𝜉, 𝜂); (2.33)
∇2𝜂 = 𝑄(𝜉, 𝜂); (2.34)

cujas condições de fronteira do tipo Dirichlet são expressadas por 𝜉 = 𝜉1 em Γ1 (fronteira
esquerda), 𝜉 = 𝜉𝑀+1 em Γ3 (fronteira direita); 𝜂 = 𝜂1 em Γ4 (fronteira inferior) e 𝜂 = 𝜂𝑁+1

em Γ2 (fronteira superior). Particularmente, na Figura 6, utilizam-se 𝑀 = 9 e 𝑁 = 4,
onde 𝑀 é o número de partições na direção 𝜉, e 𝑁 , o número de partições na direção 𝜂.

Nas Equações (2.33) e (2.34), 𝑃 e 𝑄 são os termos fontes, os quais podem deter-
minar a concentração de pontos de malha conforme a necessidade [5, 11]. Essas funções
são escolhidas como [5, 11]

𝑃 (𝜉, 𝜂) = −
𝑛𝑗∑︁

𝑗=1
𝑎𝑗sign(𝜉 − 𝜉𝑗)𝑒−𝑐𝑗 |𝜉−𝜉𝑗 | −

𝑛𝑖∑︁
𝑖=1

𝑏𝑖sign(𝜉 − 𝜉𝑖)𝑒−𝑑𝑖

√
(𝜉−𝜉𝑖)2+(𝜂−𝜂𝑖)2 ; (2.35)

𝑄(𝜉, 𝜂) = −
𝑛𝑗∑︁

𝑗=1
𝑎𝑗sign(𝜂 − 𝜂𝑗)𝑒−𝑐𝑗 |𝜂−𝜂𝑗 | −

𝑛𝑖∑︁
𝑖=1

𝑏𝑖sign(𝜂 − 𝜂𝑖)𝑒−𝑑𝑖

√
(𝜉−𝜉𝑖)2+(𝜂−𝜂𝑖)2 ; (2.36)

onde 𝑛𝑖 e 𝑛𝑗, presentes nos somatórios, são os números totais de linhas nas direções 𝜉

e 𝜂, respectivamente. Os termos 𝑎𝑗, 𝑏𝑖, 𝑐𝑗 e 𝑑𝑖 são números reais ajustados por meio de
experimentação numérica, com a finalidade de atrair linhas 𝜉 e 𝜂 em direção a 𝜉𝑖 e 𝜂𝑖 [11].

Solucionando as Equações (2.33) e (2.34), em relação a (𝑥, 𝑦), e utilizando as
métricas de transformação do sistema (𝜉, 𝜂), dadas em (2.26) e (2.27), pode-se gerar as
linhas coordenadas nas direções 𝜉 e 𝜂, no interior da malha computacional da Figura 6b,
como de qualquer outra geometria, por

𝛼𝑥𝜉𝜉 + 𝛾𝑥𝜂𝜂 − 2𝛽𝑥𝜉𝜂 + 1
𝐽2 (𝑃𝑥𝜉 + 𝑄𝑥𝜂) = 0; (2.37)

𝛼𝑦𝜉𝜉 + 𝛾𝑦𝜂𝜂 − 2𝛽𝑦𝜉𝜂 + 1
𝐽2 (𝑃𝑦𝜉 + 𝑄𝑦𝜂) = 0; (2.38)
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onde 𝛼 = 𝑥2
𝜂 + 𝑦2

𝜂, 𝛽 = 𝑥𝜉𝑥𝜂 + 𝑦𝜉𝑦𝜂 e 𝛾 = 𝑥2
𝜉 + 𝑦2

𝜉 , com 𝑥𝜉, 𝑥𝜂, 𝑦𝜉 e 𝑦𝜂 denotando derivadas
parciais.

A solução numérica das equações elípticas lineares, (2.37) e (2.38), as quais con-
sistem em um conjunto de equações de geração de malhas para as coordenadas físicas
no plano transformado, sujeitas a condições iniciais e de contorno, fornece as linhas 𝜉 e
𝜂, que superpostas, geram a malha computacional, como pode ser verificado no exemplo
ilustrado na Figura 6b. O leitor interessado nos pormenores de como se obter essas equa-
ções, partindo de manipulações matemáticas das equações governantes para a geração de
malhas bidimensionais, pode consultar as referências [5, 11, 25].

Verifica-se ainda que as Equações (2.37) e (2.38) podem ser escritas segundo uma
coordenada genérica 𝜑 [5, 11, 25], como

𝛼𝜑𝜉𝜉 + 𝛾𝜑𝜂𝜂 − 2𝛽𝜑𝜉𝜂 + 1
𝐽2 (𝑃𝜑𝜉 + 𝑄𝜑𝜂) = 0. (2.39)

Para aproximar as derivadas presentes na Equação (2.39), considerando que os nós da ma-
lha computacional sejam rotulados pelos pontos cardeais 𝑃 (centro), 𝐸 (leste), 𝑊 (oeste),
𝑁 (norte), 𝑆 (sul), 𝑁𝑊 (noroeste), 𝑆𝑊 (sudoeste), 𝑆𝐸 (sudeste) e 𝑁𝐸 (nordeste), de
acordo com a Figura 7, utiliza-se o método de diferenças finitas, explicado na Seção 2.3.1.

𝑆𝑊

𝑊

𝑁𝑊 𝑁

𝑃

𝑆 𝑆𝐸

𝐸

𝑁𝐸

Figura 7 – Rotulagem de índices em malhas computacionais

Dessa maneira, o método de diferenças finitas aproxima os termos das derivadas
por diferenças centrais para o ponto 𝑃 , resultando, da Equação (2.39), em

𝛼

(︃
𝜑|𝐸 − 2𝜑|𝑃 + 𝜑|𝑊

Δ𝜉2

)︃
+ 𝛾

(︃
𝜑|𝑁 − 2𝜑|𝑃 + 𝜑|𝑆

Δ𝜂2

)︃
− 2𝛽

(︃
𝜑|𝑁𝐸 − 𝜑|𝑁𝑊 + 𝜑|𝑆𝑊 − 𝜑|𝑆𝐸

4Δ𝜉Δ𝜂

)︃

+ 1
𝐽2

(︃
𝑃

𝜑|𝐸 − 𝜑|𝑊
2Δ𝜉

+ 𝑄
𝜑|𝑁 − 𝜑|𝑆

2Δ𝜂

)︃
= 0; (2.40)
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ou ainda,

− (2𝛼− 2𝛾)𝜑|𝑃 +
(︂

𝛼 + 𝑃

2𝐽2

)︂
𝜑|𝐸 +

(︂
𝛼− 𝑃

2𝐽2

)︂
𝜑|𝑊 +

(︂
𝛾 + 𝑄

2𝐽2

)︂
𝜑|𝑁

+
(︂

𝛾 − 𝑄

2𝐽2

)︂
𝜑|𝑆 −

𝛽

2 𝜑|𝑁𝐸 + 𝛽

2 𝜑|𝑁𝑊 −
𝛽

2 𝜑|𝑆𝑊 + 𝛽

2 𝜑|𝑆𝐸 = 0. (2.41)

Portanto, a solução numérica das equações governantes para a geração de ma-
lhas bidimensionais, Equações (2.37) e (2.38), escrita segundo a coordenada genérica 𝜑,
Equação (2.41), é dada por

𝜑|𝑃 = 1
𝐴|𝑃

(𝐴|𝐸𝜑|𝐸 + 𝐴|𝑊 𝜑|𝑊 + 𝐴|𝑁𝜑|𝑁 + 𝐴|𝑆𝜑|𝑆 + 𝐴|𝑁𝐸𝜑|𝑁𝐸 + 𝐴|𝑆𝐸𝜑|𝑆𝐸

+𝐴|𝑁𝑊 𝜑|𝑁𝑊 + 𝐴|𝑆𝑊 𝜑|𝑆𝑊 ); (2.42)

em que
𝐴|𝑃 = 2𝛼 + 2𝛾; 𝐴|𝑁 = 𝛾 + 𝑄

2𝐽2 ; 𝐴|𝑆𝐸 = 𝛽

2 ;

𝐴|𝐸 = 𝛼 + 𝑃

2𝐽2 ; 𝐴|𝑆 = 𝛾 − 𝑄

2𝐽2 ; 𝐴|𝑁𝑊 = 𝛽

2 ;

𝐴|𝑊 = 𝛼− 𝑃

2𝐽2 ; 𝐴|𝑁𝐸 = −𝛽

2 ; 𝐴|𝑆𝑊 = −𝛽

2 ;

com as derivadas presentes em 𝐽 aproximadas por diferenças centrais.

Levando em consideração a Equação (2.42), a Seção 2.5 apresenta o método itera-
tivo de Gauss-Seidel para a resolução de sistemas lineares, imprescindível para o desen-
volvimento computacional da equação governante.

2.5 Resolução de Sistemas Lineares

Esta seção foi escrita fortemente baseada em [19, 26]. Considere um sistema linear
com 𝑚 equações e 𝑛 variáveis, representado como⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

𝑎11𝑥1 + 𝑎12𝑥2 + . . . + 𝑎1𝑛𝑥𝑛 = 𝑏1;
𝑎21𝑥1 + 𝑎22𝑥2 + . . . + 𝑎2𝑛𝑥𝑛 = 𝑏2;

... ... . . . ... ...
𝑎𝑚1𝑥1 + 𝑎𝑚2𝑥2 + . . . + 𝑎𝑚𝑛𝑥𝑛 = 𝑏𝑚;

(2.43)

em que 𝑎𝑖𝑗 são coeficientes, 𝑥𝑗 são variáveis, e 𝑏𝑖 são constantes, sendo 𝑖 = 1, . . . , 𝑚 e
𝑗 = 1, . . . , 𝑛.

Uma outra forma de denotar o Sistema de Equações (2.43) utiliza a notação ma-
tricial

𝐴𝑥 = 𝑏⇔

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝
𝑎11 𝑎12 . . . 𝑎1𝑛

𝑎21 𝑎22 . . . 𝑎2𝑛

... ... . . . ...
𝑎𝑚1 𝑎𝑚2 . . . 𝑎𝑚𝑛

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠ ·
⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

𝑥1

𝑥2
...

𝑥𝑛

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠ =

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝
𝑏1

𝑏2
...

𝑏𝑚

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠ ; (2.44)
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onde 𝐴 é a matriz dos coeficientes, 𝑥 é o vetor de variáveis, e 𝑏 é o vetor constante.

Assim, a resolução de um sistema linear consiste em calcular o vetor de variáveis
𝑥 que satisfaz as 𝑚 equações do Sistema (2.44) simultaneamente. Os métodos numéricos
de resolução podem ser divididos em dois grupos:

• os métodos diretos fornecem a solução exata do sistema linear, caso exista, após um
número finito de operações;

• os métodos iterativos produzem, a partir de uma aproximação inicial 𝑥(0), uma
sequência de vetores

{︁
𝑥(𝑘)

}︁
que converge para uma solução aproximada do sistema

linear, caso exista.

Uma vez que o desenvolvimento computacional da solução numérica da equação gover-
nante para a geração de malhas em coordenadas generalizadas, Equação (2.42), aplica o
método iterativo de Gauss-Seidel, a Subseção 2.5.1 apresenta uma introdução aos métodos
iterativos e o funcionamento do método utilizado.

2.5.1 Método de Gauss-Seidel

Para a explicação dos métodos iterativos de resolução de sistemas lineares, con-
sidere um sistema linear como representado na Equação (2.44), em que o número de
equações é equivalente ao número de variáveis, isto é, 𝑚 = 𝑛. Isolando o vetor de va-
riáveis 𝑥 através da separação pela diagonal principal da matriz dos coeficientes 𝐴, esse
sistema pode ser convertido em um sistema da forma

𝑥 = 𝐶𝑥 + 𝑔 ⇔

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝
𝑥1

𝑥2
...

𝑥𝑛

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠ =

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝
0 −𝑎12

𝑎11
−𝑎13

𝑎11
. . . −𝑎1𝑛

𝑎11

−𝑎21
𝑎22

0 −𝑎23
𝑎22

. . . −𝑎2𝑛

𝑎22... ... ... . . . ...
− 𝑎𝑛1

𝑎𝑛𝑛
− 𝑎𝑛2

𝑎𝑛𝑛
− 𝑎𝑛3

𝑎𝑛𝑛
. . . 0

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠ ·
⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

𝑥1

𝑥2
...

𝑥𝑛

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠+

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

𝑏1
𝑎11
𝑏2

𝑎22...
𝑏𝑛

𝑎𝑛𝑛

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠ ;

(2.45)
onde 𝐶 é a matriz 𝑛× 𝑛, e 𝑔, o vetor 𝑛× 1 definidos na Equação (2.45).

Utilizando a Equação (2.45), a partir de uma aproximação inicial 𝑥(0), obtêm-se
consecutivamente os vetores 𝑥(1), 𝑥(2), . . . , de modo que a aproximação 𝑥(𝑘+1) é calculada
por

𝑥(𝑘+1) = 𝐶𝑥(𝑘) + 𝑔; (2.46)

sendo 𝑘 = 0, 1, . . . . A relação recursiva presente na Equação (2.46) pode ser expressa por
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um sistema linear⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

𝑥
(𝑘+1)
1 = 1

𝑎11

(︁
𝑏1 − 𝑎12𝑥

(𝑘)
2 − 𝑎13𝑥

(𝑘)
3 − · · · − 𝑎1𝑛𝑥(𝑘)

𝑛

)︁
;

𝑥
(𝑘+1)
2 = 1

𝑎22

(︁
𝑏2 − 𝑎21𝑥

(𝑘)
1 − 𝑎23𝑥

(𝑘)
3 − · · · − 𝑎2𝑛𝑥(𝑘)

𝑛

)︁
;

𝑥
(𝑘+1)
3 = 1

𝑎33

(︁
𝑏3 − 𝑎31𝑥

(𝑘)
1 − 𝑎32𝑥

(𝑘)
2 − 𝑎34𝑥

(𝑘)
4 − · · · − 𝑎3𝑛𝑥(𝑘)

𝑛

)︁
;

...
𝑥(𝑘+1)

𝑛 = 1
𝑎𝑛𝑛

(︁
𝑏𝑛 − 𝑎𝑛1𝑥

(𝑘)
1 − 𝑎𝑛2𝑥

(𝑘)
2 − · · · − 𝑎𝑛,𝑛−1𝑥

(𝑘)
𝑛−1

)︁
.

(2.47)

O Sistema de Equações (2.47) é conhecido como método iterativo de Gauss-Jacobi.

Similarmente ao método de Gauss-Jacobi, no método iterativo de Gauss-Seidel, a
aproximação 𝑥(𝑘+1), dada uma aproximação inicial 𝑥(0), é calculada por⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

𝑥
(𝑘+1)
1 = 1

𝑎11

(︁
𝑏1 − 𝑎12𝑥

(𝑘)
2 − 𝑎13𝑥

(𝑘)
3 − · · · − 𝑎1𝑛𝑥(𝑘)

𝑛

)︁
;

𝑥
(𝑘+1)
2 = 1

𝑎22

(︁
𝑏2 − 𝑎21𝑥

(𝑘+1)
1 − 𝑎23𝑥

(𝑘)
3 − · · · − 𝑎2𝑛𝑥(𝑘)

𝑛

)︁
;

𝑥
(𝑘+1)
3 = 1

𝑎33

(︁
𝑏3 − 𝑎31𝑥

(𝑘+1)
1 − 𝑎32𝑥

(𝑘+1)
2 − 𝑎34𝑥

(𝑘)
4 − · · · − 𝑎3𝑛𝑥(𝑘)

𝑛

)︁
;

...
𝑥(𝑘+1)

𝑛 = 1
𝑎𝑛𝑛

(︁
𝑏𝑛 − 𝑎𝑛1𝑥

(𝑘+1)
1 − 𝑎𝑛2𝑥

(𝑘+1)
2 − · · · − 𝑎𝑛,𝑛−1𝑥

(𝑘+1)
𝑛−1

)︁
.

(2.48)

Assim, com o objetivo de aprimorar a convergência do método numérico, esse processo
iterativo calcula o valor de 𝑥

(𝑘+1)
𝑗 utilizando todos os valores de 𝑥

(𝑘+1)
1 , . . . , 𝑥

(𝑘+1)
𝑗−1 previa-

mente calculados e os valores de 𝑥
(𝑘)
𝑗+1, . . . , 𝑥(𝑘)

𝑛 restantes.

Em ambos os métodos iterativos, se a sequência de aproximações
{︁
𝑥(𝑘)

}︁
é tal que

lim
𝑘→∞

𝑥(𝑘) = 𝑥, então 𝑥 é uma solução aproximada do sistema linear descrito na Equação
(2.44). Em termos computacionais, a atribuição do vetor 𝑥(𝑘) como 𝑥 ocorre no momento
em que o vetor 𝑥(𝑘) estiver suficientemente próximo do vetor 𝑥(𝑘−1). Em outras palavras,
por meio da distância 𝑑(𝑘) entre os dois vetores, dada por

𝑑(𝑘) = max
1≤𝑗≤𝑛

⃒⃒⃒
𝑥

(𝑘)
𝑗 − 𝑥

(𝑘−1)
𝑗

⃒⃒⃒
; (2.49)

e de uma precisão 𝜀, encontra-se a solução aproximada 𝑥 como sendo 𝑥(𝑘) se 𝑑(𝑘) < 𝜀,
e interrompe-se o processo iterativo. Além disso, outro critério de parada comumente
empregado consiste em um número máximo de iterações 𝐼𝑇 .

Utilizando os critérios de parada baseados em um número máximo de iterações
𝐼𝑇 e na distância 𝑑(𝑘) entre os vetores 𝑥(𝑘) e 𝑥(𝑘−1), Equação (2.49), os Algoritmos 1 e 2
implementam, respectivamente, os métodos iterativos de Gauss-Jacobi e de Gauss-Seidel,
representados nos Sistemas de Equações (2.47) e (2.48).
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Algoritmo 1: Método iterativo de Gauss-Jacobi
Entrada: Matriz dos coeficientes 𝐴, vetor de constantes 𝑏, aproximação inicial

𝑥(0), precisão 𝜀 e número máximo de iterações 𝐼𝑇 .
Saída: Vetor de variáveis 𝑥.

1 início
2 para 𝑘 ← 0 até 𝐼𝑇 faça
3 para 𝑗 ← 1 até 𝑛 faça

4 𝑥
(𝑘+1)
𝑗 ← 1

𝑎𝑗𝑗

⎡⎢⎢⎣𝑏𝑗 −
𝑛∑︁

𝑖=1
𝑖 ̸=𝑗

𝑎𝑗𝑖𝑥
(𝑘)
𝑖

⎤⎥⎥⎦;

5 fim
6 se max

1≤𝑗≤𝑛

⃒⃒⃒
𝑥

(𝑘+1)
𝑗 − 𝑥

(𝑘)
𝑗

⃒⃒⃒
< 𝜀 então

7 pare
8 fim
9 fim

10 fim

Algoritmo 2: Método iterativo de Gauss-Seidel
Entrada: Matriz dos coeficientes 𝐴, vetor de constantes 𝑏, aproximação inicial

𝑥(0), precisão 𝜀 e número máximo de iterações 𝐼𝑇 .
Saída: Vetor de variáveis 𝑥.

1 início
2 para 𝑘 ← 0 até 𝐼𝑇 faça
3 para 𝑗 ← 1 até 𝑛 faça

4 𝑥
(𝑘+1)
𝑗 ← 1

𝑎𝑗𝑗

⎡⎣𝑏𝑗 −
𝑗−1∑︁
𝑖=1

𝑎𝑗𝑖𝑥
(𝑘+1)
𝑖 −

𝑛∑︁
𝑖=𝑗+1

𝑎𝑗𝑖𝑥
(𝑘)
𝑖

⎤⎦;

5 fim
6 se max

1≤𝑗≤𝑛

⃒⃒⃒
𝑥

(𝑘+1)
𝑗 − 𝑥

(𝑘)
𝑗

⃒⃒⃒
< 𝜀 então

7 pare
8 fim
9 fim

10 fim

Portanto, a aplicação do método de Gauss-Seidel para a resolução numérica da
equação governante para a geração de malhas em coordenadas generalizadas significa
resolver iterativamente a Equação (2.42), verificando a convergência da solução, através
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de uma expressão análoga à Equação (2.49) que calcula a distância entre as soluções da
iteração atual e anterior.

Esclarecidos os conceitos mais importantes associados ao processo de geração de
malhas em coordenadas generalizadas, a Seção 2.6 define o problema do ajuste de curvas,
salientando o método de mínimos quadrados. Esse método é aplicado em uma das etapas
do processo de análise de qualidade de malhas.

2.6 Ajuste de Curvas

Assim como a Seção 2.5, esta seção também foi escrita fortemente baseada em
[19, 26]. Visto que uma das premissas dos métodos de interpolação consiste no fato de
que os nós da interpolação devem pertencer à função interpoladora, como mencionado na
Seção 2.1, existem casos em que esses métodos não são aconselháveis, como, por exemplo:

• quando é preciso calcular um valor aproximado da função em algum ponto fora do
intervalo de tabelamento;

• quando os valores tabelados são resultados de algum experimento ou de alguma
pesquisa, podendo conter erros inerentes ao estudo.

Dessa forma, surge a necessidade de ajustar uma função que seja uma aproximação sa-
tisfatória para os pontos conhecidos, permitindo extrapolar alguns pontos dentro de uma
margem de segurança.

Considere uma tabela de pontos conhecidos (𝑥𝑖, 𝑓(𝑥𝑖)), com 𝑥𝑖 ∈ [𝑎, 𝑏] e 𝑖 =
1, . . . , 𝑚. O problema do ajuste de curvas aos pontos conhecidos constitui-se em, escolhidas
funções 𝑔𝑗(𝑥) contínuas em [𝑎, 𝑏], 𝑗 = 1, . . . , 𝑛, obter os coeficientes 𝑐𝑗 tais que a função
𝜙(𝑥), dada por

𝜙(𝑥) = 𝑐1𝑔1(𝑥) + 𝑐2𝑔2(𝑥) + · · ·+ 𝑐𝑛𝑔𝑛(𝑥); (2.50)

se aproxime ao máximo de 𝑓(𝑥). Nesse caso, a função 𝜙(𝑥) é um modelo matemático
linear, uma vez que os coeficientes 𝑐𝑗 são lineares. Entretanto, é importante salientar que
as funções 𝑔𝑗(𝑥) podem ser não lineares com respeito à 𝑥.

Uma importante questão associada ao problema do ajuste de curvas no caso dis-
creto refere-se à escolha das funções 𝑔𝑗(𝑥). Essa escolha pode ser realizada com base
em fundamentos teóricos do experimento que forneceu a tabela de pontos conhecidos ou
na plotagem gráfica desses pontos. Por meio desse gráfico, conhecido como diagrama de
dispersão, é possível visualizar a curva com melhor ajuste aos dados.

Escolhidas as funções 𝑔𝑗(𝑥), para o cálculo dos coeficientes 𝑐𝑗, é preciso definir o
conceito de proximidade entre as funções 𝜙(𝑥) e 𝑓(𝑥). Esse conceito pode ser estabelecido
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pelo desvio 𝑑𝑘, expressado por

𝑑𝑘 = 𝑓(𝑥𝑘)− 𝜙(𝑥𝑘); (2.51)

em que 𝑘 = 1, . . . , 𝑚. Assim, o desvio 𝑑𝑘 necessita ser minimizado para todo 𝑘, e uma das
maneiras de impor que os desvios sejam mínimos e consequentemente obter os coeficientes
𝑐𝑗 pode ser dada pelo método de mínimos quadrados, descrito na Subseção 2.6.1.

2.6.1 Método de Mínimos Quadrados

O método de mínimos quadrados consiste em escolher os coeficientes 𝑐𝑗 de forma
que a soma dos quadrados dos desvios seja mínima. Dessa maneira, os coeficientes 𝑐𝑗 que
aproximam, ao máximo, 𝜙(𝑥) de 𝑓(𝑥) são aqueles que minimizam a função 𝐹 (𝑐1, 𝑐2, . . . ,

𝑐𝑛), representada por

𝐹 (𝑐1, 𝑐2, . . . , 𝑐𝑛) =
𝑚∑︁

𝑘=1
𝑑2

𝑘 =
𝑚∑︁

𝑘=1
(𝑓(𝑥𝑘)− 𝜙(𝑥𝑘))2. (2.52)

Utilizando conceitos de Cálculo Diferencial, a obtenção de um ponto mínimo de
𝐹 (𝑐1, 𝑐2, . . . , 𝑐𝑛) pode ser realizada pelo cálculo dos pontos críticos, isto é, os coeficientes
𝑐𝑗 tais que

𝜕𝐹

𝜕𝑐𝑗

⃒⃒⃒⃒
⃒
(𝑐1,𝑐2,...,𝑐𝑛)

= 0; (2.53)

onde 𝑗 = 1, . . . , 𝑛.

Calculando as derivadas parciais da função 𝐹 em relação a cada coeficiente 𝑐𝑗 e
impondo a condição presente na Equação (2.53), encontra-se a expressão descrita por

𝑚∑︁
𝑘=1

[𝑓(𝑥𝑘)− 𝑐1𝑔1(𝑥𝑘)− · · · − 𝑐𝑛𝑔𝑛(𝑥𝑘)] · [𝑔𝑗(𝑥𝑘)] = 0; (2.54)

a qual, reescrita por um sistema linear e realizadas algumas manipulações matemáticas,
é dada por⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

[︂
𝑚∑︀

𝑘=1
𝑔1(𝑥𝑘)𝑔1(𝑥𝑘)

]︂
𝑐1 + · · ·+

[︂
𝑚∑︀

𝑘=1
𝑔𝑛(𝑥𝑘)𝑔1(𝑥𝑘)

]︂
𝑐𝑛 =

𝑚∑︀
𝑘=1

𝑓(𝑥𝑘)𝑔1(𝑥𝑘);[︂
𝑚∑︀

𝑘=1
𝑔1(𝑥𝑘)𝑔2(𝑥𝑘)

]︂
𝑐1 + · · ·+

[︂
𝑚∑︀

𝑘=1
𝑔𝑛(𝑥𝑘)𝑔2(𝑥𝑘)

]︂
𝑐𝑛 =

𝑚∑︀
𝑘=1

𝑓(𝑥𝑘)𝑔2(𝑥𝑘);
...[︂

𝑚∑︀
𝑘=1

𝑔1(𝑥𝑘)𝑔𝑛(𝑥𝑘)
]︂

𝑐1 + · · ·+
[︂

𝑚∑︀
𝑘=1

𝑔𝑛(𝑥𝑘)𝑔𝑛(𝑥𝑘)
]︂

𝑐𝑛 =
𝑚∑︀

𝑘=1
𝑓(𝑥𝑘)𝑔𝑛(𝑥𝑘);

(2.55)

possuindo 𝑛 equações e 𝑛 variáveis.

Sabendo que o produto escalar entre dois vetores−→𝑢 e−→𝑣 de dimensão 𝑚 é calculado
por

⟨−→𝑢 ,−→𝑣 ⟩ =
𝑚∑︁

𝑘=1
𝑢𝑘𝑣𝑘; (2.56)
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e denotando o Sistema de Equações (2.55) na forma matricial 𝐴𝑐 = 𝑏, tem-se que

𝐴 = (𝑎𝑖𝑗) = ⟨𝑔𝑖, 𝑔𝑗⟩;
𝑐 = (𝑐𝑗);
𝑏 = (𝑏𝑖) = ⟨𝑓, 𝑔𝑖⟩;

(2.57)

em que 𝑖 = 1, . . . , 𝑛 e 𝑗 = 1, . . . , 𝑛. Na Equação (2.57), 𝑓 = (𝑓(𝑥1), 𝑓(𝑥2), . . . , 𝑓(𝑥𝑚)),
𝑔𝑖 = (𝑔𝑖(𝑥1), 𝑔𝑖(𝑥2), . . . , 𝑔𝑖(𝑥𝑚)), e, de modo análogo, define-se o vetor 𝑔𝑗. Portanto, a
solução do sistema linear 𝐴𝑐 = 𝑏 utilizando a Equação (2.57) fornece os coeficientes 𝑐𝑗

tais que a função 𝐹 (𝑐1, 𝑐2, . . . , 𝑐𝑛) atinge seu valor mínimo, obtendo consequentemente a
função 𝜙(𝑥) representada na Equação (2.50).

No entanto, as funções escolhidas 𝑔𝑗(𝑥) podem ser não lineares nos parâmetros,
como é o caso da função 𝜙(𝑥) utilizada no decorrer do processo de análise de qualidade
dos elementos das malhas. Essa função é expressada por

𝜙(𝑥) = 𝑐1𝑒
𝑐2𝑥; (2.58)

sendo denominada como regressão não linear exponencial.

Para utilizar o método de mínimos quadrados considerando a Equação (2.58), é
necessário efetuar uma linearização do problema, a qual pode ser realizada aplicando o
logaritmo natural sobre os termos presentes na equação, ou seja,

ln(𝜙(𝑥)) = ln(𝑐1𝑒
𝑐2𝑥). (2.59)

Aplicando propriedades de logaritmos, a Equação (2.59) pode ser reescrita como

ln(𝜙(𝑥)) = ln(𝑐1) + 𝑐2𝑥. (2.60)

Finalmente, a Equação (2.60) pode ser dada como

𝜁(𝑥) = 𝛾 + 𝛽𝑥; (2.61)

em que 𝜁(𝑥) = ln(𝜙(𝑥)), 𝛾 = ln(𝑐1) e 𝛽 = 𝑐2. Assim, a Equação (2.61) constitui um
problema linear nos parâmetros 𝛾 e 𝛽.

Além da linearização do problema, é preciso efetuar a linearização dos dados. Dado
um conjunto de pontos conhecidos (𝑥𝑖, 𝑓(𝑥𝑖)), onde 𝑖 = 1, . . . , 𝑛, a linearização dos dados
aplica o logaritmo natural sobre cada valor de 𝑓(𝑥𝑖), isto é, obtém-se 𝑧(𝑥𝑖) = ln(𝑓(𝑥𝑖))
para todo 𝑖.

Sobre o problema e os dados linearizados, é possível aplicar a resolução pelo método
de mínimos quadrados. Para tal, representa-se a Equação (2.61) por

𝜁(𝑥) = 𝛾𝑔1(𝑥) + 𝛽𝑔2(𝑥); (2.62)
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em que 𝑔1(𝑥) = 1 e 𝑔2(𝑥) = 𝑥. Dessa maneira, para calcular os coeficientes 𝛾 e 𝛽 da função
𝜁(𝑥), é necessário resolver o sistema linear dado por⎡⎣ ⟨𝑔1, 𝑔1⟩ ⟨𝑔1, 𝑔2⟩

⟨𝑔2, 𝑔1⟩ ⟨𝑔2, 𝑔2⟩

⎤⎦ ·
⎡⎣ 𝛾

𝛽

⎤⎦ =
⎡⎣ ⟨𝑔1, 𝑧⟩
⟨𝑔2, 𝑧⟩

⎤⎦ ; (2.63)

onde 𝑔1 = (1 . . . 1), 𝑔2 = (𝑥1 . . . 𝑥𝑛) e 𝑧 = (𝑧(𝑥1) . . . 𝑧(𝑥𝑛)) são vetores de 𝑛 elementos.

Portanto, a partir dos coeficientes 𝛾 e 𝛽 da função 𝜁(𝑥) calculados, os coeficientes
𝑐1 e 𝑐2 da função 𝜙(𝑥) podem ser encontrados, de acordo com

𝑐1 = 𝑒𝛾; (2.64)
𝑐2 = 𝛽; (2.65)

e, assim, a função de regressão não linear exponencial, Equação (2.58), é definida.

Além do método de mínimos quadrados, o processo de análise de qualidade de
malhas computacionais aplica o algoritmo de clusterização k-means para a classificação
dos elementos. O conceito de clusterização e o método utilizado são apresentados na Seção
2.7.

2.7 Algoritmo de Clusterização k-means

Clusterização é o nome dado ao processo de particionar ou agrupar um determi-
nado conjunto de pontos em clusters disjuntos [27, 28]. Pontos pertencentes a um mesmo
cluster são semelhantes entre si, e pontos pertencentes a dois clusters distintos são di-
ferentes. Esse processo tem sido amplamente estudado em uma variedade de aplicações,
tais como redes neurais, inteligência artificial e estatística [27, 28].

Dentre os algoritmos propostos na literatura, o método k-means mostrou ser eficaz
em produzir resultados satisfatórios de clusterização para diferentes problemas científicos
e industriais, destacando-se pela velocidade e pela simplicidade [27, 29]. Esse algoritmo
busca minimizar a distância quadrática média entre os pontos pertencentes a um mesmo
cluster [29]. Assim, dado um inteiro 𝑘 e um conjunto de dados 𝑋 com 𝑛 pontos, o objetivo
constitui-se em escolher 𝑘 centros 𝐶, de modo a minimizar a distância quadrática total
𝜑, expressada por

𝜑 =
∑︁
𝑥∈𝑋

min
𝑐∈𝐶
‖𝑥− 𝑐‖2; (2.66)

entre cada ponto e seu centro mais próximo. A partir dos centros 𝐶, pode-se definir a
clusterização como o agrupamento dos pontos, de acordo com o centro em que cada ponto
é atribuído.

A Figura 8 ilustra um exemplo de clusterização aplicando o método k-means, dado
um conjunto de pontos (𝑥, 𝑦) e um inteiro 𝑘 = 3. Esse procedimento resulta, então, no
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particionamento do conjunto de pontos em três clusters, ilustrados na Figura 8 por cores
distintas. Ainda, o centro de cada cluster é representado por um triângulo nas respectivas
cores.

Figura 8 – Exemplo de clusterização por k-means

A resolução exata do problema de clusterização é considerada NP-difícil, mas Lloyd
propôs uma heurística de busca local para esse problema [29]. Esse algoritmo inicializa
𝑘 centros arbitrários, geralmente escolhidos de maneira aleatória e uniforme a partir dos
pontos. Cada ponto é, então, atribuído ao centro mais próximo, e cada centro é recom-
putado como o centro de massa de todos os pontos atribuídos a ele. Esses dois últimos
passos são repetidos até o processo estabilizar.

De modo formal, a técnica de clusterização k-means pode ser ilustrada pelo Algo-
ritmo 3.
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Algoritmo 3: Clusterização por k-means
Entrada: Inteiro 𝑘 e conjunto de dados 𝑋 com 𝑛 pontos.
Saída: 𝑘 centros 𝐶 e clusters 𝐺.

1 início

2 Passo 1: Escolha arbitrariamente 𝑘 centros iniciais 𝐶 = {𝑐1, 𝑐2, . . . , 𝑐𝑘};
3 repita
4 para 𝑖← 1 até 𝑘 faça

5 Passo 2: Atribua ao cluster 𝐺𝑖 o conjunto de pontos em 𝑋 mais próxi-
mos ao centro 𝑐𝑖;

6 fim
7 para 𝑖← 1 até 𝑘 faça

8 Passo 3: Atribua ao centro 𝑐𝑖 o centro de massa de todos os pontos
pertencentes ao cluster 𝐺𝑖;

9 fim
10 até 𝐶 não se alterar ;
11 fim

No Passo 2 do Algoritmo 3, empates podem ser quebrados arbitrariamente. A
ideia dos Passos 2 e 3 consiste na garantia de minimização da distância quadrática total
𝜑, realizando melhorias locais sobre uma clusterização arbitrária até a estabilização do
processo.

Esclarecidos os conceitos mais importantes associados ao processo de análise de
qualidade de malhas computacionais, a Seção 2.8 é dedicada a uma revisão bibliográfica
de trabalhos correlatos, levando em consideração as metodologias empregadas.

2.8 Trabalhos Correlatos

Nesta seção, um levantamento de material bibliográfico foi efetuado em bibliote-
cas digitais como Google Acadêmico1, ScienceDirect2 e Springer3, utilizando palavras-
chave relevantes e associadas à qualidade de malhas computacionais. Para cada referência
levantada, apresentam-se os procedimentos metodológicos aplicados para a solução do
problema.

Tamura [30] produz malhas bidimensionais no sistema de coordenadas generaliza-
das, aplicando o método spline cúbico parametrizado e a adimensionalização das equações.
1 <https://scholar.google.com.br/>
2 <http://www.sciencedirect.com/>
3 <http://www.springer.com/br/>

https://scholar.google.com.br/
http://www.sciencedirect.com/
http://www.springer.com/br/
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Além disso, a dissertação deduz duas métricas de qualidade, nomeadas como comprimento
de forma e diferença de área, com base em métricas fundamentais. A partir desses crité-
rios de avaliação, diferentes simulações são executadas, envolvendo malhas computacio-
nais com geometrias variadas. Os resultados mostraram que as métricas de qualidade e o
modelo desenvolvido apontaram os elementos de menor qualidade.

Borouchaki e Frey [17] propõem um esquema para a conversão automática de
malhas com elementos triangulares para malhas com elementos quadriláteros. A ideia
principal dessa conversão consiste em emparelhar triângulos para formar quadriláteros,
controlando a qualidade. O controle é realizado por meio da medida das qualidades dos
ângulos internos dos elementos. De acordo com os autores, essa métrica é suficiente para
identificar um quadrilátero com alta razão de aspecto, quando acoplada a um controle do
comprimento da aresta. Os experimentos, em particular um problema de dinâmica dos
fluidos computacional, demonstraram a eficiência do método aplicado.

Johnen, Ernst e Geuzaine [18] elaboram um algoritmo para a geração indireta de
malhas quadrangulares, com base em técnicas de tomada de decisão para a busca por
recombinações ótimas entre triângulos. O funcionamento desse algoritmo constitui-se em,
a partir de uma malha triangular, desenvolver uma malha com elementos quadriláteros
com a melhor qualidade de forma, através de recombinações. No artigo, a qualidade de
forma também é baseada na métrica referente aos ângulos internos dos elementos, discu-
tida em [17]. Por meio dos resultados obtidos de experimentos, os autores concluíram que
o algoritmo é uma etapa inicial à resolução do problema tridimensional de recombinar
tetraedros em hexaedros.

Koko [31] desenvolve um código na linguagem MATLAB para a geração de malhas
triangulares não estruturadas em duas dimensões. O método tem como base o gerador de
malhas distmesh, também implementado em MATLAB [32]. Uma vez que o artigo traba-
lha com malhas triangulares para aplicações de elementos finitos, a medida da qualidade
da malha computacional consiste na razão entre o raio da maior circunferência inscrita e
o raio da menor circunferência circunscrita do elemento. Os experimentos numéricos mos-
traram que diferentes malhas, com dimensões variadas, podem ser geradas com o código
desenvolvido.

Shewchuk [16] explica as conexões matemáticas entre a geometria de malhas, erros
de interpolação, erros de discretização e o condicionamento da matriz de rigidez. Essas
relações são expressadas por limites de erros e medidas de qualidade dos elementos que
determinam a aptidão de um triângulo ou tetraedro para a interpolação ou para o alcance
de números baixos de condição. Segundo o estudo, as métricas de qualidade apresen-
tadas são indicadores precisos de aptidão dos elementos. Ainda, verifica-se que existem
circunstâncias em que os problemas são melhores solucionados por elementos com razões
de aspecto ou orientações diferentes, em comparação a triângulos equiláteros.
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Machado [33] estuda conceitos de Geometria Computacional voltados ao problema
de geração de malhas Delaunay e implementa um método inovador para a geração de
malhas. Além disso, o autor aborda algoritmos de refinamento e o processo de melhoria
de qualidade de malhas computacionais. Com o propósito de analisar os algoritmos de
refinamento de Delaunay, a dissertação aplica uma medida de qualidade descrita em [16].
Essa métrica refere-se à razão circunraio-menor aresta de um triângulo, ou seja, a razão
entre o raio da circunsfera de um triângulo e o tamanho da menor aresta do triângulo.
Assim, simulações numéricas são efetuadas utilizando malhas triangulares, nas quais os
métodos para a geração das malhas Delaunay obtiveram resultados satisfatórios.

Nguyen et al. [34] foca na triangulação de Delaunay uniforme de regiões planas e
no modo para a seleção das posições dos vértices da triangulação. O artigo discute um
método, baseado no conceito de tesselação de Voronoi centroidal, para efetuar as trian-
gulações e desenvolve dois algoritmos para a geração de malhas computacionais. Ainda,
definem-se diferentes medidas quantitativas da qualidade de malhas uniformes. Final-
mente, geram-se triangulações sobre regiões planas, e conclui-se que malhas uniformes de
alta qualidade foram produzidas.

Identificados os principais trabalhos relacionados ao processo de análise de quali-
dade de malhas, o Capítulo 3 explica os procedimentos metodológicos aplicados nas etapas
de aquisição de pontos de fronteira, geração de malhas bidimensionais em coordenadas
generalizadas e análise de qualidade das malhas produzidas.
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3 MATERIAIS E MÉTODOS

Neste capítulo, apresentam-se os procedimentos metodológicos aplicados nos pro-
cessos de aquisição de pontos de fronteira, geração de malhas em coordenadas genera-
lizadas e análise de qualidade das malhas produzidas. Expondo uma visão geral desses
procedimentos, na Seção 3.1, explicam-se os métodos para a aquisição de pontos necessá-
rios para a construção das fronteiras da geometria em estudo; na Seção 3.2, descreve-se
o algoritmo desenvolvido para a geração de malhas com um bloco e multi-blocos no sis-
tema de coordenadas generalizadas; finalmente, na Seção 3.3, definem-se as métricas de
qualidade utilizadas e demonstram-se os algoritmos desenvolvidos para o cálculo dessas
métricas e para a identificação dos elementos de menor qualidade em malhas computaci-
onais.

3.1 Aquisição de Pontos de Fronteira

Para a definição e criação de uma geometria mapeada em coordenadas generali-
zadas, parte-se de um conjunto de pontos que descrevem o bordo, ou seja, o contorno
físico. Nos experimentos apresentados no Capítulo 4, esse conjunto de pontos é obtido de
diferentes formas, as quais variam conforme o experimento efetuado.

Apesar de ser mencionado na descrição de cada experimento, esta seção reúne
todos os processos de aquisição de pontos de fronteira realizados. Assim, os seguintes
processos de aquisição são elencados:

• manual: definição dos pontos de fronteira manualmente, por meio da visualização
gráfica da localização dos pontos estipulados;

• baseado em trabalhos científicos: extração e adaptação de pontos de fronteira em
trabalhos correlatos de geração de malhas e análise de qualidade [30, 35];

• automatizado: desenvolvimento de um código computacional para a aquisição dos
pontos de fronteira, utilizando conceitos de geometria, tais como as equações da reta
e da circunferência;

• via Google: obtenção de pontos de fronteira a partir de imagens de satélite fornecidas
pelo aplicativo Google Earth e imagens de um determinado objeto ou geometria
encontradas no Google [36, 37].

Vale salientar que, nos casos em que havia imagens da geometria sobre a qual o
estudo da análise de qualidade seria efetuado, a ferramenta WebPlotDigitizer é empregada
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[38]. Essa ferramenta permite, entre outras utilidades, extrair dados numéricos com base
em plotagens gráficas, imagens e mapas, possibilitando então a aquisição dos pontos de
fronteira da geometria sendo investigada.

Tendo em vista a equação governante para a geração de malhas em coordena-
das generalizadas, descrita na Subseção 2.4.3, a Seção 3.2 apresenta minuciosamente o
algoritmo que implementa a resolução numérica da Equação (2.42).

3.2 Gerador de Malhas em Coordenadas Generalizadas

Para a criação de um procedimento automatizado no mapeamento de uma geome-
tria descrita em coordenadas cartesianas segundo o sistema de coordenadas generalizadas,
opta-se por utilizar a linguagem de programação Python [39]. A motivação para tal de-
cisão reside no fato de que Python é uma linguagem de propósito geral, livre, aberta e
multiplataforma [39], o que permite a criação de extensões da aplicação desenvolvida,
como, por exemplo, um módulo de interface gráfica, também desenvolvido em Python.

Em relação ao desempenho, faz-se necessário o uso de bibliotecas extras, específi-
cas para aplicações em computação numérica, para o alcance de resultados satisfatórios
no tempo de execução. Por ser uma linguagem de script, ou seja, interpretada, o desem-
penho de uma aplicação escrita em Python tende a ser inferior, quando comparado com
uma linguagem compilada, como é o caso de Fortran [40]. Nativamente, as ferramentas
disponíveis para a manipulação matricial e álgebra linear são limitadas, ou, em outras
palavras, não otimizadas para o tipo de aplicação que se deseja desenvolver. Todavia,
pelo fato de que uma das características da linguagem adotada é ser modular, é possí-
vel contornar esse problema com o uso de rotinas e bibliotecas de terceiros, escritas em
linguagens compiladas, com o propósito de otimizar operações mais complexas, como as
utilizadas para a transformação de domínios [40].

Para o desenvolvimento do gerador de malhas bidimensionais, as seguintes biblio-
tecas foram empregadas:

• Numpy: biblioteca voltada para operações matriciais e algébricas de forma geral
[41, 42];

• Matplotlib: biblioteca utilizada para a plotagem de gráficos e manipulação de dados
em forma gráfica [42, 43].

Os módulos adicionais empregados são também livres para uso e desenvolvidos em comu-
nidade.

Na Subseção 3.2.1, uma descrição mais detalhada do algoritmo desenvolvido é
apresentada.
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3.2.1 Descrição do Algoritmo Desenvolvido

Considerando uma coleção de pontos discretos que definem o bordo, neste trabalho,
aplica-se o método spline linear parametrizado [5, 11, 19], descrito na Subseção 2.1.1, para
interpolar os pontos e obter as fronteiras da geometria em estudo. A partir do momento
em que as curvas interpoladoras do bordo são conhecidas, Equações (2.2) e (2.3), define-se
a quantidade de partições desejadas para cada fronteira. Vale salientar que se opta por
manter um espaçamento uniforme entre os pontos de cada fronteira, observando que, se
o número de partições do plano transformado não for divisível pelo número de partições
do plano físico, os novos pontos definidos sofrerão um leve deslocamento em comparação
aos pontos pertencentes aos dados de entrada.

Em seguida, calculam-se os pontos internos da geometria aproximada com base nos
novos pontos de bordo definidos. Para tal, faz-se uso de uma abordagem de posicionamento
de pontos interiores considerando uma média ponderada dos componentes dos bordos,
representada por

𝑥𝑖,𝑗 = 𝑝Γ1Γ3
𝑥 (𝑥0,𝑗 + 𝑖Δ𝑥𝜉

𝑗−1) + 𝑝Γ2Γ4
𝑥 (𝑥𝑖,0 + 𝑗Δ𝑥𝜂

𝑖−1); (3.1)
𝑦𝑖,𝑗 = 𝑝Γ1Γ3

𝑦 (𝑦0,𝑗 + 𝑖Δ𝑦𝜉
𝑗−1) + 𝑝Γ2Γ4

𝑦 (𝑦𝑖,0 + 𝑗Δ𝑦𝜂
𝑖−1); (3.2)

em que Δ𝑥𝜉
𝑗 = 𝑥𝜉,𝑗 − 𝑥0,𝑗

𝜉
, Δ𝑥𝜂

𝑖 = 𝑥𝑖,𝜂 − 𝑥𝑖,0

𝜂
, Δ𝑦𝜉

𝑗 = 𝑦𝜉,𝑗 − 𝑦0,𝑗

𝜉
, Δ𝑦𝜂

𝑖 = 𝑦𝑖,𝜂 − 𝑦𝑖,0

𝜂
, 𝑖 =

1, . . . , 𝜉 e 𝑗 = 1, . . . , 𝜂. Os valores de 𝑝Γ1Γ3
𝑥 , 𝑝Γ2Γ4

𝑥 , 𝑝Γ1Γ3
𝑦 e 𝑝Γ2Γ4

𝑦 indicam os pesos so-
bre as fronteiras esquerda/direita em 𝑥, superior/inferior em 𝑥, esquerda/direita em 𝑦 e
superior/inferior em 𝑦, respectivamente.

Atribuindo pesos percentuais, através das Equações (3.1) e (3.2), pode-se melhor
ajustar a distribuição dos pontos. Dessa maneira, a disposição dos pontos internos é in-
fluenciada em diferentes graus pelos bordos, conforme a configuração da geometria em
estudo, o que permite maior liberdade e alcance representativo. Finalmente, sobre o con-
junto de pares ordenados, aplica-se a resolução numérica da equação governante para a
geração de malhas bidimensionais em coordenadas generalizadas, Equação (2.42), utili-
zando o método de Gauss-Seidel [19, 26], abordado na Subseção 2.5.1.

De maneira sintética, o Algoritmo 4 exibe um pseudocódigo do gerador de malhas
proposto e implementado.
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Algoritmo 4: Gerador de malhas bidimensionais em coordenadas generalizadas
Entrada: Número de partições dos planos físico e transformado, pesos das fron-

teiras e pontos de contorno.
Saída: Coordenadas dos nós da malha computacional.

1 início

2 Leitura dos dados de entrada;

3 Interpolação das fronteiras: determine as curvas interpoladoras das frontei-
ras utilizando o método spline linear parametrizado;

4 Cálculo dos pontos internos: encontre os pontos internos por meio de uma
média ponderada das fronteiras interpoladas;

5 Resolução da equação diferencial: resolva numericamente a equação go-
vernante para a geração de malhas em coordenadas generalizadas, aplicando
o método iterativo de Gauss-Seidel;

6 fim

O Algoritmo 4 consiste em um gerador de malhas bidimensionais desenvolvido para
geometrias constituídas por um bloco. Para geometrias bastante complexas, é conveniente
utilizar a técnica multi-blocos [11, 25], a qual é descrita e implementada na Subseção 3.2.2.

3.2.2 Técnica Multi-blocos

Uma relevante parte das geometrias presentes no mundo real é constituída por
estruturas complexas que não podem ser modeladas por um gerador simples de malhas
em coordenadas generalizadas, exigindo técnicas mais aprimoradas para o processo de
geração. Para contornar esse problema e permitir a adaptabilidade do gerador a diferentes
geometrias, existe a técnica multi-blocos [11, 25].

Essa metodologia consiste em dividir a geometria estudada em partes e, sobre cada
uma das partes, aplicar a geração das malhas em coordenadas generalizadas independen-
temente, o que possibilita captar melhor a complexidade da geometria em comparação
com a estratégia empregada sobre um bloco.

O algoritmo de geração de malhas envolvendo multi-blocos utiliza o mesmo gerador
de malhas definido no Algoritmo 4 e pode ser ilustrado, de maneira simplificada, pelo
Algoritmo 5.
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Algoritmo 5: Gerador de malhas bidimensionais em coordenadas generalizadas
envolvendo multi-blocos

Entrada: Blocos contendo número de partições dos planos físico e transformado,
pesos das fronteiras e pontos de contorno.

Saída: Gráfico e coordenadas dos nós de cada bloco da malha computacional.
1 início
2 para cada arquivo de entrada (bloco) faça

3 Geração da malha: gere a malha computacional do bloco executando o
Algoritmo 4;

4 Plotagem da malha: plote a malha computacional do bloco utilizando os
resultados da geração;

5 Escrita dos resultados;
6 fim

7 Exibição do gráfico: mostre as malhas computacionais geradas para todos os
blocos em um gráfico;

8 fim

Sendo possível realizar a geração de malhas bidimensionais em coordenadas gene-
ralizadas, parte-se, nesse momento, para o próximo objetivo deste trabalho, o qual consiste
em analisar a qualidade das malhas geradas. As métricas de qualidade e os algoritmos
desenvolvidos são explicados detalhadamente na Seção 3.3.

3.3 Análise de Qualidade de Malhas em Coordenadas Genera-
lizadas

Com a finalidade de analisar a qualidade dos elementos pertencentes às malhas
geradas em coordenadas generalizadas, três características foram levadas em consideração.
Um elemento considerado de maior qualidade é um quadrilátero que mais se aproxima de
um quadrado [17, 18], ou seja, com todos os lados e ângulos iguais. Proveniente da área de
Computação Gráfica, a terceira característica diz respeito ao coeficiente de compacidade
do elemento [44, 45, 46]. Mais detalhes acerca das métricas de qualidade utilizadas no
processo de análise são apresentados na Subseção 3.3.1.

3.3.1 Métricas de Qualidade

Antes de definir as métricas de qualidade de maneira detalhada, é importante
ressaltar a padronização adotada para a localização das arestas e ângulos de um elemento
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qualquer na malha computacional. A Figura 9 demonstra as nomenclaturas adotadas para
a definição das arestas, Figura 9a, e ângulos, Figura 9b, do elemento, onde a numeração
parte do nó 𝑖, 𝑗, contornando o elemento em sentido horário.

(a) Arestas

𝑖, 𝑗

𝑖, 𝑗 + 1 𝑖 + 1, 𝑗 + 1

𝑖 + 1, 𝑗

𝑑1

𝑑2

𝑑3

𝑑4

(b) Ângulos

𝑖, 𝑗

𝑖, 𝑗 + 1 𝑖 + 1, 𝑗 + 1

𝑖 + 1, 𝑗

𝛼2 𝛼3

𝛼1 𝛼4

Figura 9 – Nomenclaturas adotadas para a definição das arestas e ângulos de um elemento

A imagem de um quadrado na Figura 9 é meramente ilustrativa, significando que
os elementos podem ser quadriláteros de formatos quaisquer. Ainda, a notação 𝑖, 𝑗 é uma
simplificação do nó (𝑥𝑖, 𝑦𝑗), em que 𝑖 = 1, . . . , 𝑀 e 𝑗 = 1, . . . , 𝑁 , lembrando que 𝑀

é o número de partições na direção 𝜉, e 𝑁 , o número de partições na direção 𝜂, como
mencionados na Subseção 2.4.3.

Na abordagem empregada, executa-se a avaliação das malhas geradas, na qual,
para cada elemento, calculam-se as razões 𝑟𝑖,𝑗 entre o tamanho das arestas, de modo a
verificar se os valores estão próximos a 𝑟� = 1, correspondendo à razão entre duas arestas
de um quadrado. Em outras palavras, a partir do cálculo da distância 𝑑 entre dois vértices
𝐴(𝑥𝐴, 𝑦𝐴) e 𝐵(𝑥𝐵, 𝑦𝐵) conectados do elemento, indicada por [47]

𝑑 =
√︁

(𝑥𝐵 − 𝑥𝐴)2 + (𝑦𝐵 − 𝑦𝐴)2; (3.3)

encontra-se o tamanho das arestas 𝑑𝑖, 𝑖 = 1, . . . , 4, e, em seguida, efetua-se a razão 𝑟𝑖,𝑗 de
cada aresta com as demais, ou seja,

𝑟𝑖,𝑗 = 𝑑𝑖

𝑑𝑗

; (3.4)

em que 𝑖 = 1, . . . , 4, 𝑗 = 1, . . . , 4 e 𝑖 ̸= 𝑗. Vale salientar que o símbolo � é utilizado com
a finalidade de denotar os cálculos efetuados sobre um quadrado.

Além da razão entre o tamanho das arestas do quadrilátero, para garantir a pro-
priedade citada de que um elemento de maior qualidade é um quadrilátero similar a um
quadrado, é necessário também averiguar se os ângulos internos 𝛼𝑖, 𝑖 = 1, . . . , 4, de cada
elemento se aproximam a 𝛼� = 𝜋

2 rad, utilizando [48]

𝛼𝑖 = arccos
(︃ −→𝑢 · −→𝑣
‖−→𝑢 ‖ · ‖−→𝑣 ‖

)︃
; (3.5)
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em que −→𝑢 = −→𝐴𝐵 = ⟨𝑥𝐵 − 𝑥𝐴, 𝑦𝐵 − 𝑦𝐴⟩ e −→𝑣 = −→𝐴𝐶 = ⟨𝑥𝐶 − 𝑥𝐴, 𝑦𝐶 − 𝑦𝐴⟩ são vetores de
origem 𝐴(𝑥𝐴, 𝑦𝐴) que representam, respectivamente, duas arestas 𝐴𝐵 e 𝐴𝐶 do elemento.
As normas ou módulos ‖−→𝑢 ‖ e ‖−→𝑣 ‖ correspondem ao comprimento dos vetores −→𝑢 e −→𝑣 ,
respectivamente, podendo serem calculadas por meio da Equação (3.3) [48].

Ainda, uma terceira métrica de qualidade, empregada para verificar a similaridade
entre os elementos pertencentes à malha computacional e um quadrado, diz respeito ao
coeficiente de compacidade 𝑐. Essa métrica possui a característica de ser invariante à
translação, à rotação e à mudança de escala e é calculada por [44, 45, 46]

𝑐 = 𝑃 2

𝑆
; (3.6)

em que 𝑃 =
4∑︁

𝑖=1
𝑑𝑖 é o perímetro, e 𝑆 é a área do elemento. A área 𝑆 do quadrilátero é

calculada por meio da Equação (2.32), na qual se utiliza o Jacobiano da transformação.

Considere 𝑑� o tamanho da aresta de um quadrado, então o coeficiente de compa-
cidade 𝑐� do quadrado é dado por

𝑐� = (4𝑑�)2

𝑑2
�

= 16𝑑2
�

𝑑2
�

= 16. (3.7)

Assim, o coeficiente de compacidade de um quadrado qualquer é 𝑐� = 16, e o coeficiente
de compacidade 𝑐 para quadriláteros com formatos diferentes apresentam valores mais
altos, permitindo aplicá-lo no processo de análise de qualidade.

Portanto, a importância da aplicação das métricas de qualidade nos processos de
análise e, posteriormente, de melhoria de malhas computacionais reside no fato de que a
regularidade da geometria dos elementos possibilita aumentar a acurácia da solução das
equações diferenciais investigadas, melhorar a estabilidade e a convergência do método
numérico, além de reduzir o tempo de execução do algoritmo de resolução [14, 15, 16],
trazendo benefícios para a simulação e, consequentemente, para o estudo realizado.

Levando em consideração as métricas de qualidade, a Subseção 3.3.2 descreve
os algoritmos desenvolvidos para a análise de qualidade de malhas computacionais em
coordenadas generalizadas.

3.3.2 Descrição dos Algoritmos Desenvolvidos

O processo de desenvolvimento do algoritmo para análise de qualidade de malhas
em coordenadas generalizadas se dividiu em dois módulos. O primeiro módulo constitui
um algoritmo para o cálculo das métricas de qualidade, a partir das malhas geradas pelos
Algoritmos 4 e 5. Assim como os geradores de malhas desenvolvidos, esse módulo também
foi implementado na linguagem de programação Python [39] e é abordado na Subseção
3.3.2.1.
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O segundo módulo implementado para análise de qualidade de malhas em coorde-
nadas generalizadas realiza a identificação dos elementos de menor qualidade, de acordo
com as métricas empregadas e calculadas pelo primeiro módulo desenvolvido. Esse módulo
foi implementado na linguagem de programação R [49], devido à existência de bibliotecas
constituídas por procedimentos estatísticos utilizados no decorrer desse algoritmo [49, 50].
Ainda, a biblioteca ggplot2 foi utilizada para plotagens gráficas [51]. Mais detalhes sobre
o segundo módulo são explicados na Subseção 3.3.2.2.

3.3.2.1 Cálculo das Métricas de Qualidade

Com base nas coordenadas dos nós das malhas geradas e no número de partições
nas direções 𝜉 e 𝜂, calcula-se no primeiro módulo, para cada elemento de cada bloco da
malha computacional, o tamanho das arestas 𝑑𝑖, 𝑖 = 1, . . . , 4, através da Equação (3.3).
Posteriormente, calculam-se as razões 𝑟𝑖,𝑗 entre cada tamanho de aresta com os demais,
por meio da Equação (3.4), totalizando 12 combinações. Verifica-se e extrai-se, então,
qual a combinação 𝑟 com maior disparidade em comparação a 𝑟� = 1, equivalente à razão
entre duas arestas de um quadrado.

Analogamente, calculam-se os ângulos internos 𝛼𝑖, 𝑖 = 1, . . . , 4, de cada elemento,
utilizando a Equação (3.5) e o tamanho das arestas 𝑑𝑖 previamente calculado. Verifica-
se e extrai-se, então, qual o ângulo interno 𝛼 com maior disparidade em comparação a
𝛼� = 𝜋

2 rad, correspondente ao ângulo interno de um quadrado.

Na sequência, a área 𝑆 de cada elemento é calculada pela Equação (2.32), e o
perímetro 𝑃 , calculado pelo somatório do tamanho das arestas 𝑑𝑖 previamente determi-
nado. Dessa forma, calcula-se o coeficiente de compacidade 𝑐 de cada elemento através da
Equação (3.6).

É importante salientar que se realiza um tratamento adequado para os casos em
que o elemento é constituído por dois pontos sobrepostos, isto é, possui um formato
triangular. Esses casos podem acontecer sobre os elementos pertencentes às fronteiras da
geometria em estudo, por conta dos pontos de fronteira adquiridos e da complexidade
da geometria. Por esse motivo, o tamanho da aresta entre os pontos sobrepostos é nulo,
ou seja, 𝑑 = 0, e assim atribuem-se 𝑟 = +∞ e 𝛼 = @ para o elemento. Uma vez que
o tamanho da aresta nulo não influencia sobre o coeficiente de compacidade 𝑐 causando
indeterminação ou inexistência, essa métrica de qualidade continua a ser calculada da
mesma forma.

Finalmente, o primeiro módulo produz, como saída, um arquivo .csv contendo o
conjunto total de elementos e suas métricas de qualidade, com informações sobre o número
do bloco em que o elemento pertence, as coordenadas dos nós, a razão entre arestas 𝑟 com
maior disparidade em relação a 𝑟� = 1, o ângulo interno 𝛼 com maior disparidade em
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relação a 𝛼� = 𝜋

2 rad e o coeficiente de compacidade 𝑐.

De maneira organizada, o Algoritmo 6 apresenta a sequência de passos empregada
para o cálculo das métricas de qualidade de malhas em coordenadas generalizadas.
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Algoritmo 6: Cálculo das métricas de qualidade de malhas em coordenadas
generalizadas

Entrada: Malhas contendo número de partições do plano transformado e coorde-
nadas dos nós.

Saída: Conjunto total de elementos e suas métricas de qualidade, contendo número
do bloco em que o elemento pertence, coordenadas dos nós, razão entre
arestas 𝑟 com maior disparidade em relação a 𝑟� = 1, ângulo interno 𝛼 com
maior disparidade em relação a 𝛼� = 𝜋

2 rad e coeficiente de compacidade 𝑐.

1 início
2 para cada arquivo de entrada (malha) faça

3 Leitura dos dados de entrada;
4 para cada elemento da malha faça

5 Cálculo do tamanho das arestas: calcule o tamanho das arestas 𝑑𝑖,
𝑖 = 1, . . . , 4, conectando os nós do elemento, através da Equação (3.3);

6 Cálculo das razões entre arestas: calcule as razões 𝑟𝑖,𝑗 entre cada
aresta do elemento com as demais, de acordo com a Equação (3.4);

7 Extração da razão entre arestas: extraia a razão entre arestas 𝑟 com
maior disparidade em comparação a 𝑟� = 1;

8 Cálculo dos ângulos internos: calcule os ângulos internos 𝛼𝑖, 𝑖 =
1, . . . , 4, do elemento, por meio da Equação (3.5) e do tamanho das
arestas 𝑑𝑖;

9 Extração do ângulo interno: extraia o ângulo interno 𝛼 com maior
disparidade em comparação a 𝛼� = 𝜋

2 rad;

10 Cálculo da área: calcule a área 𝑆 do elemento, utilizando a Equação
(2.32);

11 Cálculo do perímetro: calcule o perímetro 𝑃 do elemento pelo soma-
tório do tamanho das arestas 𝑑𝑖;

12 Cálculo do coeficiente de compacidade: calcule o coeficiente de
compacidade 𝑐 do elemento, através da Equação (3.6);

13 fim
14 fim

15 Escrita dos resultados;
16 fim
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3.3.2.2 Identificação dos Elementos de Menor Qualidade

A partir do arquivo .csv contendo o conjunto total de elementos e suas métricas
de qualidade gerado pelo Algoritmo 6, identificam-se os elementos considerados de menor
qualidade no segundo módulo. Nessa etapa, as informações acerca da razão entre arestas 𝑟

com maior disparidade em relação a 𝑟� = 1, do ângulo interno 𝛼 com maior disparidade em
relação a 𝛼� = 𝜋

2 rad e do coeficiente de compacidade 𝑐 são essenciais para a classificação
dos elementos. Além disso, é necessário também especificar o número de partições nas
direções 𝜉 e 𝜂 para cada bloco da malha computacional e uma porcentagem desejada 𝑝

de elementos de menor qualidade a serem identificados.

Antes de explicar minuciosamente o algoritmo de identificação dos elementos de
menor qualidade, é importante mencionar que o conjunto total de elementos e suas mé-
tricas de qualidade é denotado por 𝑈 . Assim, o primeiro passo do segundo módulo para
análise de qualidade é caracterizado pela retirada dos elementos em que 𝑟 = +∞ e 𝛼 = @
do conjunto 𝑈 . Dessa forma, os passos posteriores realizam operações utilizando apenas
o conjunto de elementos cujas métricas de qualidade existem e são finitas. Esse novo
conjunto de elementos e suas métricas de qualidade é denotado por 𝑈 ′.

Utilizando o conjunto 𝑈 ′, a variância das razões entre arestas 𝑠2
𝑅, dos ângulos

internos 𝑠2
𝐴 e dos coeficientes de compacidade 𝑠2

𝐶 é calculada por [52, 53, 54]

𝑠2
𝑀 =

|𝑀 |∑︀
𝑘=1

(𝑚𝑘 −𝑚)2

|𝑀 | − 1 ; (3.8)

onde 𝑀 é uma notação adotada para a representação de um dos conjuntos 𝑅, 𝐴 ou 𝐶,
dependendo da métrica de qualidade em que a variância é calculada. Ainda na Equação
(3.8), |𝑀 | representa a quantidade de elementos pertencentes ao conjunto 𝑀 , 𝑚𝑘 ∈ 𝑀

indica um valor da métrica de qualidade 𝑀 , e 𝑚 é a média dos valores da métrica de
qualidade 𝑀 .

Com base nos valores das variâncias 𝑠2
𝑅, 𝑠2

𝐴 e 𝑠2
𝐶 , é possível determinar se não

existem elementos de menor qualidade no conjunto 𝑈 ′, uma vez que, quando todas as
variâncias são nulas, todos os elementos da malha computacional são idênticos entre si.
Dessa maneira, se 𝑠2

𝑅 = 𝑠2
𝐴 = 𝑠2

𝐶 = 0, verifica-se também se os valores das razões entre
arestas 𝑟𝑘, dos ângulos internos 𝛼𝑘 e dos coeficientes de compacidade 𝑐𝑘, 𝑘 = 1, . . . , |𝑀 |,
são equivalentes às métricas avaliadas sobre um quadrado. Em outras palavras, verifica-se
se 𝑟𝑘 = 1, 𝛼𝑘 = 𝜋

2 rad e 𝑐𝑘 = 16 para todo 𝑘, permitindo afirmar se os elementos são iguais
ou diferentes de um quadrado, interrompendo a execução do algoritmo.

Caso, pelo menos, uma das variâncias 𝑠2
𝑅, 𝑠2

𝐴 ou 𝑠2
𝐶 seja não nula, o algoritmo

continua sua execução, na qual se calculam os valores mínimo e máximo de cada métrica
de qualidade, expressados, respectivamente, por 𝑚min e 𝑚max. No cálculo dessas variáveis,
o valor das métricas avaliadas sobre um quadrado 𝑚� também é levado em consideração.
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Em termos matemáticos, 𝑚min e 𝑚max são encontrados, respectivamente, por

𝑚min = min{𝑚𝑘, 𝑚�};
𝑚max = max{𝑚𝑘, 𝑚�};

(3.9)

em que 𝑘 = 1, . . . , |𝑀 | indica um elemento pertencente ao conjunto 𝑀 .

Utilizando os valores mínimo 𝑚min e máximo 𝑚max das métricas de qualidade, a
próxima etapa consiste em normalizar os valores de cada métrica, assim como o valor das
métricas avaliadas sobre um quadrado. A etapa de normalização possibilita manter todos
os conjuntos de dados dentro de um mesmo intervalo, evitando-se trabalhar com dados
cujos valores se sobressaem em relação a outros. Dessa forma, o cálculo das métricas de
qualidade normalizadas 𝑚norm𝑘

, 𝑘 = 1, . . . , |𝑀 |, é dado por

𝑚norm𝑘
= (𝑏− 𝑎) 𝑚𝑘 −𝑚min

𝑚max −𝑚min
+ 𝑎; (3.10)

resultando em valores pertencentes ao intervalo [𝑎, 𝑏] e que formam o conjunto 𝑀norm.
Substituindo 𝑚𝑘 por 𝑚� na Equação (3.10), o cálculo das métricas avaliadas sobre um
quadrado normalizadas 𝑚norm�

é realizado de modo análogo

𝑚norm�
= (𝑏− 𝑎) 𝑚� −𝑚min

𝑚max −𝑚min
+ 𝑎. (3.11)

Nos experimentos executados no Capítulo 4, padroniza-se a normalização dos valores das
métricas de qualidade no intervalo [0, 10].

Sobre as métricas de qualidade normalizadas 𝑚norm𝑘
, um novo cálculo das vari-

âncias 𝑠2
𝑀norm é efetuado, através da Equação (3.8). A partir das variâncias 𝑠2

𝑀norm , das
métricas de qualidade normalizadas 𝑚norm𝑘

e das métricas avaliadas sobre um quadrado
normalizadas 𝑚norm�

, o algoritmo calcula tolerâncias mínima 𝜖min e máxima 𝜖max.

Pode-se enunciar que a tolerância 𝜖 é definida como o critério de parada de um
processo iterativo, em que se extraem os elementos de menor qualidade em relação à razão
entre arestas, ao ângulo interno ou ao coeficiente de compacidade, formando os conjun-
tos 𝐸𝑟, 𝐸𝛼 ou 𝐸𝑐, respectivamente. Para simplificar a explicação do processo iterativo,
considere que 𝐸𝑚 representa um dos conjuntos 𝐸𝑟, 𝐸𝛼 ou 𝐸𝑐, o qual depende da mé-
trica de qualidade empregada para a classificação dos elementos. Assim, cada iteração 𝑖

consiste na obtenção de um subconjunto de 𝐸𝑚, denotado por 𝐸𝑚𝑖
e constituído pelos

elementos de menor qualidade identificados na iteração 𝑖 e unidos com os identificados
na iteração 𝑖 − 1, sendo que 𝐸𝑚0 = ∅. Sabendo que 𝑀𝑖 é uma das métricas avaliadas
sobre os elementos de menor qualidade 𝐸𝑚𝑖

, uma nova variância 𝑠2
𝑀norm−𝑀𝑖

também é
calculada no decorrer da iteração. Para que o processo iterativo termine, é preciso que⃒⃒⃒
𝑠2

𝑀norm−𝑀𝑖
− 𝑠2

𝑀norm−𝑀𝑖−1

⃒⃒⃒
≤ 𝜖 ou, em outras palavras, é necessário que a diferença entre

as variâncias da iteração atual 𝑖 e da iteração anterior 𝑖 − 1, em módulo, seja menor ou
igual à tolerância 𝜖.
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Dessa maneira, a tolerância mínima 𝜖min é o menor valor de tolerância em que o
conjunto 𝐸∪ = 𝐸𝑟∪𝐸𝛼∪𝐸𝑐 é constituído pela máxima quantidade de elementos possível, e
a tolerância máxima 𝜖max é o maior valor de tolerância em que o conjunto 𝐸∪ é constituído
pela mínima quantidade de elementos possível. Dados os valores de 𝜖min e 𝜖max, itera-se
no intervalo entre as duas tolerâncias com um incremento de 1 · 10−5, identificando os
elementos de menor qualidade em relação à razão entre arestas 𝐸𝑟, ao ângulo interno 𝐸𝛼

e ao coeficiente de compacidade 𝐸𝑐, considerando a tolerância 𝜖 na iteração 𝑖, expressada
por 𝜖𝑖. Para cada 𝜖𝑖, obtêm-se, então, o conjunto 𝐸∪𝑖

, formado pela união dos elementos
de menor qualidade em relação a cada uma das métricas, e consequentemente a sua
quantidade de elementos |𝐸∪𝑖

|.

Plotando o gráfico da tolerância 𝜖𝑖 pela quantidade de elementos de menor quali-
dade |𝐸∪𝑖

| em diferentes experimentos, observou-se a característica exponencial da curva
formada pela união dos pontos discretos. Essa informação é mostrada com mais detalhes
nos experimentos presentes no Capítulo 4. Assim, o passo subsequente do algoritmo obje-
tiva encontrar uma função de regressão não linear exponencial que se aproxima do gráfico
da tolerância 𝜖𝑖 pela quantidade de elementos de menor qualidade |𝐸∪𝑖

|. Adequando a
Equação (2.58) ao problema, ou seja, substituindo 𝑥 por 𝜖 e 𝜙(𝑥) por |𝐸∪|, essa função é
descrita por [54, 55, 56]

|𝐸∪| = 𝑐1𝑒
𝑐2𝜖; (3.12)

em que 𝑐1 e 𝑐2 são os coeficientes a serem determinados. Para a obtenção desses coeficien-
tes, o método de mínimos quadrados é aplicado [26], cuja técnica de resolução é abordada
na Subseção 2.6.1.

Com base nos coeficientes 𝑐1 e 𝑐2 da função de regressão e na porcentagem desejada
𝑝 de elementos de menor qualidade a serem identificados, é possível calcular uma tolerância
desejada 𝜖. Isolando 𝜖 na Equação (3.12), tem-se que

𝜖 = ln(|𝐸∪|)− ln(𝑐1)
𝑐2

. (3.13)

Então, a tolerância desejada 𝜖 pode ser encontrada por

𝜖 = ln(𝑝 · |𝑈 ′|)− ln(𝑐1)
𝑐2

; (3.14)

onde |𝑈 ′| é quantidade de elementos pertencentes ao conjunto 𝑈 ′.

Considerando o valor da tolerância desejada 𝜖, o algoritmo identifica os elementos
de menor qualidade em relação à razão entre arestas, ao ângulo interno e ao coeficiente
de compacidade, compondo, respectivamente, os conjuntos 𝐸𝑟, 𝐸𝛼 e 𝐸𝑐. Além disso, o
conjunto 𝐸∪ = 𝐸𝑟 ∪ 𝐸𝛼 ∪ 𝐸𝑐 de elementos de menor qualidade é encontrado, com a
finalidade de classificar os elementos considerados de maior qualidade, isto é, os elementos
pertencentes ao conjunto 𝑈 ′ − 𝐸∪. Finalmente, obtêm-se os conjuntos 𝐸𝑟,𝛼 = 𝐸𝑟 ∩ 𝐸𝛼,
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𝐸𝑟,𝑐 = 𝐸𝑟 ∩ 𝐸𝑐 e 𝐸𝛼,𝑐 = 𝐸𝛼 ∩ 𝐸𝑐, formados pela intersecção entre dois dos conjuntos 𝐸𝑟,
𝐸𝛼 e 𝐸𝑐, assim como se obtém o conjunto 𝐸∩ = 𝐸𝑟∩𝐸𝛼∩𝐸𝑐, constituído pela intersecção
entre os três conjuntos. Essas intersecções são realizadas com o propósito de destacar os
elementos pertencentes a esses conjuntos, expressando a menor qualidade quanto a duas
ou três métricas de avaliação.

Para a visualização da classificação dos elementos pertencentes à malha computa-
cional, define-se um número 𝑞 para cada categoria de elementos, utilizando os conjuntos
obtidos na etapa anterior. Ao conjunto 𝑈 ′−𝐸∪ de elementos de maior qualidade, atribui-
se 𝑞 = 0. Os conjuntos 𝐸𝑟, 𝐸𝛼 e 𝐸𝑐 de elementos de menor qualidade em relação a uma
das métricas de avaliação são categorizados, respectivamente, nos intervalos de valores
1 ≤ 𝑞 ≤ 5, 6 ≤ 𝑞 ≤ 10 e 11 ≤ 𝑞 ≤ 15. Para essa classificação, aplica-se o algoritmo de
clusterização k-means, apresentado na Seção 2.7, o qual particiona cada um dos conjuntos
em 𝑘 clusters. A princípio, a quantidade de clusters é 𝑘 = 5, podendo variar caso a quanti-
dade de valores distintos das métricas de qualidade seja menor que 𝑘. Ainda, atribuem-se
𝑞 = 16, 17, 18 e 20, respectivamente, aos conjuntos formados pelas intersecções 𝐸𝑟,𝛼, 𝐸𝑟,𝑐,
𝐸𝛼,𝑐 e 𝐸∩. Finalmente, os elementos em que 𝑟 = +∞ e 𝛼 = @, pertencentes ao conjunto
𝑈 − 𝑈 ′, são rotulados com 𝑞 = 19.

Portanto, o segundo módulo para análise de qualidade produz, como saída, um
arquivo .vtk para cada bloco da malha computacional. Cada arquivo contém informações
sobre o número de pontos nas direções 𝜉 e 𝜂, as coordenadas dos nós e o número 𝑞 associado
a cada elemento pertencente ao bloco. Esses dados constituem o arquivo de entrada para
o software Paraview [57, 58], no qual os resultados obtidos da análise de qualidade são
visualizados.

Internamente a esse software, é importante mencionar também que uma legenda
de cores é empregada para a visualização gráfica da classificação dos elementos, onde cada
cor está relacionada a um valor de 𝑞 atribuído. A Figura 10 ilustra essa legenda de cores
e é frequentemente utilizada nos experimentos presentes no Capítulo 4.

Figura 10 – Legenda de cores associadas à qualidade dos elementos de uma malha com-
putacional

Na Figura 10, vale salientar que elementos com tonalidades mais escuras de ver-
melho, verde e azul indicam uma qualidade pior em comparação aos elementos com to-
nalidades mais claras dessas cores. Nota-se também que a combinação de duas das cores
primárias do canal RGB (vermelho, verde e azul), relativas a duas métricas de qualidade,
formam as cores dos elementos de menor qualidade pertencentes aos conjuntos resultantes
das intersecções entre essas métricas.
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Assim, de maneira sucinta, o Algoritmo 7 elenca a sequência de passos empregada
para a identificação dos elementos de menor qualidade de malhas em coordenadas gene-
ralizadas. Por conta de sua extensão e com a finalidade de apresentá-lo de forma mais
didática, esse algoritmo foi dividido em duas partes, executando os Algoritmos 8 e 9.

Algoritmo 7: Identificação dos elementos de menor qualidade de malhas em
coordenadas generalizadas

Entrada: Conjunto total de elementos e suas métricas de qualidade, contendo nú-
mero do bloco em que o elemento pertence, coordenadas dos nós, razão
entre arestas 𝑟, ângulo interno 𝛼 e coeficiente de compacidade 𝑐; número
de partições do plano transformado para cada bloco; e porcentagem de-
sejada 𝑝 de elementos de menor qualidade.

Saída: Blocos contendo número de pontos nas direções 𝜉 e 𝜂, coordenadas dos nós
e valor de 𝑞 associado a cada elemento pertencente ao bloco.

1 início

2 Execução do Algoritmo 8;

3 Execução do Algoritmo 9;
4 fim
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Algoritmo 8: Identificação dos elementos de menor qualidade de malhas em
coordenadas generalizadas - Parte 1
1 início

2 Leitura dos dados de entrada: leia o número do bloco, as coordenadas dos
nós, a razão entre arestas 𝑟, o ângulo interno 𝛼 e o coeficiente de compacidade
𝑐 de cada elemento;

3 Obtenção do conjunto de elementos 𝑈 ′: retire os elementos em que 𝑟 =
+∞ e 𝛼 = @ do conjunto de elementos 𝑈 ;

4 Cálculo das variâncias: calcule a variância das razões entre arestas 𝑠2
𝑅, dos

ângulos internos 𝑠2
𝐴 e dos coeficientes de compacidade 𝑠2

𝐶 , de acordo com a
Equação (3.8);

5 se 𝑠2
𝑅 = 0 e 𝑠2

𝐴 = 0 e 𝑠2
𝐶 = 0 então

6 se 𝑟𝑘 = 𝑟� e 𝛼𝑘 = 𝛼� e 𝑐𝑘 = 𝑐� então

7 Todos os elementos da malha são idênticos e iguais a um quadrado;
8 senão

9 Todos os elementos da malha são idênticos, mas diferentes de um qua-
drado;

10 fim
11 pare
12 fim

13 Cálculo dos valores mínimo e máximo: calcule os valores mínimo 𝑚min e
máximo 𝑚max das métricas de qualidade, utilizando as Equações (3.9);

14 Normalização: normalize os valores das métricas de qualidade, assim como o
valor das métricas avaliadas sobre um quadrado, por meio das Equações (3.10)
e (3.11);

15 Cálculo das variâncias: calcule as variâncias 𝑠2
𝑀norm das métricas de qualidade

normalizadas, através da Equação (3.8);
16 fim
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Algoritmo 9: Identificação dos elementos de menor qualidade de malhas em
coordenadas generalizadas - Parte 2
1 início

2 Cálculo das tolerâncias: calcule as tolerâncias mínima 𝜖min e máxima 𝜖max;
3 para 𝜖𝑖 ← 𝜖min até 𝜖max faça

4 Identificação dos elementos de menor qualidade: identifique os ele-
mentos de menor qualidade em relação à razão entre arestas 𝐸𝑟, ao ângulo
interno 𝐸𝛼 e ao coeficiente de compacidade 𝐸𝑐, considerando a tolerância
𝜖𝑖;

5 Obtenção do conjunto 𝐸∪𝑖
: obtenha o conjunto 𝐸∪𝑖

, formado pela união
dos conjuntos 𝐸𝑟, 𝐸𝛼 e 𝐸𝑐, e sua quantidade de elementos |𝐸∪𝑖

|;
6 fim

7 Obtenção da função de regressão não linear exponencial: encontre a
função de regressão não linear exponencial que se ajusta ao gráfico da tole-
rância 𝜖𝑖 pela quantidade de elementos de menor qualidade |𝐸∪𝑖

|, aplicando o
método de mínimos quadrados;

8 Cálculo da tolerância desejada: calcule a tolerância desejada 𝜖 a partir da
função de regressão não linear exponencial e da porcentagem desejada 𝑝;

9 Identificação dos elementos de menor qualidade: identifique os elementos
de menor qualidade em relação à razão entre arestas 𝐸𝑟, ao ângulo interno 𝐸𝛼

e ao coeficiente de compacidade 𝐸𝑐, considerando a tolerância desejada 𝜖;

10 Obtenção de demais conjuntos: obtenha os conjuntos 𝐸∪, 𝐸𝑟,𝛼, 𝐸𝑟,𝑐, 𝐸𝛼,𝑐 e
𝐸∩, formados por operações envolvendo os conjuntos 𝐸𝑟, 𝐸𝛼 e 𝐸𝑐;

11 Atribuição do valor de 𝑞: defina um número 𝑞 para cada categoria de ele-
mentos, considerando os conjuntos obtidos;

12 Escrita dos resultados;
13 fim

Utilizando a razão entre arestas, o ângulo interno e o coeficiente de compacidade
como métricas de qualidade, um conjunto de experimentos é executado no Capítulo 4
com a finalidade de validar os algoritmos desenvolvidos e os procedimentos metodológicos
aplicados. Para cada experimento efetuado, abordam-se também os processos de aquisição
de pontos de fronteira e de geração de malhas em coordenadas generalizadas, e discutem-se
os resultados obtidos.
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4 RESULTADOS E DISCUSSÕES

Para verificar a eficiência dos algoritmos desenvolvidos e dos procedimentos me-
todológicos empregados neste trabalho, diferentes experimentos são efetuados. Dentre os
experimentos, apresentam-se malhas computacionais formadas por um bloco e malhas
computacionais constituídas por multi-blocos.

No que diz respeito às malhas com um bloco, sete experimentos são realizados, en-
volvendo as seguintes estruturas: semi-trapezoidal, quadrada, retangular, com obstáculo,
placa de orifício, forma de gancho e geometria cúspide. Respectivamente, essas malhas
computacionais são apresentadas de maneira detalhada nas Seções 4.1 - 4.7.

Em relação às malhas multi-blocos, quinze experimentos são realizados, envolvendo
as seguintes estruturas: placas paralelas com círculo imerso, hexagonal, NACA 64A 010,
com obstáculo, placa de orifício, Lago Igapó I, golfinho, tartaruga, perfil de um rosto
2D, pássaro, cachorro, avião, Lago Luruaco, corpo humano e sapo. Respectivamente,
essas malhas computacionais são apresentadas de maneira detalhada nas Seções 4.8 -
4.22 e estão ordenadas com base no número de blocos e na complexidade da geometria.
Além disso, de acordo com as estruturas citadas, é importante notar que algumas malhas
computacionais possuem geometrias reais.

Portanto, para cada experimento efetuado, demonstram-se e discutem-se os re-
sultados obtidos referentes aos três processos explicados no Capítulo 3: a aquisição de
pontos de fronteira, a geração da malha computacional em coordenadas generalizadas e
a análise de qualidade da malha gerada. No último processo, utilizam-se as porcentagens
desejadas 𝑝 = 5, 10 e 20% de elementos de menor qualidade em todos os experimentos.
Vale salientar que “ . ” foi adotado como separador decimal neste trabalho.

Ainda, com o objetivo de facilitar a compreensão dos Algoritmos 6 e 7, a ma-
lha semi-trapezoidal, descrita na Seção 4.1, constitui um exemplo com foco no processo
de análise de qualidade da malha computacional. Com exceção desse experimento, os
resultados provenientes do Algoritmo 6 para o cálculo das métricas de qualidade não
são apresentados, devido ao refinamento empregado no plano transformado das malhas
dos demais experimentos. Contudo, apresentam-se os resultados do Algoritmo 7 para a
identificação dos elementos de menor qualidade.

4.1 Malha Semi-trapezoidal

Nesta seção, apresenta-se um experimento como forma de auxílio ao entendimento
do processo de análise de qualidade de malhas, aplicando os Algoritmos 6 e 7. A malha,
nomeada como semi-trapezoidal, é ilustrada na Figura 11 e é constituída por 5 partições
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na direção 𝜉 e 3 partições na direção 𝜂, totalizando 24 nós e 15 elementos. A aquisição
dessa malha computacional é baseada em um trabalho científico [30].

1
2 3 4

5

6
7

8
9

10

11
12

13

14

15

Figura 11 – Malha semi-trapezoidal. (Fonte: 30)

A Tabela 1 exibe as coordenadas dos nós de cada elemento da malha semi-trapezoi-
dal [30], de acordo com as numerações dos elementos, presentes na Figura 11, e com as
nomenclaturas adotadas, representadas na Figura 9.

Tabela 1 – Coordenadas dos nós da malha semi-trapezoidal

Elemento 𝑖, 𝑗 𝑖, 𝑗 + 1 𝑖 + 1, 𝑗 + 1 𝑖 + 1, 𝑗
1 (0.0000, 0.0000) (0.0000, 3.2999) (1.4359, 2.9164) (0.1000, 0.0000)
2 (0.1000, 0.0000) (1.4359, 2.9164) (3.2422, 2.5007) (2.4000, 0.0000)
3 (2.4000, 0.0000) (3.2422, 2.5007) (5.3370, 2.0776) (4.5000, 0.0000)
4 (4.5000, 0.0000) (5.3370, 2.0776) (7.5773, 1.5565) (6.6999, 0.0000)
5 (6.6999, 0.0000) (7.5773, 1.5565) (10.0000, 0.5000) (10.0000, 0.0000)
6 (0.0000, 3.2999) (0.0000, 6.9000) (1.5184, 5.9551) (1.4359, 2.9164)
7 (1.4359, 2.9164) (1.5184, 5.9551) (3.6106, 4.9824) (3.2422, 2.5007)
8 (3.2422, 2.5007) (3.6106, 4.9824) (6.0566, 4.1341) (5.3370, 2.0776)
9 (5.3370, 2.0776) (6.0566, 4.1341) (8.2839, 3.3448) (7.5773, 1.5565)
10 (7.5773, 1.5565) (8.2839, 3.3448) (10.0000, 2.5000) (10.0000, 0.5000)
11 (0.0000, 6.9000) (0.0000, 10.0000) (0.2000, 9.6999) (1.5184, 5.9551)
12 (1.5184, 5.9551) (0.2000, 9.6999) (2.7999, 8.0000) (3.6106, 4.9824)
13 (3.6106, 4.9824) (2.7999, 8.0000) (7.0000, 6.0999) (6.0566, 4.1341)
14 (6.0566, 4.1341) (7.0000, 6.0999) (9.3999, 5.1999) (8.2839, 3.3448)
15 (8.2839, 3.3448) (9.3999, 5.1999) (10.0000, 5.0000) (10.0000, 2.5000)

Utilizando a malha semi-trapezoidal como parâmetro de entrada, executa-se o
primeiro módulo para análise de qualidade, através do Algoritmo 6. Após o cálculo das
métricas de qualidade para cada elemento da malha computacional, o tamanho das arestas
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𝑑𝑖, as razões 𝑟𝑖,𝑗 entre cada aresta com as demais e os ângulos internos 𝛼𝑖 são obtidos,
produzindo as Tabelas 2 - 16.

Nas Tabelas 2 - 16, a tabela à esquerda apresenta os valores do tamanho das arestas
𝑑𝑖 do elemento, calculados pela Equação (3.3). A tabela central descreve os valores das
razões 𝑟𝑖,𝑗 entre arestas, em que a linha corresponde ao numerador, e a coluna equivale
ao denominador da Equação (3.4). Já a tabela à direita representa os valores dos ângulos
internos 𝛼𝑖 do elemento, encontrados pela Equação (3.5). Além disso, o valor destacado
em vermelho indica a razão entre arestas 𝑟 com maior disparidade em relação a 𝑟� = 1,
e o valor destacado em verde, o ângulo interno 𝛼 com maior disparidade em relação a
𝛼� = 𝜋

2 rad.

Tabela 2 – Tamanho das arestas, razões entre arestas e ângulos internos do elemento 1
da malha semi-trapezoidal

𝑑𝑖

𝑑1 3.2999
𝑑2 1.4862
𝑑3 3.2078
𝑑4 0.1000

𝑑1 𝑑2 𝑑3 𝑑4
𝑑1 2.2203 1.0287 32.9990
𝑑2 0.4504 0.4633 14.8623
𝑑3 0.9721 2.1584 32.0781
𝑑4 0.0303 0.0673 0.0312

𝛼𝑖

𝛼1 1.5708
𝛼2 1.3098
𝛼3 1.4022
𝛼4 2.0003

Tabela 3 – Tamanho das arestas, razões entre arestas e ângulos internos do elemento 2
da malha semi-trapezoidal

𝑑𝑖

𝑑1 3.2078
𝑑2 1.8535
𝑑3 2.6387
𝑑4 2.3000

𝑑1 𝑑2 𝑑3 𝑑4
𝑑1 1.7307 1.2157 1.3947
𝑑2 0.5778 0.7024 0.8059
𝑑3 0.8226 1.4236 1.1473
𝑑4 0.7170 1.2409 0.8716

𝛼𝑖

𝛼1 1.1413
𝛼2 1.7741
𝛼3 1.4721
𝛼4 1.8957

Tabela 4 – Tamanho das arestas, razões entre arestas e ângulos internos do elemento 3
da malha semi-trapezoidal

𝑑𝑖

𝑑1 2.6387
𝑑2 2.1371
𝑑3 2.2399
𝑑4 2.1000

𝑑1 𝑑2 𝑑3 𝑑4
𝑑1 1.2347 1.1781 1.2565
𝑑2 0.8099 0.9541 1.0177
𝑑3 0.8488 1.0481 1.0666
𝑑4 0.7958 0.9826 0.9376

𝛼𝑖

𝛼1 1.2459
𝛼2 1.6964
𝛼3 1.3871
𝛼4 1.9538
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Tabela 5 – Tamanho das arestas, razões entre arestas e ângulos internos do elemento 4
da malha semi-trapezoidal

𝑑𝑖

𝑑1 2.2399
𝑑2 2.3001
𝑑3 1.7868
𝑑4 2.1999

𝑑1 𝑑2 𝑑3 𝑑4
𝑑1 0.9738 1.2536 1.0182
𝑑2 1.0269 1.2873 1.0456
𝑑3 0.7977 0.7768 0.8122
𝑑4 0.9822 0.9564 1.2312

𝛼𝑖

𝛼1 1.1878
𝛼2 1.7252
𝛼3 1.2860
𝛼4 2.0841

Tabela 6 – Tamanho das arestas, razões entre arestas e ângulos internos do elemento 5
da malha semi-trapezoidal

𝑑𝑖

𝑑1 1.7868
𝑑2 2.6430
𝑑3 0.5000
𝑑4 3.3001

𝑑1 𝑑2 𝑑3 𝑑4
𝑑1 0.6760 3.5735 0.5414
𝑑2 1.4792 5.2861 0.8009
𝑑3 0.2798 0.1892 0.1515
𝑑4 1.8470 1.2486 6.6002

𝛼𝑖

𝛼1 1.0575
𝛼2 1.6729
𝛼3 1.9820
𝛼4 1.5708

Tabela 7 – Tamanho das arestas, razões entre arestas e ângulos internos do elemento 6
da malha semi-trapezoidal

𝑑𝑖

𝑑1 3.6001
𝑑2 1.7884
𝑑3 3.0398
𝑑4 1.4862

𝑑1 𝑑2 𝑑3 𝑑4
𝑑1 2.0130 1.1843 2.4223
𝑑2 0.4968 0.5883 1.2033
𝑑3 0.8444 1.6997 2.0453
𝑑4 0.4128 0.8310 0.4889

𝛼𝑖

𝛼1 1.8318
𝛼2 1.0141
𝛼3 2.1003
𝛼4 1.3370

Tabela 8 – Tamanho das arestas, razões entre arestas e ângulos internos do elemento 7
da malha semi-trapezoidal

𝑑𝑖

𝑑1 3.0398
𝑑2 2.3073
𝑑3 2.5089
𝑑4 1.8535

𝑑1 𝑑2 𝑑3 𝑑4
𝑑1 1.3175 1.2116 1.6400
𝑑2 0.7590 0.9196 1.2448
𝑑3 0.8253 1.0874 1.3536
𝑑4 0.6097 0.8033 0.7388

𝛼𝑖

𝛼1 1.7699
𝛼2 1.1627
𝛼3 1.8586
𝛼4 1.4920

Tabela 9 – Tamanho das arestas, razões entre arestas e ângulos internos do elemento 8
da malha semi-trapezoidal

𝑑𝑖

𝑑1 2.5089
𝑑2 2.5889
𝑑3 2.1788
𝑑4 2.1371

𝑑1 𝑑2 𝑑3 𝑑4
𝑑1 0.9691 1.1515 1.1740
𝑑2 1.0319 1.1883 1.2114
𝑑3 0.8684 0.8416 1.0195
𝑑4 0.8518 0.8255 0.9809

𝛼𝑖

𝛼1 1.6227
𝛼2 1.3843
𝛼3 1.5680
𝛼4 1.7081
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Tabela 10 – Tamanho das arestas, razões entre arestas e ângulos internos do elemento 9
da malha semi-trapezoidal

𝑑𝑖

𝑑1 2.1788
𝑑2 2.3630
𝑑3 1.9228
𝑑4 2.3001

𝑑1 𝑑2 𝑑3 𝑑4
𝑑1 0.9220 1.1331 0.9472
𝑑2 1.0846 1.2289 1.0274
𝑑3 0.8825 0.8137 0.8360
𝑑4 1.0557 0.9734 1.1962

𝛼𝑖

𝛼1 1.4627
𝛼2 1.5668
𝛼3 1.5351
𝛼4 1.7186

Tabela 11 – Tamanho das arestas, razões entre arestas e ângulos internos do elemento 10
da malha semi-trapezoidal

𝑑𝑖

𝑑1 1.9228
𝑑2 1.9128
𝑑3 2.0000
𝑑4 2.6430

𝑑1 𝑑2 𝑑3 𝑑4
𝑑1 1.0053 0.9614 0.7275
𝑑2 0.9948 0.9564 0.7237
𝑑3 1.0401 1.0456 0.7567
𝑑4 1.3746 1.3818 1.3215

𝛼𝑖

𝛼1 1.6057
𝛼2 1.4896
𝛼3 2.0282
𝛼4 1.1596

Tabela 12 – Tamanho das arestas, razões entre arestas e ângulos internos do elemento 11
da malha semi-trapezoidal

𝑑𝑖

𝑑1 3.1000
𝑑2 0.3606
𝑑3 3.9701
𝑑4 1.7884

𝑑1 𝑑2 𝑑3 𝑑4
𝑑1 8.5959 0.7808 1.7334
𝑑2 0.1163 0.0908 0.2017
𝑑3 1.2807 11.0085 2.2199
𝑑4 0.5769 4.9590 0.4505

𝛼𝑖

𝛼1 2.1275
𝛼2 0.5878
𝛼3 2.8923
𝛼4 0.6756

Tabela 13 – Tamanho das arestas, razões entre arestas e ângulos internos do elemento 12
da malha semi-trapezoidal

𝑑𝑖

𝑑1 3.9701
𝑑2 3.1063
𝑑3 3.1246
𝑑4 2.3073

𝑑1 𝑑2 𝑑3 𝑑4
𝑑1 1.2781 1.2706 1.7207
𝑑2 0.7824 0.9941 1.3463
𝑑3 0.7870 1.0059 1.3542
𝑑4 0.5812 0.7428 0.7384

𝛼𝑖

𝛼1 2.3445
𝛼2 0.6532
𝛼3 2.4123
𝛼4 0.8731

Tabela 14 – Tamanho das arestas, razões entre arestas e ângulos internos do elemento 13
da malha semi-trapezoidal

𝑑𝑖

𝑑1 3.1246
𝑑2 4.6099
𝑑3 2.1805
𝑑4 2.5889

𝑑1 𝑑2 𝑑3 𝑑4
𝑑1 0.6778 1.4330 1.2069
𝑑2 1.4754 2.1142 1.7806
𝑑3 0.6978 0.4730 0.8422
𝑑4 0.8286 0.5616 1.1873

𝛼𝑖

𝛼1 2.1671
𝛼2 0.8835
𝛼3 1.5482
𝛼4 1.6844
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Tabela 15 – Tamanho das arestas, razões entre arestas e ângulos internos do elemento 14
da malha semi-trapezoidal

𝑑𝑖

𝑑1 2.1805
𝑑2 2.5631
𝑑3 2.1649
𝑑4 2.3630

𝑑1 𝑑2 𝑑3 𝑑4
𝑑1 0.8507 1.0072 0.9227
𝑑2 1.1755 1.1839 1.0847
𝑑3 0.9929 0.8446 0.9162
𝑑4 1.0837 0.9219 1.0915

𝛼𝑖

𝛼1 1.4639
𝛼2 1.6595
𝛼3 1.3880
𝛼4 1.7718

Tabela 16 – Tamanho das arestas, razões entre arestas e ângulos internos do elemento 15
da malha semi-trapezoidal

𝑑𝑖

𝑑1 2.1649
𝑑2 0.6325
𝑑3 2.5000
𝑑4 1.9128

𝑑1 𝑑2 𝑑3 𝑑4
𝑑1 3.4227 0.8660 1.1318
𝑑2 0.2922 0.2530 0.3307
𝑑3 1.1548 3.9525 1.3070
𝑑4 0.8835 3.0241 0.7651

𝛼𝑖

𝛼1 1.4867
𝛼2 1.7908
𝛼3 1.8923
𝛼4 1.1133

Além dos resultados obtidos nas Tabelas 2 - 16, o Algoritmo 6 encontra também
a área 𝑆, o perímetro 𝑃 e o coeficiente de compacidade 𝑐 de cada elemento da malha
computacional, cujos valores são agrupados na Tabela 17. É importante lembrar que a
área 𝑆, o perímetro 𝑃 e o coeficiente de compacidade 𝑐 são calculados, respectivamente,
pela Equação (2.32), pelo somatório do tamanho das arestas 𝑑𝑖 e pela Equação (3.6).

Tabela 17 – Área, perímetro e coeficiente de compacidade dos elementos da malha semi-
trapezoidal

Elemento 𝑆 𝑃 𝑐
1 2.5150 8.0939 26.0486
2 5.7874 10.0000 17.2790
3 4.9789 9.1157 16.6896
4 4.2574 8.5266 17.0771
5 3.1740 8.2299 21.3396
6 4.9306 9.9146 19.9362
7 5.5368 9.7095 17.0268
8 5.4976 9.4137 16.1193
9 4.7615 8.7647 16.1337
10 4.2556 8.4786 16.8924
11 2.5302 9.2191 33.5916
12 6.5099 12.5083 24.0337
13 8.3712 12.5039 18.6767
14 5.2898 9.2715 16.2504
15 2.8133 7.2102 18.4791

Finalmente, o Algoritmo 6 produz, como saída, um arquivo .csv contendo o con-
junto total de elementos, associados à razão entre arestas 𝑟 com maior disparidade em
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relação a 𝑟� = 1, ao ângulo interno 𝛼 com maior disparidade em relação a 𝛼� = 𝜋

2 rad e
ao coeficiente de compacidade 𝑐, como apresenta a Tabela 18.

Tabela 18 – Conjunto total de elementos e suas métricas de qualidade da malha semi-
trapezoidal

Elemento 𝑟 𝛼 𝑐
1 32.9990 2.0003 26.0486
2 1.7307 1.1413 17.2790
3 1.2565 1.9538 16.6896
4 1.2873 2.0841 17.0771
5 6.6002 1.0575 21.3396
6 2.4223 1.0141 19.9362
7 1.6400 1.1627 17.0268
8 1.2114 1.3843 16.1193
9 1.2289 1.7186 16.1337
10 1.3818 2.0282 16.8924
11 11.0085 2.8923 33.5916
12 1.7207 0.6532 24.0337
13 2.1142 0.8835 18.6767
14 1.1839 1.7718 16.2504
15 3.9525 1.1133 18.4791

Tendo posse do conjunto total de elementos e suas métricas de qualidade, assim
como informações sobre o número de partições do plano transformado e as porcentagens
desejadas 𝑝, executa-se o segundo módulo para análise de qualidade, por meio do Algo-
ritmo 7. Após a leitura dos dados de entrada, obtém-se que |𝑈 ′| = |𝑈 | = 15 elementos,
pois não há elementos em que 𝑟 = +∞ e 𝛼 = @ no conjunto 𝑈 . Em seguida, a variância
de cada métrica de qualidade é calculada, resultando em 𝑠2

𝑅 = 68.1947, 𝑠2
𝐴 = 0.3616 e

𝑠2
𝐶 = 23.6867 para a malha semi-trapezoidal.

Uma vez que 𝑠2
𝑅 ̸= 0, 𝑠2

𝐴 ̸= 0 e 𝑠2
𝐶 ̸= 0, calculam-se os valores mínimo 𝑚min e

máximo 𝑚max das métricas de qualidade, cujos resultados estão presentes na Tabela 19.

Tabela 19 – Valores mínimo e máximo das métricas de qualidade da malha semi-
trapezoidal

𝑟 𝛼 𝑐
min 1.0000 0.6532 16.0000
max 32.9990 2.8923 33.5916

Utilizando os valores encontrados na Tabela 19, normalizam-se os valores das mé-
tricas de qualidade no intervalo [0, 10] através da Equação (3.10), transformando a Tabela
18 na Tabela 20.
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Tabela 20 – Conjunto total de elementos e suas métricas de qualidade normalizadas da
malha semi-trapezoidal

Elemento 𝑟norm 𝛼norm 𝑐norm
1 10.0000 6.0165 5.7122
2 0.2283 2.1797 0.7270
3 0.0802 5.8085 0.3920
4 0.0898 6.3906 0.6123
5 1.7501 1.8056 3.0353
6 0.4445 1.6119 2.2375
7 0.2000 2.2757 0.5837
8 0.0661 3.2653 0.0678
9 0.0715 4.7580 0.0760
10 0.1193 6.1412 0.5073
11 3.1278 10.0000 10.0000
12 0.2252 0.0000 4.5668
13 0.3482 1.0284 1.5216
14 0.0575 4.9959 0.1423
15 0.9227 2.0550 1.4092

Ainda, o valor das métricas avaliadas sobre um quadrado também é normalizado
no intervalo [0, 10] através da Equação (3.11), obtendo 𝑟norm�

= 0.0000, 𝛼norm�
= 4.0981 e

𝑐norm�
= 0.0000. Na sequência, calculam-se as variâncias 𝑠2

𝑀norm das métricas de qualidade
normalizadas, resultando em 𝑠2

𝑅norm = 6.6601, 𝑠2
𝐴norm = 7.2126 e 𝑠2

𝐶norm = 7.6541.

Com as variâncias 𝑠2
𝑀norm calculadas, parte-se para o cálculo das tolerâncias mínima

e máxima, obtendo 𝜖min = 0.0057 e 𝜖max = 0.1987. Iterando entre o intervalo de valores,
constrói-se o diagrama de dispersão da tolerância 𝜖𝑖 pela quantidade de elementos |𝐸∪𝑖

|,
o qual é ilustrado na Figura 12 pelos pontos em preto. A curva em verde representa
a função de regressão não linear exponencial, encontrada na etapa posterior. No caso
da malha semi-trapezoidal, o método de mínimos quadrados obteve, como resultado, os
coeficientes 𝑐1 = 15.0875 e 𝑐2 = −2.3533.



79

Figura 12 – Diagrama de dispersão de 𝜖𝑖 por |𝐸∪𝑖
| da malha semi-trapezoidal

Dados os coeficientes 𝑐1 e 𝑐2 da função de regressão não linear exponencial, calcu-
lam-se as tolerâncias desejadas 𝜖, considerando 𝑝 = 5, 10 e 20%. As porcentagens utili-
zadas resultaram, respectivamente, em 𝜖 = 1.2754, 0.9809 e 0.6864. Para cada valor de
tolerância desejada 𝜖, identificam-se os elementos de menor qualidade em relação à razão
entre arestas 𝐸𝑟, ao ângulo interno 𝐸𝛼 e ao coeficiente de compacidade 𝐸𝑐. Além disso, por
meio de operações envolvendo os conjuntos 𝐸𝑟, 𝐸𝛼 e 𝐸𝑐, obtêm-se os conjuntos 𝐸∪, 𝐸𝑟,𝛼,
𝐸𝑟,𝑐, 𝐸𝛼,𝑐 e 𝐸∩. Finalmente, um número 𝑞 é atribuído para cada categoria de elementos a
partir dos conjuntos obtidos, como mostra a Tabela 21.

Tabela 21 – Conjunto total de elementos e valores de 𝑞 da malha semi-trapezoidal

Elemento 𝑞
𝑝 = 5% 𝑝 = 10% 𝑝 = 20%

1 17 17 17
2 0 0 0
3 0 0 0
4 0 0 0
5 0 0 11
6 0 0 0
7 0 0 0
8 0 0 0
9 0 0 0
10 0 0 0
11 20 20 20
12 18 18 18
13 0 0 0
14 0 0 0
15 0 0 0

Após a escrita dos resultados em um arquivo .vtk, a Figura 13 ilustra os elementos
de menor qualidade identificados para a malha semi-trapezoidal, levando em consideração
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𝑝 = 5, 10 e 20%, respectivamente, nas Figuras 13a - 13c.

(a) 𝑝 = 5% (b) 𝑝 = 10% (c) 𝑝 = 20%

Figura 13 – Elementos de menor qualidade identificados para a malha semi-trapezoidal

Uma outra maneira para se observar os resultados encontrados da malha semi-
trapezoidal pode ser representada na Tabela 22, na qual se apresentam as porcentagens
desejadas 𝑝 e as tolerâncias desejadas 𝜖 em relação às quantidades de elementos dos
conjuntos 𝑈 ′ − 𝐸∪, 𝐸𝑟, 𝐸𝛼, 𝐸𝑐, 𝐸𝑟,𝛼, 𝐸𝑟,𝑐, 𝐸𝛼,𝑐, 𝑈 − 𝑈 ′ e 𝐸∩.

Tabela 22 – Quantidades de elementos dos resultados obtidos para a malha semi-
trapezoidal

𝑝 𝜖
⃒⃒⃒
𝑈 ′ − 𝐸∪

⃒⃒⃒ ⃒⃒⃒
𝐸𝑟

⃒⃒⃒ ⃒⃒⃒
𝐸𝛼

⃒⃒⃒ ⃒⃒⃒
𝐸𝑐

⃒⃒⃒ ⃒⃒⃒
𝐸𝑟,𝛼

⃒⃒⃒ ⃒⃒⃒
𝐸𝑟,𝑐

⃒⃒⃒ ⃒⃒⃒
𝐸𝛼,𝑐

⃒⃒⃒
|𝑈 − 𝑈 ′|

⃒⃒⃒
𝐸∩

⃒⃒⃒
5% 1.2754 12 2 2 3 1 2 2 0 1
10% 0.9809 12 2 2 3 1 2 2 0 1
20% 0.6864 11 2 2 4 1 2 2 0 1

4.2 Malha Quadrada

Com o objetivo de verificar se o algoritmo possui possíveis inconsistências nos
resultados, duas malhas simples são modeladas e analisadas: a primeira consiste em uma
malha quadrada com elementos em formato quadrado e é apresentada nesta seção, e a
segunda constitui uma malha retangular com elementos em formato retangular e é descrita
na Seção 4.3.

Na malha quadrada, os pontos de fronteira são adquiridos manualmente, através
da visualização gráfica da localização dos pontos no software Geogebra [59]. Esses pontos
de fronteira são ilustrados na Figura 14 e são divididos em 1 partição na direção 𝑥 e 1
partição na direção 𝑦, totalizando 4 nós.
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Figura 14 – Pontos de fronteira da malha quadrada

Por meio do número de partições do plano físico e dos pontos de contorno, executa-
se o algoritmo para geração da malha computacional em coordenadas generalizadas. A
malha computacional do quadrado é ilustrada na Figura 15 e é constituída por 10 partições
na direção 𝜉 e 10 partições na direção 𝜂, totalizando 121 nós e 100 elementos.

Figura 15 – Malha computacional do quadrado em coordenadas generalizadas

Utilizando a malha quadrada como parâmetro de entrada, executa-se o primeiro
módulo para análise de qualidade, através do Algoritmo 6. Após o cálculo das métricas
de qualidade para cada elemento da malha computacional, obtém-se o conjunto total de
elementos, associados à razão entre arestas 𝑟 com maior disparidade em relação a 𝑟� = 1,
ao ângulo interno 𝛼 com maior disparidade em relação a 𝛼� = 𝜋

2 rad e ao coeficiente de
compacidade 𝑐.

Tendo posse do conjunto total de elementos e suas métricas de qualidade, assim
como informações sobre o número de partições do plano transformado e as porcentagens
desejadas 𝑝, executa-se o segundo módulo para análise de qualidade, por meio do Algo-
ritmo 7. Após a leitura dos dados de entrada, obtém-se que |𝑈 ′| = |𝑈 | = 100 elementos,
pois não há elementos em que 𝑟 = +∞ e 𝛼 = @ no conjunto 𝑈 . Em seguida, a variância
de cada métrica de qualidade é calculada, resultando em 𝑠2

𝑅 = 0.0000, 𝑠2
𝐴 = 0.0000 e

𝑠2
𝐶 = 0.0000 para a malha quadrada.
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Uma vez que 𝑠2
𝑅 = 𝑠2

𝐴 = 𝑠2
𝐶 = 0, verifica-se se 𝑟𝑘 = 𝑟�, 𝛼𝑘 = 𝛼� e 𝑐𝑘 = 𝑐� para todo

𝑘 = 1, . . . , |𝑀 |, obtendo que todos os elementos da malha computacional são idênticos
entre si e iguais a um quadrado. Assim, a execução do Algoritmo 7 é interrompida, e os
resultados são escritos em um arquivo .vtk. A Figura 16 ilustra que nenhum elemento de
menor qualidade foi identificado para a malha quadrada, independente das porcentagens
desejadas 𝑝 levadas em consideração.

Figura 16 – Nenhum elemento de menor qualidade identificado para a malha quadrada

De acordo com a Figura 16, é possível observar que nenhum elemento da malha
quadrada apresenta problemas de qualidade, como esperado. A razão para tal resultado
reside no fato de que todos os elementos da malha computacional são idênticos entre si e
possuem um formato equivalente ao de um quadrado.

4.3 Malha Retangular

Na malha retangular, os pontos de fronteira são adquiridos manualmente, através
da visualização gráfica da localização dos pontos no software Geogebra [59]. Esses pontos
de fronteira são ilustrados na Figura 17 e são divididos em 1 partição na direção 𝑥 e 1
partição na direção 𝑦, totalizando 4 nós.

Figura 17 – Pontos de fronteira da malha retangular
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Por meio do número de partições do plano físico e dos pontos de contorno, executa-
se o algoritmo para geração da malha computacional em coordenadas generalizadas. A
malha computacional do retângulo é ilustrada na Figura 18 e é constituída por 20 partições
na direção 𝜉 e 20 partições na direção 𝜂, totalizando 441 nós e 400 elementos.

Figura 18 – Malha computacional do retângulo em coordenadas generalizadas

Utilizando a malha retangular como parâmetro de entrada, executa-se o primeiro
módulo para análise de qualidade, através do Algoritmo 6. Após o cálculo das métricas
de qualidade para cada elemento da malha computacional, obtém-se o conjunto total de
elementos, associados à razão entre arestas 𝑟 com maior disparidade em relação a 𝑟� = 1,
ao ângulo interno 𝛼 com maior disparidade em relação a 𝛼� = 𝜋

2 rad e ao coeficiente de
compacidade 𝑐.

Tendo posse do conjunto total de elementos e suas métricas de qualidade, assim
como informações sobre o número de partições do plano transformado e as porcentagens
desejadas 𝑝, executa-se o segundo módulo para análise de qualidade, por meio do Algo-
ritmo 7. Após a leitura dos dados de entrada, obtém-se que |𝑈 ′| = |𝑈 | = 400 elementos,
pois não há elementos em que 𝑟 = +∞ e 𝛼 = @ no conjunto 𝑈 . Em seguida, a variância
de cada métrica de qualidade é calculada, resultando em 𝑠2

𝑅 = 0.0000, 𝑠2
𝐴 = 0.0000 e

𝑠2
𝐶 = 0.0000 para a malha retangular.

Uma vez que 𝑠2
𝑅 = 𝑠2

𝐴 = 𝑠2
𝐶 = 0, verifica-se se 𝑟𝑘 = 𝑟�, 𝛼𝑘 = 𝛼� e 𝑐𝑘 = 𝑐� para todo

𝑘 = 1, . . . , |𝑀 |, obtendo que todos os elementos da malha computacional são idênticos
entre si e diferentes de um quadrado. Assim, a execução do Algoritmo 7 é interrompida, e
os resultados são escritos em um arquivo .vtk. A Figura 19 ilustra que nenhum elemento de
menor qualidade foi identificado para a malha retangular, independente das porcentagens
desejadas 𝑝 levadas em consideração.
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Figura 19 – Nenhum elemento de menor qualidade identificado para a malha retangular

De acordo com a Figura 19, é possível observar que nenhum elemento da malha
retangular apresenta problemas de qualidade, como esperado. A razão para tal resultado
reside no fato de que todos os elementos da malha computacional são idênticos entre si,
apesar de possuírem um formato diferente de um quadrado, impossibilitando afirmar o
nível de menor qualidade dos elementos.

4.4 Malha com Obstáculo

Nesta seção, modela-se e analisa-se uma malha retangular incluindo um obstá-
culo horizontalmente centralizado na parte inferior da geometria. Nesse experimento, a
aquisição dos pontos de fronteira é baseada em um trabalho científico [30]. Esses pontos
de fronteira são ilustrados na Figura 20 e são divididos em 5 partições na direção 𝑥 e 1
partição na direção 𝑦, totalizando 12 nós.

Figura 20 – Pontos de fronteira da malha com obstáculo. (Fonte: 30)

Por meio do número de partições do plano físico e dos pontos de contorno, executa-
se o algoritmo para geração da malha computacional em coordenadas generalizadas. A
malha computacional com obstáculo é ilustrada na Figura 21 e é constituída por 80
partições na direção 𝜉 e 16 partições na direção 𝜂, totalizando 1377 nós e 1280 elementos.
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Figura 21 – Malha computacional com obstáculo em coordenadas generalizadas. (Fonte:
30)

Utilizando a malha com obstáculo como parâmetro de entrada, executa-se o pri-
meiro módulo para análise de qualidade, através do Algoritmo 6. Após o cálculo das
métricas de qualidade para cada elemento da malha computacional, obtém-se o conjunto
total de elementos, associados à razão entre arestas 𝑟 com maior disparidade em relação
a 𝑟� = 1, ao ângulo interno 𝛼 com maior disparidade em relação a 𝛼� = 𝜋

2 rad e ao
coeficiente de compacidade 𝑐.

Tendo posse do conjunto total de elementos e suas métricas de qualidade, assim
como informações sobre o número de partições do plano transformado e as porcentagens
desejadas 𝑝, executa-se o segundo módulo para análise de qualidade, por meio do Algo-
ritmo 7. Após a leitura dos dados de entrada, obtém-se que |𝑈 ′| = |𝑈 | = 1280 elementos,
pois não há elementos em que 𝑟 = +∞ e 𝛼 = @ no conjunto 𝑈 . Em seguida, a variância
de cada métrica de qualidade é calculada, resultando em 𝑠2

𝑅 = 2.7229, 𝑠2
𝐴 = 0.1300 e

𝑠2
𝐶 = 38.4913 para a malha com obstáculo.

Uma vez que 𝑠2
𝑅 ̸= 0, 𝑠2

𝐴 ̸= 0 e 𝑠2
𝐶 ̸= 0, calculam-se os valores mínimo 𝑚min e

máximo 𝑚max das métricas de qualidade, cujos resultados estão presentes na Tabela 23.

Tabela 23 – Valores mínimo e máximo das métricas de qualidade da malha com obstáculo

𝑟 𝛼 𝑐
min 1.0000 0.1952 16.0000
max 23.9890 2.8845 83.1579

Utilizando os valores encontrados na Tabela 23, normalizam-se os valores das
métricas de qualidade no intervalo [0, 10]. Ainda, o valor das métricas avaliadas so-
bre um quadrado também é normalizado no intervalo [0, 10], obtendo 𝑟norm�

= 0.0000,
𝛼norm�

= 5.1151 e 𝑐norm�
= 0.0000. Na sequência, calculam-se as variâncias 𝑠2

𝑀norm das
métricas de qualidade normalizadas, resultando em 𝑠2

𝑅norm = 0.5152, 𝑠2
𝐴norm = 1.7976 e

𝑠2
𝐶norm = 0.8534.

Com as variâncias 𝑠2
𝑀norm calculadas, parte-se para o cálculo das tolerâncias mínima

e máxima, obtendo 𝜖min = 0.0000 e 𝜖max = 0.0643. Iterando entre o intervalo de valores,
constrói-se o diagrama de dispersão de 𝜖𝑖 por |𝐸∪𝑖

|, o qual é ilustrado na Figura 22
pelos pontos em preto. A curva em verde representa a função de regressão não linear
exponencial, encontrada na etapa posterior. No caso da malha com obstáculo, o método



86

de mínimos quadrados obteve, como resultado, os coeficientes 𝑐1 = 338.7436 e 𝑐2 =
−123.4856.

Figura 22 – Diagrama de dispersão de 𝜖𝑖 por |𝐸∪𝑖
| da malha com obstáculo

Dados os coeficientes 𝑐1 e 𝑐2 da função de regressão não linear exponencial, calcu-
lam-se as tolerâncias desejadas 𝜖, considerando 𝑝 = 5, 10 e 20%. As porcentagens utili-
zadas resultaram, respectivamente, em 𝜖 = 0.0135, 0.0079 e 0.0023. Para cada valor de
tolerância desejada 𝜖, identificam-se os elementos de menor qualidade em relação à razão
entre arestas 𝐸𝑟, ao ângulo interno 𝐸𝛼 e ao coeficiente de compacidade 𝐸𝑐. Além disso, por
meio de operações envolvendo os conjuntos 𝐸𝑟, 𝐸𝛼 e 𝐸𝑐, obtêm-se os conjuntos 𝐸∪, 𝐸𝑟,𝛼,
𝐸𝑟,𝑐, 𝐸𝛼,𝑐 e 𝐸∩. Finalmente, um número 𝑞 é atribuído para cada categoria de elementos a
partir dos conjuntos obtidos.

Após a escrita dos resultados em um arquivo .vtk, a Figura 23 ilustra os elementos
de menor qualidade identificados para a malha com obstáculo, levando em consideração
𝑝 = 5, 10 e 20%, respectivamente, nas Figuras 23a - 23c.
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(a) 𝑝 = 5%

(b) 𝑝 = 10%

(c) 𝑝 = 20%

Figura 23 – Elementos de menor qualidade identificados para a malha com obstáculo

Uma outra maneira para se observar os resultados encontrados da malha com
obstáculo pode ser representada na Tabela 24, na qual se apresentam as porcentagens
desejadas 𝑝 e as tolerâncias desejadas 𝜖 em relação às quantidades de elementos dos
conjuntos 𝑈 ′ − 𝐸∪, 𝐸𝑟, 𝐸𝛼, 𝐸𝑐, 𝐸𝑟,𝛼, 𝐸𝑟,𝑐, 𝐸𝛼,𝑐, 𝑈 − 𝑈 ′ e 𝐸∩.

Tabela 24 – Quantidades de elementos dos resultados obtidos para a malha com obstáculo

𝑝 𝜖
⃒⃒⃒
𝑈 ′ − 𝐸∪

⃒⃒⃒ ⃒⃒⃒
𝐸𝑟

⃒⃒⃒ ⃒⃒⃒
𝐸𝛼

⃒⃒⃒ ⃒⃒⃒
𝐸𝑐

⃒⃒⃒ ⃒⃒⃒
𝐸𝑟,𝛼

⃒⃒⃒ ⃒⃒⃒
𝐸𝑟,𝑐

⃒⃒⃒ ⃒⃒⃒
𝐸𝛼,𝑐

⃒⃒⃒
|𝑈 − 𝑈 ′|

⃒⃒⃒
𝐸∩

⃒⃒⃒
5% 0.0135 1262 9 11 17 4 9 10 0 4
10% 0.0079 1241 11 35 19 7 11 15 0 7
20% 0.0023 1093 19 181 43 15 19 37 0 15

De acordo com a Figura 23 e com a Tabela 24, é possível observar que elementos
de menor qualidade em relação a todas as métricas de avaliação foram identificados para
a malha com obstáculo, considerando as porcentagens utilizadas 𝑝. Além disso, destaca-se
o número de elementos pertencentes aos conjuntos formados pelas intersecções entre 𝐸𝑟,
𝐸𝛼 e 𝐸𝑐. Para 𝑝 = 20%, percebem-se 181 elementos de menor qualidade em relação ao
ângulo interno, quantidade em evidência quando comparada com as demais métricas de
avaliação. Os elementos detectados localizam-se não apenas nas proximidades do obstá-
culo, como esperado, mas também na parte superior da geometria, a qual sofreu influência
do obstáculo no processo de geração da malha computacional.
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4.5 Placa de Orifício

Nesta seção, modela-se e analisa-se uma placa de orifício, isto é, uma malha retan-
gular com dois obstáculos horizontalmente centralizados nas partes superior e inferior da
geometria. Nesse experimento, a aquisição dos pontos de fronteira é baseada em um tra-
balho científico [30]. Esses pontos de fronteira são ilustrados na Figura 24 e são divididos
em 5 partições na direção 𝑥 e 1 partição na direção 𝑦, totalizando 12 nós.

Figura 24 – Pontos de fronteira da placa de orifício. (Fonte: 30)

Por meio do número de partições do plano físico e dos pontos de contorno, executa-
se o algoritmo para geração da malha computacional em coordenadas generalizadas. A
malha computacional da placa de orifício é ilustrada na Figura 25 e é constituída por 80
partições na direção 𝜉 e 16 partições na direção 𝜂, totalizando 1377 nós e 1280 elementos.

Figura 25 – Malha computacional da placa de orifício em coordenadas generalizadas.
(Fonte: 30)

Utilizando a placa de orifício como parâmetro de entrada, executa-se o primeiro
módulo para análise de qualidade, através do Algoritmo 6. Após o cálculo das métricas
de qualidade para cada elemento da malha computacional, obtém-se o conjunto total de
elementos, associados à razão entre arestas 𝑟 com maior disparidade em relação a 𝑟� = 1,
ao ângulo interno 𝛼 com maior disparidade em relação a 𝛼� = 𝜋

2 rad e ao coeficiente de
compacidade 𝑐.

Tendo posse do conjunto total de elementos e suas métricas de qualidade, assim
como informações sobre o número de partições do plano transformado e as porcentagens
desejadas 𝑝, executa-se o segundo módulo para análise de qualidade, por meio do Algo-
ritmo 7. Após a leitura dos dados de entrada, obtém-se que |𝑈 ′| = |𝑈 | = 1280 elementos,
pois não há elementos em que 𝑟 = +∞ e 𝛼 = @ no conjunto 𝑈 . Em seguida, a variância
de cada métrica de qualidade é calculada, resultando em 𝑠2

𝑅 = 3.3765, 𝑠2
𝐴 = 0.1291 e

𝑠2
𝐶 = 45.7589 para a placa de orifício.

Uma vez que 𝑠2
𝑅 ̸= 0, 𝑠2

𝐴 ̸= 0 e 𝑠2
𝐶 ̸= 0, calculam-se os valores mínimo 𝑚min e

máximo 𝑚max das métricas de qualidade, cujos resultados estão presentes na Tabela 25.



89

Tabela 25 – Valores mínimo e máximo das métricas de qualidade da placa de orifício

𝑟 𝛼 𝑐
min 1.0000 0.1968 16.0000
max 22.4736 2.6689 79.5555

Utilizando os valores encontrados na Tabela 25, normalizam-se os valores das
métricas de qualidade no intervalo [0, 10]. Ainda, o valor das métricas avaliadas so-
bre um quadrado também é normalizado no intervalo [0, 10], obtendo 𝑟norm�

= 0.0000,
𝛼norm�

= 5.5580 e 𝑐norm�
= 0.0000. Na sequência, calculam-se as variâncias 𝑠2

𝑀norm das
métricas de qualidade normalizadas, resultando em 𝑠2

𝑅norm = 0.7322, 𝑠2
𝐴norm = 2.1131 e

𝑠2
𝐶norm = 1.1328.

Com as variâncias 𝑠2
𝑀norm calculadas, parte-se para o cálculo das tolerâncias mínima

e máxima, obtendo 𝜖min = 0.0000 e 𝜖max = 0.0641. Iterando entre o intervalo de valores,
constrói-se o diagrama de dispersão de 𝜖𝑖 por |𝐸∪𝑖

|, o qual é ilustrado na Figura 26 pelos
pontos em preto. A curva em verde representa a função de regressão não linear exponen-
cial, encontrada na etapa posterior. No caso da placa de orifício, o método de mínimos
quadrados obteve, como resultado, os coeficientes 𝑐1 = 405.3761 e 𝑐2 = −107.9152.

Figura 26 – Diagrama de dispersão de 𝜖𝑖 por |𝐸∪𝑖
| da placa de orifício

Dados os coeficientes 𝑐1 e 𝑐2 da função de regressão não linear exponencial, calcu-
lam-se as tolerâncias desejadas 𝜖, considerando 𝑝 = 5, 10 e 20%. As porcentagens utili-
zadas resultaram, respectivamente, em 𝜖 = 0.0171, 0.0107 e 0.0043. Para cada valor de
tolerância desejada 𝜖, identificam-se os elementos de menor qualidade em relação à razão
entre arestas 𝐸𝑟, ao ângulo interno 𝐸𝛼 e ao coeficiente de compacidade 𝐸𝑐. Além disso, por
meio de operações envolvendo os conjuntos 𝐸𝑟, 𝐸𝛼 e 𝐸𝑐, obtêm-se os conjuntos 𝐸∪, 𝐸𝑟,𝛼,
𝐸𝑟,𝑐, 𝐸𝛼,𝑐 e 𝐸∩. Finalmente, um número 𝑞 é atribuído para cada categoria de elementos a
partir dos conjuntos obtidos.
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Após a escrita dos resultados em um arquivo .vtk, a Figura 27 ilustra os elementos
de menor qualidade identificados para a placa de orifício, levando em consideração 𝑝 =
5, 10 e 20%, respectivamente, nas Figuras 27a - 27c.

(a) 𝑝 = 5%

(b) 𝑝 = 10%

(c) 𝑝 = 20%

Figura 27 – Elementos de menor qualidade identificados para a placa de orifício

Uma outra maneira para se observar os resultados encontrados da placa de orifício
pode ser representada na Tabela 26, na qual se apresentam as porcentagens desejadas 𝑝 e
as tolerâncias desejadas 𝜖 em relação às quantidades de elementos dos conjuntos 𝑈 ′−𝐸∪,
𝐸𝑟, 𝐸𝛼, 𝐸𝑐, 𝐸𝑟,𝛼, 𝐸𝑟,𝑐, 𝐸𝛼,𝑐, 𝑈 − 𝑈 ′ e 𝐸∩.

Tabela 26 – Quantidades de elementos dos resultados obtidos para a placa de orifício

𝑝 𝜖
⃒⃒⃒
𝑈 ′ − 𝐸∪

⃒⃒⃒ ⃒⃒⃒
𝐸𝑟

⃒⃒⃒ ⃒⃒⃒
𝐸𝛼

⃒⃒⃒ ⃒⃒⃒
𝐸𝑐

⃒⃒⃒ ⃒⃒⃒
𝐸𝑟,𝛼

⃒⃒⃒ ⃒⃒⃒
𝐸𝑟,𝑐

⃒⃒⃒ ⃒⃒⃒
𝐸𝛼,𝑐

⃒⃒⃒
|𝑈 − 𝑈 ′|

⃒⃒⃒
𝐸∩

⃒⃒⃒
5% 0.0171 1259 9 13 17 4 9 9 0 4
10% 0.0107 1239 13 33 25 9 13 17 0 9
20% 0.0043 1119 21 157 33 20 21 29 0 20

De acordo com a Figura 27 e com a Tabela 26, é possível observar que elementos
de menor qualidade em relação a todas as métricas de avaliação foram identificados para
a placa de orifício, considerando as porcentagens utilizadas 𝑝. Além disso, para 𝑝 =
10 e 20%, destaca-se o número de elementos pertencentes aos conjuntos formados pelas
intersecções entre 𝐸𝑟, 𝐸𝛼 e 𝐸𝑐. Para 𝑝 = 20%, percebem-se 157 elementos de menor
qualidade em relação ao ângulo interno, quantidade em evidência quando comparada com
as demais métricas de avaliação. Como esperado, os elementos detectados localizam-se
nas proximidades dos dois obstáculos presentes na malha computacional.
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4.6 Forma de Gancho

Nesta seção, modela-se e analisa-se a forma de um gancho, isto é, a região inte-
rior entre duas semicircunferências. As circunferências que formam as semicircunferências
possuem raios e centros distintos, sendo que a circunferência de raio menor está contida
na circunferência de raio maior. Nesse experimento, os pontos de fronteira são adquiridos
de maneira automatizada, utilizando conceitos de geometria. Esses pontos de fronteira
são ilustrados na Figura 28 e são divididos em 36 partições na direção 𝑥 e 9 partições na
direção 𝑦, totalizando 90 nós.

Figura 28 – Pontos de fronteira da forma de gancho

Por meio do número de partições do plano físico e dos pontos de contorno, executa-
se o algoritmo para geração da malha computacional em coordenadas generalizadas. A
malha computacional da forma de gancho é ilustrada na Figura 29 e é constituída por 36
partições na direção 𝜉 e 9 partições na direção 𝜂, totalizando 370 nós e 324 elementos.

Figura 29 – Malha computacional da forma de gancho em coordenadas generalizadas

Utilizando a forma de gancho como parâmetro de entrada, executa-se o primeiro
módulo para análise de qualidade, através do Algoritmo 6. Após o cálculo das métricas
de qualidade para cada elemento da malha computacional, obtém-se o conjunto total de
elementos, associados à razão entre arestas 𝑟 com maior disparidade em relação a 𝑟� = 1,
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ao ângulo interno 𝛼 com maior disparidade em relação a 𝛼� = 𝜋

2 rad e ao coeficiente de
compacidade 𝑐.

Tendo posse do conjunto total de elementos e suas métricas de qualidade, assim
como informações sobre o número de partições do plano transformado e as porcentagens
desejadas 𝑝, executa-se o segundo módulo para análise de qualidade, por meio do Algo-
ritmo 7. Após a leitura dos dados de entrada, obtém-se que |𝑈 ′| = |𝑈 | = 324 elementos,
pois não há elementos em que 𝑟 = +∞ e 𝛼 = @ no conjunto 𝑈 . Em seguida, a variância
de cada métrica de qualidade é calculada, resultando em 𝑠2

𝑅 = 7.0273, 𝑠2
𝐴 = 0.6155 e

𝑠2
𝐶 = 215.3621 para a forma de gancho.

Uma vez que 𝑠2
𝑅 ̸= 0, 𝑠2

𝐴 ̸= 0 e 𝑠2
𝐶 ̸= 0, calculam-se os valores mínimo 𝑚min e

máximo 𝑚max das métricas de qualidade, cujos resultados estão presentes na Tabela 27.

Tabela 27 – Valores mínimo e máximo das métricas de qualidade da forma de gancho

𝑟 𝛼 𝑐
min 1.0000 0.3063 16.0000
max 18.0584 2.7551 79.7526

Utilizando os valores encontrados na Tabela 27, normalizam-se os valores das
métricas de qualidade no intervalo [0, 10]. Ainda, o valor das métricas avaliadas so-
bre um quadrado também é normalizado no intervalo [0, 10], obtendo 𝑟norm�

= 0.0000,
𝛼norm�

= 5.1638 e 𝑐norm�
= 0.0000. Na sequência, calculam-se as variâncias 𝑠2

𝑀norm das
métricas de qualidade normalizadas, resultando em 𝑠2

𝑅norm = 2.4150, 𝑠2
𝐴norm = 10.2647 e

𝑠2
𝐶norm = 5.2987.

Com as variâncias 𝑠2
𝑀norm calculadas, parte-se para o cálculo das tolerâncias mínima

e máxima, obtendo 𝜖min = 0.0001 e 𝜖max = 0.1836. Iterando entre o intervalo de valores,
constrói-se o diagrama de dispersão de 𝜖𝑖 por |𝐸∪𝑖

|, o qual é ilustrado na Figura 30
pelos pontos em preto. A curva em verde representa a função de regressão não linear
exponencial, encontrada na etapa posterior. No caso da forma de gancho, o método de
mínimos quadrados obteve, como resultado, os coeficientes 𝑐1 = 246.8511 e 𝑐2 = −27.5937.
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Figura 30 – Diagrama de dispersão de 𝜖𝑖 por |𝐸∪𝑖
| da forma de gancho

Dados os coeficientes 𝑐1 e 𝑐2 da função de regressão não linear exponencial, calcu-
lam-se as tolerâncias desejadas 𝜖, considerando 𝑝 = 5, 10 e 20%. As porcentagens utili-
zadas resultaram, respectivamente, em 𝜖 = 0.0987, 0.0736 e 0.0485. Para cada valor de
tolerância desejada 𝜖, identificam-se os elementos de menor qualidade em relação à razão
entre arestas 𝐸𝑟, ao ângulo interno 𝐸𝛼 e ao coeficiente de compacidade 𝐸𝑐. Além disso, por
meio de operações envolvendo os conjuntos 𝐸𝑟, 𝐸𝛼 e 𝐸𝑐, obtêm-se os conjuntos 𝐸∪, 𝐸𝑟,𝛼,
𝐸𝑟,𝑐, 𝐸𝛼,𝑐 e 𝐸∩. Finalmente, um número 𝑞 é atribuído para cada categoria de elementos a
partir dos conjuntos obtidos.

Após a escrita dos resultados em um arquivo .vtk, a Figura 31 ilustra os elementos
de menor qualidade identificados para a forma de gancho, levando em consideração 𝑝 =
5, 10 e 20%, respectivamente, nas Figuras 31a - 31c.
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(a) 𝑝 = 5%

(b) 𝑝 = 10%

(c) 𝑝 = 20%

Figura 31 – Elementos de menor qualidade identificados para a forma de gancho

Uma outra maneira para se observar os resultados encontrados da forma de gancho
pode ser representada na Tabela 28, na qual se apresentam as porcentagens desejadas 𝑝 e
as tolerâncias desejadas 𝜖 em relação às quantidades de elementos dos conjuntos 𝑈 ′−𝐸∪,
𝐸𝑟, 𝐸𝛼, 𝐸𝑐, 𝐸𝑟,𝛼, 𝐸𝑟,𝑐, 𝐸𝛼,𝑐, 𝑈 − 𝑈 ′ e 𝐸∩.
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Tabela 28 – Quantidades de elementos dos resultados obtidos para a forma de gancho

𝑝 𝜖
⃒⃒⃒
𝑈 ′ − 𝐸∪

⃒⃒⃒ ⃒⃒⃒
𝐸𝑟

⃒⃒⃒ ⃒⃒⃒
𝐸𝛼

⃒⃒⃒ ⃒⃒⃒
𝐸𝑐

⃒⃒⃒ ⃒⃒⃒
𝐸𝑟,𝛼

⃒⃒⃒ ⃒⃒⃒
𝐸𝑟,𝑐

⃒⃒⃒ ⃒⃒⃒
𝐸𝛼,𝑐

⃒⃒⃒
|𝑈 − 𝑈 ′|

⃒⃒⃒
𝐸∩

⃒⃒⃒
5% 0.0987 310 7 0 11 0 4 0 0 0
10% 0.0736 301 9 0 20 0 6 0 0 0
20% 0.0485 279 19 0 45 0 19 0 0 0

De acordo com a Figura 31 e com a Tabela 28, é possível observar que apenas
elementos de menor qualidade em relação à razão entre arestas e ao coeficiente de com-
pacidade foram identificados para a forma de gancho, considerando as porcentagens uti-
lizadas 𝑝. Além disso, para 𝑝 = 20%, destaca-se o número de elementos pertencentes ao
conjunto formado pela intersecção entre 𝐸𝑟 e 𝐸𝑐. Como esperado, os elementos detectados
localizam-se na porção da malha computacional com maior densidade de elementos.

4.7 Geometria Cúspide

Nesta seção, modela-se e analisa-se uma geometria cúspide, isto é, uma malha
construída por quatro circunferências, em que cada circunferência tangencia duas outras
circunferências. A geometria consiste na região interior formada pelas circunferências.
Nesse experimento, os pontos de fronteira são adquiridos de maneira automatizada, utili-
zando conceitos de geometria. Esses pontos de fronteira são ilustrados na Figura 32 e são
divididos em 18 partições na direção 𝑥 e 18 partições na direção 𝑦, totalizando 72 nós.

Figura 32 – Pontos de fronteira da geometria cúspide

Por meio do número de partições do plano físico e dos pontos de contorno, executa-
se o algoritmo para geração da malha computacional em coordenadas generalizadas. A
malha computacional da geometria cúspide é ilustrada na Figura 33 e é constituída por
18 partições na direção 𝜉 e 18 partições na direção 𝜂, totalizando 361 nós e 324 elementos.
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Figura 33 – Malha computacional da geometria cúspide em coordenadas generalizadas

Utilizando a geometria cúspide como parâmetro de entrada, executa-se o primeiro
módulo para análise de qualidade, através do Algoritmo 6. Após o cálculo das métricas
de qualidade para cada elemento da malha computacional, obtém-se o conjunto total de
elementos, associados à razão entre arestas 𝑟 com maior disparidade em relação a 𝑟� = 1,
ao ângulo interno 𝛼 com maior disparidade em relação a 𝛼� = 𝜋

2 rad e ao coeficiente de
compacidade 𝑐.

Tendo posse do conjunto total de elementos e suas métricas de qualidade, assim
como informações sobre o número de partições do plano transformado e as porcentagens
desejadas 𝑝, executa-se o segundo módulo para análise de qualidade, por meio do Algo-
ritmo 7. Após a leitura dos dados de entrada, obtém-se que |𝑈 ′| = |𝑈 | = 324 elementos,
pois não há elementos em que 𝑟 = +∞ e 𝛼 = @ no conjunto 𝑈 . Em seguida, a variância
de cada métrica de qualidade é calculada, resultando em 𝑠2

𝑅 = 0.0841, 𝑠2
𝐴 = 0.1759 e

𝑠2
𝐶 = 523.8016 para a geometria cúspide.

Uma vez que 𝑠2
𝑅 ̸= 0, 𝑠2

𝐴 ̸= 0 e 𝑠2
𝐶 ̸= 0, calculam-se os valores mínimo 𝑚min e

máximo 𝑚max das métricas de qualidade, cujos resultados estão presentes na Tabela 29.

Tabela 29 – Valores mínimo e máximo das métricas de qualidade da geometria cúspide

𝑟 𝛼 𝑐
min 1.0000 0.0873 16.0000
max 2.2017 1.5708 183.1257

Utilizando os valores encontrados na Tabela 29, normalizam-se os valores das
métricas de qualidade no intervalo [0, 10]. Ainda, o valor das métricas avaliadas so-
bre um quadrado também é normalizado no intervalo [0, 10], obtendo 𝑟norm�

= 0.0000,
𝛼norm�

= 10.0000 e 𝑐norm�
= 0.0000. Na sequência, calculam-se as variâncias 𝑠2

𝑀norm das
métricas de qualidade normalizadas, resultando em 𝑠2

𝑅norm = 5.8231, 𝑠2
𝐴norm = 7.9905 e

𝑠2
𝐶norm = 1.8753.

Com as variâncias 𝑠2
𝑀norm calculadas, parte-se para o cálculo das tolerâncias mínima

e máxima, obtendo 𝜖min = 0.0002 e 𝜖max = 0.1468. Iterando entre o intervalo de valores,
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constrói-se o diagrama de dispersão de 𝜖𝑖 por |𝐸∪𝑖
|, o qual é ilustrado na Figura 34

pelos pontos em preto. A curva em verde representa a função de regressão não linear
exponencial, encontrada na etapa posterior. No caso da geometria cúspide, o método de
mínimos quadrados obteve, como resultado, os coeficientes 𝑐1 = 300.8651 e 𝑐2 = −26.9814.

Figura 34 – Diagrama de dispersão de 𝜖𝑖 por |𝐸∪𝑖
| da geometria cúspide

Dados os coeficientes 𝑐1 e 𝑐2 da função de regressão não linear exponencial, calcu-
lam-se as tolerâncias desejadas 𝜖, considerando 𝑝 = 5, 10 e 20%. As porcentagens utili-
zadas resultaram, respectivamente, em 𝜖 = 0.1083, 0.0826 e 0.0569. Para cada valor de
tolerância desejada 𝜖, identificam-se os elementos de menor qualidade em relação à razão
entre arestas 𝐸𝑟, ao ângulo interno 𝐸𝛼 e ao coeficiente de compacidade 𝐸𝑐. Além disso, por
meio de operações envolvendo os conjuntos 𝐸𝑟, 𝐸𝛼 e 𝐸𝑐, obtêm-se os conjuntos 𝐸∪, 𝐸𝑟,𝛼,
𝐸𝑟,𝑐, 𝐸𝛼,𝑐 e 𝐸∩. Finalmente, um número 𝑞 é atribuído para cada categoria de elementos a
partir dos conjuntos obtidos.

Após a escrita dos resultados em um arquivo .vtk, a Figura 35 ilustra os elementos
de menor qualidade identificados para a geometria cúspide, levando em consideração 𝑝 =
5, 10 e 20%, respectivamente, nas Figuras 35a - 35c.
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(a) 𝑝 = 5% (b) 𝑝 = 10% (c) 𝑝 = 20%

Figura 35 – Elementos de menor qualidade identificados para a geometria cúspide

Uma outra maneira para se observar os resultados encontrados da geometria cús-
pide pode ser representada na Tabela 30, na qual se apresentam as porcentagens deseja-
das 𝑝 e as tolerâncias desejadas 𝜖 em relação às quantidades de elementos dos conjuntos
𝑈 ′ − 𝐸∪, 𝐸𝑟, 𝐸𝛼, 𝐸𝑐, 𝐸𝑟,𝛼, 𝐸𝑟,𝑐, 𝐸𝛼,𝑐, 𝑈 − 𝑈 ′ e 𝐸∩.

Tabela 30 – Quantidades de elementos dos resultados obtidos para a geometria cúspide

𝑝 𝜖
⃒⃒⃒
𝑈 ′ − 𝐸∪

⃒⃒⃒ ⃒⃒⃒
𝐸𝑟

⃒⃒⃒ ⃒⃒⃒
𝐸𝛼

⃒⃒⃒ ⃒⃒⃒
𝐸𝑐

⃒⃒⃒ ⃒⃒⃒
𝐸𝑟,𝛼

⃒⃒⃒ ⃒⃒⃒
𝐸𝑟,𝑐

⃒⃒⃒ ⃒⃒⃒
𝐸𝛼,𝑐

⃒⃒⃒
|𝑈 − 𝑈 ′|

⃒⃒⃒
𝐸∩

⃒⃒⃒
5% 0.1083 302 17 0 5 0 0 0 0 0
10% 0.0826 302 17 5 5 0 0 5 0 0
20% 0.0569 274 25 25 5 0 0 5 0 0

De acordo com a Figura 35 e com a Tabela 30, é possível observar que apenas
elementos de menor qualidade em relação à razão entre arestas e ao coeficiente de com-
pacidade foram identificados para a geometria cúspide, considerando 𝑝 = 5%. Para as
porcentagens utilizadas 𝑝 = 10 e 20%, elementos de menor qualidade em relação a todas
as métricas de avaliação foram identificados. Como esperado, os elementos detectados
quanto ao ângulo interno e ao coeficiente de compacidade localizam-se nas proximidades
dos quatro vértices da malha computacional, e os elementos detectados quanto à razão
entre arestas localizam-se na região central das curvas delimitadas pelos vértices da geo-
metria.

4.8 Placas Paralelas com Círculo Imerso

Nesta seção, modelam-se e analisam-se placas paralelas com círculo imerso, ou
seja, uma malha retangular com um círculo horizontalmente e verticalmente centralizado
atuando como obstáculo. Nesse experimento, os pontos de fronteira são adquiridos de
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maneira automatizada, utilizando conceitos de geometria. Esses pontos de fronteira são
ilustrados na Figura 36 e são divididos em dois blocos, cujo número de partições nas
direções 𝑥 e 𝑦 é mostrado na Tabela 31.

Figura 36 – Pontos de fronteira das placas paralelas com círculo imerso

Tabela 31 – Número de partições nas direções 𝑥 e 𝑦 para cada bloco das placas paralelas
com círculo imerso

Bloco 𝑥 𝑦 Quantidade de nós
1 72 18 180
2 72 18 180

Total 360

Por meio do número de partições do plano físico e dos pontos de contorno, executa-
se o algoritmo para geração da malha computacional em coordenadas generalizadas en-
volvendo multi-blocos. A malha computacional das placas paralelas com círculo imerso é
ilustrada na Figura 37, apresentando também a distribuição dos blocos.

Figura 37 – Malha computacional das placas paralelas com círculo imerso em coordenadas
generalizadas

Além disso, a Tabela 32 relaciona cada bloco das placas paralelas com círculo
imerso com o número de partições nas direções 𝜉 e 𝜂.

Tabela 32 – Número de partições nas direções 𝜉 e 𝜂 para cada bloco das placas paralelas
com círculo imerso

Bloco 𝜉 𝜂 Quantidade de nós Quantidade de elementos
1 72 18 1387 1296
2 72 18 1387 1296

Total 2774 2592



100

Utilizando as placas paralelas com círculo imerso como parâmetros de entrada,
executa-se o primeiro módulo para análise de qualidade, através do Algoritmo 6. Após
o cálculo das métricas de qualidade para cada elemento de cada bloco da malha compu-
tacional, obtém-se o conjunto total de elementos, associados à razão entre arestas 𝑟 com
maior disparidade em relação a 𝑟� = 1, ao ângulo interno 𝛼 com maior disparidade em
relação a 𝛼� = 𝜋

2 rad e ao coeficiente de compacidade 𝑐.

Tendo posse do conjunto total de elementos e suas métricas de qualidade, assim
como informações sobre o número de partições do plano transformado para cada bloco e
as porcentagens desejadas 𝑝, executa-se o segundo módulo para análise de qualidade, por
meio do Algoritmo 7. Após a leitura dos dados de entrada, obtém-se que |𝑈 ′| = |𝑈 | = 2592
elementos, pois não há elementos em que 𝑟 = +∞ e 𝛼 = @ no conjunto 𝑈 . Em seguida,
a variância de cada métrica de qualidade é calculada, resultando em 𝑠2

𝑅 = 1.6841, 𝑠2
𝐴 =

0.9103 e 𝑠2
𝐶 = 225.0062 para as placas paralelas com círculo imerso.

Uma vez que 𝑠2
𝑅 ̸= 0, 𝑠2

𝐴 ̸= 0 e 𝑠2
𝐶 ̸= 0, calculam-se os valores mínimo 𝑚min e

máximo 𝑚max das métricas de qualidade, cujos resultados estão presentes na Tabela 33.

Tabela 33 – Valores mínimo e máximo das métricas de qualidade das placas paralelas com
círculo imerso

𝑟 𝛼 𝑐
min 1.0000 0.1493 16.0000
max 9.7869 2.9512 99.8478

Utilizando os valores encontrados na Tabela 33, normalizam-se os valores das
métricas de qualidade no intervalo [0, 10]. Ainda, o valor das métricas avaliadas so-
bre um quadrado também é normalizado no intervalo [0, 10], obtendo 𝑟norm�

= 0.0000,
𝛼norm�

= 5.0734 e 𝑐norm�
= 0.0000. Na sequência, calculam-se as variâncias 𝑠2

𝑀norm das
métricas de qualidade normalizadas, resultando em 𝑠2

𝑅norm = 2.1812, 𝑠2
𝐴norm = 11.5958 e

𝑠2
𝐶norm = 3.2004.

Com as variâncias 𝑠2
𝑀norm calculadas, parte-se para o cálculo das tolerâncias mínima

e máxima, obtendo 𝜖min = 0.0001 e 𝜖max = 0.0253. Iterando entre o intervalo de valores,
constrói-se o diagrama de dispersão de 𝜖𝑖 por |𝐸∪𝑖

|, o qual é ilustrado na Figura 38
pelos pontos em preto. A curva em verde representa a função de regressão não linear
exponencial, encontrada na etapa posterior. No caso das placas paralelas com círculo
imerso, o método de mínimos quadrados obteve, como resultado, os coeficientes 𝑐1 =
1716.0594 e 𝑐2 = −391.0281.
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Figura 38 – Diagrama de dispersão de 𝜖𝑖 por |𝐸∪𝑖
| das placas paralelas com círculo imerso

Dados os coeficientes 𝑐1 e 𝑐2 da função de regressão não linear exponencial, calcu-
lam-se as tolerâncias desejadas 𝜖, considerando 𝑝 = 5, 10 e 20%. As porcentagens utili-
zadas resultaram, respectivamente, em 𝜖 = 0.0066, 0.0048 e 0.0031. Para cada valor de
tolerância desejada 𝜖, identificam-se os elementos de menor qualidade em relação à razão
entre arestas 𝐸𝑟, ao ângulo interno 𝐸𝛼 e ao coeficiente de compacidade 𝐸𝑐. Além disso, por
meio de operações envolvendo os conjuntos 𝐸𝑟, 𝐸𝛼 e 𝐸𝑐, obtêm-se os conjuntos 𝐸∪, 𝐸𝑟,𝛼,
𝐸𝑟,𝑐, 𝐸𝛼,𝑐 e 𝐸∩. Finalmente, um número 𝑞 é atribuído para cada categoria de elementos a
partir dos conjuntos obtidos.

Após a escrita dos resultados em um arquivo .vtk para cada bloco, a Figura 39
ilustra os elementos de menor qualidade identificados para as placas paralelas com círculo
imerso, levando em consideração 𝑝 = 5, 10 e 20%, respectivamente, nas Figuras 39a - 39c.
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(a) 𝑝 = 5%

(b) 𝑝 = 10%

(c) 𝑝 = 20%

Figura 39 – Elementos de menor qualidade identificados para as placas paralelas com
círculo imerso

Uma outra maneira para se observar os resultados encontrados das placas paralelas
com círculo imerso pode ser representada na Tabela 34, na qual se apresentam as porcen-
tagens desejadas 𝑝 e as tolerâncias desejadas 𝜖 em relação às quantidades de elementos
dos conjuntos 𝑈 ′ − 𝐸∪, 𝐸𝑟, 𝐸𝛼, 𝐸𝑐, 𝐸𝑟,𝛼, 𝐸𝑟,𝑐, 𝐸𝛼,𝑐, 𝑈 − 𝑈 ′ e 𝐸∩.

Tabela 34 – Quantidades de elementos dos resultados obtidos para as placas paralelas
com círculo imerso

𝑝 𝜖
⃒⃒⃒
𝑈 ′ − 𝐸∪

⃒⃒⃒ ⃒⃒⃒
𝐸𝑟

⃒⃒⃒ ⃒⃒⃒
𝐸𝛼

⃒⃒⃒ ⃒⃒⃒
𝐸𝑐

⃒⃒⃒ ⃒⃒⃒
𝐸𝑟,𝛼

⃒⃒⃒ ⃒⃒⃒
𝐸𝑟,𝑐

⃒⃒⃒ ⃒⃒⃒
𝐸𝛼,𝑐

⃒⃒⃒
|𝑈 − 𝑈 ′|

⃒⃒⃒
𝐸∩

⃒⃒⃒
5% 0.0066 2494 45 0 53 0 0 0 0 0
10% 0.0048 2422 85 0 85 0 0 0 0 0
20% 0.0031 2222 177 0 193 0 0 0 0 0

De acordo com a Figura 39 e com a Tabela 34, é possível observar que apenas
elementos de menor qualidade em relação à razão entre arestas e ao coeficiente de com-
pacidade foram identificados para as placas paralelas com círculo imerso, considerando as
porcentagens utilizadas 𝑝. Além disso, destaca-se que não existem elementos pertencentes
aos conjuntos formados pelas intersecções entre 𝐸𝑟, 𝐸𝛼 e 𝐸𝑐. Os elementos detectados
quanto ao coeficiente de compacidade localizam-se nas proximidades do círculo imerso,
como esperado, e os elementos detectados quanto à razão entre arestas localizam-se, em
grande parte, na região central das quatro fronteiras da malha retangular, as quais sofre-
ram influência do círculo no processo de geração da malha computacional.
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4.9 Malha Hexagonal

Nesta seção, modela-se e analisa-se uma malha hexagonal, ou seja, a região limi-
tada por dois hexágonos regulares. Esses hexágonos possuem tamanho de arestas distinto
e centros coincidentes, sendo que o hexágono menor está contido no hexágono maior.
Ainda, o hexágono menor é rotacionado em 𝜋

6 rad em relação ao outro hexágono. Nesse
experimento, os pontos de fronteira são adquiridos de maneira automatizada, utilizando
conceitos de geometria. Esses pontos de fronteira são ilustrados na Figura 40 e são divi-
didos em dois blocos, cujo número de partições nas direções 𝑥 e 𝑦 é mostrado na Tabela
35.

Figura 40 – Pontos de fronteira da malha hexagonal

Tabela 35 – Número de partições nas direções 𝑥 e 𝑦 para cada bloco da malha hexagonal

Bloco 𝑥 𝑦 Quantidade de nós
1 36 9 90
2 36 9 90

Total 180

Por meio do número de partições do plano físico e dos pontos de contorno, executa-
se o algoritmo para geração da malha computacional em coordenadas generalizadas en-
volvendo multi-blocos. A malha computacional do hexágono é ilustrada na Figura 41,
apresentando também a distribuição dos blocos.

Figura 41 – Malha computacional do hexágono em coordenadas generalizadas
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Além disso, a Tabela 36 relaciona cada bloco da malha hexagonal com o número
de partições nas direções 𝜉 e 𝜂.

Tabela 36 – Número de partições nas direções 𝜉 e 𝜂 para cada bloco da malha hexagonal

Bloco 𝜉 𝜂 Quantidade de nós Quantidade de elementos
1 36 9 370 324
2 36 9 370 324

Total 740 648

Utilizando a malha hexagonal como parâmetro de entrada, executa-se o primeiro
módulo para análise de qualidade, através do Algoritmo 6. Após o cálculo das métricas
de qualidade para cada elemento de cada bloco da malha computacional, obtém-se o
conjunto total de elementos, associados à razão entre arestas 𝑟 com maior disparidade em
relação a 𝑟� = 1, ao ângulo interno 𝛼 com maior disparidade em relação a 𝛼� = 𝜋

2 rad e
ao coeficiente de compacidade 𝑐.

Tendo posse do conjunto total de elementos e suas métricas de qualidade, assim
como informações sobre o número de partições do plano transformado para cada bloco e
as porcentagens desejadas 𝑝, executa-se o segundo módulo para análise de qualidade, por
meio do Algoritmo 7. Após a leitura dos dados de entrada, obtém-se que |𝑈 ′| = |𝑈 | = 648
elementos, pois não há elementos em que 𝑟 = +∞ e 𝛼 = @ no conjunto 𝑈 . Em seguida,
a variância de cada métrica de qualidade é calculada, resultando em 𝑠2

𝑅 = 0.0431, 𝑠2
𝐴 =

0.0486 e 𝑠2
𝐶 = 0.2013 para a malha hexagonal.

Uma vez que 𝑠2
𝑅 ̸= 0, 𝑠2

𝐴 ̸= 0 e 𝑠2
𝐶 ̸= 0, calculam-se os valores mínimo 𝑚min e

máximo 𝑚max das métricas de qualidade, cujos resultados estão presentes na Tabela 37.

Tabela 37 – Valores mínimo e máximo das métricas de qualidade da malha hexagonal

𝑟 𝛼 𝑐
min 1.0000 1.0470 16.0000
max 2.0490 2.0944 17.9618

Utilizando os valores encontrados na Tabela 37, normalizam-se os valores das
métricas de qualidade no intervalo [0, 10]. Ainda, o valor das métricas avaliadas so-
bre um quadrado também é normalizado no intervalo [0, 10], obtendo 𝑟norm�

= 0.0000,
𝛼norm�

= 5.0009 e 𝑐norm�
= 0.0000. Na sequência, calculam-se as variâncias 𝑠2

𝑀norm das
métricas de qualidade normalizadas, resultando em 𝑠2

𝑅norm = 3.9201, 𝑠2
𝐴norm = 4.4293 e

𝑠2
𝐶norm = 5.2291.

Com as variâncias 𝑠2
𝑀norm calculadas, parte-se para o cálculo das tolerâncias mínima

e máxima, obtendo 𝜖min = 0.0000 e 𝜖max = 0.1795. Iterando entre o intervalo de valores,
constrói-se o diagrama de dispersão de 𝜖𝑖 por |𝐸∪𝑖

|, o qual é ilustrado na Figura 42
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pelos pontos em preto. A curva em verde representa a função de regressão não linear
exponencial, encontrada na etapa posterior. No caso da malha hexagonal, o método de
mínimos quadrados obteve, como resultado, os coeficientes 𝑐1 = 385.6094 e 𝑐2 = −24.4200.

Figura 42 – Diagrama de dispersão de 𝜖𝑖 por |𝐸∪𝑖
| da malha hexagonal

Dados os coeficientes 𝑐1 e 𝑐2 da função de regressão não linear exponencial, calcu-
lam-se as tolerâncias desejadas 𝜖, considerando 𝑝 = 5, 10 e 20%. As porcentagens utili-
zadas resultaram, respectivamente, em 𝜖 = 0.1014, 0.0730 e 0.0447. Para cada valor de
tolerância desejada 𝜖, identificam-se os elementos de menor qualidade em relação à razão
entre arestas 𝐸𝑟, ao ângulo interno 𝐸𝛼 e ao coeficiente de compacidade 𝐸𝑐. Além disso, por
meio de operações envolvendo os conjuntos 𝐸𝑟, 𝐸𝛼 e 𝐸𝑐, obtêm-se os conjuntos 𝐸∪, 𝐸𝑟,𝛼,
𝐸𝑟,𝑐, 𝐸𝛼,𝑐 e 𝐸∩. Finalmente, um número 𝑞 é atribuído para cada categoria de elementos a
partir dos conjuntos obtidos.

Após a escrita dos resultados em um arquivo .vtk para cada bloco, a Figura 43
ilustra os elementos de menor qualidade identificados para a malha hexagonal, levando
em consideração 𝑝 = 5, 10 e 20%, respectivamente, nas Figuras 43a - 43c.

(a) 𝑝 = 5% (b) 𝑝 = 10% (c) 𝑝 = 20%

Figura 43 – Elementos de menor qualidade identificados para a malha hexagonal
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Uma outra maneira para se observar os resultados encontrados da malha hexagonal
pode ser representada na Tabela 38, na qual se apresentam as porcentagens desejadas 𝑝 e
as tolerâncias desejadas 𝜖 em relação às quantidades de elementos dos conjuntos 𝑈 ′−𝐸∪,
𝐸𝑟, 𝐸𝛼, 𝐸𝑐, 𝐸𝑟,𝛼, 𝐸𝑟,𝑐, 𝐸𝛼,𝑐, 𝑈 − 𝑈 ′ e 𝐸∩.

Tabela 38 – Quantidades de elementos dos resultados obtidos para a malha hexagonal

𝑝 𝜖
⃒⃒⃒
𝑈 ′ − 𝐸∪

⃒⃒⃒ ⃒⃒⃒
𝐸𝑟

⃒⃒⃒ ⃒⃒⃒
𝐸𝛼

⃒⃒⃒ ⃒⃒⃒
𝐸𝑐

⃒⃒⃒ ⃒⃒⃒
𝐸𝑟,𝛼

⃒⃒⃒ ⃒⃒⃒
𝐸𝑟,𝑐

⃒⃒⃒ ⃒⃒⃒
𝐸𝛼,𝑐

⃒⃒⃒
|𝑈 − 𝑈 ′|

⃒⃒⃒
𝐸∩

⃒⃒⃒
5% 0.1014 620 14 0 26 0 12 0 0 0
10% 0.0730 598 34 0 42 0 26 0 0 0
20% 0.0447 568 42 0 74 0 36 0 0 0

De acordo com a Figura 43 e com a Tabela 38, é possível observar que apenas
elementos de menor qualidade em relação à razão entre arestas e ao coeficiente de compa-
cidade foram identificados para a malha hexagonal, considerando as porcentagens utiliza-
das 𝑝. Além disso, destaca-se o número de elementos pertencentes ao conjunto formado
pela intersecção entre 𝐸𝑟 e 𝐸𝑐. Os elementos detectados localizam-se não apenas nas pro-
ximidades dos vértices de ambos os hexágonos regulares, como esperado, mas também
nas partes superior e inferior do hexágono maior.

4.10 NACA 64A 010

Nesta seção, modela-se e analisa-se a malha da parte interna de um NACA 64A
010. Os aerofólios NACA constituem-se em formas para asas de aeronaves [60]. Essas
formas são descritas pela série de dígitos que acompanha a palavra “NACA” [60]. Nesse
experimento, a aquisição dos pontos de fronteira é baseada em um trabalho científico [30].
Esses pontos de fronteira são ilustrados na Figura 44 e são divididos em dois blocos, cujo
número de partições nas direções 𝑥 e 𝑦 é mostrado na Tabela 39.

Figura 44 – Pontos de fronteira do NACA. (Fonte: 30)
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Tabela 39 – Número de partições nas direções 𝑥 e 𝑦 para cada bloco do NACA

Bloco 𝑥 𝑦 Quantidade de nós
1 32 9 82
2 32 9 82

Total 164

Por meio do número de partições do plano físico e dos pontos de contorno, executa-
se o algoritmo para geração da malha computacional em coordenadas generalizadas en-
volvendo multi-blocos. A malha computacional do NACA é ilustrada na Figura 45, apre-
sentando também a distribuição dos blocos.

Figura 45 – Malha computacional do NACA em coordenadas generalizadas. (Fonte: 30)

Além disso, a Tabela 40 relaciona cada bloco do NACA com o número de partições
nas direções 𝜉 e 𝜂.

Tabela 40 – Número de partições nas direções 𝜉 e 𝜂 para cada bloco do NACA

Bloco 𝜉 𝜂 Quantidade de nós Quantidade de elementos
1 32 9 330 288
2 32 9 330 288

Total 660 576

Utilizando o NACA como parâmetro de entrada, executa-se o primeiro módulo
para análise de qualidade, através do Algoritmo 6. Após o cálculo das métricas de qua-
lidade para cada elemento de cada bloco da malha computacional, obtém-se o conjunto
total de elementos, associados à razão entre arestas 𝑟 com maior disparidade em relação
a 𝑟� = 1, ao ângulo interno 𝛼 com maior disparidade em relação a 𝛼� = 𝜋

2 rad e ao
coeficiente de compacidade 𝑐.

Tendo posse do conjunto total de elementos e suas métricas de qualidade, assim
como informações sobre o número de partições do plano transformado para cada bloco e
as porcentagens desejadas 𝑝, executa-se o segundo módulo para análise de qualidade, por
meio do Algoritmo 7. Após a leitura dos dados de entrada, obtém-se que |𝑈 ′| = |𝑈 | = 576
elementos, pois não há elementos em que 𝑟 = +∞ e 𝛼 = @ no conjunto 𝑈 . Em seguida,
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a variância de cada métrica de qualidade é calculada, resultando em 𝑠2
𝑅 = 0.0985, 𝑠2

𝐴 =
0.0558 e 𝑠2

𝐶 = 2.1345 para o NACA.

Uma vez que 𝑠2
𝑅 ̸= 0, 𝑠2

𝐴 ̸= 0 e 𝑠2
𝐶 ̸= 0, calculam-se os valores mínimo 𝑚min e

máximo 𝑚max das métricas de qualidade, cujos resultados estão presentes na Tabela 41.

Tabela 41 – Valores mínimo e máximo das métricas de qualidade do NACA

𝑟 𝛼 𝑐
min 1.0000 0.7744 16.0000
max 4.6274 3.0715 33.4479

Utilizando os valores encontrados na Tabela 41, normalizam-se os valores das
métricas de qualidade no intervalo [0, 10]. Ainda, o valor das métricas avaliadas so-
bre um quadrado também é normalizado no intervalo [0, 10], obtendo 𝑟norm�

= 0.0000,
𝛼norm�

= 3.4669 e 𝑐norm�
= 0.0000. Na sequência, calculam-se as variâncias 𝑠2

𝑀norm das
métricas de qualidade normalizadas, resultando em 𝑠2

𝑅norm = 0.7484, 𝑠2
𝐴norm = 1.0569 e

𝑠2
𝐶norm = 0.7012.

Com as variâncias 𝑠2
𝑀norm calculadas, parte-se para o cálculo das tolerâncias mínima

e máxima, obtendo 𝜖min = 0.0000 e 𝜖max = 0.1486. Iterando entre o intervalo de valores,
constrói-se o diagrama de dispersão de 𝜖𝑖 por |𝐸∪𝑖

|, o qual é ilustrado na Figura 46
pelos pontos em preto. A curva em verde representa a função de regressão não linear
exponencial, encontrada na etapa posterior. No caso do NACA, o método de mínimos
quadrados obteve, como resultado, os coeficientes 𝑐1 = 152.7410 e 𝑐2 = −47.1517.

Figura 46 – Diagrama de dispersão de 𝜖𝑖 por |𝐸∪𝑖
| do NACA

Dados os coeficientes 𝑐1 e 𝑐2 da função de regressão não linear exponencial, calcu-
lam-se as tolerâncias desejadas 𝜖, considerando 𝑝 = 5, 10 e 20%. As porcentagens utili-
zadas resultaram, respectivamente, em 𝜖 = 0.0354, 0.0207 e 0.0060. Para cada valor de
tolerância desejada 𝜖, identificam-se os elementos de menor qualidade em relação à razão
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entre arestas 𝐸𝑟, ao ângulo interno 𝐸𝛼 e ao coeficiente de compacidade 𝐸𝑐. Além disso, por
meio de operações envolvendo os conjuntos 𝐸𝑟, 𝐸𝛼 e 𝐸𝑐, obtêm-se os conjuntos 𝐸∪, 𝐸𝑟,𝛼,
𝐸𝑟,𝑐, 𝐸𝛼,𝑐 e 𝐸∩. Finalmente, um número 𝑞 é atribuído para cada categoria de elementos a
partir dos conjuntos obtidos.

Após a escrita dos resultados em um arquivo .vtk para cada bloco, a Figura 47 ilus-
tra os elementos de menor qualidade identificados para o NACA, levando em consideração
𝑝 = 5, 10 e 20%, respectivamente, nas Figuras 47a - 47c.

(a) 𝑝 = 5% (b) 𝑝 = 10% (c) 𝑝 = 20%

Figura 47 – Elementos de menor qualidade identificados para o NACA

Uma outra maneira para se observar os resultados encontrados do NACA pode
ser representada na Tabela 42, na qual se apresentam as porcentagens desejadas 𝑝 e as
tolerâncias desejadas 𝜖 em relação às quantidades de elementos dos conjuntos 𝑈 ′ − 𝐸∪,
𝐸𝑟, 𝐸𝛼, 𝐸𝑐, 𝐸𝑟,𝛼, 𝐸𝑟,𝑐, 𝐸𝛼,𝑐, 𝑈 − 𝑈 ′ e 𝐸∩.

Tabela 42 – Quantidades de elementos dos resultados obtidos para o NACA

𝑝 𝜖
⃒⃒⃒
𝑈 ′ − 𝐸∪

⃒⃒⃒ ⃒⃒⃒
𝐸𝑟

⃒⃒⃒ ⃒⃒⃒
𝐸𝛼

⃒⃒⃒ ⃒⃒⃒
𝐸𝑐

⃒⃒⃒ ⃒⃒⃒
𝐸𝑟,𝛼

⃒⃒⃒ ⃒⃒⃒
𝐸𝑟,𝑐

⃒⃒⃒ ⃒⃒⃒
𝐸𝛼,𝑐

⃒⃒⃒
|𝑈 − 𝑈 ′|

⃒⃒⃒
𝐸∩

⃒⃒⃒
5% 0.0354 567 5 3 4 0 0 3 0 0
10% 0.0207 567 5 4 5 0 1 4 0 0
20% 0.0060 545 7 27 23 4 5 21 0 4

De acordo com a Figura 47 e com a Tabela 42, é possível observar que elementos
de menor qualidade em relação a todas as métricas de avaliação foram identificados para
o NACA 64A 010, considerando as porcentagens utilizadas 𝑝. Além disso, para 𝑝 = 20%,
destaca-se o número de elementos pertencentes ao conjunto formado pela intersecção
entre 𝐸𝛼 e 𝐸𝑐. Como esperado, os elementos detectados localizam-se nas proximidades do
aerofólio presente na malha computacional.
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4.11 Malha com Obstáculo Multi-blocos

Nesta seção, modela-se e analisa-se a malha com obstáculo, descrita na Seção 4.4,
dividida em blocos. Nesse experimento, a aquisição dos pontos de fronteira é baseada
em um trabalho científico [30]. Esses pontos de fronteira são ilustrados na Figura 48 e
são divididos em três blocos, cujo número de partições nas direções 𝑥 e 𝑦 é mostrado na
Tabela 43.

Figura 48 – Pontos de fronteira da malha com obstáculo multi-blocos. (Fonte: 30)

Tabela 43 – Número de partições nas direções 𝑥 e 𝑦 para cada bloco da malha com obs-
táculo multi-blocos

Bloco 𝑥 𝑦 Quantidade de nós
1 1 1 4
2 1 1 4
3 1 1 4

Total 12

Por meio do número de partições do plano físico e dos pontos de contorno, executa-
se o algoritmo para geração da malha computacional em coordenadas generalizadas en-
volvendo multi-blocos. A malha computacional com obstáculo multi-blocos é ilustrada na
Figura 49, apresentando também a distribuição dos blocos.

Figura 49 – Malha computacional com obstáculo multi-blocos em coordenadas generali-
zadas

Além disso, a Tabela 44 relaciona cada bloco da malha com obstáculo multi-blocos
com o número de partições nas direções 𝜉 e 𝜂.
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Tabela 44 – Número de partições nas direções 𝜉 e 𝜂 para cada bloco da malha com obs-
táculo multi-blocos

Bloco 𝜉 𝜂 Quantidade de nós Quantidade de elementos
1 16 16 289 256
2 12 12 169 144
3 16 16 289 256

Total 747 656

Utilizando a malha com obstáculo multi-blocos como parâmetro de entrada, execu-
ta-se o primeiro módulo para análise de qualidade, através do Algoritmo 6. Após o cálculo
das métricas de qualidade para cada elemento de cada bloco da malha computacional,
obtém-se o conjunto total de elementos, associados à razão entre arestas 𝑟 com maior
disparidade em relação a 𝑟� = 1, ao ângulo interno 𝛼 com maior disparidade em relação
a 𝛼� = 𝜋

2 rad e ao coeficiente de compacidade 𝑐.

Tendo posse do conjunto total de elementos e suas métricas de qualidade, assim
como informações sobre o número de partições do plano transformado para cada bloco e
as porcentagens desejadas 𝑝, executa-se o segundo módulo para análise de qualidade, por
meio do Algoritmo 7. Após a leitura dos dados de entrada, obtém-se que |𝑈 ′| = |𝑈 | = 656
elementos, pois não há elementos em que 𝑟 = +∞ e 𝛼 = @ no conjunto 𝑈 . Em seguida,
a variância de cada métrica de qualidade é calculada, resultando em 𝑠2

𝑅 = 0.1716, 𝑠2
𝐴 =

0.0000 e 𝑠2
𝐶 = 2.4777 para a malha com obstáculo multi-blocos.

Uma vez que 𝑠2
𝑅 ̸= 0 e 𝑠2

𝐶 ̸= 0, calculam-se os valores mínimo 𝑚min e máximo 𝑚max

das métricas de qualidade, cujos resultados estão presentes na Tabela 45.

Tabela 45 – Valores mínimo e máximo das métricas de qualidade da malha com obstáculo
multi-blocos

𝑟 𝛼 𝑐
min 1.0000 1.5708 16.0000
max 5.0000 1.5708 28.8000

Utilizando os valores encontrados na Tabela 45, normalizam-se os valores das
métricas de qualidade no intervalo [0, 10]. Ainda, o valor das métricas avaliadas so-
bre um quadrado também é normalizado no intervalo [0, 10], obtendo 𝑟norm�

= 0.0000,
𝛼norm�

= 10.0000 e 𝑐norm�
= 0.0000. Na sequência, calculam-se as variâncias 𝑠2

𝑀norm das
métricas de qualidade normalizadas, resultando em 𝑠2

𝑅norm = 1.0724, 𝑠2
𝐴norm = 0.0000 e

𝑠2
𝐶norm = 1.5123.

Com as variâncias 𝑠2
𝑀norm calculadas, parte-se para o cálculo das tolerâncias mínima

𝜖min e máxima 𝜖max. Contudo, visto que a malha com obstáculo multi-blocos possui apenas
dois elementos distintos, o conjunto 𝐸∪ é constituído pela mesma quantidade de elementos
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para ambas as tolerâncias. Assim, iterando entre o intervalo de valores, o diagrama de
dispersão de 𝜖𝑖 por |𝐸∪𝑖

| é ajustado por uma função constante. Por esse motivo, a função
de regressão não linear exponencial não é encontrada nesse experimento.

Considerando o diagrama de dispersão da malha com obstáculo multi-blocos,
atribui-se à tolerância desejada 𝜖 a média aritmética das tolerâncias mínima 𝜖min e máxima
𝜖max, independente das porcentagens desejadas 𝑝. Dessa forma, para todas as porcentagens
utilizadas, resultou-se em 𝜖 = 0.1000, para o qual se identificam os elementos de menor
qualidade em relação à razão entre arestas 𝐸𝑟, ao ângulo interno 𝐸𝛼 e ao coeficiente de
compacidade 𝐸𝑐. Além disso, por meio de operações envolvendo os conjuntos 𝐸𝑟, 𝐸𝛼 e
𝐸𝑐, obtêm-se os conjuntos 𝐸∪, 𝐸𝑟,𝛼, 𝐸𝑟,𝑐, 𝐸𝛼,𝑐 e 𝐸∩. Finalmente, um número 𝑞 é atribuído
para cada categoria de elementos a partir dos conjuntos obtidos.

Após a escrita dos resultados em um arquivo .vtk para cada bloco, a Figura 50
ilustra os elementos de menor qualidade identificados para a malha com obstáculo multi-
blocos, independente das porcentagens desejadas 𝑝 levadas em consideração.

Figura 50 – Elementos de menor qualidade identificados para a malha com obstáculo
multi-blocos

Utilizando a tolerância desejada 𝜖, uma outra maneira para se observar os resul-
tados encontrados da malha com obstáculo multi-blocos pode ser representada na Tabela
46, na qual se apresentam as quantidades de elementos dos conjuntos 𝑈 ′ − 𝐸∪, 𝐸𝑟, 𝐸𝛼,
𝐸𝑐, 𝐸𝑟,𝛼, 𝐸𝑟,𝑐, 𝐸𝛼,𝑐, 𝑈 − 𝑈 ′ e 𝐸∩.

Tabela 46 – Quantidades de elementos dos resultados obtidos para a malha com obstáculo
multi-blocos⃒⃒⃒

𝑈 ′ − 𝐸∪

⃒⃒⃒ ⃒⃒⃒
𝐸𝑟

⃒⃒⃒ ⃒⃒⃒
𝐸𝛼

⃒⃒⃒ ⃒⃒⃒
𝐸𝑐

⃒⃒⃒ ⃒⃒⃒
𝐸𝑟,𝛼

⃒⃒⃒ ⃒⃒⃒
𝐸𝑟,𝑐

⃒⃒⃒ ⃒⃒⃒
𝐸𝛼,𝑐

⃒⃒⃒
|𝑈 − 𝑈 ′|

⃒⃒⃒
𝐸∩

⃒⃒⃒
512 144 0 144 0 144 0 0 0

De acordo com a Figura 50 e com a Tabela 46, é possível observar que apenas
elementos de menor qualidade em relação à razão entre arestas e ao coeficiente de com-
pacidade foram identificados para a malha com obstáculo multi-blocos, considerando as
porcentagens utilizadas 𝑝. Além disso, esses elementos também pertencem ao conjunto for-
mado pela intersecção entre 𝐸𝑟 e 𝐸𝑐. Como esperado, os elementos detectados localizam-se
no bloco da malha computacional com maior densidade de elementos. Em comparação à
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malha com obstáculo descrita na Seção 4.4, pode-se perceber que, apesar da concentração
de elementos detectados em um bloco, a técnica multi-blocos permitiu a melhoria dos
elementos de menor qualidade em relação ao ângulo interno, visto que todos os elementos
da malha computacional são retangulares.

4.12 Placa de Orifício Multi-blocos

Nesta seção, modela-se e analisa-se a placa de orifício, descrita na Seção 4.5, divi-
dida em blocos. Nesse experimento, a aquisição dos pontos de fronteira é baseada em um
trabalho científico [30]. Esses pontos de fronteira são ilustrados na Figura 51 e são divi-
didos em três blocos, cujo número de partições nas direções 𝑥 e 𝑦 é mostrado na Tabela
47.

Figura 51 – Pontos de fronteira da placa de orifício multi-blocos. (Fonte: 30)

Tabela 47 – Número de partições nas direções 𝑥 e 𝑦 para cada bloco da placa de orifício
multi-blocos

Bloco 𝑥 𝑦 Quantidade de nós
1 1 1 4
2 1 1 4
3 1 1 4

Total 12

Por meio do número de partições do plano físico e dos pontos de contorno, executa-
se o algoritmo para geração da malha computacional em coordenadas generalizadas envol-
vendo multi-blocos. A malha computacional da placa de orifício multi-blocos é ilustrada
na Figura 52, apresentando também a distribuição dos blocos.

Figura 52 – Malha computacional da placa de orifício multi-blocos em coordenadas gene-
ralizadas

Além disso, a Tabela 48 relaciona cada bloco da placa de orifício multi-blocos com
o número de partições nas direções 𝜉 e 𝜂.
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Tabela 48 – Número de partições nas direções 𝜉 e 𝜂 para cada bloco da placa de orifício
multi-blocos

Bloco 𝜉 𝜂 Quantidade de nós Quantidade de elementos
1 16 16 289 256
2 8 8 81 64
3 16 16 289 256

Total 659 576

Utilizando a placa de orifício multi-blocos como parâmetro de entrada, executa-se
o primeiro módulo para análise de qualidade, através do Algoritmo 6. Após o cálculo
das métricas de qualidade para cada elemento de cada bloco da malha computacional,
obtém-se o conjunto total de elementos, associados à razão entre arestas 𝑟 com maior
disparidade em relação a 𝑟� = 1, ao ângulo interno 𝛼 com maior disparidade em relação
a 𝛼� = 𝜋

2 rad e ao coeficiente de compacidade 𝑐.

Tendo posse do conjunto total de elementos e suas métricas de qualidade, assim
como informações sobre o número de partições do plano transformado para cada bloco e
as porcentagens desejadas 𝑝, executa-se o segundo módulo para análise de qualidade, por
meio do Algoritmo 7. Após a leitura dos dados de entrada, obtém-se que |𝑈 ′| = |𝑈 | = 576
elementos, pois não há elementos em que 𝑟 = +∞ e 𝛼 = @ no conjunto 𝑈 . Em seguida,
a variância de cada métrica de qualidade é calculada, resultando em 𝑠2

𝑅 = 0.0440, 𝑠2
𝐴 =

0.0000 e 𝑠2
𝐶 = 0.6020 para a placa de orifício multi-blocos.

Uma vez que 𝑠2
𝑅 ̸= 0 e 𝑠2

𝐶 ̸= 0, calculam-se os valores mínimo 𝑚min e máximo 𝑚max

das métricas de qualidade, cujos resultados estão presentes na Tabela 49.

Tabela 49 – Valores mínimo e máximo das métricas de qualidade da placa de orifício
multi-blocos

𝑟 𝛼 𝑐
min 1.0000 1.5708 16.0000
max 4.0000 1.5708 25.0000

Utilizando os valores encontrados na Tabela 49, normalizam-se os valores das
métricas de qualidade no intervalo [0, 10]. Ainda, o valor das métricas avaliadas so-
bre um quadrado também é normalizado no intervalo [0, 10], obtendo 𝑟norm�

= 0.0000,
𝛼norm�

= 10.0000 e 𝑐norm�
= 0.0000. Na sequência, calculam-se as variâncias 𝑠2

𝑀norm das
métricas de qualidade normalizadas, resultando em 𝑠2

𝑅norm = 0.4886, 𝑠2
𝐴norm = 0.0000 e

𝑠2
𝐶norm = 0.7432.

Com as variâncias 𝑠2
𝑀norm calculadas, parte-se para o cálculo das tolerâncias mínima

𝜖min e máxima 𝜖max. Contudo, visto que a placa de orifício multi-blocos possui apenas dois
elementos distintos, o conjunto 𝐸∪ é constituído pela mesma quantidade de elementos
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para ambas as tolerâncias. Assim, iterando entre o intervalo de valores, o diagrama de
dispersão de 𝜖𝑖 por |𝐸∪𝑖

| é ajustado por uma função constante. Por esse motivo, a função
de regressão não linear exponencial não é encontrada nesse experimento.

Considerando o diagrama de dispersão da placa de orifício multi-blocos, atribui-se
à tolerância desejada 𝜖 a média aritmética das tolerâncias mínima 𝜖min e máxima 𝜖max,
independente das porcentagens desejadas 𝑝. Dessa forma, para todas as porcentagens
utilizadas, resultou-se em 𝜖 = 0.1000, para o qual se identificam os elementos de menor
qualidade em relação à razão entre arestas 𝐸𝑟, ao ângulo interno 𝐸𝛼 e ao coeficiente de
compacidade 𝐸𝑐. Além disso, por meio de operações envolvendo os conjuntos 𝐸𝑟, 𝐸𝛼 e
𝐸𝑐, obtêm-se os conjuntos 𝐸∪, 𝐸𝑟,𝛼, 𝐸𝑟,𝑐, 𝐸𝛼,𝑐 e 𝐸∩. Finalmente, um número 𝑞 é atribuído
para cada categoria de elementos a partir dos conjuntos obtidos.

Após a escrita dos resultados em um arquivo .vtk para cada bloco, a Figura 53
ilustra os elementos de menor qualidade identificados para a placa de orifício multi-blocos,
independente das porcentagens desejadas 𝑝 levadas em consideração.

Figura 53 – Elementos de menor qualidade identificados para a placa de orifício multi-
blocos

Utilizando a tolerância desejada 𝜖, uma outra maneira para se observar os resul-
tados encontrados da placa de orifício multi-blocos pode ser representada na Tabela 50,
na qual se apresentam as quantidades de elementos dos conjuntos 𝑈 ′ − 𝐸∪, 𝐸𝑟, 𝐸𝛼, 𝐸𝑐,
𝐸𝑟,𝛼, 𝐸𝑟,𝑐, 𝐸𝛼,𝑐, 𝑈 − 𝑈 ′ e 𝐸∩.

Tabela 50 – Quantidades de elementos dos resultados obtidos para a placa de orifício
multi-blocos⃒⃒⃒

𝑈 ′ − 𝐸∪

⃒⃒⃒ ⃒⃒⃒
𝐸𝑟

⃒⃒⃒ ⃒⃒⃒
𝐸𝛼

⃒⃒⃒ ⃒⃒⃒
𝐸𝑐

⃒⃒⃒ ⃒⃒⃒
𝐸𝑟,𝛼

⃒⃒⃒ ⃒⃒⃒
𝐸𝑟,𝑐

⃒⃒⃒ ⃒⃒⃒
𝐸𝛼,𝑐

⃒⃒⃒
|𝑈 − 𝑈 ′|

⃒⃒⃒
𝐸∩

⃒⃒⃒
512 64 0 64 0 64 0 0 0

De acordo com a Figura 53 e com a Tabela 50, é possível observar que apenas
elementos de menor qualidade em relação à razão entre arestas e ao coeficiente de compa-
cidade foram identificados para a placa de orifício multi-blocos, considerando as porcen-
tagens utilizadas 𝑝. Além disso, esses elementos também pertencem ao conjunto formado
pela intersecção entre 𝐸𝑟 e 𝐸𝑐. Como esperado, os elementos detectados localizam-se no
bloco da malha computacional com maior densidade de elementos. Em comparação à
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placa de orifício descrita na Seção 4.5, pode-se perceber que, apesar da concentração de
elementos detectados em um bloco, a técnica multi-blocos permitiu a melhoria dos ele-
mentos de menor qualidade em relação ao ângulo interno, visto que todos os elementos
da malha computacional são retangulares.

4.13 Lago Igapó I

Com o propósito de mostrar um exemplo de aplicação mais real, sobre o qual será
possível realizar futuras pesquisas, foram coletados pontos de fronteira do Lago Igapó
I, localizado em Londrina-PR, utilizando imagens de satélite oferecidas pelo aplicativo
Google Earth e com o auxílio da ferramenta WebPlotDigitizer [36, 38]. Esses pontos de
fronteira são ilustrados na Figura 54 e são divididos em três blocos, cujo número de
partições nas direções 𝑥 e 𝑦 é mostrado na Tabela 51.

Figura 54 – Pontos de fronteira do Lago Igapó I. (Fonte: 36)

Tabela 51 – Número de partições nas direções 𝑥 e 𝑦 para cada bloco do Lago Igapó I

Bloco 𝑥 𝑦 Quantidade de nós
1 6 70 152
2 12 2 28
3 16 5 42

Total 222

Por meio do número de partições do plano físico e dos pontos de contorno, executa-
se o algoritmo para geração da malha computacional em coordenadas generalizadas en-
volvendo multi-blocos. A malha computacional do Lago Igapó I é ilustrada na Figura 55,
apresentando também a distribuição dos blocos.
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Figura 55 – Malha computacional do Lago Igapó I em coordenadas generalizadas

Na Figura 55, a malha gerada possui a mesma escala que o modelo no domínio
físico, constituída pelos pontos (𝑥0, 𝑦0) = (482913, 7418777) e (𝑥𝑛, 𝑦𝑛) = (484447, 7420170)
em coordenadas planas, os quais delimitam respectivamente o seu início e fim. Além disso,
a Tabela 52 relaciona cada bloco do Lago Igapó I com o número de partições nas direções
𝜉 e 𝜂.

Tabela 52 – Número de partições nas direções 𝜉 e 𝜂 para cada bloco do Lago Igapó I

Bloco 𝜉 𝜂 Quantidade de nós Quantidade de elementos
1 6 70 497 420
2 12 2 39 24
3 16 5 102 80

Total 638 524

Utilizando o Lago Igapó I como parâmetro de entrada, executa-se o primeiro mó-
dulo para análise de qualidade, através do Algoritmo 6. Após o cálculo das métricas de
qualidade para cada elemento de cada bloco da malha computacional, obtém-se o con-
junto total de elementos, associados à razão entre arestas 𝑟 com maior disparidade em
relação a 𝑟� = 1, ao ângulo interno 𝛼 com maior disparidade em relação a 𝛼� = 𝜋

2 rad e
ao coeficiente de compacidade 𝑐.

Tendo posse do conjunto total de elementos e suas métricas de qualidade, assim
como informações sobre o número de partições do plano transformado para cada bloco e
as porcentagens desejadas 𝑝, executa-se o segundo módulo para análise de qualidade, por
meio do Algoritmo 7. Após a leitura dos dados de entrada, obtém-se que |𝑈 ′| = |𝑈 | = 524
elementos, pois não há elementos em que 𝑟 = +∞ e 𝛼 = @ no conjunto 𝑈 . Em seguida,
a variância de cada métrica de qualidade é calculada, resultando em 𝑠2

𝑅 = 1.1438, 𝑠2
𝐴 =

0.3118 e 𝑠2
𝐶 = 13.6566 para o Lago Igapó I.
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Uma vez que 𝑠2
𝑅 ̸= 0, 𝑠2

𝐴 ̸= 0 e 𝑠2
𝐶 ̸= 0, calculam-se os valores mínimo 𝑚min e

máximo 𝑚max das métricas de qualidade, cujos resultados estão presentes na Tabela 53.

Tabela 53 – Valores mínimo e máximo das métricas de qualidade do Lago Igapó I

𝑟 𝛼 𝑐
min 1.0000 0.5113 16.0000
max 17.7670 2.9354 36.3437

Utilizando os valores encontrados na Tabela 53, normalizam-se os valores das
métricas de qualidade no intervalo [0, 10]. Ainda, o valor das métricas avaliadas so-
bre um quadrado também é normalizado no intervalo [0, 10], obtendo 𝑟norm�

= 0.0000,
𝛼norm�

= 4.3707 e 𝑐norm�
= 0.0000. Na sequência, calculam-se as variâncias 𝑠2

𝑀norm das
métricas de qualidade normalizadas, resultando em 𝑠2

𝑅norm = 0.4069, 𝑠2
𝐴norm = 5.3059 e

𝑠2
𝐶norm = 3.2998.

Com as variâncias 𝑠2
𝑀norm calculadas, parte-se para o cálculo das tolerâncias mínima

e máxima, obtendo 𝜖min = 0.0001 e 𝜖max = 0.1732. Iterando entre o intervalo de valores,
constrói-se o diagrama de dispersão de 𝜖𝑖 por |𝐸∪𝑖

|, o qual é ilustrado na Figura 56
pelos pontos em preto. A curva em verde representa a função de regressão não linear
exponencial, encontrada na etapa posterior. No caso do Lago Igapó I, o método de mínimos
quadrados obteve, como resultado, os coeficientes 𝑐1 = 170.9680 e 𝑐2 = −39.7771.

Figura 56 – Diagrama de dispersão de 𝜖𝑖 por |𝐸∪𝑖
| do Lago Igapó I

Dados os coeficientes 𝑐1 e 𝑐2 da função de regressão não linear exponencial, calcu-
lam-se as tolerâncias desejadas 𝜖, considerando 𝑝 = 5, 10 e 20%. As porcentagens utili-
zadas resultaram, respectivamente, em 𝜖 = 0.0472, 0.0297 e 0.0123. Para cada valor de
tolerância desejada 𝜖, identificam-se os elementos de menor qualidade em relação à razão
entre arestas 𝐸𝑟, ao ângulo interno 𝐸𝛼 e ao coeficiente de compacidade 𝐸𝑐. Além disso, por
meio de operações envolvendo os conjuntos 𝐸𝑟, 𝐸𝛼 e 𝐸𝑐, obtêm-se os conjuntos 𝐸∪, 𝐸𝑟,𝛼,
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𝐸𝑟,𝑐, 𝐸𝛼,𝑐 e 𝐸∩. Finalmente, um número 𝑞 é atribuído para cada categoria de elementos a
partir dos conjuntos obtidos.

Após a escrita dos resultados em um arquivo .vtk para cada bloco, a Figura 57
ilustra os elementos de menor qualidade identificados para o Lago Igapó I, levando em
consideração 𝑝 = 5, 10 e 20%, respectivamente, nas Figuras 57a - 57c.

(a) 𝑝 = 5% (b) 𝑝 = 10%

(c) 𝑝 = 20%

Figura 57 – Elementos de menor qualidade identificados para o Lago Igapó I

Uma outra maneira para se observar os resultados encontrados do Lago Igapó I
pode ser representada na Tabela 54, na qual se apresentam as porcentagens desejadas 𝑝 e
as tolerâncias desejadas 𝜖 em relação às quantidades de elementos dos conjuntos 𝑈 ′−𝐸∪,
𝐸𝑟, 𝐸𝛼, 𝐸𝑐, 𝐸𝑟,𝛼, 𝐸𝑟,𝑐, 𝐸𝛼,𝑐, 𝑈 − 𝑈 ′ e 𝐸∩.
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Tabela 54 – Quantidades de elementos dos resultados obtidos para o Lago Igapó I

𝑝 𝜖
⃒⃒⃒
𝑈 ′ − 𝐸∪

⃒⃒⃒ ⃒⃒⃒
𝐸𝑟

⃒⃒⃒ ⃒⃒⃒
𝐸𝛼

⃒⃒⃒ ⃒⃒⃒
𝐸𝑐

⃒⃒⃒ ⃒⃒⃒
𝐸𝑟,𝛼

⃒⃒⃒ ⃒⃒⃒
𝐸𝑟,𝑐

⃒⃒⃒ ⃒⃒⃒
𝐸𝛼,𝑐

⃒⃒⃒
|𝑈 − 𝑈 ′|

⃒⃒⃒
𝐸∩

⃒⃒⃒
5% 0.0472 505 2 0 18 0 1 0 0 0
10% 0.0297 489 2 4 33 0 1 3 0 0
20% 0.0123 459 2 35 55 1 1 25 0 0

De acordo com a Figura 57 e com a Tabela 54, é possível observar que apenas
elementos de menor qualidade em relação à razão entre arestas e ao coeficiente de com-
pacidade foram identificados para o Lago Igapó I, considerando 𝑝 = 5%. Para as por-
centagens utilizadas 𝑝 = 10 e 20%, elementos de menor qualidade em relação a todas as
métricas de avaliação foram identificados. Além disso, para 𝑝 = 20%, destaca-se o número
de elementos pertencentes ao conjunto formado pela intersecção entre 𝐸𝛼 e 𝐸𝑐. Por conta
da complexidade da geometria, não existe um padrão na localização dos elementos detec-
tados. No entanto, pode-se perceber uma evidente concentração de elementos de menor
qualidade quanto ao coeficiente de compacidade no bloco 3, devido ao refinamento em-
pregado na direção 𝜂, para todas as porcentagens. Para 𝑝 = 20%, surgem elementos de
menor qualidade nos demais blocos da malha computacional.

4.14 Golfinho

Nesta seção, modela-se e analisa-se a malha computacional de um golfinho. Nesse
experimento, a aquisição dos pontos de fronteira é baseada em um trabalho científico
e tem, como auxílio, a ferramenta WebPlotDigitizer [35, 38]. Esses pontos de fronteira
são ilustrados na Figura 58 e são divididos em seis blocos, cujo número de partições nas
direções 𝑥 e 𝑦 é mostrado na Tabela 55.

Figura 58 – Pontos de fronteira do golfinho. (Fonte: 35)
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Tabela 55 – Número de partições nas direções 𝑥 e 𝑦 para cada bloco do golfinho

Bloco 𝑥 𝑦 Quantidade de nós
1 36 9 90
2 4 10 28
3 5 10 30
4 5 8 26
5 6 7 26
6 7 9 32

Total 232

Por meio do número de partições do plano físico e dos pontos de contorno, executa-
se o algoritmo para geração da malha computacional em coordenadas generalizadas en-
volvendo multi-blocos. A malha computacional do golfinho é ilustrada na Figura 59, apre-
sentando também a distribuição dos blocos.

Figura 59 – Malha computacional do golfinho em coordenadas generalizadas

Além disso, a Tabela 56 relaciona cada bloco do golfinho com o número de partições
nas direções 𝜉 e 𝜂.

Tabela 56 – Número de partições nas direções 𝜉 e 𝜂 para cada bloco do golfinho

Bloco 𝜉 𝜂 Quantidade de nós Quantidade de elementos
1 36 9 370 324
2 4 10 55 40
3 5 10 66 50
4 5 8 54 40
5 6 7 56 42
6 7 9 80 63

Total 681 559

Utilizando o golfinho como parâmetro de entrada, executa-se o primeiro módulo
para análise de qualidade, através do Algoritmo 6. Após o cálculo das métricas de qua-
lidade para cada elemento de cada bloco da malha computacional, obtém-se o conjunto
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total de elementos, associados à razão entre arestas 𝑟 com maior disparidade em relação
a 𝑟� = 1, ao ângulo interno 𝛼 com maior disparidade em relação a 𝛼� = 𝜋

2 rad e ao
coeficiente de compacidade 𝑐.

Tendo posse do conjunto total de elementos e suas métricas de qualidade, assim
como informações sobre o número de partições do plano transformado para cada bloco
e as porcentagens desejadas 𝑝, executa-se o segundo módulo para análise de qualidade,
por meio do Algoritmo 7. Após a leitura dos dados de entrada, obtém-se que |𝑈 ′| = 554
elementos, pois há 5 elementos em que 𝑟 = +∞ e 𝛼 = @ no conjunto 𝑈 . Em seguida,
a variância de cada métrica de qualidade é calculada, resultando em 𝑠2

𝑅 = 3.1846, 𝑠2
𝐴 =

0.2835 e 𝑠2
𝐶 = 21.3201 para o golfinho.

Uma vez que 𝑠2
𝑅 ̸= 0, 𝑠2

𝐴 ̸= 0 e 𝑠2
𝐶 ̸= 0, calculam-se os valores mínimo 𝑚min e

máximo 𝑚max das métricas de qualidade, cujos resultados estão presentes na Tabela 57.

Tabela 57 – Valores mínimo e máximo das métricas de qualidade do golfinho

𝑟 𝛼 𝑐
min 1.0000 0.3698 16.0000
max 19.8383 3.1316 43.4956

Utilizando os valores encontrados na Tabela 57, normalizam-se os valores das
métricas de qualidade no intervalo [0, 10]. Ainda, o valor das métricas avaliadas so-
bre um quadrado também é normalizado no intervalo [0, 10], obtendo 𝑟norm�

= 0.0000,
𝛼norm�

= 4.3485 e 𝑐norm�
= 0.0000. Na sequência, calculam-se as variâncias 𝑠2

𝑀norm das
métricas de qualidade normalizadas, resultando em 𝑠2

𝑅norm = 0.8974, 𝑠2
𝐴norm = 3.7174 e

𝑠2
𝐶norm = 2.8201.

Com as variâncias 𝑠2
𝑀norm calculadas, parte-se para o cálculo das tolerâncias mínima

e máxima, obtendo 𝜖min = 0.0001 e 𝜖max = 0.1591. Iterando entre o intervalo de valores,
constrói-se o diagrama de dispersão de 𝜖𝑖 por |𝐸∪𝑖

|, o qual é ilustrado na Figura 60
pelos pontos em preto. A curva em verde representa a função de regressão não linear
exponencial, encontrada na etapa posterior. No caso do golfinho, o método de mínimos
quadrados obteve, como resultado, os coeficientes 𝑐1 = 222.0300 e 𝑐2 = −45.6958.
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Figura 60 – Diagrama de dispersão de 𝜖𝑖 por |𝐸∪𝑖
| do golfinho

Dados os coeficientes 𝑐1 e 𝑐2 da função de regressão não linear exponencial, calcu-
lam-se as tolerâncias desejadas 𝜖, considerando 𝑝 = 5, 10 e 20%. As porcentagens utili-
zadas resultaram, respectivamente, em 𝜖 = 0.0455, 0.0304 e 0.0152. Para cada valor de
tolerância desejada 𝜖, identificam-se os elementos de menor qualidade em relação à razão
entre arestas 𝐸𝑟, ao ângulo interno 𝐸𝛼 e ao coeficiente de compacidade 𝐸𝑐. Além disso, por
meio de operações envolvendo os conjuntos 𝐸𝑟, 𝐸𝛼 e 𝐸𝑐, obtêm-se os conjuntos 𝐸∪, 𝐸𝑟,𝛼,
𝐸𝑟,𝑐, 𝐸𝛼,𝑐 e 𝐸∩. Finalmente, um número 𝑞 é atribuído para cada categoria de elementos a
partir dos conjuntos obtidos.

Após a escrita dos resultados em um arquivo .vtk para cada bloco, a Figura 61
ilustra os elementos de menor qualidade identificados para o golfinho, levando em consi-
deração 𝑝 = 5, 10 e 20%, respectivamente, nas Figuras 61a - 61c.
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(a) 𝑝 = 5% (b) 𝑝 = 10%

(c) 𝑝 = 20%

Figura 61 – Elementos de menor qualidade identificados para o golfinho

Uma outra maneira para se observar os resultados encontrados do golfinho pode
ser representada na Tabela 58, na qual se apresentam as porcentagens desejadas 𝑝 e as
tolerâncias desejadas 𝜖 em relação às quantidades de elementos dos conjuntos 𝑈 ′ − 𝐸∪,
𝐸𝑟, 𝐸𝛼, 𝐸𝑐, 𝐸𝑟,𝛼, 𝐸𝑟,𝑐, 𝐸𝛼,𝑐, 𝑈 − 𝑈 ′ e 𝐸∩.

Tabela 58 – Quantidades de elementos dos resultados obtidos para o golfinho

𝑝 𝜖
⃒⃒⃒
𝑈 ′ − 𝐸∪

⃒⃒⃒ ⃒⃒⃒
𝐸𝑟

⃒⃒⃒ ⃒⃒⃒
𝐸𝛼

⃒⃒⃒ ⃒⃒⃒
𝐸𝑐

⃒⃒⃒ ⃒⃒⃒
𝐸𝑟,𝛼

⃒⃒⃒ ⃒⃒⃒
𝐸𝑟,𝑐

⃒⃒⃒ ⃒⃒⃒
𝐸𝛼,𝑐

⃒⃒⃒
|𝑈 − 𝑈 ′|

⃒⃒⃒
𝐸∩

⃒⃒⃒
5% 0.0455 544 6 2 8 0 5 1 5 0
10% 0.0304 540 6 5 13 0 6 4 5 0
20% 0.0152 522 7 12 30 0 7 10 5 0

De acordo com a Figura 61 e com a Tabela 58, é possível observar que elementos
de menor qualidade em relação a todas as métricas de avaliação foram identificados para o
golfinho, considerando as porcentagens utilizadas 𝑝. Além disso, para 𝑝 = 20%, destaca-se
o número de elementos pertencentes ao conjunto formado pela intersecção entre 𝐸𝛼 e 𝐸𝑐.
No bloco 4, existem 5 elementos em que 𝑟 = +∞ e 𝛼 = @, em virtude dos pontos de
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fronteira adquiridos. Por conta da complexidade da geometria, não existe um padrão na
localização dos elementos detectados. No entanto, pode-se perceber uma concentração de
elementos de menor qualidade no bloco 4, para todas as porcentagens. Para 𝑝 = 20%,
surgem elementos de menor qualidade nos demais blocos da malha computacional.

4.15 Tartaruga

Nesta seção, modela-se e analisa-se a malha computacional de uma tartaruga.
Nesse experimento, os pontos de fronteira foram coletados utilizando imagens encontra-
das no Google e com o auxílio da ferramenta WebPlotDigitizer [37, 38]. Esses pontos
de fronteira são ilustrados na Figura 62 e são divididos em seis blocos, cujo número de
partições nas direções 𝑥 e 𝑦 é mostrado na Tabela 59.

Figura 62 – Pontos de fronteira da tartaruga. (Fonte: 37)

Tabela 59 – Número de partições nas direções 𝑥 e 𝑦 para cada bloco da tartaruga

Bloco 𝑥 𝑦 Quantidade de nós
1 10 7 34
2 10 31 82
3 4 17 42
4 4 17 42
5 5 5 20
6 5 8 26

Total 246

Por meio do número de partições do plano físico e dos pontos de contorno, executa-
se o algoritmo para geração da malha computacional em coordenadas generalizadas en-
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volvendo multi-blocos. A malha computacional da tartaruga é ilustrada na Figura 63,
apresentando também a distribuição dos blocos.

Figura 63 – Malha computacional da tartaruga em coordenadas generalizadas

Além disso, a Tabela 60 relaciona cada bloco da tartaruga com o número de par-
tições nas direções 𝜉 e 𝜂.

Tabela 60 – Número de partições nas direções 𝜉 e 𝜂 para cada bloco da tartaruga

Bloco 𝜉 𝜂 Quantidade de nós Quantidade de elementos
1 10 7 88 70
2 10 31 352 310
3 4 17 90 68
4 4 17 90 68
5 5 5 36 25
6 5 8 54 40

Total 710 581

Utilizando a tartaruga como parâmetro de entrada, executa-se o primeiro módulo
para análise de qualidade, através do Algoritmo 6. Após o cálculo das métricas de qua-
lidade para cada elemento de cada bloco da malha computacional, obtém-se o conjunto
total de elementos, associados à razão entre arestas 𝑟 com maior disparidade em relação
a 𝑟� = 1, ao ângulo interno 𝛼 com maior disparidade em relação a 𝛼� = 𝜋

2 rad e ao
coeficiente de compacidade 𝑐.

Tendo posse do conjunto total de elementos e suas métricas de qualidade, assim
como informações sobre o número de partições do plano transformado para cada bloco e
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as porcentagens desejadas 𝑝, executa-se o segundo módulo para análise de qualidade, por
meio do Algoritmo 7. Após a leitura dos dados de entrada, obtém-se que |𝑈 ′| = |𝑈 | = 581
elementos, pois não há elementos em que 𝑟 = +∞ e 𝛼 = @ no conjunto 𝑈 . Em seguida,
a variância de cada métrica de qualidade é calculada, resultando em 𝑠2

𝑅 = 0.6661, 𝑠2
𝐴 =

0.1676 e 𝑠2
𝐶 = 9.5647 para a tartaruga.

Uma vez que 𝑠2
𝑅 ̸= 0, 𝑠2

𝐴 ̸= 0 e 𝑠2
𝐶 ̸= 0, calculam-se os valores mínimo 𝑚min e

máximo 𝑚max das métricas de qualidade, cujos resultados estão presentes na Tabela 61.

Tabela 61 – Valores mínimo e máximo das métricas de qualidade da tartaruga

𝑟 𝛼 𝑐
min 1.0000 0.2053 16.0000
max 8.8443 3.0485 42.3076

Utilizando os valores encontrados na Tabela 61, normalizam-se os valores das
métricas de qualidade no intervalo [0, 10]. Ainda, o valor das métricas avaliadas so-
bre um quadrado também é normalizado no intervalo [0, 10], obtendo 𝑟norm�

= 0.0000,
𝛼norm�

= 4.8028 e 𝑐norm�
= 0.0000. Na sequência, calculam-se as variâncias 𝑠2

𝑀norm das
métricas de qualidade normalizadas, resultando em 𝑠2

𝑅norm = 1.0826, 𝑠2
𝐴norm = 2.0727 e

𝑠2
𝐶norm = 1.3820.

Com as variâncias 𝑠2
𝑀norm calculadas, parte-se para o cálculo das tolerâncias mínima

e máxima, obtendo 𝜖min = 0.0001 e 𝜖max = 0.1369. Iterando entre o intervalo de valores,
constrói-se o diagrama de dispersão de 𝜖𝑖 por |𝐸∪𝑖

|, o qual é ilustrado na Figura 64
pelos pontos em preto. A curva em verde representa a função de regressão não linear
exponencial, encontrada na etapa posterior. No caso da tartaruga, o método de mínimos
quadrados obteve, como resultado, os coeficientes 𝑐1 = 216.0572 e 𝑐2 = −53.8616.

Figura 64 – Diagrama de dispersão de 𝜖𝑖 por |𝐸∪𝑖
| da tartaruga

Dados os coeficientes 𝑐1 e 𝑐2 da função de regressão não linear exponencial, calcu-
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lam-se as tolerâncias desejadas 𝜖, considerando 𝑝 = 5, 10 e 20%. As porcentagens utili-
zadas resultaram, respectivamente, em 𝜖 = 0.0373, 0.0244 e 0.0115. Para cada valor de
tolerância desejada 𝜖, identificam-se os elementos de menor qualidade em relação à razão
entre arestas 𝐸𝑟, ao ângulo interno 𝐸𝛼 e ao coeficiente de compacidade 𝐸𝑐. Além disso, por
meio de operações envolvendo os conjuntos 𝐸𝑟, 𝐸𝛼 e 𝐸𝑐, obtêm-se os conjuntos 𝐸∪, 𝐸𝑟,𝛼,
𝐸𝑟,𝑐, 𝐸𝛼,𝑐 e 𝐸∩. Finalmente, um número 𝑞 é atribuído para cada categoria de elementos a
partir dos conjuntos obtidos.

Após a escrita dos resultados em um arquivo .vtk para cada bloco, a Figura 65
ilustra os elementos de menor qualidade identificados para a tartaruga, levando em con-
sideração 𝑝 = 5, 10 e 20%, respectivamente, nas Figuras 65a - 65c.
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(a) 𝑝 = 5% (b) 𝑝 = 10%

(c) 𝑝 = 20%

Figura 65 – Elementos de menor qualidade identificados para a tartaruga

Uma outra maneira para se observar os resultados encontrados da tartaruga pode
ser representada na Tabela 62, na qual se apresentam as porcentagens desejadas 𝑝 e as
tolerâncias desejadas 𝜖 em relação às quantidades de elementos dos conjuntos 𝑈 ′ − 𝐸∪,
𝐸𝑟, 𝐸𝛼, 𝐸𝑐, 𝐸𝑟,𝛼, 𝐸𝑟,𝑐, 𝐸𝛼,𝑐, 𝑈 − 𝑈 ′ e 𝐸∩.
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Tabela 62 – Quantidades de elementos dos resultados obtidos para a tartaruga

𝑝 𝜖
⃒⃒⃒
𝑈 ′ − 𝐸∪

⃒⃒⃒ ⃒⃒⃒
𝐸𝑟

⃒⃒⃒ ⃒⃒⃒
𝐸𝛼

⃒⃒⃒ ⃒⃒⃒
𝐸𝑐

⃒⃒⃒ ⃒⃒⃒
𝐸𝑟,𝛼

⃒⃒⃒ ⃒⃒⃒
𝐸𝑟,𝑐

⃒⃒⃒ ⃒⃒⃒
𝐸𝛼,𝑐

⃒⃒⃒
|𝑈 − 𝑈 ′|

⃒⃒⃒
𝐸∩

⃒⃒⃒
5% 0.0373 570 3 0 10 0 2 0 0 0
10% 0.0244 553 11 11 15 0 5 4 0 0
20% 0.0115 543 15 28 26 5 13 18 0 5

De acordo com a Figura 65 e com a Tabela 62, é possível observar que apenas
elementos de menor qualidade em relação à razão entre arestas e ao coeficiente de compa-
cidade foram identificados para a tartaruga, considerando 𝑝 = 5%. Para as porcentagens
utilizadas 𝑝 = 10 e 20%, elementos de menor qualidade em relação a todas as métricas de
avaliação foram identificados. Além disso, para 𝑝 = 20%, destaca-se o número de elemen-
tos pertencentes aos conjuntos 𝐸𝑟,𝑐 e 𝐸𝛼,𝑐. Por conta da complexidade da geometria, não
existe um padrão na localização dos elementos detectados. No entanto, pode-se perceber
uma evidente concentração de elementos de menor qualidade no bloco 1, para todas as
porcentagens. Para 𝑝 = 10 e 20%, surgem elementos de menor qualidade na região central
das fronteiras esquerda e direita do bloco 2 da malha computacional.

4.16 Perfil de um Rosto 2D

Nesta seção, modela-se e analisa-se a malha computacional do perfil de um rosto
bidimensional. Nesse experimento, os pontos de fronteira foram coletados utilizando ima-
gens encontradas no Google e com o auxílio da ferramenta WebPlotDigitizer [37, 38]. Esses
pontos de fronteira são ilustrados na Figura 66 e são divididos em sete blocos, cujo número
de partições nas direções 𝑥 e 𝑦 é mostrado na Tabela 63.

Figura 66 – Pontos de fronteira do perfil de um rosto. (Fonte: 37)
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Tabela 63 – Número de partições nas direções 𝑥 e 𝑦 para cada bloco do perfil de um rosto

Bloco 𝑥 𝑦 Quantidade de nós
1 3 4 14
2 15 6 42
3 8 8 32
4 3 5 16
5 8 6 28
6 15 14 58
7 5 7 24

Total 214

Por meio do número de partições do plano físico e dos pontos de contorno, executa-
se o algoritmo para geração da malha computacional em coordenadas generalizadas envol-
vendo multi-blocos. A malha computacional do perfil de um rosto é ilustrada na Figura
67, apresentando também a distribuição dos blocos.

Figura 67 – Malha computacional do perfil de um rosto em coordenadas generalizadas

Além disso, a Tabela 64 relaciona cada bloco do perfil de um rosto com o número
de partições nas direções 𝜉 e 𝜂.
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Tabela 64 – Número de partições nas direções 𝜉 e 𝜂 para cada bloco do perfil de um rosto

Bloco 𝜉 𝜂 Quantidade de nós Quantidade de elementos
1 3 4 20 12
2 15 6 112 90
3 8 8 81 64
4 3 5 24 15
5 8 6 63 48
6 15 14 240 210
7 5 7 48 35

Total 588 474

Utilizando o perfil de um rosto como parâmetro de entrada, executa-se o primeiro
módulo para análise de qualidade, através do Algoritmo 6. Após o cálculo das métricas
de qualidade para cada elemento de cada bloco da malha computacional, obtém-se o
conjunto total de elementos, associados à razão entre arestas 𝑟 com maior disparidade em
relação a 𝑟� = 1, ao ângulo interno 𝛼 com maior disparidade em relação a 𝛼� = 𝜋

2 rad e
ao coeficiente de compacidade 𝑐.

Tendo posse do conjunto total de elementos e suas métricas de qualidade, assim
como informações sobre o número de partições do plano transformado para cada bloco e
as porcentagens desejadas 𝑝, executa-se o segundo módulo para análise de qualidade, por
meio do Algoritmo 7. Após a leitura dos dados de entrada, obtém-se que |𝑈 ′| = |𝑈 | = 474
elementos, pois não há elementos em que 𝑟 = +∞ e 𝛼 = @ no conjunto 𝑈 . Em seguida,
a variância de cada métrica de qualidade é calculada, resultando em 𝑠2

𝑅 = 0.2179, 𝑠2
𝐴 =

0.2224 e 𝑠2
𝐶 = 16.1769 para o perfil de um rosto.

Uma vez que 𝑠2
𝑅 ̸= 0, 𝑠2

𝐴 ̸= 0 e 𝑠2
𝐶 ̸= 0, calculam-se os valores mínimo 𝑚min e

máximo 𝑚max das métricas de qualidade, cujos resultados estão presentes na Tabela 65.

Tabela 65 – Valores mínimo e máximo das métricas de qualidade do perfil de um rosto

𝑟 𝛼 𝑐
min 1.0000 0.3705 16.0000
max 4.6627 3.1200 48.3569

Utilizando os valores encontrados na Tabela 65, normalizam-se os valores das
métricas de qualidade no intervalo [0, 10]. Ainda, o valor das métricas avaliadas so-
bre um quadrado também é normalizado no intervalo [0, 10], obtendo 𝑟norm�

= 0.0000,
𝛼norm�

= 4.3655 e 𝑐norm�
= 0.0000. Na sequência, calculam-se as variâncias 𝑠2

𝑀norm das
métricas de qualidade normalizadas, resultando em 𝑠2

𝑅norm = 1.6241, 𝑠2
𝐴norm = 2.9415 e

𝑠2
𝐶norm = 1.5451.

Com as variâncias 𝑠2
𝑀norm calculadas, parte-se para o cálculo das tolerâncias mínima

e máxima, obtendo 𝜖min = 0.0001 e 𝜖max = 0.1787. Iterando entre o intervalo de valores,
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constrói-se o diagrama de dispersão de 𝜖𝑖 por |𝐸∪𝑖
|, o qual é ilustrado na Figura 68

pelos pontos em preto. A curva em verde representa a função de regressão não linear
exponencial, encontrada na etapa posterior. No caso do perfil de um rosto, o método de
mínimos quadrados obteve, como resultado, os coeficientes 𝑐1 = 176.1278 e 𝑐2 = −37.6157.

Figura 68 – Diagrama de dispersão de 𝜖𝑖 por |𝐸∪𝑖
| do perfil de um rosto

Dados os coeficientes 𝑐1 e 𝑐2 da função de regressão não linear exponencial, calcu-
lam-se as tolerâncias desejadas 𝜖, considerando 𝑝 = 5, 10 e 20%. As porcentagens utili-
zadas resultaram, respectivamente, em 𝜖 = 0.0533, 0.0349 e 0.0165. Para cada valor de
tolerância desejada 𝜖, identificam-se os elementos de menor qualidade em relação à razão
entre arestas 𝐸𝑟, ao ângulo interno 𝐸𝛼 e ao coeficiente de compacidade 𝐸𝑐. Além disso, por
meio de operações envolvendo os conjuntos 𝐸𝑟, 𝐸𝛼 e 𝐸𝑐, obtêm-se os conjuntos 𝐸∪, 𝐸𝑟,𝛼,
𝐸𝑟,𝑐, 𝐸𝛼,𝑐 e 𝐸∩. Finalmente, um número 𝑞 é atribuído para cada categoria de elementos a
partir dos conjuntos obtidos.

Após a escrita dos resultados em um arquivo .vtk para cada bloco, a Figura 69
ilustra os elementos de menor qualidade identificados para o perfil de um rosto, levando
em consideração 𝑝 = 5, 10 e 20%, respectivamente, nas Figuras 69a - 69c.
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(a) 𝑝 = 5% (b) 𝑝 = 10% (c) 𝑝 = 20%

Figura 69 – Elementos de menor qualidade identificados para o perfil de um rosto

Uma outra maneira para se observar os resultados encontrados do perfil de um
rosto pode ser representada na Tabela 66, na qual se apresentam as porcentagens desejadas
𝑝 e as tolerâncias desejadas 𝜖 em relação às quantidades de elementos dos conjuntos
𝑈 ′ − 𝐸∪, 𝐸𝑟, 𝐸𝛼, 𝐸𝑐, 𝐸𝑟,𝛼, 𝐸𝑟,𝑐, 𝐸𝛼,𝑐, 𝑈 − 𝑈 ′ e 𝐸∩.

Tabela 66 – Quantidades de elementos dos resultados obtidos para o perfil de um rosto

𝑝 𝜖
⃒⃒⃒
𝑈 ′ − 𝐸∪

⃒⃒⃒ ⃒⃒⃒
𝐸𝑟

⃒⃒⃒ ⃒⃒⃒
𝐸𝛼

⃒⃒⃒ ⃒⃒⃒
𝐸𝑐

⃒⃒⃒ ⃒⃒⃒
𝐸𝑟,𝛼

⃒⃒⃒ ⃒⃒⃒
𝐸𝑟,𝑐

⃒⃒⃒ ⃒⃒⃒
𝐸𝛼,𝑐

⃒⃒⃒
|𝑈 − 𝑈 ′|

⃒⃒⃒
𝐸∩

⃒⃒⃒
5% 0.0533 457 6 0 12 0 1 0 0 0
10% 0.0349 452 10 6 14 1 3 5 0 1
20% 0.0165 440 16 21 21 4 5 19 0 4

De acordo com a Figura 69 e com a Tabela 66, é possível observar que apenas
elementos de menor qualidade em relação à razão entre arestas e ao coeficiente de com-
pacidade foram identificados para o perfil de um rosto, considerando 𝑝 = 5%. Para as
porcentagens utilizadas 𝑝 = 10 e 20%, elementos de menor qualidade em relação a todas
as métricas de avaliação foram identificados. Além disso, para 𝑝 = 20%, destaca-se o nú-
mero de elementos pertencentes ao conjunto formado pela intersecção entre 𝐸𝛼 e 𝐸𝑐. Por
conta da complexidade da geometria, não existe um padrão na localização dos elemen-
tos detectados. No entanto, pode-se perceber uma evidente concentração de elementos de
menor qualidade no bloco 7 da malha computacional, para todas as porcentagens.
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4.17 Pássaro

Nesta seção, modela-se e analisa-se a malha computacional de um pássaro. Nesse
experimento, a aquisição dos pontos de fronteira é baseada em um trabalho científico e
tem, como auxílio, a ferramenta WebPlotDigitizer [35, 38]. Esses pontos de fronteira são
ilustrados na Figura 70 e são divididos em sete blocos, cujo número de partições nas
direções 𝑥 e 𝑦 é mostrado na Tabela 67.

Figura 70 – Pontos de fronteira do pássaro. (Fonte: 35)

Tabela 67 – Número de partições nas direções 𝑥 e 𝑦 para cada bloco do pássaro

Bloco 𝑥 𝑦 Quantidade de nós
1 6 11 34
2 11 11 44
3 20 4 48
4 20 7 54
5 11 18 58
6 18 11 58
7 8 11 38

Total 334

Por meio do número de partições do plano físico e dos pontos de contorno, executa-
se o algoritmo para geração da malha computacional em coordenadas generalizadas en-
volvendo multi-blocos. A malha computacional do pássaro é ilustrada na Figura 71, apre-
sentando também a distribuição dos blocos.
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Figura 71 – Malha computacional do pássaro em coordenadas generalizadas

Além disso, a Tabela 68 relaciona cada bloco do pássaro com o número de partições
nas direções 𝜉 e 𝜂.

Tabela 68 – Número de partições nas direções 𝜉 e 𝜂 para cada bloco do pássaro

Bloco 𝜉 𝜂 Quantidade de nós Quantidade de elementos
1 6 11 84 66
2 11 11 144 121
3 20 4 105 80
4 20 7 168 140
5 11 18 228 198
6 18 11 228 198
7 8 11 108 88

Total 1065 891

Utilizando o pássaro como parâmetro de entrada, executa-se o primeiro módulo
para análise de qualidade, através do Algoritmo 6. Após o cálculo das métricas de qua-
lidade para cada elemento de cada bloco da malha computacional, obtém-se o conjunto
total de elementos, associados à razão entre arestas 𝑟 com maior disparidade em relação
a 𝑟� = 1, ao ângulo interno 𝛼 com maior disparidade em relação a 𝛼� = 𝜋

2 rad e ao
coeficiente de compacidade 𝑐.

Tendo posse do conjunto total de elementos e suas métricas de qualidade, assim
como informações sobre o número de partições do plano transformado para cada bloco
e as porcentagens desejadas 𝑝, executa-se o segundo módulo para análise de qualidade,
por meio do Algoritmo 7. Após a leitura dos dados de entrada, obtém-se que |𝑈 ′| = 869
elementos, pois há 22 elementos em que 𝑟 = +∞ e 𝛼 = @ no conjunto 𝑈 . Em seguida,
a variância de cada métrica de qualidade é calculada, resultando em 𝑠2

𝑅 = 2.6559, 𝑠2
𝐴 =

0.2930 e 𝑠2
𝐶 = 38.3952 para o pássaro.
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Uma vez que 𝑠2
𝑅 ̸= 0, 𝑠2

𝐴 ̸= 0 e 𝑠2
𝐶 ̸= 0, calculam-se os valores mínimo 𝑚min e

máximo 𝑚max das métricas de qualidade, cujos resultados estão presentes na Tabela 69.

Tabela 69 – Valores mínimo e máximo das métricas de qualidade do pássaro

𝑟 𝛼 𝑐
min 1.0000 0.3241 16.0000
max 11.7254 3.1035 67.9769

Utilizando os valores encontrados na Tabela 69, normalizam-se os valores das
métricas de qualidade no intervalo [0, 10]. Ainda, o valor das métricas avaliadas so-
bre um quadrado também é normalizado no intervalo [0, 10], obtendo 𝑟norm�

= 0.0000,
𝛼norm�

= 4.4855 e 𝑐norm�
= 0.0000. Na sequência, calculam-se as variâncias 𝑠2

𝑀norm das
métricas de qualidade normalizadas, resultando em 𝑠2

𝑅norm = 2.3088, 𝑠2
𝐴norm = 3.7924 e

𝑠2
𝐶norm = 1.4212.

Com as variâncias 𝑠2
𝑀norm calculadas, parte-se para o cálculo das tolerâncias mínima

e máxima, obtendo 𝜖min = 0.0000 e 𝜖max = 0.0903. Iterando entre o intervalo de valores,
constrói-se o diagrama de dispersão de 𝜖𝑖 por |𝐸∪𝑖

|, o qual é ilustrado na Figura 72
pelos pontos em preto. A curva em verde representa a função de regressão não linear
exponencial, encontrada na etapa posterior. No caso do pássaro, o método de mínimos
quadrados obteve, como resultado, os coeficientes 𝑐1 = 506.3437 e 𝑐2 = −90.0219.

Figura 72 – Diagrama de dispersão de 𝜖𝑖 por |𝐸∪𝑖
| do pássaro

Dados os coeficientes 𝑐1 e 𝑐2 da função de regressão não linear exponencial, calcu-
lam-se as tolerâncias desejadas 𝜖, considerando 𝑝 = 5, 10 e 20%. As porcentagens utili-
zadas resultaram, respectivamente, em 𝜖 = 0.0273, 0.0196 e 0.0119. Para cada valor de
tolerância desejada 𝜖, identificam-se os elementos de menor qualidade em relação à razão
entre arestas 𝐸𝑟, ao ângulo interno 𝐸𝛼 e ao coeficiente de compacidade 𝐸𝑐. Além disso, por
meio de operações envolvendo os conjuntos 𝐸𝑟, 𝐸𝛼 e 𝐸𝑐, obtêm-se os conjuntos 𝐸∪, 𝐸𝑟,𝛼,
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𝐸𝑟,𝑐, 𝐸𝛼,𝑐 e 𝐸∩. Finalmente, um número 𝑞 é atribuído para cada categoria de elementos a
partir dos conjuntos obtidos.

Após a escrita dos resultados em um arquivo .vtk para cada bloco, a Figura 73
ilustra os elementos de menor qualidade identificados para o pássaro, levando em consi-
deração 𝑝 = 5, 10 e 20%, respectivamente, nas Figuras 73a - 73c.

(a) 𝑝 = 5% (b) 𝑝 = 10%

(c) 𝑝 = 20%

Figura 73 – Elementos de menor qualidade identificados para o pássaro

Uma outra maneira para se observar os resultados encontrados do pássaro pode
ser representada na Tabela 70, na qual se apresentam as porcentagens desejadas 𝑝 e as
tolerâncias desejadas 𝜖 em relação às quantidades de elementos dos conjuntos 𝑈 ′ − 𝐸∪,
𝐸𝑟, 𝐸𝛼, 𝐸𝑐, 𝐸𝑟,𝛼, 𝐸𝑟,𝑐, 𝐸𝛼,𝑐, 𝑈 − 𝑈 ′ e 𝐸∩.
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Tabela 70 – Quantidades de elementos dos resultados obtidos para o pássaro

𝑝 𝜖
⃒⃒⃒
𝑈 ′ − 𝐸∪

⃒⃒⃒ ⃒⃒⃒
𝐸𝑟

⃒⃒⃒ ⃒⃒⃒
𝐸𝛼

⃒⃒⃒ ⃒⃒⃒
𝐸𝑐

⃒⃒⃒ ⃒⃒⃒
𝐸𝑟,𝛼

⃒⃒⃒ ⃒⃒⃒
𝐸𝑟,𝑐

⃒⃒⃒ ⃒⃒⃒
𝐸𝛼,𝑐

⃒⃒⃒
|𝑈 − 𝑈 ′|

⃒⃒⃒
𝐸∩

⃒⃒⃒
5% 0.0273 846 21 0 4 0 2 0 22 0
10% 0.0196 823 38 4 18 0 13 1 22 0
20% 0.0119 771 48 50 27 1 16 11 22 1

De acordo com a Figura 73 e com a Tabela 70, é possível observar que apenas
elementos de menor qualidade em relação à razão entre arestas e ao coeficiente de com-
pacidade foram identificados para o pássaro, considerando 𝑝 = 5%. Para as porcentagens
utilizadas 𝑝 = 10 e 20%, elementos de menor qualidade em relação a todas as métricas de
avaliação foram identificados. Além disso, para essas porcentagens, destaca-se o número
de elementos pertencentes aos conjuntos 𝐸𝑟,𝑐 e 𝐸𝛼,𝑐. Nos blocos 5 e 6, totalizam-se 22 ele-
mentos em que 𝑟 = +∞ e 𝛼 = @, em virtude dos pontos de fronteira adquiridos. Por conta
da complexidade da geometria, não existe um padrão na localização dos elementos detec-
tados. No entanto, pode-se perceber uma concentração de elementos de menor qualidade
nos blocos 5 e 6, para todas as porcentagens. Para 𝑝 = 10 e 20%, surgem elementos de
menor qualidade no bloco 7 da malha computacional. Finalmente, apenas para 𝑝 = 20%,
surgem elementos de menor qualidade nos blocos 1 e 4, relacionados principalmente ao
ângulo interno.

4.18 Cachorro

Nesta seção, modela-se e analisa-se a malha computacional de um cachorro. Nesse
experimento, os pontos de fronteira foram coletados utilizando imagens encontradas no
Google e com o auxílio da ferramenta WebPlotDigitizer [37, 38]. Esses pontos de fronteira
são ilustrados na Figura 74 e são divididos em oito blocos, cujo número de partições nas
direções 𝑥 e 𝑦 é mostrado na Tabela 71.

Figura 74 – Pontos de fronteira do cachorro. (Fonte: 37)
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Tabela 71 – Número de partições nas direções 𝑥 e 𝑦 para cada bloco do cachorro

Bloco 𝑥 𝑦 Quantidade de nós
1 5 6 22
2 6 6 24
3 2 3 10
4 5 5 20
5 17 8 50
6 2 22 48
7 5 14 38
8 5 18 46

Total 258

Por meio do número de partições do plano físico e dos pontos de contorno, executa-
se o algoritmo para geração da malha computacional em coordenadas generalizadas en-
volvendo multi-blocos. A malha computacional do cachorro é ilustrada na Figura 75,
apresentando também a distribuição dos blocos.

Figura 75 – Malha computacional do cachorro em coordenadas generalizadas

Além disso, a Tabela 72 relaciona cada bloco do cachorro com o número de parti-
ções nas direções 𝜉 e 𝜂.
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Tabela 72 – Número de partições nas direções 𝜉 e 𝜂 para cada bloco do cachorro

Bloco 𝜉 𝜂 Quantidade de nós Quantidade de elementos
1 5 6 42 30
2 6 6 49 36
3 2 3 12 6
4 5 5 36 25
5 17 8 162 136
6 2 22 69 44
7 5 14 90 70
8 5 18 114 90

Total 574 437

Utilizando o cachorro como parâmetro de entrada, executa-se o primeiro módulo
para análise de qualidade, através do Algoritmo 6. Após o cálculo das métricas de qua-
lidade para cada elemento de cada bloco da malha computacional, obtém-se o conjunto
total de elementos, associados à razão entre arestas 𝑟 com maior disparidade em relação
a 𝑟� = 1, ao ângulo interno 𝛼 com maior disparidade em relação a 𝛼� = 𝜋

2 rad e ao
coeficiente de compacidade 𝑐.

Tendo posse do conjunto total de elementos e suas métricas de qualidade, assim
como informações sobre o número de partições do plano transformado para cada bloco
e as porcentagens desejadas 𝑝, executa-se o segundo módulo para análise de qualidade,
por meio do Algoritmo 7. Após a leitura dos dados de entrada, obtém-se que |𝑈 ′| = 433
elementos, pois há 4 elementos em que 𝑟 = +∞ e 𝛼 = @ no conjunto 𝑈 . Em seguida,
a variância de cada métrica de qualidade é calculada, resultando em 𝑠2

𝑅 = 1.6786, 𝑠2
𝐴 =

0.1467 e 𝑠2
𝐶 = 14.4926 para o cachorro.

Uma vez que 𝑠2
𝑅 ̸= 0, 𝑠2

𝐴 ̸= 0 e 𝑠2
𝐶 ̸= 0, calculam-se os valores mínimo 𝑚min e

máximo 𝑚max das métricas de qualidade, cujos resultados estão presentes na Tabela 73.

Tabela 73 – Valores mínimo e máximo das métricas de qualidade do cachorro

𝑟 𝛼 𝑐
min 1.0000 0.5134 16.0000
max 12.7124 3.1416 36.1177

Utilizando os valores encontrados na Tabela 73, normalizam-se os valores das
métricas de qualidade no intervalo [0, 10]. Ainda, o valor das métricas avaliadas so-
bre um quadrado também é normalizado no intervalo [0, 10], obtendo 𝑟norm�

= 0.0000,
𝛼norm�

= 4.0234 e 𝑐norm�
= 0.0000. Na sequência, calculam-se as variâncias 𝑠2

𝑀norm das
métricas de qualidade normalizadas, resultando em 𝑠2

𝑅norm = 1.2237, 𝑠2
𝐴norm = 2.1237 e

𝑠2
𝐶norm = 3.5809.
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Com as variâncias 𝑠2
𝑀norm calculadas, parte-se para o cálculo das tolerâncias mínima

e máxima, obtendo 𝜖min = 0.0000 e 𝜖max = 0.1879. Iterando entre o intervalo de valores,
constrói-se o diagrama de dispersão de 𝜖𝑖 por |𝐸∪𝑖

|, o qual é ilustrado na Figura 76
pelos pontos em preto. A curva em verde representa a função de regressão não linear
exponencial, encontrada na etapa posterior. No caso do cachorro, o método de mínimos
quadrados obteve, como resultado, os coeficientes 𝑐1 = 202.0961 e 𝑐2 = −36.1107.

Figura 76 – Diagrama de dispersão de 𝜖𝑖 por |𝐸∪𝑖
| do cachorro

Dados os coeficientes 𝑐1 e 𝑐2 da função de regressão não linear exponencial, calcu-
lam-se as tolerâncias desejadas 𝜖, considerando 𝑝 = 5, 10 e 20%. As porcentagens utili-
zadas resultaram, respectivamente, em 𝜖 = 0.0619, 0.0427 e 0.0235. Para cada valor de
tolerância desejada 𝜖, identificam-se os elementos de menor qualidade em relação à razão
entre arestas 𝐸𝑟, ao ângulo interno 𝐸𝛼 e ao coeficiente de compacidade 𝐸𝑐. Além disso, por
meio de operações envolvendo os conjuntos 𝐸𝑟, 𝐸𝛼 e 𝐸𝑐, obtêm-se os conjuntos 𝐸∪, 𝐸𝑟,𝛼,
𝐸𝑟,𝑐, 𝐸𝛼,𝑐 e 𝐸∩. Finalmente, um número 𝑞 é atribuído para cada categoria de elementos a
partir dos conjuntos obtidos.

Após a escrita dos resultados em um arquivo .vtk para cada bloco, a Figura 77
ilustra os elementos de menor qualidade identificados para o cachorro, levando em consi-
deração 𝑝 = 5, 10 e 20%, respectivamente, nas Figuras 77a - 77c.
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(a) 𝑝 = 5% (b) 𝑝 = 10%

(c) 𝑝 = 20%

Figura 77 – Elementos de menor qualidade identificados para o cachorro

Uma outra maneira para se observar os resultados encontrados do cachorro pode
ser representada na Tabela 74, na qual se apresentam as porcentagens desejadas 𝑝 e as
tolerâncias desejadas 𝜖 em relação às quantidades de elementos dos conjuntos 𝑈 ′ − 𝐸∪,
𝐸𝑟, 𝐸𝛼, 𝐸𝑐, 𝐸𝑟,𝛼, 𝐸𝑟,𝑐, 𝐸𝛼,𝑐, 𝑈 − 𝑈 ′ e 𝐸∩.

Tabela 74 – Quantidades de elementos dos resultados obtidos para o cachorro

𝑝 𝜖
⃒⃒⃒
𝑈 ′ − 𝐸∪

⃒⃒⃒ ⃒⃒⃒
𝐸𝑟

⃒⃒⃒ ⃒⃒⃒
𝐸𝛼

⃒⃒⃒ ⃒⃒⃒
𝐸𝑐

⃒⃒⃒ ⃒⃒⃒
𝐸𝑟,𝛼

⃒⃒⃒ ⃒⃒⃒
𝐸𝑟,𝑐

⃒⃒⃒ ⃒⃒⃒
𝐸𝛼,𝑐

⃒⃒⃒
|𝑈 − 𝑈 ′|

⃒⃒⃒
𝐸∩

⃒⃒⃒
5% 0.0619 414 3 4 18 0 2 4 4 0
10% 0.0427 401 3 5 32 0 3 5 4 0
20% 0.0235 370 12 20 57 0 11 15 4 0

De acordo com a Figura 77 e com a Tabela 74, é possível observar que elemen-
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tos de menor qualidade em relação a todas as métricas de avaliação foram identificados
para o cachorro, considerando as porcentagens utilizadas 𝑝. Além disso, para 𝑝 = 20%,
destaca-se o número de elementos pertencentes aos conjuntos 𝐸𝑟,𝑐 e 𝐸𝛼,𝑐. Nos blocos 3 e
6, totalizam-se 4 elementos em que 𝑟 = +∞ e 𝛼 = @, em virtude dos pontos de fronteira
adquiridos. Por conta da complexidade da geometria, não existe um padrão na localiza-
ção dos elementos detectados. No entanto, pode-se perceber uma evidente concentração
de elementos de menor qualidade nos blocos 3 e 7, para todas as porcentagens. Para
𝑝 = 10 e 20%, surgem elementos de menor qualidade no bloco 8 da malha computacional,
relacionados principalmente ao coeficiente de compacidade.

4.19 Avião

Nesta seção, modela-se e analisa-se a malha computacional de um avião. Nesse
experimento, a aquisição dos pontos de fronteira é baseada em um trabalho científico e
tem, como auxílio, a ferramenta WebPlotDigitizer [35, 38]. Esses pontos de fronteira são
ilustrados na Figura 78 e são divididos em oito blocos, cujo número de partições nas
direções 𝑥 e 𝑦 é mostrado na Tabela 75.

Figura 78 – Pontos de fronteira do avião. (Fonte: 35)
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Tabela 75 – Número de partições nas direções 𝑥 e 𝑦 para cada bloco do avião

Bloco 𝑥 𝑦 Quantidade de nós
1 11 38 98
2 11 6 34
3 19 8 54
4 19 8 54
5 4 5 18
6 4 5 18
7 4 5 18
8 4 5 18

Total 312

Por meio do número de partições do plano físico e dos pontos de contorno, executa-
se o algoritmo para geração da malha computacional em coordenadas generalizadas en-
volvendo multi-blocos. A malha computacional do avião é ilustrada na Figura 79, apre-
sentando também a distribuição dos blocos.

Figura 79 – Malha computacional do avião em coordenadas generalizadas

Além disso, a Tabela 76 relaciona cada bloco do avião com o número de partições
nas direções 𝜉 e 𝜂.
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Tabela 76 – Número de partições nas direções 𝜉 e 𝜂 para cada bloco do avião

Bloco 𝜉 𝜂 Quantidade de nós Quantidade de elementos
1 11 38 468 418
2 11 6 84 66
3 19 8 180 152
4 19 8 180 152
5 4 5 30 20
6 4 5 30 20
7 4 5 30 20
8 4 5 30 20

Total 1032 868

Utilizando o avião como parâmetro de entrada, executa-se o primeiro módulo para
análise de qualidade, através do Algoritmo 6. Após o cálculo das métricas de qualidade
para cada elemento de cada bloco da malha computacional, obtém-se o conjunto total de
elementos, associados à razão entre arestas 𝑟 com maior disparidade em relação a 𝑟� = 1,
ao ângulo interno 𝛼 com maior disparidade em relação a 𝛼� = 𝜋

2 rad e ao coeficiente de
compacidade 𝑐.

Tendo posse do conjunto total de elementos e suas métricas de qualidade, assim
como informações sobre o número de partições do plano transformado para cada bloco e
as porcentagens desejadas 𝑝, executa-se o segundo módulo para análise de qualidade, por
meio do Algoritmo 7. Após a leitura dos dados de entrada, obtém-se que |𝑈 ′| = |𝑈 | = 868
elementos, pois não há elementos em que 𝑟 = +∞ e 𝛼 = @ no conjunto 𝑈 . Em seguida,
a variância de cada métrica de qualidade é calculada, resultando em 𝑠2

𝑅 = 0.6991, 𝑠2
𝐴 =

0.1784 e 𝑠2
𝐶 = 8.7439 para o avião.

Uma vez que 𝑠2
𝑅 ̸= 0, 𝑠2

𝐴 ̸= 0 e 𝑠2
𝐶 ̸= 0, calculam-se os valores mínimo 𝑚min e

máximo 𝑚max das métricas de qualidade, cujos resultados estão presentes na Tabela 77.

Tabela 77 – Valores mínimo e máximo das métricas de qualidade do avião

𝑟 𝛼 𝑐
min 1.0000 0.5565 16.0000
max 7.8396 3.1396 40.6403

Utilizando os valores encontrados na Tabela 77, normalizam-se os valores das
métricas de qualidade no intervalo [0, 10]. Ainda, o valor das métricas avaliadas so-
bre um quadrado também é normalizado no intervalo [0, 10], obtendo 𝑟norm�

= 0.0000,
𝛼norm�

= 3.9268 e 𝑐norm�
= 0.0000. Na sequência, calculam-se as variâncias 𝑠2

𝑀norm das
métricas de qualidade normalizadas, resultando em 𝑠2

𝑅norm = 1.4944, 𝑠2
𝐴norm = 2.6740 e

𝑠2
𝐶norm = 1.4402.
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Com as variâncias 𝑠2
𝑀norm calculadas, parte-se para o cálculo das tolerâncias mínima

e máxima, obtendo 𝜖min = 0.0005 e 𝜖max = 0.0797. Iterando entre o intervalo de valores,
constrói-se o diagrama de dispersão de 𝜖𝑖 por |𝐸∪𝑖

|, o qual é ilustrado na Figura 80
pelos pontos em preto. A curva em verde representa a função de regressão não linear
exponencial, encontrada na etapa posterior. No caso do avião, o método de mínimos
quadrados obteve, como resultado, os coeficientes 𝑐1 = 419.6449 e 𝑐2 = −102.5524.

Figura 80 – Diagrama de dispersão de 𝜖𝑖 por |𝐸∪𝑖
| do avião

Dados os coeficientes 𝑐1 e 𝑐2 da função de regressão não linear exponencial, calcu-
lam-se as tolerâncias desejadas 𝜖, considerando 𝑝 = 5, 10 e 20%. As porcentagens utili-
zadas resultaram, respectivamente, em 𝜖 = 0.0221, 0.0154 e 0.0086. Para cada valor de
tolerância desejada 𝜖, identificam-se os elementos de menor qualidade em relação à razão
entre arestas 𝐸𝑟, ao ângulo interno 𝐸𝛼 e ao coeficiente de compacidade 𝐸𝑐. Além disso, por
meio de operações envolvendo os conjuntos 𝐸𝑟, 𝐸𝛼 e 𝐸𝑐, obtêm-se os conjuntos 𝐸∪, 𝐸𝑟,𝛼,
𝐸𝑟,𝑐, 𝐸𝛼,𝑐 e 𝐸∩. Finalmente, um número 𝑞 é atribuído para cada categoria de elementos a
partir dos conjuntos obtidos.

Após a escrita dos resultados em um arquivo .vtk para cada bloco, a Figura 81 ilus-
tra os elementos de menor qualidade identificados para o avião, levando em consideração
𝑝 = 5, 10 e 20%, respectivamente, nas Figuras 81a - 81c.
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(a) 𝑝 = 5% (b) 𝑝 = 10%

(c) 𝑝 = 20%

Figura 81 – Elementos de menor qualidade identificados para o avião

Uma outra maneira para se observar os resultados encontrados do avião pode
ser representada na Tabela 78, na qual se apresentam as porcentagens desejadas 𝑝 e as
tolerâncias desejadas 𝜖 em relação às quantidades de elementos dos conjuntos 𝑈 ′ − 𝐸∪,
𝐸𝑟, 𝐸𝛼, 𝐸𝑐, 𝐸𝑟,𝛼, 𝐸𝑟,𝑐, 𝐸𝛼,𝑐, 𝑈 − 𝑈 ′ e 𝐸∩.
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Tabela 78 – Quantidades de elementos dos resultados obtidos para o avião

𝑝 𝜖
⃒⃒⃒
𝑈 ′ − 𝐸∪

⃒⃒⃒ ⃒⃒⃒
𝐸𝑟

⃒⃒⃒ ⃒⃒⃒
𝐸𝛼

⃒⃒⃒ ⃒⃒⃒
𝐸𝑐

⃒⃒⃒ ⃒⃒⃒
𝐸𝑟,𝛼

⃒⃒⃒ ⃒⃒⃒
𝐸𝑟,𝑐

⃒⃒⃒ ⃒⃒⃒
𝐸𝛼,𝑐

⃒⃒⃒
|𝑈 − 𝑈 ′|

⃒⃒⃒
𝐸∩

⃒⃒⃒
5% 0.0221 850 5 13 9 0 2 7 0 0
10% 0.0154 841 7 19 10 0 2 7 0 0
20% 0.0086 798 15 56 20 2 6 15 0 2

De acordo com a Figura 81 e com a Tabela 78, é possível observar que elementos
de menor qualidade em relação a todas as métricas de avaliação foram identificados para
o avião, considerando as porcentagens utilizadas 𝑝. Além disso, para 𝑝 = 20%, destaca-se
o número de elementos pertencentes ao conjunto formado pela intersecção entre 𝐸𝛼 e
𝐸𝑐. Por conta da complexidade da geometria, não existe um padrão na localização dos
elementos detectados. No entanto, pode-se perceber uma evidente concentração de ele-
mentos de menor qualidade no bloco 2, para todas as porcentagens. Para 𝑝 = 20%, surgem
elementos de menor qualidade nos blocos 3, 4 e 7 da malha computacional, relacionados
principalmente ao ângulo interno.

4.20 Lago Luruaco

Similarmente ao estudo realizado sobre o Lago Igapó I na Seção 4.13, esta seção
modela e analisa a malha computacional do Lago Luruaco, localizado na Colômbia. Nesse
experimento, a aquisição dos pontos de fronteira é baseada em um trabalho científico [30].
Esses pontos de fronteira são ilustrados na Figura 82 e são divididos em treze blocos, cujo
número de partições nas direções 𝑥 e 𝑦 é mostrado na Tabela 79.

Figura 82 – Pontos de fronteira do Lago Luruaco. (Fonte: 30)
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Tabela 79 – Número de partições nas direções 𝑥 e 𝑦 para cada bloco do Lago Luruaco

Bloco 𝑥 𝑦 Quantidade de nós
1 9 9 36
2 17 9 52
3 15 20 70
4 19 12 62
5 23 18 82
6 17 18 70
7 9 18 54
8 9 12 42
9 17 12 58
10 23 12 70
11 9 20 58
12 17 20 74
13 23 20 86

Total 814

Por meio do número de partições do plano físico e dos pontos de contorno, executa-
se o algoritmo para geração da malha computacional em coordenadas generalizadas en-
volvendo multi-blocos. A malha computacional do Lago Luruaco é ilustrada na Figura
83, apresentando também a distribuição dos blocos.

Figura 83 – Malha computacional do Lago Luruaco em coordenadas generalizadas.
(Fonte: 30)

Além disso, a Tabela 80 relaciona cada bloco do Lago Luruaco com o número de
partições nas direções 𝜉 e 𝜂.
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Tabela 80 – Número de partições nas direções 𝜉 e 𝜂 para cada bloco do Lago Luruaco

Bloco 𝜉 𝜂 Quantidade de nós Quantidade de elementos
1 9 9 100 81
2 17 9 180 153
3 15 20 336 300
4 19 12 260 228
5 23 18 456 414
6 17 18 342 306
7 9 18 190 162
8 9 12 130 108
9 17 12 234 204
10 23 12 312 276
11 9 20 210 180
12 17 20 378 340
13 23 20 504 460

Total 3632 3212

Utilizando o Lago Luruaco como parâmetro de entrada, executa-se o primeiro
módulo para análise de qualidade, através do Algoritmo 6. Após o cálculo das métricas
de qualidade para cada elemento de cada bloco da malha computacional, obtém-se o
conjunto total de elementos, associados à razão entre arestas 𝑟 com maior disparidade em
relação a 𝑟� = 1, ao ângulo interno 𝛼 com maior disparidade em relação a 𝛼� = 𝜋

2 rad e
ao coeficiente de compacidade 𝑐.

Tendo posse do conjunto total de elementos e suas métricas de qualidade, assim
como informações sobre o número de partições do plano transformado para cada bloco e
as porcentagens desejadas 𝑝, executa-se o segundo módulo para análise de qualidade, por
meio do Algoritmo 7. Após a leitura dos dados de entrada, obtém-se que |𝑈 ′| = |𝑈 | = 3212
elementos, pois não há elementos em que 𝑟 = +∞ e 𝛼 = @ no conjunto 𝑈 . Em seguida,
a variância de cada métrica de qualidade é calculada, resultando em 𝑠2

𝑅 = 0.2572, 𝑠2
𝐴 =

0.1227 e 𝑠2
𝐶 = 8.3238 para o Lago Luruaco.

Uma vez que 𝑠2
𝑅 ̸= 0, 𝑠2

𝐴 ̸= 0 e 𝑠2
𝐶 ̸= 0, calculam-se os valores mínimo 𝑚min e

máximo 𝑚max das métricas de qualidade, cujos resultados estão presentes na Tabela 81.

Tabela 81 – Valores mínimo e máximo das métricas de qualidade do Lago Luruaco

𝑟 𝛼 𝑐
min 1.0000 0.2644 16.0000
max 8.0667 3.0894 59.9825

Utilizando os valores encontrados na Tabela 81, normalizam-se os valores das
métricas de qualidade no intervalo [0, 10]. Ainda, o valor das métricas avaliadas so-
bre um quadrado também é normalizado no intervalo [0, 10], obtendo 𝑟norm�

= 0.0000,
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𝛼norm�
= 4.6244 e 𝑐norm�

= 0.0000. Na sequência, calculam-se as variâncias 𝑠2
𝑀norm das

métricas de qualidade normalizadas, resultando em 𝑠2
𝑅norm = 0.5151, 𝑠2

𝐴norm = 1.5378 e
𝑠2

𝐶norm = 0.4303.

Com as variâncias 𝑠2
𝑀norm calculadas, parte-se para o cálculo das tolerâncias mínima

e máxima, obtendo 𝜖min = 0.0000 e 𝜖max = 0.0286. Iterando entre o intervalo de valores,
constrói-se o diagrama de dispersão de 𝜖𝑖 por |𝐸∪𝑖

|, o qual é ilustrado na Figura 84 pelos
pontos em preto. A curva em verde representa a função de regressão não linear expo-
nencial, encontrada na etapa posterior. No caso do Lago Luruaco, o método de mínimos
quadrados obteve, como resultado, os coeficientes 𝑐1 = 468.1103 e 𝑐2 = −355.4354.

Figura 84 – Diagrama de dispersão de 𝜖𝑖 por |𝐸∪𝑖
| do Lago Luruaco

Dados os coeficientes 𝑐1 e 𝑐2 da função de regressão não linear exponencial, calcu-
lam-se as tolerâncias desejadas 𝜖, considerando 𝑝 = 5, 10 e 20%. As porcentagens utili-
zadas resultaram, respectivamente, em 𝜖 = 0.0030, 0.0011 e − 0.0009. Para cada valor
de tolerância desejada 𝜖, identificam-se os elementos de menor qualidade em relação à
razão entre arestas 𝐸𝑟, ao ângulo interno 𝐸𝛼 e ao coeficiente de compacidade 𝐸𝑐. Além
disso, por meio de operações envolvendo os conjuntos 𝐸𝑟, 𝐸𝛼 e 𝐸𝑐, obtêm-se os conjuntos
𝐸∪, 𝐸𝑟,𝛼, 𝐸𝑟,𝑐, 𝐸𝛼,𝑐 e 𝐸∩. Finalmente, um número 𝑞 é atribuído para cada categoria de
elementos a partir dos conjuntos obtidos.

Após a escrita dos resultados em um arquivo .vtk para cada bloco, a Figura 85
ilustra os elementos de menor qualidade identificados para o Lago Luruaco, levando em
consideração 𝑝 = 5, 10 e 20%, respectivamente, nas Figuras 85a - 85c.
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(a) 𝑝 = 5% (b) 𝑝 = 10%

(c) 𝑝 = 20%

Figura 85 – Elementos de menor qualidade identificados para o Lago Luruaco

Uma outra maneira para se observar os resultados encontrados do Lago Luruaco
pode ser representada na Tabela 82, na qual se apresentam as porcentagens desejadas 𝑝 e
as tolerâncias desejadas 𝜖 em relação às quantidades de elementos dos conjuntos 𝑈 ′−𝐸∪,
𝐸𝑟, 𝐸𝛼, 𝐸𝑐, 𝐸𝑟,𝛼, 𝐸𝑟,𝑐, 𝐸𝛼,𝑐, 𝑈 − 𝑈 ′ e 𝐸∩.
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Tabela 82 – Quantidades de elementos dos resultados obtidos para o Lago Luruaco

𝑝 𝜖
⃒⃒⃒
𝑈 ′ − 𝐸∪

⃒⃒⃒ ⃒⃒⃒
𝐸𝑟

⃒⃒⃒ ⃒⃒⃒
𝐸𝛼

⃒⃒⃒ ⃒⃒⃒
𝐸𝑐

⃒⃒⃒ ⃒⃒⃒
𝐸𝑟,𝛼

⃒⃒⃒ ⃒⃒⃒
𝐸𝑟,𝑐

⃒⃒⃒ ⃒⃒⃒
𝐸𝛼,𝑐

⃒⃒⃒
|𝑈 − 𝑈 ′|

⃒⃒⃒
𝐸∩

⃒⃒⃒
5% 0.0030 3133 32 50 30 4 5 28 0 4
10% 0.0011 2885 99 256 77 28 24 72 0 19
20% -0.0009 0 3205 3210 3207 3203 3200 3205 0 3198

De acordo com a Figura 85 e com a Tabela 82, é possível observar que elementos
de menor qualidade em relação a todas as métricas de avaliação foram identificados para
o Lago Luruaco, considerando as porcentagens utilizadas 𝑝. Além disso, destaca-se o nú-
mero de elementos pertencentes aos conjuntos formados pelas intersecções entre 𝐸𝑟, 𝐸𝛼 e
𝐸𝑐, salientando o conjunto 𝐸𝛼,𝑐. Para 𝑝 = 10%, percebem-se 256 elementos de menor qua-
lidade em relação ao ângulo interno, quantidade em evidência quando comparada com as
demais métricas de avaliação. Para 𝑝 = 20%, todos os elementos da malha computacional
foram classificados como sendo de menor qualidade. A razão para tal resultado reside no
fato de que a tolerância desejada 𝜖 = −0.0009 < 0, assim o conjunto 𝐸∪ é constituído
pela máxima quantidade de elementos possível. Sobre as demais porcentagens, por conta
da complexidade da geometria, não existe um padrão na localização dos elementos detec-
tados. No entanto, pode-se verificar uma evidente concentração de elementos de menor
qualidade nos blocos 2, 4 - 6 e 13 da malha computacional.

4.21 Corpo Humano

Nesta seção, modela-se e analisa-se a malha computacional do corpo humano. Nesse
experimento, os pontos de fronteira foram coletados utilizando imagens encontradas no
Google e com o auxílio da ferramenta WebPlotDigitizer [37, 38]. Esses pontos de fronteira
são ilustrados na Figura 86 e são divididos em vinte blocos, cujo número de partições nas
direções 𝑥 e 𝑦 é mostrado na Tabela 83.
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Figura 86 – Pontos de fronteira do corpo humano. (Fonte: 37)

Tabela 83 – Número de partições nas direções 𝑥 e 𝑦 para cada bloco do corpo humano

Bloco 𝑥 𝑦 Quantidade de nós
1 8 9 34
2 14 16 60
3 6 19 50
4 6 19 50
5 8 6 28
6 8 6 28
7 8 15 46
8 8 15 46
9 2 4 12
10 2 5 14
11 2 4 12
12 2 4 12
13 2 4 12
14 2 4 12
15 2 4 12
16 2 4 12
17 2 2 8
18 2 2 8
19 2 2 8
20 2 2 8

Total 472

Por meio do número de partições do plano físico e dos pontos de contorno, executa-
se o algoritmo para geração da malha computacional em coordenadas generalizadas en-
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volvendo multi-blocos. A malha computacional do corpo humano é ilustrada na Figura
87, apresentando também a distribuição dos blocos.

Figura 87 – Malha computacional do corpo humano em coordenadas generalizadas

Além disso, a Tabela 84 relaciona cada bloco do corpo humano com o número de
partições nas direções 𝜉 e 𝜂.
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Tabela 84 – Número de partições nas direções 𝜉 e 𝜂 para cada bloco do corpo humano

Bloco 𝜉 𝜂 Quantidade de nós Quantidade de elementos
1 8 9 90 72
2 14 16 255 224
3 6 19 140 114
4 6 19 140 114
5 8 6 63 48
6 8 6 63 48
7 8 15 144 120
8 8 15 144 120
9 2 4 15 8
10 2 5 18 10
11 2 4 15 8
12 2 4 15 8
13 2 4 15 8
14 2 4 15 8
15 2 4 15 8
16 2 4 15 8
17 2 2 9 4
18 2 2 9 4
19 2 2 9 4
20 2 2 9 4

Total 1198 942

Utilizando o corpo humano como parâmetro de entrada, executa-se o primeiro
módulo para análise de qualidade, através do Algoritmo 6. Após o cálculo das métricas
de qualidade para cada elemento de cada bloco da malha computacional, obtém-se o
conjunto total de elementos, associados à razão entre arestas 𝑟 com maior disparidade em
relação a 𝑟� = 1, ao ângulo interno 𝛼 com maior disparidade em relação a 𝛼� = 𝜋

2 rad e
ao coeficiente de compacidade 𝑐.

Tendo posse do conjunto total de elementos e suas métricas de qualidade, assim
como informações sobre o número de partições do plano transformado para cada bloco e
as porcentagens desejadas 𝑝, executa-se o segundo módulo para análise de qualidade, por
meio do Algoritmo 7. Após a leitura dos dados de entrada, obtém-se que |𝑈 ′| = |𝑈 | = 942
elementos, pois não há elementos em que 𝑟 = +∞ e 𝛼 = @ no conjunto 𝑈 . Em seguida,
a variância de cada métrica de qualidade é calculada, resultando em 𝑠2

𝑅 = 1.0358, 𝑠2
𝐴 =

0.1322 e 𝑠2
𝐶 = 12.2421 para o corpo humano.

Uma vez que 𝑠2
𝑅 ̸= 0, 𝑠2

𝐴 ̸= 0 e 𝑠2
𝐶 ̸= 0, calculam-se os valores mínimo 𝑚min e

máximo 𝑚max das métricas de qualidade, cujos resultados estão presentes na Tabela 85.
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Tabela 85 – Valores mínimo e máximo das métricas de qualidade do corpo humano

𝑟 𝛼 𝑐
min 1.0000 0.4590 16.0000
max 8.1404 3.1416 43.9065

Utilizando os valores encontrados na Tabela 85, normalizam-se os valores das
métricas de qualidade no intervalo [0, 10]. Ainda, o valor das métricas avaliadas so-
bre um quadrado também é normalizado no intervalo [0, 10], obtendo 𝑟norm�

= 0.0000,
𝛼norm�

= 4.1444 e 𝑐norm�
= 0.0000. Na sequência, calculam-se as variâncias 𝑠2

𝑀norm das
métricas de qualidade normalizadas, resultando em 𝑠2

𝑅norm = 2.0317, 𝑠2
𝐴norm = 1.8372 e

𝑠2
𝐶norm = 1.5720.

Com as variâncias 𝑠2
𝑀norm calculadas, parte-se para o cálculo das tolerâncias mínima

e máxima, obtendo 𝜖min = 0.0000 e 𝜖max = 0.0708. Iterando entre o intervalo de valores,
constrói-se o diagrama de dispersão de 𝜖𝑖 por |𝐸∪𝑖

|, o qual é ilustrado na Figura 88 pelos
pontos em preto. A curva em verde representa a função de regressão não linear expo-
nencial, encontrada na etapa posterior. No caso do corpo humano, o método de mínimos
quadrados obteve, como resultado, os coeficientes 𝑐1 = 532.0441 e 𝑐2 = −157.5904.

Figura 88 – Diagrama de dispersão de 𝜖𝑖 por |𝐸∪𝑖
| do corpo humano

Dados os coeficientes 𝑐1 e 𝑐2 da função de regressão não linear exponencial, calcu-
lam-se as tolerâncias desejadas 𝜖, considerando 𝑝 = 5, 10 e 20%. As porcentagens utili-
zadas resultaram, respectivamente, em 𝜖 = 0.0154, 0.0110 e 0.0066. Para cada valor de
tolerância desejada 𝜖, identificam-se os elementos de menor qualidade em relação à razão
entre arestas 𝐸𝑟, ao ângulo interno 𝐸𝛼 e ao coeficiente de compacidade 𝐸𝑐. Além disso, por
meio de operações envolvendo os conjuntos 𝐸𝑟, 𝐸𝛼 e 𝐸𝑐, obtêm-se os conjuntos 𝐸∪, 𝐸𝑟,𝛼,
𝐸𝑟,𝑐, 𝐸𝛼,𝑐 e 𝐸∩. Finalmente, um número 𝑞 é atribuído para cada categoria de elementos a
partir dos conjuntos obtidos.
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Após a escrita dos resultados em um arquivo .vtk para cada bloco, a Figura 89
ilustra os elementos de menor qualidade identificados para o corpo humano, levando em
consideração 𝑝 = 5, 10 e 20%, respectivamente, nas Figuras 89a - 89c.

(a) 𝑝 = 5% (b) 𝑝 = 10% (c) 𝑝 = 20%

Figura 89 – Elementos de menor qualidade identificados para o corpo humano

Uma outra maneira para se observar os resultados encontrados do corpo humano
pode ser representada na Tabela 86, na qual se apresentam as porcentagens desejadas 𝑝 e
as tolerâncias desejadas 𝜖 em relação às quantidades de elementos dos conjuntos 𝑈 ′−𝐸∪,
𝐸𝑟, 𝐸𝛼, 𝐸𝑐, 𝐸𝑟,𝛼, 𝐸𝑟,𝑐, 𝐸𝛼,𝑐, 𝑈 − 𝑈 ′ e 𝐸∩.

Tabela 86 – Quantidades de elementos dos resultados obtidos para o corpo humano

𝑝 𝜖
⃒⃒⃒
𝑈 ′ − 𝐸∪

⃒⃒⃒ ⃒⃒⃒
𝐸𝑟

⃒⃒⃒ ⃒⃒⃒
𝐸𝛼

⃒⃒⃒ ⃒⃒⃒
𝐸𝑐

⃒⃒⃒ ⃒⃒⃒
𝐸𝑟,𝛼

⃒⃒⃒ ⃒⃒⃒
𝐸𝑟,𝑐

⃒⃒⃒ ⃒⃒⃒
𝐸𝛼,𝑐

⃒⃒⃒
|𝑈 − 𝑈 ′|

⃒⃒⃒
𝐸∩

⃒⃒⃒
5% 0.0154 915 11 17 9 1 3 7 0 1
10% 0.0110 891 19 33 12 1 4 9 0 1
20% 0.0066 830 60 56 27 4 14 16 0 3

De acordo com a Figura 89 e com a Tabela 86, é possível observar que elementos
de menor qualidade em relação a todas as métricas de avaliação foram identificados para
o corpo humano, considerando as porcentagens utilizadas 𝑝. Além disso, para 𝑝 = 20%,
destaca-se o número de elementos pertencentes aos conjuntos 𝐸𝑟,𝑐 e 𝐸𝛼,𝑐. Por conta da
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complexidade da geometria, não existe um padrão na localização dos elementos detecta-
dos. No entanto, pode-se perceber uma concentração de elementos de menor qualidade
nos blocos 9 e 10, para todas as porcentagens. Para 𝑝 = 10 e 20%, surgem elementos de
menor qualidade nos blocos 4, 11, 12 e 19. Finalmente, apenas para 𝑝 = 20%, surgem
elementos de menor qualidade nos blocos 2, 3, 5 - 8 e 18 da malha computacional.

4.22 Sapo

Nesta seção, modela-se e analisa-se a malha computacional de um sapo. Nesse
experimento, a aquisição dos pontos de fronteira é baseada em um artigo científico e
tem, como auxílio, a ferramenta WebPlotDigitizer [35, 38]. Esses pontos de fronteira são
ilustrados na Figura 90 e são divididos em 25 blocos, cujo número de partições nas direções
𝑥 e 𝑦 é mostrado na Tabela 87.

Figura 90 – Pontos de fronteira do sapo. (Fonte: 35)
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Tabela 87 – Número de partições nas direções 𝑥 e 𝑦 para cada bloco do sapo

Bloco 𝑥 𝑦 Quantidade de nós
1 8 29 74
2 5 6 22
3 5 6 22
4 8 6 28
5 6 8 28
6 7 3 20
7 7 3 20
8 3 8 22
9 3 9 24
10 6 6 24
11 6 6 24
12 2 6 16
13 2 7 18
14 2 8 20
15 2 10 24
16 2 8 20
17 2 6 16
18 2 9 22
19 2 8 20
20 2 7 18
21 2 4 12
22 2 5 14
23 2 7 18
24 2 8 20
25 2 8 20

Total 566

Por meio do número de partições do plano físico e dos pontos de contorno, executa-
se o algoritmo para geração da malha computacional em coordenadas generalizadas en-
volvendo multi-blocos. A malha computacional do sapo é ilustrada na Figura 91, apre-
sentando também a distribuição dos blocos.
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Figura 91 – Malha computacional do sapo em coordenadas generalizadas

Além disso, a Tabela 88 relaciona cada bloco do sapo com o número de partições
nas direções 𝜉 e 𝜂.

Tabela 88 – Número de partições nas direções 𝜉 e 𝜂 para cada bloco do sapo

Bloco 𝜉 𝜂 Quantidade de nós Quantidade de elementos
1 8 29 270 232
2 5 6 42 30
3 5 6 42 30
4 8 6 63 48
5 6 8 63 48
6 7 3 32 21
7 7 3 32 21
8 3 8 36 24
9 3 9 40 27
10 6 6 49 36
11 6 6 49 36
12 2 6 21 12
13 2 7 24 14
14 2 8 27 16
15 2 10 33 20
16 2 8 27 16
17 2 6 21 12
18 2 9 30 18
19 2 8 27 16
20 2 7 24 14
21 2 4 15 8
22 2 5 18 10
23 2 7 24 14
24 2 8 27 16
25 2 8 27 16

Total 1063 755
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Utilizando o sapo como parâmetro de entrada, executa-se o primeiro módulo para
análise de qualidade, através do Algoritmo 6. Após o cálculo das métricas de qualidade
para cada elemento de cada bloco da malha computacional, obtém-se o conjunto total de
elementos, associados à razão entre arestas 𝑟 com maior disparidade em relação a 𝑟� = 1,
ao ângulo interno 𝛼 com maior disparidade em relação a 𝛼� = 𝜋

2 rad e ao coeficiente de
compacidade 𝑐.

Tendo posse do conjunto total de elementos e suas métricas de qualidade, assim
como informações sobre o número de partições do plano transformado para cada bloco e
as porcentagens desejadas 𝑝, executa-se o segundo módulo para análise de qualidade, por
meio do Algoritmo 7. Após a leitura dos dados de entrada, obtém-se que |𝑈 ′| = |𝑈 | = 755
elementos, pois não há elementos em que 𝑟 = +∞ e 𝛼 = @ no conjunto 𝑈 . Em seguida,
a variância de cada métrica de qualidade é calculada, resultando em 𝑠2

𝑅 = 1.4401, 𝑠2
𝐴 =

0.4106 e 𝑠2
𝐶 = 31.8725 para o sapo.

Uma vez que 𝑠2
𝑅 ̸= 0, 𝑠2

𝐴 ̸= 0 e 𝑠2
𝐶 ̸= 0, calculam-se os valores mínimo 𝑚min e

máximo 𝑚max das métricas de qualidade, cujos resultados estão presentes na Tabela 89.

Tabela 89 – Valores mínimo e máximo das métricas de qualidade do sapo

𝑟 𝛼 𝑐
min 1.0000 0.2625 16.0000
max 8.2926 3.1416 50.5773

Utilizando os valores encontrados na Tabela 89, normalizam-se os valores das
métricas de qualidade no intervalo [0, 10]. Ainda, o valor das métricas avaliadas so-
bre um quadrado também é normalizado no intervalo [0, 10], obtendo 𝑟norm�

= 0.0000,
𝛼norm�

= 4.5441 e 𝑐norm�
= 0.0000. Na sequência, calculam-se as variâncias 𝑠2

𝑀norm das
métricas de qualidade normalizadas, resultando em 𝑠2

𝑅norm = 2.7079, 𝑠2
𝐴norm = 4.9536 e

𝑠2
𝐶norm = 2.6658.

Com as variâncias 𝑠2
𝑀norm calculadas, parte-se para o cálculo das tolerâncias mínima

e máxima, obtendo 𝜖min = 0.0000 e 𝜖max = 0.0885. Iterando entre o intervalo de valores,
constrói-se o diagrama de dispersão de 𝜖𝑖 por |𝐸∪𝑖

|, o qual é ilustrado na Figura 92 pelos
pontos em preto. A curva em verde representa a função de regressão não linear exponen-
cial, encontrada na etapa posterior. No caso do sapo, o método de mínimos quadrados
obteve, como resultado, os coeficientes 𝑐1 = 445.2167 e 𝑐2 = −65.9164.
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Figura 92 – Diagrama de dispersão de 𝜖𝑖 por |𝐸∪𝑖
| do sapo

Dados os coeficientes 𝑐1 e 𝑐2 da função de regressão não linear exponencial, calcu-
lam-se as tolerâncias desejadas 𝜖, considerando 𝑝 = 5, 10 e 20%. As porcentagens utili-
zadas resultaram, respectivamente, em 𝜖 = 0.0374, 0.0269 e 0.0164. Para cada valor de
tolerância desejada 𝜖, identificam-se os elementos de menor qualidade em relação à razão
entre arestas 𝐸𝑟, ao ângulo interno 𝐸𝛼 e ao coeficiente de compacidade 𝐸𝑐. Além disso, por
meio de operações envolvendo os conjuntos 𝐸𝑟, 𝐸𝛼 e 𝐸𝑐, obtêm-se os conjuntos 𝐸∪, 𝐸𝑟,𝛼,
𝐸𝑟,𝑐, 𝐸𝛼,𝑐 e 𝐸∩. Finalmente, um número 𝑞 é atribuído para cada categoria de elementos a
partir dos conjuntos obtidos.

Após a escrita dos resultados em um arquivo .vtk para cada bloco, a Figura 93 ilus-
tra os elementos de menor qualidade identificados para o sapo, levando em consideração
𝑝 = 5, 10 e 20%, respectivamente, nas Figuras 93a - 93c.
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(a) 𝑝 = 5% (b) 𝑝 = 10%

(c) 𝑝 = 20%

Figura 93 – Elementos de menor qualidade identificados para o sapo

Uma outra maneira para se observar os resultados encontrados do sapo pode ser
representada na Tabela 90, na qual se apresentam as porcentagens desejadas 𝑝 e as tole-
râncias desejadas 𝜖 em relação às quantidades de elementos dos conjuntos 𝑈 ′ − 𝐸∪, 𝐸𝑟,
𝐸𝛼, 𝐸𝑐, 𝐸𝑟,𝛼, 𝐸𝑟,𝑐, 𝐸𝛼,𝑐, 𝑈 − 𝑈 ′ e 𝐸∩.

Tabela 90 – Quantidades de elementos dos resultados obtidos para o sapo

𝑝 𝜖
⃒⃒⃒
𝑈 ′ − 𝐸∪

⃒⃒⃒ ⃒⃒⃒
𝐸𝑟

⃒⃒⃒ ⃒⃒⃒
𝐸𝛼

⃒⃒⃒ ⃒⃒⃒
𝐸𝑐

⃒⃒⃒ ⃒⃒⃒
𝐸𝑟,𝛼

⃒⃒⃒ ⃒⃒⃒
𝐸𝑟,𝑐

⃒⃒⃒ ⃒⃒⃒
𝐸𝛼,𝑐

⃒⃒⃒
|𝑈 − 𝑈 ′|

⃒⃒⃒
𝐸∩

⃒⃒⃒
5% 0.0374 727 20 0 8 0 0 0 0 0
10% 0.0269 712 28 2 18 0 5 0 0 0
20% 0.0164 685 38 11 42 0 18 3 0 0

De acordo com a Figura 93 e com a Tabela 90, é possível observar que apenas
elementos de menor qualidade em relação à razão entre arestas e ao coeficiente de com-
pacidade foram identificados para o sapo, considerando 𝑝 = 5%. Para as porcentagens
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utilizadas 𝑝 = 10 e 20%, elementos de menor qualidade em relação a todas as métricas
de avaliação foram identificados. Além disso, para 𝑝 = 20%, destaca-se o número de ele-
mentos pertencentes ao conjunto formado pela intersecção entre 𝐸𝑟 e 𝐸𝑐. Por conta da
complexidade da geometria, não existe um padrão na localização dos elementos detec-
tados. No entanto, pode-se perceber uma evidente concentração de elementos de menor
qualidade quanto à razão entre arestas nos blocos 4, 5 e 11, para todas as porcentagens.
Para 𝑝 = 20%, surgem elementos de menor qualidade nos blocos 2, 3 e 10 da malha
computacional, relacionados principalmente ao coeficiente de compacidade.

A Seção 4.23 apresenta uma análise geral dos resultados obtidos para as malhas
com um bloco e multi-blocos, enfatizando a importância da técnica multi-blocos no pro-
cesso de geração da malha computacional.

4.23 Análise dos Resultados

De uma maneira geral, a metodologia empregada e as métricas de qualidade ado-
tadas foram capazes de identificar os elementos de menor qualidade presentes tanto nas
malhas com um bloco quanto nas malhas multi-blocos. Com relação às malhas com um
bloco, nenhum elemento de menor qualidade foi identificado nas malhas quadrada e re-
tangular. Na malha com obstáculo e na placa de orifício, elementos de menor qualidade
foram identificados, principalmente, nas proximidades dos obstáculos. Na forma de gan-
cho, houve uma concentração de elementos de menor qualidade na porção da malha com
maior densidade de elementos. Finalmente, na geometria cúspide, elementos de menor
qualidade foram identificados, principalmente, nas proximidades dos vértices da malha.

Quanto às malhas multi-blocos com padrão na localização dos elementos detecta-
dos, elementos de menor qualidade foram identificados, principalmente, nas proximidades
do círculo imerso nas placas paralelas. Na malha hexagonal, houve uma concentração
de elementos de menor qualidade nas proximidades dos vértices da malha, de forma se-
melhante à geometria cúspide. No experimento do NACA 64A 010, elementos de menor
qualidade foram identificados nas proximidades do aerofólio. Finalmente, a malha com
obstáculo multi-blocos e a placa de orifício multi-blocos serviram como meio de compa-
ração com os experimentos envolvendo um bloco, ressaltando a importância da utilização
da técnica multi-blocos no processo de geração da malha computacional.

A geração de algumas malhas multi-blocos utilizando um bloco não altera con-
sideravelmente a quantidade de elementos de menor qualidade identificados, dadas as
porcentagens desejadas 𝑝. Contudo, a qualidade da malha, como um todo, diminui sig-
nificantemente, visto que as linhas pertencentes a um bloco sofrem influência de blocos
adjacentes na etapa de geração, o que torna importante a aplicação da técnica multi-blocos
para tais geometrias.



167

Assim, a partir dos resultados encontrados, pode-se verificar que é possível aplicar o
algoritmo para análise de qualidade a situações reais, permitindo identificar problemas na
modelagem da geometria do meio que está sendo investigado. Apresentados e discutidos os
resultados obtidos, o Capítulo 5 encerra este trabalho, apontando algumas considerações
finais e abordando as contribuições esperadas e possíveis trabalhos futuros.
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5 CONCLUSÕES

A modelagem de objetos com geometrias complexas para posteriores estudos envol-
vendo equações diferenciais tem sido uma grande dificuldade nos dias de hoje. Entretanto,
os avanços científicos, em particular na Matemática e na Ciência da Computação, já per-
mitem soluções para vários problemas. Neste trabalho, a partir da teoria de coordenadas
generalizadas [5, 6, 8, 10, 11], um gerador de malhas bidimensionais foi desenvolvido, uti-
lizando a linguagem de programação Python [39]. Esse gerador automatizado possibilitou
a reprodução de geometrias complexas, como foi observado por meio dos experimentos
executados.

Especificamente, como contribuição original deste trabalho em relação à metodo-
logia do processo de geração de malhas computacionais, destaca-se a aplicação do método
spline linear parametrizado para a interpolação das fronteiras [5, 11, 19], devido a sua
facilidade, e o cálculo da média ponderada das fronteiras para a obtenção dos pontos
internos da malha, permitindo maior rapidez na convergência da resolução numérica da
equação governante. Ainda, a linguagem de programação escolhida e as bibliotecas utili-
zadas possibilitam, além da otimização do código, precisão dos resultados e praticidade na
visualização das plotagens, a portabilidade da aplicação, sendo capaz de ser interpretada
em diferentes sistemas operacionais [39, 40].

Tendo em vista que, muitas vezes, a resolução das equações governantes para
a geração de malhas bidimensionais em coordenadas generalizadas pode acarretar na
introdução de elementos de menor qualidade, dependendo da complexidade da geometria
e do refinamento empregado, é fundamental também analisar a qualidade das malhas
produzidas. Dessa maneira, o segundo foco deste trabalho referiu-se ao processo de análise
de qualidade de malhas computacionais em coordenadas generalizadas, constituindo outra
importante contribuição deste trabalho.

Para a realização de tal análise, três critérios de avaliação foram aplicados: as ra-
zões entre o tamanho de cada aresta com os demais, os ângulos internos e o coeficiente
de compacidade do elemento. Uma vez que os elementos pertencentes às malhas gera-
das no sistema de coordenadas adotado são quadriláteros, verificou-se a similaridade dos
elementos a um quadrado, considerado como ideal. Assim, utilizando as linguagens de
programação Python e R [39, 49], desenvolveram-se algoritmos com as funções de calcular
as métricas de qualidade e de classificar os elementos entre maior ou menor qualidade. Se-
gundo os experimentos efetuados, obtiveram-se resultados satisfatórios de uma maneira
geral, nos quais os algoritmos implementados captaram com precisão os elementos de
menor qualidade.



169

No que diz respeito aos trabalhos futuros, o processo de geração de malhas pode
ser aprimorado por meio da aplicação da técnica spline cúbica parametrizada para a in-
terpolação das fronteiras da geometria em estudo. Essa técnica permite obter resultados
melhores para as funções interpoladoras, apesar de o algoritmo possuir uma complexi-
dade maior quando comparado ao método spline linear parametrizado. Por esse motivo,
objetiva-se também a automatização dessa etapa, selecionando a abordagem mais ade-
quada para a interpolação das fronteiras, dependendo do problema em questão.

Com relação aos possíveis trabalhos futuros para o processo de análise de qualidade
de malhas, é possível elencar: o estudo e o desenvolvimento de novas métricas de qualidade;
a automatização da etapa de identificação dos elementos de menor qualidade através da
eliminação do parâmetro referente à porcentagem desejada 𝑝; e o aperfeiçoamento da
função de regressão para um melhor ajuste ao diagrama de dispersão. As tarefas citadas
tornarão o processo de análise mais eficiente e preciso no sentido de classificação dos
elementos da malha computacional.

Além disso, pretende-se cumprir uma outra etapa essencial, a qual consiste na
melhoria da qualidade de malhas em coordenadas generalizadas. Levando em consideração
que, até o presente momento, os algoritmos desenvolvidos realizam a geração de malhas
bidimensionais em coordenadas generalizadas e a análise de qualidade dos elementos, é
necessário melhorar ou amenizar a menor qualidade das malhas produzidas. Para tal, sabe-
se que, no âmbito computacional, muitos problemas do mundo real têm sido solucionados
empregando técnicas de Inteligência Artificial (IA) [61]. Dessa forma, tem-se a intenção
de aplicar os principais algoritmos de IA, especificamente da área de otimização, como,
por exemplo, algoritmos genéticos (GA - Genetic Algorithm) [62, 63], otimização por
colônia de formigas (ACO - Ant Colony Optimization) [64] e otimização por enxame de
partículas (PSO - Particle Swarm Optimization) [65], para a melhoria dos elementos de
menor qualidade.

Finalmente, outros trabalhos futuros podem ser listados, tais como a utilização
de técnicas de paralelização dos algoritmos e o desenvolvimento de um modelo em três
dimensões. A execução de forma paralela dos algoritmos permite a obtenção de resultados
em um tempo de processamento reduzido. Ainda, um modelo 3D possibilita reproduzir
uma gama ainda maior de geometrias, tornando a modelagem mais realística.
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APÊNDICE A – CÓDIGOS COMPUTACIONAIS

A.1 Gerador de Malhas em Coordenadas Generalizadas

1 class Gerador:
2
3 def __init__(self, filename, times):
4
5 def linear_spline(gama, i_straight):
6 den = 1.0 / (t[i_straight] - t[i_straight-1])
7 spline_x = (x[i_straight-1] * den * (t[i_straight] - gama)) + (x[i_straight] * den * (

gama - t[i_straight-1]))
8 spline_y = (y[i_straight-1] * den * (t[i_straight] - gama)) + (y[i_straight] * den * (

gama - t[i_straight-1]))
9 return (spline_x, spline_y)

10
11 def solver(X, Y):
12 for it in range(1, 1000):
13 bigger_diff1 = 0.0
14 bigger_diff2 = bigger_diff1
15 for i in range (1, csi):
16 for j in range (1, eta):
17 diff_x_csi = (X[i+1][j] - X[i-1][j]) * 0.5
18 diff_x_eta = (X[i][j+1] - X[i][j-1]) * 0.5
19 diff_y_csi = (Y[i+1][j] - Y[i-1][j]) * 0.5
20 diff_y_eta = (Y[i][j+1] - Y[i][j-1]) * 0.5
21
22 a = diff_y_eta ** 2.0 + diff_x_eta ** 2.0
23 b = diff_y_csi * diff_y_eta + diff_x_csi * diff_x_eta
24 c = diff_y_csi ** 2.0 + diff_x_csi ** 2.0
25
26 jacob = 1.0 / (diff_x_csi * diff_y_eta - diff_x_eta * diff_y_csi)
27
28 source_p = 0.0
29 source_q = 0.0
30
31 ap = 2.0 * a + 2.0 * c
32 ae = a + source_p / (2.0 * (jacob ** 2.0))
33 aw = a - source_p / (2.0 * (jacob ** 2.0))
34 an = c + source_q / (2.0 * (jacob ** 2.0))
35 ast = c - source_q / (2.0 * (jacob ** 2.0))
36 ane = -b / 2.0
37 anw = b / 2.0
38 ase = anw
39 asw = ane
40
41 x_new = (1.0 / ap) * (ae * X[i+1][j] + aw * X[i-1][j] + an * X[i][j+1] + ast * X

[i][j-1] \
42 + ane * X[i+1][j+1] + anw * X[i-1][j+1] + ase * X[i+1][j-1] + asw * X[i-1][j

-1])
43
44 y_new = (1.0 / ap) * (ae * Y[i+1][j] + aw * Y[i-1][j] + an * Y[i][j+1] + ast * Y

[i][j-1] \
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45 + ane * Y[i+1][j+1] + anw * Y[i-1][j+1] + ase * Y[i+1][j-1] + asw * Y[i-1][j
-1])

46
47 max1 = abs(x_new - X[i][j])
48 max2 = abs(y_new - Y[i][j])
49
50 if (max1 > bigger_diff1) :
51 bigger_diff1 = max1
52
53 if (max2 > bigger_diff2) :
54 bigger_diff2 = max2
55
56 X[i][j] = x_new
57 Y[i][j] = y_new
58
59 if (bigger_diff1 <= 0.00001 and bigger_diff2 <= 0.00001) :
60 break
61
62 if (it == 1000) :
63 print('Solution not found')
64 sys.exit()
65
66 file = open(filename, 'r')
67
68 _aux1 = file.readline()
69 _aux1 = _aux1.replace('M', '').replace('=', '').replace(' ', '').replace('#', '')
70 M = int(_aux1)
71
72 _aux1 = file.readline()
73 _aux1 = _aux1.replace('N', '').replace('=', '').replace(' ', '').replace('#', '')
74 N = int(_aux1)
75
76 _aux1 = file.readline()
77 if times == 0:
78 _aux1 = _aux1.replace('ksi', '').replace('=', '').replace(' ', '').replace('#', '')
79 csi = int(_aux1)
80 else:
81 csi = M * times
82
83 _aux1 = file.readline()
84 if times == 0:
85 _aux1 = _aux1.replace('etha', '').replace('=', '').replace(' ', '').replace('#', '')
86 eta = int(_aux1)
87 else:
88 eta = N * times
89
90 lr_weight_X = 0.5
91 ul_weight_X = 0.5
92 lr_weight_Y = 0.5
93 ul_weight_Y = 0.5
94
95 while 1:
96 _aux1 = file.readline()
97 if _aux1 == '\n':
98 continue
99 if _aux1.find('x y') != -1:

100 break



178

101 if _aux1.find('# entradasaidax') != -1:
102 _aux1 = _aux1.replace('# entradasaidax', '').replace('=', '').replace(' ', '')
103 lr_weight_X = float(_aux1)
104 ul_weight_X = 1.0 - lr_weight_X
105 if _aux1.find('# entradasaiday') != -1:
106 _aux1 = _aux1.replace('# entradasaiday', '').replace('=', '').replace(' ', '')
107 lr_weight_Y = float(_aux1)
108 ul_weight_Y = 1.0 - lr_weight_Y
109 if _aux1.find('# superiorinferiorx') != -1:
110 _aux1 = _aux1.replace('# superiorinferiorx', '').replace('=', '').replace(' ', '')
111 ul_weight_X = float(_aux1)
112 lr_weight_X = 1.0 - ul_weight_X
113 if _aux1.find('# superiorinferiory') != -1:
114 _aux1 = _aux1.replace('# superiorinferiory', '').replace('=', '').replace(' ', '')
115 ul_weight_Y = float(_aux1)
116 lr_weight_Y = 1.0 - ul_weight_Y
117
118 x = []
119 y = []
120
121 while 1:
122 _aux1 = file.readline()
123 if _aux1 == '':
124 break
125 if _aux1 == '\n':
126 continue
127
128 _aux2 = _aux1.split(' ')
129 x += [float(_aux2[0])]
130 y += [float(_aux2[1])]
131
132 x += [x[0]]
133 y += [y[0]]
134
135 file.close()
136
137 start = time.time()
138
139 t = []
140 lenXY = len(x)
141 for i in range(lenXY) :
142 t += [float(i)]
143
144 self.X = zeros((csi+1, eta+1))
145 self.Y = zeros_like(self.X)
146
147 delta_t_ul = float(M) / float(csi)
148 delta_t_lr = float(N) / float(eta)
149
150 k = 0.0
151 j = 0
152
153 for i in range(csi+1):
154 self.X[i][0], self.Y[i][0] = linear_spline(k, j+1)
155 k += delta_t_ul
156 if(k >= j+1):
157 j += 1
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158
159 for i in range(1, eta+1):
160 self.X[csi][i], self.Y[csi][i] = linear_spline(k, j+1)
161 k += delta_t_lr
162 if(k >= j+1):
163 j += 1
164
165 for i in range(csi-1, -1, -1):
166 self.X[i][eta], self.Y[i][eta] = linear_spline(k, j+1)
167 k += delta_t_ul
168 if(k >= j+1):
169 j += 1
170
171 for i in range(eta-1, 0, -1):
172 self.X[0][i], self.Y[0][i] = linear_spline(k, j+1)
173 k += delta_t_lr
174 if(k >= j+1):
175 j += 1
176
177 delta_x_csi = []
178 delta_y_csi = []
179 delta_x_eta = []
180 delta_y_eta = []
181
182 for j in range(1, eta):
183 delta_x_csi += [(self.X[csi][j] - self.X[0][j]) / csi]
184 delta_y_csi += [(self.Y[csi][j] - self.Y[0][j]) / csi]
185 for i in range(1, csi):
186 delta_x_eta += [(self.X[i][eta] - self.X[i][0]) / eta]
187 delta_y_eta += [(self.Y[i][eta] - self.Y[i][0]) / eta]
188 for i in range(1, csi):
189 for j in range(1, eta):
190 self.X[i][j] = ul_weight_X * (self.X[i][0] + j * delta_x_eta[i-1]) + lr_weight_X * (

self.X[0][j] + i * delta_x_csi[j-1])
191 self.Y[i][j] = ul_weight_Y * (self.Y[i][0] + j * delta_y_eta[i-1]) + lr_weight_Y * (

self.Y[0][j] + i * delta_y_csi[j-1])
192
193 solver(self.X, self.Y)
194
195 print('Runtime: ' + str(time.time() - start) + ' seconds')

Algoritmo A.1 – Gerador de malhas bidimensionais em coordenadas generalizadas

1 matplotlib.rc('xtick', labelsize = 20)
2 matplotlib.rc('ytick', labelsize = 20)
3
4 if len(sys.argv) < 3:
5 print('Pass at least 2 arguments: INPUT FILENAME(S) - OUTPUT FILENAME')
6 sys.exit()
7
8 fig, ax = plt.subplots()
9 y_formatter = matplotlib.ticker.ScalarFormatter(useOffset = False)

10 ax.yaxis.set_major_formatter(y_formatter)
11
12 out = open(sys.argv[len(sys.argv)-1], 'w')
13 out.write('NODE\tX\tY\n')
14
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15 i_label = 0
16 for k in range(1, len(sys.argv)-1):
17 g = Gerador(sys.argv[k], 0)
18
19 x_plot1 = asarray(g.X)
20 x_plot2 = asarray(g.X.transpose())
21 y_plot1 = asarray(g.Y)
22 y_plot2 = asarray(g.Y.transpose())
23
24 ax.plot(x_plot1, y_plot1, x_plot2, y_plot2, 'k.-', color = 'black')
25
26 labels = [i for i in range(i_label, i_label + x_plot1.size)]
27 for l, i, j in zip(labels, nditer(x_plot1), nditer(y_plot1)):
28 out.write(str(l) + '\t' + str(i) + '\t' + str(j) + '\n')
29 i_label += x_plot1.size
30
31 out.close()
32
33 ax.grid(False)
34 plt.xticks(rotation = 270)
35 plt.show()

Algoritmo A.2 – Gerador de malhas bidimensionais em coordenadas generalizadas
envolvendo multi-blocos

A.2 Análise de Qualidade de Malhas em Coordenadas Genera-
lizadas

A.2.1 Cálculo das Métricas de Qualidade

1 class Metric:
2
3 def __init__(self, x, y):
4
5 def distance(p1, p2):
6 return math.sqrt((p1[0] - p2[0]) ** 2.0 + (p1[1] - p2[1]) ** 2.0)
7
8 def vector(p1, p2):
9 return (p2[0] - p1[0], p2[1] - p1[1])

10
11 def scalar_product(u, v):
12 return u[0] * v[0] + u[1] * v[1]
13
14 def angle(p1, p2, p3, d1, d2):
15 u = vector(p1, p2)
16 v = vector(p1, p3)
17 return math.acos(scalar_product(u,v) / (d1 * d2))
18
19 csi = len(x) - 1
20 eta = len(x[0]) - 1
21
22 self.ratios = zeros((csi, eta))
23 self.angles = zeros((csi, eta))
24
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25 self.perimeters = zeros((csi, eta))
26 self.areas = zeros((csi, eta))
27 self.compacities = zeros((csi, eta))
28
29 r_ideal = 1.0
30 a_ideal = math.pi * 0.5
31 c_ideal = 16.0
32
33 for i in range(csi):
34 for j in range(eta):
35 d = [distance((x[i][j], y[i][j]), (x[i][j+1], y[i][j+1])), \
36 distance((x[i][j+1], y[i][j+1]), (x[i+1][j+1], y[i+1][j+1])), \
37 distance((x[i+1][j], y[i+1][j]), (x[i+1][j+1], y[i+1][j+1])), \
38 distance((x[i][j], y[i][j]), (x[i+1][j], y[i+1][j]))]
39
40 if (d[0] == 0.0 or d[1] == 0.0 or d[2] == 0.0 or d[3] == 0.0):
41 r_value = inf
42 a_value = inf
43 else:
44 r = [d[0] / d[1], d[0] / d[2], d[0] / d[3], \
45 d[1] / d[0], d[1] / d[2], d[1] / d[3], \
46 d[2] / d[0], d[2] / d[1], d[2] / d[3], \
47 d[3] / d[0], d[3] / d[1], d[3] / d[2]]
48
49 r_value = r_ideal
50 r_bigger_diff = 0.0
51 for k in range(len(r)):
52 diff = abs(r_ideal - r[k])
53 if (diff > r_bigger_diff):
54 r_value = r[k]
55 r_bigger_diff = diff
56
57 a = [angle((x[i][j], y[i][j]), (x[i][j+1], y[i][j+1]), (x[i+1][j], y[i+1][j]), d

[0], d[3]), \
58 angle((x[i][j+1], y[i][j+1]), (x[i+1][j+1], y[i+1][j+1]), (x[i][j], y[i][j]), d

[0], d[1]), \
59 angle((x[i+1][j+1], y[i+1][j+1]), (x[i+1][j], y[i+1][j]), (x[i][j+1], y[i][j+1])

, d[1], d[2]), \
60 angle((x[i+1][j], y[i+1][j]), (x[i][j], y[i][j]), (x[i+1][j+1], y[i+1][j+1]), d

[2], d[3])]
61
62 a_value = a_ideal
63 a_bigger_diff = 0.0
64 for k in range(len(a)):
65 diff = abs(a_ideal - a[k])
66 if (diff > a_bigger_diff):
67 a_value = a[k]
68 a_bigger_diff = diff
69
70 self.ratios[i][j] = r_value
71 self.angles[i][j] = a_value
72
73 diff_x_csi = ((x[i+1][j] + x[i+1][j+1]) * 0.5) - ((x[i][j] + x[i][j+1]) * 0.5)
74 diff_x_eta = ((x[i][j+1] + x[i+1][j+1]) * 0.5) - ((x[i][j] + x[i+1][j]) * 0.5)
75 diff_y_csi = ((y[i+1][j] + y[i+1][j+1]) * 0.5) - ((y[i][j] + y[i][j+1]) * 0.5)
76 diff_y_eta = ((y[i][j+1] + y[i+1][j+1]) * 0.5) - ((y[i][j] + y[i+1][j]) * 0.5)
77
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78 self.areas[i][j] = abs(diff_x_csi * diff_y_eta - diff_x_eta * diff_y_csi)
79 self.perimeters[i][j] = sum(d)
80 self.compacities[i][j] = pow(self.perimeters[i][j], 2.0) / self.areas[i][j]

Algoritmo A.3 – Cálculo das métricas de qualidade de malhas em coordenadas
generalizadas - Parte 1

1 if len(sys.argv) < 2:
2 print('Pass at least 1 argument: INPUT FILENAME(S)')
3 sys.exit()
4
5 out = open("metrics.csv", 'w')
6 out.write("block, x1, y1, x2, y2, x3, y3, x4, y4, ratio, angle, compacity\n")
7
8 for k in range(1, len(sys.argv)):
9 g = Gerador(sys.argv[k], 0)

10 m = Metric(g.X, g.Y)
11
12 csi = len(g.X) - 1
13 eta = len(g.X[0]) - 1
14
15 for j in range(eta):
16 for i in range(csi):
17 out.write(str(k) + ",")
18 out.write(str(g.X[i][j]) + "," + str(g.Y[i][j]) + ",")
19 out.write(str(g.X[i][j+1]) + "," + str(g.Y[i][j+1]) + ",")
20 out.write(str(g.X[i+1][j+1]) + "," + str(g.Y[i+1][j+1]) + ",")
21 out.write(str(g.X[i+1][j]) + "," + str(g.Y[i+1][j]) + ",")
22 out.write(str(m.ratios[i][j]) + "," + str(m.angles[i][j]) + "," + str(m.compacities[i][j

]) + "\n")
23
24 out.close()

Algoritmo A.4 – Cálculo das métricas de qualidade de malhas em coordenadas
generalizadas - Parte 2

A.2.2 Identificação dos Elementos de Menor Qualidade

1 normalize <- function(metrics, metric.lab, min.max.metrics) {
2 return((norm["b"] - norm["a"]) * (metrics - min.max.metrics["min",metric.lab]) / (min.max.

metrics["max",metric.lab] - min.max.metrics["min",metric.lab]) + norm["a"])
3 }
4
5 calculate.distance <- function(p1, p2) {
6 return(sqrt(sum((p1 - p2) ^ 2.0)))
7 }
8
9 write.analysis.vtk <- function(filenames, metric.title, mesh.results) {

10 for (block in blocks) {
11 file <- file(filenames[block])
12
13 lines <- c(
14 "# vtk DataFile Version 2.0",
15 metric.title,
16 "ASCII",
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17 "DATASET STRUCTURED_GRID",
18 paste("DIMENSIONS", csi[block] + 1, eta[block] + 1, 1),
19 paste("POINTS", (csi[block] + 1) * (eta[block] + 1), "FLOAT")
20 )
21
22 block.results <- mesh.results[which(mesh.results$block == block),]
23 for (j in 1:eta[block]) {
24 for (i in 1:csi[block]) {
25 lines <- c(lines,
26 paste(
27 format(block.results[(j - 1) * csi[block] + i, "x1"], nsmall = 10),
28 format(block.results[(j - 1) * csi[block] + i, "y1"], nsmall = 10),
29 format(0, nsmall = 10)
30 ))
31 }
32 lines <- c(lines,
33 paste(
34 format(block.results[j * csi[block], "x4"], nsmall = 10),
35 format(block.results[j * csi[block], "y4"], nsmall = 10),
36 format(0, nsmall = 10)
37 ))
38 }
39
40 for (i in 1:csi[block]) {
41 lines <- c(lines,
42 paste(
43 format(block.results[(eta[block] - 1) * csi[block] + i, "x2"], nsmall = 10),
44 format(block.results[(eta[block] - 1) * csi[block] + i, "y2"], nsmall = 10),
45 format(0, nsmall = 10)
46 ))
47 }
48 lines <- c(lines,
49 paste(
50 format(block.results[csi[block] * eta[block], "x3"], nsmall = 10),
51 format(block.results[csi[block] * eta[block], "y3"], nsmall = 10),
52 format(0, nsmall = 10)
53 ),
54 paste("CELL_DATA", csi[block] * eta[block]),
55 paste("SCALARS", metric.title, "FLOAT"),
56 "LOOKUP_TABLE default"
57 )
58
59 for (j in 1:eta[block]) {
60 for (i in 1:csi[block]) {
61 lines <- c(lines,
62 toString(format(block.results[(j - 1) * csi[block] + i, "scalar"], nsmall = 10)

))
63 }
64 }
65
66 writeLines(lines, file)
67
68 close(file)
69 }
70 }
71
72 find.outliers.rc <- function(metrics, epsilon, previous.var, metric.lab) {
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73 outlier <- outlier(metrics[, metric.lab])
74 outliers.pos <- which(metrics[, metric.lab] == outlier)
75
76 current.var <- var(metrics[-outliers.pos, metric.lab])
77 if (abs(current.var - previous.var) <= epsilon)
78 return(NULL)
79
80 while (current.var > min.precision &&
81 abs(current.var - previous.var) > epsilon &&
82 length(outliers.pos) < (nrow(metrics) - 1)) {
83 outlier <- outlier(metrics[-outliers.pos, metric.lab])
84 outliers.pos <- c(outliers.pos, which(metrics[, metric.lab] == outlier))
85
86 previous.var <- current.var
87 current.var <- var(metrics[-outliers.pos, metric.lab])
88 }
89
90 return(rownames(metrics[unique(outliers.pos),]))
91 }
92
93 find.outliers.angle <- function(metrics, epsilon, previous.var, norm.square.metrics) {
94 outlier <- outlier(metrics$angle)
95 outlier.op <- outlier(metrics$angle, opposite = TRUE)
96 diff.outlier <- abs(outlier - norm.square.metrics["angle.b"])
97 diff.outlier.op <- abs(outlier.op - norm.square.metrics["angle.b"])
98 outliers.pos <- ifelse(diff.outlier >= diff.outlier.op,
99 which(metrics$angle == outlier),

100 which(metrics$angle == outlier.op)
101 )
102
103 current.var <- var(metrics[-outliers.pos, "angle"])
104 if (abs(current.var - previous.var) <= epsilon)
105 return(NULL)
106
107 while (current.var > min.precision &&
108 abs(current.var - previous.var) > epsilon &&
109 length(outliers.pos) < (nrow(metrics) - 2)) {
110 outlier <- outlier(metrics[-outliers.pos, "angle"])
111 outlier.op <- outlier(metrics[-outliers.pos, "angle"], opposite = TRUE)
112 diff.outlier <- abs(outlier - norm.square.metrics["angle.b"])
113 diff.outlier.op <- abs(outlier.op - norm.square.metrics["angle.b"])
114 outliers.pos <- c(outliers.pos, ifelse(diff.outlier >= diff.outlier.op,
115 which(metrics$angle == outlier),
116 which(metrics$angle == outlier.op)
117 ))
118
119 previous.var <- current.var
120 current.var <- var(metrics[-outliers.pos, "angle"])
121 }
122
123 return(rownames(metrics[unique(outliers.pos),]))
124 }
125
126 find.min.epsilon <- function(metrics, variances, norm.square.metrics) {
127 epsilon <- min.epsilon
128
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129 outliers.ratio <- find.outliers.rc(metrics, epsilon + inc.epsilon, variances["ratio"], "ratio"
)

130 outliers.angle <- find.outliers.angle(metrics, epsilon + inc.epsilon, variances["angle"], norm
.square.metrics)

131 outliers.compacity <- find.outliers.rc(metrics, epsilon + inc.epsilon, variances["compacity"],
"compacity")

132
133 first.outliers.union <- union(union(outliers.ratio, outliers.angle), outliers.compacity)
134 outliers.union <- first.outliers.union
135 while (length(first.outliers.union) == length(outliers.union) &&
136 epsilon < max.epsilon) {
137 epsilon <- epsilon + inc.epsilon
138
139 outliers.ratio <- find.outliers.rc(metrics, epsilon + inc.epsilon, variances["ratio"], "

ratio")
140 outliers.angle <- find.outliers.angle(metrics, epsilon + inc.epsilon, variances["angle"],

norm.square.metrics)
141 outliers.compacity <- find.outliers.rc(metrics, epsilon + inc.epsilon, variances["compacity"

], "compacity")
142 outliers.union <- union(union(outliers.ratio, outliers.angle), outliers.compacity)
143 }
144
145 return(epsilon - inc.epsilon)
146 }
147
148 find.max.epsilon <- function(metrics, variances, norm.square.metrics) {
149 epsilon <- max.epsilon
150
151 outliers.ratio <- find.outliers.rc(metrics, epsilon - inc.epsilon, variances["ratio"], "ratio"

)
152 outliers.angle <- find.outliers.angle(metrics, epsilon - inc.epsilon, variances["angle"], norm

.square.metrics)
153 outliers.compacity <- find.outliers.rc(metrics, epsilon - inc.epsilon, variances["compacity"],

"compacity")
154
155 first.outliers.union <- union(union(outliers.ratio, outliers.angle), outliers.compacity)
156 outliers.union <- first.outliers.union
157 while (length(first.outliers.union) == length(outliers.union) &&
158 epsilon > min.epsilon) {
159 epsilon <- epsilon - inc.epsilon
160
161 outliers.ratio <- find.outliers.rc(metrics, epsilon - inc.epsilon, variances["ratio"], "

ratio")
162 outliers.angle <- find.outliers.angle(metrics, epsilon - inc.epsilon, variances["angle"],

norm.square.metrics)
163 outliers.compacity <- find.outliers.rc(metrics, epsilon - inc.epsilon, variances["compacity"

], "compacity")
164 outliers.union <- union(union(outliers.ratio, outliers.angle), outliers.compacity)
165 }
166
167 return(epsilon + inc.epsilon)
168 }
169
170 find.outliers.quantities <- function(metrics, variances, mesh.min.epsilon, mesh.max.epsilon,

norm.square.metrics) {
171 epsilon <- seq(mesh.min.epsilon, mesh.max.epsilon, inc.epsilon)
172 union <- vector("numeric", length(epsilon))
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173 for (i in 1:length(epsilon)) {
174 outliers.ratio <- find.outliers.rc(metrics, epsilon[i], variances["ratio"], "ratio")
175 outliers.angle <- find.outliers.angle(metrics, epsilon[i], variances["angle"], norm.square.

metrics)
176 outliers.compacity <- find.outliers.rc(metrics, epsilon[i], variances["compacity"], "

compacity")
177 outliers.union <- union(union(outliers.ratio, outliers.angle), outliers.compacity)
178
179 union[i] <- length(outliers.union)
180 }
181 quantities <- data.frame(epsilon, union)
182 quantities <- quantities[which(quantities$union != 0),]
183 return(quantities)
184 }
185
186 least.squares <- function(quantities) {
187 linear.quantities <- data.frame(epsilon2 = quantities$epsilon, linear.union = log(quantities$

union))
188 linear.quantities <- aggregate(epsilon2 ~ linear.union, linear.quantities, median)
189 linear.quantities <- cbind(linear.quantities, epsilon1 = rep(1.0, nrow(linear.quantities)))
190
191 matrix.a <- c(
192 linear.quantities$epsilon1 %*% linear.quantities$epsilon1,
193 linear.quantities$epsilon1 %*% linear.quantities$epsilon2,
194 linear.quantities$epsilon2 %*% linear.quantities$epsilon1,
195 linear.quantities$epsilon2 %*% linear.quantities$epsilon2
196 )
197 vector.b <- c(
198 linear.quantities$epsilon1 %*% linear.quantities$linear.union,
199 linear.quantities$epsilon2 %*% linear.quantities$linear.union
200 )
201
202 beta <- (matrix.a[1] * vector.b[2] - matrix.a[3] * vector.b[1]) /
203 (matrix.a[1] * matrix.a[4] - matrix.a[3] * matrix.a[2])
204 alpha <- (vector.b[1] - matrix.a[2] * beta) / matrix.a[1]
205
206 regression <- c("a" = exp(alpha), "b" = beta)
207 return(regression)
208 }
209
210 plot.outliers.quantities <- function(quantities, regression, mesh.min.epsilon, mesh.max.epsilon)

{
211 gg.union <- ggplot(data = quantities, aes(x = epsilon)) +
212 geom_point(aes(y = union), colour = "black", size = 0.5) +
213 geom_line(aes(y = regression["a"] * exp(regression["b"] * epsilon)), colour = "limegreen") +
214 xlab("Tolerancia") + ylab("Uniao") +
215 theme(axis.text = element_text(size = 14), axis.title = element_text(size = 16)) +
216 scale_x_continuous(breaks = round(seq(mesh.min.epsilon, mesh.max.epsilon, (mesh.max.epsilon

- mesh.min.epsilon) * 0.2), 4))
217 ggsave(paste0(in.folder, unions.file), gg.union, width = 10.02, height = 5.64)
218 }
219
220 clustering <- function(outliers, centers, quality, folder = NULL, metric.lab = NULL) {
221 set.seed(1)
222 kmeans.result <- kmeans(outliers, centers, iter.max = 100, algorithm = c("Lloyd"))
223 ordered.centers <- order(kmeans.result$centers)
224
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225 if (!is.null(folder)) {
226 kmeans.centers.df <- data.frame("index" = 1:centers, "centers" = kmeans.result$centers[

ordered.centers])
227 write.csv(kmeans.centers.df, file = paste0(folder, metric.lab, ".csv"), row.names = FALSE)
228 }
229
230 adj.clusters <- rep(0, length(kmeans.result$cluster))
231 for (i in 1:centers)
232 adj.clusters[which(kmeans.result$cluster == ordered.centers[i])] <- i + (quality - 1) *

kmeans.centers
233 return(adj.clusters)
234 }
235
236 analyze.mesh <- function(all.metrics, in.folder, out.folder, percentage, kmeans.folder = NULL) {
237 metrics <- all.metrics[which(is.finite(all.metrics$ratio)),]
238
239 variances <- c("ratio" = var(metrics$ratio), "angle" = var(metrics$angle), "compacity" = var(

metrics$compacity))
240 if (variances["ratio"] < min.precision && variances["angle"] < min.precision && variances["

compacity"] < min.precision) {
241 if (metrics[1, "ratio"] == square.metrics["ratio"] &&
242 abs(metrics[1, "angle"] - square.metrics["angle"]) < min.precision &&
243 metrics[1, "compacity"] == square.metrics["compacity"])
244 print("Todos os elementos da malha sao identicos e iguais a um quadrado.")
245 else
246 print("Todos os elementos da malha sao identicos, mas diferentes de um quadrado.")
247
248 all.metrics$scalar <- 0
249 write.analysis.vtk(paste0(in.folder, mesh.files), "QUALITY", all.metrics)
250 return()
251 }
252
253 min.max.metrics <- matrix(c(min(c(metrics$ratio, square.metrics["ratio"])),
254 max(c(metrics$ratio, square.metrics["ratio"])),
255 min(c(metrics$angle, square.metrics["angle"])),
256 max(c(metrics$angle, square.metrics["angle"])),
257 min(c(metrics$compacity, square.metrics["compacity"])),
258 max(c(metrics$compacity, square.metrics["compacity"]))),
259 nrow = 2, ncol = 3,
260 dimnames = list(c("min", "max"), names(square.metrics)))
261 metrics[,names(square.metrics)] <- sapply(names(square.metrics), function(metric.lab) {
262 return(normalize(metrics[,metric.lab], metric.lab, min.max.metrics))
263 })
264 norm.square.metrics <- c("ratio" = normalize(square.metrics["ratio"], "ratio", min.max.metrics

),
265 "angle" = normalize(square.metrics["angle"], "angle", min.max.metrics),
266 "compacity" = normalize(square.metrics["compacity"], "compacity", min.

max.metrics))
267
268 variances <- c("ratio" = var(metrics$ratio), "angle" = var(metrics$angle), "compacity" = var(

metrics$compacity))
269 mesh.min.epsilon <- find.min.epsilon(metrics, variances, norm.square.metrics)
270 mesh.max.epsilon <- find.max.epsilon(metrics, variances, norm.square.metrics)
271 if (mesh.min.epsilon > mesh.max.epsilon) {
272 epsilon <- rep(mean(c(mesh.min.epsilon, mesh.max.epsilon)), length(percentage))
273 } else {
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274 quantities <- find.outliers.quantities(metrics, variances, mesh.min.epsilon, mesh.max.
epsilon, norm.square.metrics)

275 regression <- least.squares(quantities)
276 plot.outliers.quantities(quantities, regression, mesh.min.epsilon, mesh.max.epsilon)
277
278 epsilon <- (log(percentage * nrow(metrics)) - log(regression["a"])) / regression["b"]
279 }
280
281 all.metrics <- lapply(1:length(percentage), function(i) {
282 outliers.ratio <- find.outliers.rc(metrics, epsilon[i], variances["ratio"], "ratio")
283 outliers.angle <- find.outliers.angle(metrics, epsilon[i], variances["angle"], norm.square.

metrics)
284 outliers.compacity <- find.outliers.rc(metrics, epsilon[i], variances["compacity"], "

compacity")
285
286 outliers.union <- union(union(outliers.ratio, outliers.angle), outliers.compacity)
287 outliers.intersect.ra <- intersect(outliers.ratio, outliers.angle)
288 outliers.intersect.rc <- intersect(outliers.ratio, outliers.compacity)
289 outliers.intersect.ac <- intersect(outliers.angle, outliers.compacity)
290 outliers.intersect.all <- intersect(outliers.intersect.ra, outliers.compacity)
291
292 all.metrics[setdiff(rownames(metrics), outliers.union), "scalar"] <- quality["good"]
293
294 kmeans.folder <- paste0(out.folder[i], "k-means", "/")
295 dir.create(kmeans.folder, showWarnings = FALSE, recursive = TRUE)
296
297 if (length(outliers.ratio) != 0) {
298 unique.ratio <- length(unique(all.metrics[outliers.ratio, "ratio"]))
299 min.centers <- min(unique.ratio, kmeans.centers)
300 all.metrics[outliers.ratio, "scalar"] <- clustering(all.metrics[outliers.ratio, "ratio"],

min.centers, quality["ratio"], kmeans.folder, "ratio")
301 }
302
303 if (length(outliers.angle) != 0) {
304 unique.angle <- length(unique(all.metrics[outliers.angle, "angle"]))
305 min.centers <- min(unique.angle, kmeans.centers)
306 all.metrics[outliers.angle, "scalar"] <- clustering(all.metrics[outliers.angle, "angle"],

min.centers, quality["angle"], kmeans.folder, "angle")
307 }
308
309 if (length(outliers.compacity) != 0) {
310 unique.compacity <- length(unique(all.metrics[outliers.compacity, "compacity"]))
311 min.centers <- min(unique.compacity, kmeans.centers)
312 all.metrics[outliers.compacity, "scalar"] <- clustering(all.metrics[outliers.compacity, "

compacity"], min.centers, quality["compacity"], kmeans.folder, "compacity")
313 }
314
315 all.metrics[outliers.intersect.ra, "scalar"] <- quality["ra"]
316 all.metrics[outliers.intersect.rc, "scalar"] <- quality["rc"]
317 all.metrics[outliers.intersect.ac, "scalar"] <- quality["ac"]
318 all.metrics[outliers.intersect.all, "scalar"] <- quality["all"]
319 all.metrics[which(is.infinite(all.metrics$ratio)), "scalar"] <- quality["inf"]
320
321 write.analysis.vtk(paste0(out.folder[i], mesh.files), "QUALITY", all.metrics)
322 save.image(file = paste0(out.folder[i], rdata.file))
323 write.csv(all.metrics, file = paste0(out.folder[i], metrics.file), row.names = FALSE)
324
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325 return(all.metrics)
326 })
327 }
328
329 mesh <- "Semi-trapezoidal"
330 csi <- c(5)
331 eta <- c(3)
332
333 # mesh <- "Quadrado"
334 # csi <- c(10)
335 # eta <- c(10)
336
337 # mesh <- "Retangulo"
338 # csi <- c(20)
339 # eta <- c(20)
340
341 # mesh <- "Obstaculo"
342 # csi <- c(80)
343 # eta <- c(16)
344
345 # mesh <- "Placa_de_Orificio"
346 # csi <- c(80)
347 # eta <- c(16)
348
349 # mesh <- "Forma_de_Gancho"
350 # csi <- c(36)
351 # eta <- c(9)
352
353 # mesh <- "Cuspide"
354 # csi <- c(18)
355 # eta <- c(18)
356
357 # mesh <- "Placas_Paralelas_com_Circulo_Imerso"
358 # csi <- c(72, 72)
359 # eta <- c(18, 18)
360
361 # mesh <- "Hexagono"
362 # csi <- c(36, 36)
363 # eta <- c(9, 9)
364
365 # mesh <- "Naca"
366 # csi <- c(32, 32)
367 # eta <- c(9, 9)
368
369 # mesh <- "Obstaculo_Multi-blocos"
370 # csi <- c(16, 12, 16)
371 # eta <- c(16, 12, 16)
372
373 # mesh <- "Placa_de_Orificio_Multi-blocos"
374 # csi <- c(16, 8, 16)
375 # eta <- c(16, 8, 16)
376
377 # mesh <- "Lago_Igapo_I"
378 # csi <- c(6, 12, 16)
379 # eta <- c(70, 2, 5)
380
381 # mesh <- "Golfinho"
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382 # csi <- c(36, 4, 5, 5, 6, 7)
383 # eta <- c(9, 10, 10, 8, 7, 9)
384
385 # mesh <- "Tartaruga"
386 # csi <- c(10, 10, 4, 4, 5, 5)
387 # eta <- c(7, 31, 17, 17, 5, 8)
388
389 # mesh <- "Perfil_de_um_Rosto"
390 # csi <- c(3, 15, 8, 3, 8, 15, 5)
391 # eta <- c(4, 6, 8, 5, 6, 14, 7)
392
393 # mesh <- "Passaro"
394 # csi <- c(6, 11, 20, 20, 11, 18, 8)
395 # eta <- c(11, 11, 4, 7, 18, 11, 11)
396
397 # mesh <- "Cachorro"
398 # csi <- c(5, 6, 2, 5, 17, 2, 5, 5)
399 # eta <- c(6, 6, 3, 5, 8, 22, 14, 18)
400
401 # mesh <- "Aviao"
402 # csi <- c(11, 11, 19, 19, 4, 4, 4, 4)
403 # eta <- c(38, 6, 8, 8, 5, 5, 5, 5)
404
405 # mesh <- "Lago_Luruaco"
406 # csi <- c(9, 17, 15, 19, 23, 17, 9, 9, 17, 23, 9, 17, 23)
407 # eta <- c(9, 9, 20, 12, 18, 18, 18, 12, 12, 12, 20, 20, 20)
408
409 # mesh <- "Corpo_Humano"
410 # csi <- c(8, 14, 6, 6, 8, 8, 8, 8, 2, 2, 2, 2, 2, 2, 2, 2, 2, 2, 2, 2)
411 # eta <- c(9, 16, 19, 19, 6, 6, 15, 15, 4, 5, 4, 4, 4, 4, 4, 4, 2, 2, 2, 2)
412
413 # mesh <- "Sapo"
414 # csi <- c(8, 5, 5, 8, 6, 7, 7, 3, 3, 6, 6, 2, 2, 2, 2, 2, 2, 2, 2, 2, 2, 2, 2, 2, 2)
415 # eta <- c(29, 6, 6, 6, 8, 3, 3, 8, 9, 6, 6, 6, 7, 8, 10, 8, 6, 9, 8, 7, 4, 5, 7, 8, 8)
416
417 blocks <- 1:length(csi)
418 square.metrics <- c("ratio" = 1.0, "angle" = pi * 0.5, "compacity" = 16.0)
419 norm <- c("a" = 0.0, "b" = 10.0)
420
421 analysis.runtimes <- list()
422
423 main.folder <- paste0("Saidas", "/", mesh, "/")
424 metrics.file <- "metrics.csv"
425 mesh.files <- paste0("mesh-", blocks, ".vtk")
426 unions.file <- "unions.png"
427 rdata.file <- "rdata.RData"
428
429 min.precision <- 0.00000001
430 min.epsilon <- 0.0
431 inc.epsilon <- 0.00001
432 max.epsilon <- 0.2
433 percentage <- c("0.05" = 0.05, "0.1" = 0.1, "0.2" = 0.2)
434 kmeans.centers <- 5
435 quality <- c("good" = 0, "ratio" = 1, "angle" = 2, "compacity" = 3, "ra" = 16, "rc" = 17, "ac" =

18, "inf" = 19, "all" = 20)
436
437 print("Iniciando Analise de Qualidade")
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438 current.start <- proc.time()
439
440 in.folder <- main.folder
441 out.folder <- paste0(main.folder, names(percentage), "/", "Analise", "/")
442 analyze.mesh(read.csv(paste0(in.folder, metrics.file)), in.folder, out.folder, percentage)
443
444 analysis.runtimes[[length(analysis.runtimes)+1]] <- proc.time() - current.start
445 print("Finalizando Analise de Qualidade")
446
447 save.image(file = paste0(main.folder, rdata.file))

Algoritmo A.5 – Identificação dos elementos de menor qualidade de malhas em
coordenadas generalizadas
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