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NAOZUKA, G. T. Geracao e analise de qualidade de malhas computacionais em
coordenadas generalizadas. 2018. 193 f. Dissertacao (Mestrado em Ciéncia da
Computagao) — Universidade Estadual de Londrina, Londrina, 2018.

RESUMO

As equagoes diferenciais tém sido intensamente utilizadas como ferramentas de analise
e descricao em estudos de fenomenos naturais. Por meio de modelos matematicos, é
possivel transformar um problema do dominio fisico para o dominio computacional.
Neste contexto, este trabalho desenvolve um gerador de malhas bidimensionais em
coordenadas generalizadas para o dominio, o qual aplica o método spline linear
parametrizado para a construcao do contorno da geometria e o método de diferencas
finitas para a solugao numérica das equagoes governantes. O gerador é automatizado e
capaz de tratar dominios complexos e, assim, mais realisticos. Entretanto, mesmo tendo
essa capacidade, existe a possibilidade de elementos de menor qualidade serem
introduzidos na malha computacional. Por esse motivo, este trabalho também objetiva
investigar métricas que identificam elementos considerados de menor qualidade. Esses
critérios de qualidade e a metodologia empregada constituem o diferencial deste
trabalho. Experimentos sao efetuados para verificar a eficiéncia das métricas adotadas,
considerando malhas com um bloco, como a geometria ctspide, e multi-blocos, como a
geometria de um aviao, do corpo humano e de lagos. De acordo com os experimentos, o
trabalho permitiu a deteccao de elementos de menor qualidade, contribuindo para a

realizacao de uma modelagem adequada de geometrias.

Palavras-chave: Qualidade de malhas. Métricas de qualidade. Geracao de malhas.

Malhas computacionais. Coordenadas generalizadas.



NAOZUKA, G. T. Generation and quality analysis of computational meshes in
curvilinear coordinates. 2018. 193 p. Dissertation (Master’s Degree in Science in

Computer Science) — Universidade Estadual de Londrina, Londrina, 2018.

ABSTRACT

Differential equations have been intensively used as tools of analysis and description in
studies of natural phenomena. Through mathematical models, it is possible to turn a
problem from the physical domain to the computational domain. In this context, we
develop a two-dimensional mesh generator in curvilinear coordinates for the domain,
which applies the parameterized linear spline method to construct the geometry
contour and the finite difference method to numerically solve the governing equations.
The generator is automated and able to handle complex and more realistic domains.
However, even with this ability, there is possibility that elements of lower quality are
introduced into the computational mesh. For this reason, we also aim to investigate
metrics that identify elements of lower quality. These quality criteria and the
methodology used are the differential of this work. Experiments are performed to verify
the efficiency of the adopted metrics, considering meshes with a block, such as the cusp
geometry, and multi-blocks, such as the geometry of an airplane, the human body and
lakes. According to the experiments, the work allowed to detect elements of lower

quality, contributing to accomplish a suitable modeling of geometries.

Keywords: Mesh quality. Quality metrics. Mesh generation. Computational meshes.

Curvilinear coordinates.
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1 INTRODUCAO

A modelagem e simulacao de fendomenos naturais por meio da manipulagao de
equacoes diferenciais constitui uma importante ferramenta para a Ciéncia. Contudo, de-
vido ao fato de que a grande maioria das equacoes diferenciais ndo possui solugao analitica,
¢é necessaria a aplicacao de métodos numéricos para sua resolucao. Uma das caracteristicas
mais importantes dos métodos numéricos é a necessidade de malhas computacionais para

descrever a geometria do meio que esta sendo investigado.

A malha consiste no dominio fisico discretizado, ou seja, no dominio fisico repre-
sentado através de um conjunto de pontos [1, 2]. O processo de discretiza¢ao constitui-se
como um passo indispensavel, pelo fato de que esses métodos de resolucao nao permitem

a obtencao de uma solugao para todos os pontos do dominio [3].

Uma malha computacional é formada por um agrupamento de células, limitadas
por arestas denominadas de faces e contendo vértices chamados de néds [3, 4]. Dependendo
do tipo de malha, essas células podem possuir diferentes formas, tais como tridngulos ou
quadrilateros quando se consideram duas dimensoes, e tetraedros ou hexaedros, em trés
dimensdes [2].

As malhas possuem determinadas classificacoes dependendo do pardmetro empre-

gado, como segue [3]:

e de acordo com o espacamento entre os pontos: malhas uniformes ou nao uniformes;

o de acordo com a distribuicao espacial dos pontos: malhas estruturadas ou nao es-

truturadas.

A Figura 1 ilustra, por meio de um exemplo, as principais diferencas entre as malhas

uniformes, Figura la, e as nao uniformes, Figura 1b.
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(a) Malha uniforme (b) Malha nao uniforme

Figura 1 — Classificacao de malhas quanto ao espagamento entre os pontos

Analogamente, a Figura 2 demonstra as principais diferencas entre as malhas es-

truturadas, Figura 2a, e as nao estruturadas, Figura 2b.

(a) Malha estruturada (b) Malha nao estruturada

Figura 2 — Classificacao de malhas quanto a distribuicao espacial dos pontos

Existe também o conceito de malhas hibridas ou estruturadas em blocos, as quais
consistem em malhas constituidas por uma pequena quantidade de elementos estrutura-
dos combinados através de um padrao nao estruturado [2]. Entretanto, sua geragao para

quaisquer geometrias constitui ainda um obstédculo [2].

As malhas estruturadas podem ser definidas como aquelas cujos elementos podem
ser facilmente ordenados, enquanto que as malhas nao estruturadas nao apresentam um
padrao de ordenacgao. Ainda, as malhas nao estruturadas possuem a caracteristica de serem
mais versateis que as estruturadas [2, 5], o que permite a sua adaptabilidade as geometrias
consideradas complexas. Em contrapartida, como apresentam dificuldade de ordenacao
dos volumes elementares, ou seja, as células da malha, implicam diretamente no consumo

adicional de memoéria, devido ao aumento das dimensoes da matriz computacional. Assim,
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em virtude da facilidade de manipulagdo dos elementos da malha, considera-se, neste

trabalho, a utilizacao de malhas estruturadas.

Para representar as estruturas fisicas, ou seja, o dominio a ser estudado, em um
ambiente computacional, a utilizacao das estruturas de organizacao de dados mais sim-
ples, tais como matrizes e vetores, tende a nao ser capaz de descrever, de forma realistica,
o objeto de estudo. Dessa maneira, diferentes técnicas tém sido empregadas como alterna-
tivas para a representacao de dominios, tais como malhas estruturadas e nao estruturadas,
generalizadas ou hibridas, possuindo vantagens e desvantagens quanto a flexibilidade e a

capacidade representativa dos objetos em estudo [5, 6, 7, 8, 9, 10].

No que diz respeito ao sistema de coordenadas, o sistema de coordenadas cartesi-
anas é comumente adotado para a representacdo do dominio fisico do problema, devido a
sua simplicidade. No entanto, para problemas que envolvem geometrias complexas, esse
sistema de coordenadas acarreta uma ma adequacao da fronteira do problema, pelo fato

de que o dominio fisico nao coincide com o dominio da malha computacional.

O sistema de coordenadas generalizadas, também denominado como sistema de
coordenadas curvilineas, cujas malhas produzidas sao do tipo estruturadas, possibilita
também a adaptabilidade presente em malhas nao estruturadas, permitindo a represen-
tagdo computacional se adequar a geometria do problema, a qual pode ser complexa ou
nao [5, 6, 8, 10, 11]. Outro fator que se deve levar em consideragao é a possibilidade de
se concentrar pontos da malha conforme a necessidade, proporcionando um estudo mais

aprofundado em uma certa localizacdo dentro da geometria.

Assim, buscando uma forma representativa e simplificada quanto a estruturagao
computacional e partindo de uma mudanca de sistema de coordenadas, é possivel converter
um dominio descrito de forma complexa em um conjunto de dados facilmente manipuléavel
[5]. No &mbito de problemas matemadticos, pode-se transformar uma geometria qualquer,
descrita em coordenadas cartesianas, em coordenadas generalizadas, permitindo melhor

adequagao na modelagem computacional [5, 6, 7, 8, 10, 11, 12, 13].

Entretanto, a geracao de malhas em coordenadas generalizadas, assim como em
qualquer outro sistema de coordenadas, pode introduzir elementos considerados de me-
nor qualidade nas malhas, dependendo da complexidade da geometria e do refinamento
empregado. Um elemento dessa categoria é aquele sobre o qual a resolu¢ao de alguma
equacao diferencial descrevendo um fendémeno qualquer produz resultados insatisfatérios

[14, 15, 16], tais como instabilidade numérica e inadequagao a realidade.

Dessa forma, pode-se enunciar que, quanto maior a regularidade da geometria
do elemento, melhor serd a qualidade da malha que o contém [17, 18]. Uma vez que
os elementos pertencentes as malhas em coordenadas generalizadas sao quadrilateros, é

importante que a geometria do elemento se aproxime de um quadrado. Para tal, apds o
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processo de geracao, é fundamental identificar os elementos de menor qualidade, a fim de

que, posteriormente, possam ser restaurados.

O processo de identificacao dos elementos de menor qualidade pode ser realizado
por meio da aplicagao de métricas de qualidade, as quais atribuem valores numéricos aos
elementos, os ordenam de acordo com os valores calculados e os classificam entre maior e
menor qualidade. Para este trabalho, trés critérios sao utilizados para a classificacdo de

tais elementos, os quais permitem averiguar a similaridade a um quadrado.

1.1 Objetivos

Este trabalho tem como objetivo o desenvolvimento de um gerador de malhas
bidimensionais, utilizando a teoria de métricas de transformacao em coordenadas gene-
ralizadas e produzindo um dominio mapeado para manipulagoes matematicas, o qual

descreve um objeto fisico qualquer, a partir de um conjunto finito de pontos.

Visando um melhor mapeamento da localizacao dos pontos pertencentes a malha,
trés critérios para analise de qualidade sao propostos e aplicados: as razoes entre o tama-
nho de cada aresta do elemento com os demais, os dngulos internos e a compacidade do
elemento. Todos os critérios verificam a similaridade dos elementos da malha computacio-
nal a um quadrado, elemento considerado ideal, identificando assim aqueles considerados

de menor qualidade.

1.2 Organizagao do Trabalho
Este trabalho encontra-se estruturado como apresentado a seguir.

« No Capitulo 2, explicam-se os principais conceitos associados aos processos de ge-
ragao de malhas em coordenadas generalizadas e de analise de qualidade. Dedica-se
também uma secao para a revisao de trabalhos relacionados, apresentando as res-

pectivas metodologias empregadas.

« No Capitulo 3, demonstram-se os procedimentos metodolégicos aplicados nos pro-
cessos de aquisicao de pontos de fronteira, geragao de malhas bidimensionais em

coordenadas generalizadas e analise de qualidade das malhas produzidas.

« No Capitulo 4, executam-se diferentes experimentos envolvendo geometrias variadas
e utilizando malhas computacionais com um bloco e multi-blocos, como forma de va-
lidagao dos algoritmos desenvolvidos e dos procedimentos metodolégicos aplicados.

Ainda, discutem-se os resultados obtidos para cada experimento.

« No Capitulo 5, apontam-se as consideragoes finais, incluindo as contribuigoes espe-

radas deste trabalho e possiveis trabalhos futuros.
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2 FUNDAMENTACAO TEORICO-METODOLOGICA

Neste capitulo, apresentam-se os conceitos mais relevantes para facilitar o enten-
dimento da metodologia adotada nos processos de geracao de malhas em coordenadas

generalizadas e de andlise de qualidade.

Expondo uma visao geral dos conceitos associados a geragao de malhas, na Secao
2.1, explica-se o método de interpolagdo para a construcao das fronteiras da geometria
em estudo; na Se¢ao 2.2, define-se o conceito de equagodes diferenciais e suas classifica-
¢oes, como auxilio a compreensao das equacoes governantes para a geracao de malhas;
na Secao 2.3, esclarece-se a ideia de métodos numéricos para a solugao de equagoes dife-
renciais, salientando o método de diferencas finitas; na Se¢do 2.4, introduz-se o sistema
de coordenadas generalizadas e apresentam-se as métricas de transformacao e o processo
de geracao de malhas bidimensionais; e, na Se¢ao 2.5, aborda-se o método para a resolu-
¢ao de sistemas lineares, necessario para o desenvolvimento computacional das equagoes

governantes.

No que se refere aos conceitos associados a analise de qualidade de malhas, na
Secao 2.6, explica-se o problema do ajuste de curvas, destacando o método de minimos
quadrados; e, na Se¢ao 2.7, define-se o conceito de clusterizacao, enfatizando o algoritmo k-

means. Ambas as se¢oes sao importantes para os algoritmos desenvolvidos nesse processo.

Finalmente, na Secao 2.8, realiza-se uma revisao bibliografica de trabalhos rela-
cionados ao processo de analise de qualidade de malhas computacionais, acompanhados

com as respectivas metodologias empregadas.

2.1 Meétodo de Interpolacao

O método de interpolagdo consiste em aproximar uma fungao f(x) por meio de
outra funcao g(z), satisfazendo determinadas propriedades. Esse método é aplicavel a
diferentes situacoes, quando, por exemplo, é necessario encontrar valores da funcao em
pontos nao tabelados, utilizando somente os pontos conhecidos [19]. A esse conjunto de

pontos conhecidos, denominam-se nés da interpolacao.

Expressando o método matematicamente, dada uma fungdo f(x), sdo conhecidos

os valores da funcao em n + 1 nds da interpolagao: xg, x1, ..., T,. A funcao interpoladora
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g(x) que aproxima f(x) [19] é tal que

(2.1)

9(xn) = f(xn).

Em outras palavras, o Sistema de Equagoes (2.1) enuncia que os nds da interpolagao

(x;, f(x;)), em que i = 0,...,n, devem obrigatoriamente pertencer a funcao interpoladora
9(x).

A aproximacao de uma func¢ao, em determinados casos, pode produzir resultados
insatisfatorios, isto é, o erro existente entre a fungao interpoladora com respeito a funcao

original pode ser suficientemente grande. Com a finalidade de minimizar esse erro, surge

o conceito de fungoes spline, o qual é apresentado na Subsecao 2.1.1.

2.1.1 Funcoes Spline

As fungoes spline consistem em uma alternativa, na qual a interpolagao é reali-
zada em grupos de poucos pontos. Essa interpolacao deve obedecer condigoes, as quais
estabelecem que a funcdo de aproximagao deve ser continua, assim como suas derivadas,
até uma certa ordem. Uma funcdo S,(z), dita como spline de grau p, possui a fungao

interpoladora g(x) descrita como um polinémio de grau p [19].

Durante o processo de geracao de malhas em coordenadas generalizadas, uma im-
portante etapa necessita ser realizada, referindo-se a definicao das fronteiras da geometria
em estudo. Nessa etapa, a técnica de spline linear Sy (z) é empregada, cuja funcao é re-
presentada na forma paramétrica, por meio das func¢oes SLP,(t) e SLP,(t) dadas por

[5, 11, 19]

tz’—}—l —1 t— tz
SLP,(t) =x; | ———— x; —; 2.2
(t) (ti+1 - ti) M <t1;+1 - ti) (22)
tig —t t—t
SLPy(t) =Y e . + Y1 | ——— ] Vt € [tz, ti+1]; (23)
tiv1 — 1 liv1 — 1
em que i =0,...,n — 1, levando em consideracdo que existem n + 1 nés da interpolacao.

Com a finalidade de facilitar a compreensao das equagoes governantes para a gera-
¢ao de malhas em coordenadas generalizadas, a Secao 2.2 explica o conceito de equacoes

diferenciais e suas classificagoes.

2.2 Equacoes Diferenciais

No contexto da Matematica, equagao diferencial é a denominagao dada as equa-

¢oes que contém derivadas [20]. As equagdes diferenciais sdo extremamente importantes
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em diferentes dareas do conhecimento pelo fato de que possibilitam determinar o com-
portamento de diversos fenémenos fisicos, quimicos, biolégicos, entre outros. Em outras
palavras, uma grande variedade de aplicagdes é proporcionada pelo estudo e resolucao
das equagdes diferenciais [20, 21]. Alguns exemplos de aplicagdes modeladas por essas
equacgoes sao: problemas envolvendo o movimento de fluidos, o fluxo de corrente elétrica
em circuitos, a dissipacao de calor em objetos solidos, a propagacao e deteccao de ondas

sismicas e a variacdo da taxa populacional [20].

Nas equagoes diferenciais, uma funcdo constitui a incoégnita do problema, o que

permite classifica-las da seguinte maneira [20]:

» Equagoes Diferenciais Ordinarias (EDOs): equagdes compostas por derivadas sim-

ples, isto é, a funcao desconhecida depende de uma tnica variavel independente;

» Equagoes Diferenciais Parciais (EDPs): equagoes compostas por derivadas parciais,

ou seja, a funcao desconhecida depende de duas ou mais varidveis independentes.

Apesar de possuirem solugoes que descrevem comportamentos bastante diferentes, uma

EDO consiste basicamente em um caso especial de EDP [21].

Em muitas situagoes, outra questao que também deve ser levada em consideragao
estd no fato de que podem existir mais de uma funcao desconhecida. Nesses casos, é

necessario um sistema de equagoes diferenciais para a sua resolucao [20].

Um conceito muito importante quando se trata de equacoes diferenciais é a ordem,
a qual corresponde & ordem da maior derivada presente na equagao [20, 22]. Esse conceito

possibilita formular, de maneira matematica, as EDOs e as EDPs.

Uma EDO de ordem n para uma funcao desconhecida y(z) é descrita por [21]

F(z,y(2),y'(2),...,y"(2)) = 0. (2.4)

Uma EDP, por exemplo, de segunda ordem para uma fungao desconhecida u(x,y), isto é,

dependente de duas varidveis, é expressa por [21]
F(x7y7u7uxauy7uxxauryauyy) = 0. (25)

As EDPs de ordem n com mais variaveis independentes possuem formulagoes analogas.
Ainda, nas Equagoes (2.4) e (2.5), F' é uma funcao conhecida, a qual representa a equagao

diferencial, dado o problema.

Outra classificacdo possivel para as equagoes diferenciais pode ser realizada se-
gundo a linearidade, ou seja, uma equacao diferencial é dita linear se a funcao F' é linear
em relacdo a fungao desconhecida e suas derivadas [20, 21]. Atualmente, os métodos exis-

tentes para a resolucao de equacgoes lineares sdo bastante satisfatorios, porém ainda ha
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grande dificuldade em se resolver equagoes nao lineares [20]. Por esse motivo, quando o
fenomeno pode ser representado por uma equagao linear, é comum realizar um processo
denominado de linearizacao, consistindo na aproximacao de uma equacao nao linear por

uma linear [20].

De modo particular, as EDPs possuem também uma classificacao especifica. Con-
sidere reescrever a Equacao (2.5) como combinagao linear da fungao desconhecida u(x,y)
e de suas derivadas, de acordo com [23]
0*u 0*u Ou  Ou  Ou

a962—1—198$8y—i-cay2—i—da—erea—y—i—fu%—g:(); (2.6)

a

em que a, b, ¢, d, e, f e g podem ser funcoes dependentes de z, y e u. Sabendo-se que
A = b? — 4ac, a EDP, representada na Equacao (2.6), pode ser classificada como segue
23]:

o eliptica: quando A < 0;

parabdlica: quando A = 0;

 hiperbdlica: quando A > 0.

Tendo em vista que boa parte das equagoes diferenciais nao possuem solugoes
analiticas, isto ¢, solugdes exatas, a obtencao de uma solucao numérica apropriada é
fundamental. Para tal fim, é necessario o desenvolvimento de um modelo matematico
capaz de representar o problema em questao [3]. Esse modelo é constituido pelas equagoes

e pelo dominio fisico do problema, os quais devem estar adequadamente expressos [3].

As equacoes diferenciais aproximadas sao encontradas através de métodos numéri-
cos de resolugao, os quais sao especificados na Secao 2.3, destacando o método de diferen-
¢as finitas. Além disso, o dominio fisico, representado na forma de malhas computacionais
descritas no sistema de coordenadas generalizadas, é definido de maneira mais detalhada

na Secao 2.4.

2.3 Solucao Numérica de Equacgoes Diferenciais

Para se solucionar numericamente uma equagao diferencial, assim como o domi-
nio fisico, também é necessario discretiza-la, realizando manipulagoes algébricas para
expressa-la na forma de operacoes aritméticas facilmente interpretadas pelo computa-
dor [3, 23]. Essa discretizacao é realizada através de metodologias, dentre as quais as
mais conhecidas atualmente sao: diferencas finitas, elementos finitos, volumes finitos e os

métodos espectrais [24].
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Em virtude da sua simplicidade, aplica-se o método de diferencas finitas como es-
tratégia de discretizacao das equagoes governantes para a geragao de malhas bidimensio-
nais em coordenadas generalizadas neste trabalho. Esse método e suas principais equagoes

de aproximacao sao abordados na Subsecao 2.3.1.

2.3.1 Meétodo de Diferencas Finitas

O método numérico por diferengas finitas realiza o processo de discretizacao das
equagoes diferenciais em fungao dos pontos (nés) da malha computacional, nos quais se
deve representar a sua solugdo aproximada [23]. Essa aproximagio pode ser encontrada
por meio de técnicas, das quais as mais empregadas sao: a interpolagao polinomial e a
expansao em série de Taylor [1]. Neste trabalho, adota-se a expansao em série de Taylor

para as aproximacoes.

Tendo em vista que as equacoes governantes para a geracao de malhas bidimensi-
onais em coordenadas generalizadas sao EDPs dependentes de duas variaveis, as equagoes
de aproximacao sdo desenvolvidas considerando uma fun¢ado u = u(x,y) continua e com
derivadas continuas. Consideram-se também um espacamento h na direcdo x e um espa-
¢amento k na direcdo y. Dessa maneira, a expansao de u em série de Taylor na direcdo x

é descrita por [23]

Qu(z,y)  h*0ulw.y)  I*Pulw,y)

u(x+h,y) =u(z,y) +h pe SR 6 943 (2.7)
Da mesma forma,
) du(e,y) | K 0Pulzy) b Pula,y)
w(x — h,y) =u(z,y) — h o + T 9 6 o + (2.8)

h? 62 h3 93
A partir da Equagao (2.7), desprezando-se a expressao —M—l——w—i—
2 Oz 6 O3

Ou(x, . . .
..., tem-se que u(z+h,y) =~ u(x,y)+ hM. Dessa forma, a aproximacao progressiva

(ou avancada) para a primeira derivada na dire¢do x é denotada por [23]
Ou(z,y) _u(x+hy)—ulz,y)

= . +O(h); (2.9)

h 9* h* 93
em que O(h) = 3 %(;’ v) + 3y lé(; Y + ... é o erro de truncamento (ET) da série.

Analogamente, realizando o mesmo procedimento para a Equagao (2.8), a aproxi-

magao regressiva (ou atrasada) para a primeira derivada na diregdo x é expressa por [23]

ou(r,y)  u(x,y) —ulxr —h,y) .
o= ; +O(h); (2.10)
_ h&Pu(z,y)  h*Pu(z,y) N

2 Ox? 6 Ox3

em que ET é O(h)
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Além disso, subtraindo a Equagao (2.7) de (2.8) e realizando algumas manipulagoes
matematicas, obtém-se a aproximagao de diferenca central para a primeira derivada na

diregao x, dada por [23]

ou(x,y)  u(x+h,y) —ulx—h,y) ~
Y 5 + O(h?); (2.11)

, W2 Pulx,y) b Pu(z,y)
em que ET é O(hQ) = EW + EOW

De maneira analoga, é possivel calcular aproximacoes para derivadas de ordens

superiores. Adicionando as Equagoes (2.7) e (2.8), obtém-se, por meio de alguns desen-
volvimentos matematicos, a aproximagcao de diferenca central para a segunda derivada na

direcdo z, expressada por [23]

Pu(x,y)  ulz+h,y) —2u(z,y) + u(@ — h,y) ~

- 2 + oM, (2.12)
h? 9'u(z, y)
12 ozt

em que a notagio O(h?) = . indica que ET é de segunda ordem de

acuracia.

Vale ressaltar ainda que as aproximagdes demonstradas pelas Equagoes (2.9) -
(2.12) sdo semelhantes as discretizagoes efetuadas na dire¢ao y, considerando o espaga-
mento k. Assim sendo, as Equacoes (2.9) - (2.12) e suas formulagoes derivadas englobam
grande parte das formas de discretizagdo que sao utilizadas pelo método de diferencas
finitas. Para que o computador possa interpreta-las, a implementacao das expressoes é

comumente realizada pela manipulacao de matrizes ou vetores.

A fim de facilitar a compreensao, considere, por exemplo, uma matriz contendo
os pontos da malha pertencentes a um meio bidimensional e a fun¢ao u = u(z,y) pre-
viamente definida. Dessa forma, os valores de u(x — h,y), u(x,y) e u(z + h,y) presentes
nas aproximagoes correspondem respectivamente a ;i j, U;; € Uit1,5, onde 4, j equivale
a posicao na matriz sobre a qual a derivada de u estd sendo aproximada, como se pode

verificar na Figura 3.
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u(a:—h,y—l—k) u($7y+k) ’LL(CL‘—Fh,y—‘—k)
Ui—1,5+1 Ui, j41 Uit1,54+1

U(QZ - h7 y) U(Q]‘, y) U(l‘ + h'7 y)
Ui—1,5 Ui, 5 Uit1,5
U(I—h,y—k) U(I,y—k) U(.Z‘+h,y—k)
Ui—1,5—1 Ui, j—1 Ui+1,5—1

Figura 3 — Representagao dos pontos utilizados na discretizacao pelo método de diferengas
finitas

2.4 Sistema de Coordenadas Generalizadas

Para que uma metodologia computacional possa ser aplicada para determinar a
solugdo numérica de equagoes diferenciais, é necessério discretizar o dominio [3], ou seja,
construir uma malha computacional que possa representar a geometria estudada e, assim,

obter os valores de interesse.

A discretizacdo do dominio pode ser tratada segundo uma malha estruturada ou
nao estruturada. As malhas nao estruturadas sao mais adaptaveis que as estruturadas
2, 5], principalmente quando problemas que envolvem geometrias complexas sdo investi-
gados. Contudo, a grande desvantagem esta relacionada a dificuldade de ordenacao dos
elementos, o que implica na variacao do tamanho das diagonais da matriz dos coeficientes
e no custo adicional do uso de memoria, dificultando a aplicagdo de métodos numéricos
para o calculo da solucao de sistemas lineares. Sendo assim, a discretizagdo do dominio

neste trabalho é realizada utilizando malhas estruturadas.

No que diz respeito ao sistema de coordenadas, em geral, o dominio do problema ¢
discretizado segundo o sistema de coordenadas cartesianas, por sua simplicidade. Porém,
para problemas com geometrias complexas, convém adotar outro sistema, devido ao fato
de que o sistema de coordenadas cartesianas leva a uma ma adequacao da fronteira, pois
o dominio fisico nem sempre coincide com o dominio da malha. Para contornar a ma
formacao na fronteira de dominios complexos, é considerado o sistema de coordenadas
generalizadas, no qual a malha computacional coincide com a geometria do problema,
e o tratamento computacional torna-se mais adequado [5, 6, 8, 10, 11]. Outras razoes
que levam ao uso do sistema de coordenadas generalizadas no processo de discretizacao
referem-se a menor dificuldade na programacao de codigos computacionais para resolver

problemas complexos e a facilidade em desenvolver metodologias genéricas.
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Na Subsecao 2.4.1, alguns conceitos basicos e importantes sobre a teoria de coor-

denadas generalizadas sao introduzidos.

2.4.1 Conceitos Basicos

O mapeamento de geometrias irregulares ou regulares descritas em coordenadas
cartesianas (z,y), Figura 4a, pode ser realizado para geometrias regulares representadas
em coordenadas generalizadas (£, 7), Figura 4b. As notagoes £ e n indicam as linhas
coordenadas que compoem o sistema de coordenadas generalizadas. Nesse procedimento,
a transformacao em geral é numérica entre os sistemas cartesiano e generalizado. O sistema
cartesiano (z,y) é chamado de dominio fisico, e o sistema generalizado (£,n) é chamado

de dominio transformado ou computacional.

(a) Coordenadas cartesianas (b) Coordenadas generalizadas

/(f;y)

\4

Figura 4 — Sistemas de coordenadas

Uma vez que o dominio transformado é regular, por conveniéncia, assume-se uma
normalizacdo dos volumes elementares com dimensoes unitarias, ou seja, A = An = 1.
Dessa forma, mesmo que no plano fisico as linhas coordenadas assumam espagamentos

arbitrarios, no plano computacional as dimensoes sao fixas.

As métricas de transformacao sao encarregadas de realizar as compensagoes de-
correntes da mudanca do sistema coordenado, tanto na malha computacional quanto nas
equagoes diferenciais do modelo [5]. A questao essencial consiste em determinar os pontos
(x;,y;) das interseccoes de todas as linhas £ e 7, permitindo a geracdo da malha. Em posse
desses dados, é possivel obter as relagoes matematicas da transformagao numericamente.
Assim, a Subsecao 2.4.2 apresenta o desenvolvimento matematico para a definicdo das

métricas de transformacao.
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2.4.2 Métricas de Transformacao

A transformacao de uma geometria nao trivial descrita no sistema de coordenadas
cartesianas para o sistema de coordenadas generalizadas envolve encontrar métricas, ou
relacbes matematicas, que possam representar os dados transformados de forma fiel ao
plano original. Dessa maneira, para a obtencao do sistema (&, 7), utilizam-se equagoes

geradoras do tipo [5]

§=¢&(x,y); (2.13)
n=n(z,y). (2.14)

As métricas de transformagao, a partir de diferenciais das Equagoes (2.13) e (2.14), sao

dé = Epdx + &, dy; (2.15)
dn = n.dx + n,dy; (2.16)

FIRCEIC
dn N My dy |’

que pode também ser escrita como

ou, na forma matricial,

d' = Ad’; (2.18)
em que d' e df representam, respectivamente, as diferenciais no dominio transformado e
fisico, enquanto A é a matriz de transformagao entre os dominios.

Partindo do pressuposto de que é possivel encontrar uma representagdo no sis-
tema de coordenadas cartesianas para um modelo descrito em coordenadas generalizadas,

admite-se a existéncia da inversa das Equagoes (2.13) e (2.14), logo [5]

x = z(§,n); (2.19)
y =y n); (2.20)

onde se pode igualmente afirmar, a partir de diferenciais das Equagoes (2.19) e (2.20),

que

dx = xed€ + xpdn; (2.21)
dy = yedS + yydn; (2.22)

)=o) ()
dy Ye Yn dn

ou, na forma matricial,
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que pode também ser escrita como
d’ = Bd"; (2.24)

sendo B a matriz de transformacao entre os dominios fisico e transformado.

Substituindo a Equacdo (2.18) em (2.24), obtém-se d/ = BAd’, de modo que
BA = I ou equivalentemente A = B~!. Dessa forma, a matriz A torna-se
Yn —n
( S &y ) — | YeYn— Tn¥Ye Teln — TnYe | (2.25)

— T
Ne Ny Ye 3
LeYn — TnYe  TelYn — Tnle

A partir da igualdade matricial dada na Equagao (2.25), encontra-se

gx:Jyn; nx:_Jyf;

(2.26)
§y = —Jay; Ny = Jxg;

onde J = (x¢y, — x,y¢) " é denominado de Jacobiano da transformagao [5, 10]. Logo, as

métricas da funcao inversa, obtidas das relagoes dadas na Equagao (2.26), sao

1 1
Te = =Ty Ye = — =3
Y T (2.27)
Ty = _jfy; Yn = jf:c

Pode-se ainda interpretar graficamente os resultados observando a Figura 5, na

qual se verifica, da Equacdo (2.23), que dz = z¢d€ + x,dn e dy = yed& + y,dn, assim

a=1z¢AE (ao longo de AB dn =~ An = 0);
b=y:AL  (ao longo de AB dn ~ An = 0);
¢ =z,An (ao longo de BC d¢ =~ A¢ = 0);
d = y,An (ao longo de BC d¢ =~ A¢ = 0).

Dessa maneira,

dLg =\/xf + y2AE; (2.28)
dLy =\/x] + yp An; (2.29)

que vetorialmente podem ser escritas como

— — —
Qs = meAET +yeAE T (2.30)
— — —
dL, = z,An i +y,Anj . (2.31)
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Figura 5 — Representagao grafica de um sistema qualquer de coordenadas generalizadas.
(Fonte: 5)

— - — <=
pelos vetores dL¢ e dL, é calculada por S = |dL¢ X dLn‘ = (zeyy — xyye) AEAD, ou ainda

S = JLAEAD, ou

A partir das relagoes dadas nas Equagoes (2.30) e (2.31), tem-se que a area formada

1
S =—; 2.32
J7 ( )

pois A¢ = Anp = 1. Desse modo, tem-se que a area de um elemento no plano fisico é o

inverso do Jacobiano da transformagao e, da Equagao (2.32), obtém-se que a razao entre

as areas dos planos fisico e transformado é —.

J

O resultado encontrado na Equagao (2.32) possui uma implicac¢ao direta e impor-
tante no estudo da transformacao do sistema de coordenadas: para a garantia de que o
método numérico aplicado represente com precisao a solu¢ao numérica, é necessario que

J seja nao nulo, caso contrario a representacao do plano fisico ndo sera possivel [5, 8].

Apresentadas as métricas de transformacao, a Subsecao 2.4.3 demonstra a teoria
necessaria para a geracao de malhas bidimensionais, imprescindivel para o desenvolvi-

mento do algoritmo proposto neste trabalho.

2.4.3 Geracgao de Malhas Bidimensionais

De acordo com a literatura, existem diferentes metodologias para a geracao de
malhas computacionais [5], tais como: elipticas, hiperbdlicas, parabdlicas, geométricas e
algébricas. Neste trabalho, opta-se pela utilizacao de equagoes elipticas lineares como mé-
todo de geracao de malhas bidimensionais, uma vez que as solucoes nao geram Jacobiano
nulo, e ainda duas linhas coordenadas £ ou n nunca se interceptam [5]. Além disso, a

simplicidade dessas equagoes foi um outro fator que motivou a escolha realizada.

Antes de enunciar as equagoes governantes para a geracao de malhas bidimensio-
nais, ¢ importante ilustrar um exemplo de geragao de malha em um dominio qualquer, o

qual ¢ ilustrado na Figura 6.
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(a) Pontos pré-definidos de fronteira (b) Malha computacional
FQ F2
5
rs " Ty
Iy I'y M3
| 5 & & & & o

2 Iy

714
& & & &

Figura 6 — Exemplo de gera¢ao de malha em um dominio qualquer. (Fonte: 5)

Assim, com base na Figura 6, escolhem-se as equacoes de Poisson como equagoes

governantes para a geracao de malhas bidimensionais em um dominio, ou seja,

V2E = P(&,); (2.33)
V2 = Q(&,n); (2.34)

cujas condigoes de fronteira do tipo Dirichlet sdo expressadas por £ = £ em I'; (fronteira
esquerda), £ = &1 em I's (fronteira direita); n = n; em I'y (fronteira inferior) e n = ny 11
em Iy (fronteira superior). Particularmente, na Figura 6, utilizam-se M = 9 e N = 4,

onde M é o nimero de particdes na direcao &, e N, o niimero de parti¢oes na direcao 7.

Nas Equagoes (2.33) e (2.34), P e () sao os termos fontes, os quais podem deter-
minar a concentragio de pontos de malha conforme a necessidade [5, 11]. Essas fungoes

sao escolhidas como [5, 11]

P(&m) = =Y asign(§ — &)e™ 74! = 3 bisign(§ — &)e @V EETHOmIT 0 (2.35)
=1

j=1
nj g

Q&,n) = — > ajsign(n — n;)e” MMl — 3" bisign(n — n;)e” %V EETHmmIE (2 36)
j=1 i=1

onde n; e mj, presentes nos somatorios, sao os nimeros totais de linhas nas direcoes £
e n, respectivamente. Os termos a;, b;, ¢; e d; sao nimeros reais ajustados por meio de

experimentagdo numérica, com a finalidade de atrair linhas £ e n em diregdo a §; e n; [11].

Solucionando as Equagoes (2.33) e (2.34), em relacao a (x,y), e utilizando as
métricas de transformacdo do sistema (&£, 7), dadas em (2.26) e (2.27), pode-se gerar as
linhas coordenadas nas direcoes & e n, no interior da malha computacional da Figura 6b,

como de qualquer outra geometria, por

1

ATge + YTy — 2Bwey + ﬁ(Pilfé + Qz,) = 0; (2.37)
1

Yee + VY — 2BYen + —5 (Pye + Quy) = 0; (2.38)

J2
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onde o« = w,27 + y?], B = xeTy +Yeyp ey = x? + yg, com T¢, T, Ye € Y, denotando derivadas

parciais.

A solucao numérica das equagoes elipticas lineares, (2.37) e (2.38), as quais con-
sistem em um conjunto de equagoes de geragao de malhas para as coordenadas fisicas
no plano transformado, sujeitas a condi¢Oes iniciais e de contorno, fornece as linhas £ e
7, que superpostas, geram a malha computacional, como pode ser verificado no exemplo
ilustrado na Figura 6b. O leitor interessado nos pormenores de como se obter essas equa-
¢oes, partindo de manipulagoes matematicas das equagoes governantes para a geragao de

malhas bidimensionais, pode consultar as referéncias [5, 11, 25].

Verifica-se ainda que as Equagoes (2.37) e (2.38) podem ser escritas segundo uma

coordenada genérica ¢ [5, 11, 25], como

Qdge +76m — 20y + 35 (Pbe+ Qn) =0, (2.39)

Para aproximar as derivadas presentes na Equagao (2.39), considerando que os nés da ma-
lha computacional sejam rotulados pelos pontos cardeais P (centro), F (leste), W (oeste),
N (norte), S (sul), NW (noroeste), SW (sudoeste), SE (sudeste) e NE (nordeste), de

acordo com a Figura 7, utiliza-se o método de diferencas finitas, explicado na Secao 2.3.1.

—NW N NE —
— W P E —
— SW S SE —

Figura 7 — Rotulagem de indices em malhas computacionais

Dessa maneira, o método de diferencas finitas aproxima os termos das derivadas

por diferengas centrais para o ponto P, resultando, da Equagao (2.39), em

N <¢|E —2¢|p + ¢\W> by <¢|N —2¢|p + (b‘S) 93 <¢’NE — O|lnw + Olsw — ¢|SE>

AEL? An? AN/
1 e — olw Plv —dls\
ME (P N TN ) =0 (240)
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ou ainda,

~ Qo= 20l + (ot 505 ) ol + (0= 5 ) ol + (v+ 555 ol

Q > s g 5 s
— ) gls— 2 - -2 Eolse = 0. 2.41
+< 572 }ls 2¢\NE+ 2¢’NW 2¢\sw+ 2¢’SE (2.41)

Portanto, a solugdo numérica das equagoes governantes para a geracao de ma-
lhas bidimensionais, Equagoes (2.37) e (2.38), escrita segundo a coordenada genérica ¢,

Equagao (2.41), é dada por

1
olp = ATP(A|E¢|E + Alwdlw + Alno|n + Alsdls + Alned|ne + Alsed|ss
+A[Nwolvw + Alswolsw); (2.42)
em que
A\p:2a+2fy' A\N:fy_;_g. A|SE:§‘
’ 2J2 2’
P Q 8
A‘EZO‘JFTJQQ A|s=7—272; A|NW:§§
. g. B
Alw =a - 272’ Alne = 5 Alsw = g

com as derivadas presentes em J aproximadas por diferencas centrais.

Levando em consideracao a Equagio (2.42), a Se¢ao 2.5 apresenta o método itera-
tivo de Gauss-Seidel para a resolucao de sistemas lineares, imprescindivel para o desen-

volvimento computacional da equagao governante.

2.5 Resolucao de Sistemas Lineares

Esta secao foi escrita fortemente baseada em [19, 26]. Considere um sistema linear

com m equagodes e n variaveis, representado como

anxrr + aipry + ... 4+ apr, = by
a21r1 + Q2 + ... + QpTn, = bg;
(2.43)
W11+ QT2+ o Aa®n = by
em que a;; sao coeficientes, x; sao varidveis, e b; sao constantes, sendo ¢ = 1,...,m e
7=1...,n.
Uma outra forma de denotar o Sistema de Equacoes (2.43) utiliza a nota¢ao ma-
tricial
a1 a2 ... Qi T by
G21 A22 ... Q2 o) by

Av=b& | | o . o= (2.44)
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onde A é a matriz dos coeficientes, x é o vetor de variaveis, e b é o vetor constante.

Assim, a resolugao de um sistema linear consiste em calcular o vetor de varidveis
x que satisfaz as m equagoes do Sistema (2.44) simultaneamente. Os métodos numéricos

de resolucao podem ser divididos em dois grupos:

« 0s métodos diretos fornecem a solucao exata do sistema linear, caso exista, apos um

numero finito de operagoes;

« os métodos iterativos produzem, a partir de uma aproximacao inicial z(®), uma
sequéncia de vetores {x(k)} que converge para uma solugao aproximada do sistema

linear, caso exista.

Uma vez que o desenvolvimento computacional da solucao numérica da equacgao gover-
nante para a geragao de malhas em coordenadas generalizadas, Equagao (2.42), aplica o
método iterativo de Gauss-Seidel, a Subsecao 2.5.1 apresenta uma introducao aos métodos

iterativos e o funcionamento do método utilizado.

2.5.1 Método de Gauss-Seidel

Para a explicacao dos métodos iterativos de resolucao de sistemas lineares, con-
sidere um sistema linear como representado na Equagdo (2.44), em que o nimero de
equagoes ¢ equivalente ao numero de variaveis, isto é, m = n. Isolando o vetor de va-
riaveis x através da separacao pela diagonal principal da matriz dos coeficientes A, esse

sistema pode ser convertido em um sistema da forma

1 0 _ a2 __ai3 __ain x b1

ail ail ail ail
as1 a a b

L2 o azz 0 o azg R aiZ T2 a222

r=Cr+ge| | | = ) . : ) o U I I

a a a b

In __Qni __Gn2 __ Gn3 L. 0 xn n

Ann Ann Ann Ann

onde C' é a matriz n X n, e g, o vetor n X 1 definidos na Equagao (2.45).

Utilizando a Equacdo (2.45), a partir de uma aproximacao inicial z(?), obtém-se
consecutivamente os vetores (), ®), ..., de modo que a aproximacio z*t1) é calculada
por

25D = ) 4 g (2.46)

sendo k = 0,1,.... A relacdo recursiva presente na Equacao (2.46) pode ser expressa por
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um sistema linear

xgkﬂ) = C%H (b1 — a12$§k) - alzl’ék) T alnxf(zk)) )

xék—ﬂ) = é (b2 — azl«fgk) - a23x:(ak) - a2n$g€) )

xékﬂ) = % (b3 - a31$§k) - asﬂék) - CL34$z(1k) - a3”x$lk)) ; (2:47)
.I'gﬁ_l) = ﬁ (bn - anlxgk) - aangk) - an,nflezk_%) :

O Sistema de Equagoes (2.47) é conhecido como método iterativo de Gauss-Jacobi.

Similarmente ao método de Gauss-Jacobi, no método iterativo de Gauss-Seidel, a

aproximacio z*+Y dada uma aproximacao inicial (), é calculada por

ngﬂ) = %11 (b1 — amwék) - a13xz(%k) - alnxq(zk)) )

:Egk-H) = é (bg - amxgkﬂ) - a23x:(3k) - G%xgbk)) ,

2D L (b3 B I agnl‘%k)) : (2.48)
Tt = E%:(bn-—-anur¥+l)—-an%tgﬁd)“""‘anmflngf))'

Assim, com o objetivo de aprimorar a convergéncia do método numérico, esse processo

iterativo calcula o valor de :cng) (k+1) (k+1)

utilizando todos os valores de @y "7, ... ;7] previa-
k
mente calculados e os valores de xg +)1, ..., z!® restantes.

Em ambos os métodos iterativos, se a sequéncia de aproximacoes {x(k)} é tal que
lim 2
k—o0
(2.44). Em termos computacionais, a atribuicio do vetor ) como T ocorre no momento

= T, entao T é uma solucado aproximada do sistema linear descrito na Equagao

em que o vetor 2®) estiver suficientemente préximo do vetor %=1 Em outras palavras,
por meio da distancia d*®) entre os dois vetores, dada por

d® = max [z — Y] (2.49)

1<j<n 1Y J

e de uma precisio €, encontra-se a solucio aproximada Z como sendo z¥) se d®) < ¢,
e interrompe-se o processo iterativo. Além disso, outro critério de parada comumente

empregado consiste em um ntimero maximo de iteragoes 7.

Utilizando os critérios de parada baseados em um ntimero maximo de iteragoes
IT e na distancia d® entre os vetores z®) ¢ =1 Equacio (2.49), os Algoritmos 1 e 2
implementam, respectivamente, os métodos iterativos de Gauss-Jacobi e de Gauss-Seidel,

representados nos Sistemas de Equagoes (2.47) e (2.48).
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Algoritmo 1: Método iterativo de Gauss-Jacobi
Entrada: Matriz dos coeficientes A, vetor de constantes b, aproximacao inicial

29 precisao € e nimero maximo de iteracoes IT.

Saida: Vetor de variaveis z.

1 inicio
2 para k < 0 até [T facga
3 para j < 1 até n faga
1 n
k41 k
4 x§+)<—— bj—Zajimg);
@jj i=1
i#]
5 fim
6 se max ‘x(kﬂ) — :c(-k)‘ < € entao
1<j<n 17 I
7 ‘ pare
8 fim
9 fim
10 fim

Algoritmo 2: Método iterativo de Gauss-Seidel
Entrada: Matriz dos coeficientes A, vetor de constantes b, aproximacao inicial

) precisao € e ntimero maximo de iteracoes 7.
Saida: Vetor de variaveis x.

1 inicio

2 para k < 0 até IT faca
3 para j < 1 até n faca
(k+1) 1 = "
4 T = by = Y agalV = 3 aga?|;
i i=1 i=j+1

5 fim

6 se 121%}% ‘wy%l) - :zfgk)’ < € entao

7 ‘ pare

8 fim

9 fim
10 fim

Portanto, a aplicacdo do método de Gauss-Seidel para a resolugdo numeérica da
equacao governante para a geracao de malhas em coordenadas generalizadas significa

resolver iterativamente a Equagdo (2.42), verificando a convergéncia da solucao, através
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de uma expressao andloga a Equagdo (2.49) que calcula a distdncia entre as solugoes da

iteragao atual e anterior.

Esclarecidos os conceitos mais importantes associados ao processo de geracao de
malhas em coordenadas generalizadas, a Secao 2.6 define o problema do ajuste de curvas,
salientando o método de minimos quadrados. Esse método é aplicado em uma das etapas

do processo de andlise de qualidade de malhas.

2.6 Ajuste de Curvas

Assim como a Secao 2.5, esta secdo também foi escrita fortemente baseada em
[19, 26]. Visto que uma das premissas dos métodos de interpolacao consiste no fato de
que os noés da interpolacao devem pertencer a funcao interpoladora, como mencionado na

Secao 2.1, existem casos em que esses métodos nao sao aconselhaveis, como, por exemplo:

e quando é preciso calcular um valor aproximado da fungao em algum ponto fora do

intervalo de tabelamento;

e quando os valores tabelados sao resultados de algum experimento ou de alguma

pesquisa, podendo conter erros inerentes ao estudo.

Dessa forma, surge a necessidade de ajustar uma fungdo que seja uma aproximacao sa-
tisfatoria para os pontos conhecidos, permitindo extrapolar alguns pontos dentro de uma

margem de seguranca.

Considere uma tabela de pontos conhecidos (z;, f(x;)), com z; € [a,b] e i =
1,...,m. O problema do ajuste de curvas aos pontos conhecidos constitui-se em, escolhidas
funcoes g;(x) continuas em [a,b], j = 1,...,n, obter os coeficientes ¢; tais que a fungao
¢(x), dada por

p(x) = c1g1(x) + c202(7) + - -+ + Cugn(@); (2.50)

se aproxime ao méaximo de f(x). Nesse caso, a fun¢ao ¢(x) é um modelo matemético
linear, uma vez que os coeficientes c; sao lineares. Entretanto, ¢ importante salientar que

as funcoes ¢;(z) podem ser nao lineares com respeito a .

Uma importante questao associada ao problema do ajuste de curvas no caso dis-
creto refere-se a escolha das funcoes g;(x). Essa escolha pode ser realizada com base
em fundamentos tedricos do experimento que forneceu a tabela de pontos conhecidos ou
na plotagem gréafica desses pontos. Por meio desse grafico, conhecido como diagrama de

dispersao, é possivel visualizar a curva com melhor ajuste aos dados.

Escolhidas as fungoes g;(z), para o célculo dos coeficientes c;, é preciso definir o

conceito de proximidade entre as fungoes ¢(z) e f(z). Esse conceito pode ser estabelecido
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pelo desvio dj, expressado por

dy, = f(wr) = p(r); (2.51)

em que k= 1,...,m. Assim, o desvio dj necessita ser minimizado para todo k, e uma das
maneiras de impor que os desvios sejam minimos e consequentemente obter os coeficientes

¢; pode ser dada pelo método de minimos quadrados, descrito na Subsecao 2.6.1.

2.6.1 Meétodo de Minimos Quadrados

O método de minimos quadrados consiste em escolher os coeficientes ¢; de forma
que a soma dos quadrados dos desvios seja minima. Dessa maneira, os coeficientes ¢; que
aproximam, ao maximo, ¢(z) de f(x) sdo aqueles que minimizam a fungao F(cy, co, ...,

¢n), representada por

F(Cl, Co, ... ,Cn> = Z di = Z(f(l‘k) — gO(%k))Q (252)
k=1 k=1
Utilizando conceitos de Calculo Diferencial, a obten¢ao de um ponto minimo de
F(ci,ca,...,¢,) pode ser realizada pelo célculo dos pontos criticos, isto é, os coeficientes
c; tals que

OF

e = 0; (2.53)
Cj (€1,€24e-5Cn)

onde j=1,...,n.

Calculando as derivadas parciais da funcao I’ em relagao a cada coeficiente c; e

impondo a condicao presente na Equagao (2.53), encontra-se a expressao descrita por

Do) = egiae) — - - - = cugnlan)] - [g5(zx)] = 05 (2.54)
k=1
a qual, reescrita por um sistema linear e realizadas algumas manipulagoes matematicas,
¢ dada por
2 awn@)| o+ + | £ gin@) e = 8 @)
2 i@l et | £ galwm)] e = 2 flagla
=1 k= k=1 (2.55)
z gl(l‘k)gn(xk)} et t L; gn(l”k)gn(xk)} en = 2 f(@n)gn(ze);

possuindo n equagoes e n variaveis.

Sabendo que o produto escalar entre dois vetores U e ¥ de dimensdo m é calculado
por

@, =3 wn (2.56)



48

e denotando o Sistema de Equagoes (2.55) na forma matricial Ac = b, tem-se que

A = (ay) = <§ia§j>;

= (¢); (2.57)
emquei=1,....,nej=1,....,n. Na Equacio (2.57), f = (f(z1), f(z2),..., f(zm)),
g; = (gi(71), gi(72), ..., gi(xm)), e, de modo andlogo, define-se o vetor g;. Portanto, a

solucao do sistema linear Ac = b utilizando a Equagao (2.57) fornece os coeficientes c¢;
tais que a fungao F(eq,ca, ..., ¢,) atinge seu valor minimo, obtendo consequentemente a

fungao () representada na Equacao (2.50).

No entanto, as fungoes escolhidas g;(x) podem ser nao lineares nos pardmetros,
como é o caso da fungdo ¢(x) utilizada no decorrer do processo de andlise de qualidade

dos elementos das malhas. Essa funcao é expressada por
p(x) = cre””; (2.58)

sendo denominada como regressao nao linear exponencial.

Para utilizar o método de minimos quadrados considerando a Equagao (2.58), é
necessario efetuar uma linearizacdo do problema, a qual pode ser realizada aplicando o

logaritmo natural sobre os termos presentes na equacao, ou seja,
In(p(z)) = In(c 7). (2.59)
Aplicando propriedades de logaritmos, a Equacao (2.59) pode ser reescrita como
In(p(z)) = In(c1) + co. (2.60)
Finalmente, a Equagao (2.60) pode ser dada como

((z) =~ + Ba; (2.61)

em que ((z) = In(p(z)), v = In(c1) e f = co. Assim, a Equacao (2.61) constitui um
problema linear nos parametros v e 5.

Além da linearizacao do problema, é preciso efetuar a linearizacao dos dados. Dado
um conjunto de pontos conhecidos (x;, f(z;)), onde i = 1,...,n, a lineariza¢ao dos dados

aplica o logaritmo natural sobre cada valor de f(x;), isto é, obtém-se z(z;) = In(f(x;))

para todo 1.

Sobre o problema e os dados linearizados, é possivel aplicar a resolu¢ao pelo método

de minimos quadrados. Para tal, representa-se a Equagao (2.61) por

((z) = vg1(x) + Bga(z); (2.62)
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em que g1 (z) = 1 e go(z) = x. Dessa maneira, para calcular os coeficientes 7y e 5 da fungao

((x), é necessario resolver o sistema linear dado por

[ (91,91) (91,72) ] . {7 ] = [ @’? ] ) (2.63)

(92, 91) (92, F2) 8 (92,%)
ondeg, =(1...1),G,=(x1...2,) e Z = (2(x1) ... 2(x,)) s@o vetores de n elementos.

Portanto, a partir dos coeficientes 7 e 5 da fungao ((x) calculados, os coeficientes

¢1 e ¢ da funcdo () podem ser encontrados, de acordo com

o =€ (2.64)
& = B (2.65)

e, assim, a func¢do de regressao nao linear exponencial, Equagao (2.58), é definida.

Além do método de minimos quadrados, o processo de analise de qualidade de
malhas computacionais aplica o algoritmo de clusterizacao k-means para a classificacao
dos elementos. O conceito de clusterizacao e o método utilizado sao apresentados na Sec¢ao

2.7.

2.7 Algoritmo de Clusterizacao k-means

Clusterizacao é o nome dado ao processo de particionar ou agrupar um determi-
nado conjunto de pontos em clusters disjuntos [27, 28|. Pontos pertencentes a um mesmo
cluster sao semelhantes entre si, e pontos pertencentes a dois clusters distintos sao di-
ferentes. Esse processo tem sido amplamente estudado em uma variedade de aplicagoes,

tais como redes neurais, inteligéncia artificial e estatistica [27, 28].

Dentre os algoritmos propostos na literatura, o método k-means mostrou ser eficaz
em produzir resultados satisfatorios de clusterizaciao para diferentes problemas cientificos
e industriais, destacando-se pela velocidade e pela simplicidade [27, 29]. Esse algoritmo
busca minimizar a distancia quadratica média entre os pontos pertencentes a um mesmo
cluster [29]. Assim, dado um inteiro k£ e um conjunto de dados X com n pontos, o objetivo
constitui-se em escolher k£ centros C, de modo a minimizar a distancia quadratica total

¢, expressada por
o= minfla | (2.66)

rzeX
entre cada ponto e seu centro mais préximo. A partir dos centros C, pode-se definir a
clusterizagao como o agrupamento dos pontos, de acordo com o centro em que cada ponto

é atribuido.

A Figura 8 ilustra um exemplo de clusterizagao aplicando o método k-means, dado

um conjunto de pontos (x,y) e um inteiro k& = 3. Esse procedimento resulta, entao, no
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particionamento do conjunto de pontos em trés clusters, ilustrados na Figura 8 por cores
distintas. Ainda, o centro de cada cluster é representado por um tridngulo nas respectivas

cores.

2.5- . e
20- sesee A . .
1.5- 0 Cluster
. 5 000 . ol 1
> . ‘:.:.:--- °2
. .o ®3
1.0- ¢« o o e
0.5- .
0.0- ;
2 4 6

Figura 8 — Exemplo de clusterizacao por k-means

A resolucgao exata do problema de clusterizagao é considerada NP-dificil, mas Lloyd
prop6s uma heuristica de busca local para esse problema [29]. Esse algoritmo inicializa
k centros arbitrarios, geralmente escolhidos de maneira aleatoria e uniforme a partir dos
pontos. Cada ponto é, entdo, atribuido ao centro mais préximo, e cada centro é recom-
putado como o centro de massa de todos os pontos atribuidos a ele. Esses dois tltimos

passos sao repetidos até o processo estabilizar.

De modo formal, a técnica de clusterizagao k-means pode ser ilustrada pelo Algo-

ritmo 3.
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Algoritmo 3: Clusterizacao por k-means
Entrada: Inteiro £ e conjunto de dados X com n pontos.

Saida: k centros C' e clusters G.

1 inicio
2 Passo 1: Escolha arbitrariamente k centros iniciais C' = {¢y, co, ...,k };
3 repita
4 para ¢ < 1 até k faga
5 Passo 2: Atribua ao cluster G; o conjunto de pontos em X mais proxi-
mos ao centro ¢;;
6 fim
7 para i + 1 até k faca
8 Passo 3: Atribua ao centro ¢; o centro de massa de todos os pontos
pertencentes ao cluster G;
9 fim
10 até C' nao se alterar;
11 fim

No Passo 2 do Algoritmo 3, empates podem ser quebrados arbitrariamente. A
ideia dos Passos 2 e 3 consiste na garantia de minimizacao da distancia quadratica total
¢, realizando melhorias locais sobre uma clusterizacao arbitraria até a estabilizagdo do

Processo.

Esclarecidos os conceitos mais importantes associados ao processo de andlise de
qualidade de malhas computacionais, a Sec¢ao 2.8 é dedicada a uma revisao bibliografica

de trabalhos correlatos, levando em consideracao as metodologias empregadas.

2.8 Trabalhos Correlatos

Nesta se¢do, um levantamento de material bibliografico foi efetuado em bibliote-
cas digitais como Google Académico!, ScienceDirect? e Springer®, utilizando palavras-
chave relevantes e associadas a qualidade de malhas computacionais. Para cada referéncia
levantada, apresentam-se os procedimentos metodolégicos aplicados para a solucao do

problema.

Tamura [30] produz malhas bidimensionais no sistema de coordenadas generaliza-

das, aplicando o método spline ctibico parametrizado e a adimensionalizacao das equacgoes.

<https://scholar.google.com.br/>
<http://www.sciencedirect.com/>
<http://www.springer.com/br/>

2
3


https://scholar.google.com.br/
http://www.sciencedirect.com/
http://www.springer.com/br/
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Além disso, a dissertacdo deduz duas métricas de qualidade, nomeadas como comprimento
de forma e diferenca de area, com base em métricas fundamentais. A partir desses crité-
rios de avaliacdo, diferentes simulagoes sdo executadas, envolvendo malhas computacio-
nais com geometrias variadas. Os resultados mostraram que as métricas de qualidade e o

modelo desenvolvido apontaram os elementos de menor qualidade.

Borouchaki e Frey [17] propdem um esquema para a conversao automética de
malhas com elementos triangulares para malhas com elementos quadrilateros. A ideia
principal dessa conversao consiste em emparelhar tridngulos para formar quadrilateros,
controlando a qualidade. O controle é realizado por meio da medida das qualidades dos
angulos internos dos elementos. De acordo com os autores, essa métrica é suficiente para
identificar um quadrilatero com alta razao de aspecto, quando acoplada a um controle do
comprimento da aresta. Os experimentos, em particular um problema de dindmica dos

fluidos computacional, demonstraram a eficiéncia do método aplicado.

Johnen, Ernst e Geuzaine [18] elaboram um algoritmo para a geracgao indireta de
malhas quadrangulares, com base em técnicas de tomada de decisao para a busca por
recombinacoes 6timas entre triangulos. O funcionamento desse algoritmo constitui-se em,
a partir de uma malha triangular, desenvolver uma malha com elementos quadrilateros
com a melhor qualidade de forma, através de recombinagoes. No artigo, a qualidade de
forma também é baseada na métrica referente aos angulos internos dos elementos, discu-
tida em [17]. Por meio dos resultados obtidos de experimentos, os autores concluiram que
o algoritmo é uma etapa inicial a resolucao do problema tridimensional de recombinar

tetraedros em hexaedros.

Koko [31] desenvolve um c6digo na linguagem MATLAB para a gera¢ao de malhas
triangulares nao estruturadas em duas dimensoes. O método tem como base o gerador de
malhas distmesh, também implementado em MATLAB [32]. Uma vez que o artigo traba-
lha com malhas triangulares para aplicacoes de elementos finitos, a medida da qualidade
da malha computacional consiste na razao entre o raio da maior circunferéncia inscrita e
o raio da menor circunferéncia circunscrita do elemento. Os experimentos numéricos mos-
traram que diferentes malhas, com dimensoes variadas, podem ser geradas com o codigo

desenvolvido.

Shewchuk [16] explica as conexdes matematicas entre a geometria de malhas, erros
de interpolagao, erros de discretizacao e o condicionamento da matriz de rigidez. Essas
relagoes sao expressadas por limites de erros e medidas de qualidade dos elementos que
determinam a aptidao de um triangulo ou tetraedro para a interpolacao ou para o alcance
de ntimeros baixos de condi¢dao. Segundo o estudo, as métricas de qualidade apresen-
tadas sao indicadores precisos de aptidao dos elementos. Ainda, verifica-se que existem
circunstancias em que os problemas sao melhores solucionados por elementos com razoes

de aspecto ou orientagoes diferentes, em comparagao a tridngulos equilateros.
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Machado [33] estuda conceitos de Geometria Computacional voltados ao problema
de geragao de malhas Delaunay e implementa um método inovador para a geracao de
malhas. Além disso, o autor aborda algoritmos de refinamento e o processo de melhoria
de qualidade de malhas computacionais. Com o proposito de analisar os algoritmos de
refinamento de Delaunay, a dissertagao aplica uma medida de qualidade descrita em [16].
Essa métrica refere-se a razao circunraio-menor aresta de um triangulo, ou seja, a razao
entre o raio da circunsfera de um triangulo e o tamanho da menor aresta do triangulo.
Assim, simulacoes numéricas sao efetuadas utilizando malhas triangulares, nas quais os

métodos para a geracao das malhas Delaunay obtiveram resultados satisfatorios.

Nguyen et al. [34] foca na triangulagao de Delaunay uniforme de regides planas e
no modo para a selecdo das posigoes dos vértices da triangulacao. O artigo discute um
método, baseado no conceito de tesselacao de Voronoi centroidal, para efetuar as trian-
gulagoes e desenvolve dois algoritmos para a geragao de malhas computacionais. Ainda,
definem-se diferentes medidas quantitativas da qualidade de malhas uniformes. Final-
mente, geram-se triangulacoes sobre regioes planas, e conclui-se que malhas uniformes de

alta qualidade foram produzidas.

Identificados os principais trabalhos relacionados ao processo de analise de quali-
dade de malhas, o Capitulo 3 explica os procedimentos metodoldgicos aplicados nas etapas
de aquisicao de pontos de fronteira, geragao de malhas bidimensionais em coordenadas

generalizadas e analise de qualidade das malhas produzidas.
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3 MATERIAIS E METODOS

Neste capitulo, apresentam-se os procedimentos metodologicos aplicados nos pro-
cessos de aquisicao de pontos de fronteira, geracao de malhas em coordenadas genera-
lizadas e analise de qualidade das malhas produzidas. Expondo uma visao geral desses
procedimentos, na Se¢ao 3.1, explicam-se os métodos para a aquisicao de pontos necessa-
rios para a construcao das fronteiras da geometria em estudo; na Secao 3.2, descreve-se
o algoritmo desenvolvido para a geracao de malhas com um bloco e multi-blocos no sis-
tema de coordenadas generalizadas; finalmente, na Secao 3.3, definem-se as métricas de
qualidade utilizadas e demonstram-se os algoritmos desenvolvidos para o calculo dessas
métricas e para a identificagdo dos elementos de menor qualidade em malhas computaci-

onais.

3.1 Aquisicao de Pontos de Fronteira

Para a definicao e criagdo de uma geometria mapeada em coordenadas generali-
zadas, parte-se de um conjunto de pontos que descrevem o bordo, ou seja, o contorno
fisico. Nos experimentos apresentados no Capitulo 4, esse conjunto de pontos é obtido de

diferentes formas, as quais variam conforme o experimento efetuado.

Apesar de ser mencionado na descricdo de cada experimento, esta secdo reune
todos os processos de aquisicdo de pontos de fronteira realizados. Assim, os seguintes

processos de aquisicao sao elencados:

o manual: definicio dos pontos de fronteira manualmente, por meio da visualizacao

grafica da localizacao dos pontos estipulados;

» baseado em trabalhos cientificos: extracdo e adaptacao de pontos de fronteira em

trabalhos correlatos de geragao de malhas e anélise de qualidade [30, 35];

« automatizado: desenvolvimento de um cédigo computacional para a aquisicao dos
pontos de fronteira, utilizando conceitos de geometria, tais como as equagoes da reta

e da circunferéncia;

« via Google: obtencao de pontos de fronteira a partir de imagens de satélite fornecidas
pelo aplicativo Google Farth e imagens de um determinado objeto ou geometria

encontradas no Google [36, 37].

Vale salientar que, nos casos em que havia imagens da geometria sobre a qual o

estudo da andlise de qualidade seria efetuado, a ferramenta WebPlotDigitizer é empregada
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[38]. Essa ferramenta permite, entre outras utilidades, extrair dados numéricos com base
em plotagens graficas, imagens e mapas, possibilitando entao a aquisicao dos pontos de

fronteira da geometria sendo investigada.

Tendo em vista a equagao governante para a geracao de malhas em coordena-
das generalizadas, descrita na Subsecao 2.4.3, a Secao 3.2 apresenta minuciosamente o

algoritmo que implementa a resolu¢do numérica da Equagao (2.42).

3.2 Gerador de Malhas em Coordenadas Generalizadas

Para a criagdo de um procedimento automatizado no mapeamento de uma geome-
tria descrita em coordenadas cartesianas segundo o sistema de coordenadas generalizadas,
opta-se por utilizar a linguagem de programacao Python [39]. A motivagao para tal de-
cisdao reside no fato de que Python é uma linguagem de propédsito geral, livre, aberta e
multiplataforma [39], o que permite a criagdo de extensdes da aplicagdo desenvolvida,

como, por exemplo, um médulo de interface grafica, também desenvolvido em Python.

Em relagao ao desempenho, faz-se necessario o uso de bibliotecas extras, especifi-
cas para aplicagoes em computacao numérica, para o alcance de resultados satisfatorios
no tempo de execucao. Por ser uma linguagem de script, ou seja, interpretada, o desem-
penho de uma aplicacao escrita em Python tende a ser inferior, quando comparado com
uma linguagem compilada, como é o caso de Fortran [40]. Nativamente, as ferramentas
disponiveis para a manipulagao matricial e algebra linear sao limitadas, ou, em outras
palavras, nao otimizadas para o tipo de aplicagdo que se deseja desenvolver. Todavia,
pelo fato de que uma das caracteristicas da linguagem adotada é ser modular, é possi-
vel contornar esse problema com o uso de rotinas e bibliotecas de terceiros, escritas em
linguagens compiladas, com o propoésito de otimizar operagoes mais complexas, como as

utilizadas para a transformacao de dominios [40].

Para o desenvolvimento do gerador de malhas bidimensionais, as seguintes biblio-

tecas foram empregadas:
o Numpy: biblioteca voltada para operagoes matriciais e algébricas de forma geral
[41, 42];
o Matplotlib: biblioteca utilizada para a plotagem de graficos e manipulagao de dados
em forma grafica [42, 43].
Os médulos adicionais empregados sao também livres para uso e desenvolvidos em comu-
nidade.

Na Subsecao 3.2.1, uma descricao mais detalhada do algoritmo desenvolvido é

apresentada.
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3.2.1 Descricao do Algoritmo Desenvolvido

Considerando uma cole¢ao de pontos discretos que definem o bordo, neste trabalho,
aplica-se o método spline linear parametrizado [5, 11, 19], descrito na Subsecao 2.1.1, para
interpolar os pontos e obter as fronteiras da geometria em estudo. A partir do momento
em que as curvas interpoladoras do bordo sao conhecidas, Equagoes (2.2) e (2.3), define-se
a quantidade de particoes desejadas para cada fronteira. Vale salientar que se opta por
manter um espagamento uniforme entre os pontos de cada fronteira, observando que, se
o nimero de particdes do plano transformado nao for divisivel pelo ntimero de particoes
do plano fisico, os novos pontos definidos sofrerao um leve deslocamento em comparacao

aos pontos pertencentes aos dados de entrada.

Em seguida, calculam-se os pontos internos da geometria aproximada com base nos
novos pontos de bordo definidos. Para tal, faz-se uso de uma abordagem de posicionamento
de pontos interiores considerando uma média ponderada dos componentes dos bordos,

representada por

Tij = pglrs (Io,j + ZA;jél) + p£2F4 (l’i’o + jAfﬁl), (31)

Vig =Py (Yo + 1A% )) + 1y (yio + FAY); (3.2)

em que A = xéag%a AT — Lim — Tio AV = yfygyw AV — Yim — Y0 4 _
n 1

1,....,.6ej = 1,...,n. Os valores de piils plals

, py''e e py?'t indicam os pesos so-
bre as fronteiras esquerda/direita em x, superior/inferior em z, esquerda/direita em y e

superior/inferior em g, respectivamente.

Atribuindo pesos percentuais, através das Equagoes (3.1) e (3.2), pode-se melhor
ajustar a distribuicdo dos pontos. Dessa maneira, a disposi¢ao dos pontos internos é in-
fluenciada em diferentes graus pelos bordos, conforme a configuracdo da geometria em
estudo, o que permite maior liberdade e alcance representativo. Finalmente, sobre o con-
junto de pares ordenados, aplica-se a resolugao numérica da equagao governante para a
geragao de malhas bidimensionais em coordenadas generalizadas, Equagao (2.42), utili-
zando o método de Gauss-Seidel [19, 26], abordado na Subsecao 2.5.1.

De maneira sintética, o Algoritmo 4 exibe um pseudocédigo do gerador de malhas

proposto e implementado.
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Algoritmo 4: Gerador de malhas bidimensionais em coordenadas generalizadas

Entrada: Numero de particoes dos planos fisico e transformado, pesos das fron-
teiras e pontos de contorno.

Saida: Coordenadas dos nés da malha computacional.

1 inicio
2 Leitura dos dados de entrada;
3 Interpolacao das fronteiras: determine as curvas interpoladoras das frontei-

ras utilizando o método spline linear parametrizado;

4 Calculo dos pontos internos: encontre os pontos internos por meio de uma

média ponderada das fronteiras interpoladas;

5 Resolugao da equacgao diferencial: resolva numericamente a equagao go-

vernante para a geragao de malhas em coordenadas generalizadas, aplicando

o método iterativo de Gauss-Seidel;

6 fim

O Algoritmo 4 consiste em um gerador de malhas bidimensionais desenvolvido para
geometrias constituidas por um bloco. Para geometrias bastante complexas, é conveniente

utilizar a técnica multi-blocos [11, 25], a qual é descrita e implementada na Subsecao 3.2.2.

3.2.2 Técnica Multi-blocos

Uma relevante parte das geometrias presentes no mundo real é constituida por
estruturas complexas que nao podem ser modeladas por um gerador simples de malhas
em coordenadas generalizadas, exigindo técnicas mais aprimoradas para o processo de
geracao. Para contornar esse problema e permitir a adaptabilidade do gerador a diferentes

geometrias, existe a técnica multi-blocos [11, 25].

Essa metodologia consiste em dividir a geometria estudada em partes e, sobre cada
uma das partes, aplicar a geragao das malhas em coordenadas generalizadas independen-
temente, o que possibilita captar melhor a complexidade da geometria em comparacao

com a estratégia empregada sobre um bloco.

O algoritmo de geracao de malhas envolvendo multi-blocos utiliza o mesmo gerador
de malhas definido no Algoritmo 4 e pode ser ilustrado, de maneira simplificada, pelo

Algoritmo 5.
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Algoritmo 5: Gerador de malhas bidimensionais em coordenadas generalizadas

envolvendo multi-blocos
Entrada: Blocos contendo niimero de partigoes dos planos fisico e transformado,

pesos das fronteiras e pontos de contorno.

Saida: Grafico e coordenadas dos nés de cada bloco da malha computacional.

1 inicio
2 para cada arquivo de entrada (bloco) faga
3 Geracao da malha: gere a malha computacional do bloco executando o

Algoritmo 4;

4 Plotagem da malha: plote a malha computacional do bloco utilizando os

resultados da geracao;

5 Escrita dos resultados;
6 fim
7 Exibicao do grafico: mostre as malhas computacionais geradas para todos os

blocos em um grafico;

8 fim

Sendo possivel realizar a geracao de malhas bidimensionais em coordenadas gene-
ralizadas, parte-se, nesse momento, para o proximo objetivo deste trabalho, o qual consiste
em analisar a qualidade das malhas geradas. As métricas de qualidade e os algoritmos

desenvolvidos sao explicados detalhadamente na Secao 3.3.

3.3 Analise de Qualidade de Malhas em Coordenadas Genera-

lizadas

Com a finalidade de analisar a qualidade dos elementos pertencentes as malhas
geradas em coordenadas generalizadas, trés caracteristicas foram levadas em consideracao.
Um elemento considerado de maior qualidade é um quadrilatero que mais se aproxima de
um quadrado [17, 18], ou seja, com todos os lados e dngulos iguais. Proveniente da area de
Computacao Grafica, a terceira caracteristica diz respeito ao coeficiente de compacidade
do elemento [44, 45, 46]. Mais detalhes acerca das métricas de qualidade utilizadas no

processo de analise sao apresentados na Subsecao 3.3.1.

3.3.1 Meétricas de Qualidade

Antes de definir as métricas de qualidade de maneira detalhada, é importante

ressaltar a padronizacao adotada para a localizacao das arestas e angulos de um elemento
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qualquer na malha computacional. A Figura 9 demonstra as nomenclaturas adotadas para
a definicdo das arestas, Figura 9a, e angulos, Figura 9b, do elemento, onde a numeragao

parte do né i, j, contornando o elemento em sentido horario.

(a) Arestas (b) Angulos
ij+1 it 1,41 i+ 1 it1,j+1

dz | N

a2 Q3
d1 d3

a1 Q4

d4 a (]

i, i+1,5 ] i+1j

Figura 9 — Nomenclaturas adotadas para a defini¢cao das arestas e angulos de um elemento

A imagem de um quadrado na Figura 9 é meramente ilustrativa, significando que
os elementos podem ser quadrilateros de formatos quaisquer. Ainda, a notagao 7, j é uma
simplificacdo do né (x;,y;), em que ¢ = 1,...,.M e j = 1,..., N, lembrando que M
¢ o nimero de particoes na direcao &£, e N, o nimero de parti¢coes na direcao 7, como

mencionados na Subsecao 2.4.3.

Na abordagem empregada, executa-se a avaliagao das malhas geradas, na qual,
para cada elemento, calculam-se as razoes r;; entre o tamanho das arestas, de modo a
verificar se os valores estao proximos a rg = 1, correspondendo a razao entre duas arestas
de um quadrado. Em outras palavras, a partir do calculo da distancia d entre dois vértices

A(xa,ya) e B(xp,yp) conectados do elemento, indicada por [47]

d=\/(x5 — 24)? + (y5 — ya)*; (3.3)

encontra-se o tamanho das arestas d;, « = 1,...,4, e, em seguida, efetua-se a razao r; ; de

cada aresta com as demais, ou seja,
(3.4)

emquei=1,....4,7=1,...,4 ei+# j. Vale salientar que o simbolo [J é utilizado com

a finalidade de denotar os calculos efetuados sobre um quadrado.

Além da razao entre o tamanho das arestas do quadrilatero, para garantir a pro-
priedade citada de que um elemento de maior qualidade é um quadrilatero similar a um
quadrado, é necessario também averiguar se os angulos internos «;, ¢ = 1,...,4, de cada
elemento se aproximam a ap = grad, utilizando [48]

u- >
)

Q; = arccos <|| 7] (3.5)
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em que U = zﬁ = (xp —TA,Yp —Ya) € v = 1@ = (xc — Ta,Yc — Ya) sdo vetores de
origem A(xa,y4) que representam, respectivamente, duas arestas AB e AC do elemento.
As normas ou médulos ||| e || 7| correspondem ao comprimento dos vetores ¥ e U,

respectivamente, podendo serem calculadas por meio da Equacao (3.3) [48].

Ainda, uma terceira métrica de qualidade, empregada para verificar a similaridade
entre os elementos pertencentes a malha computacional e um quadrado, diz respeito ao
coeficiente de compacidade c. Essa métrica possui a caracteristica de ser invariante a

translagao, a rotagdo e & mudanca de escala e é calculada por [44, 45, 46]

c=—; (3.6)

4
em que P = Zdi é o perimetro, e S é a area do elemento. A area S do quadrilatero é

i=1

calculada por meio da Equagdo (2.32), na qual se utiliza o Jacobiano da transformagao.
Considere dg o tamanho da aresta de um quadrado, entao o coeficiente de compa-

cidade ¢ do quadrado é dado por

4dm)? 1642
o= d? =5~ =16 (3.7)
O g

Assim, o coeficiente de compacidade de um quadrado qualquer é ¢ = 16, e o coeficiente
de compacidade ¢ para quadrilateros com formatos diferentes apresentam valores mais

altos, permitindo aplicd-lo no processo de analise de qualidade.

Portanto, a importancia da aplicacao das métricas de qualidade nos processos de
andlise e, posteriormente, de melhoria de malhas computacionais reside no fato de que a
regularidade da geometria dos elementos possibilita aumentar a acuracia da solucao das
equagoes diferenciais investigadas, melhorar a estabilidade e a convergéncia do método
numérico, além de reduzir o tempo de execugao do algoritmo de resolucao [14, 15, 16],

trazendo beneficios para a simulagao e, consequentemente, para o estudo realizado.

Levando em consideracao as métricas de qualidade, a Subsecao 3.3.2 descreve
os algoritmos desenvolvidos para a analise de qualidade de malhas computacionais em

coordenadas generalizadas.

3.3.2 Descricao dos Algoritmos Desenvolvidos

O processo de desenvolvimento do algoritmo para analise de qualidade de malhas
em coordenadas generalizadas se dividiu em dois mdédulos. O primeiro médulo constitui
um algoritmo para o calculo das métricas de qualidade, a partir das malhas geradas pelos
Algoritmos 4 e 5. Assim como os geradores de malhas desenvolvidos, esse moédulo também
foi implementado na linguagem de programagao Python [39] e é abordado na Subsegao
3.3.2.1.
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O segundo médulo implementado para analise de qualidade de malhas em coorde-
nadas generalizadas realiza a identificacdo dos elementos de menor qualidade, de acordo
com as métricas empregadas e calculadas pelo primeiro médulo desenvolvido. Esse modulo
foi implementado na linguagem de programacao R [49], devido & existéncia de bibliotecas
constituidas por procedimentos estatisticos utilizados no decorrer desse algoritmo [49, 50].
Ainda, a biblioteca ggplot2 foi utilizada para plotagens gréaficas [51]. Mais detalhes sobre

o segundo maédulo sdo explicados na Subsecao 3.3.2.2.

3.3.2.1 Calculo das Métricas de Qualidade

Com base nas coordenadas dos nés das malhas geradas e no nimero de particoes
nas direcoes £ e 7, calcula-se no primeiro modulo, para cada elemento de cada bloco da
malha computacional, o tamanho das arestas d;, 1 = 1,...,4, através da Equagao (3.3).
Posteriormente, calculam-se as razoes r; ; entre cada tamanho de aresta com os demais,
por meio da Equacao (3.4), totalizando 12 combinagoes. Verifica-se e extrai-se, entdo,
qual a combinacao r com maior disparidade em comparacao a ro = 1, equivalente a razao

entre duas arestas de um quadrado.

Analogamente, calculam-se os angulos internos «;, 1 = 1,...,4, de cada elemento,
utilizando a Equacao (3.5) e o tamanho das arestas d; previamente calculado. Verifica-
se e extrai-se, entao, qual o angulo interno a com maior disparidade em comparacao a

7T A .
ap = §rad, correspondente ao angulo interno de um quadrado.

Na sequéncia, a drea S de cada elemento é calculada pela Equacao (2.32), e o
perimetro P, calculado pelo somatorio do tamanho das arestas d; previamente determi-
nado. Dessa forma, calcula-se o coeficiente de compacidade ¢ de cada elemento através da
Equagao (3.6).

E importante salientar que se realiza um tratamento adequado para os casos em
que o elemento é constituido por dois pontos sobrepostos, isto é, possui um formato
triangular. Esses casos podem acontecer sobre os elementos pertencentes as fronteiras da
geometria em estudo, por conta dos pontos de fronteira adquiridos e da complexidade
da geometria. Por esse motivo, o tamanho da aresta entre os pontos sobrepostos é nulo,
ou seja, d = 0, e assim atribuem-se r = 400 e a = P para o elemento. Uma vez que
o tamanho da aresta nulo nao influencia sobre o coeficiente de compacidade ¢ causando
indeterminacao ou inexisténcia, essa métrica de qualidade continua a ser calculada da

mesma forma.

Finalmente, o primeiro médulo produz, como saida, um arquivo .csv contendo o
conjunto total de elementos e suas métricas de qualidade, com informacoes sobre o niimero
do bloco em que o elemento pertence, as coordenadas dos nos, a razao entre arestas r com

maior disparidade em relagdo a ro = 1, o angulo interno a com maior disparidade em
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~ ™ . .
relacao a ag = §rad e o coeficiente de compacidade c.

De maneira organizada, o Algoritmo 6 apresenta a sequéncia de passos empregada

para o calculo das métricas de qualidade de malhas em coordenadas generalizadas.
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Algoritmo 6: Calculo das métricas de qualidade de malhas em coordenadas

generalizadas

Entrada: Malhas contendo niimero de parti¢oes do plano transformado e coorde-

nadas dos nods.

Saida: Conjunto total de elementos e suas métricas de qualidade, contendo niimero

do bloco em que o elemento pertence, coordenadas dos nos, razao entre
arestas r com maior disparidade em relacao a r; = 1, angulo interno o com

. . . ~ m . .
maior disparidade em relacao a an = §rad e coeficiente de compacidade c.

1 inicio
2 para cada arquivo de entrada (malha) faga
3 Leitura dos dados de entrada;
4 para cada elemento da malha faga
5 Calculo do tamanho das arestas: calcule o tamanho das arestas d;,
i=1,...,4, conectando os nés do elemento, através da Equagao (3.3);
6 Calculo das razoes entre arestas: calcule as razoes r; ; entre cada
aresta do elemento com as demais, de acordo com a Equacao (3.4);
7 Extracao da razao entre arestas: extraia a razao entre arestas r com
maior disparidade em comparagao a rg = 1;
8 Calculo dos angulos internos: calcule os angulos internos «;, i =
1,...,4, do elemento, por meio da Equacao (3.5) e do tamanho das
arestas d;;
9 Extracao do angulo interno: extraia o angulo interno o com maior
T
disparidade em comparacao a ap = §rad;
10 Calculo da area: calcule a area S do elemento, utilizando a Equacao
(2.32);
11 Calculo do perimetro: calcule o perimetro P do elemento pelo soma-
torio do tamanho das arestas d;;
12 Calculo do coeficiente de compacidade: calcule o coeficiente de
compacidade ¢ do elemento, através da Equagao (3.6);
13 fim
14 fim
15 Escrita dos resultados;

16 fim
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3.3.2.2 Identificacdo dos Elementos de Menor Qualidade

A partir do arquivo .csv contendo o conjunto total de elementos e suas métricas
de qualidade gerado pelo Algoritmo 6, identificam-se os elementos considerados de menor
qualidade no segundo moédulo. Nessa etapa, as informagdes acerca da razao entre arestas r
com maior disparidade em relagao a ro = 1, do angulo interno v com maior disparidade em
relagdo a an = grad e do coeficiente de compacidade ¢ sao essenciais para a classificacao
dos elementos. Além disso, é necessario também especificar o nimero de parti¢bes nas
direcoes £ e n para cada bloco da malha computacional e uma porcentagem desejada p

de elementos de menor qualidade a serem identificados.

Antes de explicar minuciosamente o algoritmo de identificagdo dos elementos de
menor qualidade, é importante mencionar que o conjunto total de elementos e suas mé-
tricas de qualidade é denotado por U. Assim, o primeiro passo do segundo médulo para
andlise de qualidade é caracterizado pela retirada dos elementos em que r = 400 e @ = 7
do conjunto U. Dessa forma, os passos posteriores realizam operacoes utilizando apenas
o conjunto de elementos cujas métricas de qualidade existem e sdo finitas. Esse novo

conjunto de elementos e suas métricas de qualidade é denotado por U’.

Utilizando o conjunto U’, a varidncia das razoes entre arestas s%, dos dngulos

internos s% e dos coeficientes de compacidade s% é calculada por [52, 53, 54]

M| .
2 k¥1<mk - m)

onde M é uma notagdo adotada para a representacdo de um dos conjuntos R, A ou C,
dependendo da métrica de qualidade em que a varidncia é calculada. Ainda na Equacao
(3.8), | M| representa a quantidade de elementos pertencentes ao conjunto M, my € M
indica um valor da métrica de qualidade M, e m é a média dos valores da métrica de
qualidade M.

Com base nos valores das varidncias s%, s% e s%, ¢ possivel determinar se nao
existem elementos de menor qualidade no conjunto U’, uma vez que, quando todas as
variancias sao nulas, todos os elementos da malha computacional sao idénticos entre si.
Dessa maneira, se s% = s4 = s& = 0, verifica-se também se os valores das razoes entre
arestas 1, dos dngulos internos oy, e dos coeficientes de compacidade ¢, k= 1,...,|M]|,
sdo equivalentes as métricas avaliadas sobre um quadrado. Em outras palavras, verifica-se
sery =1, ap = grad e ¢, = 16 para todo k, permitindo afirmar se os elementos sao iguais

ou diferentes de um quadrado, interrompendo a execugao do algoritmo.

Caso, pelo menos, uma das varidncias s%, s4 ou s seja nao nula, o algoritmo
continua sua execucao, na qual se calculam os valores minimo e méximo de cada métrica
de qualidade, expressados, respectivamente, por My, € Mmax. No calculo dessas variaveis,

o valor das métricas avaliadas sobre um quadrado mp também ¢ levado em consideracao.
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Em termos matematicos, mmin € Mmax S80 encontrados, respectivamente, por

Mumin = min{my, mp}; (3.9)

Mmax = maX{mka mD}7
em que k =1,...,|M]| indica um elemento pertencente ao conjunto M.

Utilizando os valores minimo my;, € maximo m., das métricas de qualidade, a
préoxima etapa consiste em normalizar os valores de cada métrica, assim como o valor das
métricas avaliadas sobre um quadrado. A etapa de normalizacao possibilita manter todos
os conjuntos de dados dentro de um mesmo intervalo, evitando-se trabalhar com dados
cujos valores se sobressaem em relacao a outros. Dessa forma, o calculo das métricas de

qualidade normalizadas Mmyerm,, kK = 1,...,|M], é dado por

Muyorm;, = (b - a)M + a; (310)

Mmax — Mmin

resultando em valores pertencentes ao intervalo [a,b] e que formam o conjunto M om.
Substituindo my por mg na Equagao (3.10), o calculo das métricas avaliadas sobre um

quadrado normalizadas muem, € realizado de modo anédlogo

Myormy = (b - a)w + a. (311)

Mmax — Mmin

Nos experimentos executados no Capitulo 4, padroniza-se a normalizagdao dos valores das
métricas de qualidade no intervalo [0, 10].
Sobre as métricas de qualidade normalizadas m,em,, Um novo céalculo das vari-
dncias s3,  ¢é efetuado, através da Equacdo (3.8). A partir das variancias s3, , das
norm norm
métricas de qualidade normalizadas mpem, € das métricas avaliadas sobre um quadrado

normalizadas myermp,, 0 algoritmo calcula tolerancias minima €, e maxima €y ax.

Pode-se enunciar que a tolerdancia € é definida como o critério de parada de um
processo iterativo, em que se extraem os elementos de menor qualidade em relacao a razao
entre arestas, ao angulo interno ou ao coeficiente de compacidade, formando os conjun-
tos E,, E, ou E,., respectivamente. Para simplificar a explicacdo do processo iterativo,
considere que FE,, representa um dos conjuntos FE,, F, ou E., o qual depende da mé-
trica de qualidade empregada para a classificacdo dos elementos. Assim, cada iteracao 7
consiste na obtencao de um subconjunto de E,,, denotado por E,,, e constituido pelos
elementos de menor qualidade identificados na iteracao ¢ e unidos com os identificados
na iteracao ¢ — 1, sendo que E,,, = &. Sabendo que M; é uma das métricas avaliadas
sobre os elementos de menor qualidade E,,,, uma nova variancia s3; _,, também é
calculada no decorrer da iteracao. Para que o processo iterativo termine, é preciso que
SN oomm M, — SMo 0, | < € OU, em outras palavras, é necessdrio que a diferenca entre
as variancias da iteracao atual ¢ e da iteragao anterior + — 1, em moédulo, seja menor ou

igual a tolerancia e.
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Dessa maneira, a tolerancia minima €,;, ¢ o menor valor de tolerancia em que o
conjunto £, = E,UE,UE. ¢é constituido pela maxima quantidade de elementos possivel, e
a tolerancia maxima €,y ¢ 0 maior valor de tolerancia em que o conjunto E|, é constituido
pela minima quantidade de elementos possivel. Dados os valores de €, € €max, itera-se
no intervalo entre as duas tolerancias com um incremento de 1 - 107°, identificando os
elementos de menor qualidade em relagao a razao entre arestas F,, ao angulo interno F,,
e ao coeficiente de compacidade E., considerando a tolerancia € na iteragao i, expressada
por €. Para cada ¢;, obtém-se, entao, o conjunto E,, formado pela uniao dos elementos
de menor qualidade em relagdo a cada uma das métricas, e consequentemente a sua

quantidade de elementos |E,|.

Plotando o gréafico da tolerancia ¢; pela quantidade de elementos de menor quali-
dade |Ey,| em diferentes experimentos, observou-se a caracteristica exponencial da curva
formada pela uniao dos pontos discretos. Essa informagcao é mostrada com mais detalhes
nos experimentos presentes no Capitulo 4. Assim, o passo subsequente do algoritmo obje-
tiva encontrar uma funcgao de regressao nao linear exponencial que se aproxima do grafico
da tolerdncia ¢; pela quantidade de elementos de menor qualidade |E,|. Adequando a
Equagao (2.58) ao problema, ou seja, substituindo = por € e ¢(z) por |E|, essa funcao é
descrita por [54, 55, 56]

|Ey| = c1e®; (3.12)

em que c; e cp sao os coeficientes a serem determinados. Para a obtencao desses coeficien-
tes, o método de minimos quadrados é aplicado [26], cuja técnica de resolucao é abordada

na Subsecao 2.6.1.

Com base nos coeficientes c; e ¢y da fungao de regressao e na porcentagem desejada
P de elementos de menor qualidade a serem identificados, é possivel calcular uma tolerancia

desejada €. Isolando € na Equagao (3.12), tem-se que

_ In(|Ey|) — ln(cl)'

3.13
- (3.13)
Entao, a tolerancia desejada € pode ser encontrada por

In(p-|U']) -1

&)
onde |U’| é quantidade de elementos pertencentes ao conjunto U’.

Considerando o valor da tolerancia desejada €, o algoritmo identifica os elementos
de menor qualidade em relacdo a razao entre arestas, ao angulo interno e ao coeficiente
de compacidade, compondo, respectivamente, os conjuntos E,, F, e E.. Além disso, o
conjunto B, = F, U E, U E, de elementos de menor qualidade é encontrado, com a

finalidade de classificar os elementos considerados de maior qualidade, isto é, os elementos

pertencentes ao conjunto U’ — E_,. Finalmente, obtém-se os conjuntos E.,= E.NE,,
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E..=FE.NE.eFE,.= E,N E., formados pela intersec¢ao entre dois dos conjuntos F,,

E, e E,, assim como se obtém o conjunto £, = E,N E, N E., constituido pela interseccao
entre os trés conjuntos. Essas intersecgoes sao realizadas com o proposito de destacar os
elementos pertencentes a esses conjuntos, expressando a menor qualidade quanto a duas

ou trés métricas de avaliacao.

Para a visualizacao da classificacdo dos elementos pertencentes a malha computa-
cional, define-se um nimero ¢ para cada categoria de elementos, utilizando os conjuntos
obtidos na etapa anterior. Ao conjunto U’ — E, de elementos de maior qualidade, atribui-
se ¢ = 0. Os conjuntos E,, F, ¢ E. de elementos de menor qualidade em relacdo a uma
das métricas de avaliagdo sao categorizados, respectivamente, nos intervalos de valores
1<q¢g<56<g<10e 11 < ¢ < 15. Para essa classificagao, aplica-se o algoritmo de
clusterizacao k-means, apresentado na Se¢ao 2.7, o qual particiona cada um dos conjuntos
em k clusters. A principio, a quantidade de clusters é k = 5, podendo variar caso a quanti-
dade de valores distintos das métricas de qualidade seja menor que k. Ainda, atribuem-se
q = 16,17,18 e 20, respectivamente, aos conjuntos formados pelas interseccoes m, m,
m e En. Finalmente, os elementos em que r = +00 € o = 39, pertencentes ao conjunto

U — U’, sao rotulados com ¢ = 19.

Portanto, o segundo médulo para andlise de qualidade produz, como saida, um
arquivo .vtk para cada bloco da malha computacional. Cada arquivo contém informagoes
sobre o niimero de pontos nas direcoes & e 1, as coordenadas dos nés e o nimero ¢ associado
a cada elemento pertencente ao bloco. Esses dados constituem o arquivo de entrada para
o software Paraview [57, 58], no qual os resultados obtidos da anélise de qualidade sao

visualizados.

Internamente a esse software, é importante mencionar também que uma legenda
de cores é empregada para a visualizacao grafica da classificacao dos elementos, onde cada
cor esta relacionada a um valor de ¢ atribuido. A Figura 10 ilustra essa legenda de cores

e é frequentemente utilizada nos experimentos presentes no Capitulo 4.

| ] — |
0 2 3 a4 5 & 1 & 9 0 1

Qualidade

e
201 w15 16 718 19 2

1

Figura 10 — Legenda de cores associadas a qualidade dos elementos de uma malha com-
putacional

Na Figura 10, vale salientar que elementos com tonalidades mais escuras de ver-
melho, verde e azul indicam uma qualidade pior em comparacao aos elementos com to-
nalidades mais claras dessas cores. Nota-se também que a combinacao de duas das cores
primarias do canal RGB (vermelho, verde e azul), relativas a duas métricas de qualidade,
formam as cores dos elementos de menor qualidade pertencentes aos conjuntos resultantes

das intersecgoes entre essas métricas.
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Assim, de maneira sucinta, o Algoritmo 7 elenca a sequéncia de passos empregada
para a identificacdo dos elementos de menor qualidade de malhas em coordenadas gene-
ralizadas. Por conta de sua extensdao e com a finalidade de apresenta-lo de forma mais

didatica, esse algoritmo foi dividido em duas partes, executando os Algoritmos 8 e 9.

Algoritmo 7: Identificacdo dos elementos de menor qualidade de malhas em

coordenadas generalizadas

Entrada: Conjunto total de elementos e suas métricas de qualidade, contendo nu-
mero do bloco em que o elemento pertence, coordenadas dos nés, razao
entre arestas r, angulo interno « e coeficiente de compacidade ¢; niimero
de parti¢oes do plano transformado para cada bloco; e porcentagem de-
sejada p de elementos de menor qualidade.

Saida: Blocos contendo ntimero de pontos nas dire¢oes £ e 1, coordenadas dos nos

e valor de ¢ associado a cada elemento pertencente ao bloco.

1 inicio
2 Execucao do Algoritmo 8;
3 Execugao do Algoritmo 9;

4 fim




Algoritmo 8: Identificacdo dos elementos de menor qualidade de malhas em

coordenadas generalizadas - Parte 1

1 inicio

10

11

12

13

14

15

Leitura dos dados de entrada: leia o niimero do bloco, as coordenadas dos
nos, a razao entre arestas r, o angulo interno « e o coeficiente de compacidade

c de cada elemento;

Obtencado do conjunto de elementos U’: retire os elementos em que r =

+00 ¢ a = # do conjunto de elementos U;

Célculo das variancias: calcule a varidncia das razoes entre arestas s%, dos
angulos internos s e dos coeficientes de compacidade s?, de acordo com a
Equacao (3.8);

se s5 =0e s3 =0e s% =0 entdo

ser,=rgeaq,=age c, =coentao

Todos os elementos da malha sao idénticos e iguais a um quadrado;

senao

Todos os elementos da malha sao idénticos, mas diferentes de um qua-
drado;

fim
pare
fim

Calculo dos valores minimo e maximo: calcule os valores minimo my;, €

MAXIMO My,ay das métricas de qualidade, utilizando as Equagoes (3.9);

Normalizagao: normalize os valores das métricas de qualidade, assim como o

valor das métricas avaliadas sobre um quadrado, por meio das Equagoes (3.10)

e (3.11);

Calculo das varidncias: calcule as varidncias s3;  das métricas de qualidade

normalizadas, através da Equacao (3.8);

16 fim




Algoritmo 9: Identificacdo dos elementos de menor qualidade de malhas em

coordenadas generalizadas - Parte 2

1 inicio
2 Calculo das tolerancias: calcule as tolerancias minima €,;, € maxima €;,;
3 para €; < €, até ., faca
4 Identificacao dos elementos de menor qualidade: identifique os ele-
mentos de menor qualidade em relagao a razao entre arestas F,, ao angulo
interno E,, e ao coeficiente de compacidade E,., considerando a tolerancia
€45
5 Obtencao do conjunto £ : obtenha o conjunto £y, formado pela uniao
dos conjuntos E,., E, e E., e sua quantidade de elementos |Fy,;
6 fim
7 Obtencao da funcao de regressao nao linear exponencial: encontre a
funcao de regressao nao linear exponencial que se ajusta ao grafico da tole-
rincia €; pela quantidade de elementos de menor qualidade |E,|, aplicando o
método de minimos quadrados;
8 Calculo da tolerancia desejada: calcule a tolerancia desejada € a partir da
funcao de regressao nao linear exponencial e da porcentagem desejada p;
9 Identificagao dos elementos de menor qualidade: identifique os elementos
de menor qualidade em relacio a razio entre arestas E,, ao angulo interno F,,
e ao coeficiente de compacidade E,, considerando a tolerancia desejada ;
10 Obtencao de demais conjuntos: obtenha os conjuntos Fy, Ey o, Erc, Eqoc €
Fr, formados por operacoes envolvendo os conjuntos E,, E, e F.;
11 Atribuicao do valor de ¢: defina um ntmero ¢ para cada categoria de ele-
mentos, considerando os conjuntos obtidos;
12 Escrita dos resultados;
13 fim

como métricas de qualidade, um conjunto de experimentos é executado no Capitulo 4
com a finalidade de validar os algoritmos desenvolvidos e os procedimentos metodologicos
aplicados. Para cada experimento efetuado, abordam-se também os processos de aquisi¢ao

de pontos de fronteira e de geragao de malhas em coordenadas generalizadas, e discutem-se

Utilizando a razao entre arestas, o angulo interno e o coeficiente de compacidade

os resultados obtidos.
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4 RESULTADOS E DISCUSSOES

Para verificar a eficiéncia dos algoritmos desenvolvidos e dos procedimentos me-
todologicos empregados neste trabalho, diferentes experimentos sao efetuados. Dentre os
experimentos, apresentam-se malhas computacionais formadas por um bloco e malhas

computacionais constituidas por multi-blocos.

No que diz respeito as malhas com um bloco, sete experimentos sao realizados, en-
volvendo as seguintes estruturas: semi-trapezoidal, quadrada, retangular, com obstaculo,
placa de orificio, forma de gancho e geometria ctspide. Respectivamente, essas malhas

computacionais sao apresentadas de maneira detalhada nas Segoes 4.1 - 4.7.

Em relagao as malhas multi-blocos, quinze experimentos sao realizados, envolvendo
as seguintes estruturas: placas paralelas com circulo imerso, hexagonal, NACA 64A 010,
com obstaculo, placa de orificio, Lago Igapo6 I, golfinho, tartaruga, perfil de um rosto
2D, passaro, cachorro, aviao, Lago Luruaco, corpo humano e sapo. Respectivamente,
essas malhas computacionais sdo apresentadas de maneira detalhada nas Secoes 4.8 -
4.22 e estao ordenadas com base no nimero de blocos e na complexidade da geometria.
Além disso, de acordo com as estruturas citadas, é importante notar que algumas malhas

computacionais possuem geometrias reais.

Portanto, para cada experimento efetuado, demonstram-se e discutem-se os re-
sultados obtidos referentes aos trés processos explicados no Capitulo 3: a aquisicao de
pontos de fronteira, a geracdo da malha computacional em coordenadas generalizadas e
a analise de qualidade da malha gerada. No ultimo processo, utilizam-se as porcentagens
desejadas p = 5,10 e 20% de elementos de menor qualidade em todos os experimentos.

Vale salientar que “.” foi adotado como separador decimal neste trabalho.

Ainda, com o objetivo de facilitar a compreensao dos Algoritmos 6 e 7, a ma-
lha semi-trapezoidal, descrita na Secao 4.1, constitui um exemplo com foco no processo
de analise de qualidade da malha computacional. Com excecao desse experimento, os
resultados provenientes do Algoritmo 6 para o calculo das métricas de qualidade nao
sao apresentados, devido ao refinamento empregado no plano transformado das malhas
dos demais experimentos. Contudo, apresentam-se os resultados do Algoritmo 7 para a

identificacao dos elementos de menor qualidade.

4.1 Malha Semi-trapezoidal

Nesta secao, apresenta-se um experimento como forma de auxilio ao entendimento
do processo de analise de qualidade de malhas, aplicando os Algoritmos 6 e 7. A malha,

nomeada como semi-trapezoidal, ¢ ilustrada na Figura 11 e é constituida por 5 parti¢oes
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na direcao £ e 3 partigoes na direcao 7, totalizando 24 nés e 15 elementos. A aquisigao

dessa malha computacional é baseada em um trabalho cientifico [30].

11
12

13

14

10

15

Figura 11 — Malha semi-trapezoidal. (Fonte: 30)

A Tabela 1 exibe as coordenadas dos nés de cada elemento da malha semi-trapezoi-

dal [30], de acordo com as numeragoes dos elementos, presentes na Figura 11, e com as

nomenclaturas adotadas, representadas na Figura 9.

Tabela 1 — Coordenadas dos nés da malha semi-trapezoidal

Elemento i.j ij+1 i+1,j+1 i+1,]
1 (0.0000, 0.0000)  (0.0000, 3.2999)  (1.4359, 2.9164)  (0.1000, 0.0000)
2 (0.1000, 0.0000)  (1.4359, 2.9164)  (3.2422, 2.5007)  (2.4000, 0.0000)
3 (2.4000, 0.0000)  (3.2422, 2.5007)  (5.3370, 2.0776)  (4.5000, 0.0000)
4 (4.5000, 0.0000)  (5.3370, 2.0776)  (7.5773, 1.5565)  (6.6999, 0.0000)
5 (6.6999, 0.0000)  (7.5773, 1.5565)  (10.0000, 0.5000) (10.0000, 0.0000)
6 (0.0000, 3.2999)  (0.0000, 6.9000)  (1.5184, 5.9551)  (1.4359, 2.9164)
7 (1.4359, 2.9164)  (1.5184, 5.9551)  (3.6106, 4.9824)  (3.2422, 2.5007)
8 (3.2422, 2.5007)  (3.6106, 4.9824)  (6.0566, 4.1341)  (5.3370, 2.0776)
9 (5.3370, 2.0776)  (6.0566, 4.1341)  (8.2839, 3.3448)  (7.5773, 1.5565)
10 (7.5773, 1.5565)  (8.2839, 3.3448)  (10.0000, 2.5000) (10.0000, 0.5000)
11 (0.0000, 6.9000)  (0.0000, 10.0000)  (0.2000, 9.6999)  (1.5184, 5.9551)
12 (15184, 5.9551)  (0.2000, 9.6999)  (2.7999, 8.0000)  (3.6106, 4.9824)
13 (3.6106, 4.9824)  (2.7999, 8.0000)  (7.0000, 6.0999)  (6.0566, 4.1341)
14 (6.0566, 4.1341)  (7.0000, 6.0999)  (9.3999, 5.1999)  (8.2839, 3.3448)
15 (8.2839, 3.3448)  (9.3999, 5.1999)  (10.0000, 5.0000) (10.0000, 2.5000)

Utilizando a malha semi-trapezoidal como pardmetro de entrada, executa-se o

primeiro médulo para andlise de qualidade, através do Algoritmo 6. Apds o cédlculo das

métricas de qualidade para cada elemento da malha computacional, o tamanho das arestas
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d;, as razoes r; ; entre cada aresta com as demais e os angulos internos «; sao obtidos,

produzindo as Tabelas 2 - 16.

Nas Tabelas 2 - 16, a tabela a esquerda apresenta os valores do tamanho das arestas
d; do elemento, calculados pela Equagao (3.3). A tabela central descreve os valores das
razoes 7, ; entre arestas, em que a linha corresponde ao numerador, e a coluna equivale
ao denominador da Equagao (3.4). J4 a tabela a direita representa os valores dos angulos
internos «; do elemento, encontrados pela Equacao (3.5). Além disso, o valor destacado
em vermelho indica a razao entre arestas r com maior disparidade em relacao a rg = 1,
e o valor destacado em verde, o angulo interno a com maior disparidade em relacao a

s

oan = §rad.

Tabela 2 — Tamanho das arestas, razoes entre arestas e angulos internos do elemento 1
da malha semi-trapezoidal

di d2 dg d4 (0
dy | 3.2999 dy 1.0287 | 32.9990 oy | 1.5708
dy | 1.4862 dy 14.8623 ag | 1.3098
ds | 3.2078 ds 32.0781 as | 1.4022
dy | 0.1000 dy | 0.0303 | 0.0673 | 0.0312 ay | 2.0003

Tabela 3 — Tamanho das arestas, razoes entre arestas e angulos internos do elemento 2
da malha semi-trapezoidal

di o,
dy | 3.2078 ap | 11413
dy | 1.8535 ay | 1.7741
ds | 2.6387 as | 1.4721
dy | 2.3000 ay | 1.8957

Tabela 4 — Tamanho das arestas, razoes entre arestas e angulos internos do elemento 3
da malha semi-trapezoidal

1.2565 a7 | 1.2459
1.0177 s | 1.6964
1.0666 as | 1.3871

oy | 1.9538

0.9826 | 0.9376
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Tabela 5 — Tamanho das arestas, razoes entre arestas e angulos internos do elemento 4
da malha semi-trapezoidal

1.0182 aq | 1.1878
1.0456 o | 1.7252
0.8122 as | 1.2860
Oy

0.9564 | 1.2312

Tabela 6 — Tamanho das arestas, razoes entre arestas e angulos internos do elemento 5
da malha semi-trapezoidal

di o,
dy | 1.7868 o
dy | 2.6430 ap | 1.6729
ds | 0.5000 ag | 1.9820
dy | 3.3001 ay | 1.5708

Tabela 7 — Tamanho das arestas, razoes entre arestas e angulos internos do elemento 6
da malha semi-trapezoidal

di d4 Q;
d, | 3.6001 d 2.4223 o, | 1.8318
dy | 1.7884 dy 1.2033 Q9
ds | 3.0398 ds 2.0453 as | 2.1003
dy | 1.4862 dy 0.8310 | 0.4889 ay | 1.3370

Tabela 8 — Tamanho das arestas, razoes entre arestas e angulos internos do elemento 7
da malha semi-trapezoidal

dQ dg d4 (073

1.2116 | 1.6400 aq | 1.7699
1.2448 Qg
1.3536 ag | 1.8586
s | 1.4920

dy | 3.0398 dy
dy | 2.3073 dy

dy | 1.8535 dy | 0.6097 | 0.8033 | 0.7388

Tabela 9 — Tamanho das arestas, razoes entre arestas e angulos internos do elemento 8
da malha semi-trapezoidal

di d4 a5
dy | 2.5089 dy 1.1740 o | 1.6227
ds | 2.1788 ds 1.0195 as | 1.5680

0.8255 | 0.9809 ay | 1.7081
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Tabela 10 — Tamanho das arestas, razoes entre arestas e angulos internos do elemento 9
da malha semi-trapezoidal

0.9472 aq | 1.4627
1.0274 as | 1.5668
0.8360 as | 1.5351
Oy

0.9734 | 1.1962

Tabela 11 — Tamanho das arestas, razoes entre arestas e angulos internos do elemento 10
da malha semi-trapezoidal

di o,
dy | 1.9228 a; | 1.6057
dy | 1.9128 ap | 1.4896
ds | 2.0000 o
dy | 2.6430 ay | 1.1596

Tabela 12 — Tamanho das arestas, razoes entre arestas e angulos internos do elemento 11
da malha semi-trapezoidal

dy | 3.1000 dy
dy | 0.3606 dy

0.7808 | 1.7334 oy | 2.1275
0.0908 | 0.2017 o | 0.5878
a3
ay | 0.6756

11.0085
dy | 1.7884 dy | 0.5769 | 4.9590

Tabela 13 — Tamanho das arestas, razoes entre arestas e angulos internos do elemento 12
da malha semi-trapezoidal

di d4 o
dy | 3.9701 dy 1.7207 oy | 2.3445
dg 3.1063 dg 1.3463 (65)
ds | 3.1246 ds 1.3542 as | 2.4123
dy | 2.3073 dy 0.7428 | 0.7384 ay | 0.8731

Tabela 14 — Tamanho das arestas, razoes entre arestas e angulos internos do elemento 13
da malha semi-trapezoidal

di a5
dy | 3.1246 o | 2.1671
dy | 4.6099 %
ds | 2.1805 as | 1.5482
dy | 2.5889 oy | 1.6844
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Tabela 15 — Tamanho das arestas, razoes entre arestas e angulos internos do elemento 14
da malha semi-trapezoidal

di o,
dy | 2.1805 o7 | 1.4639
dy | 2.5631 oy | 1.6595
ds | 2.1649 as | 1.3880
dy | 2.3630 oy | 17718

Tabela 16 — Tamanho das arestas, razoes entre arestas e angulos internos do elemento 15
da malha semi-trapezoidal

0.8660 | 1.1318 oy | 1.4867
0.2530 | 0.3307 ag | 1.7908
as | 1.8923
ay | 11133

dy | 0.6325 do
ds | 2.5000 ds 3.9525
dy | 1.9128 dy | 0.8835 | 3.0241

Além dos resultados obtidos nas Tabelas 2 - 16, o Algoritmo 6 encontra também
a area S, o perimetro P e o coeficiente de compacidade ¢ de cada elemento da malha
computacional, cujos valores sao agrupados na Tabela 17. E importante lembrar que a
area S, o perimetro P e o coeficiente de compacidade ¢ sao calculados, respectivamente,

pela Equagdo (2.32), pelo somatério do tamanho das arestas d; e pela Equagao (3.6).

Tabela 17 — Area, perimetro e coeficiente de compacidade dos elementos da malha semi-

trapezoidal
Elemento S P c
1 2.5150  8.0939  26.0486
2 5.7874 10.0000 17.2790
3 4.9789 9.1157 16.6896
4 4.2574 8.5266 17.0771
5 3.1740 8.2299 21.3396
6 4.9306 9.9146 19.9362
7 5.5368  9.7095 17.0268
8 5.4976  9.4137 16.1193

9 4.7615 8.7647 16.1337
10 4.2556 8.4786  16.8924
11 2.5302  9.2191 33.5916
12 6.5099 12.5083 24.0337
13 8.3712 12.5039 18.6767
14 0.2898 9.2715 16.2504
15 2.8133 7.2102 18.4791

Finalmente, o Algoritmo 6 produz, como saida, um arquivo .csv contendo o con-

junto total de elementos, associados a razao entre arestas r com maior disparidade em
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relacdo a rg = 1, ao angulo interno o com maior disparidade em relacao a ag = §rad e

ao coeficiente de compacidade ¢, como apresenta a Tabela 18.

Tabela 18 — Conjunto total de elementos e suas métricas de qualidade da malha semi-

trapezoidal
Elemento r o c
1 32.9990 2.0003 26.0486
2 1.7307  1.1413 17.2790
3 1.2565 1.9538 16.6896
4 1.2873 2.0841 17.0771
5 6.6002 1.0575 21.3396
6 2.4223 1.0141 19.9362
7 1.6400 1.1627 17.0268
8 1.2114 1.3843 16.1193
9 1.2289 1.7186 16.1337
10 1.3818  2.0282 16.8924
11 11.0085 2.8923 33.5916
12 1.7207  0.6532 24.0337
13 2.1142 0.8835 18.6767
14 1.1839 1.7718 16.2504
15 3.9525 1.1133 18.4791

Tendo posse do conjunto total de elementos e suas métricas de qualidade, assim
como informagoes sobre o nimero de parti¢coes do plano transformado e as porcentagens
desejadas P, executa-se o segundo médulo para andlise de qualidade, por meio do Algo-
ritmo 7. Apés a leitura dos dados de entrada, obtém-se que |U’| = |U| = 15 elementos,
pois ndo héa elementos em que r = +00 e a = 3 no conjunto U. Em seguida, a varidncia
de cada métrica de qualidade é calculada, resultando em s% = 68.1947, s = 0.3616 e

52 = 23.6867 para a malha semi-trapezoidal.

Uma vez que s% # 0, s3 # 0 e s& # 0, calculam-se os valores minimo m;, e

maximo mpy.x das métricas de qualidade, cujos resultados estao presentes na Tabela 19.

Tabela 19 — Valores minimo e maximo das métricas de qualidade da malha semi-
trapezoidal

r ! c
min | 1.0000 | 0.6532 | 16.0000
max | 32.9990 | 2.8923 | 33.5916

Utilizando os valores encontrados na Tabela 19, normalizam-se os valores das mé-
tricas de qualidade no intervalo [0, 10] através da Equacao (3.10), transformando a Tabela
18 na Tabela 20.
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Tabela 20 — Conjunto total de elementos e suas métricas de qualidade normalizadas da

malha semi-trapezoidal

Elemento  7porm Qlnorm Cnorm
1 10.0000 6.0165  5.7122
2 0.2283  2.1797  0.7270
3 0.0802  5.8085  0.3920
4 0.0898  6.3906 0.6123
5 1.7501  1.8056  3.0353
6 0.4445 1.6119 2.2375
7 0.2000  2.2757  0.5837
8 0.0661  3.2653  0.0678
9 0.0715  4.7580  0.0760
10 0.1193  6.1412  0.5073
11 3.1278 10.0000 10.0000
12 0.2252  0.0000  4.5668
13 0.3482 1.0284 1.5216
14 0.0575  4.9959  0.1423
15 0.9227  2.0550  1.4092

Ainda, o valor das métricas avaliadas sobre um quadrado também é normalizado
no intervalo [0, 10] através da Equacao (3.11), obtendo ryermy = 0.0000, ctpormy = 4.0981 e

Cnormy = 0.0000. Na sequéncia, calculam-se as variancias s3, das métricas de qualidade
norm

normalizadas, resultando em s3 = 6.6601, s  =7.2126 e sz, = 7.6541.

Com as variancias s?\/‘,norm calculadas, parte-se para o calculo das tolerdncias minima

e maxima, obtendo €.,;; = 0.0057 e €. = 0.1987. Iterando entre o intervalo de valores,

constrdi-se o diagrama de dispersao da tolerancia ¢; pela quantidade de elementos |Fy,|,

o qual é ilustrado na Figura 12 pelos pontos em preto. A curva em verde representa

a funcao de regressao nao linear exponencial, encontrada na etapa posterior. No caso

da malha semi-trapezoidal, o método de minimos quadrados obteve, como resultado, os

coeficientes ¢; = 15.0875 e ¢y = —2.3533.
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0.0057 0.0443 0.0829 0.1215 0.1601 0.1987
Tolerancia

Figura 12 — Diagrama de dispersao de ¢; por |Ey,| da malha semi-trapezoidal

Dados os coeficientes ¢, e ¢ da funcao de regressao nao linear exponencial, calcu-
lam-se as tolerancias desejadas €, considerando p = 5,10 e 20%. As porcentagens utili-
zadas resultaram, respectivamente, em € = 1.2754,0.9809 e 0.6864. Para cada valor de
tolerancia desejada €, identificam-se os elementos de menor qualidade em relagao a razao
entre arestas F,., ao angulo interno E, e ao coeficiente de compacidade E,. Além disso, por
meio de operagdes envolvendo os conjuntos E,., E, e E,., obtém-se os conjuntos £y, B,
E,., E.. e Eq. Finalmente, um niimero ¢ ¢ atribuido para cada categoria de elementos a

partir dos conjuntos obtidos, como mostra a Tabela 21.

Tabela 21 — Conjunto total de elementos e valores de ¢ da malha semi-trapezoidal

q
Elemento 5% 5= 10% 7 =20%
1 17 17 17
2 0 0 0
3 0 0 0
4 0 0 0
5) 0 0 11
6 0 0 0
7 0 0 0
8 0 0 0
9 0 0 0
10 0 0 0
11 20 20 20
12 18 18 18
13 0 0 0
14 0 0 0
15 0 0 0

Apos a escrita dos resultados em um arquivo .vtk, a Figura 13 ilustra os elementos

de menor qualidade identificados para a malha semi-trapezoidal, levando em consideracao
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p = 5,10 e 20%, respectivamente, nas Figuras 13a - 13c.

a) p=>5% b) p=10% c) p=20%
| ] I I I .
0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 o N 218 14 s 6 17 18 19 20

Qualidade

Figura 13 — Elementos de menor qualidade identificados para a malha semi-trapezoidal

Uma outra maneira para se observar os resultados encontrados da malha semi-
trapezoidal pode ser representada na Tabela 22, na qual se apresentam as porcentagens
desejadas p e as tolerancias desejadas € em relacao as quantidades de elementos dos
conjuntos U’ — F, By, By, E., By, Erey, Eoe, U—U" € Ep.

Tabela 22 — Quantidades de elementos dos resultados obtidos para a malha semi-

trapezoidal
TD € U/ - FU E Fa Fc E’r,a E’/‘,c Ea,c |U - U/| Fﬂ
5%  1.2754 12 2 2 3 1 2 2 0 1
10% 0.9809 12 2 2 3 1 2 2 0 1
20% 0.6864 11 2 2 4 1 2 2 0 1

4.2 Malha Quadrada

Com o objetivo de verificar se o algoritmo possui possiveis inconsisténcias nos
resultados, duas malhas simples sao modeladas e analisadas: a primeira consiste em uma
malha quadrada com elementos em formato quadrado e é apresentada nesta se¢ao, e a
segunda constitui uma malha retangular com elementos em formato retangular e é descrita

na Secao 4.3.

Na malha quadrada, os pontos de fronteira sao adquiridos manualmente, através
da visualizagao grafica da localizagao dos pontos no software Geogebra [59]. Esses pontos
de fronteira sao ilustrados na Figura 14 e sao divididos em 1 particao na direcao x e 1

particao na direcao y, totalizando 4 noés.
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Figura 14 — Pontos de fronteira da malha quadrada

Por meio do nimero de parti¢des do plano fisico e dos pontos de contorno, executa-
se o algoritmo para geracao da malha computacional em coordenadas generalizadas. A
malha computacional do quadrado ¢ ilustrada na Figura 15 e ¢ constituida por 10 parti¢oes

na direcao £ e 10 partigoes na direcao 7, totalizando 121 nés e 100 elementos.

T
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Figura 15 — Malha computacional do quadrado em coordenadas generalizadas

Utilizando a malha quadrada como parametro de entrada, executa-se o primeiro
moédulo para andlise de qualidade, através do Algoritmo 6. Apds o calculo das métricas
de qualidade para cada elemento da malha computacional, obtém-se o conjunto total de
elementos, associados a razao entre arestas r com maior disparidade em relagdo a ro = 1,

~ . . . . ~ m .
ao angulo interno o com maior disparidade em relacao a an = Erad e ao coeficiente de

compacidade c.

Tendo posse do conjunto total de elementos e suas métricas de qualidade, assim
como informagoes sobre o nimero de parti¢des do plano transformado e as porcentagens
desejadas p, executa-se o segundo modulo para analise de qualidade, por meio do Algo-
ritmo 7. Apds a leitura dos dados de entrada, obtém-se que |U’| = |U| = 100 elementos,
pois nao héa elementos em que 7 = +00 e a = A no conjunto U. Em seguida, a variancia
de cada métrica de qualidade é calculada, resultando em s% = 0.0000, s = 0.0000 e

s2 = 0.0000 para a malha quadrada.
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Uma vez que s% = s4 = s% = 0, verifica-se se 7, = ro, ax = ap e ¢y = co para todo
k =1,...,|M|, obtendo que todos os elementos da malha computacional sdo idénticos
entre si e iguais a um quadrado. Assim, a execugao do Algoritmo 7 é interrompida, e os
resultados sao escritos em um arquivo .vtk. A Figura 16 ilustra que nenhum elemento de
menor qualidade foi identificado para a malha quadrada, independente das porcentagens

desejadas p levadas em consideragao.

| ] I I I .
0 2 3 4 5 6 7 8 9 0 N 2 18 14 15 6 17 18 19 20

1
Qualidade

Figura 16 — Nenhum elemento de menor qualidade identificado para a malha quadrada

De acordo com a Figura 16, é possivel observar que nenhum elemento da malha
quadrada apresenta problemas de qualidade, como esperado. A razao para tal resultado
reside no fato de que todos os elementos da malha computacional sdo idénticos entre si e

possuem um formato equivalente ao de um quadrado.

4.3 Malha Retangular

Na malha retangular, os pontos de fronteira sao adquiridos manualmente, através
da visualizagao grafica da localizagao dos pontos no software Geogebra [59]. Esses pontos
de fronteira sao ilustrados na Figura 17 e sao divididos em 1 particdo na direcdo x e 1

particao na direcao y, totalizando 4 noés.

Figura 17 — Pontos de fronteira da malha retangular



83

Por meio do niimero de parti¢oes do plano fisico e dos pontos de contorno, executa-
se o algoritmo para geracao da malha computacional em coordenadas generalizadas. A
malha computacional do retangulo é ilustrada na Figura 18 e é constituida por 20 parti¢oes

na direcao £ e 20 partigoes na direcao 7, totalizando 441 nés e 400 elementos.

Figura 18 — Malha computacional do retangulo em coordenadas generalizadas

Utilizando a malha retangular como parametro de entrada, executa-se o primeiro
modulo para analise de qualidade, através do Algoritmo 6. Apds o calculo das métricas
de qualidade para cada elemento da malha computacional, obtém-se o conjunto total de
elementos, associados a razao entre arestas r com maior disparidade em relacao a rg =1,

A . . . . ~ m .
ao angulo interno o com maior disparidade em relacao a ag = grad e ao coeficiente de

compacidade c.

Tendo posse do conjunto total de elementos e suas métricas de qualidade, assim
como informagoes sobre o nimero de parti¢coes do plano transformado e as porcentagens
desejadas P, executa-se o segundo médulo para andlise de qualidade, por meio do Algo-
ritmo 7. Apds a leitura dos dados de entrada, obtém-se que |U’| = |U| = 400 elementos,
pois nio héa elementos em que r = +00 e @ = 3 no conjunto U. Em seguida, a varidncia
de cada métrica de qualidade é calculada, resultando em s% = 0.0000, s = 0.0000 e

s% = 0.0000 para a malha retangular.

Uma vez que s% = s4 = s% = 0, verifica-se se 1, = ro, ai, = ap e ¢ = ¢o para todo
k =1,...,|M]|, obtendo que todos os elementos da malha computacional sdo idénticos
entre si e diferentes de um quadrado. Assim, a execucao do Algoritmo 7 é interrompida, e
os resultados sdo escritos em um arquivo .vtk. A Figura 19 ilustra que nenhum elemento de
menor qualidade foi identificado para a malha retangular, independente das porcentagens

desejadas p levadas em consideragao.
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Figura 19 — Nenhum elemento de menor qualidade identificado para a malha retangular

De acordo com a Figura 19, é possivel observar que nenhum elemento da malha
retangular apresenta problemas de qualidade, como esperado. A razao para tal resultado
reside no fato de que todos os elementos da malha computacional sao idénticos entre si,
apesar de possuirem um formato diferente de um quadrado, impossibilitando afirmar o

nivel de menor qualidade dos elementos.

4.4 Malha com Obstaculo

Nesta secao, modela-se e analisa-se uma malha retangular incluindo um obsta-
culo horizontalmente centralizado na parte inferior da geometria. Nesse experimento, a
aquisi¢do dos pontos de fronteira é baseada em um trabalho cientifico [30]. Esses pontos
de fronteira sao ilustrados na Figura 20 e sao divididos em 5 parti¢oes na direcao = e 1

particao na direcao y, totalizando 12 nos.

Figura 20 — Pontos de fronteira da malha com obstaculo. (Fonte: 30)

Por meio do nimero de parti¢ées do plano fisico e dos pontos de contorno, executa-
se 0 algoritmo para geracao da malha computacional em coordenadas generalizadas. A
malha computacional com obstaculo ¢ ilustrada na Figura 21 e é constituida por 80

particoes na direcao £ e 16 partigdes na direcao n, totalizando 1377 nés e 1280 elementos.
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Figura 21 — Malha computacional com obstéculo em coordenadas generalizadas. (Fonte:
30)

Utilizando a malha com obstaculo como parametro de entrada, executa-se o pri-
meiro médulo para andlise de qualidade, através do Algoritmo 6. Apds o calculo das
métricas de qualidade para cada elemento da malha computacional, obtém-se o conjunto
total de elementos, associados a razao entre arestas r com maior disparidade em relacao
a rg = 1, ao angulo interno a com maior disparidade em relacao a ag = grad e ao

coeficiente de compacidade c.

Tendo posse do conjunto total de elementos e suas métricas de qualidade, assim
como informagoes sobre o nimero de parti¢cdes do plano transformado e as porcentagens
desejadas P, executa-se o segundo médulo para andlise de qualidade, por meio do Algo-
ritmo 7. Apés a leitura dos dados de entrada, obtém-se que |U’| = |U| = 1280 elementos,
pois ndo hé elementos em que 7 = +00 e a = A no conjunto U. Em seguida, a variancia
de cada métrica de qualidade é calculada, resultando em s% = 2.7229, s34 = 0.1300 e

52, = 38.4913 para a malha com obstéculo.

Uma vez que s% # 0, s3 # 0 e s& # 0, calculam-se os valores minimo m;, e

maximo my., das métricas de qualidade, cujos resultados estao presentes na Tabela 23.

Tabela 23 — Valores minimo e méximo das métricas de qualidade da malha com obstaculo

T o} &
min | 1.0000 | 0.1952 | 16.0000
max | 23.9890 | 2.8845 | 83.1579

Utilizando os valores encontrados na Tabela 23, normalizam-se os valores das
métricas de qualidade no intervalo [0,10]. Ainda, o valor das métricas avaliadas so-
bre um quadrado também é normalizado no intervalo [0, 10], obtendo Tnormy = 0.0000,
Onormy = 9.1151 € Cpormy = 0.0000. Na sequéncia, calculam-se as variancias s%wmrm das
métricas de qualidade normalizadas, resultando em s% = 0.5152, s% = 1.7976 e

s% = 0.8534.

Com as variancias s?wnorm calculadas, parte-se para o célculo das tolerancias minima
e maxima, obtendo €.,;; = 0.0000 e €. = 0.0643. Iterando entre o intervalo de valores,
constrdi-se o diagrama de dispersdao de €; por |Ey,|, o qual é ilustrado na Figura 22
pelos pontos em preto. A curva em verde representa a funcdo de regressao nao linear

exponencial, encontrada na etapa posterior. No caso da malha com obstaculo, o método
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de minimos

quadrados obteve, como resultado, os coeficientes ¢; = 338.7436 e ¢y =
—123.4856.

1000-
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500-
\
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1

\

0.0000 0.0129 0.0257 0.0386
Tolerancia

0.0514 0.0643

Figura 22 — Diagrama de dispersao de ¢; por |E,| da malha com obstaculo

Dados os coeficientes ¢y e ¢ da funcao de regressao nao linear exponencial, calcu-
lam-se as tolerdncias desejadas €, considerando p = 5,10 e 20%. As porcentagens utili-
zadas resultaram, respectivamente, em € = 0.0135,0.0079 e 0.0023. Para cada valor de
tolerancia desejada €, identificam-se os elementos de menor qualidade em relagao a razao
entre arestas F,., ao angulo interno F, e ao coeficiente de compacidade E,. Além disso, por
meio de operagoes envolvendo os conjuntos E,., F, e E., obtém-se os conjuntos E, E, 4,

E .., Eyce En. Finalmente, um nimero ¢ ¢ atribuido para cada categoria de elementos a
partir dos conjuntos obtidos.

Ap0s a escrita dos resultados em um arquivo .vtk, a Figura 23 ilustra os elementos
de menor qualidade identificados para a malha com obstaculo, levando em consideracao

p = 5,10 e 20%, respectivamente, nas Figuras 23a - 23c.
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Figura 23 — Elementos de menor qualidade identificados para a malha com obstaculo

Uma outra maneira para se observar os resultados encontrados da malha com
obstaculo pode ser representada na Tabela 24, na qual se apresentam as porcentagens
desejadas p e as tolerancias desejadas € em relacao as quantidades de elementos dos
conjuntos U’ — FE, By, By, E¢, Ero, Erey Eae, U—U' € Ep.

Tabela 24 — Quantidades de elementos dos resultados obtidos para a malha com obstaculo

p € U, - FU Fr Fa Fc Er,a Er,c Ea,c |U - U/| Fﬂ
5% 0.0135 1262 9 11 17 4 9 10 0 4
10% 0.0079 1241 11 35 19 7 11 15 0 7
20% 0.0023 1093 19 181 43 15 19 37 0 15

De acordo com a Figura 23 e com a Tabela 24, é possivel observar que elementos
de menor qualidade em relacido a todas as métricas de avaliacdo foram identificados para
a malha com obstaculo, considerando as porcentagens utilizadas p. Além disso, destaca-se
o ntimero de elementos pertencentes aos conjuntos formados pelas interseccdes entre E,,
E, e E,. Para p = 20%, percebem-se 181 elementos de menor qualidade em relacio ao
angulo interno, quantidade em evidéncia quando comparada com as demais métricas de
avaliagdo. Os elementos detectados localizam-se nao apenas nas proximidades do obsta-
culo, como esperado, mas também na parte superior da geometria, a qual sofreu influéncia

do obstaculo no processo de geracao da malha computacional.
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4.5 Placa de Orificio

Nesta se¢ao, modela-se e analisa-se uma placa de orificio, isto é, uma malha retan-
gular com dois obstaculos horizontalmente centralizados nas partes superior e inferior da
geometria. Nesse experimento, a aquisicao dos pontos de fronteira é baseada em um tra-
balho cientifico [30]. Esses pontos de fronteira sao ilustrados na Figura 24 e sao divididos
em 5 particoes na direcdo x e 1 particdo na direcao y, totalizando 12 nos.

Figura 24 — Pontos de fronteira da placa de orificio. (Fonte: 30)

Por meio do niimero de parti¢des do plano fisico e dos pontos de contorno, executa-
se o algoritmo para geracao da malha computacional em coordenadas generalizadas. A
malha computacional da placa de orificio é ilustrada na Figura 25 e é constituida por 80

parti¢coes na direcao £ e 16 partigdes na direcao n, totalizando 1377 nés e 1280 elementos.
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Figura 25 — Malha computacional da placa de orificio em coordenadas generalizadas.
(Fonte: 30)

Utilizando a placa de orificio como parametro de entrada, executa-se o primeiro
moédulo para andlise de qualidade, através do Algoritmo 6. Apds o célculo das métricas
de qualidade para cada elemento da malha computacional, obtém-se o conjunto total de
elementos, associados a razao entre arestas r com maior disparidade em relacao a rg =1,

A . . . . ~ m .
ao angulo interno o com maior disparidade em relacao a ag = Erad e ao coeficiente de

compacidade c.

Tendo posse do conjunto total de elementos e suas métricas de qualidade, assim
como informagoes sobre o niimero de parti¢coes do plano transformado e as porcentagens
desejadas P, executa-se o segundo médulo para andlise de qualidade, por meio do Algo-
ritmo 7. Apés a leitura dos dados de entrada, obtém-se que |U’| = |U| = 1280 elementos,
pois ndo héa elementos em que r = +00 e a = P no conjunto U. Em seguida, a variancia
de cada métrica de qualidade é calculada, resultando em s% = 3.3765, s} = 0.1291 e

s2, = 45.7589 para a placa de orificio.

Uma vez que s% # 0, s3 # 0 e s% # 0, calculam-se os valores minimo My, €

mAaximo mpy., das métricas de qualidade, cujos resultados estao presentes na Tabela 25.
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Tabela 25 — Valores minimo e maximo das métricas de qualidade da placa de orificio

r o} &
min | 1.0000 | 0.1968 | 16.0000
max | 22.4736 | 2.6689 | 79.5555

Utilizando os valores encontrados na Tabela 25, normalizam-se os valores das
métricas de qualidade no intervalo [0,10]. Ainda, o valor das métricas avaliadas so-
bre um quadrado também é normalizado no intervalo [0, 10], obtendo ryem, = 0.0000,
Onormy = 9.5580 € Cpormy = 0.0000. Na sequéncia, calculam-se as variancias s?wmrm das
métricas de qualidade normalizadas, resultando em s%mrm = 0.7322, sinorm = 21131 e
se=1.1328.

Com as variancias s?wnorm calculadas, parte-se para o célculo das tolerancias minima
e maxima, obtendo €.,;; = 0.0000 e €., = 0.0641. Iterando entre o intervalo de valores,

constroi-se o diagrama de dispersdo de €; por |Ey,

, 0 qual é ilustrado na Figura 26 pelos
pontos em preto. A curva em verde representa a funcao de regressao nao linear exponen-

cial, encontrada na etapa posterior. No caso da placa de orificio, o método de minimos

quadrados obteve, como resultado, os coeficientes ¢; = 405.3761 e ¢c; = —107.9152.
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Figura 26 — Diagrama de dispersao de ¢; por |Ey,| da placa de orificio

Dados os coeficientes ¢y e ¢ da funcao de regressao nao linear exponencial, calcu-
lam-se as tolerdncias desejadas €, considerando p = 5,10 e 20%. As porcentagens utili-
zadas resultaram, respectivamente, em € = 0.0171,0.0107 e 0.0043. Para cada valor de
tolerancia desejada €, identificam-se os elementos de menor qualidade em relagao a razao
entre arestas F,., ao angulo interno FE, e ao coeficiente de compacidade E,. Além disso, por
meio de operagdes envolvendo os conjuntos E,., F, e E., obtém-se os conjuntos E, E, .,
E, ., E,. e Eq. Finalmente, um niimero ¢ ¢ atribuido para cada categoria de elementos a

partir dos conjuntos obtidos.
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Apbs a escrita dos resultados em um arquivo .vtk, a Figura 27 ilustra os elementos
de menor qualidade identificados para a placa de orificio, levando em consideragdo p =

5,10 e 20%, respectivamente, nas Figuras 27a - 27c.
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Figura 27 — Elementos de menor qualidade identificados para a placa de orificio

Uma outra maneira para se observar os resultados encontrados da placa de orificio
pode ser representada na Tabela 26, na qual se apresentam as porcentagens desejadas p e
as tolerancias desejadas € em relacao as quantidades de elementos dos conjuntos U’ — Fy,
E,, Ea, Ec; Bra, Ere, Bae, U—U'" ¢ En.

Tabela 26 — Quantidades de elementos dos resultados obtidos para a placa de orificio

p ¢ U -E| |B| |E| |E| |Bra| |Ere| |Bael U-U'| |En
5% 0.0171 1259 9o 13 17 4 9 9 0 4
10% 00107 1239 13 33 25 9 13 17 0 9
20% 0.0043 1119 21 157 33 20 21 29 0 20

De acordo com a Figura 27 e com a Tabela 26, ¢ possivel observar que elementos
de menor qualidade em relacao a todas as métricas de avaliacao foram identificados para
a placa de orificio, considerando as porcentagens utilizadas p. Além disso, para p =
10 e 20%, destaca-se o niimero de elementos pertencentes aos conjuntos formados pelas
interseccoes entre E,, E, e E,. Para p = 20%, percebem-se 157 elementos de menor
qualidade em relagao ao angulo interno, quantidade em evidéncia quando comparada com
as demais métricas de avaliacdo. Como esperado, os elementos detectados localizam-se

nas proximidades dos dois obstaculos presentes na malha computacional.
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4.6 Forma de Gancho

Nesta se¢ao, modela-se e analisa-se a forma de um gancho, isto é, a regido inte-
rior entre duas semicircunferéncias. As circunferéncias que formam as semicircunferéncias
possuem raios e centros distintos, sendo que a circunferéncia de raio menor esta contida
na circunferéncia de raio maior. Nesse experimento, os pontos de fronteira sao adquiridos
de maneira automatizada, utilizando conceitos de geometria. Esses pontos de fronteira
sao ilustrados na Figura 28 e sao divididos em 36 particoes na direcao x e 9 partigdes na
direcao y, totalizando 90 nos.

Figura 28 — Pontos de fronteira da forma de gancho

Por meio do nimero de parti¢ées do plano fisico e dos pontos de contorno, executa-
se 0 algoritmo para geragao da malha computacional em coordenadas generalizadas. A
malha computacional da forma de gancho é ilustrada na Figura 29 e é constituida por 36

particoes na direcao £ e 9 particdes na direcao 7, totalizando 370 nds e 324 elementos.

Figura 29 — Malha computacional da forma de gancho em coordenadas generalizadas

Utilizando a forma de gancho como parametro de entrada, executa-se o primeiro
moédulo para analise de qualidade, através do Algoritmo 6. Apds o calculo das métricas
de qualidade para cada elemento da malha computacional, obtém-se o conjunto total de

elementos, associados a razao entre arestas r com maior disparidade em relagdo a ro = 1,
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A . . . . ~ ™ .
ao angulo interno o com maior disparidade em relacao a ag = grad e ao coeficiente de

compacidade c.

Tendo posse do conjunto total de elementos e suas métricas de qualidade, assim
como informagoes sobre o nimero de parti¢coes do plano transformado e as porcentagens
desejadas P, executa-se o segundo médulo para andlise de qualidade, por meio do Algo-
ritmo 7. Apds a leitura dos dados de entrada, obtém-se que |U’| = |U| = 324 elementos,
pois nio héa elementos em que r = +00 e @ = 3 no conjunto U. Em seguida, a varidncia
de cada métrica de qualidade é calculada, resultando em s%, = 7.0273, s = 0.6155 e

s% = 215.3621 para a forma de gancho.

Uma vez que s% # 0, s3 # 0 e s& # 0, calculam-se os valores minimo m;, e

maximo mpy.x das métricas de qualidade, cujos resultados estao presentes na Tabela 27.

Tabela 27 — Valores minimo e maximo das métricas de qualidade da forma de gancho

r o} c
min | 1.0000 | 0.3063 | 16.0000
max | 18.0584 | 2.7551 | 79.7526

Utilizando os valores encontrados na Tabela 27, normalizam-se os valores das
métricas de qualidade no intervalo [0,10]. Ainda, o valor das métricas avaliadas so-
bre um quadrado também é normalizado no intervalo [0, 10], obtendo rpem, = 0.0000,
Onormy = 9.1638 € Cpormy = 0.0000. Na sequéncia, calculam-se as variancias s?wnorm das
métricas de qualidade normalizadas, resultando em s%mm = 2.4150, sinorm = 10.2647 e
S, = 5.2987.

Com as variancias s?\/‘,mrm calculadas, parte-se para o calculo das tolerdncias minima
e maxima, obtendo €.,;; = 0.0001 e €.« = 0.1836. Iterando entre o intervalo de valores,
constrdi-se o diagrama de dispersdao de ¢; por |Ey,|, o qual é ilustrado na Figura 30
pelos pontos em preto. A curva em verde representa a funcao de regressdo nao linear
exponencial, encontrada na etapa posterior. No caso da forma de gancho, o método de

minimos quadrados obteve, como resultado, os coeficientes ¢; = 246.8511 e ¢g = —27.5937.
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Figura 30 — Diagrama de dispersao de ¢; por |Ey,| da forma de gancho

Dados os coeficientes ¢, e ¢y da fungao de regressao nao linear exponencial, calcu-
lam-se as tolerdncias desejadas €, considerando p = 5,10 e 20%. As porcentagens utili-
zadas resultaram, respectivamente, em € = 0.0987,0.0736 e 0.0485. Para cada valor de
tolerancia desejada €, identificam-se os elementos de menor qualidade em relagao a razao
entre arestas F,., ao angulo interno F, e ao coeficiente de compacidade E,. Além disso, por
meio de operagoes envolvendo os conjuntos E,, F, e E., obtém-se os conjuntos E, E, .,
E, ., E.. e Eq. Finalmente, um niimero ¢ ¢ atribuido para cada categoria de elementos a

partir dos conjuntos obtidos.

Apods a escrita dos resultados em um arquivo .vtk, a Figura 31 ilustra os elementos
de menor qualidade identificados para a forma de gancho, levando em consideracao p =

5,10 e 20%, respectivamente, nas Figuras 31a - 31c.
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(a) p=5%

(b) p = 10%

(c) p=20%
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Figura 31 — Elementos de menor qualidade identificados para a forma de gancho

Uma outra maneira para se observar os resultados encontrados da forma de gancho
pode ser representada na Tabela 28, na qual se apresentam as porcentagens desejadas p e
as tolerancias desejadas € em relacdo as quantidades de elementos dos conjuntos U’ — E,
E, Ea, o Brg Brpy Bap, U~ U’ ¢ En,
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Tabela 28 — Quantidades de elementos dos resultados obtidos para a forma de gancho

P € U — ETJ Fr E E Er,a Er,c Ea,c |U - U/’ Fﬂ
5%  0.0987 310 7 0 11 0 4 0 0 0
10% 0.0736 301 9 0 20 0 6 0 0 0
20% 0.0485 279 19 0 45 0 19 0 0 0

De acordo com a Figura 31 e com a Tabela 28, é possivel observar que apenas
elementos de menor qualidade em relacao a razao entre arestas e ao coeficiente de com-
pacidade foram identificados para a forma de gancho, considerando as porcentagens uti-
lizadas p. Além disso, para p = 20%, destaca-se o nimero de elementos pertencentes ao
conjunto formado pela interseccio entre £, e E,. Como esperado, os elementos detectados

localizam-se na por¢ao da malha computacional com maior densidade de elementos.

4.7 Geometria Cuspide

Nesta secao, modela-se e analisa-se uma geometria ctispide, isto é, uma malha
construida por quatro circunferéncias, em que cada circunferéncia tangencia duas outras
circunferéncias. A geometria consiste na regiao interior formada pelas circunferéncias.
Nesse experimento, os pontos de fronteira sdo adquiridos de maneira automatizada, utili-
zando conceitos de geometria. Esses pontos de fronteira sao ilustrados na Figura 32 e sao

divididos em 18 particoes na direcao = e 18 parti¢oes na direcao y, totalizando 72 nos.

Figura 32 — Pontos de fronteira da geometria cispide

Por meio do niimero de parti¢des do plano fisico e dos pontos de contorno, executa-
se o algoritmo para geracao da malha computacional em coordenadas generalizadas. A
malha computacional da geometria ctuspide ¢ ilustrada na Figura 33 e é constituida por

18 parti¢des na diregao & e 18 particoes na diregao 7, totalizando 361 nés e 324 elementos.
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Figura 33 — Malha computacional da geometria ctispide em coordenadas generalizadas

Utilizando a geometria ctspide como parametro de entrada, executa-se o primeiro
modulo para analise de qualidade, através do Algoritmo 6. Apds o célculo das métricas
de qualidade para cada elemento da malha computacional, obtém-se o conjunto total de
elementos, associados a razao entre arestas r com maior disparidade em relacao a rg =1,

A . . . . ~ m .
ao angulo interno o com maior disparidade em relacao a ag = Erad e ao coeficiente de

compacidade c.

Tendo posse do conjunto total de elementos e suas métricas de qualidade, assim
como informagoes sobre o nimero de parti¢cdes do plano transformado e as porcentagens
desejadas P, executa-se o segundo médulo para andlise de qualidade, por meio do Algo-
ritmo 7. Apés a leitura dos dados de entrada, obtém-se que |U’| = |U| = 324 elementos,
pois ndo hé elementos em que 7 = +00 e a = A no conjunto U. Em seguida, a variancia
de cada métrica de qualidade é calculada, resultando em s% = 0.0841, s = 0.1759 e

52 = 523.8016 para a geometria ctispide.

Uma vez que s% # 0, s3 # 0 e s& # 0, calculam-se os valores minimo m;, e

maximo my., das métricas de qualidade, cujos resultados estao presentes na Tabela 29.

Tabela 29 — Valores minimo e maximo das métricas de qualidade da geometria ctispide

r o c
min | 1.0000 | 0.0873 | 16.0000
max | 2.2017 | 1.5708 | 183.1257

Utilizando os valores encontrados na Tabela 29, normalizam-se os valores das
métricas de qualidade no intervalo [0,10]. Ainda, o valor das métricas avaliadas so-
bre um quadrado também é normalizado no intervalo [0, 10], obtendo ryem, = 0.0000,
Onormy, = 10.0000 € chormy = 0.0000. Na sequéncia, calculam-se as variancias S?\/Inorm das
métricas de qualidade normalizadas, resultando em s% = 5.8231, s34 = 7.9905 e

% =1.8753.

Com as variancias s?\/[norm calculadas, parte-se para o calculo das tolerancias minima

e maxima, obtendo €.,;, = 0.0002 e €., = 0.1468. Iterando entre o intervalo de valores,
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constréi-se o diagrama de dispersao de ¢; por |Ey,|, o qual é ilustrado na Figura 34
pelos pontos em preto. A curva em verde representa a funcao de regressao nao linear

exponencial, encontrada na etapa posterior. No caso da geometria ctuspide, o método de

minimos quadrados obteve, como resultado, os coeficientes ¢; = 300.8651 e ¢y = —26.9814.
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Figura 34 — Diagrama de dispersao de ¢; por |E,| da geometria ctspide

Dados os coeficientes ¢y e ¢ da funcao de regressao nao linear exponencial, calcu-
lam-se as tolerancias desejadas €, considerando p = 5,10 e 20%. As porcentagens utili-
zadas resultaram, respectivamente, em € = 0.1083,0.0826 e 0.0569. Para cada valor de
tolerdncia desejada €, identificam-se os elementos de menor qualidade em relacao a razao
entre arestas F,., ao angulo interno F, e ao coeficiente de compacidade E,. Além disso, por
meio de operagoes envolvendo os conjuntos E,., F, e E., obtém-se os conjuntos E, E, 4,
E,., E.. e Eq. Finalmente, um niimero ¢ ¢ atribuido para cada categoria de elementos a

partir dos conjuntos obtidos.

Apos a escrita dos resultados em um arquivo .vtk, a Figura 35 ilustra os elementos
de menor qualidade identificados para a geometria cispide, levando em consideracao p =

5,10 e 20%, respectivamente, nas Figuras 35a - 35c.
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Figura 35 — Elementos de menor qualidade identificados para a geometria cuspide

Uma outra maneira para se observar os resultados encontrados da geometria cus-
pide pode ser representada na Tabela 30, na qual se apresentam as porcentagens deseja-

das P e as tolerancias desejadas € em relagao as quantidades de elementos dos conjuntos
U/ - Ean E; Efom E; ET',CM? ET,C? Ea,87 U - U/ € Efﬂ

Tabela 30 — Quantidades de elementos dos resultados obtidos para a geometria ctspide

p € (U -Ey |B| |Es |E| |Era| |Erd |Bao U-U'| |En
5% 0.1083 302 17 0 5 0 0 0 0 0
10% 0.0826 302 17 5 5 0 0 5 0 0
20% 0.0569 274 25 25 5 0 0 5 0 0

De acordo com a Figura 35 e com a Tabela 30, é possivel observar que apenas
elementos de menor qualidade em relacao a razao entre arestas e ao coeficiente de com-
pacidade foram identificados para a geometria cispide, considerando p = 5%. Para as
porcentagens utilizadas p = 10 e 20%, elementos de menor qualidade em relacao a todas
as métricas de avaliagdo foram identificados. Como esperado, os elementos detectados
quanto ao angulo interno e ao coeficiente de compacidade localizam-se nas proximidades
dos quatro vértices da malha computacional, e os elementos detectados quanto a razao
entre arestas localizam-se na regiao central das curvas delimitadas pelos vértices da geo-

metria.

4.8 Placas Paralelas com Circulo Imerso

Nesta secao, modelam-se e analisam-se placas paralelas com circulo imerso, ou
seja, uma malha retangular com um circulo horizontalmente e verticalmente centralizado

atuando como obstaculo. Nesse experimento, os pontos de fronteira sao adquiridos de



99

maneira automatizada, utilizando conceitos de geometria. Esses pontos de fronteira sao
ilustrados na Figura 36 e sdo divididos em dois blocos, cujo nimero de parti¢oes nas

direcoes x e y é mostrado na Tabela 31.

.................O.................

Figura 36 — Pontos de fronteira das placas paralelas com circulo imerso

Tabela 31 — Numero de particoes nas diregoes x e y para cada bloco das placas paralelas
com circulo imerso

Bloco z y Quantidade de nés

1 72 18 180
2 72 18 180
Total 360

Por meio do nimero de parti¢des do plano fisico e dos pontos de contorno, executa-
se o algoritmo para geracao da malha computacional em coordenadas generalizadas en-
volvendo multi-blocos. A malha computacional das placas paralelas com circulo imerso é

ilustrada na Figura 37, apresentando também a distribuicao dos blocos.

Figura 37 — Malha computacional das placas paralelas com circulo imerso em coordenadas
generalizadas

Além disso, a Tabela 32 relaciona cada bloco das placas paralelas com circulo

imerso com o nimero de parti¢oes nas direcoes & e .

Tabela 32 — Numero de particoes nas diregoes & e n para cada bloco das placas paralelas
com circulo imerso

Bloco ¢ 7 Quantidade de nés Quantidade de elementos
1 72 18 1387 1296
2 72 18 1387 1296
Total 2774 2592
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Utilizando as placas paralelas com circulo imerso como parametros de entrada,
executa-se o primeiro médulo para andlise de qualidade, através do Algoritmo 6. Apds
o calculo das métricas de qualidade para cada elemento de cada bloco da malha compu-
tacional, obtém-se o conjunto total de elementos, associados a razao entre arestas r com
maior disparidade em relacdo a ro = 1, ao angulo interno v com maior disparidade em

~ ™ . .
relacdo a apg = §rad e ao coeficiente de compacidade c.

Tendo posse do conjunto total de elementos e suas métricas de qualidade, assim
como informagcoes sobre o nimero de particoes do plano transformado para cada bloco e
as porcentagens desejadas p, executa-se o segundo modulo para analise de qualidade, por
meio do Algoritmo 7. Apés a leitura dos dados de entrada, obtém-se que |U’| = |U| = 2592
elementos, pois nao ha elementos em que r = +00 e a = P no conjunto U. Em seguida,
a variancia de cada métrica de qualidade é calculada, resultando em s% = 1.6841, s} =

0.9103 e s% = 225.0062 para as placas paralelas com circulo imerso.

Uma vez que s% # 0, s3 # 0 e s # 0, calculam-se os valores minimo My, €

maximo mmy., das métricas de qualidade, cujos resultados estao presentes na Tabela 33.

Tabela 33 — Valores minimo e maximo das métricas de qualidade das placas paralelas com
circulo imerso

r a c
min | 1.0000 | 0.1493 | 16.0000
max | 9.7869 | 2.9512 | 99.8478

Utilizando os valores encontrados na Tabela 33, normalizam-se os valores das
métricas de qualidade no intervalo [0,10]. Ainda, o valor das métricas avaliadas so-
bre um quadrado também é normalizado no intervalo [0, 10], obtendo ryem, = 0.0000,
Onormy = 9.0734 € Cpormy = 0.0000. Na sequéncia, calculam-se as variancias S%\/me das

métricas de qualidade normalizadas, resultando em s%norm = 2.1812, sinom = 11.5958 e
szcnorm = 3.2004.

Com as variancias s?wnorm calculadas, parte-se para o calculo das tolerancias minima

e maxima, obtendo €.,;, = 0.0001 e €., = 0.0253. Iterando entre o intervalo de valores,

constréi-se o diagrama de dispersao de ¢; por |Ey,|, o qual é ilustrado na Figura 38
pelos pontos em preto. A curva em verde representa a funcao de regressao nao linear
exponencial, encontrada na etapa posterior. No caso das placas paralelas com circulo
imerso, o método de minimos quadrados obteve, como resultado, os coeficientes ¢; =

1716.0594 e c; = —391.0281.
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Figura 38 — Diagrama de dispersao de ¢; por |Ey,| das placas paralelas com circulo imerso

Dados os coeficientes ¢, e ¢y da fungao de regressao nao linear exponencial, calcu-
lam-se as tolerdncias desejadas €, considerando p = 5,10 e 20%. As porcentagens utili-
zadas resultaram, respectivamente, em € = 0.0066,0.0048 e 0.0031. Para cada valor de
tolerancia desejada €, identificam-se os elementos de menor qualidade em relagao a razao
entre arestas F,., ao angulo interno F, e ao coeficiente de compacidade E,. Além disso, por
meio de operagoes envolvendo os conjuntos E,, F, e E., obtém-se os conjuntos E, E, .,
E, ., E.. e Eq. Finalmente, um niimero ¢ ¢ atribuido para cada categoria de elementos a

partir dos conjuntos obtidos.

Apoés a escrita dos resultados em um arquivo .vtk para cada bloco, a Figura 39
ilustra os elementos de menor qualidade identificados para as placas paralelas com circulo

imerso, levando em consideragao p = 5, 10 e 20%, respectivamente, nas Figuras 39a - 39c.
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(a) p=5%

| ] | | e
0 2 3 4 5 6 7 8 9 o 2 mo 13 16 71 19 20

1
Qualidade

Figura 39 — Elementos de menor qualidade identificados para as placas paralelas com
circulo imerso

Uma outra maneira para se observar os resultados encontrados das placas paralelas
com circulo imerso pode ser representada na Tabela 34, na qual se apresentam as porcen-

tagens desejadas p e as tolerancias desejadas € em relacao as quantidades de elementos

dos conjuntos U’ — By, E,, Ey, Ee, Ero, Ere, Eqe, U—=U" e En.

Tabela 34 — Quantidades de elementos dos resultados obtidos para as placas paralelas
com circulo imerso

D € U — E_U Er E_a Ec Er,a Er,c Ea,c |U - Ull E_ﬂ
5%  0.0066 2494 45 0 53 0 0 0 0 0
10% 0.0048 2422 85 0 85 0 0 0 0 0
20% 0.0031 2222 177 0 193 0 0 0 0 0

De acordo com a Figura 39 e com a Tabela 34, é possivel observar que apenas
elementos de menor qualidade em relagdo a razao entre arestas e ao coeficiente de com-
pacidade foram identificados para as placas paralelas com circulo imerso, considerando as
porcentagens utilizadas p. Além disso, destaca-se que nao existem elementos pertencentes
aos conjuntos formados pelas interseccoes entre E,, F, e E.. Os elementos detectados
quanto ao coeficiente de compacidade localizam-se nas proximidades do circulo imerso,
como esperado, e os elementos detectados quanto a razao entre arestas localizam-se, em
grande parte, na regiao central das quatro fronteiras da malha retangular, as quais sofre-

ram influéncia do circulo no processo de geracao da malha computacional.
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4.9 Malha Hexagonal

Nesta secao, modela-se e analisa-se uma malha hexagonal, ou seja, a regiao limi-
tada por dois hexagonos regulares. Esses hexagonos possuem tamanho de arestas distinto
e centros coincidentes, sendo que o hexdgono menor estd contido no hexagono maior.
Ainda, o hexdgono menor é rotacionado em Trad em relacao ao outro hexagono. Nesse
experimento, os pontos de fronteira sao adquiridos de maneira automatizada, utilizando
conceitos de geometria. Esses pontos de fronteira sao ilustrados na Figura 40 e sao divi-
didos em dois blocos, cujo nimero de particoes nas direcoes x e y ¢ mostrado na Tabela

35.

Figura 40 — Pontos de fronteira da malha hexagonal

Tabela 35 — Nuimero de partigdes nas diregoes = e y para cada bloco da malha hexagonal

Bloco x y Quantidade de nos

1 36 9 90
2 36 9 90
Total 180

Por meio do niimero de parti¢oes do plano fisico e dos pontos de contorno, executa-
se 0 algoritmo para geracao da malha computacional em coordenadas generalizadas en-
volvendo multi-blocos. A malha computacional do hexagono é ilustrada na Figura 41,

apresentando também a distribuicao dos blocos.

Figura 41 — Malha computacional do hexadgono em coordenadas generalizadas
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Além disso, a Tabela 36 relaciona cada bloco da malha hexagonal com o niimero

de particoes nas direcoes & e 7.

Tabela 36 — Nuimero de particoes nas direcoes £ e n para cada bloco da malha hexagonal

Bloco ¢ n Quantidade de nés Quantidade de elementos

1 36 9 370 324
2 36 9 370 324
Total 740 648

Utilizando a malha hexagonal como parametro de entrada, executa-se o primeiro
moédulo para andlise de qualidade, através do Algoritmo 6. Apds o célculo das métricas
de qualidade para cada elemento de cada bloco da malha computacional, obtém-se o
conjunto total de elementos, associados a razao entre arestas r com maior disparidade em
relacao a ro = 1, ao angulo interno a com maior disparidade em relacao a ag = grad e

ao coeficiente de compacidade c.

Tendo posse do conjunto total de elementos e suas métricas de qualidade, assim
como informagoes sobre o nimero de parti¢coes do plano transformado para cada bloco e
as porcentagens desejadas p, executa-se o segundo modulo para analise de qualidade, por
meio do Algoritmo 7. Apés a leitura dos dados de entrada, obtém-se que |U’| = |U| = 648
elementos, pois nao hé elementos em que r = 400 e & = # no conjunto U. Em seguida,
a variancia de cada métrica de qualidade ¢ calculada, resultando em s% = 0.0431, s% =

0.0486 e s% = 0.2013 para a malha hexagonal.

Uma vez que s% # 0, s3 # 0 e s2 # 0, calculam-se os valores minimo My, €

mAaximo my., das métricas de qualidade, cujos resultados estao presentes na Tabela 37.

Tabela 37 — Valores minimo e maximo das métricas de qualidade da malha hexagonal

r o c
min | 1.0000 | 1.0470 | 16.0000
max | 2.0490 | 2.0944 | 17.9618

Utilizando os valores encontrados na Tabela 37, normalizam-se os valores das
métricas de qualidade no intervalo [0,10]. Ainda, o valor das métricas avaliadas so-
bre um quadrado também é normalizado no intervalo [0, 10], obtendo ryem, = 0.0000,
Onormy = 9.0009 € Cpormy = 0.0000. Na sequéncia, calculam-se as variancias S%\/me das

métricas de qualidade normalizadas, resultando em s%mrm = 3.9201, sinorm = 44293 e
szcnorm = 5.2291.

Com as variancias s?wnorm calculadas, parte-se para o calculo das tolerancias minima
e maxima, obtendo €.,;; = 0.0000 e €. = 0.1795. Iterando entre o intervalo de valores,

constréi-se o diagrama de dispersdao de €; por |Ey,|, o qual é ilustrado na Figura 42
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pelos pontos em preto. A curva em verde representa a funcao de regressdo nao linear

exponencial, encontrada na etapa posterior. No caso da malha hexagonal, o método de

minimos quadrados obteve, como resultado, os coeficientes ¢; = 385.6094 e co = —24.4200.
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Figura 42 — Diagrama de dispersao de ¢; por |E,,| da malha hexagonal

Dados os coeficientes ¢; e ¢o da fungao de regressao nao linear exponencial, calcu-
lam-se as tolerdncias desejadas €, considerando p = 5,10 e 20%. As porcentagens utili-
zadas resultaram, respectivamente, em € = 0.1014,0.0730 e 0.0447. Para cada valor de
tolerancia desejada €, identificam-se os elementos de menor qualidade em relagao a razao
entre arestas F,., ao angulo interno F, e ao coeficiente de compacidade E,. Além disso, por
meio de operagdes envolvendo os conjuntos E,., F, e E., obtém-se os conjuntos F, E, .,
E,., E.. e En. Finalmente, um nimero ¢ ¢ atribuido para cada categoria de elementos a

partir dos conjuntos obtidos.

Apos a escrita dos resultados em um arquivo .vtk para cada bloco, a Figura 43
ilustra os elementos de menor qualidade identificados para a malha hexagonal, levando

em consideracao p = 5,10 e 20%, respectivamente, nas Figuras 43a - 43c.

Qualidade

Figura 43 — Elementos de menor qualidade identificados para a malha hexagonal
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Uma outra maneira para se observar os resultados encontrados da malha hexagonal
pode ser representada na Tabela 38, na qual se apresentam as porcentagens desejadas p e
as tolerancias desejadas € em relacao as quantidades de elementos dos conjuntos U’ — E,
E,, Eu, Ec, By, Bre, Bae, U—=U" ¢ En.

Tabela 38 — Quantidades de elementos dos resultados obtidos para a malha hexagonal

Tj € U/ - FU Er Fa Ec Er,a Er,c Ea,c |U - U/’ Fﬁ
5% 0.1014 620 14 0 26 0 12 0 0 0
10% 0.0730 598 34 0 42 0 26 0 0 0
20% 0.0447 568 42 0 74 0 36 0 0 0

De acordo com a Figura 43 e com a Tabela 38, é possivel observar que apenas
elementos de menor qualidade em relagdo a razao entre arestas e ao coeficiente de compa-
cidade foram identificados para a malha hexagonal, considerando as porcentagens utiliza-
das p. Além disso, destaca-se o nimero de elementos pertencentes ao conjunto formado
pela interseccao entre E, e E.. Os elementos detectados localizam-se ndo apenas nas pro-
ximidades dos vértices de ambos os hexdgonos regulares, como esperado, mas também

nas partes superior e inferior do hexdgono maior.

4.10 NACA 64A 010

Nesta secdo, modela-se e analisa-se a malha da parte interna de um NACA 64A
010. Os aerof6lios NACA constituem-se em formas para asas de aeronaves [60]. Essas
formas sao descritas pela série de digitos que acompanha a palavra “NACA” [60]. Nesse
experimento, a aquisi¢do dos pontos de fronteira é baseada em um trabalho cientifico [30].
Esses pontos de fronteira sao ilustrados na Figura 44 e sao divididos em dois blocos, cujo

numero de particoes nas diregoes x e y ¢ mostrado na Tabela 39.
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Figura 44 — Pontos de fronteira do NACA. (Fonte: 30)
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Tabela 39 — Numero de parti¢oes nas diregoes = e y para cada bloco do NACA

Bloco =z y Quantidade de nos

1 32 9 82
2 32 9 82
Total 164

Por meio do nimero de parti¢ées do plano fisico e dos pontos de contorno, executa-
se 0 algoritmo para geracao da malha computacional em coordenadas generalizadas en-
volvendo multi-blocos. A malha computacional do NACA ¢ ilustrada na Figura 45, apre-

sentando também a distribui¢ao dos blocos.

/

Figura 45 — Malha computacional do NACA em coordenadas generalizadas. (Fonte: 30)

Além disso, a Tabela 40 relaciona cada bloco do NACA com o ntimero de parti¢goes

nas diregoes £ e 7.

Tabela 40 — Nuimero de partigdes nas diregoes £ e n para cada bloco do NACA

Bloco ¢ 17 Quantidade de nés Quantidade de elementos

1 329 330 288
2 329 330 288
Total 660 276

Utilizando o NACA como parametro de entrada, executa-se o primeiro mdédulo
para analise de qualidade, através do Algoritmo 6. Apés o calculo das métricas de qua-
lidade para cada elemento de cada bloco da malha computacional, obtém-se o conjunto
total de elementos, associados a razao entre arestas r com maior disparidade em relacao
a rg = 1, ao angulo interno a com maior disparidade em relacao a ag = grad e ao

coeficiente de compacidade c.

Tendo posse do conjunto total de elementos e suas métricas de qualidade, assim
como informagoes sobre o nimero de parti¢coes do plano transformado para cada bloco e
as porcentagens desejadas P, executa-se o segundo modulo para analise de qualidade, por
meio do Algoritmo 7. Apés a leitura dos dados de entrada, obtém-se que |U’'| = |U| = 576

elementos, pois nao ha elementos em que r = +00 e a = P no conjunto U. Em seguida,
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a variancia de cada métrica de qualidade é calculada, resultando em s% = 0.0985, s =
0.0558 e sZ = 2.1345 para o NACA.

Uma vez que s% # 0, s4 # 0 e s% # 0, calculam-se os valores minimo My, e

maximo mpy., das métricas de qualidade, cujos resultados estao presentes na Tabela 41.

Tabela 41 — Valores minimo e maximo das métricas de qualidade do NACA

T Q c
min | 1.0000 | 0.7744 | 16.0000
max | 4.6274 | 3.0715 | 33.4479

Utilizando os valores encontrados na Tabela 41, normalizam-se os valores das
métricas de qualidade no intervalo [0,10]. Ainda, o valor das métricas avaliadas so-
bre um quadrado também é normalizado no intervalo [0, 10], obtendo Tnormy = 0.0000,
Onormy = 3.4669 € Cpormy = 0.0000. Na sequéncia, calculam-se as variancias s?wnorm das
métricas de qualidade normalizadas, resultando em s, = 0.7484, % = 1.0569 ¢

2, =0.7012,

Com as variancias s?wmm calculadas, parte-se para o calculo das tolerancias minima
e maxima, obtendo €;, = 0.0000 e €,,,, = 0.1486. Iterando entre o intervalo de valores,
constréi-se o diagrama de dispersao de ¢; por |Ey,|, o qual é ilustrado na Figura 46
pelos pontos em preto. A curva em verde representa a funcao de regressao nao linear

exponencial, encontrada na etapa posterior. No caso do NACA, o método de minimos

quadrados obteve, como resultado, os coeficientes ¢; = 152.7410 e ¢ = —47.1517.
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Figura 46 — Diagrama de dispersao de ¢; por |E,| do NACA

Dados os coeficientes ¢; e ¢y da fungao de regressao nao linear exponencial, calcu-
lam-se as tolerancias desejadas €, considerando p = 5,10 e 20%. As porcentagens utili-
zadas resultaram, respectivamente, em € = 0.0354,0.0207 e 0.0060. Para cada valor de

tolerancia desejada €, identificam-se os elementos de menor qualidade em relagao a razao
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entre arestas F,, ao angulo interno E, e ao coeficiente de compacidade E,. Além disso, por
meio de operacdes envolvendo os conjuntos E,, F, e E,, obtém-se os conjuntos £, E, .,
E,., E,. e En. Finalmente, um nimero ¢ é atribuido para cada categoria de elementos a

partir dos conjuntos obtidos.

Apos a escrita dos resultados em um arquivo .vtk para cada bloco, a Figura 47 ilus-
tra os elementos de menor qualidade identificados para o NACA, levando em consideracao

p = 5,10 e 20%, respectivamente, nas Figuras 47a - 47c.

Qualidade

Figura 47 — Elementos de menor qualidade identificados para o NACA

Uma outra maneira para se observar os resultados encontrados do NACA pode
ser representada na Tabela 42, na qual se apresentam as porcentagens desejadas p e as
tolerancias desejadas € em relacdo as quantidades de elementos dos conjuntos U’ — E,

Tabela 42 — Quantidades de elementos dos resultados obtidos para o NACA

p € | U-E| |E| B |E| |Bra|l |Ere| |Bael U-U'| |En
5% 0.0354 567 5 3 4 0 0 3 0 0
10% 0.0207 567 5 4 5 0 1 4 0 0
20% 0.0060 545 7271 23 4 5 21 0 4

De acordo com a Figura 47 e com a Tabela 42, é possivel observar que elementos
de menor qualidade em relacao a todas as métricas de avaliagao foram identificados para
o NACA 64A 010, considerando as porcentagens utilizadas p. Além disso, para p = 20%,
destaca-se o numero de elementos pertencentes ao conjunto formado pela interseccao
entre F, e E.. Como esperado, os elementos detectados localizam-se nas proximidades do

aerofélio presente na malha computacional.
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4.11 Malha com Obstaculo Multi-blocos

Nesta secao, modela-se e analisa-se a malha com obstaculo, descrita na Secao 4.4,
dividida em blocos. Nesse experimento, a aquisicao dos pontos de fronteira é baseada
em um trabalho cientifico [30]. Esses pontos de fronteira sao ilustrados na Figura 48 e
sao divididos em trés blocos, cujo nimero de parti¢oes nas diregoes x e y é mostrado na

Tabela 43.

Figura 48 — Pontos de fronteira da malha com obstaculo multi-blocos. (Fonte: 30)

Tabela 43 — Numero de particoes nas direcoes x e y para cada bloco da malha com obs-
taculo multi-blocos

Bloco z y Quantidade de nés
1 1 1 4
2 1 1 4
3 1 1 4
Total 12

Por meio do niimero de parti¢oes do plano fisico e dos pontos de contorno, executa-
se 0 algoritmo para geracao da malha computacional em coordenadas generalizadas en-
volvendo multi-blocos. A malha computacional com obstaculo multi-blocos é ilustrada na

Figura 49, apresentando também a distribuicao dos blocos.

o

1 2
I |
|

Figura 49 — Malha computacional com obstaculo multi-blocos em coordenadas generali-
zadas

Além disso, a Tabela 44 relaciona cada bloco da malha com obstaculo multi-blocos

com o nimero de parti¢oes nas diregoes £ e .



111

Tabela 44 — Numero de particoes nas direcoes & e ) para cada bloco da malha com obs-
taculo multi-blocos

Bloco ¢ 17 Quantidade de nés Quantidade de elementos

1 16 16 289 256
2 12 12 169 144
3 16 16 289 256

Total 747 656

Utilizando a malha com obstaculo multi-blocos como parametro de entrada, execu-
ta-se o primeiro médulo para anélise de qualidade, através do Algoritmo 6. Apds o calculo
das métricas de qualidade para cada elemento de cada bloco da malha computacional,
obtém-se o conjunto total de elementos, associados a razao entre arestas r com maior
disparidade em relacao a ro = 1, ao angulo interno o com maior disparidade em relacao

T . .
aan = §rad e ao coeficiente de compacidade c.

Tendo posse do conjunto total de elementos e suas métricas de qualidade, assim
como informagoes sobre o nimero de parti¢coes do plano transformado para cada bloco e
as porcentagens desejadas p, executa-se o segundo modulo para analise de qualidade, por
meio do Algoritmo 7. Apés a leitura dos dados de entrada, obtém-se que |U’| = |U| = 656
elementos, pois nao hé elementos em que r = 400 ¢ & = # no conjunto U. Em seguida,
a variancia de cada métrica de qualidade ¢ calculada, resultando em s% = 0.1716, s% =

0.0000 e s% = 2.4777 para a malha com obstéculo multi-blocos.

Uma vez que s% # 0 e s2 # 0, calculam-se os valores minimo m,,;, € MAximo Myyax

das métricas de qualidade, cujos resultados estao presentes na Tabela 45.

Tabela 45 — Valores minimo e maximo das métricas de qualidade da malha com obstaculo
multi-blocos

r Q c
min | 1.0000 | 1.5708 | 16.0000
max | 5.0000 | 1.5708 | 28.8000

Utilizando os valores encontrados na Tabela 45, normalizam-se os valores das
métricas de qualidade no intervalo [0,10]. Ainda, o valor das métricas avaliadas so-
bre um quadrado também é normalizado no intervalo [0, 10], obtendo Tnormy = 0.0000,
Onormy = 10.0000 e chormy = 0.0000. Na sequéncia, calculam-se as variancias 3?\4110”“ das
métricas de qualidade normalizadas, resultando em s% = 1.0724, s% = 0.0000 e
se.=1.5123.

Com as variancias s?wnorm calculadas, parte-se para o célculo das tolerancias minima
€min € MAXima €,,,,. Contudo, visto que a malha com obstaculo multi-blocos possui apenas

dois elementos distintos, o conjunto £, é constituido pela mesma quantidade de elementos
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para ambas as tolerancias. Assim, iterando entre o intervalo de valores, o diagrama de
dispersao de ¢; por |Ey,| é ajustado por uma fungao constante. Por esse motivo, a funcao

de regressao nao linear exponencial nao é encontrada nesse experimento.

Considerando o diagrama de dispersao da malha com obstaculo multi-blocos,
atribui-se a tolerancia desejada € a média aritmética das tolerancias minima €,,;, e maxima
€max, independente das porcentagens desejadas p. Dessa forma, para todas as porcentagens
utilizadas, resultou-se em € = 0.1000, para o qual se identificam os elementos de menor
qualidade em relacdo & razao entre arestas I, ao angulo interno E, e ao coeficiente de

compacidade E.. Além disso, por meio de operacoes envolvendo os conjuntos E,., E, e

E., obtém-se os conjuntos Fy, E,o, Ere, By e En. Finalmente, um nimero ¢ é atribuido

para cada categoria de elementos a partir dos conjuntos obtidos.

Apo6s a escrita dos resultados em um arquivo .vtk para cada bloco, a Figura 50
ilustra os elementos de menor qualidade identificados para a malha com obstaculo multi-

blocos, independente das porcentagens desejadas p levadas em consideracgao.
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Figura 50 — Elementos de menor qualidade identificados para a malha com obstaculo
multi-blocos

Utilizando a tolerancia desejada €, uma outra maneira para se observar os resul-
tados encontrados da malha com obstaculo multi-blocos pode ser representada na Tabela

46, na qual se apresentam as quantidades de elementos dos conjuntos U’ — E, E,, E,,
FCJ ET‘,OM E’r,c, Ea@, U - U/ (S Fm

Tabela 46 — Quantidades de elementos dos resultados obtidos para a malha com obstaculo
multi-blocos

U/_E E Ea Ec Era Erc Eac |U_U/| Fﬁ

) ) )

512 144 0O 144 0 144 0 0 0

De acordo com a Figura 50 e com a Tabela 46, é possivel observar que apenas
elementos de menor qualidade em relagao a razao entre arestas e ao coeficiente de com-
pacidade foram identificados para a malha com obstaculo multi-blocos, considerando as
porcentagens utilizadas p. Além disso, esses elementos também pertencem ao conjunto for-
mado pela interseccdo entre £, e F.. Como esperado, os elementos detectados localizam-se

no bloco da malha computacional com maior densidade de elementos. Em comparacao a
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malha com obstaculo descrita na Secao 4.4, pode-se perceber que, apesar da concentracao
de elementos detectados em um bloco, a técnica multi-blocos permitiu a melhoria dos
elementos de menor qualidade em relacao ao angulo interno, visto que todos os elementos

da malha computacional sao retangulares.

4.12 Placa de Orificio Multi-blocos

Nesta secao, modela-se e analisa-se a placa de orificio, descrita na Secao 4.5, divi-
dida em blocos. Nesse experimento, a aquisicao dos pontos de fronteira é baseada em um
trabalho cientifico [30]. Esses pontos de fronteira sao ilustrados na Figura 51 e sao divi-
didos em trés blocos, cujo niimero de partigoes nas diregoes = e y é mostrado na Tabela

47.

Figura 51 — Pontos de fronteira da placa de orificio multi-blocos. (Fonte: 30)

Tabela 47 — Numero de parti¢cdes nas dire¢oes x e y para cada bloco da placa de orificio
multi-blocos

Bloco = y Quantidade de nés
1 1 1 4
2 1 1 4
3 1 1 4
Total 12

Por meio do niimero de parti¢oes do plano fisico e dos pontos de contorno, executa-
se 0 algoritmo para geragao da malha computacional em coordenadas generalizadas envol-
vendo multi-blocos. A malha computacional da placa de orificio multi-blocos ¢é ilustrada

na Figura 52, apresentando também a distribuicao dos blocos.

o
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Figura 52 — Malha computacional da placa de orificio multi-blocos em coordenadas gene-
ralizadas

Além disso, a Tabela 48 relaciona cada bloco da placa de orificio multi-blocos com

o numero de particoes nas direcoes & e 7).
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Tabela 48 — Numero de particdes nas direcoes £ e n para cada bloco da placa de orificio
multi-blocos

Bloco ¢ 17 Quantidade de nés Quantidade de elementos

1 16 16 289 256
2 8 8 81 64
3 16 16 289 256

Total 659 576

Utilizando a placa de orificio multi-blocos como parametro de entrada, executa-se
o primeiro médulo para analise de qualidade, através do Algoritmo 6. Apds o calculo
das métricas de qualidade para cada elemento de cada bloco da malha computacional,
obtém-se o conjunto total de elementos, associados a razao entre arestas r com maior
disparidade em relacao a ro = 1, ao angulo interno o com maior disparidade em relacao

T . .
aan = §rad e ao coeficiente de compacidade c.

Tendo posse do conjunto total de elementos e suas métricas de qualidade, assim
como informagoes sobre o nimero de parti¢coes do plano transformado para cada bloco e
as porcentagens desejadas p, executa-se o segundo modulo para analise de qualidade, por
meio do Algoritmo 7. Apés a leitura dos dados de entrada, obtém-se que |U’| = |U| = 576
elementos, pois nao hé elementos em que r = 400 ¢ & = # no conjunto U. Em seguida,
a variancia de cada métrica de qualidade ¢ calculada, resultando em s% = 0.0440, s% =

0.0000 e s% = 0.6020 para a placa de orificio multi-blocos.

Uma vez que s% # 0 e s2 # 0, calculam-se os valores minimo m,,;, € MAximo Myyax

das métricas de qualidade, cujos resultados estao presentes na Tabela 49.

Tabela 49 — Valores minimo e méaximo das métricas de qualidade da placa de orificio
multi-blocos

r Q c
min | 1.0000 | 1.5708 | 16.0000
max | 4.0000 | 1.5708 | 25.0000

Utilizando os valores encontrados na Tabela 49, normalizam-se os valores das
métricas de qualidade no intervalo [0,10]. Ainda, o valor das métricas avaliadas so-
bre um quadrado também é normalizado no intervalo [0, 10], obtendo Tnormy = 0.0000,
Onormy = 10.0000 e chormy = 0.0000. Na sequéncia, calculam-se as variancias 3?\4110”“ das
métricas de qualidade normalizadas, resultando em s% = 0.4886, s% = 0.0000 e

% =0.7432.

Com as variancias s?wnorm calculadas, parte-se para o célculo das tolerancias minima
€min € MAaxima €,,,,. Contudo, visto que a placa de orificio multi-blocos possui apenas dois

elementos distintos, o conjunto E, é constituido pela mesma quantidade de elementos
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para ambas as tolerancias. Assim, iterando entre o intervalo de valores, o diagrama de
dispersao de ¢; por |Ey,| é ajustado por uma fungao constante. Por esse motivo, a funcao

de regressao nao linear exponencial nao é encontrada nesse experimento.

Considerando o diagrama de dispersao da placa de orificio multi-blocos, atribui-se
a tolerancia desejada € a média aritmética das tolerancias minima €y, € maxima €y,y,
independente das porcentagens desejadas p. Dessa forma, para todas as porcentagens
utilizadas, resultou-se em € = 0.1000, para o qual se identificam os elementos de menor
qualidade em relacdo & razao entre arestas I, ao angulo interno E, e ao coeficiente de

compacidade E.. Além disso, por meio de operacoes envolvendo os conjuntos E,., E, e

E., obtém-se os conjuntos Fy, E,o, Ere, By e En. Finalmente, um nimero ¢ é atribuido

para cada categoria de elementos a partir dos conjuntos obtidos.

Apo6s a escrita dos resultados em um arquivo .vtk para cada bloco, a Figura 53
ilustra os elementos de menor qualidade identificados para a placa de orificio multi-blocos,

independente das porcentagens desejadas p levadas em consideracao.
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Figura 53 — Elementos de menor qualidade identificados para a placa de orificio multi-
blocos

Utilizando a tolerancia desejada €, uma outra maneira para se observar os resul-
tados encontrados da placa de orificio multi-blocos pode ser representada na Tabela 50,
na qual se apresentam as quantidades de elementos dos conjuntos U’ — E, E,, E,, E.,
Ero, Erey Eqe, U—=U" ¢ Ep.

Tabela 50 — Quantidades de elementos dos resultados obtidos para a placa de orificio
multi-blocos

U/_E E Ea Ec Era Erc Eac |U_U/| Fﬁ

) ) )

012 64 0 64 0 64 0 0 0

De acordo com a Figura 53 e com a Tabela 50, é possivel observar que apenas
elementos de menor qualidade em relagdo a razao entre arestas e ao coeficiente de compa-
cidade foram identificados para a placa de orificio multi-blocos, considerando as porcen-
tagens utilizadas p. Além disso, esses elementos também pertencem ao conjunto formado
pela interseccao entre E, e E,. Como esperado, os elementos detectados localizam-se no

bloco da malha computacional com maior densidade de elementos. Em comparacao a
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placa de orificio descrita na Secao 4.5, pode-se perceber que, apesar da concentracao de
elementos detectados em um bloco, a técnica multi-blocos permitiu a melhoria dos ele-
mentos de menor qualidade em relacao ao angulo interno, visto que todos os elementos

da malha computacional sao retangulares.

4.13 Lago Igap6 1

Com o proposito de mostrar um exemplo de aplicagdo mais real, sobre o qual sera
possivel realizar futuras pesquisas, foram coletados pontos de fronteira do Lago Igapo
I, localizado em Londrina-PR, utilizando imagens de satélite oferecidas pelo aplicativo
Google Earth e com o auxilio da ferramenta WebPlotDigitizer [36, 38]. Esses pontos de
fronteira sao ilustrados na Figura 54 e sdao divididos em trés blocos, cujo nimero de

particoes nas direcoes x e y é mostrado na Tabela 51.
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Figura 54 — Pontos de fronteira do Lago Igapé 1. (Fonte: 36)

Tabela 51 — Numero de parti¢oes nas dire¢oes x e y para cada bloco do Lago Igapé I

Bloco z y Quantidade de nés

1 6 70 152
2 12 2 28
3 16 5 42

Total 222

Por meio do niimero de partigoes do plano fisico e dos pontos de contorno, executa-
se o algoritmo para geracao da malha computacional em coordenadas generalizadas en-
volvendo multi-blocos. A malha computacional do Lago Igapo I é ilustrada na Figura 55,

apresentando também a distribuicao dos blocos.
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Figura 55 — Malha computacional do Lago Igapé I em coordenadas generalizadas

Na Figura 55, a malha gerada possui a mesma escala que o modelo no dominio
fisico, constituida pelos pontos (g, yo) = (482913, 7418777) e (z, yn) = (484447, 7420170)
em coordenadas planas, os quais delimitam respectivamente o seu inicio e fim. Além disso,

a Tabela 52 relaciona cada bloco do Lago Igapd I com o ntimero de partigoes nas dire¢oes

Een.

Tabela 52 — Numero de particoes nas direcoes & e n para cada bloco do Lago Igapé I

Bloco ¢ 17 Quantidade de nés Quantidade de elementos

1 6 70 497 420
2 12 2 39 24
3 16 5 102 80

Total 638 524

Utilizando o Lago Igapo6 I como parametro de entrada, executa-se o primeiro mo-
dulo para analise de qualidade, através do Algoritmo 6. Apds o cédlculo das métricas de
qualidade para cada elemento de cada bloco da malha computacional, obtém-se o con-
junto total de elementos, associados a razao entre arestas r com maior disparidade em
relacdo a rg = 1, ao angulo interno o com maior disparidade em relacdo a an = grad e

ao coeficiente de compacidade c.

Tendo posse do conjunto total de elementos e suas métricas de qualidade, assim
como informagoes sobre o niimero de parti¢oes do plano transformado para cada bloco e
as porcentagens desejadas p, executa-se o segundo modulo para analise de qualidade, por
meio do Algoritmo 7. Apés a leitura dos dados de entrada, obtém-se que |U’| = |U| = 524
elementos, pois nao ha elementos em que r = +00 e a = P no conjunto U. Em seguida,
a variancia de cada métrica de qualidade é calculada, resultando em s% = 1.1438, s% =
0.3118 e s% = 13.6566 para o Lago Igap¢ I.



118

Uma vez que s% # 0, s4 # 0 e s% # 0, calculam-se os valores minimo My, e

mAaximo mpy., das métricas de qualidade, cujos resultados estao presentes na Tabela 53.

Tabela 53 — Valores minimo e maximo das métricas de qualidade do Lago Igapé 1

r o} c
min | 1.0000 | 0.5113 | 16.0000
max | 17.7670 | 2.9354 | 36.3437

Utilizando os valores encontrados na Tabela 53, normalizam-se os valores das
métricas de qualidade no intervalo [0,10]. Ainda, o valor das métricas avaliadas so-
bre um quadrado também é normalizado no intervalo [0, 10], obtendo Tnormy = 0.0000,
Onormy = 4.3707 € Cpormy = 0.0000. Na sequéncia, calculam-se as variancias s?wnorm das
métricas de qualidade normalizadas, resultando em s, = 0.4069, s% = 5.3059 e

% =3.2998.

Com as variancias s?wmm calculadas, parte-se para o calculo das tolerancias minima
e maxima, obtendo €., = 0.0001 e €.« = 0.1732. Iterando entre o intervalo de valores,
constrdi-se o diagrama de dispersao de ¢; por |E_, |, o qual é ilustrado na Figura 56
pelos pontos em preto. A curva em verde representa a funcdo de regressao nao linear
exponencial, encontrada na etapa posterior. No caso do Lago Igapé I, o método de minimos

quadrados obteve, como resultado, os coeficientes ¢; = 170.9680 e ¢ = —39.7771.
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Figura 56 — Diagrama de dispersao de ¢; por |Ey,| do Lago Igapé 1

Dados os coeficientes ¢; e ¢y da fungao de regressao nao linear exponencial, calcu-
lam-se as tolerdncias desejadas €, considerando p = 5,10 e 20%. As porcentagens utili-
zadas resultaram, respectivamente, em € = 0.0472,0.0297 e 0.0123. Para cada valor de
tolerancia desejada €, identificam-se os elementos de menor qualidade em relagao a razao
entre arestas F,., ao angulo interno F, e ao coeficiente de compacidade E,. Além disso, por

meio de operagdes envolvendo os conjuntos E,., E, e E,., obtém-se os conjuntos £y, By,
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partir dos conjuntos obtidos.

Apos a escrita dos resultados em um arquivo .vtk para cada bloco, a Figura 57

ilustra os elementos de menor qualidade identificados para o Lago Igapé I, levando em

consideracao p = 5,10 e 20%, respectivamente, nas Figuras 57a - 57c.
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Figura 57 — Elementos de menor qualidade identificados para o Lago Igapd I

Uma outra maneira para se observar os resultados encontrados do Lago Igap6 1

pode ser representada na Tabela 54, na qual se apresentam as porcentagens desejadas p e
as tolerancias desejadas € em relagdo as quantidades de elementos dos conjuntos U’ — E,

E 9 ECM? E67 ET‘,QJ ET,C; Ea,m U - U, € Eﬂ’
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Tabela 54 — Quantidades de elementos dos resultados obtidos para o Lago Igap6 1

P € U — FU FT Fa Ec Er,a Er,c Ea,c ’U - U/’ Fﬂ
5%  0.0472 505 2 0 18 0 1 0 0 0
10% 0.0297 489 2 4 33 0 1 3 0 0
20% 0.0123 459 2 35 95 1 1 25 0 0

De acordo com a Figura 57 e com a Tabela 54, é possivel observar que apenas
elementos de menor qualidade em relacao a razao entre arestas e ao coeficiente de com-
pacidade foram identificados para o Lago Igapd I, considerando p = 5%. Para as por-
centagens utilizadas p = 10 e 20%, elementos de menor qualidade em relagao a todas as
métricas de avaliacao foram identificados. Além disso, para p = 20%, destaca-se o niimero
de elementos pertencentes ao conjunto formado pela interseccao entre £, e E.. Por conta
da complexidade da geometria, nao existe um padrao na localizacao dos elementos detec-
tados. No entanto, pode-se perceber uma evidente concentracao de elementos de menor
qualidade quanto ao coeficiente de compacidade no bloco 3, devido ao refinamento em-
pregado na direcao 7, para todas as porcentagens. Para p = 20%, surgem elementos de

menor qualidade nos demais blocos da malha computacional.

4.14 Golfinho

Nesta secao, modela-se e analisa-se a malha computacional de um golfinho. Nesse
experimento, a aquisicdo dos pontos de fronteira é baseada em um trabalho cientifico
e tem, como auxilio, a ferramenta WebPlotDigitizer [35, 38]. Esses pontos de fronteira
sao ilustrados na Figura 58 e sdao divididos em seis blocos, cujo nimero de parti¢oes nas

direcoes x e y € mostrado na Tabela 55.

P LD o'...... ) ..::,
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Figura 58 — Pontos de fronteira do golfinho. (Fonte: 35)
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Tabela 55 — Numero de parti¢oes nas diregoes = e y para cada bloco do golfinho

Bloco z y Quantidade de nés

1 36 9 90
2 4 10 28
3 5 10 30
4 5 8 26
5 6 7 26
6 7T 9 32

Total 232

Por meio do nimero de parti¢des do plano fisico e dos pontos de contorno, executa-
se 0 algoritmo para geracao da malha computacional em coordenadas generalizadas en-
volvendo multi-blocos. A malha computacional do golfinho é ilustrada na Figura 59, apre-

sentando também a distribuicdo dos blocos.

N %
W=

Figura 59 — Malha computacional do golfinho em coordenadas generalizadas

Além disso, a Tabela 56 relaciona cada bloco do golfinho com o niimero de partigoes

nas diregoes £ e 7).

Tabela 56 — Numero de particoes nas direcoes £ e i para cada bloco do golfinho

Bloco ¢ 17 Quantidade de nés Quantidade de elementos

1 36 9 370 324
2 4 10 55 40
3 5 10 66 50
4 5 8 54 40
5 6 7 56 42
6 7 9 80 63

Total 681 5959

Utilizando o golfinho como parametro de entrada, executa-se o primeiro médulo
para analise de qualidade, através do Algoritmo 6. Apds o calculo das métricas de qua-

lidade para cada elemento de cada bloco da malha computacional, obtém-se o conjunto
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total de elementos, associados a razao entre arestas » com maior disparidade em relacao
A . . . : . 7r
a ro = 1, ao angulo interno v com maior disparidade em relagdo a an = §rad e ao

coeficiente de compacidade c.

Tendo posse do conjunto total de elementos e suas métricas de qualidade, assim
como informagoes sobre o numero de particdbes do plano transformado para cada bloco
e as porcentagens desejadas p, executa-se o segundo modulo para analise de qualidade,
por meio do Algoritmo 7. Apés a leitura dos dados de entrada, obtém-se que |U’| = 554
elementos, pois ha 5 elementos em que 7 = +00 e a = # no conjunto U. Em seguida,
a variancia de cada métrica de qualidade é calculada, resultando em s% = 3.1846, s =
0.2835 e s, = 21.3201 para o golfinho.

Uma vez que s% # 0, s4 # 0 e s% # 0, calculam-se os valores minimo My, e

mMAaximo M., das métricas de qualidade, cujos resultados estao presentes na Tabela 57.

Tabela 57 — Valores minimo e maximo das métricas de qualidade do golfinho

r ! c
min | 1.0000 | 0.3698 | 16.0000
max | 19.8383 | 3.1316 | 43.4956

Utilizando os valores encontrados na Tabela 57, normalizam-se os valores das
métricas de qualidade no intervalo [0,10]. Ainda, o valor das métricas avaliadas so-
bre um quadrado também é normalizado no intervalo [0, 10], obtendo rpem, = 0.0000,
Qnormy = 4.3485 € Cpormy = 0.0000. Na sequéncia, calculam-se as variancias s?wnorm das
métricas de qualidade normalizadas, resultando em s%mm = 0.8974, sinom = 3.7174 e
se. = 2.8201.

Com as variancias s?wnorm calculadas, parte-se para o calculo das tolerancias minima
e maxima, obtendo €;, = 0.0001 e €., = 0.1591. Iterando entre o intervalo de valores,
constréi-se o diagrama de dispersao de ¢; por |Ey,|, o qual é ilustrado na Figura 60
pelos pontos em preto. A curva em verde representa a funcao de regressao nao linear
exponencial, encontrada na etapa posterior. No caso do golfinho, o método de minimos

quadrados obteve, como resultado, os coeficientes ¢; = 222.0300 e ¢o = —45.6958.
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Figura 60 — Diagrama de dispersao de ¢; por |Ey,

do golfinho

Dados os coeficientes ¢, e ¢y da fungao de regressao nao linear exponencial, calcu-
lam-se as tolerdncias desejadas €, considerando p = 5,10 e 20%. As porcentagens utili-
zadas resultaram, respectivamente, em € = 0.0455,0.0304 e 0.0152. Para cada valor de
tolerancia desejada €, identificam-se os elementos de menor qualidade em relagao a razao
entre arestas F,., ao angulo interno F, e ao coeficiente de compacidade E,. Além disso, por
meio de operagoes envolvendo os conjuntos E,, F, e E., obtém-se os conjuntos E, E, .,
E, ., E.. e Eq. Finalmente, um niimero ¢ ¢ atribuido para cada categoria de elementos a

partir dos conjuntos obtidos.

Apoés a escrita dos resultados em um arquivo .vtk para cada bloco, a Figura 61
ilustra os elementos de menor qualidade identificados para o golfinho, levando em consi-

deracao p = 5,10 e 20%, respectivamente, nas Figuras 61a - 61c.
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Qualidade

Figura 61 — Elementos de menor qualidade identificados para o golfinho

Uma outra maneira para se observar os resultados encontrados do golfinho pode
ser representada na Tabela 58, na qual se apresentam as porcentagens desejadas D e as

tolerancias desejadas € em relacdo as quantidades de elementos dos conjuntos U’ — E,
E? E_a7 Ea Er,ou Er,c; Ea,c; U-Ue E_r]

Tabela 58 — Quantidades de elementos dos resultados obtidos para o golfinho

]_9 € U/ - E_U E E_a E Er,a Er,c Ea,c |U - U/| E_ﬁ
5%  0.0455 544 6 2 8 0 5 1 ) 0
10% 0.0304 540 6 5 13 0 6 4 ) 0
20% 0.0152 522 7 12 30 0 7 10 5 0

De acordo com a Figura 61 e com a Tabela 58, é possivel observar que elementos
de menor qualidade em relacdo a todas as métricas de avaliacdo foram identificados para o
golfinho, considerando as porcentagens utilizadas p. Além disso, para p = 20%, destaca-se
o nimero de elementos pertencentes ao conjunto formado pela interseccao entre F, e E..

No bloco 4, existem 5 elementos em que r = +00 e o = 3, em virtude dos pontos de
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fronteira adquiridos. Por conta da complexidade da geometria, nao existe um padrao na
localizacao dos elementos detectados. No entanto, pode-se perceber uma concentragao de
elementos de menor qualidade no bloco 4, para todas as porcentagens. Para p = 20%,

surgem elementos de menor qualidade nos demais blocos da malha computacional.

4.15 Tartaruga

Nesta secao, modela-se e analisa-se a malha computacional de uma tartaruga.
Nesse experimento, os pontos de fronteira foram coletados utilizando imagens encontra-
das no Google e com o auxilio da ferramenta WebPlotDigitizer [37, 38]. Esses pontos
de fronteira sao ilustrados na Figura 62 e sao divididos em seis blocos, cujo nimero de

parti¢coes nas direcoes x e y é mostrado na Tabela 59.
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Figura 62 — Pontos de fronteira da tartaruga. (Fonte: 37)

Tabela 59 — Numero de particoes nas direcoes = e y para cada bloco da tartaruga

Bloco z y Quantidade de nés

1 10 7 34
2 10 31 82
3 4 17 42
4 4 17 42
5) 5 5 20
6 5 8 26

Total 246

Por meio do nimero de parti¢ées do plano fisico e dos pontos de contorno, executa-

se o algoritmo para geracao da malha computacional em coordenadas generalizadas en-
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volvendo multi-blocos. A malha computacional da tartaruga é ilustrada na Figura 63,

apresentando também a distribuicdo dos blocos.

Figura 63 — Malha computacional da tartaruga em coordenadas generalizadas

Além disso, a Tabela 60 relaciona cada bloco da tartaruga com o nimero de par-

tigoes nas direcoes & e 7).

Tabela 60 — Numero de particoes nas diregoes £ e n para cada bloco da tartaruga

Bloco ¢ 1n Quantidade de nés Quantidade de elementos

1 10 7 88 70
2 10 31 352 310
3 4 17 90 68
4 4 17 90 68
5 5 5 36 25
6 5 8 54 40

Total 710 581

Utilizando a tartaruga como parametro de entrada, executa-se o primeiro méodulo
para andlise de qualidade, através do Algoritmo 6. Apds o calculo das métricas de qua-
lidade para cada elemento de cada bloco da malha computacional, obtém-se o conjunto
total de elementos, associados a razao entre arestas r com maior disparidade em relacao
a rg = 1, ao angulo interno o com maior disparidade em relacgdo a an = grad e ao

coeficiente de compacidade c.

Tendo posse do conjunto total de elementos e suas métricas de qualidade, assim

como informagcoes sobre o nimero de parti¢coes do plano transformado para cada bloco e
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as porcentagens desejadas p, executa-se o segundo modulo para analise de qualidade, por
meio do Algoritmo 7. Apés a leitura dos dados de entrada, obtém-se que |U’| = |U| = 581
elementos, pois nao ha elementos em que r = +00 e a = P no conjunto U. Em seguida,
a variancia de cada métrica de qualidade ¢ calculada, resultando em s% = 0.6661, s} =
0.1676 e s2, = 9.5647 para a tartaruga.

Uma vez que s% # 0, s4 # 0 e s% # 0, calculam-se os valores minimo My, e

maximo My, das métricas de qualidade, cujos resultados estdao presentes na Tabela 61.

Tabela 61 — Valores minimo e maximo das métricas de qualidade da tartaruga

r Q c
min | 1.0000 | 0.2053 | 16.0000
max | 8.8443 | 3.0485 | 42.3076

Utilizando os valores encontrados na Tabela 61, normalizam-se os valores das
métricas de qualidade no intervalo [0,10]. Ainda, o valor das métricas avaliadas so-
bre um quadrado também é normalizado no intervalo [0, 10], obtendo rpem, = 0.0000,
Onormy = 4.8028 € Cpormy = 0.0000. Na sequéncia, calculam-se as variancias s?wnorm das
métricas de qualidade normalizadas, resultando em sﬁnorm = 1.0826, sinom = 2.0727 e

s2 = 1.3820.

Com as variancias s?wnorm calculadas, parte-se para o calculo das tolerancias minima
e maxima, obtendo €,;, = 0.0001 e €., = 0.1369. Iterando entre o intervalo de valores,
constréi-se o diagrama de dispersao de ¢; por |Ey,|, o qual é ilustrado na Figura 64
pelos pontos em preto. A curva em verde representa a funcao de regressao nao linear

exponencial, encontrada na etapa posterior. No caso da tartaruga, o método de minimos

quadrados obteve, como resultado, os coeficientes ¢; = 216.0572 e ¢ = —53.8616.
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Figura 64 — Diagrama de dispersao de ¢; por |Ey,

da tartaruga

Dados os coeficientes ¢, e ¢y da funcao de regressao nao linear exponencial, calcu-
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lam-se as tolerancias desejadas €, considerando p = 5,10 e 20%. As porcentagens utili-
zadas resultaram, respectivamente, em € = 0.0373,0.0244 e 0.0115. Para cada valor de
tolerdncia desejada €, identificam-se os elementos de menor qualidade em relacao a razao
entre arestas F,, ao angulo interno E, e ao coeficiente de compacidade E,. Além disso, por
meio de operagoes envolvendo os conjuntos E,, F, e E., obtém-se os conjuntos E, E, 4,
E,., E.. e Eq. Finalmente, um niimero ¢ ¢ atribuido para cada categoria de elementos a

partir dos conjuntos obtidos.

Apos a escrita dos resultados em um arquivo .vtk para cada bloco, a Figura 65
ilustra os elementos de menor qualidade identificados para a tartaruga, levando em con-

sideracao p = 5, 10 e 20%, respectivamente, nas Figuras 65a - 65c.
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(a) p=5% (b) p=10%

(c) p=20%

0 1 2 3 4 5 6 7 8 Q 10 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20
Qualidade

Figura 65 — Elementos de menor qualidade identificados para a tartaruga

Uma outra maneira para se observar os resultados encontrados da tartaruga pode
ser representada na Tabela 62, na qual se apresentam as porcentagens desejadas p e as
tolerancias desejadas € em relacdo as quantidades de elementos dos conjuntos U’ — E,
E.,Es B Bra By Bap, U~ U ¢ En,
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Tabela 62 — Quantidades de elementos dos resultados obtidos para a tartaruga

P € U — FU FT Fa Ec Er,a Er,c Ea,c ’U - U/’ Fﬂ
5%  0.0373 570 3 0 10 0 2 0 0 0
10% 0.0244 553 11 11 15 0 ) 4 0 0
20% 0.0115 543 15 28 26 ) 13 18 0 )

De acordo com a Figura 65 e com a Tabela 62, ¢ possivel observar que apenas
elementos de menor qualidade em relacio a razao entre arestas e ao coeficiente de compa-
cidade foram identificados para a tartaruga, considerando p = 5%. Para as porcentagens
utilizadas p = 10 e 20%, elementos de menor qualidade em relagéo a todas as métricas de
avaliacao foram identificados. Além disso, para p = 20%, destaca-se o niimero de elemen-
tos pertencentes aos conjuntos E,.. e E, .. Por conta da complexidade da geometria, nao
existe um padrao na localizagao dos elementos detectados. No entanto, pode-se perceber
uma evidente concentracao de elementos de menor qualidade no bloco 1, para todas as
porcentagens. Para p = 10 e 20%, surgem elementos de menor qualidade na regiao central

das fronteiras esquerda e direita do bloco 2 da malha computacional.

4.16 Perfil de um Rosto 2D

Nesta secao, modela-se e analisa-se a malha computacional do perfil de um rosto
bidimensional. Nesse experimento, os pontos de fronteira foram coletados utilizando ima-
gens encontradas no Google e com o auxilio da ferramenta WebPlotDigitizer [37, 38]. Esses
pontos de fronteira sao ilustrados na Figura 66 e sdo divididos em sete blocos, cujo nimero

de particoes nas direcdes x e y é mostrado na Tabela 63.
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Figura 66 — Pontos de fronteira do perfil de um rosto. (Fonte: 37)
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Tabela 63 — Numero de parti¢oes nas diregoes x e y para cada bloco do perfil de um rosto

Bloco z y Quantidade de nés
1 3 4 14
2 15 6 42
3 8 8 32
4 3 5 16
) 8 6 28
6 15 14 58
7 5 7 24
Total 214

Por meio do nimero de parti¢ées do plano fisico e dos pontos de contorno, executa-
se o algoritmo para geragao da malha computacional em coordenadas generalizadas envol-
vendo multi-blocos. A malha computacional do perfil de um rosto é ilustrada na Figura

67, apresentando também a distribuicao dos blocos.

/6

Figura 67 — Malha computacional do perfil de um rosto em coordenadas generalizadas

Além disso, a Tabela 64 relaciona cada bloco do perfil de um rosto com o ntimero

de parti¢coes nas direcoes £ e 7).
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Tabela 64 — Numero de parti¢oes nas direcoes & e n para cada bloco do perfil de um rosto

Bloco ¢ 17 Quantidade de nés Quantidade de elementos

1 3 4 20 12
2 15 6 112 90
3 8 8 81 64
4 3 5 24 15
5 8 6 63 48
6 15 14 240 210
7 5 7 48 35

Total 288 474

Utilizando o perfil de um rosto como parametro de entrada, executa-se o primeiro
modulo para analise de qualidade, através do Algoritmo 6. Apds o calculo das métricas
de qualidade para cada elemento de cada bloco da malha computacional, obtém-se o
conjunto total de elementos, associados a razao entre arestas r com maior disparidade em
relacdo a rg = 1, ao angulo interno o com maior disparidade em relacdo a ag = grad e

ao coeficiente de compacidade c.

Tendo posse do conjunto total de elementos e suas métricas de qualidade, assim
como informagoes sobre o nimero de parti¢coes do plano transformado para cada bloco e
as porcentagens desejadas p, executa-se o segundo modulo para analise de qualidade, por
meio do Algoritmo 7. Apés a leitura dos dados de entrada, obtém-se que |U’| = |U| = 474
elementos, pois nao hé elementos em que r = 400 ¢ & = # no conjunto U. Em seguida,
a variancia de cada métrica de qualidade ¢ calculada, resultando em s% = 0.2179, s4 =
0.2224 e s = 16.1769 para o perfil de um rosto.

Uma vez que s% # 0, s3 # 0 e s% # 0, calculam-se os valores minimo My, €

maximo mmayx das métricas de qualidade, cujos resultados estao presentes na Tabela 65.

Tabela 65 — Valores minimo e maximo das métricas de qualidade do perfil de um rosto

r o) &
min | 1.0000 | 0.3705 | 16.0000
max | 4.6627 | 3.1200 | 48.3569

Utilizando os valores encontrados na Tabela 65, normalizam-se os valores das
métricas de qualidade no intervalo [0,10]. Ainda, o valor das métricas avaliadas so-
bre um quadrado também é normalizado no intervalo [0, 10], obtendo ryem, = 0.0000,
Onormy, = 4.3655 € chormy, = 0.0000. Na sequéncia, calculam-se as variancias S%Mnorm das
métricas de qualidade normalizadas, resultando em s% = 1.6241, % = 2.9415 e

s2  =1.5451.

Com as variancias s?\/[norm calculadas, parte-se para o calculo das tolerancias minima

e maxima, obtendo €.,;; = 0.0001 e €., = 0.1787. Iterando entre o intervalo de valores,
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constréi-se o diagrama de dispersao de ¢; por |Ey,|, o qual é ilustrado na Figura 68
pelos pontos em preto. A curva em verde representa a funcao de regressao nao linear

exponencial, encontrada na etapa posterior. No caso do perfil de um rosto, o método de

minimos quadrados obteve, como resultado, os coeficientes ¢; = 176.1278 e ¢co = —37.6157.
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Figura 68 — Diagrama de dispersao de ¢; por |Ey,| do perfil de um rosto

Dados os coeficientes ¢y e ¢ da funcao de regressao nao linear exponencial, calcu-
lam-se as tolerancias desejadas €, considerando p = 5,10 e 20%. As porcentagens utili-
zadas resultaram, respectivamente, em € = 0.0533,0.0349 e 0.0165. Para cada valor de
tolerdncia desejada €, identificam-se os elementos de menor qualidade em relacao a razao
entre arestas F,., ao angulo interno F, e ao coeficiente de compacidade E,. Além disso, por
meio de operagoes envolvendo os conjuntos E,., F, e E., obtém-se os conjuntos E, E, 4,
E,., E.. e Eq. Finalmente, um niimero ¢ ¢ atribuido para cada categoria de elementos a

partir dos conjuntos obtidos.

Apos a escrita dos resultados em um arquivo .vtk para cada bloco, a Figura 69
ilustra os elementos de menor qualidade identificados para o perfil de um rosto, levando

em consideracao p = 5,10 e 20%, respectivamente, nas Figuras 69a - 69c.
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Qualidade

Figura 69 — Elementos de menor qualidade identificados para o perfil de um rosto

Uma outra maneira para se observar os resultados encontrados do perfil de um
rosto pode ser representada na Tabela 66, na qual se apresentam as porcentagens desejadas
P e as tolerancias desejadas € em relagao as quantidades de elementos dos conjuntos
U' - Ey, By, Ea, Ee, Era, By, Eae, U—=U' ¢ En.

Tabela 66 — Quantidades de elementos dos resultados obtidos para o perfil de um rosto

p € U/ - E_U E E_a E Er,a Er,c Ea,c |U - Ull E_ﬂ
5%  0.0533 457 6 0 12 0 1 0 0 0
10% 0.0349 452 10 6 14 1 3 5) 0 1
20% 0.0165 440 16 21 21 4 5 19 0 4

De acordo com a Figura 69 e com a Tabela 66, ¢ possivel observar que apenas
elementos de menor qualidade em relagdo a razao entre arestas e ao coeficiente de com-
pacidade foram identificados para o perfil de um rosto, considerando p = 5%. Para as
porcentagens utilizadas p = 10 e 20%, elementos de menor qualidade em relacao a todas
as métricas de avaliacao foram identificados. Além disso, para p = 20%, destaca-se o ni-
mero de elementos pertencentes ao conjunto formado pela interseccao entre E, e E,. Por
conta da complexidade da geometria, nao existe um padrao na localizacdo dos elemen-
tos detectados. No entanto, pode-se perceber uma evidente concentragao de elementos de

menor qualidade no bloco 7 da malha computacional, para todas as porcentagens.
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4.17 Passaro

Nesta secao, modela-se e analisa-se a malha computacional de um passaro. Nesse
experimento, a aquisicao dos pontos de fronteira é baseada em um trabalho cientifico e
tem, como auxilio, a ferramenta WebPlotDigitizer [35, 38]. Esses pontos de fronteira sdo
ilustrados na Figura 70 e sao divididos em sete blocos, cujo nimero de particoes nas

dire¢des x e y é mostrado na Tabela 67.
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Figura 70 — Pontos de fronteira do passaro. (Fonte: 35)

Tabela 67 — Numero de particoes nas direcoes = e y para cada bloco do passaro

Bloco x y Quantidade de nés

1 6 11 34
2 11 11 44
3 20 4 48
4 20 7 54
5 11 18 58
6 18 11 58
7 8 11 38

Total 334

Por meio do niimero de partigoes do plano fisico e dos pontos de contorno, executa-
se 0 algoritmo para geracao da malha computacional em coordenadas generalizadas en-
volvendo multi-blocos. A malha computacional do passaro é ilustrada na Figura 71, apre-

sentando também a distribui¢do dos blocos.
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Figura 71 — Malha computacional do passaro em coordenadas generalizadas

Além disso, a Tabela 68 relaciona cada bloco do passaro com o niimero de parti¢oes

nas diregoes £ e 7).

Tabela 68 — Numero de particoes nas diregoes £ e n para cada bloco do passaro

Bloco ¢ n Quantidade de nés Quantidade de elementos

1 6 11 84 66
2 11 11 144 121
3 20 4 105 80
4 20 7 168 140
5 11 18 228 198
6 18 11 228 198
7 8§ 11 108 88

Total 1065 891

Utilizando o passaro como parametro de entrada, executa-se o primeiro modulo
para analise de qualidade, através do Algoritmo 6. Apés o calculo das métricas de qua-
lidade para cada elemento de cada bloco da malha computacional, obtém-se o conjunto
total de elementos, associados a razao entre arestas r com maior disparidade em relacao
a rg = 1, ao angulo interno o com maior disparidade em relacao a ag = grad e ao

coeficiente de compacidade c.

Tendo posse do conjunto total de elementos e suas métricas de qualidade, assim
como informacoes sobre o ntimero de parti¢cdes do plano transformado para cada bloco
e as porcentagens desejadas p, executa-se o segundo modulo para analise de qualidade,
por meio do Algoritmo 7. Apéds a leitura dos dados de entrada, obtém-se que |U’| = 869
elementos, pois ha 22 elementos em que r = +00 e & = # no conjunto U. Em seguida,
a variancia de cada métrica de qualidade ¢ calculada, resultando em s% = 2.6559, s% =
0.2930 e s% = 38.3952 para o passaro.
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Uma vez que s% # 0, s4 # 0 e s% # 0, calculam-se os valores minimo My, e

mAaximo mpy., das métricas de qualidade, cujos resultados estao presentes na Tabela 69.

Tabela 69 — Valores minimo e maximo das métricas de qualidade do passaro

r o} c
min | 1.0000 | 0.3241 | 16.0000
max | 11.7254 | 3.1035 | 67.9769

Utilizando os valores encontrados na Tabela 69, normalizam-se os valores das
métricas de qualidade no intervalo [0,10]. Ainda, o valor das métricas avaliadas so-
bre um quadrado também é normalizado no intervalo [0, 10], obtendo Tnormy = 0.0000,
Onormy = 4.4855 € Cpormy = 0.0000. Na sequéncia, calculam-se as variancias s?wnorm das
métricas de qualidade normalizadas, resultando em s, = 2.3088, s% = 3.7924 ¢

2, =1.4212.

Com as variancias s?wmm calculadas, parte-se para o calculo das tolerancias minima
e maxima, obtendo €,;; = 0.0000 e €.« = 0.0903. Iterando entre o intervalo de valores,
constrdi-se o diagrama de dispersdao de ¢; por |E_. |, o qual é ilustrado na Figura 72
pelos pontos em preto. A curva em verde representa a funcao de regressao nao linear
exponencial, encontrada na etapa posterior. No caso do passaro, o método de minimos

quadrados obteve, como resultado, os coeficientes ¢; = 506.3437 e ¢ = —90.0219.
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Figura 72 — Diagrama de dispersao de ¢; por |Ey,| do passaro

Dados os coeficientes ¢; e ¢y da fungao de regressao nao linear exponencial, calcu-
lam-se as tolerdncias desejadas €, considerando p = 5,10 e 20%. As porcentagens utili-
zadas resultaram, respectivamente, em € = 0.0273,0.0196 e 0.0119. Para cada valor de
tolerancia desejada €, identificam-se os elementos de menor qualidade em relagao a razao
entre arestas F,., ao angulo interno F, e ao coeficiente de compacidade E,. Além disso, por

meio de operagdes envolvendo os conjuntos E,., E, e E,., obtém-se os conjuntos £y, By,
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é atribuido para cada categoria de elementos a

2,

, um numero ¢

Erc, Eq. e En. Finalmente

partir dos conjuntos obtidos.

Ap6s a escrita dos resultados em um arquivo .vtk para cada bloco, a Figura 73

ilustra os elementos de menor qualidade identificados para o passaro, levando em consi-

deracao p = 5, 10 e 20%, respectivamente, nas Figuras 73a - 73c.
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Figura 73 — Elementos de menor qualidade identificados para o passaro

Uma outra maneira para se observar os resultados encontrados do passaro pode

) Eou EC7 Er,a; Er,c; Ea,c: U-— U/ € Eﬁ-

ser representada na Tabela 70, na qual se apresentam as porcentagens desejadas p e as
tolerancias desejadas € em relacdo as quantidades de elementos dos conjuntos U’ — FE,

E

r
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Tabela 70 — Quantidades de elementos dos resultados obtidos para o passaro

Tj € U/ - FU FT Fa Fc Er,a Er,c Ea,c ’U - U/’ Fﬂ
5%  0.0273 846 21 0 4 0 2 0 22 0
10% 0.0196 823 38 4 18 0 13 1 22 0
20% 0.0119 771 48 50 27 1 16 11 22 1

De acordo com a Figura 73 e com a Tabela 70, é possivel observar que apenas
elementos de menor qualidade em relacao a razao entre arestas e ao coeficiente de com-
pacidade foram identificados para o péassaro, considerando p = 5%. Para as porcentagens
utilizadas p = 10 e 20%, elementos de menor qualidade em relagdo a todas as métricas de
avaliacdo foram identificados. Além disso, para essas porcentagens, destaca-se o nimero
de elementos pertencentes aos conjuntos F,.. e F, .. Nos blocos 5 e 6, totalizam-se 22 ele-
mentos em que r = 400 e a = P, em virtude dos pontos de fronteira adquiridos. Por conta
da complexidade da geometria, nao existe um padrao na localizacao dos elementos detec-
tados. No entanto, pode-se perceber uma concentragao de elementos de menor qualidade
nos blocos 5 e 6, para todas as porcentagens. Para p = 10 e 20%, surgem elementos de
menor qualidade no bloco 7 da malha computacional. Finalmente, apenas para p = 20%,
surgem elementos de menor qualidade nos blocos 1 e 4, relacionados principalmente ao

angulo interno.

4.18 Cachorro

Nesta se¢ao, modela-se e analisa-se a malha computacional de um cachorro. Nesse
experimento, os pontos de fronteira foram coletados utilizando imagens encontradas no
Google e com o auxilio da ferramenta WebPlotDigitizer [37, 38]. Esses pontos de fronteira
sao ilustrados na Figura 74 e sao divididos em oito blocos, cujo niimero de parti¢oes nas

direcoes x e y é mostrado na Tabela 71.

13
P s
Q
o 0.'0..
... o
< e
° .000..0
° ° °
o ® ® 0o o o o o o [ ] .. °
.. ° *
o o ®
.. ®
3 .
oo
°
Seceeee’®’e !
° Q
;0 ° . °
. . ®ec0c00e
* o ° °
Y ° ° °
K3 [ ° L [
[ ] [ ] [ ]
g O..o e ©
o.o‘ ° o ©
0ev @ o °
.. ..
) °
o0 ‘:
)
')
o ® o0
% ~eo!
'o‘}

Figura 74 — Pontos de fronteira do cachorro. (Fonte: 37)
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Tabela 71 — Numero de parti¢oes nas direcoes x e y para cada bloco do cachorro

Bloco z y Quantidade de nés
1 5 6 22
2 6 6 24
3 2 3 10
4 5 5 20
5 17 8 20
6 2 22 48
7 5 14 38
8 5 18 46
Total 258

Por meio do nimero de parti¢des do plano fisico e dos pontos de contorno, executa-
se o algoritmo para geracao da malha computacional em coordenadas generalizadas en-
volvendo multi-blocos. A malha computacional do cachorro é ilustrada na Figura 75,

apresentando também a distribuicao dos blocos.

[

Figura 75 — Malha computacional do cachorro em coordenadas generalizadas

Além disso, a Tabela 72 relaciona cada bloco do cachorro com o nimero de parti-

¢oes nas direcoes £ e 7).
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Tabela 72 — Numero de parti¢oes nas direcoes £ e n para cada bloco do cachorro

Bloco ¢ 17 Quantidade de nés Quantidade de elementos
1 5 6 42 30
2 6 6 49 36
3 2 3 12 6
4 5 5 36 25
5 17 8 162 136
6 2 22 69 44
7 5 14 90 70
8 5 18 114 90
Total 574 437

Utilizando o cachorro como parametro de entrada, executa-se o primeiro modulo
para analise de qualidade, através do Algoritmo 6. Apds o calculo das métricas de qua-
lidade para cada elemento de cada bloco da malha computacional, obtém-se o conjunto
total de elementos, associados a razao entre arestas r com maior disparidade em relacao
a ro = 1, ao angulo interno @ com maior disparidade em relagdo a an = grad e ao

coeficiente de compacidade c.

Tendo posse do conjunto total de elementos e suas métricas de qualidade, assim
como informagoes sobre o numero de particdes do plano transformado para cada bloco
e as porcentagens desejadas p, executa-se o segundo modulo para analise de qualidade,
por meio do Algoritmo 7. Apés a leitura dos dados de entrada, obtém-se que |U’| = 433
elementos, pois hé 4 elementos em que 7 = +00 e a = # no conjunto U. Em seguida,
a variancia de cada métrica de qualidade é calculada, resultando em s% = 1.6786, s} =
0.1467 e s%, = 14.4926 para o cachorro.

Uma vez que s% # 0, s4 # 0 e s% # 0, calculam-se os valores minimo My, e

maximo my,., das métricas de qualidade, cujos resultados estao presentes na Tabela 73.

Tabela 73 — Valores minimo e maximo das métricas de qualidade do cachorro

r o) c
min | 1.0000 | 0.5134 | 16.0000
max | 12.7124 | 3.1416 | 36.1177

Utilizando os valores encontrados na Tabela 73, normalizam-se os valores das
métricas de qualidade no intervalo [0,10]. Ainda, o valor das métricas avaliadas so-
bre um quadrado também é normalizado no intervalo [0, 10], obtendo rpem, = 0.0000,
Onormy = 4.0234 € Cpormy = 0.0000. Na sequéncia, calculam-se as variancias sﬁmmm das
métricas de qualidade normalizadas, resultando em sﬁnorm = 1.2237, sinom = 2.1237 e
s, = 3.5809.
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Com as variancias s?wmrm calculadas, parte-se para o calculo das tolerdncias minima
e maxima, obtendo €.,;; = 0.0000 e €.« = 0.1879. Iterando entre o intervalo de valores,
constrdi-se o diagrama de dispersdao de ¢; por |E_,|, o qual é ilustrado na Figura 76
pelos pontos em preto. A curva em verde representa a funcao de regressao nao linear
exponencial, encontrada na etapa posterior. No caso do cachorro, o método de minimos

quadrados obteve, como resultado, os coeficientes ¢; = 202.0961 e ¢ = —36.1107.
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Figura 76 — Diagrama de dispersao de ¢; por |Ey,| do cachorro

Dados os coeficientes ¢y e ¢y da fungao de regressao nao linear exponencial, calcu-
lam-se as tolerdncias desejadas €, considerando p = 5,10 e 20%. As porcentagens utili-
zadas resultaram, respectivamente, em € = 0.0619,0.0427 e 0.0235. Para cada valor de
tolerancia desejada €, identificam-se os elementos de menor qualidade em relacao a razao
entre arestas F,., ao angulo interno F, e ao coeficiente de compacidade E,. Além disso, por
meio de operagdes envolvendo os conjuntos E,, F, e E., obtém-se os conjuntos E, E, .,
E,., E.. e Eq. Finalmente, um nimero ¢ ¢ atribuido para cada categoria de elementos a

partir dos conjuntos obtidos.

Apébs a escrita dos resultados em um arquivo .vtk para cada bloco, a Figura 77
ilustra os elementos de menor qualidade identificados para o cachorro, levando em consi-

deracao p = 5, 10 e 20%, respectivamente, nas Figuras 77a - 77c.
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Figura 77 — Elementos de menor qualidade identificados para o cachorro

Uma outra maneira para se observar os resultados encontrados do cachorro pode

ser representada na Tabela 74, na qual se apresentam as porcentagens desejadas P e as

tolerancias desejadas € em relacdo as quantidades de elementos dos conjuntos U’ — E,

Frv E_om Fm Er,om Er,ca Eoe,c: U-— U/ € E_ﬁ

Tabela 74 — Quantidades de elementos dos resultados obtidos para o cachorro

]_9 € U/ - E_U E E_a Ec Er,a Er,c Ea,c |U - U/| E_ﬁ
5%  0.0619 414 3 4 18 0 2 4 4 0
10% 0.0427 401 3 5 32 0 3 5 4 0
20% 0.0235 370 1220 57 0 11 15 4 0

De acordo com a Figura 77 e com a Tabela 74, é possivel observar que elemen-
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tos de menor qualidade em relagao a todas as métricas de avaliacao foram identificados
para o cachorro, considerando as porcentagens utilizadas p. Além disso, para p = 20%,
destaca-se o niimero de elementos pertencentes aos conjuntos E,.. e E, .. Nos blocos 3 e
6, totalizam-se 4 elementos em que 7 = 400 ¢ o = 3, em virtude dos pontos de fronteira
adquiridos. Por conta da complexidade da geometria, nao existe um padrao na localiza-
¢ao dos elementos detectados. No entanto, pode-se perceber uma evidente concentracao
de elementos de menor qualidade nos blocos 3 e 7, para todas as porcentagens. Para
p = 10 e 20%, surgem elementos de menor qualidade no bloco 8 da malha computacional,

relacionados principalmente ao coeficiente de compacidade.

4.19 Aviao

Nesta secao, modela-se e analisa-se a malha computacional de um aviao. Nesse
experimento, a aquisicao dos pontos de fronteira é baseada em um trabalho cientifico e
tem, como auxilio, a ferramenta WebPlotDigitizer [35, 38]. Esses pontos de fronteira sao
ilustrados na Figura 78 e sao divididos em oito blocos, cujo nimero de particoes nas
direcoes x e y ¢ mostrado na Tabela 75.
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Figura 78 — Pontos de fronteira do aviao. (Fonte: 35)
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Tabela 75 — Numero de parti¢oes nas direcoes x e y para cada bloco do aviao

Bloco z y Quantidade de nés

1 11 38 98
2 11 6 34
3 19 8 54
4 19 8 54
5 4 5 18
6 4 5 18
7 4 5 18
8 4 5 18

Total 312

Por meio do niimero de parti¢des do plano fisico e dos pontos de contorno, executa-
se o algoritmo para geracao da malha computacional em coordenadas generalizadas en-
volvendo multi-blocos. A malha computacional do avido é ilustrada na Figura 79, apre-

sentando também a distribui¢do dos blocos.

Figura 79 — Malha computacional do avido em coordenadas generalizadas

Além disso, a Tabela 76 relaciona cada bloco do avidao com o ntimero de partigoes

nas diregoes & e 7.
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Tabela 76 — Numero de parti¢oes nas direcoes & e n para cada bloco do aviao

Bloco ¢ 17 Quantidade de nés Quantidade de elementos

1 11 38 468 418
2 11 6 84 66
3 19 8 180 152
4 19 8 180 152
5 4 5 30 20
6 4 5 30 20
7 4 5 30 20
8 4 5 30 20

Total 1032 868

Utilizando o avidao como parametro de entrada, executa-se o primeiro médulo para
andlise de qualidade, através do Algoritmo 6. Apds o calculo das métricas de qualidade
para cada elemento de cada bloco da malha computacional, obtém-se o conjunto total de
elementos, associados a razao entre arestas r com maior disparidade em relagdo a ro = 1,

A . . . . ~ m .
ao angulo interno o com maior disparidade em relacao a an = §rad e ao coeficiente de

compacidade c.

Tendo posse do conjunto total de elementos e suas métricas de qualidade, assim
como informagoes sobre o niimero de parti¢oes do plano transformado para cada bloco e
as porcentagens desejadas p, executa-se o segundo modulo para analise de qualidade, por
meio do Algoritmo 7. Apés a leitura dos dados de entrada, obtém-se que |U’'| = |U| = 868
elementos, pois nao ha elementos em que r = +00 e a = P no conjunto U. Em seguida,
a variancia de cada métrica de qualidade é calculada, resultando em s% = 0.6991, s =
0.1784 e sZ = 8.7439 para o avido.

Uma vez que s% # 0, s4 # 0 e s% # 0, calculam-se os valores minimo My, e

mAaximo mp., das métricas de qualidade, cujos resultados estao presentes na Tabela 77.

Tabela 77 — Valores minimo e maximo das métricas de qualidade do aviao

r o c
min | 1.0000 | 0.5565 | 16.0000
max | 7.8396 | 3.1396 | 40.6403

Utilizando os valores encontrados na Tabela 77, normalizam-se os valores das
métricas de qualidade no intervalo [0,10]. Ainda, o valor das métricas avaliadas so-
bre um quadrado também é normalizado no intervalo [0, 10], obtendo rpem, = 0.0000,
Onormy = 3.9268 € Cpormy = 0.0000. Na sequéncia, calculam-se as variancias sﬁmmm das
métricas de qualidade normalizadas, resultando em sﬁnorm = 1.4944, sinom = 2.6740 e
se. = 1.4402.
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Com as variancias s?wmrm calculadas, parte-se para o calculo das tolerdncias minima
e maxima, obtendo €.,;; = 0.0005 e €.« = 0.0797. Iterando entre o intervalo de valores,
constrdi-se o diagrama de dispersdao de ¢; por |Ey,|, o qual é ilustrado na Figura 80
pelos pontos em preto. A curva em verde representa a funcao de regressao nao linear
exponencial, encontrada na etapa posterior. No caso do aviao, o método de minimos

quadrados obteve, como resultado, os coeficientes ¢; = 419.6449 e ¢ = —102.5524.
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Figura 80 — Diagrama de dispersao de ¢; por |Ey,| do avido

Dados os coeficientes ¢y e ¢y da fungao de regressao nao linear exponencial, calcu-
lam-se as tolerdncias desejadas €, considerando p = 5,10 e 20%. As porcentagens utili-
zadas resultaram, respectivamente, em € = 0.0221,0.0154 e 0.0086. Para cada valor de
tolerancia desejada €, identificam-se os elementos de menor qualidade em relacao a razao
entre arestas F,., ao angulo interno F, e ao coeficiente de compacidade E,. Além disso, por
meio de operagdes envolvendo os conjuntos E,, F, e E., obtém-se os conjuntos E, E, .,
E,., E.. e Eq. Finalmente, um nimero ¢ ¢ atribuido para cada categoria de elementos a

partir dos conjuntos obtidos.

Apbs a escrita dos resultados em um arquivo .vtk para cada bloco, a Figura 81 ilus-
tra os elementos de menor qualidade identificados para o aviao, levando em consideracao

p = 5,10 e 20%, respectivamente, nas Figuras 81la - 81c.
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Figura 81 — Elementos de menor qualidade identificados para o aviao

Uma outra maneira para se observar os resultados encontrados do aviao pode

ser representada na Tabela 78, na qual se apresentam as porcentagens desejadas D e as

tolerancias desejadas € em relacdo as quantidades de elementos dos conjuntos U’ — Fy,

Fm E_ou Fc: Er,aa Er,c; Eoz,m U - UI € E_ﬂ
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Tabela 78 — Quantidades de elementos dos resultados obtidos para o aviao

P € U — ETJ Fr E E Er,a Er,c Ea,c ’U - U/’ Fﬂ
5%  0.0221 850 ) 13 9 0 2 7 0 0
10% 0.0154 841 7 19 10 0 2 7 0 0
20% 0.0086 798 15 56 20 2 6 15 0 2

De acordo com a Figura 81 e com a Tabela 78, é possivel observar que elementos
de menor qualidade em relacido a todas as métricas de avaliacdo foram identificados para
o avido, considerando as porcentagens utilizadas p. Além disso, para p = 20%, destaca-se
o ntimero de elementos pertencentes ao conjunto formado pela interseccio entre E, e
E.. Por conta da complexidade da geometria, ndo existe um padrao na localizacao dos
elementos detectados. No entanto, pode-se perceber uma evidente concentracao de ele-
mentos de menor qualidade no bloco 2, para todas as porcentagens. Para p = 20%, surgem

elementos de menor qualidade nos blocos 3, 4 e 7 da malha computacional, relacionados
principalmente ao angulo interno.

4.20 Lago Luruaco

Similarmente ao estudo realizado sobre o Lago Igapd I na Secao 4.13, esta secao
modela e analisa a malha computacional do Lago Luruaco, localizado na Colémbia. Nesse
experimento, a aquisi¢do dos pontos de fronteira é baseada em um trabalho cientifico [30].
Esses pontos de fronteira sao ilustrados na Figura 82 e sao divididos em treze blocos, cujo

ntmero de particoes nas dire¢oes x e y é mostrado na Tabela 79.
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Figura 82 — Pontos de fronteira do Lago Luruaco. (Fonte: 30)
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Tabela 79 — Numero de particoes nas direcoes = e y para cada bloco do Lago Luruaco

Bloco z y Quantidade de nés

1 9 9 36
2 17 9 52
3 15 20 70
4 19 12 62
5 23 18 82
6 17 18 70
7 9 18 54
8 9 12 42
9 17 12 58
10 23 12 70
11 9 20 58
12 17 20 74
13 23 20 86

Total 814

Por meio do nimero de parti¢des do plano fisico e dos pontos de contorno, executa-
se o algoritmo para geracao da malha computacional em coordenadas generalizadas en-
volvendo multi-blocos. A malha computacional do Lago Luruaco é ilustrada na Figura

83, apresentando também a distribuicao dos blocos.

Figura 83 — Malha computacional do Lago Luruaco em coordenadas generalizadas.
(Fonte: 30)

Além disso, a Tabela 80 relaciona cada bloco do Lago Luruaco com o nimero de

particoes nas diregoes & e 1.
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Tabela 80 — Numero de particoes nas diregoes £ e n para cada bloco do Lago Luruaco

Bloco ¢ 17 Quantidade de nés Quantidade de elementos

1 9 9 100 81
2 17 9 180 153
3 15 20 336 300
4 19 12 260 228
5 23 18 456 414
6 17 18 342 306
7 9 18 190 162
8 9 12 130 108
9 17 12 234 204
10 23 12 312 276
11 9 20 210 180
12 17 20 378 340
13 23 20 504 460
Total 3632 3212

Utilizando o Lago Luruaco como parametro de entrada, executa-se o primeiro
moédulo para andlise de qualidade, através do Algoritmo 6. Apds o calculo das métricas
de qualidade para cada elemento de cada bloco da malha computacional, obtém-se o
conjunto total de elementos, associados a razao entre arestas r com maior disparidade em
relacdo a rg = 1, ao angulo interno o com maior disparidade em relacdo a ag = grad e

ao coeficiente de compacidade c.

Tendo posse do conjunto total de elementos e suas métricas de qualidade, assim
como informagcoes sobre o nimero de parti¢oes do plano transformado para cada bloco e
as porcentagens desejadas p, executa-se o segundo modulo para analise de qualidade, por
meio do Algoritmo 7. Apés a leitura dos dados de entrada, obtém-se que |U’| = |U| = 3212
elementos, pois nao ha elementos em que r = +00 e a = P no conjunto U. Em seguida,
a variancia de cada métrica de qualidade é calculada, resultando em s% = 0.2572, s =

0.1227 e s, = 8.3238 para o Lago Luruaco.

Uma vez que s% # 0, s4 # 0 e s% # 0, calculam-se os valores minimo My, e

maximo My, das métricas de qualidade, cujos resultados estdao presentes na Tabela 81.

Tabela 81 — Valores minimo e maximo das métricas de qualidade do Lago Luruaco

r o c
min | 1.0000 | 0.2644 | 16.0000
max | 8.0667 | 3.0894 | 59.9825

Utilizando os valores encontrados na Tabela 81, normalizam-se os valores das
métricas de qualidade no intervalo [0,10]. Ainda, o valor das métricas avaliadas so-

bre um quadrado também é normalizado no intervalo [0, 10], obtendo rpem, = 0.0000,
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Onormy = 4.6244 € Cpormy = 0.0000. Na sequéncia, calculam-se as variancias s?wmrm das
métricas de qualidade normalizadas, resultando em s%{norm = 0.5151, sinorm = 1.5378 e

s% = 0.4303.

Com as variancias s?wnorm calculadas, parte-se para o célculo das tolerancias minima
e maxima, obtendo €,;; = 0.0000 e €., = 0.0286. Iterando entre o intervalo de valores,

constroi-se o diagrama de dispersdo de €; por |Ey,

, 0 qual ¢ ilustrado na Figura 84 pelos
pontos em preto. A curva em verde representa a funcao de regressao nao linear expo-
nencial, encontrada na etapa posterior. No caso do Lago Luruaco, o método de minimos

quadrados obteve, como resultado, os coeficientes ¢; = 468.1103 e ¢y = —355.4354.
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Figura 84 — Diagrama de dispersao de ¢; por |Ey,| do Lago Luruaco

Dados os coeficientes ¢y e ¢y da fungao de regressao nao linear exponencial, calcu-
lam-se as tolerdncias desejadas €, considerando p = 5,10 e 20%. As porcentagens utili-
zadas resultaram, respectivamente, em € = 0.0030,0.0011 e — 0.0009. Para cada valor
de tolerancia desejada €, identificam-se os elementos de menor qualidade em relagao a
razao entre arestas E,, ao angulo interno E, e ao coeficiente de compacidade E,. Além

disso, por meio de operacdes envolvendo os conjuntos F,, E, e E,, obtém-se os conjuntos

Ey, E,q, B¢, Eyc e Eq. Finalmente, um nimero ¢ ¢ atribuido para cada categoria de

elementos a partir dos conjuntos obtidos.

Apoés a escrita dos resultados em um arquivo .vtk para cada bloco, a Figura 85
ilustra os elementos de menor qualidade identificados para o Lago Luruaco, levando em

consideracao p = 5,10 e 20%, respectivamente, nas Figuras 85a - 85c.
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Figura 85 — Elementos de menor qualidade identificados para o Lago Luruaco

Uma outra maneira para se observar os resultados encontrados do Lago Luruaco
pode ser representada na Tabela 82, na qual se apresentam as porcentagens desejadas p e
as tolerancias desejadas € em relacao as quantidades de elementos dos conjuntos U’ — Ey,

Er7 Ea Ea Er,on Er,ca an,ca U - U/ € ETW
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Tabela 82 — Quantidades de elementos dos resultados obtidos para o Lago Luruaco

D € U — FU E Fa Ec Er,a Er,c Ea,c |U - U/| Fﬁ
5%  0.0030 3133 32 50 30 4 ) 28 0 4
10% 0.0011 2885 99 256 7 28 24 72 0 19
20% -0.0009 0 3205 3210 3207 3203 3200 3205 0 3198

De acordo com a Figura 85 e com a Tabela 82, é possivel observar que elementos
de menor qualidade em relacido a todas as métricas de avaliacdo foram identificados para
o Lago Luruaco, considerando as porcentagens utilizadas p. Além disso, destaca-se o ni-
mero de elementos pertencentes aos conjuntos formados pelas interseccoes entre E,, E, e
E., salientando o conjunto F,, .. Para p = 10%, percebem-se 256 elementos de menor qua-
lidade em relacao ao angulo interno, quantidade em evidéncia quando comparada com as
demais métricas de avaliacao. Para p = 20%, todos os elementos da malha computacional
foram classificados como sendo de menor qualidade. A razao para tal resultado reside no
fato de que a tolerancia desejada € = —0.0009 < 0, assim o conjunto £, é constituido
pela maxima quantidade de elementos possivel. Sobre as demais porcentagens, por conta
da complexidade da geometria, nao existe um padrao na localizacao dos elementos detec-
tados. No entanto, pode-se verificar uma evidente concentracao de elementos de menor

qualidade nos blocos 2, 4 - 6 e 13 da malha computacional.

4.21 Corpo Humano

Nesta se¢ao, modela-se e analisa-se a malha computacional do corpo humano. Nesse
experimento, os pontos de fronteira foram coletados utilizando imagens encontradas no
Google e com o auxilio da ferramenta WebPlotDigitizer [37, 38]. Esses pontos de fronteira
sao ilustrados na Figura 86 e sao divididos em vinte blocos, cujo niimero de parti¢des nas

dire¢oes x e y é mostrado na Tabela 83.
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Figura 86 — Pontos de fronteira do corpo humano. (Fonte: 37)

Tabela 83 — Numero de particoes nas direg¢oes = e y para cada bloco do corpo humano

Bloco z y Quantidade de nés
1 8 9 34
2 14 16 60
3 6 19 50
4 6 19 50
5 8 6 28
6 8 6 28
7 8 15 46
8 8 15 46
9 2 4 12
10 2 5 14
11 2 4 12
12 2 4 12
13 2 4 12
14 2 4 12
15 2 4 12
16 2 4 12
17 2 2 8
18 2 2 8
19 2 2 8
20 2 2 8

Total 472

Por meio do nimero de parti¢ées do plano fisico e dos pontos de contorno, executa-

se o algoritmo para geracao da malha computacional em coordenadas generalizadas en-
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volvendo multi-blocos. A malha computacional do corpo humano é ilustrada na Figura

87, apresentando também a distribuicao dos blocos.

Figura 87 — Malha computacional do corpo humano em coordenadas generalizadas

Além disso, a Tabela 84 relaciona cada bloco do corpo humano com o ntimero de

particoes nas diregoes & e 1.
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Tabela 84 — Numero de particoes nas diregoes & e n para cada bloco do corpo humano

Bloco ¢ 17 Quantidade de nés Quantidade de elementos

1 8 9 90 72
2 14 16 255 224
3 6 19 140 114
4 6 19 140 114
5 8 6 63 48
6 8 6 63 48
7 8 15 144 120
8 8 15 144 120
9 2 4 15 8
10 2 5 18 10
11 2 4 15 8
12 2 4 15 8
13 2 4 15 8
14 2 4 15 8
15 2 4 15 8
16 2 4 15 8
17 2 2 9 4
18 2 2 9 4
19 2 2 9 4
20 2 2 9 4
Total 1198 942

Utilizando o corpo humano como parametro de entrada, executa-se o primeiro
moédulo para andlise de qualidade, através do Algoritmo 6. Apds o célculo das métricas
de qualidade para cada elemento de cada bloco da malha computacional, obtém-se o
conjunto total de elementos, associados a razao entre arestas r com maior disparidade em
relacao a ro = 1, ao angulo interno a com maior disparidade em relacao a ag = grad e

ao coeficiente de compacidade c.

Tendo posse do conjunto total de elementos e suas métricas de qualidade, assim
como informagoes sobre o nimero de parti¢coes do plano transformado para cada bloco e
as porcentagens desejadas P, executa-se o segundo modulo para analise de qualidade, por
meio do Algoritmo 7. Apés a leitura dos dados de entrada, obtém-se que |U’| = |U| = 942
elementos, pois nao hé elementos em que r = 400 e & = # no conjunto U. Em seguida,
a variancia de cada métrica de qualidade ¢ calculada, resultando em s% = 1.0358, s4 =

0.1322 e s% = 12.2421 para o corpo humano.

Uma vez que s% # 0, s3 # 0 e s% # 0, calculam-se os valores minimo My, €

maximo mpy.x das métricas de qualidade, cujos resultados estao presentes na Tabela 85.
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Tabela 85 — Valores minimo e maximo das métricas de qualidade do corpo humano

r Q &
min | 1.0000 | 0.4590 | 16.0000
max | 8.1404 | 3.1416 | 43.9065

Utilizando os valores encontrados na Tabela 85, normalizam-se os valores das
métricas de qualidade no intervalo [0,10]. Ainda, o valor das métricas avaliadas so-
bre um quadrado também é normalizado no intervalo [0, 10], obtendo ryem, = 0.0000,
Onormy = 4.1444 € Cpormy = 0.0000. Na sequéncia, calculam-se as variancias s?wmrm das

métricas de qualidade normalizadas, resultando em s%mrm = 2.0317, sinorm = 18372 ¢
szcmrm = 1.5720.

Com as variancias s?wnorm calculadas, parte-se para o célculo das tolerancias minima

e maxima, obtendo €.,;; = 0.0000 e €., = 0.0708. Iterando entre o intervalo de valores,
constroi-se o diagrama de dispersdo de €; por |Ey,

, 0 qual é ilustrado na Figura 88 pelos
pontos em preto. A curva em verde representa a funcao de regressao nao linear expo-

nencial, encontrada na etapa posterior. No caso do corpo humano, o método de minimos

quadrados obteve, como resultado, os coeficientes ¢; = 532.0441 e ¢ = —157.5904.
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Figura 88 — Diagrama de dispersao de ¢; por |Ey,| do corpo humano

Dados os coeficientes ¢y e ¢ da funcao de regressao nao linear exponencial, calcu-
lam-se as tolerdncias desejadas €, considerando p = 5,10 e 20%. As porcentagens utili-
zadas resultaram, respectivamente, em € = 0.0154,0.0110 e 0.0066. Para cada valor de
tolerancia desejada €, identificam-se os elementos de menor qualidade em relagao a razao
entre arestas F,., ao angulo interno FE, e ao coeficiente de compacidade E,. Além disso, por
meio de operagdes envolvendo os conjuntos E,., F, e E., obtém-se os conjuntos E, E, .,

E..,E,c¢e En. Finalmente, um nimero ¢ ¢ atribuido para cada categoria de elementos a
partir dos conjuntos obtidos.



159

Apo6s a escrita dos resultados em um arquivo .vtk para cada bloco, a Figura 89
ilustra os elementos de menor qualidade identificados para o corpo humano, levando em

consideracao p = 5,10 e 20%, respectivamente, nas Figuras 89a - 89c.
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Figura 89 — Elementos de menor qualidade identificados para o corpo humano

Uma outra maneira para se observar os resultados encontrados do corpo humano
pode ser representada na Tabela 86, na qual se apresentam as porcentagens desejadas p e
as tolerancias desejadas € em relacio as quantidades de elementos dos conjuntos U’ — E,
By, B, Be, By, Br, Bag, U—U' ¢ Bn.

Tabela 86 — Quantidades de elementos dos resultados obtidos para o corpo humano

p ¢ [U-E| |B| |E| |E| |EBa|l |Eve| |Bael U-U'| |En
5% 0.0154 915 11w 9 1 3 7 0 1
10% 0.0110 891 19 33 12 1 4 9 0 1
20% 0.0066 830 60 56 27 4 14 16 0 3

De acordo com a Figura 89 e com a Tabela 86, é possivel observar que elementos
de menor qualidade em relagdo a todas as métricas de avaliagao foram identificados para
o corpo humano, considerando as porcentagens utilizadas p. Além disso, para p = 20%,

destaca-se o niimero de elementos pertencentes aos conjuntos E,. e E, .. Por conta da
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complexidade da geometria, nao existe um padrao na localizacao dos elementos detecta-
dos. No entanto, pode-se perceber uma concentracao de elementos de menor qualidade
nos blocos 9 e 10, para todas as porcentagens. Para p = 10 e 20%, surgem elementos de
menor qualidade nos blocos 4, 11, 12 e 19. Finalmente, apenas para p = 20%, surgem

elementos de menor qualidade nos blocos 2, 3, 5 - 8 e 18 da malha computacional.

4.22 Sapo

Nesta secao, modela-se e analisa-se a malha computacional de um sapo. Nesse
experimento, a aquisicao dos pontos de fronteira é baseada em um artigo cientifico e
tem, como auxilio, a ferramenta WebPlotDigitizer [35, 38]. Esses pontos de fronteira sao

ilustrados na Figura 90 e sao divididos em 25 blocos, cujo ntimero de parti¢oes nas dire¢oes

x e y € mostrado na Tabela 87.
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Figura 90 — Pontos de fronteira do sapo. (Fonte: 35)
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Tabela 87 — Numero de parti¢oes nas direcoes x e y para cada bloco do sapo

Bloco = y Quantidade de nés

1 8 29 74
2 5 6 22
3 5 6 22
4 8 6 28
5 6 8 28
6 7T 3 20
7 7T 3 20
8 3 8 22
9 3 9 24
10 6 6 24
11 6 6 24
12 2 6 16
13 2 7 18
14 2 8 20
15 2 10 24
16 2 8 20
17 2 6 16
18 2 9 22
19 2 8 20
20 2 7 18
21 2 4 12
22 2 5 14
23 2 7 18
24 2 8 20
25 2 8 20

Total 566

Por meio do niimero de parti¢oes do plano fisico e dos pontos de contorno, executa-
se o algoritmo para geracdo da malha computacional em coordenadas generalizadas en-
volvendo multi-blocos. A malha computacional do sapo é ilustrada na Figura 91, apre-

sentando também a distribuicao dos blocos.
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Além disso, a Tabela 88 relaciona cada bloco do sapo com o nimero de partigoes

nas diregoes & e 1.

Tabela 88 — Numero de particoes nas direcoes £ e n para cada bloco do sapo

Bloco ¢ n Quantidade de noés

Quantidade de elementos

1 8 29 270 232
2 5 6 42 30
3 5 6 42 30
4 8 6 63 48
) 6 8 63 48
6 7 3 32 21
7 7T 3 32 21
8 3 8 36 24
9 3 9 40 27
10 6 6 49 36
11 6 6 49 36
122 6 21 12
3 2 7 24 14
14 2 8 27 16
15 2 10 33 20
16 2 8 27 16
17 2 6 21 12
8 29 30 18
19 2 8 27 16
20 27 24 14
21 2 4 15 8
22 2 5 18 10
23 27 24 14
24 2 8 27 16
25 2 8 27 16
Total 1063 755
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Utilizando o sapo como parametro de entrada, executa-se o primeiro modulo para
analise de qualidade, através do Algoritmo 6. Apds o calculo das métricas de qualidade
para cada elemento de cada bloco da malha computacional, obtém-se o conjunto total de
elementos, associados a razao entre arestas r com maior disparidade em relagdo a ro = 1,

A . . . . ~ m .
ao angulo interno o com maior disparidade em relacao a an = Erad e ao coeficiente de

compacidade c.

Tendo posse do conjunto total de elementos e suas métricas de qualidade, assim
como informagcoes sobre o nimero de particoes do plano transformado para cada bloco e
as porcentagens desejadas p, executa-se o segundo modulo para analise de qualidade, por
meio do Algoritmo 7. Apés a leitura dos dados de entrada, obtém-se que |U’| = |U| = 755
elementos, pois nao ha elementos em que r = +00 e a = P no conjunto U. Em seguida,
a variancia de cada métrica de qualidade é calculada, resultando em s% = 1.4401, s% =
0.4106 e s%, = 31.8725 para o sapo.

Uma vez que s% # 0, s3 # 0 e s # 0, calculam-se os valores minimo My, €

maximo mmy., das métricas de qualidade, cujos resultados estao presentes na Tabela 89.

Tabela 89 — Valores minimo e méaximo das métricas de qualidade do sapo

r o) c
min | 1.0000 | 0.2625 | 16.0000
max | 8.2926 | 3.1416 | 50.5773

Utilizando os valores encontrados na Tabela 89, normalizam-se os valores das
métricas de qualidade no intervalo [0,10]. Ainda, o valor das métricas avaliadas so-
bre um quadrado também é normalizado no intervalo [0, 10], obtendo ryem, = 0.0000,
Onormpy, = 4.5441 e chormy, = 0.0000. Na sequéncia, calculam-se as variancias s?wnorm das
métricas de qualidade normalizadas, resultando em s%, = 2.7079, s% = 4.9536 e

% =2.6658.

Com as variancias s?\/[norm calculadas, parte-se para o calculo das tolerancias minima

e maxima, obtendo €.,;; = 0.0000 e €., = 0.0885. Iterando entre o intervalo de valores,

constréi-se o diagrama de dispersao de ¢; por |E,|, o qual é ilustrado na Figura 92 pelos
pontos em preto. A curva em verde representa a funcao de regressao nao linear exponen-
cial, encontrada na etapa posterior. No caso do sapo, o método de minimos quadrados

obteve, como resultado, os coeficientes ¢; = 445.2167 e ¢o = —65.9164.
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Figura 92 — Diagrama de dispersao de ¢; por |Ey,| do sapo

Dados os coeficientes ¢, e ¢y da fungao de regressao nao linear exponencial, calcu-
lam-se as tolerdncias desejadas €, considerando p = 5,10 e 20%. As porcentagens utili-
zadas resultaram, respectivamente, em € = 0.0374,0.0269 e 0.0164. Para cada valor de
tolerancia desejada €, identificam-se os elementos de menor qualidade em relagao a razao
entre arestas F,., ao angulo interno F, e ao coeficiente de compacidade E,. Além disso, por
meio de operagoes envolvendo os conjuntos E,, F, e E., obtém-se os conjuntos E, E, .,
E, ., E.. e Eq. Finalmente, um niimero ¢ ¢ atribuido para cada categoria de elementos a

partir dos conjuntos obtidos.

Apos a escrita dos resultados em um arquivo .vtk para cada bloco, a Figura 93 ilus-
tra os elementos de menor qualidade identificados para o sapo, levando em consideragao

P = 5,10 e 20%, respectivamente, nas Figuras 93a - 93c.
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Figura 93 — Elementos de menor qualidade identificados para o sapo

Uma outra maneira para se observar os resultados encontrados do sapo pode ser
representada na Tabela 90, na qual se apresentam as porcentagens desejadas p e as tole-
rancias desejadas € em relacdo as quantidades de elementos dos conjuntos U’ — E, E,,
Ey, B, Ero, Erey B, U—U" € Ep.

Tabela 90 — Quantidades de elementos dos resultados obtidos para o sapo

P € U — E_U Er E_a E Er,a Er,c Ea,c |U - U/| E_ﬂ
5%  0.0374 727 20 0 8 0 0 0 0 0
10% 0.0269 712 28 2 18 0 D 0 0 0
20% 0.0164 685 38 11 42 0 18 3 0 0

De acordo com a Figura 93 e com a Tabela 90, é possivel observar que apenas
elementos de menor qualidade em relagdo a razdo entre arestas e ao coeficiente de com-

pacidade foram identificados para o sapo, considerando p = 5%. Para as porcentagens
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utilizadas p = 10 e 20%, elementos de menor qualidade em relacado a todas as métricas
de avaliacao foram identificados. Além disso, para p = 20%, destaca-se o niimero de ele-
mentos pertencentes ao conjunto formado pela interseccao entre E, e E.. Por conta da
complexidade da geometria, nao existe um padrao na localizacao dos elementos detec-
tados. No entanto, pode-se perceber uma evidente concentracao de elementos de menor
qualidade quanto a razao entre arestas nos blocos 4, 5 e 11, para todas as porcentagens.
Para p = 20%, surgem elementos de menor qualidade nos blocos 2, 3 ¢ 10 da malha

computacional, relacionados principalmente ao coeficiente de compacidade.

A Sec¢ao 4.23 apresenta uma andlise geral dos resultados obtidos para as malhas
com um bloco e multi-blocos, enfatizando a importancia da técnica multi-blocos no pro-

cesso de geracao da malha computacional.

4.23 Analise dos Resultados

De uma maneira geral, a metodologia empregada e as métricas de qualidade ado-
tadas foram capazes de identificar os elementos de menor qualidade presentes tanto nas
malhas com um bloco quanto nas malhas multi-blocos. Com relacao as malhas com um
bloco, nenhum elemento de menor qualidade foi identificado nas malhas quadrada e re-
tangular. Na malha com obstéculo e na placa de orificio, elementos de menor qualidade
foram identificados, principalmente, nas proximidades dos obstaculos. Na forma de gan-
cho, houve uma concentracao de elementos de menor qualidade na por¢ao da malha com
maior densidade de elementos. Finalmente, na geometria cispide, elementos de menor

qualidade foram identificados, principalmente, nas proximidades dos vértices da malha.

Quanto as malhas multi-blocos com padrao na localizacao dos elementos detecta-
dos, elementos de menor qualidade foram identificados, principalmente, nas proximidades
do circulo imerso nas placas paralelas. Na malha hexagonal, houve uma concentracao
de elementos de menor qualidade nas proximidades dos vértices da malha, de forma se-
melhante a geometria ctuspide. No experimento do NACA 64A 010, elementos de menor
qualidade foram identificados nas proximidades do aerofélio. Finalmente, a malha com
obstaculo multi-blocos e a placa de orificio multi-blocos serviram como meio de compa-
ragao com os experimentos envolvendo um bloco, ressaltando a importancia da utilizacao

da técnica multi-blocos no processo de geracao da malha computacional.

A geragao de algumas malhas multi-blocos utilizando um bloco nao altera con-
sideravelmente a quantidade de elementos de menor qualidade identificados, dadas as
porcentagens desejadas p. Contudo, a qualidade da malha, como um todo, diminui sig-
nificantemente, visto que as linhas pertencentes a um bloco sofrem influéncia de blocos
adjacentes na etapa de geracao, o que torna importante a aplicacao da técnica multi-blocos

para tais geometrias.
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Assim, a partir dos resultados encontrados, pode-se verificar que é possivel aplicar o
algoritmo para analise de qualidade a situacoes reais, permitindo identificar problemas na
modelagem da geometria do meio que esta sendo investigado. Apresentados e discutidos os
resultados obtidos, o Capitulo 5 encerra este trabalho, apontando algumas consideracoes

finais e abordando as contribuicoes esperadas e possiveis trabalhos futuros.
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5 CONCLUSOES

A modelagem de objetos com geometrias complexas para posteriores estudos envol-
vendo equagoes diferenciais tem sido uma grande dificuldade nos dias de hoje. Entretanto,
os avancos cientificos, em particular na Matemética e na Ciéncia da Computacao, ja per-
mitem solugoes para varios problemas. Neste trabalho, a partir da teoria de coordenadas
generalizadas [5, 6, 8, 10, 11], um gerador de malhas bidimensionais foi desenvolvido, uti-
lizando a linguagem de programagao Python [39]. Esse gerador automatizado possibilitou
a reproducao de geometrias complexas, como foi observado por meio dos experimentos

executados.

Especificamente, como contribuigao original deste trabalho em relagao a metodo-
logia do processo de geracao de malhas computacionais, destaca-se a aplicacao do método
spline linear parametrizado para a interpolagao das fronteiras [5, 11, 19], devido a sua
facilidade, e o calculo da média ponderada das fronteiras para a obtencao dos pontos
internos da malha, permitindo maior rapidez na convergéncia da resolucao numérica da
equagao governante. Ainda, a linguagem de programacao escolhida e as bibliotecas utili-
zadas possibilitam, além da otimizagao do codigo, precisao dos resultados e praticidade na
visualizacao das plotagens, a portabilidade da aplicagdo, sendo capaz de ser interpretada

em diferentes sistemas operacionais [39, 40].

Tendo em vista que, muitas vezes, a resolucdo das equagdes governantes para
a geracao de malhas bidimensionais em coordenadas generalizadas pode acarretar na
introducgao de elementos de menor qualidade, dependendo da complexidade da geometria
e do refinamento empregado, é fundamental também analisar a qualidade das malhas
produzidas. Dessa maneira, o segundo foco deste trabalho referiu-se ao processo de anélise
de qualidade de malhas computacionais em coordenadas generalizadas, constituindo outra

importante contribuicao deste trabalho.

Para a realizacao de tal andlise, trés critérios de avaliacao foram aplicados: as ra-
zoes entre o tamanho de cada aresta com os demais, os angulos internos e o coeficiente
de compacidade do elemento. Uma vez que os elementos pertencentes as malhas gera-
das no sistema de coordenadas adotado sdo quadrilateros, verificou-se a similaridade dos
elementos a um quadrado, considerado como ideal. Assim, utilizando as linguagens de
programagcao Python e R [39, 49], desenvolveram-se algoritmos com as fungoes de calcular
as métricas de qualidade e de classificar os elementos entre maior ou menor qualidade. Se-
gundo os experimentos efetuados, obtiveram-se resultados satisfatérios de uma maneira
geral, nos quais os algoritmos implementados captaram com precisao os elementos de

menor qualidade.
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No que diz respeito aos trabalhos futuros, o processo de geracao de malhas pode
ser aprimorado por meio da aplicagdo da técnica spline cibica parametrizada para a in-
terpolacao das fronteiras da geometria em estudo. Essa técnica permite obter resultados
melhores para as funcoes interpoladoras, apesar de o algoritmo possuir uma complexi-
dade maior quando comparado ao método spline linear parametrizado. Por esse motivo,
objetiva-se também a automatizacao dessa etapa, selecionando a abordagem mais ade-

quada para a interpolagao das fronteiras, dependendo do problema em questao.

Com relagao aos possiveis trabalhos futuros para o processo de analise de qualidade
de malhas, é possivel elencar: o estudo e o desenvolvimento de novas métricas de qualidade;
a automatizacao da etapa de identificacdo dos elementos de menor qualidade através da
eliminagdo do parametro referente a porcentagem desejada p; e o aperfeicoamento da
funcao de regressao para um melhor ajuste ao diagrama de dispersao. As tarefas citadas
tornarao o processo de analise mais eficiente e preciso no sentido de classificacao dos

elementos da malha computacional.

Além disso, pretende-se cumprir uma outra etapa essencial, a qual consiste na
melhoria da qualidade de malhas em coordenadas generalizadas. Levando em consideracao
que, até o presente momento, os algoritmos desenvolvidos realizam a geracao de malhas
bidimensionais em coordenadas generalizadas e a analise de qualidade dos elementos, é
necessario melhorar ou amenizar a menor qualidade das malhas produzidas. Para tal, sabe-
se que, no ambito computacional, muitos problemas do mundo real tém sido solucionados
empregando técnicas de Inteligéncia Artificial (IA) [61]. Dessa forma, tem-se a intengao
de aplicar os principais algoritmos de TA, especificamente da drea de otimizagao, como,
por exemplo, algoritmos genéticos (GA - Genetic Algorithm) [62, 63], otimizacdo por
colonia de formigas (ACO - Ant Colony Optimization) [64] e otimizacdo por enxame de
particulas (PSO - Particle Swarm Optimization) [65], para a melhoria dos elementos de

menor qualidade.

Finalmente, outros trabalhos futuros podem ser listados, tais como a utilizagao
de técnicas de paralelizacao dos algoritmos e o desenvolvimento de um modelo em trés
dimensoes. A execugao de forma paralela dos algoritmos permite a obtencao de resultados
em um tempo de processamento reduzido. Ainda, um modelo 3D possibilita reproduzir

uma gama ainda maior de geometrias, tornando a modelagem mais realistica.
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APENDICE A - CODIGOS COMPUTACIONAIS

A.1 Gerador de Malhas em Coordenadas Generalizadas

class Gerador:
def __init__(self, filename, times):

def linear_spline(gama, i_straight):
den = 1.0 / (t[i_straight] - t[i_straight-11)
spline_x = (x[i_straight-1] * den * (t[i_straight] - gama)) + (x[i_straight] * den * (
gama - t[i_straight-11))
spline_y = (y[i_straight-1] * den * (t[i_straight] - gama)) + (y[i_straight] * den * (
gama - t[i_straight-11))
return (spline_x, spline_y)

def solver(X, Y):
for it in range(1, 1000):
bigger_diffl = 0.0
bigger_diff2 = bigger_diffl
for i in range (1, csi):

for j in range (1, eta):

diff_x_csi = (X[i+11[j] - X[i-11[j]) * 0.5
diff_x_eta = (X[i][j+1] - X[i1[j-1]) * 0.5
diff_y_csi = (Y[i+11[j] - Y[i-1]1[j]) * 0.5
diff_y_eta = (Y[il[j+1] - Y[il[j-11) * 0.5

o]
1]

diff_y_eta ** 2.0 + diff_x_eta **x 2.0
diff_y_csi * diff_y_eta + diff_x_csi * diff_x_eta
diff_y_csi ** 2.0 + diff_x_csi ** 2.0

o
]

jacob = 1.0 / (diff_x_csi * diff_y_eta - diff_x_eta * diff_y_csi)

0.0

source_q = 0.0

source_p

ap = 2.0 x a + 2.0 * c

ae = a + source_p / (2.0 * (jacob ** 2.0))
aw = a - source_p / (2.0 * (jacob *x 2.0))
an = ¢ + source_q / (2.0 * (jacob ** 2.0))

ast = ¢ - source_q / (2.0 * (jacob ** 2.0))
ane = -b / 2.0

anw = b / 2.0

ase = anw

asw = ane

x_new = (1.0 / ap) * (ae * X[i+1]1[j] + aw * X[i-1][j] + an * X[11[j+1] + ast * X
[i103-11 \
+ ane * X[i+1][j+1] + anw * X[i-1][j+1] + ase * X[i+1][j-1] + asw * X[i-1]1[j
-11)

y_new = (1.0 / ap) * (ae * Y[i+1][j] + aw * Y[i-1]1[j] + an * Y[i][j+1] + ast * Y
[i10j-11 \
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+ ane * Y[i+1][j+1] + anw * Y[i-1][j+1] + ase * Y[i+1][j-1] + asw * Y[i-1][j
-11)

maxl = abs(x_new - X[i][j])
max2 = abs(y_new - Y[i][j])

if (maxl > bigger_diff1)
bigger_diffl = maxil

if (max2 > bigger_diff2)
bigger_diff2 = max2

X[i1 051
Y[i] [3]

X_new

y_new

if (bigger_diffl <= 0.00001 and bigger_diff2 <= 0.00001)
break

if (it == 1000)
print( )
sys.exit ()

file = open(filename, )
_auxl = file.readline()

_auxl = _auxl.replace( s ) .replace( , '').replace( R ) .replace( , ')

M = int(_auxl)

_auxl = file.readline()
_auxl = _auxl.replace( R ) .replace('=', '').replace( R ) .replace( , ')

N = int(_auxl)

_auxl = file.readline()

if times ==
_auxl = _auxl.replace( s ) .replace( s ) .replace( s ) .replace( s )
csi = int(_aux1)

else:

csi = M * times

_auxl = file.readline()

if times ==
_auxl = _auxl.replace( , '').replace('=', '').replace(' ', '').replace('#', '')
eta = int(_auxl)

else:
eta = N * times

1r_weight X = 0.5
ul_weight_X = 0.5
1r_weight_ Y = 0.5
ul_weight_Y = 0.5
while 1:

_auxl = file.readline()

if _auxl ==

continue
if _aux1l.find( ) = -1:

break




if _aux1.find( )
_auxl = _auxl.replace(
1lr_weight_X = float(_aux1)
ul_weight_X = 1.0 - 1lr_weight_X
if _aux1.find( )
_auxl = _auxl.replace(
1r_weight_Y = float(_aux1)
ul_weight_Y = 1.0 - 1lr_weight_Y
if _auxl.find(
_auxl = _auxl.replace(
ul_weight_X = float(_auxl)
lr_weight X = 1.0 - ul_weight X
if _aux1.find(
_auxl = _auxl.replace(
ul_weight_Y = float(_auxl)
lr_weight_ Y = 1.0 - ul_weight_ Y

(]
(]

while 1:
_auxl = file.readline()
if _auxl ==
break
if _auxl ==

continue

_aux2 = _auxl.split(' ')
+= [float(_aux2[0])]
y += [float(_aux2[1])]

o]

x +=

y +=

[x[01]
[y[ol]

file.close()
start = time.time()

t =1

lenXY = len(x)

for i in range(lenXY)
t += [float(i)]

self.X = zeros((csi+l, eta+1))
self.Y = zeros_like(self.X)

delta_t_ul = float(M) / float(csi)
delta_t_1lr = float(N) / float(eta)
k =0.0

j=0

for i in range(csi+l):

= -1:

>

>

.replace( ,

.replace( R

) .replace(

) .replace(

self .X[1] [0], self.Y[i][0] = linear_spline(k, j+1)

k += delta_t_ul
if(k >= j+1):
j+=

)

)

B

>

.replace( s

.replace( s

) .replace(

) .replace(

>

>
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for i in range(l, etat+l):
self .X[csi] [i], self.Y[csi][i] = linear_spline(k, j+1)
k += delta_t_1r
if(k >= j+1):
j =1

for i in range(ecsi-1, -1, -1):
self.X[i] [etal, self.Y[i][eta] = linear_spline(k, j+1)
k += delta_t_ul
if(k >= j+1):
j4=1

for i in range(eta-1, 0, -1):
self .X[0] [i], self.Y[0][i] = linear_spline(k, j+1)
k += delta_t_1r
if(k >= j+1):
j+=1

delta_x_csi = []
delta_y_csi = []
delta_x_eta = []
delta_y_eta = []

for j in range(l, eta):
delta_x_csi += [(self.X[csil[j] - self.X[0]1[j]1) / csil
delta_y_csi += [(self.Y[csi] [j] - self.Y[0][jl) / csil
for i in range(l, csi):
delta_x_eta += [(self.X[i][eta]l - self.X[i][0]) / etal
delta_y_eta += [(self.Y[i][etal - self.Y[i][0]) / etal
for i in range(l, csi):
for j in range(l, eta):
self .X[i] [j] = ul_weight_X * (self.X[i]1[0] + j * delta_x_etali-1]) + 1lr_weight X * (
self .X[0][j] + i * delta_x_csil[j-11)
self.Y[i] [j] = ul_weight_Y * (self.Y[i][0] + j * delta_y_etal[i-1]) + 1lr_weight_ Y * (
self.Y[0][j] + i * delta_y_csil[j-11)

solver(self.X, self.Y)

print( + str(time.time() - start) + )

Algoritmo A.1 — Gerador de malhas bidimensionais em coordenadas generalizadas

matplotlib.rc( , labelsize = 20)
matplotlib.rc( , labelsize = 20)

if len(sys.argv) < 3:
print( )
sys.exit()

fig, ax = plt.subplots()
y_formatter = matplotlib.ticker.ScalarFormatter (useOffset = False)

ax.yaxis.set_major_formatter(y_formatter)

out = open(sys.argv([len(sys.argv)-1], )
out.write( )
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i_label = 0
for k in range(l, len(sys.argv)-1):
g = Gerador(sys.argv[k], 0)

x_plotl = asarray(g.X)
x_plot2 = asarray(g.X.transpose())
y_plotl = asarray(g.Y)
y_plot2 = asarray(g.Y.transpose())

ax.plot(x_plotl, y_plotl, x_plot2, y_plot2, , color = )

labels = [i for i in range(i_label, i_label + x_plotl.size)]
for 1, i, j in zip(labels, nditer(x_plotl), nditer(y_plotl)):
out.write(str(1l) + + str(i) + + str(j) + )

i_label += x_plotl.size
out.close()
ax.grid(False)

plt.xticks(rotation = 270)
plt.show()

Algoritmo A.2 — Gerador de malhas bidimensionais em coordenadas generalizadas

envolvendo multi-blocos

A.2 Anailise de Qualidade de Malhas em Coordenadas (Genera-

lizadas

A.2.1 Calculo das Métricas de Qualidade

class Metric:
def __init__(self, x, y):

def distance(pl, p2):
return math.sqrt((p1[0] - p2[0]) *x 2.0 + (p1[1] - p2[1]) *x 2.0)

def vector(pl, p2):
return (p2[0] - p1[0], p2[1] - pi[1])

def scalar_product(u, v):
return ul0] * v[0] + ul[1] * v[1]

def angle(pl, p2, p3, di, d2):
u = vector(pl, p2)
v = vector(pl, p3)
return math.acos(scalar_product(u,v) / (d1 * d2))

len(x) - 1
eta = len(x[0]) - 1

csi

self.ratios = zeros((csi, eta))

self.angles = zeros((csi, eta))
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self .perimeters = zeros((csi, eta))
self.areas = zeros((csi, eta))

self .compacities = zeros((csi, eta))

r_ideal = 1.0
a_ideal = math.pi * 0.5
c_ideal = 16.0

for i in range(csi):
for j in range(eta):

d = [distance((x[i][j], y[il1[j1), (x[il1[j+1]1, y[il[j+11)), \
distance ((x[i][j+1]1, y[il[j+11), (x[i+1]1[j+1]1, yli+11[j+11)), \
distance ((x[i+11[j1, y[i+11[3j1), (x[i+11[j+11, y[i+11[j+11)), \
distance ((x[1]1[j1, y[i1[j1), (x[i+11[j1, y[i+11[jI))]

if (d[0] == 0.0 or d[1] == 0.0 or d[2] == 0.0 or d[3] == 0.0):
r_value = inf
a_value = inf
else:
r = [d[0] / d[1], d4[0] / d[2], d4[0] / d[3], \
d[11 / d[ol, 4011 / df21, 4011 / d[3]1, \
d[2] / d[o], d[2] / d[1], d[2] / d[3], \
d[3] 7/ dfol, al3] / 4l1], d[3] / d[2]]

r_value = r_ideal
r_bigger_diff = 0.0
for k in range(len(r)):
diff = abs(r_ideal - r[k])
if (diff > r_bigger_diff):
r_value = r[k]
r_bigger_diff = diff

a = [angle((x[i][j], y[i1[j1), (x[il(j+1], y[il[j+11), (x[i+1]1(j], yli+1]1[j1), d
(o1, a3, \

angle((x[i] [j+1], y[il[j+11), (x[i+1][j+1], yli+1]1[j+11), (x[i1[j]1, y[il1[jD), d
(01, af1D), \

angle((x[i+1] [j+1], y[i+1][j+11), (x[i+11[(j], y[i+1]1[31), (x[il[j+1], yl[il[j+11)
, dl1], d[21), \

angle((x[i+1][j], y[i+11[j1), (x[il0j1, y[il[31), (x[i+1]1[j+1]1, yli+11[j+11), d
[21, d[31)]

a_value = a_ideal
a_bigger_diff = 0.0
for k in range(len(a)):
diff = abs(a_ideal - alk])
if (diff > a_bigger_diff):
a_value = alk]
a_bigger_diff = diff

self.ratios[i] [j] = r_value

self.angles[i] [j]

a_value

diff_x_csi = ((x[i+1][j] + x[i+1]1[j+1]1) * 0.5) - ((x[1]1[j] + x[i]1[j+1]1) * 0.5)
diff_x_eta = ((x[1][j+1] + x[i+1]1[j+1]) * 0.5) - ((x[i]1[j] + x[i+1]1[j]1) * 0.5)
diff_y_csi = ((y[i+1]1[j] + y[i+11[j+11) * 0.5) - ((y[il1[j] + y[il[j+1]1) * 0.5)
diff_y_eta = ((y[il[j+1] + y[i+1]1[j+1]1) * 0.5) - ((y[il[j] + y[i+11[j1) * 0.5)
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self.areas[i] [j] = abs(diff_x_csi * diff_y_eta - diff_x_eta * diff_y_csi)
self.perimeters[i] [j] = sum(d)
self.compacities[i] [j] = pow(self.perimeters[i] [j], 2.0) / self.areas[i] [j]

Algoritmo A.3 — Célculo das métricas de qualidade de malhas em coordenadas

generalizadas - Parte 1

if len(sys.argv) < 2:
print( )
sys.exit()

out = open( , )
out.write( )

for k in range(l, len(sys.argv)):
g = Gerador(sys.argv[k], 0)
m = Metric(g.X, g.Y)

csi len(g.X) - 1

len(g.X[01) - 1

eta

for j in range(eta):

for i in range(csi):

out.write(str(k) + )

out.write(str(g.X[il[j]) + + str(g.Y[i1[31) + )

out.write(str(g.X[i] [j+1]) + + str(g.Y[i]l [j+1]1) + )

out.write(str(g.X[i+1] [j+1]) + + str(g.Y[i+1] [j+1]) + )

out.write(str(g.X[i+1][j]) + + str(g. Y[i+1]1[j1) + )

out.write(str(m.ratios[i] [j1) + + str(m.angles[i] [j]) + + str(m.compacities[i] [j
D+ )

out.close()

Algoritmo A.4 — Calculo das métricas de qualidade de malhas em coordenadas

generalizadas - Parte 2

A.2.2 Identificagado dos Elementos de Menor Qualidade

normalize <- function(metrics, metric.lab, min.max.metrics) {
return((norm["b"] - norm["2"]) * (metrics - min.max.metrics([ ,metric.lab]) / (min.max.
metrics[ ,metric.lab] - min.max.metrics[ ,metric.lab]) + norm["a"])

calculate.distance <- function(pl, p2) {
return(sqrt (sum((pl - p2) ~ 2.0)))
}

write.analysis.vtk <- function(filenames, metric.title, mesh.results) {
for (block in blocks) {
file <- file(filenames[block])

lines <- c(

metric.title,

>
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- H

paste( , csi[block] + 1, etalblock] + 1, 1),
paste( , (csi[block] + 1) * (etal[block] + 1), )
)

block.results <- mesh.results[which(mesh.results$block == block),]
for (j in 1l:eta[block]) {
for (i in 1:csilblock]) {
lines <- c(lines,
paste(
format(block.results[(j - 1) * csil[block] + i, ], nsmall = 10),
format (block.results[(j - 1) * csi[block] + i, ], nsmall = 10),
format (0, nsmall = 10)
))
}
lines <- c(lines,
paste(
format (block.results[j * csilblock], ], nsmall = 10),
format (block.results[j * csil[block], ], nsmall = 10),
format (0, nsmall = 10)
))

for (i in 1:csilblock]) {
lines <- c(lines,

paste(
format (block.results[(eta[block] - 1) * csi[block] + i, ], nsmall = 10),
format (block.results[(eta[block] - 1) * csi[block] + i, ], nsmall = 10),
format (0, nsmall = 10)
)
}
lines <- c(lines,
paste(
format(block.results[csi[block] * etal[block], ], nsmall = 10),
format(block.results[csi[block] * etal[block], ], nsmall = 10),
format (0, nsmall = 10)
),
paste( B , csi[block] * etal[block]),
paste( , metric.title, ),
)
for (j in 1l:eta[block]) {
for (i in 1:csilblock]) {
lines <- c(lines,
toString(format (block.results[(j - 1) * csilblock] + i, 1, nsmall = 10)

))

writeLines(lines, file)

close(file)

find.outliers.rc <- function(metrics, epsilon, previous.var, metric.lab) {
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outlier <- outlier(metrics[, metric.lab])

outliers.pos <- which(metrics[, metric.lab] == outlier)

current.var <- var(metrics[-outliers.pos, metric.lab])
if (abs(current.var - previous.var) <= epsilon)
return(NULL)

while (current.var > min.precision &&
abs(current.var - previous.var) > epsilon &&
length(outliers.pos) < (nrow(metrics) - 1)) {
outlier <- outlier(metrics[-outliers.pos, metric.lab])
outliers.pos <- c(outliers.pos, which(metrics[, metric.lab] == outlier))

previous.var <- current.var
current.var <- var(metrics[-outliers.pos, metric.lab])

return(rownames (metrics[unique (outliers.pos),]))

}

find.outliers.angle <- function(metrics, epsilon, previous.var, norm.square.metrics) {
outlier <- outlier(metrics$angle)

outlier.op <- outlier(metrics$angle, opposite = TRUE)

diff.outlier <- abs(outlier - norm.square.metrics[ 1

diff.outlier.op <- abs(outlier.op - norm.square.metrics[ D

outliers.pos <- ifelse(diff.outlier >= diff.outlier.op,
which(metrics$angle == outlier),
which(metrics$angle == outlier.op)

)

current.var <- var(metrics[-outliers.pos, D

if (abs(current.var - previous.var) <= epsilon)
return(NULL)

while (current.var > min.precision &&
abs(current.var - previous.var) > epsilon &&

length(outliers.pos) < (nrow(metrics) - 2)) {

outlier <- outlier(metrics[-outliers.pos, D

outlier.op <- outlier(metrics[-outliers.pos, ], opposite = TRUE)

diff.outlier <- abs(outlier - norm.square.metrics[ n

diff.outlier.op <- abs(outlier.op - norm.square.metrics|[ D

outliers.pos <- c(outliers.pos, ifelse(diff.outlier >= diff.outlier.op,
which(metrics$angle == outlier),
which(metrics$angle == outlier.op)

))

previous.var <- current.var

current.var <- var(metrics[-outliers.pos, 1)

return(rownames (metrics[unique (outliers.pos),]))

}

find.min.epsilon <- function(metrics, variances, norm.square.metrics) {

epsilon <- min.epsilon
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outliers.ratio <- find.outliers.rc(metrics, epsilon + inc.epsilon, variances[ 1,
)
outliers.angle <- find.outliers.angle(metrics, epsilon + inc.epsilon, variances[ 1, norm
.square.metrics)
outliers.compacity <- find.outliers.rc(metrics, epsilon + inc.epsilon, variances[ 1,
)

first.outliers.union <- union(union(outliers.ratio, outliers.angle), outliers.compacity)
outliers.union <- first.outliers.union
while (length(first.outliers.union) == length(outliers.union) &&
epsilon < max.epsilon) {
epsilon <- epsilon + inc.epsilon

outliers.ratio <- find.outliers.rc(metrics, epsilon + inc.epsilon, variances[ 1,
)
outliers.angle <- find.outliers.angle(metrics, epsilon + inc.epsilon, variances[ 1,

norm.square.metrics)
outliers.compacity <- find.outliers.rc(metrics, epsilon + inc.epsilon, variances[
1, )

outliers.union <- union(union(outliers.ratio, outliers.angle), outliers.compacity)

return(epsilon - inc.epsilon)

}

find.max.epsilon <- function(metrics, variances, norm.square.metrics) {

epsilon <- max.epsilon

outliers.ratio <- find.outliers.rc(metrics, epsilon - inc.epsilon, variances[ 1,
)
outliers.angle <- find.outliers.angle(metrics, epsilon - inc.epsilon, variances[ ], norm
.square.metrics)
outliers.compacity <- find.outliers.rc(metrics, epsilon - inc.epsilon, variances|[ 1,
)

first.outliers.union <- union(union(outliers.ratio, outliers.angle), outliers.compacity)
outliers.union <- first.outliers.union
while (length(first.outliers.union) == length(outliers.union) &&
epsilon > min.epsilon) {
epsilon <- epsilon - inc.epsilon

outliers.ratio <- find.outliers.rc(metrics, epsilon - inc.epsilon, variances[ 1,
)
outliers.angle <- find.outliers.angle(metrics, epsilon - inc.epsilon, variances[ 1,

norm.square.metrics)
outliers.compacity <- find.outliers.rc(metrics, epsilon - inc.epsilon, variances[
1, )

outliers.union <- union(union(outliers.ratio, outliers.angle), outliers.compacity)

return(epsilon + inc.epsilon)

}

find.outliers.quantities <- function(metrics, variances, mesh.min.epsilon, mesh.max.epsilon,
norm.square.metrics) {
epsilon <- seq(mesh.min.epsilon, mesh.max.epsilon, inc.epsilon)

union <- vector( , length(epsilon))
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for (i in 1:length(epsilon)) {

outliers.ratio <- find.outliers.rc(metrics, epsilon[i], variances[ 1, )
outliers.angle <- find.outliers.angle(metrics, epsilon[i], variances[ 1, norm.square.
metrics)
outliers.compacity <- find.outliers.rc(metrics, epsilon[i], variances[ 1,
)

outliers.union <- union(union(outliers.ratio, outliers.angle), outliers.compacity)

union[i] <- length(outliers.union)
}
quantities <- data.frame(epsilon, union)
quantities <- quantities[which(quantities$union != 0),]
return(quantities)

least.squares <- function(quantities) {
linear.quantities <- data.frame(epsilon2 = quantities$epsilon, linear.union = log(quantities$
union))
linear.quantities <- aggregate(epsilon2 ~ linear.union, linear.quantities, median)

linear.quantities <- cbind(linear.quantities, epsilonl = rep(1.0, nrow(linear.quantities)))

matrix.a <- c(
linear.quantities$epsilonl %+J, linear.quantities$epsilonl,
linear.quantities$epsilonl %*J, linear.quantities$epsilon2,
linear.quantities$epsilon2 %#*J, linear.quantities$epsiloni,
linear.quantities$epsilon2 %*J, linear.quantities$epsilon?2

)

vector.b <- c(
linear.quantities$epsilonl %#J, linear.quantities$linear.union,

linear.quantities$epsilon2 %*J linear.quantities$linear.union

beta <- (matrix.a[1] * vector.b[2] - matrix.a[3] * vector.b[1]) /
(matrix.a[1] * matrix.a[4] - matrix.a[3] * matrix.a[2])
alpha <- (vector.b[1] - matrix.a[2] * beta) / matrix.a[1]

regression <- c( = exp(alpha), = beta)
return(regression)

}

plot.outliers.quantities <- function(quantities, regression, mesh.min.epsilon, mesh.max.epsilon)

{

gg.union <- ggplot(data = quantities, aes(x = epsilon)) +

geom_point(aes(y = union), colour = , size = 0.5) +
geom_line(aes(y = regression["a"] * exp(regression["b"] * epsilon)), colour = )+
x1ab( ) + ylab( )+

theme(axis.text = element text(size = 14), axis.title = element_text(size = 16)) +
scale_x_continuous(breaks = round(seq(mesh.min.epsilon, mesh.max.epsilon, (mesh.max.epsilon
- mesh.min.epsilon) * 0.2), 4))
ggsave(pasteO(in.folder, unions.file), gg.union, width = 10.02, height = 5.64)
}

clustering <- function(outliers, centers, quality, folder = NULL, metric.lab = NULL) {
set.seed (1)
kmeans.result <- kmeans(outliers, centers, iter.max = 100, algorithm = c( ))
ordered.centers <- order (kmeans.result$centers)
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if (!is.null(folder)) {
kmeans.centers.df <- data.frame( = 1:centers, = kmeans.result$centers[
ordered.centers])

write.csv(kmeans.centers.df, file = pasteO(folder, metric.lab, ), row.names = FALSE)

}

adj.clusters <- rep(0, length(kmeans.result$cluster))
for (i in 1:centers)
adj.clusters[which(kmeans.result$cluster == ordered.centers[i])] <- i + (quality - 1) *
kmeans.centers
return(adj.clusters)

}

analyze.mesh <- function(all.metrics, in.folder, out.folder, percentage, kmeans.folder = NULL) {
metrics <- all.metrics[which(is.finite(all.metrics$ratio)),]

variances <- c( = var(metrics$ratio), = var(metrics$angle), = var(
metrics$compacity))
if (variances[ ] < min.precision && variances[ ] < min.precision && variances[
] < min.precision) {
if (metrics[1, ] == square.metrics[ 1 &&
abs(metrics[1, ] - square.metrics[ ]) < min.precision &&
metrics[1, ] == square.metrics[ D
print( )
else
print( )

all.metrics$scalar <- 0

write.analysis.vtk(pasteO(in.folder, mesh.files), , all.metrics)
return()
}
min.max.metrics <- matrix(c(min(c(metrics$ratio, square.metricsl[ 1)),
max (c(metrics$ratio, square.metrics[ 1),
min(c(metrics$angle, square.metrics[ M,
max (c(metrics$angle, square.metrics[ 1)),
min(c(metrics$compacity, square.metrics[ M,
max (c(metrics$compacity, square.metrics[ 1)),

nrow = 2, ncol = 3,
dimnames = list(c( s ), names(square.metrics)))
metrics[,names(square.metrics)] <- sapply(names(square.metrics), function(metric.lab) {

return(normalize (metrics[,metric.lab], metric.lab, min.max.metrics))

1)
norm.square.metrics <- c( = normalize(square.metrics[ 1, , min.max.metrics
),
= normalize(square.metrics[ 1, , min.max.metrics),
= normalize(square.metrics[ 1, , min.
max.metrics))
variances <- c( = var(metrics$ratio), = var(metrics$angle), = var(

metrics$compacity))
mesh.min.epsilon <- find.min.epsilon(metrics, variances, norm.square.metrics)
mesh.max.epsilon <- find.max.epsilon(metrics, variances, norm.square.metrics)
if (mesh.min.epsilon > mesh.max.epsilon) {
epsilon <- rep(mean(c(mesh.min.epsilon, mesh.max.epsilon)), length(percentage))
} else {
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quantities <- find.outliers.quantities(metrics, variances, mesh.min.epsilon, mesh.max.
epsilon, norm.square.metrics)
regression <- least.squares(quantities)

plot.outliers.quantities(quantities, regression, mesh.min.epsilon, mesh.max.epsilon)

epsilon <- (log(percentage * nrow(metrics)) - log(regression["a"])) / regression["b"]

}

all.metrics <- lapply(l:length(percentage), function(i) {

outliers.ratio <- find.outliers.rc(metrics, epsilon[i], variances[ 1, )
outliers.angle <- find.outliers.angle(metrics, epsilon[i], variances[ 1, norm.square.
metrics)
outliers.compacity <- find.outliers.rc(metrics, epsilon[i], variances[ 1,
)

outliers.union <- union(union(outliers.ratio, outliers.angle), outliers.compacity)
outliers.intersect.ra <- intersect(outliers.ratio, outliers.angle)
outliers.intersect.rc <- intersect(outliers.ratio, outliers.compacity)
outliers.intersect.ac <- intersect(outliers.angle, outliers.compacity)

outliers.intersect.all <- intersect(outliers.intersect.ra, outliers.compacity)
all.metrics[setdiff (rownames(metrics), outliers.union), ] <- qualityl[ ]

kmeans.folder <- pasteO(out.folder[i], , /M)
dir.create(kmeans.folder, showWarnings = FALSE, recursive = TRUE)

if (length(outliers.ratio) != 0) {
unique.ratio <- length(unique(all.metrics[outliers.ratio, iD))
min.centers <- min(unique.ratio, kmeans.centers)
all.metrics[outliers.ratio, ] <- clustering(all.metrics[outliers.ratio, 1,

min.centers, qualityl[ ], kmeans.folder, )

if (length(outliers.angle) != 0) {

unique.angle <- length(unique(all.metrics[outliers.angle, iD))

min.centers <- min(unique.angle, kmeans.centers)

all.metrics[outliers.angle, ] <- clustering(all.metrics[outliers.angle, 1,
min.centers, qualityl[ ], kmeans.folder, )

if (length(outliers.compacity) !'= 0) {

unique.compacity <- length(unique(all.metrics[outliers.compacity, 1)

min.centers <- min(unique.compacity, kmeans.centers)

all.metrics[outliers.compacity, ] <- clustering(all.metrics[outliers.compacity,

], min.centers, qualityl[ ], kmeans.folder, )

}
all.metrics[outliers.intersect.ra, ] <- qualityl[ ]
all.metrics[outliers.intersect.rc, ] <- qualityl[ ]
all.metrics[outliers.intersect.ac, ] <- qualityl[ ]
all.metrics[outliers.intersect.all, ] <- qualityl[ ]
all.metrics[which(is.infinite(all.metrics$ratio)), ] <= qualityl ]
write.analysis.vtk(pasteO(out.folder[i], mesh.files), , all.metrics)

save.image(file = pasteO(out.folder[i], rdata.file))
write.csv(all.metrics, file = pasteO(out.folder[i], metrics.file), row.names = FALSE)
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return(all.metrics)
B
}

mesh <- "Semi-trapezoidal"
csi <= c(5)
eta <- c(3)

# mesh <- "Quadrado"
# csi <- c(10)
# eta <- c(10)

# mesh <- "Retangulo"
# csi <= c(20)
# eta <- c(20)

# mesh <- "Obstaculo"
# csi <- c(80)
# eta <- c(16)

# mesh <- "Placa_de_0Orificio"
# csi <- c(80)
# eta <- c(16)

# mesh <- "Forma_de_Gancho"
# csi <- c(36)
# eta <- c(9)

# mesh <- "Cuspide"
# csi <- c(18)
# eta <- c(18)

# mesh <- "Placas_Paralelas_com_Circulo_Imerso"
# csi <- c(72, 72)
# eta <- c(18, 18)

# mesh <- "Hexagono"
# csi <- c(36, 36)
# eta <- c(9, 9)

# mesh <- "Naca"
# csi <= c(32, 32)
# eta <- c(9, 9)

# mesh <- "Obstaculo_Multi-blocos"
# csi <- c(16, 12, 16)
# eta <- c(16, 12, 16)

# mesh <- "Placa_de_0Orificio_Multi-blocos"
# csi <- c(16, 8, 16)
# eta <- c(16, 8, 16)

# mesh <- "Lago_Igapo_I"
# csi <- c(6, 12, 16)

# eta <- c(70, 2, 5)

# mesh <- "Golfinho"
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# csi <- c(36, 4, 5, 5, 6, 7)
# eta <- c(9, 10, 10, 8, 7, 9)

# mesh <- "Tartaruga"
# csi <- c(10, 10, 4, 4, 5, 5)
# eta <- c(7, 31, 17, 17, 5, 8)

# mesh <- "Perfil_de_um_Rosto"
# csi <- ¢(3, 15, 8, 3, 8, 15, 5)
# eta <- c(4, 6, 8, 5, 6, 14, 7)

# mesh <- "Passaro"
# csi <- c(6, 11, 20, 20, 11, 18, 8)
# eta <- c(11, 11, 4, 7, 18, 11, 11)

# mesh <- "Cachorro"
# csi <- c¢(b, 6, 2, 5, 17, 2, 5, 5)
# eta <- c(6, 6, 3, 5, 8, 22, 14, 18)

# mesh <- "Aviao"
# csi <- c(11, 11, 19, 19, 4, 4, 4, 4)
# eta <- c(38, 6, 8, 8, 5, 5, 5, 5)

# mesh <- "Lago_Luruaco"
# csi <- c(9, 17, 15, 19, 23, 17, 9, 9, 17, 23, 9, 17, 23)
# eta <- c(9, 9, 20, 12, 18, 18, 18, 12, 12, 12, 20, 20, 20)

# mesh <- "Corpo_Humano"
# csi <- c(8, 14, 6, 6, 8, 8, 8,8, 2, 2,2,2,2,2,2,2,2,2,2,2)
# eta <- c(9, 16, 19, 19, 6, 6, 15, 15, 4, 5, 4, 4, 4, 4, 4, 4, 2, 2, 2, 2)

# mesh <- "Sapo"
# csi <- c(8,5,5,8,6,7,7,3,3,6,6,2,2,2,2,2,2,2,2,2,2,2,2,2,2)
# eta <- c(29, 6, 6, 6, 8, 3, 3, 8, 9, 6, 6, 6, 7,8, 10,8,6,9,8,7,4,°5,7,38,8)

blocks <- 1:length(csi)
square.metrics <- c('"ratio" = 1.0, "angle" = pi * 0.5, "compacity" = 16.0)
norm <- c("a" = 0.0, "b" = 10.0)

analysis.runtimes <- list()

main.folder <- pasteO("Saidas", "/", mesh, "/")
metrics.file <- "metrics.csv"

mesh.files <- pasteO('mesh-", blocks, ".vtk")
unions.file <- "unions.png"

rdata.file <- "rdata.RData"

min.precision <- 0.00000001

min.epsilon <- 0.0

inc.epsilon <- 0.00001

max.epsilon <- 0.2

percentage <- c("0.05" = 0.05, "0.1" = 0.1, "0.2" = 0.2)

kmeans.centers <- 5

quality <- c("good" = 0, "ratio" =1, "angle" = 2, "compacity" = 3, "ra" = 16, "rc" = 17,
18, "inf" = 19, "all" = 20)

print("Iniciando Analise de Qualidade")
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current.start <- proc.time()
in.folder <- main.folder
out.folder <- pasteO(main.folder, names(percentage), "/", , /M)

analyze.mesh(read.csv(pasteO(in.folder, metrics.file)), in.folder, out.folder, percentage)

analysis.runtimes[[length(analysis.runtimes)+1]] <- proc.time() - current.start

print( )

save.image(file = pasteO(main.folder, rdata.file))

Algoritmo A.5 — Identificacdo dos elementos de menor qualidade de malhas em

coordenadas generalizadas
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