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BRITO, Dirceu dos Santos. Aprender geometria em praticas de modelagem matematica:
uma compreensao fenomenoldgica. 2018. 266 f. Tese (Doutorado em Ensino de Ciéncias e
Educacdo Matematica) — Universidade Estadual de Londrina, Londrina, 2018.

RESUMO

Este trabalho apresenta uma investigacdo, segundo a perspectiva fenomenoldgica, da questao:
como o0s estudantes aprendem geometria em praticas de Modelagem Matematica? Para
responder a esta questdo, foram desenvolvidas trés praticas de Modelagem Matemaética com
estudantes do 7° do Ensino Fundamental de uma escola publica de Londrina. Essas praticas
foram filmadas e relatos escritos, dizendo como perceberam sua aprendizagem, também
foram produzidos pelos estudantes. Esses dois tipos de registros, filmagens e relatos, foram
organizados, respectivamente, em Cenas Significativas e em Unidades de Discurso, 0s quais,
mediante reducdes sucessivas, convergiram para 12 invariantes: Momentos Significativos,
PercepcOes do Inicio da Aprendizagem, Aspectos Contextuais da Pratica de MM, Razdes que
Sustentam a Aprendizagem, Obstaculos e Dificuldades, Investigacdo e Aprendizagem,
Percepgdes do Eu, Participacdo do Outro, O Professor e o Ensino, Modos de Expressar
Compreensdes, Percepcdes da Geometria na Pratica de MM, Percepcdes Acerca do Tema
Investigado. Em mais uma reducdo, esses 12 invariantes convergiram para 4 Nucleos de
Ideias que respondem a interrogacdo de pesquisa. Esses Nucleos, que dizem dos modos como
a aprendizagem da geometria se dad em praticas de Modelagem Matematica, sao:
Temporalidade e Constituicdo da Aprendizagem; Modos de Proceder e Abertura a
Aprendizagem; Vivéncia da Relacdo Eu/Outro/N6s na Aprendizagem e Vivéncia da Relacao
Geometria/Tema na Aprendizagem.

Palavras-chave: Modelagem Matematica. Aprendizagem. Geometria.  Fenomenologia.
Educacdo Matematica.



BRITO, Dirceu dos Santos. Learning geometry in mathematical modelling practices: a
phenomenological understanding. 2018. 266 p. Thesis (Doctoral Degree in Teaching of
Sciences and Mathematics Education) — Universidade Estadual de Londrina, Londrina, 2018.

ABSTRACT

This doctoral thesis presents an investigation, according to the phenomenological perspective,
of the question: how do students learn geometry in Mathematical Modelling practices? To
answer this question, three practices of Mathematical Modelling were developed with
students from the 7th grade of a public school in Londrina. These practices were filmed and
written reports, telling how they perceived their learning, were also produced by the students.
These two types of recording, filming and reporting, were organized, respectively, in
Significant Scenes and Discourse Units, which, through successive reductions, converged to
12 invariants: Significant Moments, Perceptions of the Beginning of Learning, Contextual
Aspects of the Practice of MM, Reasons for Learning, Obstacles and Difficulties, Research
and Learning, Perceptions of the Self, Participation of the Other, Teacher and Teaching,
Modes of Expression Understanding, Perceptions of Geometry in MM Practice, Perceptions
on the Subject Investigated. In a further reduction, these 12 invariants converge to 4 Ideas
Cores that respond to the research question. These Core, which speak of the ways in which
the learning of geometry occurs in practices of Mathematical Modeling, are: Temporality and
Formation of Learning; Modes of Proceeding and Openness to Learning; Experience of the
Relationship 1/Other/Us in the Learning and Experience of the Relationship Geometry/Theme
in the Learning.

Keywords:Modelling Mathematics. Learning. Geometry. Phenomenology. Mathematics
Education.
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1 INTRODUCAO

Este trabalho de pesquisa apresenta uma investigacdo norteada pela
interrogagdo: como o0s estudantes aprendem geometria em prdticas de modelagem
matemdtica?®> A afirmacdo de que a investigacdo, aqui relatada, é direcionada por uma
interrogacdo tem o proposito de identificar este trabalho com a concepgdo de que pesquisar €
“perseguir uma interrogacdo em diferentes perspectivas” (BICUDO, 2011, p.22). Interrogacao,
nesta concepgdo, remete a um sentido que difere do sentido de pergunta, problema ou hipotese,
pois estes conceitos sdo empregados no contexto da chamada pesquisa cientifica de modo a
antecipar uma solucdo possivel, ainda que ndo especifica e determinada. A interrogagdo ¢ uma
indagacdo para a qual ndo se tem possiveis respostas prévias como orientagdo e comporta-se
como “um pano de fundo onde as perguntas do pesquisador encontram seu solo, fazendo
sentido” (BICUDO, 2011, p.23). Portanto, nessa concepg¢ao de pesquisa, “o caminho da questio
para aquele que pergunta faz parte da sua experiéncia vivida, e esse caminho precisa ser
visualizado para que o indagante se dé conta do solo histérico e cultural em que esta se

movendo” (BICUDO, e KLUBER, 2013, p.27).

Compreender a interrogacdo como um pano de fundo ou caminho da questdo
significa afirmar que ela se instala como intencionalidade’, sendo constituida quando o
pesquisador sente-se desacertado com a “presenga de algo que ndo quer integrar-se nas opinides
preestabelecidas” (KLUTH, 2005, p.40) de maneira que uma pergunta, ancorada nessa posi¢ao
desajeitada, precisa ser explicitada, ou seja, precisa ser esclarecido o que a interrogagao
interroga € como se constroi o conhecimento acerca do que nela ¢ interrogado. Esse
esclarecimento pode, por sua vez, auxiliar na delimitag¢@o da regido de inquérito do investigado
e no delineamento dos procedimentos metodoldgicos do trabalho investigativo. Em vista desta
compreensdo, retomo, neste capitulo, algumas experiéncias vividas e que possibilitaram o
esclarecimento e a explicitacdo da interroga¢do que norteia esta investigacdo. Com essa

descri¢do, pretendo explorar as razdes que conduziram minha opgao pela fenomenologia como

2 Para evitar repeti¢des e abreviar a escrita, daqui por diante “praticas de modelagem matematica” serd anotada
simplesmente como “praticas de MM”.

3 Intencionalidade vem do latim intendo, tendi, tentum, tentere, e significa tender numa diregio, estender, tornar
atento, sustentar, dar intensidade, afirmar com for¢a (BICUDO, 2010, p. 31). Intencionalidade é entendida como
a caracteristica essencial da consciéncia na medida em que a consciéncia ¢ sempre dirigida para algo que ndo ¢ ele
mesmo a consciéncia. Isto &, a consciéncia tende sempre a considerar um objeto, o qual sempre transcende o ato
por meio do qual aparece (GIORGI, 1997 p.389).
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perspectiva filoséfica para sustentar, do ponto de vista ontoldgico e epistemoldgico, os

procedimentos metodologicos e a organizagdo da estrutura deste trabalho.

1.1 DA EXPERIENCIA VIVIDA A QUESTAO DE PESQUISA

A interrogaco que gerou esta pesquisa adquiriu caracteristicas predicativas*
a partir 2012, com uma pratica de MM que desenvolvi com estudantes internados no Centro de
Socioeducagio’ situado em Londrina. O tema escolhido foi a revitalizagio de uma praga publica
localizada no centro da cidade de Londrina. Investigamos com os estudantes duas questoes: (i)
como construir uma rede de caminhos com o menor comprimento possivel, interligando os
principais pontos da praga e (ii) como organizar a relag@o entre as areas verdes, destinadas aos
jardins, e as éareas de circulagcdo de pessoas (largos). A investigacdo dessas duas questdes
conduziu os estudantes ao estudo de métodos de otimizacdo geométrica presente na resolucio
de problemas classicos da Geometria® Euclidiana, entre os quais o Problema de Heron, o
Problema de Fermat-Steiner e o Problema Isoperimétrico. Essa investigacdo permitiu também
que os estudantes elaborassem croquis, diagramas e constru¢des geométricas que subsidiaram
a confeccdo de um projeto de reforma e revitalizagdo da praca. Esse projeto foi apresentado
pelos estudantes em painéis, contendo todos os croquis, diagramas e construcdes geométricas,

e em duas maquetes, uma da praga atual e outra da praga reformada e revitalizada.

4 Embora a interrogagio tenha ganhado aspectos predicativos a partir de 2012, isto ndo significa que ela tenha se
originado ai, pois, do ponto de vista fenomenoldgico, a constituicdo de uma interrogagdo de pesquisa é anterior a
sua explicitagdo verbal, sendo, inclusive, condigdo de possibilidade dessa explicitagdo. Em outros termos, a relagdo
intencional entre consciéncia e objeto intencional nfo é constituida a posteriori a partir de um julgamento expresso
de forma predicativa, mas € constituida a priori na experiéncia e anterior ao julgamento de forma pré-predicativa.

5 CENSE ¢ a sigla para os Centros de Socioeducac@o que sdo instituigdes mantidas pelo Governo do Estado do
Parana e destinadas a internag@o de adolescentes que cumprem medidas socioeducativas aplicadas em decorréncia
do cometimento de atos infracionais.

® Omitiremos aqui os detalhes acerca dos enunciados desses problemas e suas resolugdes, remetendo ao leitor
interessado a indicagdo das referéncias (BRITO, 2013), (BRITO e ALMEIDA, 2014) ¢ (BRITO ¢ ALMEIDA,
2015)
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Figura 1: Painéis (a direita) e as maquetes (a esquerda) construidas pelos estudantes

Fonte: O préprio autor

A descri¢do dessa pratica de MM integra a dissertacdo apresentada ao
mestrado profissional em matematica, PROFMAT — UEL. O objetivo dessa dissertacdo ¢
discutir a abordagem de contetdos de geometria do Ensino Fundamental em praticas de MM e,
na elaboracdo dessa dissertacdo, deparei-me, mais explicitamente, com questdes vinculadas a
aprendizagem da geometria em praticas de MM. Como evidenciar a aprendizagem da geometria
em praticas de MM? Como as praticas de MM qualificam a aprendizagem da geometria? Que
aspectos observaveis caracterizam essa aprendizagem? E, em que sentido essa aprendizagem
se diferencia da aprendizagem que ocorre em outras praticas educativas? Perguntas como estas
levaram-se a buscar nos referenciais tedricos, comumente empregados na Educacdo
Matematica, o que diziam sobre a aprendizagem da geometria. Esta busca, entretanto, ndo me
permitiu compreender a especificidade da aprendizagem da geometria em praticas de MM,
tornando claro que eu estava na “presenca de algo que ndo quer integrar-se nas opinides

preestabelecidas (KLUTH, 2005, p.40)”.

Este desacerto entre o dito e o vivido mostrou-me a necessidade de investigar
a aprendizagem da geometria em praticas de modelagem matematica. Embora esta questdo ja
orbitasse minhas preocupagdes desde a elaboragdo da dissertacdo para o mestrado profissional
em 2013, sua redacgdo definitiva e seu esclarecimento, todavia, foi se construindo ao longo do
periodo que vai de 2013 até 2017. Mais precisamente, a elaboragdo do projeto de pesquisa,
visando o ingresso no programa de doutorado em 2014 e o esfor¢o continuo, realizado a partir
desta data, para formular a questdo de pesquisa da tese foram dois momentos em que busquei,
de maneira mais rigorosa, o esclarecimento do que ¢ interrogado nessa interroga¢do e de como

podemos conhecer esse interrogado.
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E, o que interroga essa interrogacdo? Ela indaga como os estudantes
aprendem geometria em praticas de MM. Este como, que a interrogacdo interroga, indaga os
modos pelos quais os estudantes vivenciam, em praticas de MM, experiéncias de aprendizagem
da geometria. A interrogacdo solicita a explicitacdo desses modos. Mas, como explicitar esses
modos ou, mais precisamente, como se constroi o conhecimento acerca desse interrogado? A
propria interrogagdo nos da uma direcdo. Ao dirigir nosso olhar para o interrogado, ela solicita
que se busque sujeitos que vivenciam esse fenomeno, isto é, estudantes que estejam aprendendo
geometria em praticas de MM e que se deixe manifestar como eles vivenciam essa
aprendizagem que se da. A interrogacdo, portanto, solicita que se busque nos modos de
expressdo, isto ¢, nas falas, gestos, olhares, movimentos corporais, compreensdes
intersubjetivas, em suma, toda gesticulacdo linguistica dos estudantes que revele o que ¢

indagado na interrogacdo.

Estas consideragdes indicam que a aprendizagem inquirida na interrogagao
ndo deve ser tomada como algo que se d4 em si mesma, ja pronta e separada do sujeito que a
vivencia ou daquele que a percebe, mas deve ser tomada como ela se mostra intencionalmente
para aquele que a interroga. Isto ¢, a aprendizagem deve ser abordada como “constituindo e se
mostrando em diferentes modos, de acordo com a perspectiva do olhar e na temporalidade
historica de suas duragdes e respectivas expressdes mediadas pela linguagem e por ela
transportadas” (BICUDO, 2011, p.41). Essa compreensdo direciona a investigacdo da

aprendizagem da geometria em praticas de MM para uma abordagem fenomenoldgica.

1.2 OPCAO PELA FENOMENOLOGIA E ESTRUTURA DA TESE

Inquirir, segundo uma abordagem fenomenolodgica, os modos pelos quais se
dé a aprendizagem da geometria em praticas de MM significa assumir a importancia ontoldgica
e epistemoldgica do ir-a-coisa-mesma, isto €, assumir que para compreender um fendmeno ¢
preciso ir a ele mesmo “sem teorias sobre sua explicacdo causal e tdo livre quanto possivel, de
pressupostos ¢ de preconceitos” (MARTINS, 1994, p. 15). Ir-a-coisa-mesma significa, em
suma, deixar que o fendmeno se mostre, por si mesmo, aquele que intencionalmente o interroga.
A abordagem fenomenoldgica sustenta-se, portanto, na concepgao de realidade percebida, ou
seja, a realidade ¢ aquela que se mostra na percepcdo ou intui¢do do sujeito que conhece, de

modo que o mundo ¢ assumido como sendo sempre € necessariamente correlato a consciéncia.

Considerar como dado da realidade unicamente aquilo tal como é dado a
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percepcdo ou intuigdo como presenga ou fenémeno requer um movimento de redugdo. Reduzir,
em sentido fenomenologico, significa suspender os juizos prévios ou pressuposicdes e
descrever aquilo que se mostra, exatamente como se mostra, sem recair em explicagoes,
construgdes ou interpretagoes. Segundo Giorgi (2014) estas trés vias de acesso ao fendmeno se
distinguem radicalmente da descri¢cdo, pois, para dar conta do fendmeno, em algum momento
elas o abandonam, substituindo-o por alguma de suas representacoes. Esse autor afirma que
explicar “o que ¢ dado a consciéncia pressupde, a0 mesmo tempo, aquilo que estad presente, mas
exige disso se desvincular, para ser possivel dar-lhe conta”. Ainda segundo Giorgi (2014), a
construc¢do ¢ uma forma de dar conta de um fendmeno que envolve “momentos hipotéticos ou
especulativos, que também nos distanciam do mero enunciado daquilo que ¢ dado”. Por fim,
Giorgi (2014) argumenta que a interpretag@o, para dar conta de um fenomeno, “traz, seja devido
a uma teoria, seja por razdes pragmaticas, uma perspectiva que a evidéncia intuitiva ndo requer

necessariamente”.

A abordagem fenomenologica privilegia a descrigdo no sentido de que “ela
ndo opera por abstracdo sob abstragdo, mas com o compreendido nos vividos reduzidos em
intuicdo pura” (BICUDO, 2011, p.45). Todavia, essa abordagem nao se detém em descrigdes
de individualidades, de singularidades da experiéncia vivida pelo sujeito, mas “visa mostrar as
estruturas em que a experiéncia relatada se d4, deixando transparecer, nessa descri¢do, as suas
estruturas universais” (BICUDO, 2011, p. 46). Esse movimento que busca transcender o que
esta individualmente descrito e avancar em dire¢do a estrutura do fendmeno ¢ conhecido como
reducdo eidética ou reducdo a esséncia. E por conta desse movimento que Merleau-Ponty
(2014) define a fenomenologia como “o estudo das esséncias, e todos os problemas, segundo
ela, resumem-se em definir esséncias”. Esséncia diz do sentido fundamental que se mantém
mais duradouramente num determinado contexto e sem o qual o fendmeno ndo poderia se
apresentar tal como ele é. Esséncia ¢ uma “identidade constante que contém as variacdes que

um fendmeno ¢é capaz de sofrer, e que as limita” (GIORGI, 2014, p.395).

A investigacdo relatada neste trabalha possui uma abordagem
fenomenoldgica porque incorpora as trés caracteristicas principais desse método, segundo
Giorgi (2014): a descri¢do, a reducdo fenomenologica e a busca das esséncias. Essas trés
caracteristicas estdo presentes em todos os capitulos desta tese e sdo fundamentais para entender
como ela estd estruturada. Ao passar em revista algumas concepgdes tedricas, oriundas da
regido de inquérito da Educacdo Matematica, acerca da aprendizagem da geometria e da

aprendizagem em praticas de MM, o capitulo 2 ja efetua um movimento redutivo. Ao analisar
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critica e reflexivamente essas concepg¢des, buscamos compreender os pressupostos que
sustentam a visdo de mundo e de conhecimento que elas carreiam e, com isso, efetuar um
movimento redutivo, desonerando a linguagem com a qual descrevemos a aprendizagem da
geometria em praticas de MM. Em sintese, o capitulo 2 torna efetiva a compreensdo de que a
“descricdo ¢ uma fala sobre nossa experiéncia, mas também sobre os preconceitos desde onde

explicamos tal experiéncia” (MULLER, 2001, p. 134).

O capitulo 3, por sua vez, procura apresentar os desdobramentos
metodoldgicos da abordagem fenomenoldgica. Assim, esse capitulo coloca em evidéncia como
investigamos as experiéncias de aprendizagem dos estudantes em praticas de MM sem
prejulgamentos e sem projetar pensamentos prontos na analise dessas experiéncias. Para isso,
lancamos mao dos conceitos de reducdo fenomenologica, descri¢do e busca de esséncias para
destacar as caracteristicas fenomenologicas de nossa investigacdo. Apresentamos também
aspectos gerais das trés praticas de MM que desenvolvemos com os estudantes e, com isso,
explicitamos o modo como se deu o delineamento do cendrio da pesquisa. Por fim,
apresentamos os procedimentos para organizacdo e andlise dos dados registrados na

investigagao.

Ja o capitulo 4 apresenta a Analise Ideografica das Cenas Significativas,
constituidas de registros em video ou filmagens das aulas em que se deu as praticas de MM, e
dos Discursos, extraidos dos relatos individuais em que os estudantes descrevem como sua
aprendizagem se deu. Assim, o capitulo 4 relata como a Analise Ideografica conduziu a
explicitacdo de Unidades Significadas de Cenas e de Discursos que dizem do fendomeno
interrogado, isto ¢, essas Unidades Significativas evidenciam sentidos da aprendizagem
geométrica em praticas de MM. Assim, cada Unidade de Cena e cada Unidade de Discurso ¢
seguida de uma Unidade Significativa que, em sequéncia, interpretada a luz da interrogagao de

pesquisa.

O capitulo 5, por sua vez, apresenta a Analise Nomotética em que se busca os
grandes invariantes do fendmeno e as suas estruturas essenciais. Por isso, a Andlise Nomotética
¢ apresentada em duas redugdes. Na primeira reducdo, 12 grandes invariantes do fenomeno sao
encontrados, a saber: Momentos Significativos, Percep¢des do Inicio da Aprendizagem,
Aspectos Contextuais da Pratica de MM, Razdes que Sustentam a Aprendizagem, Obstaculos
e Dificuldades, Investigagdo e Aprendizagem, Percep¢des do Eu, Participa¢do do Outro, O

Professor e o Ensino, Modos de Expressar Compreensdes, Percepgdes da Geometria na Pratica
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de MM e Percepcdes Acerca do Tema Investigado. Numa segunda redugdo, esses 12 invariantes
conduzem a 4 Nucleos de Ideias que dizem das estruturas essenciais do fendmeno. Sao eles:
Temporalidade e Constituicdo da Aprendizagem; Modos de Proceder e Abertura a
Aprendizagem;, Vivéncia da Rela¢do Eu/Outro/Nos na Aprendizagem e Vivéncia da Rela¢do
Geometria/Tema na Aprendizagem. A apresentacdo desses 4 Nucleos de Ideias segue-se da sua
interpretagdo em que conceitos teoricos sdo empregados explicitar uma compreensido

fenomenoldgica de como os estudantes aprendem geometria em praticas de MM.

Por fim, o capitulo 6 retoma o caminho percorrido na investigacdo com o
objetivo de delinear elementos para uma metacompreensdo da pesquisa realizada. Para isso,
retomamos a constituicdo da interrogacdo de pesquisa € o modo como essa interrogacio
direcionou a escolha dos procedimentos metodologicos e a compreensdo do fendmeno
investigado. O capitulo 6, portanto, apresenta um movimento reflexivo sobre o que foi
investigado, sobre como a pesquisa foi conduzida e ainda, sobre como essa pesquisa responde
ou ndo a interrogagdo que a gerou. Por fim, o capitulo 6 inclui uma reflexdo que busca pelo
sentido que essa investigagdo faz para aquele que sobre ela reflete, para os membros da
comunidade que investiga a Modelagem na Educacdo Matemadtica, ou seja, reflete sobre a

relevancia do tema investigado para a regido de inquérito.
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2 APRENDIZAGEM, GEOMETRIA E MODELAGEM MATEMATICA

Este capitulo retine e discute sentidos que o termo aprendizagem assume nas
pesquisas vinculadas a educacdo em geometria e as praticas de MM. O objetivo aqui € o de
analisar critica e reflexivamente os pressupostos que sustentam esses sentidos, ou seja, que
sustentam a compreensdo, usualmente veiculada na pesquisa em Educag¢do Matematica, acerca
da aprendizagem em geometria ¢ na MM. Com essa andlise, visamos desonerar, de
pressuposi¢des e preconceitos, o uso da linguagem com a qual fazemos a descri¢do da
aprendizagem da geometria em praticas de MM. Este capitulo busca, portanto, efetuar um
movimento redutivo e, com isso, caminhar em dire¢do a uma compreensdo fenomenolédgica da

aprendizagem da geometria em praticas de MM.

2.1 UMA COMPREENSAO INICIAL DO VERBO APRENDER

Em nossa atitude natural, reconhecemos experiéncias como sendo de
aprendizagem sem que tenhamos que pensar explicitamente o sentido que caracteriza essas
experiéncias. Isto significa que tomamos a aprendizagem como um fafo, algo ja dado e que
existe para além dos modos subjetivos que permeiam a apreensdo do seu sentido. Ja sob a
perspectiva da atitude fenomenologica, assume-se que o sentido do fenomeno aprendizagem é
constituido pela consciéncia, isto é, que esse sentido se da sempre para uma consciéncia que o
apreende e que o estrutura, ¢ ndo se da nos fatos e de maneira independente dos modos
subjetivos de apreensdo. Desse modo, compreender a aprendizagem, sob o ponto de vista da
fenomenologia, significa explicitar o sentido fundamental sem o qual a aprendizagem ndo pode
se apresentar a consciéncia tal como ela €, ou seja, o sentido que contém todas as variagdes

possiveis que o fenomeno aprendizagem pode sofrer, e que as limita.

Mas, como explicitar esse sentido fundamental? Uma possibilidade de
explicitar esse sentido fundamental é procurar convergéncias nos diferentes entendimentos do
verbo aprender, comecando, por exemplo, pelo seu sentido etimoldgico. Segundo Cunha (2007)
o verbo aprender vem, por sincope, do latim apprehendere que significa apoderar-se, tomar
posse, agarrar algo e manté-lo preso junto de si. O termo latino prehendere remete tanto a agao
de agarrar com as maos quanto a a¢do de agarrar com a mente, de modo que o verbo aprender,
na sua origem etimoldgica, incorpora os sentidos de aprender com o corpo e aprender com a

mente. A reunido destes dois sentidos abre-nos uma possibilidade de interpretagdo do verbo
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aprender: quem aprende toma posse, se apropria, se apodera do conhecimento mediante a
experiéncia do corpo e/ou mediante a aquisi¢do de significados intelectuais. Essa interpretacéo,

por sua vez, pode conduzir a dois entendimentos.

O primeiro entendimento ¢ que experiéncia e conhecimento possuem, na
aprendizagem, uma relacdo diacronica, ou seja, experienciamos com o corpo para compreender
com a mente. Este entendimento é expresso, por exemplo, na definicdo de David Kolb (apud
ILLERIS, 2013, p.103) de que “aprender ¢ transformar a experiéncia em conhecimento”. Esta
defini¢cdo subentende que a experiéncia ndo ¢ conhecimento, mas ¢ a base para a criagdo de
conhecimento, de modo que a transformacdo da experiéncia em conhecimento ocorre, segundo
esse autor, quando observacdes e reflexdes realizadas sobre uma experiéncia concreta levam a
formacdo de conceitos abstratos e generalizagdes, os quais sdo empregados ativamente em
novas experiéncias concretas para tomar decisdes e resolver problemas. Esta afirmacdo ¢

esquematizada no chamado ciclo da aprendizagem de Kolb (apud ILLERIS, 2013, p. 104):

Figura 2: Ciclo da aprendizagem de Kolb

Experiéncia
concreta
Experimentacao Observagao
ativa reflexiva
Conceituacao
abstrata

Fonte: Illeris (2013)

Mas, se aprender ¢ transformar a experiéncia em conhecimento, o resultado
dessa aprendizagem, aquilo que é efetivamente aprendido, pode ser visto como um residuo, um
precipitado de conteudos intelectuais que sdo armazenados pela pessoa que aprende. Neste
entendimento, a pessoa que aprende e armazena o que é aprendido nio se transforma, uma vez
que ela é apenas depositaria do conhecimento. E somente a experiéncia que se transforma em

conhecimento.

O segundo entendimento € que experiéncia e pensamento possui uma relagdo
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sincrdnica, isto €, experiéncia e significacdo ndo se ddo separadamente, mas formam uma
unidade. Neste entendimento, a aprendizagem pode ser vista como uma transformac¢ao que se
da com a pessoa’ no seu todo e o resultado da aprendizagem deixa de ser um precipitado de
conteudos, mas é sempre a propria pessoa que aprende. Se o que se transforma na aprendizagem
¢ a propria pessoa que aprende, entdo pessoalidade ¢ uma caracteristica constituinte da
aprendizagem. Este entendimento da aprendizagem esta presente, por exemplo, na defini¢do de

Jarvis (apud ILLERIS, 2013, p. 35):

A aprendizagem humana ¢ a combinago de processos ao longo da vida, pelos
quais a pessoa inteira — corpo (genético, fisico e bioldgico) e mente
(conhecimentos, habilidades, atitudes, valores, emogdes, crengas e sentidos) —
experiencia as situagdes sociais, cujo conteudo percebido € transformado no
sentido cognitivo, emotivo ou pratico (ou por qualquer combinagdo) e
integrado a biografia individual da pessoa, resultado em uma pessoa
continuamente em mudanga (ou mais experienciada).

Em vista dessas consideragdes, como esbog¢ar uma caracterizacdo da
aprendizagem sob a luz da fenomenologia? Primeiro, quando inquirimos acerca da
aprendizagem, ¢ em direcdo a pessoa que aprende que dirigimos o nosso olhar. E ela, na
totalidade dos seus modos de expressdo, que revela o sentido de aprender. Assim como o
fenomeno cor ¢ indissocidvel de sua superficie, também o fendmeno aprendizagem ¢é
indissociavel da pessoa que aprende. Por isso, a pessoalidade da aprendizagem ¢ uma de suas
caracteristicas essenciais. Ademais, se o fendmeno da aprendizagem somente se expressa em
uma pessoa, ¢ porque toda pessoa expressa algum tipo de inacabamento. E por conta desse
inacabamento que a aprendizagem se mostra como um florescer continuo de possibilidades de
ser e de viver, isto €, se manifesta como transformagdo. Além dessa segunda caracteristica
essencial da aprendizagem, € preciso ainda reconhecer que a aprendizagem ¢ um fenomeno que
se da em modos de expressdo. Mais simplesmente, a aprendizagem se expressa na fala, gestos,
olhares, registros simbdlicos, modos de agir, enfim, em gesticula¢des linguisticas do corpo-
proprio que dizem do nosso modo ser e de viver. Esses modos de expressdo atuam, seguindo
esse nosso entendimento, como indice existencial, ou seja, a0 mesmo tempo em que revelam a
aquisi¢do de conhecimentos inéditos, deixa transparecer modos de ser e de viver da pessoa que
aprende. Concluimos entdo que que a expressao da aprendizagem como indice existencial é sua

terceira caracteristica essencial.

7 Segundo Bello (2004), o termo pessoa significa, para a fenomenologia, o ser humano tomado na complexidade
dos seus aspectos.
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Vamos exemplificar essas trés caracteristicas essenciais da aprendizagem. Se
um estudante afirma que “o ferro de passar roupas esquenta porque ¢ ligado na tomada” e, por
alguma razdo, se da conta da inadequacdo desta afirmacao e a reformula, dizendo “o ferro de
passar roupas esquenta porque possui um resistor”, entdo percebemos, imediatamente®, que ai
se houve uma aprendizagem porque percebemos que ai ocorreu uma transformagdo. Mas, essa
transformagdo ndo expressa somente a aquisicdo conceitual do significado de resistor como
algo que produz calor ao ser percorrido por uma corrente elétrica, mas mostra-se como uma
transformagdo que se da essencialmente no modo como a pessoa que apreendeu esse
significado se relaciona com o seu mundo. A expressdo dessa aprendizagem, portanto, atua
como um indice existencial, revelando como se da a relagdo dessa pessoa com o seu mundo.
Apds estabelecermos essa compreensdo inicial de aprendizagem, passemos agora a examinar

mais diretamente o significado de aprender geometria e aprender na MM.

2.1 APRENDER GEOMETRIA EM PRATICAS EDUCATIVAS

Como os estudantes aprendem geometria na escola? Esta questdo, embora
formulada de forma definitiva, costuma gerar respostas diversas. Em parte, isto ocorre porque
o proprio termo geometria ¢ empregado, em Educagdo Matemadtica, de maneira ambigua.
Segundo Usiskin (1998), falta clareza sobre o objeto de estudo da geometria, pois “nem os
gedmetras concordam quanto a natureza de sua matéria” (1998, p.32). A falta de clareza sobre
0 que a geometria estuda se reflete na compreensdo ambigua acerca de como se dd a sua
aprendizagem porque ndo se estabelece de maneira rigorosa o que se entende por geometria.

Mas, o que € geometria?

Segundo Hardy (1925), uma antiga resposta é: a geometria é a ciéncia do
espago. A presenca abundante de formas geométricas na natureza, artes, artesanato, arquitetura,
industria, reforcam esse sentido da geometria. O surgimento das geometrias ndo euclidianas e
convic¢do de que a relagdo entre geometria e espaco fisico possui um carater convencional,
enfraqueceu essa defini¢do. Além disso, a prdpria palavra “espaco” é ambigua, pois ora ¢
entendida como o espaco fisico, como o ambiente em que as coisas se dispdem, ora é entendida
como espago cognitivo, como estrutura mental que permite organizar as experiéncias

perceptivas ou visuais. A afirmagdo kantiana de que o espago ndo deriva da experiéncia

8 Imediatamente significa que nio precisamos antes formular um juizo ou aplicar uma defini¢io para identificar a
aprendizagem.
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perceptiva, mas € uma condigdo a priori para que essa experiéncia ocorra, se vincula a essa ideia

de espago cognitivo.

Vincula-se também a essa ideia a defini¢do de que a geometria ¢ um modo de
pensar ligado essencialmente a visualizagdo. Segundo Atiyah (2003) a geometria € “menos um
ramo da matematica do que uma maneira de pensar que se propaga por toda a matematica”. A
geometria, segundo esse autor, € a parte da matematica na qual o pensamento dominante ¢ o
visual, assim como a algebra é aquela parte na qual o raciocinio sequencial € o predominante.
A construgdo de figuras, a confec¢do de desenhos, o uso de objetos da geometria como veiculo
para representar conceitos cientificos (inclusive matematicos) cuja origem nao € visual ou fisica

reforcam essa ideia da geometria como visualizagdo.

Uma terceira defini¢do de geometria considera como espaco entidades
abstratas e formais, de modo que a geometria é a teoria matematica dessas entidades. Neste
caso, ¢ mais adequado falar em geometrias, pois dependendo das propriedades consideradas
desse espaco tem-se geometrias distintas. Argumentando em favor dessa visdo, Hardy (1925)
afirma que o gedmetra puro se interessa mais pelas propriedades que um espago possui do que
pelo que ele realmente € ou representa. Pontos, retas e planos ndo sdo tomados pelo gedmetra
como objetos espaciais, mas como um sistema de entidades formais sujeitas a certas relagdes
logicas. O sistema que interessa ao gedOmetra € expresso pelos axiomas da sua geometria. S20
os axiomas que caracterizam os sistemas e ndo as propriedades espaciais dos objetos
geométricos considerados. De fato, a forma tradicional de apresentacdo da geometria nos livros
didaticos, enfatizando defini¢des, teoremas ¢ demonstracdes baseadas no raciocinio dedutivo

reforcam essa visdo da geometria como uma colegdo de sistemas logicos (HARDY, 1925, p.22).

Em vista dessa multiplicidade de sentidos que a geometria revela, tentar
entender como se dé sua aprendizagem parece ser uma tarefa ingloria. Uma saida interessante
para esse impasse €, ao invés de buscar uma definicao cabal, admitir, como faz Usiskin (1998),
que essa multiplicidade de sentidos ¢ uma caracteristica fundamental da geometria e que, no
limite, ousamos afirmar que ela ¢ uma coleg¢do de objetos, conceitos ou modos de pensar que
servem de modelos para investigar diversos temas. Se a geometria se mostra como um estudo
do mundo real ou do espago fisico ¢ porque modelos geométricos permitem expressar uma
compreensdo acerca da mensuracdo e relagdes espaciais dos objetos fisicos. E ainda, se a
geometria esta vinculada a visualizagdo é porque ela possui modelos que possibilitam alcangar

uma compreensdo visual de objetos que ndo sdo originalmente visuais. Por fim, se a geometria
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pode ser entendida como uma cole¢do de sistemas logicos ¢ porque o gedmetra pode construir
modelos geométricos a partir de entidades abstratas e formais geradas no interior da propria
matematica. Esta ¢ uma compreensdo multifacetada da geometria, mas entendo que esse ponto
de vista € o que permite discutir adequadamente como a questio de sua aprendizagem tem sido

abordada na pesquisa em Educacdo Matematica.

2.1.1 Aprendizagem da Geometria em Quatro Teorias

Vejamos como os trabalhos de pesquisa procuram, a seu modo, explicar como
a aprendizagem da geometria se da, partindo de um entendimento particular da natureza da
geometria. Discutiremos como isto ocorre em quatro abordagens tedricas’, comegando pelo
trabalho de Piaget e Inhelder (1993). Em seu estudo sobre o desenvolvimento da capacidade da
crianca de representar o espaco, esses autores assumem que a geometria € um conhecimento do
espaco, entendido como espago cognitivo. Mais precisamente, para Piaget e Inhelder (1993), o
espaco cognitivo ¢ construido pelo individuo a partir da experi€éncia com o espaco perceptivo,
mas ndo ¢ uma copia mental deste, nem ¢ abstraido exclusivamente das informagdes oriundas
da percepg¢do. O espaco cognitivo é engendrado pela inteligéncia, mediante a¢des intelectuais

realizadas pelo individuo.

Segundo Piaget e Inhelder (1993), ¢ do espago cognitivo, engendrado pelo

individuo, que deriva o conhecimento geométrico. E como isto se da? Esses autores se inspiram
. 10 ~ . . . ;.

na abordagem da geometria do Programa Erlangen’” e propdem que primeiro a crianc¢a constrdi
0 espago topologico e que, neste estidgio, ela aprende apenas as relagdes de vizinhanca,
separacdo, ordem, entorno, envolvimento e de continuidade. Num estagio posterior, o espago
da crianca torna-se euclidiano no sentido de que ela apreende a constancia das dimensdes dos
objetos, percebendo-as como invariantes no decurso de seus deslocamentos, e projetivo na

medida em que ela aprende a coordenar diferentes pontos de vista sobre um objeto, ou seja, a

A escolha dessas quatro teorias levou em conta a constatacio de Clements e Battista (2003), Keith (1998) e
Kuzniak (2007) de que essas teorias abordam questdes diretamente ligadas as praticas educativas escolares e
situam-se entre as mais empregadas como referencial teorico na pesquisa em Educagdo Matematica.

190 Programa Erlangen, proposto pelo matemdtico Félix Klein, ¢ uma tentativa de unificar e classificar as
diferentes geometrias empregando o conceito de grupo de transformagdes. Cada geometria ¢ definida pelo seu
grupo de transformagdes ou grupo de simetrias, de maneira que cada geometria estuda as propriedades do espago
que se mantém invariantes sob o seu grupo de transformagdes.
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coordenar diferentes perspectivas.

Ja o modelo tedrico de Van Hiele aborda a questio de como se da a
aprendizagem da geometria, tomando, segundo Villiers (2010), a geometria como o estudo das
figuras, ou seja, como o estudo dos poligonos, curvas, poliedros e qualquer outro objeto
geométrico que pode ser representado seja com instrumentos de desenho, seja com software de
geometria dindmica, seja empregando modelos fisicos. Assim, segundo Villiers (2010), para o
modelo de Van Hiele, espaco ¢ a folha de papel, a tela do computador, as dobraduras e qualquer

meio que permite a representacao de figuras.

O modelo tedrico de Van Hiele emprega essa concepgdo de geometria para,
segundo Villiers (2010), propor que o desenvolvimento do pensamento geométrico se da em,
pelo menos, quatro niveis, partindo das experiéncias perceptivas e se completando com a
aquisi¢do de capacidades discursivas e conceituais. De acordo com esse modelo teoérico, no
primeiro nivel, o estudante adquire habilidades de reconhecimento visual das figuras pela sua
aparéncia global ou pela sua forma, sem, no entanto, conseguir explicitar as suas propriedades
geométricas. Ja no segundo nivel, o estudante adquiri a habilidade de andlise das propriedades
das figuras e consegue empregar a terminologia técnica adequada para descrevé-las, mas sem
correlacionar figuras ou propriedades das mesmas. No terceiro nivel, o estudante desenvolve a
habilidade de ordenagdo 16gica das propriedades das figuras por meio de sequéncias curtas de
deducdo e entende as correlagdes entre as figuras como, por exemplo, a inclusdo de classe. Por
fim, no quarto nivel, o estudante adquire a habilidade de deducdo, isto €, ele aprende a

desenvolver sequéncias mais longas de enunciados e compreende o significado da dedug@o e

do papel dos axiomas, teoremas e provas.

Outra abordagem tedrica a questdo da aprendizagem geométrica é proposta
por Duval (1995) que considera a geometria de um ponto de vista cognitivo, ou seja, se interessa
principalmente em diferenciar, classificar e caracterizar os processos cognitivos empregados na
resolugdo de problemas geométricos. O modelo tedrico de Duval (1995) assume que a
geometria ¢ um sistema de registros de representacdo semidtica e, em funcdo disso, se propde
a descrever como 0s processos cognitivos, empregados na diferenciacdo e coordenagdo desses
registros, conduzem a diferentes modos de apreensdes em geometria. Para Duval (1995), a
atividade geométrica envolve trés tipos imbricados de processos cognitivos € que cumprem
funcdes epistemoldgicas especificas. O primeiro envolve os processos de visualizagdo e diz

respeito a interpretacdo perceptiva das representagdes espaciais, cumprindo a funcdo de ilustrar
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proposicdes e auxiliar na exploragdo heuristicamente situagdes geométricas complexas. J& os
processos de construgdo envolvem a elaboragdo de configuragdes com ferramentas (régua,
compasso, software) e desempenham, neste caso, a funcdo de fornecer modelos. O ultimo tipo
sdo os processos de raciocinio que englobam as atividades discursivas desenvolvidos na
atividade geométrica e efetuam a fungdo de extensdo do conhecimento com a elaboragdo de

provas e explicacoes.

A comunicagdo entre esses trés tipos de processos requer, na atividade
geométrica, diferentes registros de representagdo semidtica. Segundo Duval (1995), a
diferenciagdo e a coordenagdo desses registros evitam que os objetos da geometria sejam, por
um lado, confundidos com suas representagdes e, por outro lado, contribuem para que esses
objetos sejam reconhecidos em todas as suas representa¢des possiveis. E a diferenciacio e a
coordenacdo dos diferentes registros, na atividade geométrica, que explica como se dd a
aprendizagem da geometria. S20 estes processos que levam a apreensdo conceitual dos objetos
da geometria. Segundo Duval (2012), a apreensdo dos objetos geométricos ocorre de quatro
modos: (i) apreensdo perceptiva que se da no reconhecimento automatico e imediato das
formas de uma figura em uma situagdo geométrica; (ii) apreensdo sequencial que se da na
descoberta ou descricdo da ordem de uma determinada constru¢io; (iii) apreensdo discursiva
que consiste em interpretar uma figura mediante uma descri¢@o verbal, em que algumas de suas
propriedades s3o determinadas explicitamente; e (iv) apreensdo operatoria centrada nas
modificacdes possiveis de uma figura inicial (de partida) e sua reorganizagdo perceptiva

determinada pelas suas modificacdes.

A quarta e ultima abordagem teodrica aqui discutida, acerca da questdo da
aprendizagem da geometria, parte da constatacdo de que os problemas em geometria admitem
solugdes de natureza distintas, ou seja, desde solugdes aproximadas, baseada na evidéncia
intuitiva, até solugdes exatas ou formais, baseadas no raciocinio sobre as propriedades das
figuras. Para descrever essas diferencas, Kuzniak (2014) abandona a ideia de definir a
geometria de maneira Uinica e adota a no¢do de paradigmas’!. Um paradigma, neste caso, indica
uma maneira peculiar de propor problemas geométricos, construir e justificar suas solugdes, ou

seja, um paradigma ¢ um modo de classificar a geometria. Em particular, Kuzniak (2014)

1Segundo Thomas Kuhn, os “paradigmas sdo as realizagdes cientificas universalmente reconhecidas que, durante
algum tempo, fornecem problemas e solu¢gdes modelares para uma comunidade de praticantes de uma ciéncia”
(Kuhn, 1991, p.13). Neste sentido, um paradigma é composto por todas as crengas, técnicas e valores
compartilhados por um grupo de cientistas.
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classifica a geometria em trés paradigmas.

O primeiro paradigma Kuzniak (2014) chama de geometria natural. Essa
geometria tem na realidade sensivel a fonte de validagcdo de suas afirmagdes, de modo que a
elaboracgdo e justificagdo de solugdes dos problemas apoiam-se no uso de instrumentos (régua,
compasso, transferidor, software de geometria) e em objetos fisicos como as dobraduras, por
exemplo. J& a geometria natural axiomdtica é o paradigma que tem, como fonte de validacéo,
as leis hipotético-dedutiva e, por isso, a validacdo ¢ sempre garantida por demonstragdes. O
conjunto de axiomas desse paradigma, porém, estd proéximo da intuicdo, podendo ser
incompleto ou parcial, pois a axiomatizagdo ¢ tida, neste caso, como um processo em
andamento. Finalmente, o paradigma geometria axiomatica formalista trabalha com objetos
tedricos sem qualquer referéncia a objetos concretos. Seu sistema de validagdo ¢ formal,
baseado num sistema de axiomas completo e independente e seu Unico critério de validade ¢

sua coeréncia ou sua auséncia de contradi¢des.

Para vincular essa no¢do de paradigma a questdo da aprendizagem escolar da
geometria, Kuzniak (2014) langa mao do conceito de espaco de trabalho geométrico. Este
conceito refere-se ao “ambiente organizado para permitir o trabalho das pessoas que resolvem
problemas geométricos” (KUZNIAK, 2014, p. 316). A teoria desse autor propde que cada
espago de trabalho geométrico se articula em dois niveis: o epistemoldgico e o cognitivo, como

ilustra a figura 3.

O epistemologico refere-se a dimensao puramente matematica da atividade
geométrica, sendo caracterizado por trés componentes que interagem entre si: (i) um espago
real e local como suporte material, isto €, esse espago inclui um conjunto de objetos concretos
(palpaveis); (ii) um conjunto de artefatos como instrumentos de desenho ou software; e (iii)
um quadro teorico de referéncia apoiado em defini¢des e propriedades. Ja o nivel cognitivo é
centrado na pessoa ou no sujeito que articula cognitivamente os componentes do nivel
epistemologico, fazendo uso e se apropriando do conhecimento geométrico em sua pratica. Esse
nivel é constituido pelos processos de visualiza¢do, construgdo e raciocinio da teoria de Duval

(1995), ja discutida aqui.

Esses dois niveis se articulam de acordo com o objetivo da atividade e do
paradigma geométrico adotado. A teoria de Kuzniak (2014) apresenta o diagrama da figura 3

para ilustrar como se da essa articulacdo. Assim, o espaco real pode se conectar com a
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visualizac¢do por meio da intui¢@o. J4 os artefatos ou instrumentos de desenho podem se ligar a
constru¢do mediante as experiéncias perceptivas. E, por fim, o sistema teorico de referéncia

pode se concatenar as provas por meio da dedugao.

Figura 3: Interacdes entre plano cognitivo e epistemolédgico.

@ualizacio

Constru¢ao

Plano cognitivo

Intuicdo Dedugao

Experiéncia

Referéncia

4

@co real €

Artefatos

Plano epistemologico

Fonte: (KUZNIAK, 2014)

Segundo o modelo tedrico de Kuzniak (2014), a aprendizagem da geometria
se da em diferentes rotas de criagio e desenvolvimento de espagos de trabalho geométrico pelos
estudantes. Vejamos dois exemplos. Se um estudante inicia sua atividade geométrica
construindo uma figura com instrumentos ou um objeto real com artefatos e percebe, com essa
experiéncia, a existéncia de propriedades que podem ser demonstradas num sistema axiomatico
de referéncia, entdo sua rota de trabalho geométrico acontece no sentido Espaco real-Artefatos-
Construgdo-Prova-Referéncia. Mas, se um estudante inicia sua atividade com uma abordagem
discursiva, por exemplo, analisando as demonstracdes das propriedades de uma figura e, com
isso, identifica uma maneira interessante de efetuar a construcdo dessa figura, entdo sua rota se

da no sentido Referéncia-Prova-Visualiza¢do-Espaco real-Artefatos-Constru¢ao.

2.1.2 Um Exercicio de Anéalise Reflexiva

Como afirmamos, os modelos teéricos efetuam suas explicagcdes acerca da
aprendizagem geométrica, assumindo pressupostos acerca da natureza do conhecimento
geométrico. Esta afirmagao, porém, ¢ insuficiente para entender como esses modelos teoricos

efetivam suas explicagcdes. Mais do que a concepcdo de geometria, € preciso considerar ainda
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que esses modelos também carreiam pressupostos que sustentam uma concepg¢ao de realidade
e de conhecimento. Para discutir esses pressupostos e caminhar em dire¢do a uma compreensao
fenomenoldgica da aprendizagem em geometria, vamos aqui realizar um pequeno exercicio de

analise reflexiva a partir de uma atividade geométrica.

Essa atividade consiste em solicitar aos estudantes que resolvam o seguinte
problema: se vocé tem uma caixa fechada e so dispoe de uma régua graduada, como vocé pode
obter o comprimento da diagonal interior dessa caixa, sem abri-la? Uma solugdo possivel desse
problema ¢ a aplicagdo do teorema de Pitdgoras. E como isso aconteceria? Depois de “ver” a
caixa como um bloco retangular e “ver” que sua diagonal interior € a hipotenusa de um tridngulo
retangulo cujos catetos sdo a diagonal de uma face e uma aresta da caixa, o estudante pode
emprega a régua graduada para medir esses catetos e, com isso, aplica o teorema de Pitdgoras

para calcular o comprimento da diagonal.

Uma outra solucdo possivel é com realizando uma construg@o. E, como isto
se daria? Depois de “ver” que a caixa pode ser movimentada livremente sobre uma mesa e, com
isso, sua diagonal interna pode ser transladada no espago, o estudante coloca a caixa sobre uma
mesa retangular, “cobrindo” com a caixa um dos seus cantos, isto €, fazendo coincidir as duas
arestas da base da caixa com os dois lados que formam um canto da mesma. Em seguida, ele
move a caixa até que ela percorra, sobre a mesa, uma distancia igual ao comprimento x de sua
aresta, como mostra a figura 4. Feita essa construgao, basta ele usar a régua graduada para medir
o comprimento y que vai do canto da mesa até o vértice oposto da caixa. Uma variagdo desta
segunda solug¢do € o estudante construir com a régua, em escala apropriada, um triangulo
retangulo cujos catetos correspondam a diagonal de uma face e a uma aresta da caixa,

perpendicular a essa diagonal.

Figura 4: Bloco Retangular apoiado sobre uma superficie também retangular

Fonte: O proprio autor

Como as agdes, expressas nessas duas solugdes, poderiam ser interpretadas a
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luz dos modelos tedricos da aprendizagem geométrica? Empregando a teoria piagetiana, poder-
se-ia afirmar que a experiéncia visual forneceu aos estudantes, nas duas solugdes, informagdes
acerca do ‘“espago” caixa-mesa. Essas informagdes perceptivas sdo estruturadas pela
inteligéncia desses estudantes em relagdes topoldgicas, projetivas e euclidianas, construindo,
com isso, representagdes conceituais do problema. E a capacidade da inteligéncia de construir
e operar sobre essas representacdes que permitem aos estudantes obter, nos dois casos, a solugao
do problema. Em sintese, nessa explicagdo, a experiéncia visual exerce um papel coadjuvante,
cabendo ao pensamento, identificado, na teoria piagetiana, como inteligéncia, o poder de
construir e operar sobre as representagdes do espaco, produzindo significagdes para o problema.
Essa explicagdo sugere, portanto, que a aquisi¢do do conhecimento geométrico se da com e no

pensamento que opera sobre representacdes espaciais, conferindo a elas significado.

Sob a luz da teoria de Van Hiele, as acdes realizadas na solucdo do problema
da caixa, poderiam ser vistas como habilidades presentes em cada nivel do modelo tedrico.
Primeiro, os estudantes realizaram um reconhecimento perceptivo da caixa em seus aspectos
globais. Em seguida, efetuaram uma andlise das propriedades geométricas da caixa para, com
isso, ordenar essas propriedades. Finalmente, os estudantes desenvolvem deduc¢des para obter
as duas solugdes apresentadas. Essa explicacdo atribui as capacidades discursivas e conceituais,
presentes nos niveis de andlise, ordenagdo e dedu¢do da teoria de Van Hiele, o poder de operar
sobre as informagdes perceptivas adquiridas no nivel de reconhecimento. Com isto, essa
explicacdo também confere as experiéncias perceptivas um papel de coadjuvante do
pensamento, pois fornecem, no nivel do reconhecimento, informagdes que o pensamento
emprega para construir representagdes que sdo operadas com o propoésito de analisar, ordenar,

classificar, definir e deduzir as propriedades geométricas.

Por sua vez, as agOes efetivadas no problema da caixa poderiam ser
interpretadas a luz da teoria de Duval como uma sequéncia de diferenciacdo e coordenagao de
registros de representacdo semidtica. Assim, quando “veem” a caixa como um bloco retangular,
os estudantes efetuam uma apreensdo perceptiva. E esse modo de apreensdo que permite aos
estudantes, por exemplo, identificar e descrever a diagonal como a hipotenusa de um triangulo
retangulo. Com isso, eles realizam uma apreensdo discursiva que os possibilita de realizarem
a constru¢do e/ou aplicar o teorema de Pitagoras que correspondem, respectivamente, a
apreensdo sequencial e a apreensdo operatoria. Nessa explicagdo, s30 0s processos cognitivos
que detém o poder de operar sobre os diferentes registros de representagdo semioética. Por isso,

essa explicagdo expressa o entendimento de que experiéncia desempenha um papel
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coadjuvante, isto ¢, auxilia os processos cognitivos, mas ndo possuir poder cognitivo de

produzir significagdes.

Por fim, uma explicagdo, baseada no modelo teorico de Kuzniak, diria que as
duas solucdes correspondem a criacdo de duas rotas de trabalho geométrico. Na primeira, a
atividade se inicia com a identificacdo das propriedades geométricas da caixa, ou seja, inicia-
se com a visualizagdo de um espaco real. Em seguida, usa-se o artefato régua para obter
medidas que sdo empregadas na aplicagcdo do teorema de Pitdgoras. A aplicagdo desse teorema
requer a utilizacdo de um sistema de referéncia para obter a solucdo. Portanto, essa rota do
trabalho geométrico é Visualizagdo-Espago real-Artefato-Referéncia. Na segunda solugdo, a
atividade inicia com o espago real caixa-mesa e com a visualizagdo desse espaco para
identificar a possibilidade de transladar, sobre a mesa, a diagonal interna da caixa. Concluir que
¢ possivel sobrepor o canto da mesa com a caixa equivale a efetivar uma prova sobre a
congruéncia entre dois angulos retos. Em seguida, realiza-se a construgdo, sobrepondo a caixa
no canto da mesa e, com isso, pode-se empregar o artefato régua para obter a solug@o desejada.
Esta rota do trabalho geométrico €, portanto, Espaco real-Visualizagdo-Prova-Construgdo-
Artefatos. Nessa explica¢do, as capacidades discursivas e conceituais, ligadas a prova e
referéncia sao atribuigdes protagonizadas pelo pensamento. O pensamento, portanto, detém o
poder o poder de construir e operar com as representagdes e, com isso, produzir significagdes.
As experiéncias perceptivas, essa explicagdo destina um papel coadjuvante, que auxilia o

pensamento, mas nao detém o poder de produzir significacdes.

Esse singelo exercicio de andlise visa expor sentidos que indicam como
experiéncia, pensamento € representagdo sio empregados para explicar como a aprendizagem
da geometria se d4. Como ja argumentamos, as explicagdes elaboradas sob a luz dos modelos
tedricos remetem as experiéncias perceptivas um papel de coadjuvante, no sentido de que elas,
por si mesmas, ndo produzem significacdes, mas subsidiam o pensamento que detém
exclusivamente o poder de construir € manipular representagdes e, por isso, podem atribuir
significado aos objetos da geometria. Consequentemente, esses modelos tedricos veiculam a
ideia de que aprender é um processo que ocorre inteiramente na mente do estudante, ou seja,
aprender geometria ¢ uma atividade puramente intelectual que acontece no pensamento e por

causa do pensamento.

Ao entender que as significa¢des sdo atribui¢des exclusivas do pensamento,

esses modelos tedricos carreiam uma concepgdo de realidade e de conhecimento que rompe
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com a unidade entre experiéncia e fenomeno (significagdo) mediante o uso da nogdo de
representacdo. Essa ruptura caracteriza a chamada dualidade cartesiana entre sujeito e objeto.
Segundo Miiller (2001), a ontologia cartesiana pressupde a separagdo entre pensamento (res
cogitans) ¢ mundo (res extensa) e entende que o conhecimento decorre da “capacidade do
pensamento de representar clara e distintamente” o mundo. A dualidade cartesiana, portanto,
ndo reconhece o valor cognitivo de nossas experiéncias porque, nas palavras de Miiller (2001),
“elas ndo podem representar coisa alguma, sendo de uma forma confusa”. Segundo a concepgao
cartesiana, a relagdo entre um objeto visto e seu significado ¢ estabelecida no pensamento e

pelo pensamento.

Figura 5: Representacio bidimensional de um cubo

Fonte: O proéprio autor

Mas, segundo a concepgdo cartesiana, como o pensamento produz
significacdes? Por exemplo, se vejo desenhado numa folha de papel, a imagem mostrada na
figura 5, ou seja, se vejo um quadrado e dois paralelogramos adjacentes ao quadrado, o que me
leva a dizer que essa imagem significa um cubo? Segundo a crenca cartesiana, embora minha
experiéncia perceptiva me mostre efetivamente um quadrado e dois paralelogramos ¢ o meu
pensamento que me diz que essa imagem ¢ a de um cubo. Mas, como isto ocorre? Segundo essa
concepg¢ao, para que essa imagem possa valer como a de um cubo € necessario que o quadrado
e os paralelogramos possam ser “pensados” como sendo as faces de um cubo, ou seja, ¢
necessaria uma a¢do do pensamento que, investido de um poder de representacdo, corrige a
forma e as dimensdes dos paralelogramos, tais como dadas pela experiéncia, transformando-os
em faces quadradas. E por causa do poder de representacio do pensamento que ¢ atribuido a
imagem vista o significado de cubo. E, portanto, o pensamento que liga a imagem vista ao

significado de cubo.

Esse argumento ¢ contestado, do ponto de vista da fenomenologia, por

Merleau-Ponty (2014). Segundo esse autor, para que a representacdo bidimensional seja
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percebida como coisa em profundidade, como um cubo, ndo representamos suas faces nao
vistas, nem associamos ao desenho imagens mentais do cubo como sendo visto de perfil ou de
diferentes angulos para corrigir as deformacgdes das arestas, dos angulos e das faces, nem
associamos ao desenho um pensamento contendo a defini¢do de cubo propondo que a imagem
vista ¢ a de um sélido formado por seis faces quadradas congruentes. Nas palavras de Merleau-

Ponty (2014, p. 356):

O ato que corrige as aparéncias, que da aos angulos agudos ou obtusos valor
de angulos retos, aos lados deformados valor de quadrado, ndo € o pensamento
das relagdoes geométricas de igualdade e do ser geométrico ao qual eclas
pertencem, € o investimento do objeto por meu olhar que o penetra, o anima,
e faz as faces laterais valerem imediatamente como “quadrados vistos de
viés”, a ponto de que n6s mesmo 0s vemos sob seu aspecto perspectivo de
losango.

Mas, como a experiéncia perceptiva institui @ imagem vista o significado de
cubo? Para que eu veja a imagem como um cubo € preciso, segundo Miiller (2001), que “meu
olhar se polarize sobre um de seus perfis, tomando-o como dado espacial, para logo a seguir
transpo-lo em dire¢do a outro perfil, do qual o anterior ndo esta desvinculado, mas retido como
horizonte ou perfil temporal” (p.203). E esse horizonte temporal dos diferentes perfis do
desenho que faz com que pontos situados no mesmo plano sejam percebidos como localizados
em profundidade e isto ocorre antes mesmo que as relacdes geométricas que esses perfis
guardam em si sejam pensadas. A conclusdo de Merleau-Ponty (2015, p.36) ¢ que “a sintese
que compde os objetos percebidos e que afeta com um sentido os dados perceptivos ndo € uma
sintese intelectual”, mas € uma sintese operada como expressdo da experiéncia corporal. Isto &,
“para serem percebidas, enfim, as coisas necessitam de que meu corpo empreste a elas uma
estruturacdo temporal, que ¢ a estruturagdo temporal segundo a qual minha propria

espacialidade esta desdobrada” (MULLER, 2001, p.203).

Se a significagdo do cubo ¢ instituida pela expressividade da nossa
experiéncia corporal e ndo pelo poder de representacdo do nosso pensamento, entdo nossas
experiéncias perceptivas ndo desempenham um papel coadjuvante na aquisi¢do do
conhecimento geométrico, mas sdo elas que exprimem os fendmenos e as significagdes
geométricas que sdo aprendidas pelo pensamento. Essa afirmagdo parece evidente quando se
trata de uma atividade de reconhecimento visual uma figura, mas para as atividades discursivas
ou conceituais presentes nas demonstragdes de teoremas, as nossas experiéncias corporais

parecem nio ter um papel relevante na expressao de significacdes. Por isso, precisamos analisar
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esse caso com cuidado.

Em uma demonstragdo, o gedmetra usualmente elabora seu argumento
fazendo construgdes sobre uma figura e modificando-a para passar da hipodtese para a tese.
Entretanto, ao contrario do que acontece com um desenho que perde suas caracteristicas
originais quando lhe sdo acrescentados novos tragos, a figura sobre o qual o gedmetra efetua
suas construgdes se mantém idéntica a si mesma ao longo da demonstragdo. Como isto se da?
Segundo a concepg¢do cartesiana, se supomos que, para manter a identidade da figura, o
geometra deve fixar sua ateng¢do nas propriedades que a caracterizam, entdo devemos supor que
existe uma atividade de sintese do pensamento fazendo com que, de um momento a outro da
demonstra¢do, as propriedades da figura ndo sejam esquecidas. Com isso, € preciso concluir
que o gedmetra representa para si mesmo a figura, langando mao de uma entidade ideal que
existe separada e independentemente do seu exemplar empirico, utilizado pelo gedmetra como

mero meio auxiliar para realizar a demonstracéo.

Entretanto, sob o ponto de vista fenomenoldgico, ndo ¢ a atividade de
representacdo operada pelo pensamento, mas, sim, ¢ o mecanismo de sedimentacdo de nossas
experiéncias na linguagem que permite explicitar o processo de demonstracdo em geometria.
Para explorar esta afirmagdo, Merleau-Ponty (2014) descreve e analisa as experiéncias
perceptivas requeridas na demonstragdo do teorema que diz ser a soma dos angulos internos de

um tridngulo igual a soma de dois retos. Diz a descricdo de Merleau-Ponty (2014):

“Penso no tridngulo, no espago'? com trés dimensdes ao qual se supde que ele
pertenca, no prolongamento de um de seus lados, na paralela que se pode
tragar por um de seus vértices ao lado oposto, ¢ percebo que esse vértice e
essas linhas formam uma soma de angulos igual a soma dos angulos do
triangulo e igual, por outro lado, a dois retos”.

Se, em cada instante, o tridngulo permaneca, para mim, 0 mesmo na
demonstragdo porque, do meu presente, reabro o passado imediato, mantendo constante, assim,
a configuragdo da figura sensivel, que ndo varia. Nao varia porque ao longo da demonstracao,
um rastro de sedimentagdo de experiéncias vai se formando e cada novo passo retoma os

anteriores, de modo que a esséncia do tridngulo se mantém idéntica nesse mecanismo de

12 Quando diz que o tridngulo pertence ao espago com trés dimensdes, Merleau-Ponty estd, nessa afirmagio,
descrevendo uma experiéncia perceptiva, ou seja, esta descrevendo como o gedmetra percebe o tridngulo enquanto
efetua uma construgdo. Seria equivocado, portanto, tomar suas palavras como uma defini¢do de tridngulo ou como
uma apresentacdo ingénua ou leiga do triangulo.
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sedimentacdo. A esséncia do tridngulo, segundo Merleau-Ponty (2014, p. 516), ndo ¢ dada pela
sua defini¢do ou como ideia, ou seja, ndo ¢ dada pelo pensamento, mas pelo modo como o
triangulo ocupa o espaco e se situa como polo de meus movimentos, ou seja, pela maneira como
se situa para mim como um sistema de posi¢des espaciais e um campo de movimentos possiveis.
Isto ¢, quando na demonstragdo, o gedmetra emprega termos como prolongo, trago, constato,
etc, ele faz referéncia a um conjunto de possibilidades de a¢do do corpo, principalmente, das
maos e dos olhos, de modo que a esséncia do triangulo ¢ apreendida pelo gedmetra como “a
formula de uma atitude, uma certa modalidade de meu poder sobre o mundo, uma estrutura”
(MERLEAU-PONTY, 2014, p. 516). A esséncia do tridngulo €, portanto, instituida pela
experiéncia corporal e é a expressividade dessa experiéncia que fornece ao pensamento, num
s0 golpe, a certeza de a soma dos angulos internos de um tridngulo ¢ igual a dois retos. Segundo

Merleau-Ponty (2014, p. 518):

“Se posso, por meio de uma construcdo, fazer aparecer as propriedades do
tridngulo, se a figura assim transformada n2o deixa de ser a mesma figura da
qual eu parti, e se enfim posso operar uma sintese que conserva o carater de
necessidade, ndo ¢ que minha construcdo esteja subtendida por um conceito
de tridngulo em que todas as propriedades estariam incluidas, e que, saido da
consciéncia perceptiva, eu chegue ao eidos: é que eu efetuo a sintese da nova
propriedade por meio do corpo, que de um s6 golpe me insere no espago, e
cujo movimento autdbnomo me permite alcangar, por uma série de passos
precisos, esta visdo global do espago. Longe de que o pensamento geométrico
transcenda a consciéncia perceptiva, ¢ a0 mundo da percep¢do que tomo de
empréstimo a no¢do de esséncia”.

Ao final dessa longa citacdo Merleau-Ponty (2014) expressa a compreensao
de que a geometria e toda a atividade geométrica possui seu primado na percep¢do € nao no
pensamento. Segundo essa compreensdo, se temos a certeza e aceitamos como verdade que
todos os tridngulos possuem a soma dos angulos internos igual a dois retos, € porque temos a
experiéncia de um triangulo real, constituido como um campo de movimentos possiveis do
nosso corpo. Um tridngulo que se mostra a nossa percepcdo em perfis, se mostra a uma
percep¢do em perspectiva tragada a partir do ponto zero, que ¢ o corpo-proprio. E dessa
percepg¢ao perspectivada que o tridngulo se mostra como uma formula motora constituida pelo

meu corpo.

Enquanto se move a si mesmo e se projeta em dire¢do ao mundo, meu corpo
¢ intencionalidade e, portanto, “condi¢@o de possibilidade, ndo apenas da sintese geométrica,
mas ainda de todas as operagdes expressivas e de todas as aquisi¢des que constituem o mundo

cultural” (MERLEAU-PONTY, 2014, p. 519). E na expressividade de nossas experiéncias
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corporais, na expressividade de nossas gesticulagoes linguisticas, que a aprendizagem
geométrica se mostra, pois esta, na sua forma originaria, se da justamente como um ato de
expressao de nossas experiéncias corporais. Por isso, a aprendizagem geométrica ndo ¢ um ato
circunscrito a nossa subjetividade, nem a nossa espacialidade atual. Se posso aprender
geometria com o outro ¢ porque os atos desse outro, expressos em sua conduta corporal, ndo
me sdo estranhos porque eu proprio os experimento. De fato, com diz Merleau-Ponty (2015,
p-39):
Assim como o0 meu corpo, enquanto sistema de minhas apreensdes do mundo,
funda a unidade dos objetos que percebo, assim também o corpo de outrem,
enquanto portador de condutas simbolicas e da conduta do verdadeiro, ¢
arrancado da condi¢@o de um de meus fendmenos, propde-me a tarefa de uma

comunicagdo verdadeira e confere a meus objetos a dimensdo nova do ser
intersubjetivo ou da objetividade.

Essa afirmagdo, ao mesmo tempo em que indica a subjetividade,
intersubjetividade e objetividade como dimensdes de um mesmo movimento, de uma mesma
totalidade, mostra também como as idealidades geométricas adquirem caracteristicas
predicativas ou de objetividade. Mais especificamente, a objetividade das idealidades
geométricas é constituida na dialética subjetividade/intersubjetividade e se da primordialmente
na comunicacdo do cossujeitos, isto €, pelo canal aberto na percep¢do do outro e pela

comunica¢do do compreendido, sustentada em modos linguisticos de expressao.

2.2 APRENDER EM PRATICAS DE MODELAGEM MATEMATICA

Este topico visa discutir como a aprendizagem em praticas de MM tem sido
compreendida na pesquisa em Educacdo Matematica. Argumentei, no tdpico anterior, que a
explica¢do de como a aprendizagem da geometria se d4, vincula-se a compreensdo que se tem
da prépria geometria. Este topico caminha também nessa dire¢do e interroga como se da a
relagdo entre concepcdo de MM e compreensdo da aprendizagem MM. Essa interrogagao,
porém, ndo visa antecipar respostas para a questido investigada nesta tese, nem esbocar um
quadro de referéncia para efeito de comparagdo. O que essa interrogagdo visa € explorar de que
modo os pressupostos subjacentes a concep¢do de MM na Educacdo Matematica sustentam

explicacdes acerca da aprendizagem na MM.

Explorar a questdo da aprendizagem na MM, entretanto, ¢ mais complicado

do que em relag@o a geometria. E isto se deve, primeiro, ao fato que o tema da aprendizagem ¢
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pouco explorado na pesquisa em MM e, segundo, ao fato de que a propria MM € ainda
compreendida de maneira ambigua'® na Educacdo Matematica. Com relagdo a esse tema, Cruz
e Araujo (2017), numa investigagdo sobre concepgdes de aprendizagem em trabalhos de
pesquisa, apontam que 85% dos 75 trabalhos analisados usam a palavra “aprendizagem”,
porém, apenas quatro desses trabalhos abordam explicitamente esse tema. Segundo Cruz e
Aratjo (2017), os poucos estudos que investigam explicitamos o tema aprendizagem na MM
se limitam a aplicar uma teoria, advinda do campo da psicologia da aprendizagem, sem
vinculagdo estrutural e conceitual com a aprendizagem na MM. Entre os estudos estio BRAGA
(2015) que investiga a aprendizagem na MM, utilizando a teoria da atividade de Engestrom,
SOUZA e BARBOSA (2014) que aborda a aprendizagem na MM, empregando a teoria da
aprendizagem como discurso de Anna Sfard e BORSSOI (2004) que aborda esse tema via

teoria da aprendizagem significativa de David Ausubel.

Em maior quantidade, porém, s3o os trabalhos que abordam o tema da
aprendizagem na MM de maneira indireta, ou seja, investigando questdes que orbitam esse
tema. Por exemplo, Palharini, Tortola e Almeida (2017) abordam, sob a luz da filosofia de
Wittgenstein, a necessidade de utilizagdo de provas por recorréncia em atividades de MM e
Silva e Almeida (2015), empregando a semidtica peirceana, investigam a atribuicdo de
significado em atividades de MM. Em geral, a utilizacdo de teorias advindas de “fora” da MM
e a pulverizacdo de esfor¢os para investigar questdes pontuais ou especificas dessas teorias,
fazem com que o tema da aprendizagem seja tratado de maneira superficial nesses trabalhos de

pesquisa.

Embora pouco explorado ou explorado superficialmente, o tema da
aprendizagem na MM tem sido apontado como um ponto de convergéncia da pesquisa em
Educa¢ao Matematica. Kaiser et al (2006), por exemplo, apontam essa convergéncia em alguns
trabalhos que caminham em dire¢@o a constru¢do de uma teoria diddtica para a MM, isto é,
uma teoria global que conecta varios aspectos do ensino e da aprendizagem na MM. Esse
movimento na pesquisa se caracteriza, segundo Kaiser et al (2006), pela utilizagdo de conceitos
tedricos oriundos da propria MM, tais como os conceitos de ciclo de modelagem, autenticidade,

competéncias, matematizacdo, bloqueios e rotas. Porém, esses conceitos surgem vinculados a

13 Emprego o termo ambiguidade por dois motivos: o primeiro, para dizer da confusdo, apontada por Galbraith
(2014), entre os aspectos ontologicos e epistemologicos da MM, isto é, quando a realidade subjacente a MM ¢
tomada pelas afirmagdes acerca do conhecimento sobre a MM; o segundo, para dizer de um tipo de reducionismo,
apontado por Kliber (2012), em a MM, coisa-mesma, ¢ tomada como um de seus possiveis desdobramentos, por
exemplo, identificando a MM como atividade, metodologia, estratégia, alternativa pedagdgica.
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questdes especificas e ainda ndo formam um quadro tedrico geral para a MM.

Ja em relagdo a compreensdo acerca da MM, as confusdes se originam de
varios modos. Uma primeira confusdo, apontada por Kliiber (2012), se da quando a MM, coisa-
mesma, é tomada como uma de suas manifestagdes, prevalecendo, como sua caracteristica
dominante, um de seus possiveis desdobramentos ou um de seus usos pontuais. Por exemplo,
quando se toma a MM como atividade, método, estratégia, ambiente de aprendizagem,
alternativa pedagogica ou tendéncia, corre-se o risco de descaracteriza-la, atribuindo a MM um
sentido sui genmeris. Uma segunda confusdo ocorre, segundo Galbraith (2015), pela
“substituicdo das consideragdes sobre o que a MM ¢, pela forma como esta expressdo ¢
interpretada, tanto em si mesma, como em relagdo ao seu papel nas agdes em ambientes
educacionais”. Esse tipo de confusao ¢ chamado, por Galbraith (2015), de faldcia epistémica
que significa uma “confusdo entre ontologia e epistemologia”, ou seja, quando “as proposi¢des
acerca da natureza de uma realidade sdo substituidas pelas proposi¢des acerca do conhecimento
dessa realidade”. Uma substituicdo comum desse tipo ¢ confundir uma pratica de MM com a
teoria empregada para interpreta-la. Esclarecer esse tipo de confusdo requer distinguir a
realidade subjacente a MM das teorias que tratam dessa realidade, ou seja, requer distinguir os

aspectos ontologicos dos epistemoldgicos da MM.

Em vista dessas dificuldades, ndo vamos aqui discutir ou adotar defini¢des
especificas de MM ou de aprendizagem na MM. Como nosso interesse ¢ entender a relagdo
entre pressupostos subjacentes a MM e os modos de ver a aprendizagem na MM, apresentamos,
neste topico, uma visdo muito geral desses dois temas. Primeiro, discutimos algumas nogdes
que sustentam a concep¢do de MM na Educac¢do Matematica, a saber, as nogdes de realidade
subjacente a MM, de teorias de MM e de praticas de MM. Em seguida, exploramos alguns
sentidos que o termo aprendizagem tem assumido na pesquisa em MM. Por fim, retomamos
algumas afirmacdes examinadas ao longo do tdpico para discutir a possibilidade de construir

uma compreensdo fenomenoldgica da aprendizagem na MM.

2.2.1 A Modelagem na Educacdo Matematica

A Modelagem na Educa¢do Matematica pode ser entendida como um
conjunto de teorizacoes expressas na forma de conceitos, explicagdes, relatos, perguntas,

“coisas” que habitam na linguagem. Mas, a Modelagem na Educacdo Matematica também ¢
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um fazer que, neste caso, ndo se da exclusivamente na linguagem, mas pode se expressar em
“coisas” tangiveis ou observaveis que podem ser vivenciadas como experi€éncia perceptiva.
Esse dominio do fazer, obviamente, se conecta com o dominio das teorizagoes, servindo como
sua realidade subjacente. Pode-se entender que as teorizagoes decorrem da vivéncia dessa
realidade subjacente, pois teorias sdo construidas justamente para abordar, sob algum aspecto,
essa realidade. Consequentemente, para compreender as teorias, como diz Kliiber (2013),
“precisamos vivencid-las para preencher lacunas que ndo cabem na escrita que nos foi
apresentada”, precisamos, enfim, vivenciar sua realidade subjacente. Em vista dessas
consideracdes, compreendo que um modo de tentar entender o que ¢ Modelagem Matematica

na Educag@o Matematica € investigar como se da essa relacdo entre teoria e realidade.

Mas, o que se entende por realidade subjacente a Modelagem na Educagao
Matematica? Um primeiro entendimento para essa expressdo refere-se, segundo Galbraith
(2015), a realidade subjacente as teorias que abordam o processo de constru¢do de modelos
matematicos ou teorias para o ciclo de MM. Segundo esse autor, essa realidade subjacente
decorre do fato de que “no nosso mundo existem coisas que geram problemas e que alguns
desses problemas podem ser abordadas de forma produtiva com a aplica¢do de matemadtica™.
Além dessa realidade “como resolugdo de problemas do mundo real”, existe também “uma
crenga/pressuposicdo de que os individuos podem ser ajudados a se tornar melhores nesta

atividade mediante uma agdo educacional” (GALBRAITH, 2015, p.341).

Um segundo entendimento para a expressao realidade subjacente é expressa
por Sriraman (2005) que emprega a nocdo de sistemas complexos para caracterizar essa
realidade. E para os sistemas complexos que sdo direcionadas as questdes de pesquisa sobre
MM. Sriraman (2005) exemplifica essa afirma¢do, dizendo que quando tentamos entender
como os estudantes se engajam na resolu¢do de problemas do mundo real, direcionamos nossa
questdo para trés sistemas complexos: sistemas do “vida real” que acontecem em situacdes
cotidianas; sistemas conceituais utilizados para delimitar, modelar ou produzir significado para
os sistemas da “vida real”; e sistemas constituidos por esquemas que os pesquisadores utilizam

para descrever e explicar as habilidades dos alunos em MM.

Um terceiro entendimento para realidade subjacente a Modelagem na
Educagdo Matematica € o que faz referéncia as praticas de MM e tudo o que possibilita, sustenta
ou norteia essas praticas. Esse entendimento é expresso por Niss et al (2007) que representam

essa realidade subjacente num diagrama constituido por um sistema de dois eixos coordenados
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(ver figura 6). O eixo das abscissas representa trés dominios: conceitos, que indicam as
concepgdes e crencgas acerca da MM; sala de aula, vista como um amplo indicador de
localizag@o das praticas de MM; e sistemas que referem ao ambiente institucional (politico,
estrutural, organizacional, administrativo, financeiro, social, fisico) que exerce influéncia sobre
as praticas de MM. O eixo das ordenadas representam os niveis educacionais, separados, como
usualmente se faz na maioria dos paises, em: nivel primario; secundario; superior; ¢ formacao
de professores. Esse diagrama mapeia, segundo Niss et al (2007), as questdes de pesquisa acerca
da MM, pois, segundo esses autores, essas questdes interrogam objetos, fenomenos, situagdes,

que sdo constituidos como combinagdes entre dominios e niveis de ensino.

Figura 6: A realidade subjacente 8 Modelagem na Educacio Matematica
A Niveis

Formacio de
professores

Ensino
Superior
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Médio
Questoes
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Conceitos Sala de Aula Sistemas

Fonte: (NISS et al, 2007)

Em vista desses entendimentos que assume a expressao realidade subjacente,
cabe perguntar como se dado, a partir desses sentidos, as teorizacoes para a Modelagem na
Educacdo Matematica. Segundo Galbraith (2015), essas teorizagdes acontecem quando a
realidade subjacente ¢ vista através de uma lente epistemologica, ou seja, com um interesse
delimitado e segundo uma concepgdo especifica de conhecimento. Assim, segundo esse autor,
lentes epistemologicas distintas, direcionadas aos aspectos ontologicos da Modelagem na
Educag¢do Matematica, resultam em teorias também distintas. Vejamos como isso se da em

alguns exemplos.

Por exemplo, olhar a resolugcdo de problemas do mundo real com uma lente

epistemologica que visa explicar como se ddo as transi¢des entre o mundo real e a matematica
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na MM pode conduzir, segundo Galbraith (2015), a uma teoria que pensa o ciclo de modelagem
como constituido de um dominio de interesse extramatematico, D, um dominio matematico M
e um mapeamento do dominio extramatematico feito a partir do dominio matematico (ver figura
7). De acordo com essa teoria, objetos, relagdes, fendmenos, hipoteses, perguntas, etc. do
dominio D sdo identificados e selecionados como relevantes para os propositos da situagdo em
D e, em seguida, s3o mapeados e “traduzidos” em objetos, relagdes, fendomenos, hipdteses,
perguntas, etc. do dominio M. Decisdes matematicas, manipulagdes, inferéncias e resultados
obtidos em M sdo reconvertidos, traduzidos de volta, em D, isto €, sdo interpretados como
conclusdes em D. Esse movimento de conversdo (M—D) e reconversdao (D—M) caracteriza o
chamado ciclo de modelagem matematica que pode ser repetido muitas vezes, dependendo da
validag@o e avaliagdo do modelo em relagdo ao dominio, até que as conclusdes resultantes em

D, relativas aos objetivos do modelo, sejam consideradas satisfatorias.

Figura 7: O mundo da matematica e o resto do mundo.

Mundo Mundo
Extramatematico Matematico

Fonte: (NISS et al, 2007)

Mas, se a resolug¢do de problemas do mundo real é vista através de uma lente
epistemologica com forte interesse educacional, que tipo de teoria pode ser construida? Se a
lente epistemolodgica visa os processos cognitivos dos estudantes envolvidos na MM, entdo essa
teoria precisa identificar as etapas ou os subprocessos presentes na conversio (M—D) e na
reconversao (D—M) do ciclo de MM. Uma teoria com essa caracteristica é a proposta por
Galbraith e Stillman (2006). Essa teoria identifica no ciclo de modelagem cinco transi¢des (ver
figura 8). A primeira é de uma situagdo confusa do mundo real para a formulagdo de problema
real (A<>B). A segunda transicdo ¢ do problema real para a formulagdo de um modelo
matematico (B<>C). A terceira vai de um modelo matematico para uma solugdo matematica
(CeD). A quarta vai de uma solugdo matematica para o significado dessa no mundo real

(D<>E). Finalmente, a quinta transi¢io vai do significado da solu¢do no mundo real para revisio
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ou aceitacdo do modelo (E<>F).

Figura 8: Processo ou ciclo de modelagem matematica, segundo Galbraith e Stillman (2006).
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NouhsLw -

Fonte:(GALBRAITH e STILLMAN, 2006)

Para que essa teoria atenda a interesses educacionais, Galbraith e Stillman
(2006) traduzem as transicdes em termos de acdes mentais expressas em verbos: a primeira
transicdo inclui as a¢des de compreender, estruturar, simplificar e interpretar o contexto; a
segunda inclui as agdes de pressupor, formular e matematizar; a terceira, a acdo de trabalhar
matematicamente; a quarta a acdo de interpretar os resultados matematicos e a quinta as agdes
de comparar, criticar e validar. Além dessas a¢des, Galbraith e Stillman (2006) incluem as
acoes de comunicar e justificar (no caso de o modelo ser considerado satisfatorio) e as acdes
de refazer o processo de modelagem (no caso do modelo ser considerado insatisfatorio). Essas
transicdes e suas respectivas agdes mentais sdo organizadas pelos seus autores no diagrama da

figura 8.

Se a realidade subjacente a MM € o recorte social e sistémico representado
na figura 6, outros tipos de teorias podem ser construidos, dependendo da lente epistemoldgica
através da qual essa realidade ¢ olhada. Modelos tedricos sobre a autenticidade em praticas de
MM, o desenvolvimento de competéncias, a aprendizagem da matematica, a transferéncia da
aprendizagem, sdo construidos de acordo com diferentes perspectivas metodologicas € com
variados propdsitos. A diversidade dessas teorias resulta em “multiplas vozes” para Modelagem
na Educacdo Matematica. Essas vozes podem ser agrupadas em géneros (GALBRAITH, 2012),
perspectivas (KAISER e SRIRAMAN, 2006) ou estilos de pensamento (KLUBER, 2012) e
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expressam diferentes concepgdes de MM. Mas, o que essas “multiplas vozes” dizem sobre o

que a Modelagem ¢ na Educagao Matematica?

Para explorar essa questdo, Galbraith (2011), analisando a rela¢do entre
estrutura € proposito presente nos diversos géneros de Modelagem reconhecidos pela
comunidade internacional, identifica seis sentidos para a Modelagem na Educa¢do Matematica.
Segundo Galbraith (2011), o primeiro sentido diz que a MM se refere a situagdes com
problemas reais que servem como ponto de partida para introduzir abstra¢des. Como exemplo,
esse autor indica uma pratica em que estudantes investigam dois orgamentos para contratagcdo
de um servigo de encanamento. Os dois or¢gamentos calculam o pre¢o do servigo, somando uma
taxa fixa a um valor que varia em funcdo do tempo gasto na realizagdo do servigo. Essa é,
portanto, uma situa¢do com um problema real, cuja solug¢do envolve o estudo de fungdes afim,
expressas pela relacdo y = ax + b. A elaboragdo de representagdes tabulares, graficas e
algébricas para essa situagdo pode conduzir os estudantes as abstragcdes dos conceitos de

inclinagdo e intersec¢do entre retas que dependem do contexto do problema.

Um segundo sentido para MM ¢ proposto pela teoria Modelagem Emergente
de Gravemeijer (2007). “Emergente”, nesse caso, refere-se tanto a natureza do processo pelo
qual modelos matematicos emergem da experiéncia dos estudantes quanto ao processo pelo
qual esses modelos servem de base para o surgimento de conhecimentos matematicos do tipo
formal, ou seja, que ndo dependem mais dos modelos matematicos dos quais se originaram.
Gravemeijer (2007) exemplifica esse sentido, descrevendo uma pratica de MM em que
estudantes investigam o efeito da colocacdo de um radar sobre a reducdo da velocidade de
veiculos. Os estudantes dispdem das velocidades dos veiculos antes e depois da colocacdo do
radar, ou seja, dispdem de dois conjuntos de dados que sdo representados em graficos de
dispersdo e graficos de quartis, mediante o emprego o uso de um software adequado. A
visualizagdo dessas representacdes levou os estudantes a investigar o modo como as
velocidades estavam agrupadas ou distribuidas antes e depois do radar. Com isso, os estudantes
empregaram os conceitos de mediana e quartis para analisar a densidade da distribui¢do dos
dados. Nessa pratica, o modelo emergente é dado pelas representagdes graficas que conduziram
a abstracdo dos conceitos de mediana, quartis e densidade. A Modelagem Emergente, neste
sentido, pode ser definida como um processo de abstracdo como construgdo em que o
conhecimento matematico ¢ fundamentado nas experiéncias dos estudantes (GRAVEMEIJER,

2007).
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O terceiro sentido para MM ¢ Modelagem como ajuste de curva. A enorme
disponibilidade de softwares de regressdo tem permitido, segundo Galbraith (2011), que um
modelo possa ser construido como um artefato puramente técnico, ou seja, que seus parametros
sejam determinados a partir de um conjunto de dados sem que o estudante saiba de onde esses
dados vieram ou em completa ignorancia dos aspectos contextuais subjacentes a situacao real
investigada. Essa concep¢do de Modelagem levanta, segundo Galbraith (2011), uma questio
tedrica profunda, a da autoridade relativa dos dados como tais, em relagdo a estrutura tedrica
subjacente a sua gera¢do. Embora o ajuste de curva seja uma técnica importante para as praticas
de MM, o seu uso ostensivo ¢ descontextualizado conduz a uma aberragdo do conceito de
Modelagem. Um exemplo de boa pratica de MM como ajuste de curva é descrito por Galbraith
(2011): os estudantes investigam a relacdo entre os recordes de halterofilismo e os pesos dos
atletas recordistas. Uma parabola invertida foi ajustada pelos estudantes para modelar os dados,
levando-se em conta o fato de que o peso levantado primeiro aumenta com o peso corporal,
mas, a partir de um certo valor (categoria dos superpesados), comega a diminuir, uma vez que
o0 peso corporal prejudica a capacidade de levantamento. Essa ¢ uma boa pratica de ajuste de
curva porque, segundo Galbraith (2011), os estudantes levaram em conta os aspectos

contextuais do problema investigado.

O quarto sentido com o qual ¢ a Modelagem € reconhecida € o de problemas
com enunciados (word problems, em inglés). Segundo Galbraith (2011), essa concepcao resulta
da constatacdo, em vdarias pesquisas, de que os estudantes tendem a ignorar os fatores
contextuais dos problemas de matematica e aplicar, muitas vezes de maneira incorreta,
procedimentos que eles acreditam ser implicitos @ matematica escolar. Por exemplo, a crenga
de que todo problema matematico tem uma solucdo exata e que essa solugdo € Unica e obtida
exclusivamente com operagdes efetuadas com todos dados do problema leva os estudantes a
desconsiderar, muitas vezes, aspectos contextuais, solugdes aproximadas, multiplas solugdes,
auséncia de solu¢do, excesso ou falta de dados, que caracterizam os problemas reais fora da
escola. Explorar essas caracteristicas dos problemas reais € o principal objetivo das praticas de
MM envolvendo problemas com enunciados. A Modelagem, neste sentido, ¢ um tipo de

intervencdo que visa lidar com as dificuldades dos estudantes em resolver problemas reais.

O quinto sentido de MM ¢é o de veiculo para abordagem de temas especificos
do curriculo de matematica. Utilizar MM para abordar fungdes, equacdes diferenciais,
geometria, probabilidade, ¢ um modo de ver a Modelagem como veiculo. As praticas de MM,

neste caso, sdo organizadas para que temas especificos de matematica sejam empregados pelos
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estudantes ao longo da investigagdo. Como o objetivo principal é o contetdo curricular,
questdes como a autenticidade da MM ou o interesse dos estudantes sdo subordinados, se
necessario, ao objetivo principal. Segundo Galbraith (2011), uma pratica de MM vinculada a
essa ideia foi a investigagcdo de um problema, proposto pelo professor, envolvendo a localizagao
de um hospital para atender trés grandes cidades reais, isto é, com dados reais. Os estudantes,
inicialmente, abordaram o problema a sua maneira e, posteriormente, o professor retomou as
suposicoes, estratégias, parametros, interpretacoes e justificativas fornecidos pelos estudantes
para desenvolver/sistematizar o conteudo matematico vinculado ao objetivo principal da

pratica.

O sexto e ultimo sentido para a Modelagem ¢ o de resolugdo de problemas
do mundo real. Galbraith (2011), que emprega essa mesma ideia para definir realidade
subjacente a MM, afirma que essa ideia se originou entre os pesquisadores que utilizam a
matematica profissionalmente, ou seja, que constroem modelos matematicos para efetivamente
resolver problemas que sdo demandados do mundo real ou de fora do contexto educacional. O
objetivo principal das praticas de MM, nesse caso, € que os estudantes desenvolvam habilidades
de MM e, com isso, construam resultados matematicamente produtivos para os problemas que
surgem em seu mundo. H4, portanto, nesse caso, dois propositos concorrentes: desenvolver
habilidades de MM e utilizar produtivamente o conhecimento matematica curricular. O
diagrama da figura 8 ¢ utilizado, nesse caso, para descrever como se da a pratica de MM como
indicador dos andaimes (scaffolding, em inglé€s) que devem ser alcangados para desenvolver as

habilidades de MM.

Embora esses seis modos de entender a Modelagem expressem,
individualmente, visdes coerentes da relagcdo teoria-pratica, quando tomados em conjunto
apresentam, segundo Galbraith (2011), inconsisténcias e inferéncias mal elaboradas que
induzem a compreensodes equivocadas sobre o que a Modelagem ¢ na Educagdo Matematica.
Analisando a relagdo entre estrutura e proposito das praticas de MM, Galbraith (2011) aponta
que todos esses modos de compreender a Modelagem podem ser resumidos em apenas dois:
Modelagem como conteudo e Modelagem como veiculo. A primeira categoria ¢ caracterizada
pelo propdsito de “desenvolver habilidades de construir e utilizar modelos matematicos” e a
segunda categoria caracteriza-se pelo propdsito de “‘construir modelos para aprender
matematica” (GALBRAITH, 2012, p. 5). Segundo Galbraith (2012), essas duas categorias
constituem uma dualidade porque a relagdo entre MM como veiculo e como contetido tem duas

orientagdes distintas, dependendo de quem € fim e quem € o meio.
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Quando Galbraith (2012) mostra que estruturas distintas, compartilhando dos
mesmos propositos, podem desembocar em praticas muito semelhantes, ele nos apresenta um
modo esclarecedor de ver a MM, pois sugere que a estrutura da MM pode ndo determinar a
pratica de MM. Entretanto, quando Galbraith (2012) sugere que as prdticas podem ser
determinadas pelos propdsitos, ele estd assumindo que o sentido dessas praticas pode ser
determinado por algo externo a elas, como, por exemplo, objetivos educacionais expressos em

curriculos de matematica.

Considero essa posi¢do inadequada porque, ainda que o professor possa se
perguntar: como posso desenvolver uma pratica de MM a partir da estrutura X ou a partir do
proposito Y? Isto ndo garante que o sentido dessa pratica de MM seja determinado pela
estrutura X nem pelo propdsito Y. Esse mesmo professor pode, apds ter desenvolvido essa
pratica, se perguntar: qual é o sentido que a estrutura X e o propdsito Y assumiram nessa minha
pratica de MM? Essa pergunta pode levar o professor a perceber que sua pratica de MM
apresentou o sentido X’ para a estrutura X e um sentido Y’ para o propdsito Y. Isto €, os sentidos
de X e de Y sdo constituidos pelo que efetivamente ocorreu na pratica de MM. Se € pelo o que
os estudantes aprendem e pelo como essa aprendizagem se da que se pode explicitar os sentidos
da estrutura X e do propdsito Y na pratica de MM, entdo podemos assumir que aprendizagem
pode é um aspecto estrutural ¢ uma fonte de sentido para a MM. Esse modo de ver a MM ¢
radicalmente diferente daqueles apresentados até aqui, pois ao invés de procurar o sentido da
minha pratica de MM a partir de uma estrutura ou de um propdsito, eu busco compreender a
estrutura e o propésito a partir do sentido da minha pratica. E deste ponto de visto que busco

compreender o que ¢ Modelagem na Educa¢do Matematica e o que ¢ aprendizagem em praticas

de MM.

2.2.1 A Aprendizagem Como Estrutura da Modelagem Matematica

O que significa afirmar que a aprendizagem é um aspecto estrutural e fonte
de sentido para a MM? Vou abordar essa questdo a partir de um relato pessoal. Enquanto
escrevo este capitulo, entre uma pausa e outra, busco em sifes de noticias informagdes sobre a
proposta do Governo Federal de reforma da Previdéncia Social. Esse tema obviamente ¢ de
meu interesse. Mas, ndo ¢ do meu interesse porque desejo fazer um “trabalho de MM” ou
porque pretendo explord-lo em sala de aula. Ele me interessa porque desejo compreendé-lo,

porque a reforma me afeta, porque desejo me posicionar em relacdo aos argumentos contra € a
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favor da reforma.

Essa busca me leva a uma reportagem'* publicada em 18/04/2017 no site G1,
portal de noticias da Globo. Leio a reportagem com atencdo e interesse. A manchete diz
“Governo aumenta previsdo de rombo do INSS para R$ 10 trilhdes em 2060”. Ja o lead da
reportagem diz “Estimativa divulgada na LDO de 2018 prevé que déficit do INSS representara
11,29% do PIB em 2060; em 2018; previsdo ¢ de rombo de R$ 202,17 bilhdes, ou 2,79% do
PIB”. O texto da reportagem informa que o Governo Federal mudou a metodologia de calculo
do rombo e que usou projecdes demograficas e do crescimento do PIB para estimar o déficit do
INSS para 2060. Uma projecdo demografica, informada na reportagem, diz “Em 2060, para

cada pessoa com mais de 60 anos, teremos 1,6 pessoa com idade entre 16 e 59 anos”.

Como investigar esse tema? Posso comecar, por exemplo, analisando se as
projecdes demograficas utilizadas pelo Governo sdo razodveis ou ndo. Para isso, posso
considerar a taxa de natalidade, de mortalidade, de imigrag¢do, de expectativa de vida e,
adotando hipdteses adequadas, posso obter, por exemplo, uma série geométrica ou um modelo
exponencial e comparar minhas previsdes com as projecdes informadas na reportagem. Caso
fique insatisfeito com os resultados, posso buscar outras informacdes, considerar outros fatores,
estudar outros modelos de crescimento populacional, comparar com outros paises, analisar
questdes correlacionadas ao tema como, por exemplo: (i) quais s@o as implicagdes das projecdes
demograficas utilizadas pelo governo para a futura provisdo de empregos, habitagdo, saide,
educagdo, seguranga?; (ii) as previsdes do crescimento do PIB utilizada pelo Governo sao
equivocadas?; (iii) os dados disponiveis sdo confidveis?; (iv) a midia tem sido tendenciosa na

divulgacdo das previsdes do Governo?

Estas perguntas sugerem que minha investigacdo pode ndo ter fim, que o meu
ciclo de MM pode ficar sempre se reiniciando. Se minha investigagao pode ndo ser conclusiva,
que sentido tem a afirmac¢do de que a MM ¢ resolugdo de problemas do mundo real? E, se meu
“problema” nido ¢ efetivamente “resolvido” na MM, por que devo insistir na investigacdo do
meu tema? Minha resposta a esta questdo € que toda vez que completo o ciclo de Modelagem,
alcanco uma compreensao sobre o tema melhor do que possuia no seu inicio. E, se reinicio o
ciclo de Modelagem ¢ porque busco uma compreensdo ainda melhor sobre esse tema. Um

modelo matemadtico €, segundo essa resposta, um modo de expressar uma compreensao sobre o

14 (MARTELLO, 2017)
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tema investigado e sua validag¢do é a avaliagdo que fago dessa compreensdo e que me leva a

reiniciar ou nio ciclo de MM.

Se a necessidade de compreensdo direciona minha pratica de MM, entdo o
que identifico como ciclo de MM pode ser visto como aquilo que foi compreendido nessa
pratica. De fato, se busco, retrospectivamente, descrever o meu ciclo de MM, ¢ para aquilo que
compreendi, é para minhas experiéncias de aprendizagem, que lanco o meu olhar. Nao existe,
nesse sentido, ciclo de MM se ndo houver aprendizagem na MM, pois meu ciclo de MM ¢
constituido nas minhas experiéncias de aprendizagem. Essa relagdo umbilical entre ciclo de
MM e aprendizagem na MM ¢ corroborada em dois trabalhos de pesquisa: no primeiro, Ferri
(2006) compara ciclos tedricos de MM com os ciclos empiricamente observados nas praticas
de MM dos estudantes e identifica diferengas significativas entre as fases; no segundo,
Galbraith e Stillman (2006) desenvolve um quadro tedrico (framework, em inglés) para
identificar bloqueios dos estudantes nas transicdes dos ciclos tedricos. Esses dois estudos
mostram que o ciclo de MM efetivamente realizado pelos estudantes depende do eles aprendem

na pratica de MM.

E, portanto, no sentido do que expomos até aqui, que a aprendizagem pode
ser entendida como um aspecto estrutural ¢ fonte de sentido para a MM. E somente porque a
aprendizagem ocorre em praticas de MM que se pode falar em estrutura, ciclo, propdésito,
validagdo. E, se queremos compreender o sentido que esses termos assumem na MM,
precisamos interrogar a aprendizagem na MM. Precisamos entender o que aprendemos em
praticas de MM e como essa aprendizagem se da. A questdo acerca de como essa aprendizagem
se da ¢ investigada nesta tese de doutorado. J& a questdo sobre o que aprendemos em praticas

de MM encontra na literatura a indicacdo de pelo menos trés tipos distintos de abordagem.

A primeira consiste em reunir diversas evidéncias para afirmar que, em
praticas de MM, aprendemos matematica. As praticas de MM promovem a aprendizagem da
matematica, segundo Swan et al (2007), porque requerem o uso de diferentes tipos de
representacdo matematica e estimulam a comunicagio com essas representagdes. Com isso, elas
oportunizam a formulacdo e resolu¢do de questdes matematicas genuinas. Ja Halverscheid
(2008) afirma que as praticas de MM promovem a aprendizagem da Matemadtica porque, na sua
etapa de matematizagdo, ocorrem agoes epistémicas que levam a abstragdo e a construgao de

novos conhecimentos matematicos.
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A segunda abordagem busca indicios que, em praticas de MM, os estudantes
aprendem a utilizar a Matematica de forma produtiva para investigar temas de seu interesse. E
isso que faz Blum e Ferri (2009) ao responder afirmativamente a questdo “a Modelagem pode
ser ensinada e aprendida?”. Muitos pesquisadores entendem que aprender Modelagem
significa desenvolver competéncias de MM. Segundo Maall (2006), essas competéncias
incluem: (i) competéncias para compreender o problema real e estabelecer um modelo baseado
na realidade, (i) competéncias para configurar um modelo matemadtico a partir do modelo real,
(iii) competéncias para resolver questdes matematicas dentro deste modelo matematico, (iv)
competéncias para interpretar resultados matematicos numa situagdo real, e (v) competéncias
para validar a solu¢@o. A aprendizagem dessas competéncias requer conhecer e controlar seu
proprio pensamento em praticas de MM, ou seja, requer, segundo Kaiser e Brand (2015), uma

capacidade de metacognicado.

Por fim, a terceira abordagem defende que, em praticas de MM, os estudantes
podem aprender a identificar, interpretar, avaliar e criticar o papel que a Matemadtica
desempenha na sociedade. De fato, segundo Barbosa (2006), “os modelos matematicos ndo sao
descri¢des neutras sobre uma realidade independente”, mas sdo construidos a partir de
interesses, as vezes, ocultos. Como muitas argumentagdes ¢ decisdes sociais ou politicas sdao
realizadas com base em modelos matematicos, ¢ importante, acredita Barbosa (2006), que os
estudantes tenham a oportunidade de discutir a natureza e o papel desses modelos. Essa
aprendizagem equivale, portanto, a aquisicdo de uma competéncia critica (ALRO e

SKOVSMOSE, 2006) ou o desenvolvimento de uma materacia (D’AMBROSIO, 1999).

2.2.3 Compreensdo Fenomenoldgica da Aprendizagem na MM

Que sentido assumem experiéncia, representa¢do € pensamento nas teorias
de MM? E, sob uma compreensao fenomenoldgica da aprendizagem na MM, que sentido esses
termos assumem? Responder, de maneira clara e rigorosa, a essas duas perguntas ¢ um trabalho
que transcende em muito aos esfor¢os empregados na elaborag@o deste topico e, por isso, aqui
procuro apenas estabelecer diferenca radical entre compreender a aprendizagem na MM sob a
luz da fenomenologia e sob o ponto de vista da atitude natural. Mas, em que consiste a

radicalidade dessa diferenca?

Reside na concepcdo de realidade em cada atitude. Na atitude



59

fenomenoldgica, o interesse esta dirigido aos modos subjetivos e aos modos de manifestacio
da experiéncia que permanecem nao tematicos na atitude natural, pois segundo Moura (1989,
p-201), “o especificamente fenomenoldgico se estabelece na correlagdo entre os vividos e os
modos de doacdo dos objetos, ndo na correlagdo entre vivido e objeto”. A realidade, sob o ponto
de vista fenomenoldgico, é tomada como realidade percebida e, portanto, ndo separada de quem
a percebe. Ja na atitude natural, a atengdo &, segundo Moura (1989, p. 202), “dirigida as coisas,
abstraindo os modos subjetivos de doagdo que necessariamente permeiam a experiéncia das
coisas”. Em outros termos, a atitude natural exclui a subjetividade que necessariamente permeia

a compreensio das coisas e assume, com isso, a separac¢ao entre sujeito e objeto.

As teorias para o ciclo de MM, como as ilustradas nas figuras 7 e 8, ao
tomarem a Modelagem como resolucdo de problemas do mundo real, sugerem que construir
um modelo matematico € construir uma representa¢do matematica de algum objeto, aspecto ou
recorte da realidade, de modo que a matematizar ¢ tomada como sinénimo de construcio de
representacdes. Resolver um problema, neste sentido, significa obter uma resposta para uma
questdo mediante a manipulacdo de representacdes matemadticas. Essas teorias, em suma,
pressupdem uma lacuna entre o ver € o visfo e tomam o visfo como “aquilo mesmo, estavel, isto
¢, a realidade Ontica, sem considerar que o visto ja € o enlagado pela percepcdo, enlagado pela

rede intersubjetiva daqueles que buscam modelar” (KLUBER, 2012, p. 379).

Essas teorias veiculam representacdes de ciclos de MM que sdo utilizadas,
segundo Galbraith (2012), para subsidiar a descri¢cdo do processo dindmico das praticas de MM
e como fornecedor de uma “infraestrutura intelectual” formada de andaimes (scaffolding, em
inglés) para auxiliar na aprendizagem da MM. Essas teorias, portanto, acabam, via
representacdes de ciclo de Modelagem, “formatando” um modo de ver e de compreender a
aprendizagem na MM. Considerar que a matematizagcdo ¢ um processo de representacdo taz
com que essas teorias assumam implicitamente a concep¢do de conhecimento sustentada na
dualidade cartesiana entre sujeito e objeto. Essas teorias veiculam, com isso, uma concepg¢ao de
aprendizagem na MM que confere ao pemnsamento o poder de construir e manipular
representa¢des e, por isso, detentor exclusivo da capacidade de produzir significacdes. As
nossas experiéncias, essas teorias conferem um papel apenas coadjuvante, ou seja, o papel de

fornecer ao pensamento sensagdes e impressdes confusas a respeito do mundo.

A critica a essa concepg¢do de aprendizagem na MM requer um olhar sobre a

experiéncia de construir modelos matematicos e interrogar, por exemplo, por que construimos
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modelos matematicos? Em uma abordagem etnografica a essa questdo, Thompson e Yoon
(2007) investigaram a pratica de modeladores matematicos profissionais e concluiram que, em
todos os casos, a razdo predominante que motiva a constru¢do de um modelo € que as situagdes
investigadas abrigam informacdes que nio sdo diretamente acessiveis, de modo que a obtencéo
dessas informagdes depende da identificagdo e estudo de um sistema. Esse sistema ¢ construido
em func¢d@o do tipo de informagdo que se procura e do modo como se pretende obté-la. Um

modelo matematico €, portanto, um modo de extrair informagdes de uma situacdo via sistema.

Figura 9: Taxonomia das seis situacdes que demandam a constru¢io de um modelo matematico

: Opcio 1 Opgao 2| | opcio 3
Propriedade

Opcaon

Opcio I

1. Medicao 2. Tomada de decisao 3. Reprodugao

v

@ Resultado w
Resultado @ Resultado

4. Predigédo 5. Explicagdo 6. Manipulacdo
Fonte: (THOMPSON e YOON, 2007)

Thompson ¢ Yoon (2007) identificaram, em seu estudo, seis tipos de
informagdo que se busca extrair de uma situagdo associados, respectivamente, a seis modos
distintos de extrair esses seis tipos de informacgéao (ver figura 9). Os tipos de informacdo podem
ser: (i;) a medida de alguma propriedade do sistema; (i,) uma maneira de justificar uma
decisio entre varias alternativas para o sistema; (i) um “molde” (femplates, em inglés) que
permite fazer uma réplica do sistema; (i4) uma previsdo de algum resultado do sistema; (is)
uma explicacdo de algum resultado do sistema, e; (ig) uma compreensdo de como manipular
o sistema para que ele produza algum resultado desejado. J4 os modos de obter essas
informagdes podem ser: (m,) a propriedade a ser medida ndo € diretamente percebida, por isso,

essa medida ¢ estimada mediante a constru¢do de um modelo matematico que gera essa
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propriedade do sistema; (m,) se existem varias opgdes e apenas uma deve ser escolhida, um
modelo do sistema é criado para avaliar os prds e os contras de cada op¢do de modo que uma
escolha justificada possa ser feita; (mg3) as caracteristicas essenciais do sistema sio traduzidas
na forma de “moldes” (templates, em ingl€s) com instru¢des para a reproducdo do sistema;
(my) o sistema ndo pode ser percebido diretamente sob condigdes desejadas, por isso, um
modelo matematico € construido para fornecer informag¢des do comportamento do sistema nas
condi¢des desejadas; (ms) algum resultado incomum do sistema ¢ observado, por isso, um
modelo do sistema ¢ desenvolvido para explicar como o sistema produziu esse resultado
incomum, ¢; (mg) modelos sdo construidos quando queremos saber como manipular o sistema

para que ele forneca um resultado desejado.

O que esse estudo de Thompson e Yoon (2007) parece sugerir € que, embora
a construgdo de modelos possa ser feita de varias maneiras, essa constru¢do serve
fundamentalmente para extrair uma informacdo de um sistema e ndo para representa-lo. De
fato, se descrevemos, sem preconceitos, nossas proprias experiéncias de MM, ndo identificamos
nelas nenhum ato de representagdo. Vejamos, como exemplo, minha descri¢do da investigagao
sobre tema “Reforma da Previdéncia Social”. Para compreender o tema, preciso obter
informagdes que ndo estdo na reportagem e nem disponiveis em outros lugares. O nimero de
habitantes, a expectativa de vida e o valor do PIB que o Brasil terd em 2060 sao, por exemplo,
informagdes que preciso saber e que ndo estdo disponiveis. Para obter essas informagdes,
utilizando modelos matematicos, adoto hipdteses sobre o crescimento populacional, sobre a
evolugdo da expectativa de vida, sobre o crescimento do PIB. Considero, portanto, um sistema
no qual o comportamento dessas variaveis € previsivel, isto €, o valor dessas variaveis para

2060 pode ser calculado utilizando modelos.

Mas, enquanto adoto hipdteses e construo ou utilizo esses modelos
matematicos, ndo percebo em mim nenhum ato de representagdo. Nao parece evidente,
portanto, que a matematizagdo na MM esteja obrigatoriamente atrelada as representagoes.
Assim como o pensamento, no sujeito falante, ndo ¢ uma representacio, pois, como exemplifica
Merleau-Ponty (2014), o “orador ndo pensa antes de falar, nem mesmo enquanto fala; sua fala
¢ 0 seu pensamento”, 0 meu pensamento, enquanto realizo a matematizag¢do, também nao ¢ uma
representacdo. A matematizagdo, enquanto linguagem, ja ¢ o meu pensamento e, por isso, € o
modo pelo qual reconhe¢co minhas intengdes significativas. Eu s6 me dou conta do que estou

pensando, quando me volto para as minhas gesticulagdes linguisticas, ou seja, para a minha
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fala, meus gestos corporais, minha escrita, meus registros simbolicos. A matematizagdo,
portanto, ndo ¢ uma representagdo do meu pensamento sobre o mundo, mas € uma operagio de
expressdo pela qual apreendo o sentido das minhas gesticulagdes linguisticas na MM. A
matematizagdo é uma operagdo que induz significagdes fenoménicas sobre o tema investigado.
A adog¢@o de hipdteses e a construcdo de modelos na investigacdo do tema “Reforma da
Previdéncia Social” induzem a apreensdo de significados inéditos desse tema, por exemplo,

antevendo o resultado financeiro da Previdéncia Social em 2060.

Um modelo matematico, no sentido do que expomos, ndo é um retrato ou
representacdo do “mundo real”, mas sim, “um modo linguistico de expressar e tornar objetiva
uma compreensdo de alguns aspectos postos em destaque no que concerne ao tema que foi
investigado” (KLUBER, 2012, p. 381). Contrapondo-se a visio dualista de MM como
resolucdo de problemas do mundo real, a MM, vista sob perspectiva da atitude fenomenologica,
pode ser entendida, segundo Kliiber (2012), como “um modo de ver o visto com matematica”.
Compreendendo a matematizagdo como uma operagdo de expressdo pela qual apreendo o
sentido de meus gestos linguisticos, posso entender a aprendizagem na MM como uma
aquisicdo que se da pela expressividade das experiéncias corporais, isto é, pela capacidade
dessas experiéncias de exprimir significagdes ¢ oferecer ao pensamento uma compreensao

acerca do tema investigado.
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3 SOBRE OS PROCEDIMENTOS METODOLOGICOS

Como ja anunciamos, este trabalho de investiga¢do busca apresentar uma
compreensdo fenomenologica da aprendizagem da geometria em praticas de MM. A expressao
“compreensdo fenomenoldgica” indica que esta investigagdo é realizada sob a perspectiva da
atitude fenomenologica. Mas, o que caracteriza uma pesquisa conduzida sob essa perspectiva?
E, em que sentido a investigacdo, relatada neste trabalho, ¢ conduzida sob a perspectiva
fenomenoldgica? Abordar essas duas questdes € o objetivo deste capitulo. Para isso, vamos
inicialmente apresentar trés caracteristicas que, segundo Giorgi (2014), sdo imprescindiveis na
pesquisa fenomenologica: a redugdo fenomenologica (epoché), a descrigdo e a busca das
esséncias. Em seguida, discutimos como essas caracteristicas se desdobram na escolha dos
procedimentos metodoldgicos empregados nesta investigacdo. Em particular, discutimos o
delineamento do cenario da pesquisa de campo para a manifestagdo do fendmeno e os
procedimentos metodoldgicos utilizados na apresentacdo e analise dos dados obtidos nessa

pesquisa de campo.

3.1 REDUCAO, DESCRICAO E BUSCA DE ESSENCIAS

Como se conduz uma pesquisa qualitativa segundo a perspectiva da atitude
fenomenolégica? A pesquisa qualitativa, como lembra Bicudo (2011), trabalha com a
qualidade, mas, segundo essa autora, a qualidade que interessa a pesquisa fenomenoldgica ¢
aquela que se mostra na percep¢do, ¢ a qualidade percebida no par fendmeno/percebido. Na
atitude natural, diz Bicudo (2011), “a qualidade ¢ tomada como ja dada e pertinente ao objeto”,
¢ como se a qualidade fosse do objeto e passivel de ser observada. Ao assumir a atitude
fenomenologica, a pesquisa qualitativa tematiza a atitude natural e descreve os modos de
manifesta¢do do par fendmeno/percebido. Segundo a metdfora de Sokolowski (2004, p. 59),
“quando entramos na atitude fenomenologica, nos rastejamos para fora da atitude natural,
elevamo-nos sobre ela, nds a teorizamos, distinguimos e descrevemos a ambos os correlatos,

subjetivos e objetivos, que a compdem”.

Assumir a atitude fenomenoldgica requer, portanto, um movimento de
redugdo: a atengdo dirigida as caracteristicas do objeto cede lugar a aten¢do dirigida aos modos

subjetivos de doacdo desse objeto. Essa neutraliza¢do das intengdes naturais que ocorre quando
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contemplamos essas intengdes € um tipo de redugdo fenomenoldgica chamada de epoché’.
Realizar a epoché ¢ o modo pelo qual a realidade € tomada como fenémeno. Fenomeno, segundo
Bicudo (2011), diz do que se mostra por si mesmo € em si mesmo na percep¢do ou na intuicao.
Efetuar, por exemplo, a epoché na investigacdo da aprendizagem implica em toma-la tal como
ela se mostra em nossas experiéncias e nos limites dessas experiéncias, deixando entre
parénteses os pressupostos ou prejuizos veiculados pelas teorias ou pelo conhecimento do senso

comum.

Um exemplo de realizacdo da epoché na investigacdo da aprendizagem ¢ dado
por Giorgi (2014, p.392) que diz “minha abordagem consiste em pedir aos sujeitos que me
descrevam situagdes da sua vida cotidiana, nas quais eles tenham experimentado a
aprendizagem de alguma coisa”. Essas descri¢des dos sujeitos sdo analisadas, segundo esse
autor, sem levar em conta teorias de aprendizagem ou experiéncias pessoais de aprendizagem.
Segundo Giorgi (2014), tanto as teorias como as experiéncias pessoais de aprendizagem estio
presentes na andlise “enquanto possibilidades, e nio como proposi¢des determinantes”, pois a
analise utiliza os termos que o proprio sujeito emprega na descricdo de sua experiéncia de
aprendizagem e ndo dos termos fornecidas por uma teoria ou pelas experiéncias pessoais do

pesquisador.

Colocar em epoché as teorias e as experiéncias pessoais e deixar que o
fendmeno se mostre em si mesmo e por si mesmo a percep¢do ¢ um procedimento metodologico
que viabiliza a descri¢cdo do que se mostra a percep¢ao. A descri¢cdo ¢ o modo de dar conta do
que € percebido na percepgdo. Por isso, a descrigdo ¢ um procedimento privilegiado na pesquisa
fenomenoldgica. De fato, fazer pesquisa fenomenologica consiste, segundo Salanskis (2006),
em “descrever, para cada tipo de objeto, portanto para cada regido, o género de intencionalidade
que lhe corresponde”. Mas, em que consiste a descricdo fenomenolédgica? Segundo Mohanty
(1989), “descrever ¢ utilizar a linguagem, de modo articular os objetos intencionais da

consciéncia nos limites das coer¢des impostas pela evidéncia intuitiva”.

Mas, como descrever a aprendizagem da geometria em praticas de MM? Em
vista do que expomos até aqui, essa pergunta requer que retornemos a interrogacao de pesquisa.
O que diz a interrogacdo? Diz que o fendmeno investigado € a aprendizagem da geometria em

praticas de MM e que entender como essa aprendizagem se da é o que se indaga na

15 Epoché ou epoqué é uma palavra de origem grega e significa suspensio.
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interrogacdo. Mas, esse como, que a interrogacdo indaga, ndo deve ser visto como uma
sequéncia de procedimentos do tipo protocolo. Esse como significa os modos pelos quais essa
aprendizagem se mostra em nossa percep¢ao ou intui¢do. A interrogacao nos conduz, portanto,
a0 nosso primeiro procedimento metodoldgico: descrever essa aprendizagem tal como ela se
mostra intencionalmente aquele que a interroga. Mas, como ir a aprendizagem tal como ela se

mostra, como ir-a-coisa-mesma dessa aprendizagem e descrevé-la?

As leituras efetuadas acerca do conceito fenomenoldgico de expressdo, na
obra de Merleau-Ponty, abrem um caminho. Segundo Miiller (2001, p.25), expressdo refere-se

13

a “maneira como as significacdes emergem em nossas experiéncias”, isto &, expressdo diz da
intima vincula¢do entre a “(i) natureza implicativa dos gestos empregados em nossas
experiéncias, (i) e as significacdes fenoménicas reveladas por tais experiéncias”. A implicagao,
nesse caso, significa que, segundo Miiller (2001), “quando nossas experiéncias simbolicas
fazem sentido, os gestos que as compdem ndo formam um conjunto aleatério de movimentos”,
mas implicam significagdes. Isto &, nossas experiéncias gestuais ou nossas gesticulagdes
linguisticas implicam em significagdes fenoménicas, de modo que operacdo envolvida nessa
implicacdo ¢ a de expressdo. Descrever a expressividade de nossas experiéncias significa,

portanto, descrever como nossas gesticulacoes linguisticas (fala, movimentagdes corporais,

olhares, compreensdes intersubjetivas) implicam em significacdes fenoménicas.

A compreensdo da no¢do de expressdo abre, portanto, um caminho para
entender que toda a aprendizagem humana possui seu primado na percep¢do, pois COrpo-
proprio’® nio é apenas um espago expressivo dentre outros, mas a origem dos demais. Com
isso, entendemos que a aprendizagem geométrica se d4 como um ato de expressdo de nossas
experiéncias corporais, pois, como diz Merleau-Ponty (2014), o “corpo-préprio é condicdo de
possibilidade de toda sintese geométrica”. E a compreenséo do sentido de expressdo que conduz
ao entendimento da matematizacdo na MM como uma operagdo que induz significacdes
fenoménicas sobre o tema investigado e pela qual apreendo o sentido de meus gestos
linguisticos na MM. A partir deste entendimento, a aprendizagem na MM pode ser vista como
uma aquisi¢ao que se da pela expressividade de nossas experiéncias corporais, pela capacidade
dessas experiéncias de exprimir significacdes e oferecer ao pensamento uma compreensao

acerca do tema investigado.

16 Corpo-préprio ou corpo encarnado é “entendido como intencionalidade motriz e ponto zero a partir do qual as
perspectivas se alinham na visibilidade do que se mostra” (BICUDO, 2010, p.17).
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Em vista dessa compreensdo do sentido fenomenoldgico de expressdo,
entendemos que a descri¢do da aprendizagem geométrica em praticas de MM ¢ a descrig¢do da
expressividade das gesticulacoes linguisticas dos estudantes enquanto atuam, falam,
gesticulam, comunicam, se movimentam, escrevem, desenham, em praticas de MM. Mas, essas
descri¢do ndo se limita a registrar modos de expressdo, mas busca descrever como essas
gesticulagoes linguisticas implicam em significagdes, de modo que a significacdo produzida

nao ¢ descrita separadamente do gesto linguistico que a produziu.

Inspirado no exemplo discutido por Merleau-Ponty (2002), vamos analisar
como o jovem Gauss teria aprendido a efetuar a soma dos n primeiros numeros naturais.
Desafiado a obter a soma dos n primeiros numeros naturais, Gauss, segundo especulagdo de
Merleau-Ponty (2002), teria iniciado o processo de juntar 1+ 2 + 3 + ---+ n. Todavia,
olhando para os registros dessa série, ele vé derivar dela os pares de valor constante que ird
contar, em vez de efetuar a soma. Ele vé que a soma dos n primeiros nimeros naturais ¢ formada
de n/2 somas parciais e que cada uma € igual a (n + 1). Ao se dar conta de que a soma dos n
primeiros naturais pode ser obtida, aplicando a formula (n/2) (n + 1), Gauss apreende um
novo sentido esse problema. A apreensdo desse sentido inédito resulta do modo como os gestos

linguisticos foram empregados na resolugdo do problema.

Portanto, descrever como se da a apreensdo desse sentido requer, nesse caso,
que o sentido apreendido ndo seja tomado separado dos gestos linguisticos que o originaram.
Mas, requer descrever como esse sentido, apreendido por Gauss, foi produzido pelos gestos
linguisticos presentes na fala, na produ¢@o dos registros escritos para a série 1 +2 + 3 + -+ +
n, nos olhares que buscaram e viram aparecer nesses registros os pares de valor constante. Para
Merleau-Ponty (2002), nesse caso, ja saber o que os numeros naturais sdo, saber como registra-
los ou como registrar a série 1 + 2 + 3 + --- + n constituem-se em significados ja sedimentados
ou ja apreendidos, ou seja, constituem uma linguagem falada. Mas, o sentido inédito, produzido
a partir dos gestos linguisticos, constitui uma linguagem falante. E, portanto, na linguagem
falante que a aprendizagem se dé ou se expressa. Descrever, enfim, como se da a aprendizagem
da geometria em praticas de MM significa colocar sob o foco como os gestos linguisticos

implicam numa linguagem falante e, portanto, num sentido inédito para a geometria.

A descri¢do da aprendizagem da geometria na MM, por si s6, ainda ndo
expressa uma compreensio fenomenoldgica dessa aprendizagem, pois a descri¢do, na pesquisa

fenomenoldgica, ndo ¢ um fim em si mesma. A descri¢do de particularidades, singularidades,
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contingéncias, que se mostram na percep¢ao, interessa apenas na medida em que essa descri¢@o
revela a estrutura do fendmeno investigado. Isto quer dizer que a pesquisa fenomenoldgica
busca “transcender o individualmente relatado na descricdo e avangar em direcdo a sua
estrutura, ou seja, do nuclear das vivéncias sentidas e descritas” (BICUDO, 2011, p.46). Esse
movimento ¢ chamado de reducdo eidética ou redugdo a esséncia. Mas, como sabemos s¢ uma

estrutura € a esséncia do fendmeno?

Bicudo (2010) sugere que, diante dessa pergunta, a estrutura encontrada seja
submetida ao procedimento de varia¢do imaginativa, ou seja, ao “procedimento intencional de
imaginar outras maneiras de o nucleo estrutural, constituido ao longo das reducdes, poder ser,
trabalhando na esfera do ‘como se’. Por exemplo, vamos supor que diferentes experiéncias de
aprendizagem em geometria apontam a visualiza¢do como uma estrutura dessa aprendizagem,
ou seja, a aprendizagem geométrica se mostra como visualizagdo. Utilizando a variagdo
imaginativa, perguntamos se, sem visualizagdo, ainda hd aprendizagem geométrica. Se a
resposta € afirmativa, entdo concluimos que a visualizagdo € um invariante desse tipo de

aprendizagem.

3.2 DELINEANDO O CENARIO DE PESQUISA

Onde se manifesta o fenomeno da aprendizagem em praticas de MM? O
advérbio onde, nesta pergunta, sugere que esse fendmeno se localiza num lugar. Considerar que
fenomeno ¢ algo que se da objetivamente no espaco ¢ um modo de toma-lo do ponto de vista
da atitude natural, pois se afirmamos que fenomeno é o que se mostra a percepgao ou a
instituigdo, isto quer dizer que ele ndo € tomado como um “objeto objetivamente posto e dado
no mundo exterior ao sujeito e que pode ser observado, manipulado, experimentado, medido,
contado por um sujeito observador” (BICUDO, 2011, 30). Fendmeno € o que se mostra em um
ato de percep¢ao ou intuicdo efetuado por um sujeito individualmente contextualizado. O
advérbio onde remete, portanto, ndo a um lugar, mas a um ato de um individuo situado num

contexto.

Desse ponto de vista, a construg¢do do cendrio de pesquisa para a manifestagao
da aprendizagem da geometria em praticas de MM requer o delineamento de condicdes
contextuais que viabilizam a percepg¢ao dessa aprendizagem. Os elementos contextuais referem-
se as praticas de MM. Os sujeitos individualmente contextualizados sdo os estudantes e o

professor/pesquisador. O fendmeno percebido ¢ a aprendizagem que se mostra a esses sujeitos
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quando olham para essas praticas de MM.

Com o propdsito de delinear o cenario da pesquisa para a manifestacdo da
aprendizagem da geometria em praticas de MM, optamos em trabalhar com duas turmas do
Ensino Fundamental, pois nesse nivel de ensino o nimero de aulas de Matematica, 5 por
semana, ¢ maior que no Ensino Médio. Além disso, os conteiidos de geometria previstos no
curriculo do Ensino Fundamental possibilitam organizar/planejar praticas MM envolvendo
temas bem variados. Por fim, nos anos finais do Ensino Fundamental tradicionalmente o
trabalho com a dlgebra dos polindomios assume consideravel periodo tempo e exige grande
esfor¢co dos estudantes nas aulas de Matematica. A geometria desses anos finais, por sua vez,
costuma ficar reduzida a mera aplicacdo de férmulas de célculo de area e de volume e a
aplicagdes numéricas imediatas de teoremas sobre relagdes de proporcionalidade em situagdes
relativas a feixes de retas paralelas cortadas por retas secantes ou do teorema de Pitagoras. A

geometria se torna, portanto, um pretexto para exercicios de algebra.

Em razdo desses motivos, optamos em desenvolver trés praticas de MM com
duas turmas de estudantes no 7° e no 8° ano do Ensino Fundamental de uma escola'’ publica da
cidade de Londrina. Essas duas turmas tinham, em média, 30 estudantes cada. As duas primeiras
praticas foram desenvolvidas em 2016, quando essas turmas estavam no 7° ano, e a terceira
pratica foi desenvolvida, em 2017, com essas mesmas duas turmas, quando ja estavam no 8°
ano. Na elaboragdo dessas praticas buscou-se dar destaque a temas e conteudos de geometria
que se mostram importantes ¢ motivadores para os desdobramentos de compreensdes e trocas

intersubjetivas entre os estudantes.

Desse modo, buscamos estruturar praticas de MM de modo que as
manifestagdes do fenomeno investigado pudessem ser descritas e compreendidas. Para isso,
buscamos organizar um cenario em que estudantes e professor-pesquisador pudessem realizar
procedimentos de investigacdo sobre temas de MM e, com isso, suas compreensdes sobre esses
temas possam ser expressas, empregando, além do modo linguistico fornecido pelos entes
geométricos, outros modos de expressio como, por exemplo, gestos, fisionomias,
compreensdes intersubjetivas, movimentagdes corporais, olhares. Essas trés praticas de MM
possuem caracteristicas distintas, tanto no que se refere ao contetido geométrico quanto ao tipo

de solugdes possiveis e encaminhamento da investigacdo do tema junto com os alunos. A seguir,

17 Colégio Estadual Professora Adélia Dionisia Barbosa, situado na regido norte da cidade de Londrina.
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vamos fazer uma apresentacdo de cada uma dessas trés praticas, enfatizando os aspectos
conceituais e didaticos que as caracterizam como praticas de MM e que contribuem para

viabilizar a aprendizagem da geometria.

3.2.1 Pratica 1: Por que a Latinha de Refrigerante Fica em Equilibrio?

O tema dessa pratica ¢ a investigacdo de estruturas inclinadas nas constru¢des
e na arquitetura. Essa pratica foi inspirada num experimento didatico de MM sugerido por
Alsina (2005) e discutido mais detalhadamente por Mason (2001). Esse experimento consiste
em investigar por que uma lata de refrigerante fica em equilibrio, apoiada sobre sua borda numa
superficie horizontal, quando seu conteudo liquido estd situado num intervalo de,
aproximadamente, 50 ml ¢ 200 ml. A exploragdo desse experimento visa investigar com o0s
estudantes as condigdes de equilibrio de estruturas inclinadas, empregando, para isto, o conceito

de centro geométrico.

Os conceitos de centro geométrico, centro de gravidade e centro de massas
sdo importantissimos em muitas das aplicacdes da matematica e particularmente no estudo das
condi¢des de equilibrio das chamadas estruturas inclinadas da arquitetura. Segundo Alsina
(2005), a “arquitetura ¢ baseada essencialmente na verticalidade”, mas existem “casos de
patologias construtivas onde aparecem inclinagdes” como, por exemplo, a Torre de Pisa e as
coberturas de casas em paises chuvosos ou com neve cujo dngulo de inclinag@o varia conforme
o clima da regido. As condi¢des de equilibrio das estruturas inclinadas em arquitetura sdo,
segundo Alsina (2005), uma fonte inesgotavel de problemas de MM e um tema potencialmente

interessante para ser investigado nas aulas de matematica.

Mas, como os conceitos de centro geométrico, centro de gravidade, centro de
massas e condicdes de equilibrio aparecem na investigagdo desse tema? Para responder a esta
questdo, precisamos entender melhor o significado de cada um desses conceitos. Vamos
comegar com o conceito de centro geométrico. Centro geométrico ou centroide ¢ um
ponto associado a uma forma geométrica. Intuitivamente, centro geométrico pode ser pensado
como um ponto de simetria de uma forma geométrica. Por exemplo, centro de um retangulo
obtido no encontro de suas duas diagonais. Pode-se demonstrar que toda reta que passa pelo
centro do retdngulo, divide esse retingulo em duas partes de areas iguais. Essa propriedade ¢ a

caracteristica fundamental do centro geométrico ou centroide de qualquer figura plana, podendo
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ser tomada como sua defini¢do. Assim, para toda regido plana ¥, diz que se ponto C € o centro
geométrico ou centrdide de ¥, se qualquer que seja a reta [ que passa por C divide ¥ em duas

regides de mesma area.

Uma consequéncia direta dessa definicdo € que para figuras muito simétricas,
como quadrados, retdngulos, paralelogramos, losangos e circulos, o centroide corresponde ao
centro de simetria dado pela intersec¢do das diagonais, no caso dos quadrilateros notaveis, ou
dos didmetros, no caso dos circulos. Porém, para figuras sem simetrias € preciso recorrer ao uso
do Calculo Infinitesimal e, em particular, da nog¢do de limite. Por exemplo, para encontrar o
centroide de um tridngulo ABC qualquer podemos imagina-lo dividido em tiras muito finas,
conforme ilustra a figura 10. Sendo cada tira muito estreita, podemos pensa-las como
retangulos, de modo que seus centroides estejam alinhados sobre a mediana AM,,, indicada na
figura 10. Desse modo, o centroide do tridngulo estard sobre essa mediana. Repetindo esse
mesmo raciocinio para as outras medianas BMj, e C M, concluimos que o centroide do tridngulo
ABC esté localizado no ponto de intersec¢@o das suas trés medianas.

Figura 10: Triangulo decomposto em retingulos muito estreitos.
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Fonte: O proprio autor

A despeito da simplicidade desse caso, a obten¢do do centro geométrico de
uma regido plana qualquer ndo apresenta uma regra geral e, por isso, costuma ser uma tarefa
trabalhosa que exige analisar caso a caso. Por exemplo, para uma regido plana ¥, do tipo
mostrada na figura 11, limitada entre as retas x = a e x = b, acima do eixo x e abaixo do
grafico da fun¢do f, em que f ¢ uma fung¢fo continua, o centroide pode ser obtido utilizando
Célculo Integral. Vamos omitir aqui os detalhes desse procedimento, mas esses detalhes podem

ser consultados em Stewart (2010) que demonstra que, se o centroide ou centro geométrico de
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97 esta localizado no ponto (X, y), entdo:

Figura 11: Regido plana limitada por uma funcio f
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Fonte: (STEWART, 2010)

O centro geométrico €, sob determinadas condi¢des, um modelo matematico
para o centro de gravidade e para o centro de massas dos corpos. Essas condigdes determinadas
correspondem as hipoteses simplificadoras da realidade em uma modelagem matematica. Por
exemplo, para que o centro geométrico seja uma aproximagao adequada do centro de massa de
um objeto € necessario supor que a massa desse objeto esteja uniformemente distribuida, ou
seja, sua densidade seja uniforme, homogénea. E, para que o centro geométrico seja uma
aproximacao adequada do centro de gravidade de um objeto é preciso supor que, além da
densidade uniforme, esse objeto esteja submetido a um campo gravitacional constante. Essas
condi¢gdes mostram que centro geométrico, centro de massa e centro de gravidade sdo conceitos
distintos, coincidindo apenas em situagdes nas quais todas as condi¢des apontadas aqui sejam

atendidas.

Vamos tentar aqui esclarecer melhor essa distingdo. Centro geométrico, como
ja dissemos, ¢ um ponto da figura que satisfaz a uma condi¢do de simetria em relagdo a sua
area, no caso das figuras planas, ou em relag@o ao seu volume, no caso das figuras espaciais. O
centro de massas de um objeto, por sua vez, ¢ o ponto que indica uma posicdo média de toda a
massa que constitui esse objeto. Portanto, um objeto possui centro de massa mesmo que nao
esteja submetido a um campo de gravidade. Finalmente, o centro de gravidade pode ser definido
como o ponto no objeto tal que se esse objeto for apoiado por este ponto e solto do repouso, vai
permanecer em equilibrio em relagdo a Terra. E possivel, portanto, existir objetos cujos centros

geométrico, de massa e de gravidade ndo coincidam.

Um exemplo interessante que ilustra bem a distingdo entre esses trés
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conceitos ¢ dado por uma forma triangular recortada de uma folha de cartolina. Sabemos que
seu centro de gravidade ¢ dado pelo seu baricentro, ou seja, pelo encontro de suas medianas.
Mas, nem toda reta que passa pelo baricentro divide o tridngulo em duas partes com areas iguais,
ou seja, o baricentro ndo corresponde ao centro geométrico do tridngulo. Mais impressionante
ainda ¢ que nenhum ponto do tridngulo satisfaz a essa propriedade, ou seja, o tridngulo nio
possui centro geométrico. Os detalhes da demonstracdo desses resultados serdo aqui omitidos,

mas podem ser consultados em (ASSIS, 2008).

Feitas estas consideracdes, voltemos a nossa questdo inicial: como esses
conceitos s3o empregados para explicar por que a lata de refrigerante fica em equilibrio, apoiada
sobre sua borda, somente quando a quantidade de seu conteudo liquido se situa numa
determinada faixa de valores? Obviamente que a resposta esta relacionada com a localizacdo
do seu centro de gravidade nessa faixa. A condi¢cdo de equilibrio da lata, assim como de
qualquer estrutura inclinada, ¢ que a linha vertical que passa pelo seu centro de gravidade, passe
também pela borda sobre a qual a lata estd apoiada. O problema aqui consiste em mostrar que,
nessa faixa, o centro de gravidade de lata estd efetivamente na mesma direcdo vertical da borda

da lata, conforme ilustra a figura 12.

Figura 12: Corte vertical e centros geométricos nas quantidades maxima e minima de liquido.
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Fonte: (MASON, 2001)

Resolver esse problema exige, portanto, determinar o centro de gravidade da
lata nas quantidades maximas e minimas em que ela fica em equilibrio. Sabemos que quando a
lata estd totalmente cheia ou totalmente vazia, o seu centro de gravidade pode ser aproximado
pelo seu centro geométrico. Porém, quando retiramos liquido da lata cheia ou quando
colocamos liquido na lata vazia, seu centro de gravidade desce, ficando abaixo do seu centro

geométrico, até atingir uma altura minima quando entdo volta a subir. A complexidade
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envolvida nesse deslocamento do centro de gravidade da lata exige simplificacdes e a
constru¢do de um modelo que simule essa situagdo. Supondo-se que a lata possa ser aproximada
por um cilindro reto de base quadrada, isto €, supondo-se que podemos ignorar a circularidade
da lata e a concavidade de sua base, um modelo que possibilita a simulag@o desse deslocamento

do centro de gravidade pode ser dado pela figura do corte vertical do cilindro de base quadrada.

Figura 13: Construgdes representando as quantidades maxima e minima e liquido

Fonte: O proéprio autor

Efetuando as medidas da lata, do angulo de inclinagdo e da altura da 4gua ¢
possivel construir uma representagao bidimensional do corte vertical da lata que possibilita uma
aproximagdo do seu centro de gravidade nas quantidades méximas e minimas de liquido em
que ela fica em equilibrio. Essa aproximagio pode ser dada pelo centro geométrico da parte da
figura com liquido, ou seja, ignorando-se a parte vazia da lata. Assim, na quantidade minima,
a parte com liquido € representada por um tridngulo, cujo centro de gravidade, como ja vimos

pode ser obtida pelo seu baricentro.

Na quantidade maxima, a parte com liquido ¢ dada por um trapézio retangulo,
cujo centro de gravidade pode ser obtido decompondo-se o trapézio em um retangulo e um
tridangulo, nos quais € construido o centro de gravidade de cada um, separadamente. Em seguida,
traga-se um segmento que une esses dois centros de gravidade. O centro de gravidade do
trapézio sera o ponto que divide esse segmento de forma proporcional a area do tridngulo e do
retangulo que o compde. Consequentemente, o centro de gravidade do trapézio é um ponto
deslocado em relagdo ao ponto médio do segmento, em dire¢@o a parte de maior area, ou seja,
o retangulo. Vamos exemplificar esse procedimento utilizando os registros escritos e graficos

de um dos estudantes, conforme ilustra na figura 14.

Neste caso, a parte ocupada pelo liquido tem a forma de um trapézio retangulo
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ABCD, retangulo em A e B. Este trapézio pode ser decomposto, formando o retingulo ABED e
o tridngulo CDE. Construindo as medianas do tridngulo CDE e as diagonais do retdngulo
ABED, obtemos, respectivamente, os centros geométricos G1 e G dessas figuras. E possivel
demonstrar que o centro geométrico do trapézio ABCD, indicado por X, pertence ao segmento

G1Ga, dividindo em dois de modo que XG, - 4&rea (ABED) = XG, - 4rea (CDE). Sabendo que

o valor de G,G, = XG, + XG, pode ser obtido com o uso de uma régua e que area (ABED) e
area (CDE) podem ser calculadas diretamente a partir das figuras, entdo utilizando XG, -
area (ABED) = XG, - area (CDE), podemos calcular XG, e XG, e, com isso, determinar a

localizagdo de X.

Figura 14: Construciio efetuada para obter o centro geométrico na quantidade maxima de liquido

Fonte: O proprio autor

Uma interpretagdo da construgdo dessa aproximagdo do centro de gravidade
pelo centro geométrico da parte com liquido da lata € que, se a linha vertical que passa por esse
centro geométrico passar também pela borda sobre a qual a lata estd apoiada, entdo ela
permanece em equilibrio. Noutras palavras, as retas verticais que passam pelos centros
geométricos, nas quantidades maximas e minimas em que a lata fica em equilibrio, passam

também pela extremidade do segmento que representa a borda sobre a qual a lata estd apoiada.

Com relacdo ao encaminhamento didatico, essa pratica iniciou-se com
consideracdes gerais, feitas pelo professor-pesquisador, sobre a presenga de estruturas

inclinadas na arquitetura, na natureza e na industria, e, em seguida, os estudantes foram
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organizados em grupos de 4 a 6 membros, recebendo cada grupo uma folha de papel A4 pautada
com o enunciado do quadro da figura 15 e espaco para escrever suas conclusdes. Cada grupo
recebeu também uma lata com refrigerante, uma proveta graduada e uma régua para efetuarem
as medidas. As questdes levantadas com os estudantes para serem investigadas foram as
seguintes: (i) Quais s@o as quantidades, maxima e minima, de liquido com as quais a lata
permanece em equilibrio, apoiada sobre sua borda? e (i/) Por que somente nessa faixa de

valores, entre a quantidade minima e méxima, a lata permanece em equilibrio?

Figura 15: Quadro com enunciado da pratica de MM

Se vocé abrir uma lata de refrigerante e for bebendo aos pouquinhos, chegard
um momento em que a lata ficard em equilibrio, de forma inclinada e apoiada

em sua borda, podendo girar em torno do dngulo de inclinagdo.

Y.

Fonte: O proprio autor

Diante dessa proposta, os estudantes realizaram a identificacdo e exploragao
“ingénua” do problema mediante a observacdo, experimenta¢do ¢ descricdo informal do
equilibrio da lata. Efetuaram também as medidas para responder a questo (i) e elaborada uma
explicagdo para responder a questdo (ii). Essas atividades duraram cerca de duas aulas de 50
minutos cada e estdo expressas nas imagens da figura 16. Em seguida, os estudantes foram
convidados a fazer simplificagdes e a construcdo de um modelo que simulasse uma lata
inclinada em equilibrio. Utilizando as medidas ja obtidas os estudantes construiram uma
representacdo plana do corte vertical da lata inclinada. Essas atividades, por sua vez, duraram

cerca de 1 aula de 50 minutos cada e estdo expressas nas imagens da figura 16.

Figura 16: (esquerda) medi¢des da lata e (direita) construcio da representacio do corte vertical

Fonte: O proprio autor
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Seguiu-se a essas atividades, a atividade de matematiza¢do, ou seja, a
investigacdo de métodos experimentais e analiticos para a obten¢do do centro geométrico e
centro de gravidade de triangulos, quadrados, retdngulos, paralelogramos, circulos e trapézios
recortados de papel cartolina. O método experimental, neste caso, consistiu em obter o centro
de gravidade com um fio de prumo, ou seja, um barbante, amarrado numa ponta com um peso,
determina a direcdo vertical da forca gravitacional. Escolhendo alguns pontos préximos da
extremidade das figuras, os estudantes usaram o fio de prumo para determinar eixos que se
cruzam no centro de gravidade. Essas atividades foram realizadas em uma aula de 50 minutos

e estdo expressas nas imagens da figura 17.

Figura 17: Obtencéo experimental do centro geométrico de figuras

Fonte: O proprio autor

Depois disso, os estudantes foram convidados a discutir a resolugdo do
problema propriamente dito. Isto ocorreu com a construcao dos centros de gravidade da parte
com liquido do corte transversal da lata inclinada, nas quantidades maxima e minima, e a
verificagdo de que a vertical que passa por esses pontos passa na extremidade do segmento que
representa a borda sobre a qual a lata estd apoiada. Essas atividades duraram uma aula de 50
minutos e estdo expressas nas imagens da figura 18. Finalmente, a interpretagdo da solugdo
ocorreu com a elaboracgdo e apresentagdo de uma explicacdo do porqué a lata fica em equilibrio
somente numa faixa de quantidades de liquido e uma avaliagdo de como as construcdes
geométricas elaboradas foram coerentes com essa explicacdo. Essa atividade durou também 1

aula de 50 minutos e estd expressa nas imagens da figura 18.
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Figura 18: Obtencéo do centroide da figura (esquerda) e explicaciio do equilibrio da lata (direita)

Fonte: O proprio autor

3.2.2 Pratica 2: Que Tipo de Amarragdo de Calgados é Mais Adequado Para Vocé?

O tema dessa pratica MM busca explorar, com os estudantes, métodos
geométricos de otimizacao utilizados no estudo dos percursos de comprimento minimo. Para
explorar esse assunto, propomos aos estudantes a investigacdo das diferentes técnicas de
amarracdo do cadargo do ténis e dos efeitos que tipo de amarragdo tem para a seguranga,
sustentagcdo e conforto no uso dos calgados. Essa pratica iniciou-se com os estudantes lendo e
discutindo dois pequenos textos (ver Apéndices) de fisioterapia esportiva que ilustram como as
diferentes técnicas de amarra¢do permitem harmonizar o cal¢gado com as caracteristicas

especificas do pé, como o calcanhar estreito, pé largo, arco baixo ou alto.

Com essa investigagdo, os estudantes podem construir simulagcdes de
percursos, utilizando uma malha pontilhada, e empregar o método das transformagoes
geométricas para analisar o comprimento os percursos de cada tipo de amarragdo. O termo
otimizag@o costuma ser empregado em matematica para referir-se a métodos de determinagao
de valores extremos que uma fun¢do pode assumir num certo intervalo. Otimizacdo geométrica,
nesse sentido, diz da determinagdo de valores extremos de alguma grandeza geométrica, tais
como comprimento, perimetro, area, volume e angulo. Métodos de otimizac¢ao, abordados nos
cursos de Ensino Superior empregam usualmente célculo diferencial, programagao linear ou
outros métodos algébricos que ndo estdo sdo ensinados nas aulas de Matematica do Ensino
Fundamental e Médio. Em geometria, porém, muitos problemas de otimizagdo podem ser
resolvidos empregando o chamado método das transformagoes geométricas. Trata-se de
empregar as transformacgdes de simetria (axial e rotacional), reflexdo, rotagdo, dilatagcdes, dentre
outras, para levar uma figura a uma situagdo mais simples de se lidar e, com isso, determinar o

valor extremo procurado.
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Mas, em que consiste exatamente esse método das transformagoes
geométricas? Antes de mostrar como esse método pode ser empregado na otimizacdo de
percursos, vamos exemplificar sua aplicagdo com o chamado Problema de Heron, ilustrado na
figura 19. Este problema pode ser assim enunciado: sejam dados, num mesmo plano, uma reta
[ e dois pontos A e B no mesmo lado de l. Ache um ponto X sobre l de tal forma que a soma
AX + BX seja minima. A solugdo desse problema consiste obter o percurso mais curto para ir
de A até B, passando por um ponto X de [.Vamos apresentar a seguinte solu¢do envolvendo a
transformacao de reflexdo: seja B’ a imagem refletida de B, em relacdo a . Como consequéncia

das propriedades da simetria, tem-se XB = XB’ para todo X em [. Assim,
AX +XB = AX + XB’ > AB’

A igualdade, nesta expressdo, ocorre precisamente quando X € o ponto de
intersecdo X, de [ com o segmento AB’. Assim, para todo ponto X em [, diferente de X, tem-

se que
AX + XB > AB' = AX, + X,B

Esta ultima expressdo mostra que X, é o unico ponto de lcom essa
propriedade, sendo, portanto, a inica solug¢do do problema. Outra propriedade importante de
X,, cuja demonstragdo omitiremos aqui, ¢ que os angulos formados pelos segmentos AX, e X,B
com a reta [ t€m medidas iguais. Finalmente, vale observar que, além da transformacdo de
reflexdo, utilizamos nesse argumento a chamada desigualdade triangular quando afirmamos
que para todo para todo X em [ temos AX + XB’ > AB'. Desigualdade triangular expressa a
propriedade que a soma dos comprimentos de dois lados de um tridngulo sempre excede o
comprimento do terceiro lado, a menos que os trés lados estejam alinhados. Esta propriedade ¢
fundamental em muitos problemas de otimizacdo geométrica e serd necessaria para a

compreensdo de algumas Cenas Significativas desta pratica.
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Figura 19: Construcio da solucio do problema de Heron

B

BI

Fonte: O proprio autor

Como o método das transformacdes geométricas pode serem pregado na
investigacdo dos percursos minimos das amarracdes de cadargos? Primeiro, o problema de
determinar um método de amarracdo que “economiza” mais cadarco ¢ um caso particular do
problema classico do caixeiro viajante que consiste em determinar uma rede viaria que lhe
permite visitar todas as cidades de uma regido, voltando a sua casa sem passar duas vezes pela
mesma cidade. De modo andlogo, no problema do cadarco, a solugdo consiste em determinar
um percurso de comprimento minimo em que o fio do cadar¢o, come¢ando do primeiro furo de
um lado do calcado, deve percorrer todos os outros furos uma unica vez, saindo no primeiro
furo do outro lado do calgado. Sob determinadas hipdteses de simplificagdo, a solucdo deste
problema consiste na otimizagdo de percursos construidos com segmentos retos sobre uma

malha pontilhada.

Uma abordagem geral desse tipo de problema pode ser, evidentemente,
bastante trabalhosa e ir muito além do objetivo do trabalho realizado com meus alunos do
Ensino Fundamental. Por isso, optamos aqui em analisar casos particulares mais simples,
adotando com os estudantes, hipoteses que simplificam bastante o tema. Nossas hipoteses
simplificadoras consistem em considerar apenas os trés tipos de amarragdes de cadarco
expressos nos esquemas da figura 20, chamados de método americano, europeu e sapataria,
supor que esses métodos se referem ao mesmo calgado de seis furos, os quais estdo distribuidos

com igual distdncia em duas linhas paralelas verticais. Assim, determinar qual das trés
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amarracdes gasta menos cadargo, significa explicar qual faz o menor percurso par ir de A até

L, passando uma unica vez por todos os outros furos?

Figura 20: Representacio dos trés métodos de amarracio de cadarcos

Meétodo americano Método europeu Método sapataria
A L A L A L
B K B K B K
C J C J c J
D | D | o |
E H E H E H
F G F G F G

Fonte: O proprio autor

Uma solugdo para esse problema, empregando o método das transformacdes
geométricas, consiste em refletir a amarragdo do cadar¢go numa malha pontilhada. Se o calgado
possui n pares de furos, entdo a malha tera n linhas horizontais e 2n linhas verticais de pontos
que representam os orificios do calgado por onde passa o cadar¢o. A distincia entre as linhas
verticais representa distancia entre os pares de furos do calgcado e a distancia entre as linhas
horizontais representa a distancia entre os furos de um mesmo lado do calgado. As duas
primeiras linhas verticais correspondem ao percurso original do cadargo na amarracdo. A
segunda e a terceira linha vertical correspondem a primeira reflexdo, a terceira e a quarta linha
vertical correspondem, por sua vez, a segunda reflexdo e assim por diante, como ilustra a figura

21, para o caso de um calgado com seis pares furos.

Figura 21: Reflexdo do método americano numa malha pontilhada

A ol e A o o @ ° ® ® o ° L

Fonte: O proprio autor
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Figura 22: Comparacéo das reflexdes dos métodos americano e europeu

Método americano

~<XFETzZOT

T2 8
B: 5 ¥
F B H
o] bt -
] L]
™ o

Fonte: O proprio autor

Usando esse diagrama, podemos comparar os métodos americano e europeu.
E possivel ver, nesse diagrama, que em algumas reflexdes, as duas amarrag¢des coincidem, em
outras ndo. Analisando as reflexdes onde os tragados nao sdo coincidentes, podemos observar
que o percurso do método americano ¢ um dos lados de um tridngulo e que o percurso do
método europeu sdo os outros dois. Empregando a chamada desigualdade triangular, podemos
concluir que o percurso do padrdo americano ¢ sempre menor que o padrdo europeu quando nas
reflexdes em que essas amarragdes nao coincidem e, por isso, concluimos que o método europeu
sempre gasta mais cadar¢o do que o método americano. Embora essa conclusdo nido dependa
da quantidade n de pares de furos e nem das distancias entre os furos, ela depende de uma
caracteristica particular do tracado dos percuros: a formacgao de tridngulos onde os segmentos
ndo coincidem. Assim, comparar diversos tipos de amarragdes, principalmente, onde uma
observagdo direta dos percursos tragados pouco ajuda exige a elaborag¢do de uma solug@o mais

geral para o problema.

Um exemplo de solucdo mais geral desse problema consiste em eliminar os
segmentos com o0 mesmo comprimento nos dois percursos, ja que eles contribuem com o
mesmo comprimento nos dois, € reorganizar os segmentos restantes na forma de um tridngulo
e, empregando a desigualdade triangular, analisar a relagdo entre os comprimentos dos dois
percursos. Vamos exemplificar essa solucdo mais geral com a comparagdo entre os métodos
americano e sapataria mostrados na figura 22. Observe na figura 22 que, para calgados com oito

pares de furos, a reflexdo dos métodos americano e sapataria na malha pontilhada forma dois
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percursos com seis segmentos de mesmo comprimento: um horizontal e cinco inclinados.
Eliminando-se esses seis segmentos sobram cinco segmentos inclinados para o padrdo

americano e quatro segmentos horizontais ¢ um diagonal grande no padrio sapataria conforme

mostra a figura 23.

Figura 23: Construcdes, refletindo o percurso do cadarco numa malha pontilhada

Fonte: O proprio autor

Efetuando translagdes ¢ possivel agrupar os cinco segmentos do método
americano para formar um Unico segmento, agrupar os quatro segmentos horizontais do método
sapataria também num Unico segmento e, transladando a diagonal que sobrou deste método,
formar um tridngulo de modo que um lado corresponda ao método americano e os outros dois
lados correspondam ao método sapataria. Empregando a desigualdade triangular, concluimos,

portanto, que o método sapataria gasta mais cadar¢o do que o método americano.

Figura 24: Construcio, comparando os métodos americano e sapataria rapida

Fonte: O proprio autor

Outro exemplo de solug@o mais geral do problema consiste em eliminar os
segmentos de mesmo comprimento e refletir os percursos formados com os segmentos restantes
em relagdo a um mesmo eixo, como mostra a figura 25. Decidir qual amarra¢do economiza

mais cadarco significa determinar o percurso mais curto para ir de A até P, passando pelo eixo
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de reflexdo. Empregando o Problema de Heron, discutido anteriormente, concluimos que o

método americano € o que gasta menos cadargos dos trés métodos apresentados.

Figura 25: Reflexdo dos métodos americano, sapataria e europeu em relacéo a reta [

Fonte: O proéprio autor

Feitas essas consideragdes, vamos agora discutir o encaminhamento didatico
dessa pratica de MM. Com relagdo ao encaminhamento didatico, iniciamos a pratica com o
professor propondo aos estudantes para estudar as diferentes técnicas de amarragdo de cadargos.
Neste primeiro momento os estudantes foram organizados em grupos para efetuarem a leitura
dos dois textos (ver Apéndices). Isto €, os estudantes foram organizados em grupos de 4 a 6
membros, recebendo cada grupo duas folhas de papel A4 contendo esses textos citados. Cada
grupo recebeu também uma fita métrica para efetuarem as medidas e uma placa de papeldo para
construir um molde simulando os furos de um calgcado, mas os grupos optaram em utilizar um
calcado de um de seus membros. Algumas das questdes levantadas com os estudantes para
serem investigadas foram as seguintes: (i) Qual ¢ a relagdo entre o método de amarragdo e o

conforto dos pés? e (ii) Que tipo de amarra¢do economiza mais cadargo?
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Figura 26: Estudantes explicam as diferencas de comprimento nas amarracées

Fonte: O proprio autor

A pratica 2 iniciou-se, portanto, com a identificacdo e explorag¢do “ingénua”
do problema mediante a observacao, experimentacao e descri¢cdo informal de cada método de
amarragdo. Foram ainda efetuadas as medidas para responder a questdo (i) e elaborada uma
explicagdo para responder a questdo (ii). Essas atividades duraram cerca de duas aulas de 50
minutos cada e estdo expressas nas imagens da figura 27. Em seguida, os estudantes foram
convidados a fazer simplificagdes e a constru¢do de um modelo que simulasse o percurso do
cadar¢o em cada método. Utilizando as medidas ja obtidas os estudantes construiram, na malha
pontilhada, uma representacdo plana do percurso do cada cadargo em cada método. Essas
atividades, por sua vez, duraram cerca de 1 aula de 50 minutos cada e estd expressa nas imagens

da figura 27.

Figura 27: Estudantes efetuam a construcio da reflexdo do cadarco numa malha pontilhada

Fonte: O proprio autor

Seguiu-se a essas atividades, a atividade de matematizagdo, ou seja, a
investigacdo de métodos experimentais e analiticos para a obtencdo do percurso de

comprimento minimo. O método experimental, neste caso, consistiu em obter o percurso de
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comprimento do Problema de Heron construindo varios percursos possiveis, medindo seus
comprimentos e identificando o de menor comprimento. J4 o método analitico consistiu em
discutir com os estudantes o método das transformagdes geométricas na solugdo do Problema
de Heron, a desigualdade triangular e a reflexdo das amarracdes dos cadar¢os na malha
pontilhada. Essas atividades duraram cerca de uma aula de 50 minutos e esta expressa nas

imagens da figura 28.

Figura 28: Construcdes efetuadas para discutir a solu¢do do Problema de Heron

Fonte: O préprio autor

Depois disso, os estudantes foram convidados a discutir a resolu¢do do
problema propriamente dito. Isto ocorreu com a elimina¢do dos segmentos coincidentes nas
diferentes amarragdes aplica¢do da desigualdade triangular. Essas atividades duraram uma aula
de 50 minutos e estdo expressas nas Cenas Significativas 4 ¢ 5. Finalmente, a interpretagdo da
solug@o ocorreu com a elaboragdo e apresentacdo de uma explicacdo do porqué o método
americano ¢ o que gasta menos cadargo. Essa atividade durou também 1 aula de 50 min e esta

expressa nas imagens da figura 29.

Figura 29: Estudantes explicam a condi¢do de minimalidade do percurso do cadargo

Fonte: O proprio autor
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3.2.3 Pratica 3: Que Escola os Estudantes Querem Para a Reforma do Ensino Médio?

O tema dessa pratica foi motivado pelo movimento de ocupacao das escolas
do Parana, ocorrido em outubro de 2016, visando pressionar o Governo Federal para retirar a
proposta de reforma do Ensino Médio feita via medida provisoria. De acordo a imprensa local,
das 2147 escolas do Parana 850 chegaram a ser ocupadas pelos estudantes, de modo que nessas
escolas as aulas ficaram suspensas e os estudantes organizaram passeatas, palestras e atividades,
visando expor sua posi¢do sobre a proposta de reforma. Entretanto, os estudantes que
promoveram e participaram desses eventos eram na sua quase totalidade do Ensino Médio. Os
estudantes do Ensino Fundamental ficaram em casa e nio participaram das discussdes

promovidas pelos estudantes do Ensino Médio.

A escola em que foram desenvolvidas as praticas de MM 1 e 2 também foi
ocupada pelos estudantes. A pratica 2 foi, inclusive, interrompida por conta disso, sendo
retomada em novembro quando a ocupagdo ja tinha sido encerrada. A ideia de abordar esse
tema nas aulas de matematica ocorreu nesse periodo. Foram dois os motivos que despertaram
meu interesse: primeiro, observei que, mesmo entre os estudantes que realizaram a ocupacao,
havia pouca informagdo sobre os itens da reforma e, segundo, os estudantes do Ensino
Fundamental, inclusive os que estavam desenvolvendo as praticas 1 ¢ 2 de MM, ndo
participaram das discussodes sobre a reforma do Ensino Médio e, na sua maioria, ndo se davam
conta de que seriam os principais atingidos pelos efeitos da reforma, mais atingidos do que os
estudantes que ja estavam no Ensino Médio. Percebi que, em comparagdo com os temas das
praticas 1 e 2, o tema da reforma do Ensino Médio parecia muito mais urgente e relevante,
naquele momento, ser abordado com os estudantes. Com isso, decidi abordar esse tema com
esses estudantes e comecei a pensar numa pratica de MM que viabilizassem essa abordagem.
Em face da exiguidade de tempo e a necessidade de concluir coleta de dados da pratica 2, no
ano de 2016 nao foi possivel abordar o tema da reforma do Ensino Médio. Por isso, esse tema

ficou para ser abordado em 2017, com os mesmos estudantes das praticas 1 e 2.

E como abordamos esse tema com esses estudantes? Para iniciar uma
discussdo com os estudantes sobre o tema, usamos a leitura de uma reportagem'® veiculada pelo
site do jornal Gazeta do Povo, cuja manchete diz “Reforma do ensino médio: entenda o que

muda”. Essa reportagem informa os principais pontos da reforma e os argumentos a favor e

18 (DRECHSEL, 2017)
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contra cada uma desses pontos. O ponto que gerou mais discussdo foi o aumento da carga
horaria que hoje ¢ de 2.400 horas nos trés anos do ensino médio (800 horas por ano) para 4.200
horas (1.400 horas por ano). Com uma conta rapida, os estudantes perceberam que, com essa
nova carga hordria, teriam que permanecer um pouco mais de 7 horas por dia na escola. Com
essa informagdo, procurei encaminhar a discussdo para uma das principais consequéncias da

reforma que ¢ a implantag@o de escolas de Ensino Médio de periodo Integral.

Essa discussdo gerou muito interesse dos estudantes que, na sua maioria, se
posicionaram contra a reforma, entendendo que a escola atual ndo tem condi¢des de atender em
periodo integral. Diante dessa posi¢do dos estudantes, solicitei que eles se organizassem em
grupos de 4 a 5 pessoas para discutir uma proposta de uma escola de Ensino Médio Integral.
Vocé acha que a sua escola esta preparada para atender a reforma do Ensino Médio? Em caso
negativo, que deveria mudar na tua escola para que ela pudesse atender os estudantes do Ensino
Médio em periodo Integral? Estas duas perguntas orientaram as discussdes nos grupos € o
resultado foi muito interessante, pois, a0 mesmo tempo em que afirmavam que a escola ndo
tinha condi¢gdes para atender a reforma, também nao sabiam precisar o qué precisar mudar na
escola. Citaram apenas necessidade de ampliar o refeitdrio e melhorar a qualidade da merenda
escolar. Defenderam também que nenhuma das escolas da regido poderia atender em a reforma,
pois todas atendem atualmente turmas de Ensino Fundamental e Médio e ndo dispde de salas

suficientes para ampliar o periodo do Ensino Médio.

Em razdo dessas afirmacdes dos estudantes, propus a eles que realizassem
uma pesquisa sobre as quatro escolas da regido para saber o numero de estudantes matriculados
no Ensino Fundamental e Médio, o nimero de salas de aula, nimero de quadras esportivas,
bibliotecas, tamanho da 4rea construido, tamanho da area disponivel para construcao e todo tipo
de informagdo que pudesse servir para fazer uma proposta de mudanca nas escolas para atender
a reforma do Ensino Médio. Propus também que pesquisassem algum exemplo de Escola de

Ensino Médio Integral e que estrutura essa escola possuia.

As informagdes sobre as quatro escolas da regido foram obtidas no site da
Secretaria de Educagdo do Parana que mantém atualizadas os dados de todas as escolas do
estado. Capturando imagens aéreas das escolas no Google Earth, os estudantes tiveram acesso
ao tamanho da area construida, aos tipos de construcdes e ao tamanho da area disponivel para
construcdo. Pesquisando na internet os estudantes escolheram a Escola Sesc do Rio de Janeiro

como exemplo de estrutura que uma escola de periodo integral precisa ter. Essa escola dispoe
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de alojamentos para os estudantes, biblioteca, teatro, ginasio coberto, piscina semiolimpica,
campo de futebol, quadras poliesportivas, salas de danga, rede de internet, gindstica e

musculac¢do, dentre outros espagos.

Utilizando essas informagdes os estudantes estimaram que nessas quatro
escolas da regido um total de 1200 estudantes estariam entrando no Ensino Médio em 2019, ou
seja, 0 ano em que eles mesmos entrariam para o Ensino Médio. Utilizando a escala das imagens
acreas obtiveram a distancia entre essas escolas e a distdncia entre cada escola e a casa de cada
membro do grupo. Ao efetuar o calculo da area construida em cada escola, os estudantes
perceberam que as escolas mais antigas foram construidas na forma de retangular mais
comprida e mais estreita, enquanto as escolas construidas mais recentemente possuem formas
retangulares menos comprida e mais largas. Essa observag@o veio acompanhada da constatagao
de que essas construgdes mais recentes aproveitam melhor o “espaco”, pois possuem areas
maiores com menos perimetro. Perceberam também que as escolas sdo relativamente proximas
uma da outra e que nenhuma possui salas de aulas suficientes para atender os estudantes do

Ensino Médio em periodo Integral.

Com essas informagdes, conduzi as discussdes com os estudantes
elaborassem propostas para a implantagdo do Ensino Médio Integral nas quatro escolas da
regido. Entre as propostas, chegamos ao consenso de que as quatro escolas atuais deveriam
atender exclusivamente os estudantes do Ensino Fundamental ¢ uma nova escola deveria ser
construida para atender os estudantes do Ensino Médio Integral. Levantamos também, com
esses estudantes, trés questdes que deveriam ser investigadas para a elaboragdo de um projeto
de escola de Ensino Médio Integral. A primeira questdo ¢ como distribuir os estudantes do
Ensino Fundamental entre as quatro escolas da regido? A segunda, qual é o melhor local para
construir uma escola de Ensino Médio Integral? A terceira e ultima questdo ¢ como deve ser
uma escola de Ensino Médio Integral? Com isso, passamos a organizar a abordagem dessas
trés questdes nas aulas de Matematica. Vejamos a seguir como organizamos o encaminhamento

da investigacdo dessas questdes com os estudantes.

A primeira questdo refere-se ao problema de dividir a regido atendida pelas
quatro escolas em Areas de Abrangéncias e, por isso, organizamos material para que 0s
estudantes pudessem investigar como distribuir os estudantes em dreas de abrangéncias das
escolas. O primeiro material ¢ um texto de uma pagina sobre o Sistema de Georreferenciamento

empregado pela Secretaria de Educagdo para direcionar os estudantes da rede publica a escola
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estadual mais proxima de sua residéncia. O texto informa que esse Sistema utiliza o conceito
de Area de Abrangéncia para relacionar as residéncias e vagas escolares segundo o critério de
proximidade. Cada escola tem sua Area de Abrangéncia que estabelece os limites da regifio em
seu entorno, abrangendo as residéncias que estdo mais proximas dessa escola do que de
qualquer outra do mapa. O mapeamento das escolas e residéncias e sua divisdo em Areas de
Abrangéncia sdo feitos utilizando a conta de energia elétrica, de modo que cada poste de luz é
georreferenciado. O segundo material distribuido aos grupos ¢ uma folha com uma imagem
extraida do Google Earth de uma fotografia aérea da regido das quatro escolas. Com esses dois
materiais, os grupos foram orientados pelo professor a estabelecer critérios para dividir no mapa

a regido em quatro Areas de Abrangéncias, uma para cada escola.

A partir da apresentacdo desses critérios pelos grupos de estudantes,
direcionamos a discussdo em torno desses critérios para introduzir o Diagrama de Voronoi
como método para obter Areas de Abrangéncias. Esse diagrama consiste numa representacio
geométrica obtida na divisdo de uma regido em um conjunto de areas de abrangéncia
estabelecendo relagdes de proximidades entre si. Por exemplo, relagdes de proximidade entre
uma empresa com seus concorrentes ou de uma unidade de servigo publico com as outras
unidades que prestam o mesmo tipo de servigo. Determinar a drea de abrangéncia de hospitais,
escolas, policia ou bombeiro ¢ importante para melhorar a acessibilidade da populacdo aos
servigcos, garantir uma igualdade na distribuicdo dos recursos além de reduzir os custos e

otimizar a utiliza¢do de equipamentos e servicos.

Figura 30: Exemplos de diagramas de Voronoi com oito sitios e oito células

Fonte: O proprio autor

Interpretando as unidades de servigos como pontos ¢ as areas de abrangéncia

como regides disjuntas de um plano geométrico, esse problema pode assim ser enunciado: dado
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um numero finito de pontos distintos (sitios) de um plano, decomponha esse plano em regides
disjuntas (células) contendo cada uma exatamente um sitio de modo que todos os outros pontos
dentro da célula estejam mais perto do sitio de sua célula do que de qualquer outro sitio. Mais
formalmente: seja P = {py, 03, ..., Pn} 0 conjunto de n pontos (sitios) num plano. Queremos
subdividir esse plano em n células de tal modo que cada célula contenha exatamente um sitio.
Um ponto arbitrario (x,y) desse plano pertence a célula correspondente a um sitio p; com

coordenadas (xpl-, ypi) se e somente se

\/(x — )+ (7= vp)” < J(x —x5) +(=w) @

para todo pjcom j #i,1 <j,i <n. Isto ¢, a distdncia euclidiana a partir de (x,y) para

qualquer outro local é maior do que a distancia de (x,y) a p;.

Se os limites das células assim definidas sdo compostos de semirretas ou
segmentos que formam poligonos convexos, entdo a resolugdo desse problema consiste em
determinar essas semirretas e segmentos. No argumento que se segue mostramos como esses
limites podem ser obtidos pelas mediatrizes dos segmentos que unem cada par de sitios. Em
sua definicdo mais usual, a mediatriz do segmento AB ¢ a reta perpendicular a esse segmento
que passa pelo seu ponto médio M. A sua propriedade mais importante ¢ que todo ponto da

mediatriz de AB equidista de A e B.

Figura 31: Segmento AB e sua mediatriz r

Fonte: O proprio autor

Essa propriedade pode ser demonstrada pelo seguinte argumento: seja 7 a

mediatriz de AB, M o ponto médio de AB e P um ponto de r. Pelo caso de congruéncia LAL,
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os triangulos PMA e PMB sao congruentes. Longo, PA = PB. Nesse caso, vale a reciproca da
implicagdo, ou seja, todo ponto fora da mediatriz ndo equidista de A e B. Isso significa que a
mediatriz r divide o plano em dois semiplanos cada um contendo uma das extremidades de AB
de modo que se um ponto estd num desses semiplanos, entdo ele estd mais proximo da
extremidade contida nesse semiplano do que da extremidade contida no outro semiplano. A
mediatriz define, portanto, uma relagdo de proximidade entre os pontos do plano e as
extremidades A e B. Essa propriedade define um método que permite construir o Diagrama de
Voronoi. O quadro da figura 32 ilustra a aplicagdo desse método na decomposi¢do de um plano

em cinco regides.

Figura 32: Sequéncia de construcio de um Diagrama de Voronoi
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Fonte: O proprio autor

Para encaminhar a abordagem do Diagrama de Voronoi, primeiro propus aos
estudantes o problema de obter as Areas de Abrangéncias para o caso de duas escolas e, com
isso, orientamos os estudantes na construgdo da mediatriz e identificagdo de suas propriedades
geométricas. Depois propus o mesmo problema para o caso de trés escolas e, em seguida, para
quatro escolas e, desse modo, orientei os estudantes no método de obter Areas de Abrangéncias
com o Diagrama de Voronoi. Questionei os estudantes sobre a necessidade de assumir hipoteses
simplificadoras para empregar o Diagrama de Voronoi como um modelo matematico.
Interpretar a realidade topografica da regido como um plano geométrico, supor que a populacio
dessa regido estd homogeneamente distribuida sobre esse plano, que cada escola a mesma
capacidade de atendimento e que o caminho mais curto entre dois locais ¢ sempre dado por um
segmento de reta, significa adotar hipoteses que simplificam e estruturam a representagdo da

situacdo real convertendo-a numa idealizagdo geométrica.

Figura 33: Estudantes investigam como dividir um mapa regides, utilizando o Diagrama de Voronoi
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Fonte: O proprio autor

Por sua vez, investigar onde construir uma escola de Ensino Médio Integral

na regido viabilizou a organizac¢do de atividades para abordar com os estudantes o conceito de
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centro de uma populagdo. Esse conceito ¢ uma ampliagdo do conceito usual de centro
geométrico ou centroide. Investigar o centro de uma populagado distribuida sobre uma regiao do
mapa ¢ um modo empregar a nocdo de centro geométrico como um modelo matemadtico e, por
isso, ¢ um modo de enriquecer a aprendizagem da nog¢ao de centro no Ensino Fundamental que

¢é tradicionalmente identificado como o centro do circulo.

Mas, como o centroide pode ser usado como um modelo matematico para
investigar o centro de uma populagdo? A nocdo de centroide pode ser entendida como uma
posicdo média de uma forma geométrica ou de uma distribuicdo de formas. O centroide de um
retangulo, por exemplo, é o ponto desse retangulo com a seguinte propriedade: toda reta que
passa por esse ponto divide o retingulo em duas regides de mesma area. E nesse sentido que o
centroide ocupa uma posicdo média da figura. O ponto médio de um segmento de reta e o
baricentro de um tridngulo sdo dois outros exemplos de centroide de uma forma geométrica. E

justamente o significado do centroide como posicdo média de uma forma geométrica que

viabiliza seu uso na investiga¢do da distribuicdo espacial de uma populacdo.

Em particular, a nocdo de centroide pode ser empregada para investigar dois
fendmenos geograficos importantissimos que sdo a acessibilidade e a dispersdo. Determinar a
localizag@o de equipamentos publicos de modo que sejam acessiveis a populagdes definidas e
caracterizar a dispersdo dos fendmenos em torno de um ponto € util para resumir a dispersao
espacial dos individuos em torno de um local definido. Por exemplo, se a dispersdo de
individuos com uma certa doenga ¢ menor em torno de um determinado local, isto pode

significar que o risco de desenvolver essa doenga ¢ maior em posi¢gdes proximas a esse local.

Segundo Rogerson (2012), a no¢do de centroide de uma populagdo é um
pouco diferente de centroide de um poligono porque, enquanto no poligono o centroide ocupa
uma posicdo média em relacdo a sua area, o centroide da populagdo ocupa uma posi¢ao média
em relacdo a localizacdo de cada individuo. Assim, se cada individuo de uma populag¢do pode
ser identificado espacialmente pelas coordenadas x e y, entdo as coordenadas x e y do centroide
dessa populacdo podem ser calculadas pela média aritmética das coordenadas x e y de todos os
individuos dessa populag¢do. Mas, se uma populacao esta distribuida em n sub-regides (bairros,
cidades, escolas), de modo que o centroide da sub-regido i, com 1 < i <n, ¢ localizado
espacialmente pelas coordenadas x; e y; € o nimero de pessoas que vivem nessa sub-regido ¢
w;, entdo, tomando cada valor de w como um peso da sub-regido i, a média ponderada das

coordenadas x e y fornecem a localizacdo do centro médio da populacao, isto é:
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Conceitualmente, esse modo de calcular o centro médio de uma populacao
pressupde uma simplificacdo, a saber, que toda a populagdo da sub-regido i vive concentrada
no centroide dessa sub-regido. A variacdo na localizacdo do centro médio da populagdo de um
pais, por exemplo, fornece uma compreensao sobre como se dd a migragao nesse pais. Além
disso, segundo Rogerson (2012), o centro médio tem a propriedade de minimizar a soma dos
quadrados das distancias que as pessoas devem viajar para chegar ao centro médio. Assim, se
um hospital fica localizado no centro médio da populagdo de uma cidade, entdo a soma dos
quadrados das distancias entre a localizagdo das pessoas e esse hospital ¢ a menor possivel.
Embora essa minimizagao nao seja a ideal, pois a melhor seria minimizar a soma das distancias,
ao invés da soma dos quadrados das distancias, o centro médio é uma boa aproximacao para se

determinar a localizagdo da escola de Ensino Médio Integral.

Com relacdo aos encaminhamentos didaticos adotados para investigar com os
estudantes onde construir uma escola do Ensino Médio Integral na regido. Essa investigacao foi
realizada em grupos de 4 a 5 estudantes que, em posse de um mapa da regido ¢ de um texto
contendo informag¢des sobre o numero de estudantes matriculados em cada escola, buscaram
estabelecer critérios para determinar um local para a constru¢do da nova escola. Inicialmente,
os grupos sugeriram diferentes critérios, como por exemplo, o local escolhido deveria: (i) ser
um terreno grande e sem construgdes; (ii) estar proximo do terminal de Onibus urbano
rodovidrio; (7ii) estar proximo das atuais quatro escolas existentes; e (iv) estar préximo do centro

do mapa da regido.

Discutimos com os estudantes a possibilidade de adotar todos ou em parte
esses critérios e solicitamos que ordenassem esses critérios segundo a importancia de cada um.
Argumentamos também que se os estudantes iriam, no Ensino Fundamental, estudar na escola
mais proxima de sua casa, seria razoavel que a escola de Ensino Médio fosse construida mais
proxima das quatro escolas, ou seja, o critério de proximidade com as quatro escolas atuais
deveria ter prioridade. Além disso, o nimero de estudantes de cada uma dessas escolas ¢
importante porque quanto mais estudantes uma escola tem mais proxima dela deveria ser
construida a nova escola do Ensino Médio. Assim, chegamos ao consenso de que o nimero de

estudantes deveria ser um peso para aproximar a localizagdo da nova escola.
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Figura 34: Estudantes determinam o centroide da lata e centro médio das escolas

Fonte: O proéprio autor

Apos o estabelecimento desses dois critérios, ou seja, proximidade com as
escolas atuais e numero de estudantes dessas escolas, questionei os estudantes como levar em
conta esses dois critérios para determinar o local da escola de Ensino Médio? Com esse
questionamento, procurei direcionar os estudantes para o uso de um sistema de coordenadas
para determinar o centro da populacdo. Discutimos o caso em que houvesse apenas duas escolas
e, com isso, a determinamos o local calculando a média ponderada das coordenas x ¢ y. Em
seguida, discutimos como generalizar esse calculo e considerar um numero maior de escolas.
Com essa discussdo, encaminhamos a sistematiza¢do do método empregado para calcular o
centro médio de uma populagdo. Cada escola foi considerada uma sub-regido ¢ o seu nimero
de estudantes foi tomado como a populagdo dessa sub-regido. A localizagdo de cada escola foi
tomada como o centroide dessa sub-regido. A sistematizacdo desse método viabilizou o célculo

das coordenadas do local para a constru¢@o da escola de Ensino Médio Integral.

A terceira questao que investigamos com os estudantes € como deve ser uma
escola de Ensino Médio Integral? Esta questdo investigada com os estudantes levou em conta
0s aspectos estruturais que devem ter uma escola para atender estudantes de Ensino Médio em
periodo Integral (salas de aulas, alojamentos para os estudantes, piscina, sala de musica,
restaurante, teatro, biblioteca, quadra coberta, campo de futebol, dentre outros). Ficou decidido
que cada grupo elaboraria um projeto em planta baixa e construiria uma maquete com esses
elementos. Desse modo, os estudantes foram orientados a discutir como deveria ser a forma
dessas construgdes, tendo em vista o problema de otimizar essas construgdes, ou seja, area
maxima com o menor perimetro possivel. Como ja dissemos, quando os estudantes efetuaram
as medidas das areas construidas das quatro escolas da regido, eles perceberam que as escolas
mais antigas possuem formatos retangulares “mais compridos” e “mais estreitos” do que as
escolas mais novas. A observagao desse fato fez com que os estudantes considerassem a relacio

entre comprimento e largura para avaliar a otimizac¢do dos espagos na elaboracgio do projeto de
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escola do Ensino Médio Integral. Propomos, entdo, aos estudantes uma investigacido sobre a

variagdo da area de retdngulos de perimetro fixado quando seu comprimento e largura variam.

Para encaminhar essa investigacdo, discutimos com os estudantes a variagdo
da area de um retdngulo de comprimento c e largura [ em que a soma ¢ + [ ¢ fixadaem 12 cm,
ou seja, o perimetro € fixado em 24 cm. Construindo uma tabela (ver figura 35), os estudantes
puderam perceber que a drea maxima se da quando ¢ = [ = 6 cm, ou seja, quando se tem um

quadrado de lado 6 cm. Depois, os estudantes investigaram a relagdo entre as porcentagens

Largura Area

: - ——. Construindo um grafico de barras verticais (figura 35), os estudantes
Comprimento  Area Maxima

puderam perceber que se a largura ¢ 50% do comprimento, ou seja, se l =4 cm e c = 8 cm,
entdo a area do retingulo é 88,9% da 4rea maxima, pois a 4rea maxima, neste caso, é de 36 cm?
¢ a 4rea do retdngulo 4 cm X 8 cm ¢ de 32 cm?. Essa investiga¢do permitiu discutir com o0s
estudantes a possibilidade de elaborar um modelo grafico e uma escala para avaliar a otimizacao

dos espagos em prédios escolares.

Figura 35: Registros da discussio sobre a otimizacio da area de retingulos de mesmo perimetro.

Fonte: O proprio autor

Esse modelo, estabelecido com os estudantes fundamenta-se no seguinte
argumento: se um retdngulo possui comprimento ¢ e largura [, entdo sua area é A = cl e seu
semiperimetro € p = ¢ + [. Mantendo seu perimetro fixado e variando c e [, percebemos que a

area maxima que esse retdngulo pode atingir ¢ quando comprimento e largura forem iguais, ou

2
. c+l ~ , , . , c+l
seja, Cmax = Lmax = p/2. Como g = = entdo a drea maxima sera dada por Apax = (T) .

. ~ A 4cl
Com essas informagdes, pode-se escrever -——— = ———7 . Se, no segundo membro dessa
max

41

o e . A
equagio, dividirmos o numerador e denominador por ¢, teremos = “— que pode ser

e~ ()
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41

-y ~ A
= —<—. Esta tltima expressdo ¢ um modo de escrever
max (1+£) Amax
C.

reescrita como em funcdo de

l A
= Escrevendo y = 7

l ~ 4x .
€ X =, temos a expressao y = T Atribuindo valores para x e
max

1+x)
calculando os valores de y, podemos estudar o comportamento dessa fun¢io construindo o seu

grafico, conforme ilustra a figura 36.

Figura 36: Grafico da funcio que descreve a otimizacio da area de retingulos de mesmo perimetro.
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Fonte: O proprio autor

Os estudantes construiram, para essa funcdo, uma “versdo” grafica em barras

verticais (ver figura 37). Analisando esse grafico, os estudantes puderam perceber que a area
A . . ! .
do retangulo cresce e atinge seu valor maximo quando o= 1, ou seja, quando a largura e

comprimento sdo iguais. Depois desse valor maximo, o valor da 4rea decresce mais lentamente.
Com esse grafico de barras verticais, os estudantes puderam avaliar que, para um retangulo ter
70% ou mais da area maxima, sua largura deveria ser, no minimo, 30% do comprimento. Assim,
os estudantes consideraram esse limite um valor razodvel para empregar na elaboracdo do
projeto da escola de Ensino Médio Integral. Por exemplo, se um espago da escola tem a forma

retangular entdo a relag@o entre o menor e o maior lado deve ser igual ou superior a 30%.
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Figura 37: Graficos de barras verticais, utilizados pelos estudantes

Fonte: O proprio autor

Em vista da relevancia do tema investigado nessa pratica de MM para os
demais estudantes da escola, organizamos uma apresentacdo das maquetes e a discussdo entre
estudantes e professores da escola sobre a necessidade de compreender os problemas
relacionados a implantagdo da reforma e do Ensino Médio Integral. Em particular, o problema
da falta de estrutura das atuais escolas para efetivar essa implementagdo. Dessa discussao,
surgiu algumas propostas que foram encaminhadas aos 6rgdos competentes da Secretaria de

Educac¢do do Parana.

Figura 38: Apresentacio das maquetes das escolas e dos painéis sobre a pratica de MM

Fonte: O proprio autor

3.3 SOBRE O REGISTRO, ORGANIZACAO E ANALISE DOS DADOS

Priorizar a descri¢do dos gestos linguisticos dos estudantes e a descricdo do
modo como esses gestos implicam em significagdes conduzem a adogio, para esta investigacao,
de dois instrumentos de coleta de dados: (i) um relato individual no qual os estudantes podem

expressar discursivamente como perceberam que sua aprendizagem geométrica ocorreu em
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cada pratica de MM, e (ii) a filmagem da atuagdo dos estudantes em cada pratica de MM, de
modo a registrar como suas falas, gestos, comunicagdes intersubjetivas, movimentagdes
corporais, escritas, desenhos, produzem significagdes para a geometria e para o tema
investigado. A utilizagdo desses dois instrumentos de coleta de dados tornou necessaria a
elaboracdo de dois modos de organizagdo desses dados: os discursos extraidos dos relatos dos
estudantes estdo organizados em Quadros e as os dados coletados com a filmagem foram
organizados em Cenas Significativas. Esses dois modos de organiza¢ido dos dados viabilizam a

efetivacdo da chamada Andlise Ideogréfica.

A Analise Ideografica' se refere, segundo Bicudo (2011, p.58), “ao emprego
de ideogramas, ou seja, de expressoes de ideias por meio de simbolos”. A Analise Ideografica
busca dar visibilidade as ideias expressas nas descri¢cdes, destacando dessas descrigcdes as
Unidades Significativas. Essas Unidades Significativas resultam da leitura atenta das descri¢des
em sua totalidade na qual o pesquisador procura pelo sentido das experiéncias vividas pelo
sujeito. Esse sentido se mostra em unidades que sdo evidenciadas “diretamente na descri¢do
sempre que o pesquisador perceber uma mudanca relevante no significado da situacdo vivida e

relatada pelo sujeito” (BICUDO, 2011, p.57).

As Unidades Significativas sdo estabelecidas, resumindo e destacando os
sentidos da descri¢do e colocando em frases “indicando momentos distinguiveis na totalidade
do texto da descricao” (BICUDO, 2011. p.57). As Unidades Significativas, portanto, ndo estdo
prontas na descri¢do, mas sdo articuladas pelo pesquisador que descreve as expressdes dos
sujeitos em uma linguagem predicativa e compativel com aquela do campo de inquérito do

pesquisador.

Vamos mostrar como efetuamos, neste trabalho, a Andlise Ideografica das
Cenas Significativas e dos Quadros de Discursos. As Cenas Significativas sdo, na abordagem
fenomenoldgica, recortes mais amplos das transcrigdes da filmagem que amarram varios
significados em seu movimento. Esses recortes sdo de grande importancia diante da
interrogacdo formulada, pois revelam um nucleo de significado, isto ¢, um “pdlo de
convergéncia de falas, gestos, fisionomias, compreensdes intersubjetivas, entre outros atos de

expressao” (DETONI e PAULO, 2011, p.102) que permite ao pesquisador destacar as Unidades

19 A andlise Ideografica também é chamada de Idiografica que vem de idiossincrasia, do que é muito individual.
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Significativas do fendmeno investigado. Portanto, cada cena se constitui numa totalidade de
sentido, num nucleo de significacdo, que permite compreender seu desenvolvimento e seu
desfecho. E, no préprio enredamento da Cena podemos destacar os sentidos a que interrogacao
interroga, ou seja, permite destacar as Unidades Significativas que revelam, em cada cena,

indicios do investigado.

Assim, as Cenas Significativas estdo, neste trabalho, organizadas em quadros
com duas colunas, contendo o codigo da Unidade Significativa de Cena e as Expressdes dos
Sujeitos na Cena. Seguida de cada Unidade de Cena, acrescentamos uma linha para explicitacio
da Unidade Significativa da Cena, conforme ilustra o quadro da figura 39. A leitura atenta de
cada um desses quadros, buscando extrair os sentidos solicitados pela interrogacdo de pesquisa,
conduzem a explicitacio das Unidades Significativas da Cena (USC). Essas Unidades
Significativas das Cenas sdo descritas na forma de asser¢des e codificadas sequencialmente, de
modo que o primeiro digito indica a pratica, o segundo indica a cena e o terceiro indica a
unidade significativa. Assim, o cddigo USC.1.3.15, indica a décima quinta USC, destacada da

cena 3 que foi extraida da prética 1.

Figura 39: Quadro das Cenas Significativas e suas USC

Codigo da USC Expressoes dos sujeitos
Cddigo da Diélogos, gestos, movimentagdes
Unidade de Cena corporais, registros escritos ou graficos.

Explicitando a Unidade
USC.x.y.z Significativa da Cena

Fonte: O proprio autor

Os Quadros de Discursos, por sua vez, foram extraidos dos relatos individuais
dos estudantes. Esses relatos foram obtidos mediante a solicitagdo feita numa folha pautada
contendo em seu cabecgalho o seguinte enunciado: fente se lembrar das coisas que vocé
aprendeu nessa atividade e descreva, o mais detalhadamente que vocé puder, as situagoes nas
quais essa aprendizagem ocorreu para vocé. Com esse enunciado, visamos destacar a
percepcdo dos estudantes de como se deu ndo apenas a aprendizagem geométrica ou a
aprendizagem do tipo conceitual, mas também a aprendizagem de habilidades para fazer MM

de tudo o que se mostra como aprendizagem para os estudantes.
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A partir da leitura cuidadosa desses relatos, destacamos as Unidades de
Discurso. Essas Unidades sdo recortes escaneados (digitalizados) desses relatos e, portanto,
estdo escritas na linguagem dos estudantes. Para que sejam articulados seus diferentes sentidos,
essas Unidades sdo reescritas em assergdes articuladas na linguagem do pesquisador e, com
isso, obtém-se as Unidades Significativas do Discurso. Esse movimento ¢ organizado em
Quadros de Discursos. Nesses Quadros, as Unidades Significativas de Discurso s@o codificadas
sequencialmente, iniciando com a sigla USD seguida do primeiro digito, indicando a pratica de
MM e o segundo digito indica a Unidade Significativa de Discurso. Assim, o cédigo USD.2.13,
por exemplo, indica a décima terceira Unidade Significativa de Discurso de um relato feito
sobre a pratica 2 de MM. Organizamos a apresentacdo desse movimento de Analise Ideografica
em Quadros de Discursos contendo com trés linhas, conforme ilustra a figura 40. A primeira
linha contém o cédigo da USD, a segunda contém a Unidade de Discurso, escrita na linguagem
dos estudantes, e a terceira linha contém a Unidade Significativa de Discurso, escrita na

linguagem do pesquisador e na forma de asser¢des que articulam os sentidos da Unidade de

Discurso.

Figura 40: Quadro de Analise Ideografica das Unidades Significativas de Discurso

Codigo da USD USD.x.y

Discurso extraido dos relatos escritos

ARG G LSO na linguagem dos estudantes.

Os discursos escritos na linguagem dos estudantes
sdo reescritos na linguagem do pesquisador,
explicitando o sentido da unidade de discurso.

Assercoes
Articuladas da USD:

Fonte: O proprio autor

A obtencdo das Unidades Significativas USD e USC constituem a Analise
Ideografica e viabilizam o movimento de andlise que busca explicitar a estrutura do fendémeno,
a chamada Andlise Nomotética. Segundo Machado (1994, p.42), “o termo nomotético deriva-
se de nomos, que significa uso de leis, portanto, normatividade ou generalidade, assumindo um
carater de principio ou lei”. Portanto, a Andlise Nomotética diz do movimento de redugdes
sucessivas que busca a transcendéncia dos aspectos individuais da andlise ideogrdfica, ou seja,

busca as grandes convergéncias ou Nucleo de Ideias que revelam a estrutura do fendmeno.
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Segundo Bicudo (2011), a Andlise Nomotética solicita insights dados pela variacdo
imaginativa, procedimento no qual sdo imaginadas variagdes das caracteristicas do fenomeno
para destacar as que sdo essenciais, as que limitam sua identidade. Esse procedimento, portanto,
toma os individuais como casos de compreensdes mais gerais, mediante redugdes sucessivas.
Em resumo, a Analise Nomotética parte do sentido que as Unidades Significativas USD e USC
expdem e avanca em busca de convergéncias, mediante redugdes sucessivas, até obter os

grandes invariantes: os Nucleos de Ideias que revelam a estrutura do fendmeno investigado.
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4 ANALISE IDEOGRAFICA: EXPLICITANDO UNIDADES DE SIGNIFICADO

Este capitulo visa apresentar as Unidades Significativas obtidas na Analise
Ideografica dos Quadros de Discursos e das Cenas Significativas. Primeiro, vamos apresentar
as Unidades Significativas de Cena (USC). As Cenas Significativas constituem-se de recortes
das filmagens em que observamos expressdes coletivas ou individuais que fazem sentido ao
que o pesquisador busca compreender, ou seja, fazem sentido como aprendizagem da geometria
em praticas de MM. A Analise Ideografica dessas Cenas € apresentada em quadros, conforme
mostra a figura 39. Esses quadros apresentam as expressdes dos sujeitos e comentarios do
pesquisador no contexto da Cena. Os sentidos a que remetem essas expressdes € esses
comentarios sdo articulados pelo pesquisador numa asser¢cdo que chamo de Unidade

Significativa da Cena (USC).

Em seguida, explicitamos as Unidades Significativas de Discursos (USD)
extraidas dos Quadros de Discursos. Esses Quadros sdo constituidos de recortes dos relatos
elaborados individualmente pelos estudantes como resposta a seguinte solicitagdo: tente se
lembrar das coisas que vocé aprendeu ao longo dessa atividade e descreva em detalhes, tanto
quanto possivel, as situagdes nas quais essa aprendizagem ocorreu para vocé. Esses recortes,
que chamo de Unidades de Discurso, estio escritos na linguagem dos estudantes e, por isso, sdo
reescritos na linguagem do pesquisador que buscar articular os sentidos de cada Unidade de
Discurso numa asser¢do. Essa asser¢do é o que identificamos e codificamos como Unidade
Significativa de Discurso (USD). Todo esse movimento € organizado em Quadros, conforme

ilustra a figura 40.

4.1 ANALISE IDEOGRAFICA DA PRATICA 1

Para efetivar a Andlise Ideografica da pratica 1, apresentamos e analisamos 4
Cenas Significativas que percebemos a manifestacdo da aprendizagem da geometria em praticas
de MM. Além disso, essas Cenas também apontam sentidos que os relatos ainda ndo mostram.
Com relacdo aos relatos, selecionamos 10 relatos (ver Apéndices), dos quais extraimos 12
Unidades de Discurso. Embora sejam 52 o numero de relatos obtidos para essa pratica de MM,
escolhemos apenas 10 relatos para serem analisados porque isso torna a apresentac¢do dos dados

mais curta € menos repetitiva.
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4.1.1 Unidades Significativas das Cenas da Pratica 1

Cena 1: Compreensdes acerca das condi¢des de equilibrio de objetos

A cena mostra o trabalho do grupo formado pelos estudantes Lucas, Felipe,
Wellington e Daniel que, apds conseguirem determinar as quantidades maximas e minimas de
liquido com as quais a lata de refrigerante fica em equilibrio, trabalham na elaboracdo de uma
explicagdo para o fato de que somente entre essas quantidades a lata fica em equilibrio. Sem
conseguir uma explicagdo satisfatoria, o grupo decide chamar o professor para pedir ajuda.
Wellington comeca explicando o que pensou e, em seguida, o professor procura ajudar o grupo

comparando o equilibrio da lata com o equilibrio de outros objetos.

Quadro 1: Descricdo da Cena 1 da Pratica 1

Codigo da

uscC Expressoes dos sujeitos

Figura 41: Estudantes estudam as condicdes de equilibrio da lata

WELLINGTON: Eu acho que... é porque... quando tem bastante dgua..., ela passa
acima... do nivel de equilibrio e quando tem pouca dgua, fica abaixo do nivel de
equilibrio.

(Wellington fala, procurando com dificuldade as palavras, estende a mao aberta
virada para baixo para acentuar a palavra nivel, levanta e abaixa a mdo,
respectivamente, na prontincia de acima e abaixo.

O estudante utiliza gestos corporais € emprega intuitivamente as nogdes de
USC.1.1.01 | altura, nivel da 4gua, nivel de equilibrio para expressar sua compreensao
sobre as condi¢des de equilibrio da lata.

PROFESSOR: E... tem a ver com isso, mas pensa no seguinte, 6, se vocé pegar

um objeto, como um caderno desses ou um livro que seja, pra vocé colocar ele
em equilibrio, apoiado no dedo, vocé precisa colocar o dedo onde?

WELLINGTON: No meio! (Wellington expressa se reposicionando seu corpo na
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dire¢@o do professor e enfatizando a palavra meio).

PROFESSOR: E, por que, se vocé apoiar o dedo aqui na ponta, o caderno ndo
fica em equilibrio?

WELLINGTON: ...porque é mais pesado daquele lado, ali! (Wellington enfatiza
a pronuncia de ali com um gesto de indicagdo com o dedo)

O estudante percebe no exemplo discutido pelo professor uma possibilidade
USC.1.1.02 e o :
de compreender as condig¢des de equilibrio dos objetos.
DANIEL: Professor! Professor! O Lucas consegue equilibrar o livro, girando na

ponta do dedo! Mostra ai, Lucas! (Daniel fala com convic¢do e entusiasmo,
enfatizando a palavra girando com o gesto de girar o dedo indicador)

Figura 42: Lucas gira o caderno com o dedo apoiado no ‘centro geométrico’ do
caderno

%5 "\." b ; i

| i,
O professor utiliza a performance do Lucas para retomar a discussdo sobre centro
de gravidade e o ponto de equilibrio.

PROFESSOR: Beleza, Lucas! Entdo, vamos ld ... para que o Lucas mantenha o
caderno em equilibrio, ele precisa manter o dedo no centro do caderno. Por que...
no centro?

WELLINGTON: (...) porque ele manja do bagulho ... porque ele divide o peso do
caderno no centro. (Wellington gesticula para enfatizar a palavra divide)

A interacdo entre os membros do grupo faz com seus membros se
aproximem da compreensdo de que as condi¢des de equilibrio dos objetos
dependem da distribuicdo simétrica dos seus pesos em relagdo ao ponto de
apoio.

USC.1.1.03

O professor tenta retomar a discussdo sobre a experiéncia em que a lata fica em
equilibrio.

PROFESSOR: Entdo, no caso da dgua, por que so nessa quantidade ... nesse
intervalo, a lata fica em equilibrio?

FELIPE: ... porque fica dividido? (da énfase a palavra dividido).

PROFESSOR: O qué ... que fica dividido?
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FELIPE: 4 lata fica em equilibrio porque o peso fica dividido! E porque o peso
da dgua fica dividido... o que tem de peso de um lado, tem que ser a mesma coisa
do outro. (Felipe enfatiza a prontincia de um lado ¢ do outro, gesticulando a mao
para um lado e para outro lado)

O professor retoma apresentada pelo Felipe para discutir a relagdo entre o
equilibrio e a linha vertical que passa pelo centro de gravidade da lata.

PROFESSOR: ..., mas o peso da dgua fica dividido onde ..., ai na lata?

Felipe pega uma folha com a imagem de uma lata de refrigerante inclinada sobre
sua borda para responder a pergunta do professor.

FELIPE: ...6, porque tem quantidades iguais dos dois lados da lata entre a base,
a base da dgua, tipo aqui 6, aqui ... aqui é a base...e tem quantidades iguais de
dgua aqui e aqui 0... entdo passando desse nivel mais ou menos aqui, o... que é
nesse nivel... ele ja comeca a desequilibrar a lata... porque ndo sdo mais
quantidades iguais.

Figura 43: Felipe explica as condi¢des de equilibrio, utilizando uma imagem da lata
inclinada

As ideias desenvolvidas anteriormente sdo retomadas e rearticuladas pelo
USC.1.1.04 | estudante, mostrando a realiza¢do de uma sintese da compreensao do grupo
sobre as condi¢des de equilibrio da lata.

Essa cena mostra duas compreensdes para as condi¢des de equilibrio. A
primeira é expressa na fala de Wellington que usa a ideia de “nivel de equilibrio” para se referir
a altura do nivel da 4gua nas quantidades maxima e minima em que a lata fica em equilibrio.
Assim, ele entende que ha dois niveis de equilibrio. Quando a lata tem muita dgua e o nivel
dessa agua fica acima do “nivel de equilibrio”, entdo a lata cai. E, quando a lata tem pouca dgua
e o nivel dessa agua fica abaixo do nivel de equilibrio, entdo a lata cai. A segunda compreensdo
¢ expressa na fala de Wellington indicando que a assimetria do peso ¢ a causa do desequilibrio
do livro apoiado no dedo. Com isso, Wellington percebe a possibilidade de vincular a ideia de

equilibrio a distribuicdo simétrico do peso. Essa ideia ¢é utilizada explicitamente por Felipe
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quando, utilizando gestos, indica na imagem da lata, a linha que passa pela base de apoio e

afirma que ela divide o peso em duas partes iguais.

Assim, a sequéncia de didlogos dessa cena mostra duas mudangas
significativas na compreensdo dos estudantes sobre as condi¢des de equilibrio de um objeto. A
primeira mudanga € a percepg¢do de que essas condi¢des de equilibrio dependem da distribuigdo
simétrica do peso do objeto em relacdo ao ponto de apoio. Essa compreensdo € expressa na
experiéncia com o livro. Mas, a no¢ao de peso que os estudantes empregam ¢ intuitiva, ou seja,
o equilibrio ndo é percebido como resultado de anulagdo de forcas. Assim, quando utilizam a
nocdo de peso para explicar o equilibrio da lata eles recorrem a simetria fisica da lata ou a
simetria da drea da imagem representada no papel. Os gestos empregados nessa explicacdo
mostram que compreensdo do equilibrio encaminha para uma abordagem geométrica. Neste
sentido, essa cena manifesta a aprendizagem da geometria como desdobramento uma

compreensdo prévia que direciona a investigagdo na MM para uma abordagem geométrica.

Cena 2: Obtenc¢ao de medidas e construcio do corte vertical da lata

A cena mostra o trabalho realizado com todos os grupos no qual o professor
procura discutir coletivamente a necessidade de construir uma representagdo bidimensional da
lata de refrigerante inclinada para se determinar seu ponto de equilibrio. A obtencdo das
medidas necessarias para a constru¢@o do corte vertical que “mostre” os detalhes do interior da
lata, nas quantidades méaxima e minima de liquido com as quais ela fica em equilibrio, também
¢ discutida nesta cena. O professor inicia a aula discutindo coletivamente, ou seja, com todos
os grupos, a necessidade de se construir uma representagdo bidimensional que ajude a
determinar a linha de gravidade e o centro geométrico da parte da lata com a dgua. Também ¢

discutido quais medidas devem ser obtidas e como obté-las.

Quadro 2: Descri¢cdao da Cena 2 da Pratica 1

Codigo da Expressées dos sujeitos

USC
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Figura 44: Estudantes busca determinar as medidas da lata

/I i

PROFESSOR: Entdo, a questdo aqui é a seguinte: por que, quando vocés
colocam na latinha de 50 a 200 ml de dgua..., por que ela fica em equilibrio?

RENAN: ... porque fica na metade... porque a quantidade de dgua divide... pela
linha que passa pela base, passa pelo apoio aqui, 6, divide o peso prd cd e o peso
prd cd, iguais... (apontando para a lata)

PROFESSOR: Isso! Isto, mesmo! Entdo, a questdo que vou colocar pra vocés
agora é como achar exatamente por onde passa essa linha que divide o peso e
achar onde fica o ponto de equilibrio da dgua... porque... no exemplo do caderno,
como a gente faz para achar o ponto de equilibrio?

RENAN: ... a gente coloca o caderno na ponta do dedo e procura onde divide o
peso, onde o caderno fica parado, em equilibrio... (exemplificando com gestos)

Figura 45: Renan gesticula para indicar o equilibrio de um objeto apoiado na ponta
do dedo

As condig¢des de equilibrio da lata sdo entendidas como consequéncia da
distribuicao simétrica do peso da agua.

USC.1.2.01

PROFESSOR: E isso, mas... e dentro da lata, como a gente faz par achar o ponto
de equilibrio? Ndo dd para colocar o dedo ld dentro, certo?

EMANUELLY: Professor, como a gente vai ver o centro da dgua, se a latinha é
fechada? (mostrando perplexidade)




USC.1.2.02

0
USC.1.2.03

3
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PROFESSOR: Entdo, ai é que ta o nosso problema! A gente ndo pode trabalhar
diretamente com a lata, certo? E preciso fazer um desenho dela. Qual é a ideia,
entdo? Fazer um desenho que mostre pra gente o que acontece lda dentro da lata.

GUILHERME: Mas, ... como a gente vai desenhar o que acontece la dentro da
lata, se ndo da prd ver o que acontece lda dentro? (enfatizando sua fala com gestos)

As intervengdes do professor sdo complementadas e rearticuladas de modo
a explicitar o problema de como determinar as medidas de dentro da lata
para construir a representagdo do corte vertical da lata inclinada.

PROFESSOR: Pensa comigo assim: quando a gente coloca uma lata sobre a
mesa e ela fica em equilibrio, inclinada, ... se a gente olhar essa lata assim ... de
lado... vocé so vé a lateral, ... que figura geométrica poderia ser utilizada para
representar o que estamos vendo? (posicionando como se olhasse a lateral da lata
inclinada de perfil e gesticulando verticalmente para indicar o corte vertical na
lata)

VARIOS VOZES: Um quadrado! Um retdngulo!

A representacdo bidimensional do corte vertical da lata inclinada ¢
percebida como tendo a forma geométrica retangular.

PROFESSOR: Um retingulo! E um retingulo! E isso, isso mesmo! Agora, se a
gente representa a lata por um retangulo, que medidas a gente deve saber da lata
para fazer o desenho?

GUILHERME: As laterais??? (mostrando hesitac¢ao)

PROFESSOR: Os lados! O comprimento e a altura do retangulo..., mas, vejam
50! A largura do retangulo, neste caso, no caso da lata, corresponde ao diametro
da base, certo? Porque a base da lata é um circulo, entdo vocés vao precisar
medir o diametro dele, entenderam?... mas, ndo so isso, tem mais! Que outra
medida eu preciso fazer para construir o desenho da lata inclinada?

EMANUELLY: Precisa medir aqui, o... essa medida aqui... da altura da lata.
(indicando a distancia da borda superior da lata até a superficie da mesa)

Figura 46: Emanuelly indica a altura que precisa ser medida na lata

PROFESSOR: Certo! Essa altura ai, mesmo! Mas, também a altura da dgua...
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porque... pensa, como vai ficar a dgua ld dentro da lata?
(...) Siléncio.

PROFESSOR Deixa entdo colocar essa questdo assim: como vai ficar a linha da
superficie dessa dagua?

NICOLE: Fica reta, assim, 0, ... a dgua fica assim, acompanhando a mesa... fica...
(gesticulando para expressar uma reta paralela a superficie da mesa).

EMANUELLY: ... fica paralela a mesa? (colocando uma mao acima da outra no
ar)

Figura 47: Emanuelly indica com as mios o paralelismo entre as superficies da
agua e da mesa

PROFESSOR: E isso, mesmo! A linha da superficie da dgua sempre fica paralela
a mesal! E preciso usar essa informacdo prd medir a altura da dgua? Mas a
questdo é como medir a altura da dgua, ld dentro? Como a gente vai medir se a
lata é fechada? Ndo tem como enfiar a régua la dentro, tem?

EMANUELLY: Ndo pode cortar a lata? (risos dos colegas) ... é, ué! Se cortar,
da para pegar um ldapis... ou um canudinho de papel.. sabe um papel

enroladinho... e enfia ld dentro... ele vai molhar até a altura da dgua...
(gesticulando)

Figura 48: Emanuelly indica com o gesto das mios como enrolar o papel

PROFESSOR: Isso, mesmo! Boa ideia! Ja temos ideias de como medir a altura
da agua, a altura da quantidade maxima e da minima. E preciso medir as duas!

USC.1.2.04 | A sequéncia de dialogos da cena se da em torno do problema de como obter
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as medidas para efetuar a construg¢do bidimensional do corte vertical da lata
inclinada. A representa¢do bidimensional da forma geométrica da dgua
dentro da lata inclinada € percebida como sendo um poligono em que a

linha que representa a superficie da dgua deve ser paralela a linha que
representa a base de apoio.

MARIA ISABEL: Professor, a gente pode fazer um desenho e marcar essas
medidas?

PROFESSOR: Pode e deve! Entdo vamos recapitular: qual é a primeira coisa que
vocé precisa fazer para desenhar a lata inclinada? Ou melhor, que tracos devem
ser feitos primeiros e quais devem ser feitos depois?

GUILHERME: Primeiro, a gente desenha o chdo... ou melhor... a mesa... assim,
0... (gesticulando para indicar o tragado da linha da superficie da mesa)

PROFESSOR: ... a linha da superficie da mesa! (gesticula) E, depois???

GUILHERME: ... depois o lado da lata... o lado inclinado... assim 6, depois as
larguras... e depois fecha em cima. (utilizando um esquadro para mostrar como a
construgdo deve ser feita)

Figura 49: Guilherme indica como fazer a construcio bidimensional do corte
vertical da lata

A sequéncia de procedimentos para efetuar a constru¢do do corte vertical
USC.1.2.05 | da lata inclinada sdo expressos empregando uma sequéncia de gestos
complementos com o uso da latinha e de um esquadro.

Essa cena apresenta algumas caracteristicas tipicas de uma pratica de MM.
Primeiro, o reconhecimento da impossibilidade de localizar o centro geométrico da lata
inclinada do mesmo modo que se localiza o centro geométrico de um livro faz claro a
necessidade de construir uma representagdo bidimensional do corte vertical da lata inclinada
que, nesse, cumpre a fun¢io de modelo matematico. A identifica¢do do corte vertical como uma
forma geométrica retangular inclui varias simplificagcdes da situagdo original. Ja a descri¢@o
para a obtencdo da medidas necessarias para a construgdo do corte vertical requer reconhecer e
definir as variaveis que devem ser levadas em conta na constru¢cdo do modelo matematico. A
compreensdo de que o nivel da dgua deve ser representado paralelamente a superficie de apoio

e a descri¢cdo da sequéncia de procedimentos para a construgdo do corte vertical ja envolve a
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utilizacdo de nogdes e procedimentos da geometria e, por isso, encaminha a investigacdo para

uma abordagem geométrica da situacgao.

Cena 3: Aprendendo significados da nocéio de centro geométrico

A cena mostra o trabalho realizado com todos os grupos no qual o professor
procura discutir coletivamente como determinar o centro geométrico de figuras planas
empregando apenas material de desenho (régua, esquadro e compasso). Os alunos,
conhecedores de como obter esse ponto com o fio de prumo, interagem com o professor e entre
si, utilizando esse conhecimento. A cena comeca com o professor desenhando na lousa um

retangulo e perguntando aos alunos como obter seu centro geométrico.

Quadro 3: Descricdo da Cena 3 da Pratica 1

Codigo da

USC Expressoes dos sujeitos

PROFESSOR: Veja, se eu tenho um retangulo (desenhando na lousa) como é que
eu sei ... como eu acho, melhor dizendo, o centro geométrico desse retangulo?

LAURA: Divide no meio. (gesticulando para mostrar a direcdo vertical em que
deve ser dividido o retangulo)

Figura 50: Estudantes efetuam a construcio de centros geométricos de poligonos

PROFESSOR: Divide no meio. Como a gente divide no meio, o retangulo?

JOAO MARCOS: Dobra ele! (gesticulando para indicar como o retingulo deve
ser dobrado)

PROFESSOR: Ndo! Eu ndo posso dobrar o retangulo, isto aqui é um desenho.
Esse ¢ o problema. Nao posso dobrar, nem recortar, nem pendurar no fio de
prumo. So posse desenhar sobre ele.

USC.1.3.01 | A constru¢do do centro geométrico do retangulo ¢ percebida como um
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procedimento similar ao utilizada com dobraduras ou utilizando um fio de
prumo. Por isso, a transicdo da manipulagdo fisica da figura para a

construgdo de tragados sobre a figura ainda ¢ lenta.

THAINA: Faz uma linha ligando os pontos, assim, é. (gesticulando para indicar
como deve ser feita a ligagdo entre os vértices do retdngulo para construir suas
diagonais)

Figura 51: Thaina gesticula a construcio das diagonais de um retiangulo

JOAO MARCOS: E tipo uma cruz, professor!
MATHEUS: Faz as linhas ligando todos os pontos!

PROFESSOR: Entdo, se eu anotar aqui, o, este vértice A, este vértice B, este C
e este D, entdo o que eu vou ligar aqui?

VARIAS VOZES: O A no C e o D no B.

PROFESSOR: Isso! O vértice A liga com vértice C e o vértice B liga com o vértice
D. (desenhando na lousa) Entdo, onde ta o centro geométrico?

02
VARIAS VOZES: No meio!

A necessidade de efetuar uma construcio sobre o retangulo ¢ percebida e
USC.1.3.02 indicada nos gestos ¢ movimentagdes corporais. A introducio de notacdes

R para os vértices do retdngulo torna a comunicagdo mais verbal e menos

gestual.

PROFESSOR: Isso! O centro geométrico é aqui, no meio, onde as diagonais se

cruzam. Entdo, para achar o centro geométrico do retdngulo, basta construir as
03 suas diagonais, certo? Agora, olha aqui, 6! E o triangulo? Ele ndo tem diagonais.

Entao, como vamos achar seu centro geométrico?

MATHEUS: Faz as linhas!
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PROFESSOR: Sim, vamos fazer linhas, mas quais linhas?
(...)Siléncio.

PROFESSOR: Entdo, olha aqui, 6, pra gente construir o centro geométrico do
triangulo, a gente tem que ver como ele foi achado com o barbante. A linha do
barbante que sai daqui, o, deste vértice aqui, o, ela vai para o outro lado, para
este lado oposto aqui, 6, e atinge esse lado, onde? Da pra perceber ou nao?
(Intercala a fala com o gesto de pegar a pega triangular € mostrar o ponto de
equilibrio construido com a ajuda do fio de prumo)

PEDRO: Na metade. Mais ou menos na metade, né?

PROFESSOR: Td certo, na metade! Agora olha para este outro vértice aqui, o, a
linha que sai dele atinge o outro lado, onde? (mostrando a pega triangular para os
estudantes)

VARIAS VOZES: Na metade também!

PROFESSOR: Entdo, acho que vocés ja entenderam como a gente faz para achar
o centro geométrico do triangulo. Entdo, vamos ld, que linhas preciso construir
neste caso ?

Figura 52: Laura indica com gestos os movimentos da construcio do baricentro do
triangulo

LAURA: Sempre na metade. A linha vai até a metade ... dai, as linhas vdo passar
no meio, se cruzam no meio ... dai o meio ¢ o centro geométrico. (Laura intercala
sua fala com gestos feitos com a mao de cruzar “linhas no ar”)

A constru¢do do baricentro do tridngulo € percebida como menos intuitiva
do que a constru¢do do centro geométrico do retdngulo. A observagdo da
obtengdo experimental do baricentro com o fio de prumo viabiliza a
descri¢do dos procedimentos para a construgdo do baricentro do tridngulo.

USC.1.3.03

Essa cena mostra uma transi¢do acerca do modo de compreender os
procedimentos para a obteng¢do do centro geométrico de figuras. Inicialmente, os estudantes
sugerem que isso pode ser feito com um procedimento de manipulacdo da figura, como uma

dobradura ou utilizando um fio de prumo. Mas, ao compreender que a obtencdo do centro do
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retdngulo ndo pode ser feita com dobradura, os estudantes sugerem, empregando gestos, que
essa obtencao pode ser realizada com a constru¢do das diagonais do retdngulo. Os movimentos
corporais que simulam a constru¢do dessas diagonais sdo “traduzidos” na fala de que ¢ preciso
“ligar” os pontos do retadngulo; € preciso construir uma “cruz” no retdngulo; ou ¢ preciso ligar
todos os pontos, querendo dizer que € preciso ligar os vértices. Esses gestos e falas encontram
um outro modo de expressao na fala do professor quando anota os vértices com as letras A, B,
C e D, e constrdi, com os estudantes, as diagonais AC e o BD. Em face da pergunta acerca da
constru¢do do ponto de equilibrio do triangulo, os estudantes, primeiro hesitantes, depois
percebem uma analogia com a experiéncia de determinar esse ponto com o fio de prumo e
sugerem a construcdo das medianas mediante gestos que simulam os movimentos utilizados
nessa construcdo. Assim, inicialmente, as compreensdes dos estudantes acerca da construcao
do centro geométrico sdo expressas, majoritariamente, em seus gestos corporais e, em seguida,
com a introducdo de notag¢des adequadas, a expressdo dessas compreensdes na fala se torna

perceptivel.

Cena 4: Expressando compreensdes sobre o tema investigado

A cena mostra o trabalho do grupo formado pelos estudantes Kauan, Kaio,
William, Jo2o Victor e Gabriel que, apds construirem o centro geométrico da representacio
bidimensional (corte vertical) da lata com 4gua nas quantidades minimas e maximas, preparam
uma apresentacdo para socializar com os demais grupos o modo como obtiveram o centro
geométrico nesses dois casos e explicar a relagdo entre o centro geométrico e o equilibrio da
lata nesse intervalo. A cena comega quando o professor pergunta ao grupo como responderam

a essas duas questdes.

Quadro 4: Descri¢do da Cena 4 da Pratica 1

Codigo da

LIN® Expressoes dos sujeitos

PROFESSOR: O que vocés precisam falar primeiro é como acharam o centro
geomeétrico da lata e depois explicar por que ela fica em equilibrio. Entdo, como
vocés acharam o centro geométrico da lata?



116

Figura 53: Estudantes (a esquerda) e William explicam sua construcio (a direita)

WILLIAM: Fazendo as liga¢des ... ligando os pontos do tridngulo, na
quantidade minima. Na mdxima, a gente separou em dois ... num retangulo e
num triangulo, dai calculou! (mostra o desenho, indicando com o dedo as linhas
tragadas para obter o centro geométrico)

PROFESSOR: Como vocés calcularam, na quantidade mdxima? Eu gostaria
que vocés explicassem como vocés para achar o centro geométrico da lata ai na
figura?

WILLIAM: (...) bem, primeiro foi o da drea ... do retangulo ..., depois no
triagngulo ... que a gente usou prd fazer aqui a propor¢do, aqui o, nesse pedago...
é pra dividir essa distancia fazendo a propor¢do com a drea, depois foi so
resolver a propor¢do. (primeiro, mostra no desenho, indicando, com o dedo, o
segmento que une os centros geométricos do triangulo e do retangulo, depois
aponta para os calculos)

Os procedimentos para obter o centro geométrico sdo descritos como
diferentes tipos de acdo (construir, decompor, calcular, equacionar) que
se articulam em diferentes modos de expressdo: a fala, os registros
escritos, as construgdes geométricas, registros algébricos.

USC.1.4.01

PROFESSOR: E por que a lata fica em equilibrio?
(...) Siléncio (William levanta o dedo).

PROFESSOR: Fala ai William, porque ela fica em equilibrio?

Figura 54: William mostra a linha vertical de equilibrio da lata

WILLIAM: Porque o centro geométrico divide equivalente ... o peso e a massa
da dgua ficam equivalentes. (William aponta, com o dedo, a constru¢io
geométrica na folha para mostrar a diregdo da linha de gravidade na vertical que
divide o peso da lata em duas quantidades iguais)

PROFESSOR: Ndo entendi!?
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Figura 55: William gesticula para indicar a linha vertical de equilibrio da lata

WILLIAM: Porque o centro geométrico, que divide a massa e o peso da dgua,
td rente, assim ... td na mesma linha do apoio. (William gesticula, batendo sobre
o desenho com o lado da mao, na direcdo vertical, isto €, bate com o lado de
“fora” da mao na dire¢do da linha que liga o centro geométrico o ponto de apoio
da lata)

O equilibrio da lata ¢ num intervalo de 50 ml a 200 ml de liquido ¢
percebido como uma relacdo entre o centro geométrico da parte do liquido
com a linha vertical de gravidade. Inicialmente, entende-se que que essa
linha divide o peso da lata e, em seguida, essa explicacdo é reformulada
com a afirmacdo de que o centro geométrico estd na linha vertical que
passa pela base de apoio da lata.

USC.1.4.02

PROFESSOR: Sim, mas ...

KAIO: ... é que a lata td inclinada, assim, 6 (mostra com o lapis). Dai o ponto
de apoio dela vai ser reto, assim, o, (gesticula a mao) na mesma linha do centro
geométrico.

Figura 56: Kaio mostra a linha vertical que passa pelo centro geométrico da lata

(Kaio mostra, utilizando um lapis e a movimentagao vertical da mao, como estdo
relacionados a inclinag@o da lata, a linha vertical ligando seu centro geométrico
e seu ponto de apoio).

PROFESSOR: Sim, isso td certo, mas ndo explica porque ela fica em equilibrio
somente no intervalo, entre uma quantidade maxima e minima?

GABRIEL: E porque ... se vocé colocar o dedo aqui, 6, prd apoiar, nesse ponto
de apoio aqui, esse ponto de apoio td na direcdo do centro geométrico
(gesticula). E como se o centro geométrico estivesse bem em cima do apoio... td
nessa direcdo aqui, 6 (gesticula, colocando o dedo na dire¢do do centro
geométrico). (Gabriel gesticula para reforcar a explicagdo dos colegas, ou seja,
para afirmar que, na situacdo de equilibrio, o centro geométrico e a base de apoio
estdo na mesma vertical).

USC.1.4.03 | A compreensdo de que, quando a lata estd em equilibrio sobre a mesa, a
linha vertical da gravidade que pelo centro geomeétrico da lata passa
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também pela sua borda, apoiada sobre a mesa, ¢ expressa em gestos,
movimentagdes corporais e na fala.

PROFESSOR: Mas, o ponto de apoio e o centro geométrico ficam sempre na
mesma linha vertical? (gesticula)

JOAO VICTOR: Ndo! S6 quando a lata tia em equilibrio. (Jodo Victor mostra
ter entendido o questionamento do professor)

PROFESSOR: E quando ela nao esta em equilibrio? Onde fica o centro
geométrico da lata? O que eu quero saber é: por que a lata cai se o apoio e o
centro geométrico ndo estdo alinhados na vertical? (gesticula)

JOAO VICTOR: E tipo o celular. A lata vai td como o celular, assim. O apoio e
0 centro geométrico vdo estar retos na vertical, assim. E quando a dgua estiver
assim, o centro fica aqui, dai equilibra o peso. Tipo, se vocé coloca muita dgua,
dat o centro fica aqui, dai ela cai.

Figura 57: Jodo Victor indica utilizando o aparelho de celular a linha vertical de
equilibrio da lata

(Jodo Victor pega um celular para mostrar com gestos a relagdo entre nivel da
agua, centro geométrico e linha vertical que passa pelo ponto de apoio)

PROFESSOR: Entendi, mas por que a lata cai quando a dgua ta abaixo do
minimo ou acima do mdximo? (gesticula)

JOAO VICTOR: Se ela estiver mais vazia do que o minimo, o centro geométrico
fica do lado de cd, dai ela cai pra cd. Se ela estiver mais cheia do que o mdximo,
dai o centro geométrico fica do lado de ld, dai ela cai pra la.

Figura 58: Jodo Victor mostra as condicoes de equilibrio de uma estrutura
inclinada

(Jodo Victor emprega o celular novamente para mostrar com gestos da mao a
relagdo entre centro geométrico, ponto de apoio, linha vertical e o equilibrio nos
niveis maximo e minimo de agua na lata)

USC.1.4.04 | O fato de que o centro geométrico nem sempre pertencer a vertical que
passa pelo apoio € expressa na explicagdo sobre a perda de equilibrio da




119

lata. Essa explicagdo ¢ efetuada com o uso de celular que complementa os
gestos para indicar quando o centro de gravidade estd “antes” e “depois”

da linha que passa pela base de apoio da lata.

Essa cena mostra que o modo como os estudantes descrevem o procedimento
para a obtencdo do centro geométrico revela que eles produziram significagdes para essa nocao,
ndo apenas seu significado geométrico, mas também sobre como utilizar esse conceito para
explicar as condi¢des de equilibrio dos objetos. Ao empregar esse conceito para explicar as
condi¢des de equilibrio da lata, os estudantes expressam uma compreensdo da relagdo entre
centro geométrico, linha vertical de gravidade e ponto de apoio. Neste sentido, a aprendizagem
do conceito de centro geométrico se da como a aquisicdo de um modo linguistico de expressao
e ndo apenas como a aquisicao de significado conceitual ou uma aprendizagem conceitual. A
explicagdo da condi¢do de equilibrio da lata se dd& em modos de expressdo que inclui os
significados conceituais dos objetos geométricos, mas inclui também outros modos de
expressdo como, por exemplo, a fala, a escrita, os gestos, os olhares, os registros simbolicos,
movimentagdes de objetos ou qualquer gesticulagdo linguistica que impliquem em

significacdes.

4.1.2 Unidades Significativas dos Discursos da Pratica 1

Quadro 5: Descri¢cdo da Unidade Discurso 1 da Pratica 1

Codigo da

USD USD.1.01

Unidade de
Discurso
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A segunda atividade que o grupo fez foi construir uma representa¢do do
corte vertical da lata e, para isso, tinham que obter as medidas. O grupo
LY /ilizou uma lata com a parte de cima cortada para visualizar o nivel da
NGNGBRI Goua e utilizando um lapis enrolado numa folha de papel estimaram o nivel
da USD mdximo e minimo da altura da dgua que a lata permanecia em equilibrio.
Perceber que era possivel obter essas medidas foi uma descoberta para a
estudante.

A estudante destaca nesse relata a aprendizagem de procedimentos de
medidas que, visando construir uma representagdo plana do nivel da agua, teve que ser criativa,
utilizando uma lata cortada e um lapis enrolado num papel para efetuar as medidas. Essa
Unidade de Discurso indica que a estudante vé que essa sua aprendizagem se como uma
“descoberta” depois de ter enfrentado esses pequenos desafios que exigiram criatividade e

habilidade para efetuar as medidas.

Quadro 6: Descri¢do da Unidade Discurso 2 da Pratica 1

Codigo da

USD USD.1.02

Unidade de
Discurso

A quarta atividade é a construgdo para determinar o centro geométrico no
desenho do corte vertical da lata. Para isso, o grupo utilizou o esquadro. No
nivel minimo, a parte com dgua foi representada por um triangulo e no
madximo foi representada o grupo teve que decompor a figura em duas
formas geométricas e, analisando as medidas dessas formas, utilizar uma
equacgdo para calcular o centro geométrico.

Assercao
Articulada

da USD

A Unidade de Discurso descreve a aprendizagem do método para determinar
o centro geométrico de uma forma geométrica. No caso do triangulo foi empregado o esquadro
e no caso da decomposi¢do da forma geométrica foi utilizada uma equagao a partir das medidas
da figura. Essa Unidade de Discurso indica que a estudante percebe que essa aprendizagem se
deu a partir da anélise de uma situacdo e das possibilidades e condigdes que essa situagdo

colocava.
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Quadro 7: Descri¢do da Unidade Discurso 3 da Pratica 1

Codigo da

USD USD.1.03

Unidade de
Discurso

Uma atividade do grupo era explicar porque os prédios construidos de
LCUO Y (M forma inclinada permaneciam em equilibrio. A explicacdo era que a linha
LN EGER de gravidade desses prédios passava pelo seu centro de gravidade. Essa

da USD atividade é considerada prazerosa e diferente porque envolve uma aula
prdtica e ndo apenas tedrica.

A estudante descreve a como o grupo utilizou o conhecimento sobre
condi¢des de equilibrio adquirido com a experiéncia da latinha para explicar ou expressar uma
compreensdo sobre outras situacdes. Essa Unidade de Discurso indica que a estudante vé sua
aprendizagem na MM se deu de maneira pratica e que os conhecimentos adquiridos nessa
aprendizagem podem ser transferidos para outras situacdes, para explicar outras situagdes

parecidas.

Quadro 8: Descricdo da Unidade Discurso 4 da Pratica 1

Codigo da

USD USD.1.04

Unidade de
Discurso
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A atividade sobre as formas geométricas e a determinagcdo do centro
geométrico dessas formas ndo requer apenas saber medir, mas exige
também saber fazer cdlculos. Por exemplo, para determinar o centro
geométrico de uma figura, decomposta em duas outras, foi preciso
determinar o centro geométrico entre os centros de cada uma dessas partes
em que foi decomposta. Aprender a utilizar um sistema de equagdes para
determinar esse centro foi bastante dificultoso, envolvendo tentativas e
erros.

Assercio

Articulada
da USD

O estudante descreve dois tipos de aprendizagem nessa Unidade de Discurso:
uma aprendizagem envolvendo habilidades de desenho, construg¢do de figuras e medidas; e a
aprendizagem envolvendo habilidades com célculos e manipulagdes algébricas. Enquanto o
primeiro tipo de aprendizagem ¢ visto como mais facil, o segundo tipo envolve dificuldades. A
aprendizagem desse segundo tipo envolveu, nesse caso, tentativas e erros que o estudante
descreve como “tropegos e escorregdes”. O estudante vé sua aprendizagem na pratica de MM
como envolvendo diferentes tipos de aprendizagens e, em alguns desses tipos, a aprendizagem

se da envolvendo obstaculos, dificuldades e erros.

Quadro 9: Descri¢ao da Unidade Discurso 5 da Pratica 1

Codigo da

USD USD.1.05

Unidade de
Discurso

A estudante entende que ndo é possivel descrever precisamente como
aprendeu os assuntos envolvidos na pratica de MM, mas o que ela pode
perceber é que ela teve que estar muito atenta as orientagdes do professor e
teve que colocar em prdtica o que aprendeu. Aprendeu o que é centro
geométrico usando um fio de prumo, aprendeu como determinar o centro
geométrico usando cdlculos e efetuando construgaoes.

Assercao
Articulada

da USD

Essa Unidade de Discurso indica que a estudante percebe que sua
aprendizagem geométrica se deu colocando em pratica as orientagdes do professor. Neste

sentido, essa aprendizagem se mostra como resultado de uma ag¢éo: a aprendizagem do centro
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geométrico se deu realizando experiéncias exploratérias com o fio de prumo e efetuando
calculos e construcdes. A estudante percebe que sua aprendizagem da geometria na MM se da
articulando outras aprendizagens, tais como saber colocar em pratica conhecimentos e efetuar

construcdes e experimentos.

Quadro 10: Descricio da Unidade Discurso 6 da Pratica 1

Codigo da

USD USD.1.06

Unidade de
Discurso

A estudante descreve que seu grupo teve que desenhar o corte vertical da
Asserc¢io lata, utilizando as medidas obtidas, mas seu desenho teve um erro de
NG EGER construcdo, pois deveria ter um dngulo de 90°, mas esse angulo ficou maior
da USD do que 90°. A estudante diz que refez a construgdo em casa e que para medir
a quantidade de agua na lata utilizou uma proveta graduada.

A estudante descreve sua aprendizagem, apontando a necessidade de precisio
na realizagdo das medidas e necessidade de utilizar corretamente essas medidas na construg¢do
do corte vertical da lata. A estudante percebe essa necessidade de precisdo quando relata que
teve que refazer sua construg¢do. Essa Unidade de Discurso indica que a estudante percebe que
sua aprendizagem geométrica se da em situagcdes em que a precisdo e a corre¢do sdo condigdes

exigidas para se obter um resultado satisfatério.

Quadro 11: Descricio da Unidade Discurso 7 da Pratica 1

Codigo da

USD USD.1.07
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A estudante descreve que ela e seu grupo inventaram um procedimento
diferente para localizar o centro geométrico das formas construidas com

LY 710[des de cartolina. O grupo utilizou um lapis para equilibrar esses moldes
LI EGER ¢, com isso, determinou o centro geométrico sem precisar do fio de prumo.

da USD A dificuldade do grupo apareceu quando precisaram determinar o centro
geomeétrico utilizando uma construgdo, pois neste caso, o centro construido
ndo correspondia exatamente como o centro geométrico obtido com o lapis.

Aprender a determinar o centro geométrico empregando vérios métodos,
inclusive inventando novos métodos e avaliar esses métodos é uma caracteristica da
aprendizagem em praticas de MM percebida pela estudante. Assim, essa Unidade de discurso
indica que que a estudante percebe que sua aprendizagem na MM se da numa situagdo em que
possibilidades de se chegar um resultado podem ser inventadas ou estdo disponiveis. Essas
possibilidades podem ser avaliadas e uma possibilidade pode escolhida por se mostrar mais

adequada do que as outras.

Quadro 12: Descriciio da Unidade Discurso 8 da Pratica 1

Codigo da

USD USD.1.08

Unidade de
Discurso

O trabalho realizado em grupo, na pratica de MM, é percebido como sendo
muito prazeroso, divertido, porque a aprendizagem acontece em
conjuntamente, acontece enquanto os membros do grupo riem e enfrentam
cooperativamente as dificuldades que aparecem.

Assercio
Articulada

da USD

A estudante descreve o trabalho em grupo e a importancia desse trabalho em
grupo para sua aprendizagem. Em seu relato ela aponta dificuldades na realizacdo das medidas
e nas construcdes geométricas, a0 mesmo tempo, aponta que a interagdo com os colegas de
grupo ajudou em sua aprendizagem. Essa Unidade de Discurso indica que a estudante percebe

que sua aprendizagem na MM se deu na interagdo com os outros membros do grupo.

Quadro 13: Descriciio da Unidade Discurso 9 da Pratica 1

Codigo da USD.1.09

USD
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Unidade de
Discurso

A primeira investigagdo realizada pelo grupo foi para determinar as
quantidades mdxima e minima que a lata permanece em equilibrio. Essa

Assercao

Articulada : . ~ . . , .
da USD investigagdo é percebida como um experimento em que a dgua tinha que ser

colocada pouco a pouco para determinar precisamente essas quantidades.

O estudante descreve a investigacdo realizada pelo seu grupo e percebe em
sua realizagdo duas caracteristicas dessa atividade: a natureza empirica da investiga¢do que
oferece incertezas e possibilidades de erro e a necessidade de controlar o experimento para obter
precisdo nas medidas. Essa Unidade de Discurso indica que o estudante percebe que sua
aprendizagem se deu num ambiente de carater experimental, em que a atividade exploratoria

esta sujeita a erros e acertos ¢ o controle do experimento é um modo de conseguir precisdo nos

resultados.

Quadro 14: Descricio da Unidade Discurso 10 da Pratica 1

Codigo da

USD USD.1.10

Unidade de
Discurso

Assercio O estudante percebe que se a linha vertical da gravidade passa pelo ponto
LGN GBS de apoio da latinha, em sua borda, e pelo seu centro geométrico entdo a
da USD latinha permanece em equilibrio.

A verificagdo de que o modelo matematico, expresso na construcio
geométrica, esclarece a razdo fisica do equilibrio da lata ¢ percebido pelo estudante como um
modo como sua aprendizagem se deu. Essa Unidade de Discurso indica, portanto, que o
estudante percebe que sua aprendizagem se d4 numa situagdo em que precisa expressar uma

compreensdo, de modo que essa compreensio ¢ expressa no modelo matematico construido.
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Quadro 15: Descricio da Unidade Discurso 11 da Pratica 1

Codigo da

USD USD.1.11

Unidade de
Discurso

A estudante descreve que varias vezes, ao longo da pratica de MM, seu
grupo se juntou no laboratorio de ciéncia para aprender ainda mais e que,
dentre as coisas que aprendeu foi que a simetria do peso, estabelecida pela
linha de gravidade, é um dos motivos que leva a latinha a ficar em equilibrio.

Assercao
Articulada

da USD

A estudante descreve sua aprendizagem como acontecendo em razdo da
interagdo com o grupo ¢ do fato dessa interagdo ocorrer num ambiente de investigacdo.
Aprender que o equilibrio da lata tem a ver com a simetria do peso € percebido pela estudante

como resultado dessa interagdo e desse ambiente de investigagao.

Quadro 16: Descricio da Unidade Discurso 12 da Pratica 1

Codigo da

USD USD.1.12

Unidade de
Discurso

O estudante descreve que seu grupo representou todas as medidas obtidas
na constru¢do do corte vertical da lata inclinada e, com isso, seu grupo
conseguir visualizar o nivel da dgua inclinada com o objetivo de determinar,
nessa constru¢do, o centro de gravidade da lata.

Assercio
Articulada

da USD

O estudante descreve uma situagdo em que o modelo geométrico ¢ utilizado
para visualizar um fenémeno fisico, de modo que essa visualizagdo oferece uma compreensao
sobre a determinacdo do centro geométrico. Essa Unidade de Discurso indica que o estudante

percebe que sua aprendizagem na pratica de MM se deu numa situacdo em que a situacdo
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requeria utilizar a geometria como visualizagao.

4.2 ANALISE IDEOGRAFICA DA PRATICA 2

Para efetivar a Analise Ideografica da pratica 2, selecionamos 8 relatos (ver
Apéndices), dos quais extraimos 8 Unidades de Discurso. Embora sejam 58 o numero de relatos
obtidos para essa pratica de MM, escolhemos apenas 8 relatos para serem analisados porque
isso torna a apresentacdo dos dados mais curta e menos repetitiva. Com relagdo as Cenas
Significativas, apresentamos e analisamos 4 delas porque percebemos que essas evidenciam a
manifestagdo da aprendizagem da geometria em praticas de MM e aponta sentidos que os

relatos ainda ndo mostraram.

4.2.1 Unidades Significativas das Cenas da Pratica 2

Cena 1: Compreensdes sobre as trajetorias dos cadargos

A cena 1 mostra o trabalho do grupo formado pelos estudantes Guilherme,
Maria Isabel, Maria Fernanda, Yara, Eduarda e Camilly que ap6s obterem as medidas das
quatro amarracdes de cadarco, elabora uma explicagdo para o fato de algumas amarragdes
economizarem mais cadarco do que outras. A cena comega quando o professor, que percorre a

sala para observar o trabalho dos estudantes, pergunta ao grupo acerca dessa explicacao.

Quadro 17: Descricio da Cena 1 da Pratica 2

Codigo da

LIN® Expressoes dos sujeitos

Figura 59: Estudantes explicam o gasto de cadarco em cada método de amarracéo

| 1
A
' -

PROFESSOR: Entdo, a questdo pra vocés é a seguinte. como a maneira com que
é realizada a amarragdo faz com que sobra mais ou sobra menos cadarco?

YARA: Porque numa, o cadarc¢o faz um percurso maior... passa em mais lugares
e em outra passa menos (gesticula, indicando no gesto da mao o percurso do
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cadar¢o na amarragao).

Figura 60: Yara gesticula para indicar o percurso do cadarco na amarracio

A estudante emprega as nogdes de “passar em mais lugares” e “passar em
menos lugares” para explicar o método que gasta mais e menos cadargo.
Essa explicagdo é expressa no gesto de tragar no ar, com o dedo, um percurso
percorrendo em ziguezague varios pontos.

PROFESSOR: Sim, mas, por que o cadargo faz um percurso maior numa e na
outra menos? O que tem no jeito de amarrar o...

MARIA ISABEL: E que tem vdrios modelos ... tem uns que passam por cima e
passam por baixo ... vai gastando bastante pedaco de cadarco..., por exemplo, a
amarra¢do em x, a amarra¢do em X eu acho que gasta menos porque ele vai
sempre em linha, assim, ¢. (indicando no gesto da mao, os tipos de amarragdo de
cadarco)

PROFESSOR: E a que gasta mais?

MARIA ISABEL: Agora esta daqui eu acho que gasta mais porque o cadar¢o
passa por baixo e passa por cima. (indicando no gesto da mao, a amarragdo que
gasta mais cadargo).

CAMILLY: Porque tem umas amarragoes que o cadar¢o da mais volta do que
outras.

PROFESSOR: Mas, qual sobra mais cadar¢o?
CAMILLY: 4 quarta.

PROFESSOR: E por que vocés acham que ela economiza mais cadar¢o que as
outras?

EDUARDA: E porque tem pouco, 6, ela cruza pouco. Fica até um buraco aqui, 0.
(indicando com o dedo o aspecto visual da amarrac¢do que indica por que ela gasta
menos cadargo).

Figura 61: Eduarda mostra porque um método economiza mais cadarco do outro
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As estudantes percebem que, como, nas amarracdes, o cadar¢o se cruza,
formando um X, entdo a amarracdo gasta menos, porque o cadar¢o “vai
sempre em linha”, ou seja, seu percurso tende para uma linha reta. Em sua
explicacdo, as estudantes indicam perceber que comprimento do percurso
do cadargo sobre o papel, depende do angulo que o cadar¢o forma em sua
amarragdo. A explica¢do do cadarco que gasta mais emprega a ideia de que
0 gasto tem a ver com passar em mais lugares, ou seja, se, num percurso, a
trajetoria inclui mais pontos em ziguezague, entdo seu comprimento € maior.

USC.2.1.02

GUILHERME: Ela da menos voltas, 6. (indicando com o dedo a amarragdo que
gasta menos cadargo)

Figura 62: Guilherme explica o percurso do cadarco em cada amarracgio

PROFESSOR: E a que sobra menos cadar¢o?
GUILHERME:  a terceira?
PROFESSOR: E por que vocés acham que ela gasta mais cadar¢o?

GUILHERME: E porque ela faz bastante, 6. Ela faz bastante ziguezague, 6. Ela
vai prd ld, ela volta, ela passa por baixo, 0. Entendeu? (indicando no desenho o
modo como a amarragdo gasta mais cadarco).

Figura 63: Guilherme explica a relacio entre o tipo de amarracio e a economia de
cadarco
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O ntmero de “voltas” ¢ percebido como determinante no comprimento do
cadar¢o gasto na amarra¢do. Num percurso, quanto maior o numero de
pontos percorridos na trajetdria, maior serd o comprimento do percurso. Ir
em linha é contrario de ir em ziguezague e, como em linha reta ¢ o caminho
mais curso, quanto menos ziguezague ou em quanto menos lugares o
cadarc¢o passar, mais curto sera o comprimento do cadar¢o gasto.

USC.2.1.03

O modo como os estudantes explicam porque um método de amarrag@o gasta
mais ou menos cadarco do que outro revela que eles assumem pressupostos e constroem
hipdteses sobre o tema investigado que expressam dois modos de compreender a situagdo. A
primeira ¢ expressa na ideia de que o comprimento do cadar¢o depende do numero de
ziguezagues que ele faz na amarragdo. Essa ideia ¢ sustenta no seguinte raciocinio geométrico:
se o segmento de reta AB fornece a menor distancia entre os pontos A e B, entdo qualquer outro
percurso entre A e B tera um comprimento que sera tanto menor quanto mais se aproximar de
uma reta, ou seja, quanto menos ziguezague entre A e B realizar. A segunda compreensdo ¢
expressa na ideia de que o comprimento do cadar¢o depende do dngulo que ele forma no tipo
de amarragdo. Essa compreensdo ¢ apenas esbogada na afirmagdo de que as amarragdes formam
um x e na afirmacdo de que numa amarragdo fica um buraco, provocado pela diferenga entre

angulo de incidéncia e angulo de reflex@o, e, por isso, é mais curta.

Nessas duas compreensdes, a trajetoria do cadarco é expressa em gestos
linguistico como, por exemplo, percorrer em ziguezague varios pontos no ar com a ponta do
dedo para expressio um método de amarragdo. Esses gestos indicam a importancia da
movimentagdo corporal na compreensio da situagdo. Enquanto a primeira compreensdo é mais
intuitiva e “vaga” do ponto de vista da constru¢do do argumento, a segunda compreensio ¢ mais
operacional, pois relaciona a medida de dngulos com o comprimento do cadar¢o. Essa segunda

compreensdo, portanto, direciona a investigacdo para uma abordagem geométrica do tema.
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Cena 2: Investigando a condicio de minimalidade de percursos

A cena mostra o trabalho do grupo formado pelos estudantes Kaio, Lucas,
Jodo Victor e Gabriel. Apos obter as medidas das diversas amarragdes, esse grupo elaborou
uma explicacdo relacionando o percurso do cadargo, isto €, o caminho que o cadargo percorre
quando vai de um furo até outro, com a sobra maior ou menor das pontas do cadar¢o no ténis.
A cena comeca quando o professor pede ao grupo para descrever o jeito que o cadargo vai de

um furo até outro.

Quadro 18: Descriciio da Cena 2 da Pratica 2

Codigo da USC Expressoes dos sujeitos

Figura 64: Estudantes investigando o percurso do cadarco em cada amarracio

PROFESSOR: Como o cadar¢o vai de um furo até outro furo nessa
amarragdo? (apontando para a imagem da amarragao na folha)

KAIO: Vai assim ... (gesticula). Para o lado assim e descendo ... (procurando
as palavras e fazendo o gesto de percorrer com o dedo o caminho percorrido
pelo cadarco)

Figura 65: Kaio indica nos gestos o percurso do cadarco

PROFESSOR: Na transversal?
KAIO: Assim ndo é diagonal? E diagonal, ndo é?

PROFESSOR: Nesse caso, é melhor chamar de transversal. Diagonal é de
poligono. Mas, chamar de diagonal nao ta errado também, ndo. E o que mais?
Qual é o outro jeito de...

JOAO VICTOR: Na horizontal, na vertical ou pode ir de baixo até em cima,
direto. Vai variando. (acompanhando, respectivamente, a pronuncia das
palavras horizontal, vertical, baixo, cima e direto para com gestos de desenhar
no ar os possiveis caminhos do cadargo na amarragéo).
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Figura 66: Jodo Victor indica nos gestos o percurso do cadarco na amarracéo

A descricdo do percurso do cadarcgo é realizada articulando a fala com
os gestos de percorrer com o dedo o percurso do cadargo numa imagem
impressa ou no “ar”. Esse percurso ¢ descrito incialmente como “vai para

RAC 2l o lado” e *“vai descendo”. Em seguida, essa descrigdo emprega os termos

“diagonal”, “transversal”, “horizontal” e “vertical” para caracterizar a
direcdo do cadar¢o na amarracio.

PROFESSOR: E, como horizontal, vertical, transversal se combinam pro
cadargo ficar mais curto?

KAIO: Como assim?

PROFESSOR: Por exemplo, se o cadar¢o vai de um furo até outro furo do
outro lado do ténis, que tipo de percurso teria o menor comprimento?

gasta menos cadarco ... porque o cadarco vai e volta, deste furo até o outro
lado, direto na diagonal... na transversal. (indicando na imagem impressa)

A variagdo no comprimento gasto do cadargo € percebido como estando
USC.2.2.02 relacionado com o modo como o cadar¢o vai de um lado até outro. Se,
e na amarrago, o cadar¢o percorre um furo até outro na diagonal, indo

direto ao furo do outro lado, entdo ele percorre um comprimento menor.

PROFESSOR: E, que tipo de percurso gastaria mais cadar¢o?

OAO VICTOR: Eu acho que é este aqui, 6. Porque o cadar¢o vai primeiro prd
03 baixo, na vertical, depois vai pro outro lado, na horizontal, ele ndo vai direto

na diagonal. (acompanha sua fala, gestos de indicar na figura a amarrag¢do que

gasta mais cadargo).

JOAO VICTOR: Eu acho que o jeito de amarracdo assim, 6, cruzando, assim,

Figura 67: Jodo Victor explica o percurso do cadarco
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Figura 68: Jodo Victor explica o comportamento dos angulos em cada
amarraciao

GABRIEL: E porque ele vai assim, o, fazendo mais dngulos, na vertical e
depois na horizontal. Porque na diagonal gastaria menos. (explica, indicando
com gestos os angulos presentes na amarracao)

Figura 69: Kaio explica a relaciio entre os angulos e o comprimento do cadargo

A amarracdo de percurso minimo ¢ relaciona com o angulo forma entre
a dire¢do do cadargo e o lado, onde se situa a fileira de furos. Se a dire¢cao
do cadarco para na diagonal, direto para o furo mais proximo no lado
oposto, entao percorre uma distadncia menor.

USC.2.2.03

Ocorre nessa cena uma mudanca relevante no modo como os estudantes
descrevem o percurso do cadarco e relaciona caracteristicas geométricas dessa descricdo com a
condi¢@o de minimalidade do percurso. Inicialmente os estudantes explicam empregando uma
descri¢do que emprega expressdes do tipo “vai para o lado”, “vai descendo”, “ir de baixo até
em cima, direto”. Utilizam também termos proprios da geometria como ‘“‘diagonal”,
“transversal”, “horizontal” e “vertical”, mas ndo vincula esses termos ao comprimento do
percurso do cadar¢o. A mudanga ocorre quando esses termos sdo empregados para se referir
aos angulos que o cadarco forma com o lado do ténis. As amarragdes em que a dire¢do do
cadarco forma angulos de incidéncia e de reflexdo congruentes sdo os possuem comprimentos

menores. Isto que quer dizer essa constatagcdo abre uma possibilidade de investigar a relagio

entre o angulo e a condi¢do de minimalidade do percurso.
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Cena 3: Propondo, testando e reformulando hipoteses

A cena mostra o trabalho do grupo formado pelos estudantes Emanuelly,
Jennyther, Natalia e Emilly que, apds obterem a construg@o das imagens refletidas dos trés tipos
de amarragdo numa mesma malha pontilhada, analisam essa construgio para explicar por que
algumas economizam mais cadar¢o do que outras. A cena comeca quando o professor, que
percorre a sala observando o trabalho dos estudantes, pergunta ao grupo como elaboraram sua

explicacdo.

Quadro 19: Descriciio da Cena 3 da Pratica 2

Codigo da
USC

Expressdes dos sujeitos

Figura 70: Estudantes discutem as condicdes de minimalidade da amarracio do
cadarco

PROFESSOR: Entdo, vocés ja decidiram qual a amarragdo tem o comprimento
mais curto?

EMANUELLY: O primeiro, a do cadar¢o americano, aqui, 0.
PROFESSOR: E qual é a mais longa?
EMANUELLY: O da sapataria é o mais longo.

PROFESSOR: Entdo o mais curto é o método americano, depois o o método
europeu e o mais longo é o da sapataria? E isso, né?

CORO: E.

PROFESSOR: Entdo a questdo é explicar isso. Explicar por que o método
americano é o mais curto e os outros mais longos.

EMANUELLY: Eu acho que é porque o método americano... o caminho vai mais
reto, o, vai mais direto do comego até o final. Os outros faz mais volta, faz mais
curvas, o. O método americano ndo da tantas curvas quanto os outros caminhos.

PROFESSOR: Entdao mostra isso ai pra mim no desenho o que vocé chama de
curva. Vamos ver!

Figura 71: Emanuelly discute a minimalidade do percurso do cadarco.
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EMANUELLY: Aqui, ¢, essas curvinhas aqui. (indicando no desenho os angulos
formados na imagem refletida da amarracgéo)

Ao percorrer visualmente a linha que representa o comprimento do cadar¢o
na construg¢do geométrica, as estudantes elaboram a explicagdo de que a

USC.2.3.01 | condi¢do de minimalidade do comprimento do cadar¢o depende do nimero
de “curvas” (vértices), ou seja, a linha que faz mais ziguezague ¢ a mais
longa.

PROFESSOR: 44! O que vocé chama de curva sdo esses dngulos formados aqui?
Entdo quanto mais angulos, mais longo é o comprimento da amarragdo?

EMANUELLY: E. Eu acho que sim porque o mais curto é o que tem menos
angulos.

PROFESSOR: Quantos angulos tém no método americano?

EMANUELLY: Sdo dois, ndo sao? Porque vem... vem... e vem assim na diagonal,
depois tem esse pedacinho aqui na horizontal e volta na diagonal até o fim. Entdao
sdo dois angulos so, mesmo. (acompanhando sua fala com gestos de apontar no
desenho, indicando o sentido do uso das palavras vem, diagonal, horizontal e
angulos).

Figura 72: Emanuelly compara as reflexdes de dois métodos de amarracéo

PROFESSOR: E os outros dois métodos, tém quantos dngulos cada um?

JENNYFHER: (...) (conta os angulos) O europeu tem 10 dangulos. (...) (conta os
angulos) E o da sapataria também tem dez.

PROFESSOR: Entdo isso nao vale, ta vendo? Porque o método europeu e o da
sapataria ...

JENNYFHER: ... tém comprimentos diferentes, mas o mesmo tanto de angulos.
Mas, e o método americano? Pra ele vale. Ele é mais curto e o com menos dngulo.
Entdo tem a ver, né?

A contagem do numero de angulos em cada método de amarrag@o coloca
em questao a hipotese de que a condi¢do de minimalidade esta relacionada
com o numero de angulos. A estudante ndo descarta totalmente a hipdtese
porque verifica que ela vale para o método de comprimento minimo, mas

USC.2.3.02
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_ busca uma reestruturacdo do modo como ela vé€ a construcao.

PROFESSOR: Eu também acho que tem a ver, mas ndo vale como regra geral,
né. Por exemplo, como ter mais angulos explicaria que o método europeu é mais
longo que o método americano?

EMILLY: Por causa dos angulos, o método europeu ndo segue em linha reta, vai
formando tridngulos, 6. Enquanto o americano vai direto, nesse lado aqui, 6, do
triangulo, o método europeu vai por dois lados que esse dngulo, aqui, O.
(empregando as palavras reta, direto, triangulo, lados e dngulo para descrever os
gestos de apontar e movimentar a mao para indicar a diregdo do percurso do
cadarco).

Figura 73: Emilly gesticula para indicar os angulos do percurso do cadarco

Ao retornar a comparagdo entre os métodos de amarracdo, a estudante
descreve a construgdo geométrica de dois métodos e destaca a formagao de

USC.2.3.03 | tridangulos em um caso ¢ a ndo formacdo de angulo no outro. A fala e os
gestos da estudante indicam uma aproximagdo com a propriedade da
desigualdade triangular.

A cena mostra uma transi¢do na abordagem da investiga¢do da condicdo de
minimalidade do percurso do cadargo. Primeiro as estudantes propdem a explicagdo de que essa
condi¢do esta relacionada com o nimero de angulos na constru¢do. Em seguida, essa hipotese
¢ questionada e um contraexemplo ¢ apontado. Com isso, as estudantes reformulam sua
explicagdo fazendo referéncia aos tridngulos que aparecem em amarragdes que ndo possuem o
menor comprimento. Essa transi¢cdo caracterizagdo uma aprendizagem. E como se deu essa
aprendizagem? O modo como essa aprendizagem se deu esta relacionado com a formulacdo de
hipéteses, verificacdo da plausibilidade dessas hipoteses e reestruturagdo ou colocagdo de novas
hipoteses. Tem-se, neste caso, uma abertura a novas possibilidades de compreensdo. Além
disso, outro aspecto importante acerca do modo como essa aprendizagem se deu vincula-se a

interacdo entre os membros do grupo e o professor, ao didlogo realizado e as compreensdes

intersubjetivas que ai ocorreram.
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Cena 4: Aprendendo a simplificar a construcio geométrica

A cena mostra o trabalho realizado com todos os grupos no qual o professor
procura discutir o procedimento de simplificar a construgdo, feita numa malha pontilhada, das
imagens de duas amarragdes de cadarco, eliminando concomitantemente, em cada uma delas,
os segmentos de mesmo comprimento. A cena comeca quando o professor questiona 0s grupos

como simplificar essa construcao.

Quadro 20: Descriciio da Cena 4 da Pratica 2

Codigo da _ N
USC Expressoes dos sujeitos

Figura 74: Estudantes investiga como simplificar as representa¢des na malha
pontilhada

PROFESSOR: Veja ai na construg¢do, tem segmentos de mesmo tamanho nas
duas amarragbes. Como a gente pode utilizar isso simplificar essas
amarragdes? (gesticula a mao indicando, na palavra simplificar, o “corte” dos
segmentos de mesmo comprimento)

PEDRO: Dd pra tirar o que é igual. Aqui, 6, tem uma diagonal numa e uma
diagonal na outra, dai a gente tira, risca.

Figura 75: Construcio elaborada para comparar métodos de amarracio

G T e Ty,
U "‘\"::.“33:

PROFESSOR: Isso. Vocé diz eliminar as partes iguais, os segmentos de mesmo
tamanho, né? Porque isso funciona, sim. Mas por que funciona, né? Por que a
gente pode fazer isso? Quer dizer, por que eliminar os segmentos iguais nao
altera a relagdo entre quem é maior e quem é menor?

WILLIAM: Porque ta tirando so o que é igual. Dai, o que sobra, se é maior
continua maior, ndo altera.
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PEDRO: E... porque... a gente ja sabe que o cadar¢o americano é menor e o da
sapataria é maior... quando tira dos dois um pedago igual, o da sapataria
continua maior e 0 americano continua menor.

Figura 76: Comparacgio de métodos de amarraciio representadas na malha
pontilhada

Eliminar os segmentos congruentes nas duas representagdes ¢ percebido
como um procedimento para simplificar a construg¢do. A validade desse
USC.2.4.01 | procedimento de eliminar os segmentos iguais vincula-se a ndo alteragcao
da relacdo de desigualdade, pois se retirar trechos iguais em duas
amarracgoes, a relacdo entre seus comprimentos ndo se altera.

PROFESSOR: E. Essa explicagdo td correta. Boa explicagdo, alids! Entdo, veja
8o, pra simplificar a gente pode ver ai quais os segmentos sdo iguais, com
mesmo comprimento, e eliminar eles. Entdo, o que dd pra eliminar, ai?

CHRISTIAN: Pode eliminar esta daqui com esta daqui... (apontando com a
caneta para o desenho)

Figura 77: Simplificacdes das reflexoes das amarracées

PROFESSOR: Ndo. Esta daqui é horizontal e esta daqui é diagonal. Vocé ndo
pode eliminar as duas... porque, veja, elas sdo de mesmo tamanho?

CHRISTIAN: 4h, ndo, né? Elas sdo diferentes. Entdo tem que ser diagonal com
diagonal e horizontal com horizontal? (gesticulando na diagonal e depois na
horizontal)

PROFESSOR: E, isto se forem do mesmo tamanho. Por exemplo, quantas
horizontais da pra eliminar nas duas amarragdes?

A palavra simplificar é compreendida incialmente como uma exclusdo de
segmentos, ndo necessariamente congruentes, mas que visualmente
podem ser percebidos como de mesmo tamanho. Apos a verificagdo de
que os segmentos horizontal e diagonal ndo possuem o mesmo tamanho,
os estudantes reformulam sua afirmagdo e indicam que simplificar ¢
eliminar os segmentos de mesma direcdo, ou seja, diagonal com diagonal

USC.2.4.02
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e horizontal com horizontal.

KAUAN: S6 duas, uma de cada, 6, porque a amarrag¢do americana so tem uma
horizontal, o da sapataria tem cinco, mas dai so da pra eliminar uma aqui e
outra aqui. (apontado para o desenho os segmentos horizontais que podem ser
excluidos)

Figura 78: Simplificacdes dos percursos representados na malha pontilhada

e metoao ropido
- dax sapatarias
2 2 °8 ©obh o ) o o

PROFESSOR: E, isto ai, uma de cima e a outra de baixo. E as diagonais, ai?
Quantas de cada dd pra eliminar?

KAUAN: Essas duas primeiras, aqui, 0. Depois essa com essa. Essas aqui ndo.
Essas aqui, sim. Essas, sim. E essas. Entdo sdo cinco de cada. (enfatizando com
o gesto de apontar o l1apis para o desenho o sentido do uso das palavras essas e
essa).

Figura 79: Kauan indica possibilidades de simplificar as representacées

A realiza¢do do procedimento de simplificagdo é percebida como uma
enumeragdo uma a uma dos que podem ser eliminados e anota-los com
alguma marca.

CHRISTIAN: Mas, essas duas aqui, 6, uma td descendo e a outra ta subindo,
pode eliminar assim mesmo, professor?

PROFESSOR: Pode porque a direcdo da diagonal ndo importa, o que importa
ai é o tamanho, ter o mesmo comprimento. E importante ver o que sobra, por
exemplo, o que sobrou em cada amarragdo, ai de vocés?

PEDRO: Da amarra¢do americana sobrou cinco diagonais. E cinco diagonais
na americana que sobrou. Jd na sapataria sobra quatro horizontais e uma
diagonal grande, essa aqui, 0. (gesticulando para apontar no desenho os
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segmentos que sobraram depois da eliminag3o.

PROFESSOR: E isso, td vendo, 6. Ndo sobra segmentos iguais nas duas
amarragoes. Nao hd nenhum segmento de mesmo tamanho nas duas sobras.

Os estudantes tornam efetiva sua compreensdo do procedimento para
USC.2.4.04 | eliminar segmentos congruentes, indicando os segmentos que seriam
eliminados ¢ os que sobrariam depois dessa eliminagao.

A cena apresenta significados produzidos pelos estudantes acerca do
procedimento de eliminar concomitantemente, nos dois métodos de amarracio, segmentos de
mesmo comprimento. Esses significados sdo expressos nas justificagdes dos estudantes para a
validade desse procedimento. A simplifica¢do da construgdo € percebida inicialmente como um
ato baseado unicamente na acuidade visual. Por isso, segmentos visualmente percebidos como
de tamanhos aproximadamente iguais poderiam ser eliminados na simplificagdo. Mas, a
necessidade de construir uma justificagio para esse procedimento auxilia na reformulagdo desse
significado inicial. Afirmar que eliminar segmentos iguais de dois percursos ndo altera sua
rela¢@o de ordem, ou seja, o que era menor antes da eliminag@o continua sendo menor depois
da eliminagdo, atribui um novo significado ao procedimento adotado, pois sua justificacdo deixa
de ser exclusivamente baseada na acuidade visual e passa a se apoiar numa relagdo ldgica

formal.

A efetivagdo da compreensdo desse novo significado se d4 com a indicacdo
que os estudantes de quais segmentos seriam eliminados e quais sobrariam segundo essa relagao
logica formal. E essa efetivamente que torna claro a ocorréncia da aprendizagem do
procedimento para simplificar a construgdo, pois essa efetivagdo marca uma transformacao no
modo dos estudantes de compreender a construgdo. O modo como essa aprendizagem se da
vincula-se a0 momento em que os estudantes, ao invés de aplicar uma norma ou um

procedimento, voltam-se para justifica-la.

Cena 5: Empregando o significado da desigualdade triangular

A cena mostra o trabalho realizado pelo grupo formado pelos estudantes
Christian, William, Kauan, Gabriel, Lucas e Jodo Victor que apds simplificarem a representacdo
de duas amarracdes de cadar¢o na malha pontilhada, buscam construir um triangulo para
comparar seus comprimentos. A cena comec¢a quando o professor questiona o grupo como

fizeram essa constru¢do do tridngulo.
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Quadro 21: Descricio da Cena 5 da Pratica 2

Codigo da

uscC Expressoes dos sujeitos

Figura 80: Estudantes investigam as condicdes de minimalidade de percurso com
segmentos retos

PROFESSOR: Como vocés formaram o triangulo com as sobras? Prd onde vocés
transportaram as sobras?

CHRISTIAN: As cinco diagonais coloquei aqui, 0, nessa diagonal aqui, o,
formando um lado do triangulo. As horizontais vai la em cima e a diagonal grande
vem pra cd, fechando o triangulo. (percorrendo com a ponta da caneta para
mostrar os lados do triangulo formado com os segmentos transportados)

Figura 81: Christian explica as condi¢cées de minimalidade da amarracéo

PROFESSOR: Mas, quais desses lados ai é do método americano e quais é do
método da sapataria?

CHRISTIAN: O método da sapataria é esses dois lados aqui, 6. O método
americano fica tudo num lado so, aqui. Fica assim, sapataria-sapataria-
americano. (mostrando no desenho onde estdo os segmentos de cada método)

O procedimento de construir um tridngulo com as sobras de segmentos ¢
percebido e descrito como sapataria-sapataria-americano, ou seja, um lado

USC.2.5.01 |¢ o método americano e os outros dois é o método sapataria. Esse
procedimento viabiliza a comparagdo entre dois métodos de amarragio
utilizando a desigualdade triangular.

PROFESSOR: Ta. E por que o método sapataria é maior?

CHRISTIAN: Porque esses dois lados que é o método sapataria... somando os
dois fica maior do que o lado do método americano.

WILLIAM: E também o método americano é menor porque sempre a reta é o
caminho mais curto. (mostrando compreender a afirmagdo de Christian)

PROFESSOR: E, mas explica isso ai com seu desenho.
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WILLIAM: E porque essa reta azul aqui é o percurso que... é o tamanho, é o
tamanho da linha... da amarracdo americana como se estivesse estendida
assim... e essa linha vermelha é a amarra¢do da sapataria como se estivesse
estendida. Entdo dd pra ver que o vermelho é maior do que o azul porque o azul
é reto e o vermelho, ndo. (indicando com o dedo e com a caneta o sentido do uso
das palavras tamanho, estendida, maior e reto)

Figura 82: William explica a minimalidade de percursos com segmentos de reta

A construcdo efetuada para comparar os métodos de amarragdo ¢ descrita.
O método americano € mais curto porque seus segmentos que sobram ficam
na mesma direcdo diagonal, enquanto no método sapataria os segmentos
que sobram possuem dois tipos de dire¢des, horizontal e vertical,
completando o tridngulo. Essa explicacdo € percebida como fundamentada
na desigualdade triangular.

USC.2.5.02

A cena mostra como os estudantes utilizam a constru¢@o do tridngulo com as
sobras dos segmentos dos dois métodos de amarracdo permite comparar dois a dois cada
método. Desse modo, a desigualdade triangular ¢ utilizada um modo grafico de expressar uma
compreensao acerca do tema investigado. Ver uma amarra¢do como dois lados de um triangulo
e a outra amarrag¢@o como o terceiro lado desse triangulo, de modo que a comparacdo entre os
métodos de amarragdo implica em produzir significado para a desigualdade triangular e, ao
mesmo tempo, utilizar a desigualdade como um modo linguistico de expressd@o, um modo de

expressar uma compreensao sobre o tema investigado.

4.2.2 Unidades Significativas dos Discursos da Pratica 2

Quadro 22: Descriciio da Unidade Discurso 1 da Pratica 2

Ll dk USD.2.01

USD
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Unidade de
Discurso

A estudante descreve que aprendeu a efetuar uma construgdo utilizando o
método de reflexdo e que este método consiste em medir as distancias de
dois pontos, A e B, até uma reta r e refletir esses pontos em relagdo a essa
reta r, obtendo os pontos simétricos A’ e B'. Ligando, nessa construgdo, os
pontos A e B’ é possivel obter o ponto P que determina o menor percurso
para ir de A até B, passando por r. A estudante descreve que esse percurso
€ 0 menor possivel porque o segmento AP + PB’ fica inteiramente contido
numa reta (ver figura 28).

Asserc¢iao
Articulada
da USD

A estudante descreve nessa Unidade de Discurso uma constru¢do empregada
na investiga¢do do comprimento do cadar¢o em cada método de amarragdo. Nessa Unidade, a
estudante destaca nessa construg¢do o fato de que a minimalidade do percurso é consequéncia
de a reflexdo ficar contida numa reta. Desse modo, essa Unidade de Discurso indica que a
estudante percebe que sua aprendizagem dessa condi¢do de minimalidade se deu a partir da

realizacdo da investigacdo de uma construcdo e de uma constatagdo visual dessa condi¢@o.

Quadro 23: Descricio da Unidade Discurso 2 da Pratica 2

Codigo da

USD USD.2.02

Unidade de
Discurso

O procedimento para comparar o comprimento de diferentes métodos de
amarragdo de cadarco é percebido como um modo de achar o que sobra do
Asserc¢io cadarg¢o. Esse procedimento é descrito como uma construgdo de um
NG EGER 1riangulo com os dois cadarcos para comparad-los. Se em um método o
da USD cadarg¢o forma os dois lados do triangulo e no outro método o cadar¢o
formar o terceiro lado, entdo o primeiro método é maior porque, em
qualquer tridngulo, a soma de dois lados é sempre maior que o terceiro.
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Essa Unidade de Discurso € destacada de uma descri¢ao sequencial da pratica
de MM, de modo que essa Unidade descreve o momento em a desigualdade triangular ¢
empregada para saber qual método de amarra¢do “sobra” mais cadar¢o. Essa Unidade de
Discurso parece indicar que a estudante percebe que sua aprendizagem da desigualdade
triangular se deu em meio a realizacdo de uma investigacdo, de modo que a desigualdade

triangular surge como uma técnica ou uma estratégia para comparar diferentes métodos de

amarracao.

Quadro 24: Descriciio da Unidade Discurso 3 da Pratica 2

USD.2.03

Unidade de
Discurso

Os estudantes foram ao laboratorio de ciéncias e la utilizaram ténis de 5 e
Assercio 6 furos para realizar os diferentes tipos de amarragdo segundo os diagramas
NGNGBRI (e uma folha. No outro dia, os estudantes refletiram o percurso do cadar¢o
da USD para verificar qual tinha o menor e o maior percurso do cadar¢o em cada
amarracgdo.

Tendo em vista que essa Unidade de Discurso foi destacada de uma relato que
descreve sequencialmente a pratica de MM, relacionando o que foi aprendido com a situagao
em essa aprendizagem se deu, entdo essa Unidade de Discurso parece indicar que a estudante
percebe que sua aprendizagem do método de reflexdo se deu a partir da realizagdo da
investigacdo de um experimento, feito no laboratério de ciéncias, no qual os estudantes, em

grupo, exploraram os diferentes métodos de amarracdo de cadargos.

Quadro 25: Descricio da Unidade Discurso 4 da Pratica 2

Codigo da USD.2.04

USD
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Unidade de
Discurso

A estudante descreve o procedimento para comparar os comprimentos de
dois métodos de amarragdo. Se as duas amarragdes possuem,
Assercao concomitantemente, ‘“segmentos” de mesmo comprimento, entdo esses
LGN EGER “segmentos” podem ser eliminados, de modo que a construgdo pode ser
da USD simplificada. O objetivo desse procedimento é eliminar o mdximo possivel
de “segmentos” iguais nos dois métodos e efetuar a constru¢do do triangulo
com o que sobrou.

A estudante descreve um procedimento para simplificar as construcdes que
comparam diferentes métodos de amarra¢do de cadarco. Neste caso, simplificar significa
empregar a lei do cancelamento na geometria. De fato, a elaboragdo do procedimento de
eliminar concomitantemente, nos dois métodos de amarragdo, os segmentos congruentes
expressa uma compreensdo geométrica da lei algébrica do cancelamento. Assim, essa Unidade
de Discurso indica que a estudante percebe que sua aprendizagem, acerca dessa lei do

cancelamento, se dd como a aquisi¢do de um método para simplificar a construcdo, visando

investigar um tema.

Quadro 26: Descricio da Unidade Discurso 5 da Pratica 2

Codigo da

USD USD.2.05

Unidade de
Discurso

O estudante percebe que aprendeu o método de reflexdo com o experimento
da bolinha que consiste em jogar uma bolinha de borracha contra o piso
para “ver” que o angulo de ida (incidéncia) é o mesmo que o angulo da
volta (reflexdo).

Asserc¢ao
Articulada

da USD
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O estudante expressa nessa Unidade de Discurso sua aprendizagem de uma
propriedade geométrica importante presente no método de reflexdo. Essa propriedade ¢ a
congruéncia de angulo na construgdo efetuada para determinar o menor percurso para ir de um
ponto A até um ponto B, passando por uma reta r. A estudante indica que sua aprendizagem se
deu a partir de um experimento em o professor langou uma bolinha de borracha contra o piso e
solicitou aos estudantes que observassem os angulos de ida e volta, ou seja, os angulos de

incidéncia e de reflexdo.

Quadro 27: Descriciio da Unidade Discurso 6 da Pratica 2

Codigo da

USD USD.2.06

Unidade de
Discurso

O estudante descreve o que aprendeu na atividade que investiga o menor
caminho que vai do ponto A até o ponto B, passando pela reta r. Quando se
LCTO Y reflete A em relagdo a v, obtendo A’, verifica-se que a linha A’B ndo tem
NG EGER curva, ou seja, estd contida numa reta. Na construgdo que o desenho mostra,
da USD angulos e retas sdo refletidos como num espelho, de modo que a construgdo
da reta A’B determina o ponto P que define o menor caminho: sai de A, vai
até P e, de la, vai até B.

Ao descrever o que aprendeu, o estudante indica que essa aprendizagem se
deu a partir da investigagdo de uma questdo, a saber, como determinar um percurso de
comprimento minimo entre os pontos 4 ¢ B e a reta . O estudante expressa sua compreensao
sobre essa questdo empregando um desenho que ¢ utilizada como parte do discurso. Assim,
essa Unidade de Discurso indica que o estudante percebe que sua aprendizagem se deu também
como a aquisi¢do de um modo de argumentar, de empregar diferentes modos de expressdo como

recursos de argumentag@o.

Quadro 28: Descricdo da Unidade Discurso 7 da Pratica 2

Codigo da

USD USD.2.07
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Unidade de
Discurso

LTS YE T Depois que a construgdo é realizada, o uso da desigualdade triangular
NG EGER permite ordenar os métodos de amarragdo do menor para o maior
da USD comprimento.

Essa Unidade de Discurso descreve o emprego da desigualdade triangular
para ordenar os diferentes métodos de amarragdo de acordo com o comprimento do cadargo
“gasto” em cada amarracdo. Essa Unidade parece indicar, nesse sentido, que a estudante
percebe que sua aprendizagem da desigualdade triangular se deu num ambiente de investigacio
em que o conhecimento geométrico (desigualdade triangular) surge com um modo linguistico

de expressar uma compreensio sobre o tema investigado.

Quadro 29: Descricio da Unidade Discurso 8 da Pratica 2

Codigo da

USD USD.2.08

Unidade de
Discurso

A estudante percebe que no comego achou a prdtica de MM meio confusa e
se perguntou: para que isso? Ao longo das atividades ela foi entendendo
parcialmente o que deveria fazer. Também percebe que sua dificuldade em
saber a posi¢cdo correta, sobre eliminar os ‘“segmentos” iguais nos dois
métodos para simplificar a constru¢do. Percebe que a ajuda dos colegas e
do professor pode entender e realizar as atividades.

Asserc¢ao
Articulada

da USD

A estudante expressa sentimentos de duvidas de incertezas, de ndo saber onde
vai chegar e nem o que deve fazer em cada momento. Encerra seu discurso dizendo a ajuda dos
colegas e do professor foram fundamentais para conseguir entender e fazer todas as coisas na

pratica de MM. A estudante expressa, portanto, que percebe que sua aprendizagem se deu num
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ambiente de investigacdo, em que ndo uma definicdo prévia do que deveria fazer ou de onde
deveria chegar. O auxilio dos colegas e do professor foram essenciais nessa aprendizagem que

a estudante percebe como envolvendo um entender e um fazer.

4.3 ANALISE IDEOGRAFICA DA PRATICA 3

Para efetivar a Andlise Ideografica da pratica 3, apresentamos e analisamos 4
Cenas Significativas que evidenciam a manifestacdo da aprendizagem da geometria em praticas
de MM e aponta sentidos que os relatos ainda ndo mostraram. Com relagdo aos relatos, de um
total de 124, selecionamos 17 relatos (ver Apéndices), dos quais extraimos 19 Unidades de
Discurso. O nimero de relatos e o numero de Unidades Significativas de Discursos analisados
neste topico ¢ maior do que nas praticas de MM anteriores porque, nesta pratica de MM,
separamos a elaboracdo dos relatorios em duas etapas. Primeiro, os estudantes realizaram um
relatério que descreve situagdes envolvendo a aprendizagem de como dividir o mapa em Areas
de Abrangéncias, utilizando o Diagrama de Voronoi, de como calcular o centro de equilibrio
das escolas e também a elaboragdo de uma planta baixa para a constru¢do de uma escola de
Ensino Médio Integral. O segundo relatério inclui a descri¢do de situagdes envolvendo a
aprendizagem de area e perimetro de retdngulos e procedimentos graficos para analisar a
otimizagdo de espacos em prédios escolares. Esse segundo relatorio inclui também descri¢io

das maquetes da escola de Ensino Médio Integral.

4.3.1 Unidades Significativas das Cenas da Pratica 3

Cena 1: Construindo critérios para Areas de Abrangéncias

A cena 1 mostra os estudantes trabalhando na tarefa de dividir o mapa
contendo quatro escolas em Areas de Abrangéncia, cada uma contendo uma das quatro escolas
da regido. O grupo também deve indicar um local para constru¢cdo de uma escola de Ensino
Médio Integral para atender as quatro escolas da regido. Tanto a divisdo em Areas de
Abrangéncias quanto a localizagdo da escola devem ser feitas segundo critérios. Os estudantes
devem apresentar esses critérios. O grupo exibido na cena é formado pelos estudantes
Guilherme, Emanuelly, Vanessa e Natalia que, apds efetuarem a construgdo, sdo solicitados a

apresentar ao professor os critérios. A cena comeca quando o professor pergunta ao grupo
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acerca desses critérios.

Quadro 30: Descriciio da Cena 1 da Pratica 3

Codigo da
USC

Expressoes dos sujeitos

Figura 83: Estudantes investigam Areas de Abrangéncias

PROFESSOR: O que eu quero saber de vocés é como vocés fizeram essa
construgcdo? O que vocés pensaram... que critérios vocés utilizaram para fazer
essa divisdo no mapa?

GUILHERME: Como assim?

PROFESSOR: Por exemplo, essa faixa aqui é de que escola? (apontando para o
mapa)

Figura 84: Professor e Guilherme apontam uma faixa no mapa

GUILHERME: E do Adélia.

PROFESSOR: Entdo, é do Adélia, mas como vocé decidiu que essa faixa ia ser
do Adélia?

GUILHERME: Entdo, é porque eu pensei no espaco de salas que tinha aqui no
Adélia e quantos alunos cabiam e quem tava mais perto pra chegar no Adélia,
entdo pensei no lugar que ndo ficava tdo longe pra chegar no Adélia. Ai eu fiz
(a construgao).

PROFESSOR: E a do Lucia Barros?

GUILHERME: Mesma coisa, também pensei nisso. Ai fui comparando todas as
escolas e vi que toda essa regido aqui (aponta no mapa) td mais proxima do
Lucia Barros.
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PROFESSOR: Td, entdo porque que essas duas regides daqui sdo maiores?
(apontando no mapa)

GUILHERME: E porque as duas escolas sGo maiores.
PROFESSOR: Ah, entdo se o colégio é maior a regido é maior? E isso?

GUILHERME: E. E isso!

Os estudantes dividem o mapa em Areas de Abrangéncias adotando como
critério que o tamanho dessa Area deve ser proporcional ao tamanho da
escola, ou seja, quanto maior o numero de salas de aula, maior deve ser
sua Area de Abrangéncia.

USC.3.1.01

USC.3.1.02 Em face do questionamento do professor, acerca do problema
B proximidade, os estudantes decidem refazer sua construgao.

PROFESSOR: Entdo vocés ndo consideraram as distancias entre as escolas?

GUILHERME: Como assim? A gente so pensou na regido onde os alunos
moram.

Figura 85: Professor apontando para o mapa

PROFESSOR: Olha aqui, 6, por exemplo, quem mora aqui td na regido do
Pinotti, mas é mais perto estudar no Adélia, entendeu? (apontando no mapa)

GUILHERME: A#h, entendi..., mas dai como a gente divide?

EMANUELLY: Eu acho que devia mudar... a fronteira aqui, o6, tinha que ser
mais prd cd... tinha que passar aqui bem no meio.

PROFESSOR: Entdo, seria melhor vocés refazerem a construgcdo ... e,
considerar esse critério ai.

(...) depois de alguns minutos.
PROFESSOR: Vocés terminaram, ja?

VANESSA: Ja terminamos... a gente fez em outra folha?
EMANUELLY: E que a gente teve que dd uma mudada.

VANESSA: E que a gente fez a divisdo agora através das distancias entre as
escolas.

PROFESSOR: Mas, as regides ficaram do mesmo tamanho ou de tamanhos
diferentes? O que vocés fizeram de diferente na constru¢do?
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EMANUELLY: Ta diferente ... porque aqui, o, nessa regido... quem ficar pra
fora desta fronteira é mais rdpido.... é mais perto estudar no Roseli do que no
Adélia e quem mora pra ca (da fronteira) é mais perto estudar no Adélia.

Figura 86: Emanuelly mostra no mapa as Areas de Abrangéncias

PROFESSOR: E do Pinotti? E mais perto também?

EMANUELLY: Do Pinotti é daqui prd cd. E mais perto também.
PROFESSOR: E o do Lucia Barros?

EMANUELLY: Do Liicia Barros é prd fora desta fronteira aqui. E prd cd.

Figura 87: Emanuelly mostra divisio das Areas de Abrangéncias

ooz otoms SOH P00
e B BT o

PROFESSOR: Entdo a fronteira divide mais ou menos no meio. Da fronteira...
é igual as distancias? E quem mora na fronteira?

Figura 88: Professor aponta as divisdes no mapa

e T Sy

EMANUELLY: Dai quem mora na fronteira eu acho que pode escolher onde
vai estudar?

Reformulando sua construgdo, os estudantes adotam como critério a
USC.3.1.03 | proximidade da moradia do estudante em relag@o a escola de sua Area de
Abrangéncia.

“ PROFESSOR: E onde deveria construir a escola de Ensino Médio Integral?
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NATALIA: 4 gente néo viu isso ainda.

PROFESSOR: Mas, onde vocé acha que deveria ser construida?

NATALIA: Eu acho.... que deveria ser aqui, 6, onde ainda ndo tem escola ainda.
Tinha que ser bem longe das outras.

PROFESSOR: Mas, ai nao fica longe? Quem mora aqui, por exemplo, e faz o
Ensino Fundamental no Adélia vai fazer o Ensino Médio ai? Ndo vai ficar
longe?

VANESSA: Entdo tinha que ficar... assim olhando no centro da imagem... tinha
que ficar entre todas as escolas, por aqui o.

PROFESSOR: Mas, por que ai neste ponto?

VANESSA: 4h, porque fica melhor né. Fica mais bem localizada entre toda a
regido, né? Fica mais bem distribuida.

NATALIA: E, se ficar mais no centro, fica bem prdtico, mais acessivel prd
todos.

O diadlogo entre os estudantes aponta para a ado¢io de um critério baseado
na proximidade para a localiza¢do da escola de Ensino Médio Integral.

USC.3.1.04 | Essa escola deveria ser localizada de tal modo que ficasse acessivel ou
mais proxima de todos os estudantes e, por isso, uma localiza¢ado central
entre as escolas ja existentes ¢ sugerida.

Esta cena mostra uma reformulagio de uma construgdo de critérios tanto para
dividir o mapa em Areas de Abrangéncias quanto para localizar a constru¢io de uma escola de
Ensino Médio Integral, visando atender os estudantes das quatro escolas da regido. foi
desenvolvida com os estudantes e serd analisa na continuidade da pesquisa. Inicialmente os
estudantes dividem as Areas de Abrangéncias, tendo como critério que escolas maiores, com
maior namero de salas de aulas, devem ter Areas de Abrangéncias maiores. Mas, esse critério
¢ insuficiente porque um estudante pode morar na regido de abrangéncia de uma escola e ter
como mais proxima de sua casa uma escola de outra Area de Abrangéncia. Esse
questionamento, feito pelo professor, leva os estudantes a reformular sua constru¢do e
acrescentar um critério de que as fronteiras de cada Area de Abrangéncia definem uma relagio
de proximidade, ou seja, quem mora na fronteira possui a mesma distancia a mesma distancia
entre duas escolas, mas quem mora antes ou depois da fronteira terd necessariamente, como

escola mais proxima, a escola da Area de Abrangéncia onde mora.

Do mesmo modo, a localizacdo do ponto que deveria ser construida a nova
escola, utilizou incialmente um critério da homogeneidade da distribuicdo no mapa, ou seja, a
nova escola deveria ser construida num local onde ainda ndo tem escola. Mas, em seguida,
considerando que essa nova escola deve justamente atender os estudantes que saem do Ensino

Fundamental das escolas atuais e vao para o Ensino Médio Integral, os estudantes reformulam
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seu critério e procuram um ponto de localizacdo equidistante as escolas atuais, ou sejam, um

ponto central entre essas escolas.

Essas duas reformulacdes nos critérios marcam dois momentos significativos
de aprendizagem e mostram a aquisicdo de uma compreensdo inicial que encaminha a
investigacdo para uma abordagem geométrica. Em outras palavras, utilizar critérios baseadas
na relagdo de proximidade e na forma e medida das Areas de Abrangéncias encaminham a
investigacao para uma aprendizagem da geometria. Além disso, essa cena mostra a importancia
do Outro na reformulacgéo dos critérios e na abertura para novas possibilidades de significagcdes

para o tema investigado.

Cena 2: Aprendendo os significados do Diagrama de Voronoi

A cena 2 mostra um grupo de estudantes trabalhando na tarefa de empregar a
construcdo de mediatrizes para dividir o mapa contendo quatro escolas em Areas de
Abrangéncia, cada uma contendo uma das quatro escolas da regido. Essa cena mostra o trabalho
do grupo formado pelos estudantes William, Kauan, Felipe e Christian que apds aprenderem a
construir o diagrama de Voronoi para dois e trés pontos, devem elaborar a construcdo do
diagrama de Voronoi para as quatro escolas do mapa e avaliar se essa construgdo ¢ adequada
ou ndo para dividir as regides de abrangéncia. A cena comega quando o professor pergunta ao

grupo acerca dessa construgao.

Quadro 31: Descriciio da Cena 2 da Pratica 3

Codigo da

USC Expressoes dos sujeitos

Figura 89: Estudantes estudam as condi¢des de equilibrio da lata

PROFESSOR: Entdo, vamos ver aqui com esse grupo. William, como vocé fez a
sua divisdo? O que eu quero saber é como vocés estdo construindo ai o
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Diagrama de Voronoi?

WILLIAM: Eu liguei todas as escolas com uma linha, fechando assim
(indicando no mapa). A7 peguei o... o.... 0 negocio aqui que vocé me emprestou
(o compasso) e abri mais do que a metade (do segmento) e fui fazendo os
circulos. Dai achei esses dois pontos e fiz a mediatriz aqui (mostra no mapa).

O estudante utiliza gestos corporais e emprega os instrumentos de desenho
como um meio de expressdo para descrever o procedimento geométrico
da construcao.

KAUAN: Esse bagulho de usar o compasso ndo é comigo néo! E louco demais!

PROFESSOR: Mas, vocés tdo fazendo juntos, né? O trabalho de vocés ta
ficando igual?

KAUAN: Td parecido, mas eu ndo sei se ta certo.
PROFESSOR: Entdo, descreve pra mim a primeira coisa que vocé fez?

KAUAN: Primeiro eu fim uma linha Pinotti até o Adélia... depois do Adélia até
o Roseli, do Roseli até o Lucia e do Licia pro Pinotti.

PROFESSOR: T certo! E o que vocé td fazendo agora?
KAUAN: Achando a mediatriz... a mediatriz de cada um.

PROFESSOR: E como constroi a mediatriz? Entre o Roseli e o Liucia Barros,
por exemplo?

KAUAN: Eu faco esse circulo aqui, depois outro aqui... e dai marco esse ponto
aqui e aqui (constroéi no mapa a mediatriz, como mostra a figura 90)

Figura 90: Kauan mostrando como constrdi a mediatriz

PROFESSOR: Até ai ta tudo certo! Mas, como essa mediatriz divide entre as
duas escolas?
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KAUAN: Como assim?

PROFESSOR: O que eu quero saber é se vocé entende porque tem que ser uma
mediatriz entre essas duas escolas. Por exemplo, se o aluno mora exatamente na
mediatriz ele vai estudar onde? E, se ele morar prd cd ou pra la da mediatriz?

KAUAN: Se ele morar pra cad, ele vai estudar no Roseli. Se morar da mediatriz
pra la ele vai morar no Lucia.

PROFESSOR: Mas, porque isso? Por que a mediatriz define a fronteira da Area
de Abrangéncia?

KAUAN: E que ela fica bem no meio...

CHRISTIAN: E que na mediatriz a distdncia é igual, tanto faz estudar no Roseli
ou no Lucia. Mas, por exemplo, se ele mora aqui, desse lado, entdo vai estudar

I no Roseli que é mais perto.

A mediatriz ¢ percebida como um meio de efetuar uma divisdo do mapa
USC.3.2.02 . o .
seguindo um critério de proximidade.
PROFESSOR: E isso, entdo como ficaria a divisdo do mapa?
03

CHRISTIAN: Agora falta uma mediatriz aqui, outra aqui e outra aqui, 6. Tem
que se quatro, né?

Figura 91: William mostrando sua construcio no mapa

WILLIAM: Professor, eu ja construi as mediatrizes. O que eu faco agora?
(mostrando sua construgo)

PROFESSOR: Deixa eu ver... essa mediatriz da pra fechar com essa aqui, 6. As
duas fecham aqui. E esta aqui se encontrar com esta ... ndo... esta daqui ndo...
ah sim esta com esta, 6. (mostrando na construgdo de William)

Figura 92 Professor mostrando no mapa

WILLIAM: Entdo liga duas e depois essas outras duas e dai fecha aqui? Fecha
essas duas com essas duas?

PROFESSOR: E isso, tenta fazer isso e vé se fica bom?

USC.3.2.03 | A interacdo entre os membros do grupo e participagdo do professor define
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o modo como as mediatrizes serdo conectadas para construir o diagrama
de Voronoi.

(...) William e Kauan efetuam a construgéo.

PROFESSOR: Deixa eu ver como vocés fizeram? Vocés dividiram em quatro
Areas de Abrangéncias? Entdo explica pra mim como vocé fizeram essa divisdo.

KAUAN: Primeiro a gente ligou os pontos. Depois a gente usou o compasso pra
achar as metades (mediatrizes). Depois apagamos (as linhas auxiliares) e so
ajeitamos aqui (mostrando no mapa).

Figura 93: Mostrando no mapa

WILLIAM: ... a gente ligou as mediatrizes, fechando aqui (mostrando no mapa
de Kauan).

Figura 94: William mostra no mapa de Kauan
- &

i

A

PROFESSOR: Entendi. Entéio é a Area de Abrangéncia do Adélia.
WILLIAM: Aqui, 6, dentro desse triangulo ¢ do Adélia.

Figura 95: William mostrando no mapa

?\?
-

PROFESSOR: Mas, veja, o Adélia é a maior escola e ta com a menor regido,
com a menor Area de Abrangéncia. Ndo é estranho, isso?

CHRISTIAN: Entdo essa construcdo ai ndo deu certo?
PROFESSOR: O que vocés acham? Essa divisdo parece adequada pra vocés?

KAUAN: Eu acho que ndo. Tinha que ser a uma divisdo que a maior escola
ficasse com a maior regido.

WILLIAM: Mas, tem como fazer as duas coisas? Usar as mediatrizes e fazer
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_ com que a maior escola tenha a maior Area de Abrangéncia?

A avaliagdo que estudantes e professor fazem da constru¢gdo com o
diagrama de Voronoi conduz a conclusdo de que € preciso combinar dois

USC.3.2.04 | critérios: o da proximidade e da proporcionalidade da Area de
Abrangéncia com o tamanho da escola. Essa conclusdo leva o grupo a
elaboragdo de um novo diagrama.

Essa cena mostra como os estudantes produzem significados para o conceito
geométrico de mediatriz. A constru¢do da mediatriz de um segmento ja tinha sido discutida
com os estudantes, mas a solicitacio de empregar esse conceito para obter Areas de
Abrangéncias de uma regido do mapa, ajudou os estudantes a relacionar esse conceito com o
critério da proximidade. Um significado é que a mediatriz de um segmento contido num plano,
estabelece, entre os pontos desse plano e os dois extremos desse segmento, uma relagdo de
proximidade. Com isso, os estudantes podem compreender o Diagrama de Voronoi como um

modelo matematico que estabelece no plano uma relacdo de proximidade entre seus pontos.

A cena destaca o uso do conceito de mediatriz para construir o Diagrama de
Voronoi. E mostra como os estudantes vao transitando do significado puramente geométrico
para o tema que esta sendo investigado. A cena destaca também a participacdo das interacdes
entre os membros do grupo e o professor para enfrentar obstaculos e produzir significados
novos para as construgdes. Importante também ¢ a avaliacdo do modelo matematico produzido.
A percepeio de que o modelo ndo atendia a um critério que ¢ o da proporcionalidade da Area
de Abrangéncia em relacdo ao tamanho de cada escola, levou os estudantes, com o
questionamento do professor, a considerar a necessidade de buscar um novo modelo
matematico. Em suma, a aprendizagem geométrica nessa cena envolve aprender a expressar
uma compreensio das Areas de Abrangéncias com o Diagrama de Voronoi. Além disso, o
didlogo constante com o professor e entre os membros do grupo mantém sempre vivo as razdes

que conduzem a aprendizagem da geometria.

Cena 3: Do centro geométrico ao centro médio ponderado de populagdes

A cena 3 mostra o grupo dos estudantes Jodo Vitor, Ruwany, Ketlin e Natalia
Michelle trabalhando na tarefa de localizar no mapa o centro médio de populacdes das quatro
escolas. Essa localizagdo visa indicar um local no mapa para constru¢do de uma escola de
Ensino Médio Integral para atender as quatro escolas da regido. Para introduzir o assunto, o

professor discute com os estudantes como calcular os centros geométricos de um segmento de
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reta e de um tridngulo quando estes sdo dados por coordenadas cartesianas. Apds isso, apresenta
aos estudantes o problema de calcular os centros da lata de refrigerante inclinada, retomando a
questdo ja investigada na pratica 1 e o centro, e das quatros escolas. O grupo dessa cena,
determinam primeiro as coordenadas do centro geométrico da lata, calculando a média
aritmética das abscissas e das ordenadas dos pontos que contornam a latinha. A cena comega

quando o professor solicita ao grupo que expliquem os procedimentos adotados.

Quadro 32: Descriciio da Cena 3 da Pratica 3

Expressdes dos sujeitos

Figura 96: Ruwany, Joio Vitor, Ketlin e Michelle

PROFESSOR: Eu gostaria que vocés me explicassem como vocés calcularam os
centros da lata... é pra eu fazer esse registro. Como vocés calcularam?

RUWANY: Primeiro a gente desenhou um retdngulo em torno da lada porque
ela ndo é certo (apresenta cantos com curvas). Depois, a gente pegou as
coordenadas aqui dos cantos e foi somando... e dividi pelo nimero de
coordenadas que somei, que é quatro, depois fiz todas, dai eu joguei (localizou
no plano cartesiano) e deu o centro.

Figura 97: Ruwany mostra como calculou o centroide da lata

PROFESSOR: Que centro é esse?

RUWANY: E esse centro aqui, da lata.

PROFESSOR: Da lata vazia ou da lata com liquido?

RUWANY: Da lata vazia! O centro da lata com liquido é aqui, 6.
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Figura 98: Ruwany mostra o centroide calculado

PROFESSOR: E como vocés calcularam o centro da lata com liquido?

RUWANY: 4 gente marcou a linha... o nivel da dgua, dai, mesma coisa, a gente
foi pegando as coordenadas... somou tudo e dividiu... s6 que agora deu cinco
por que agora tinha cinco lados, entdo dividiu tudo por cinco, dai achou o centro
geométrico aqui dessa parte com agua.

Figura 99: Ruwany explica o equilibrio da lata

A imagem da lata de refrigerante ¢ aproximada pela figura de uma
retangulo, de modo que essa imagem seja dada pelas coordenadas dos
USC.3.3.01 | vértices do retangulo. Com essa construgdo os estudantes associam o
centro geométrico da lata com o ponto obtido calculando a aritmética das
coordenadas dos vértices do retangulo.

PROFESSOR: E por que ela (a lata) fica em equilibrio nessa quantidade com
agua? O que da prd ver com esses centros que vocés calcularam sobre o
equilibrio da lata?

JOAO VITOR: Dd pra ver, tipo assim no desenho, que a lata vazia... ou cheia,
tanto faz... o centro fica aqui bem no meio, fora da linha do apoio. Ela cai porque
fica fora, nao fica na mesma linha...

Figura 100: Jodo Vitor explica o equilibrio da lata

PROFESSOR: E quando ta com dagua? Ela fica em equilibrio?
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JOAO VITOR: E porque dai fica aqui quase na mesma linha e dai dé apoio, fica
apoiado.

Figura 101: Joao Vitor explica o equilibrio da lata

%

Para explicar o equilibrio da lata, os estudantes relacionam o centro do
retangulo (a lata) e o centro do trapézio (parte com agua) com o

USC.3.3.02 . . . . o
alinhamento vertical entre esses geométricos e um vértice do retangulo
situado no eixo das abscissas (o ponto da base de apoio da lata).

PROFESSOR: Entdo vocés calcularam o centro so da parte com liquido, nesse
caso, vocés ndo consideraram a parte que fica vazia. Mas, a parte vazia também
ndo pesa?

RUWANY: Como assim? A gente fez como no ano passado, ué?

PROFESSOR: E, mas tem um problema. Quando a lata fica, por exemplo, pela
metade de dgua, ela fica em equilibrio, ndo é? Até a metade ela tem liquido,
entdo ela ta bem pesada ai, mas, da metade pra cima, onde ela ta vazia, também
tem peso, bem menor porque ela td vazia, mas tem um peso ai. Esse peso de cima
ndo influencia? O que vocés acham?

JOAO VITOR: Eu acho que influencia pouco porque a parte com dgua é mais
pesada.

PROFESSOR: E no caso de vocé ir diminuindo a dgua, até ficar bem pouquinho,
ai esse peso de cima vai ser importante?

RUWANY: E, se ficar maior que a parte de baixo, ai sim... porque ddi fica
pouco peso em baixo e mais peso em cima, na parte vazia.

PROFESSOR: Entao, é isso, é essa questdo que eu quero colocar... se esse peso
da parte vazia é importante como usar eles nos cdlculos?

O questionamento do professor conduz os estudantes a reconhecer a
USC.3.3.03 | insuficiéncia da explicagdo inicial e a necessidade de reformular o
modelo.

(...) siléncio.

PROFESSOR: Pra usar esses pesos diferentes, de cima e de baixo, no cdlculo
da média das coordenadas, é preciso usar uma média ponderada.

JOAO VITOR: Como assim?

PROFESSOR: Calcula o centro dessa parte de cima e o centro dessa parte de
baixo, com a dgua, ai vocés calculam um ponto aqui, entre os dois centros, so
que ndo soma as coordenas e divide por dois, vocés multiplicam as coordenadas
pelos seus pesos.
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JOAO VITOR: Eu ndo entendi nada.

PROFESSOR: Olha s6, esse x da parte de baixo, vocé multiplica pelo peso da
parte de baixo, digamos uns 100 gramas, e esse x da parte de cima, multiplica
pelo peso de cima, sei ld uns 10 gramas, dai sim, vocé soma e divide pela soma
desses dois pesos, por 100 + 10. Com o'y é a mesma coisa, multiplica, soma e
depois divide.

(...) Jodo Vitor calcula, ajudado pelo grupo e localiza o novo centro no plano
cartesiano.

PROFESSOR: Ta vendo ai, subiu um pouco o centro, quando considera o peso
de cima, o centro sobe um pouquinho, mas continua nessa faixa aqui que passa
pela base de apoio.

Figura 102: Professor mostra o centroide da imagem

O professor auxilia os estudantes a entender o calculo e o significado do
uso da média ponderada para calcular o centro de uma populagao.
RUWANY: E o centro das escolas, a gente faz do outro jeito?

PROFESSOR: Tem que ver se vai considerar o numero de alunos? Os pesos,
nesse caso, sdo os numeros de alunos. Por exemplo, se for considerar o niimero
de alunos, a escola nova vai ficar mais proxima de qual escola?

JOAO VITOR: Do Adélia, que tem mais alunos.

PROFESSOR: E, do Adélia. Mas, faz dos dois jeitos, calcula com o mimero de
alunos e sem os numeros de alunos e depois compara.

(...) Jodo Vitor calcula e os seus colegas acompanham.

Figura 103: Jodo Vitor calculo o centroide

PROFESSOR: Entdo mostra ai, vocés todos ai, mostra onde ficou localizado o
centro com a média simples (média aritmética)?

KETLIN: Aqui, 6 no 6 e 7,2 (coordenadas x = 6ey = 7,2)
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Figura 104: Ketlin mostra o centroide calculado no mapa

PROFESSOR: E o da média ponderada? Onde ta localizado?

KETLIN: A4 gente ndo marcou ainda, mas deu no 6 ao 8 (coordenadas x = 6 ¢
y = 8).

PROFESSOR: 4h, subiu um pouquinho, né. Marca ai pra vocé ver. Por que
vocés acham que a média ponderada subiu um pouquinho.

KETLIN: Porque as escolas, olha so, tem que ver o numero de alunos das
escolas. As escolas que tem mais alunos é o Adélia, o Roseli e depois o Lucia
Barros... tem mais alunos pra cima, por isso, a média ponderada da aqui em
cima.

Figura 105: Ketlin mostra o centro das escolas

JOAO VITOR: Mas, olhando no mapa, a diferenca é pequena. Subiu sé um
pouquinho, nem faz diferencga se a escola ficar no 6 e 7,2 ouno 6 e 8.

PROFESSOR: E, a diferenca é muito pequena, mesmo. Mas, por que isso
acontece?

Figura 106: Ketlin mostra os cdlculos

KETLIN: E que o numero de alunos é aproximado. O, 0 Adélia tem 417, o Roseli
tem 348, o Lucia Barros tem 308 e o Pinotti, 190. O unico diferente é o Pinotti,
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por isso, que ficou quase igual (a média aritmética das coordenadas ficou
aproximadamente igual a média ponderada)

Ao efetuarem o calculo com a média ponderada, os estudantes percebem
outro modo de compreender o sentido da palavra centro, isto ¢, centro ndo

como ponto equidistante ou centro como centroide de um poligono, mas

USC.3.3.05 | centro como um ponto de equilibrio de populagdes. Ao identificar que o
centro médio e o centro ponderado das escolas sdo bem aproximados, os
estudantes reavaliam o modelo matematico construido e interpretam o
significado geométrico de média ponderada.

Essa cena apresenta incialmente como os estudantes reinterpretam o
problema de explicar o equilibrio da lata inclinada. Ao invés de utilizarem construcdes
geométricas, os estudantes empregam coordenadas e interpretam a solug@o desse problema em
termos de média aritmética e média ponderada das coordenadas de vértices de figuras
geométricas. A ado¢do de um sistema de coordenadas cartesianas permite aos estudantes
produzir novas interpretacdes para o problema de determinar o centro geométrico de uma
figura, assim como permite interpretar a ideia de centro com outros significados. Da ideia de
centro geométrico, os estudantes transitam para a ideia de centro de populagdes. Da ideia de
centro como local de equidistancia ou como local onde retas dividem poligonos em areas iguais
(ideia de centroide), os estudantes passam uma compreensdo de centro como ponto que otimiza

distancias ou como ponto de equilibrio de populagdes.

Esta transi¢do caracteriza a manifestagdo da aprendizagem na cena. Nesse
caso, a ideia de centro geométrico serve como uma metafora linguistica-visual para se tratar de
centro de populagdes. Nesse caso, o conhecimento geométrico cumpre duas fungdes: serve
como um modo linguistico-visual para expressar uma compreensao sobre o tema investigado e
serve como uma metafora para interpretar modelos matematicos de outros dominios da

matematica, como € o caso do calculo de médias.

Cena 4: Analisando a otimizacio dos espacos em prédios escolares

A cena 4 mostra um grupo, formado pelos estudantes Kauéh, Heglin,
Emanuelle e Geovanna, trabalhando na tarefa de construir uma escala para avaliar a otimizagao
dos espagos em prédios escolares. Mais especificamente, a tarefa dos estudantes consiste em
estabelecer, utilizando o grafico da figura 107, uma escala para avaliar a otimizacdo da area de
construcdes retangulares e, com isso, otimizar o aproveitamento dos espacos para a constru¢ao

de uma maquete de uma escola de Ensino Médio Integral. Esse grafico, como vimos no topico
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Largura o Area

3.2.3, relaciona em barras verticais as porcentagens , permitindo avaliar

Comprimento ~ Area Maxima
“quanto falta” para uma constru¢do retangular atingir a drea maxima, mantendo fixado o seu

perimetro.

Figura 107: Escala para avaliar a otimiza¢do da area de construcoes retangulares
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e

Quadro 33: Descriciio da Cena 4 da Pratica 3

Codigo da

uUSC Expressoes dos sujeitos

Figura 108: Grupos de estudantes elaboram sua escala de otimizacao

PROFESSOR: Como vocés fizeram ... como vocés definiram a relacdo entre
largura e comprimento nos retangulos da maquete?

KAUEH: 4 gente jd fez os cdlculos para a quadra poliesportiva e quadra de
ténis... falta dos outros.

PROFESSOR: E... e como ficou?

KAUEH: 4 gente fez aqui (mostra o caderno). 4 quadra poliesportiva ficou com
faltando 4% para 100% e a quadra de ténis ficou faltando 15% para 100%.



165

Figura 109: Kauéh mostra o caderno com seus cilculos

PROFESSOR: E como vocés fizeram esses cdlculos? Como vocés chegaram
nesses numeros?

KAUEH: Primeiro, a gente mediu assim, na quadra poliesportiva, o
comprimento deu 19 e a largura de 15.

Figura 110: Kauéh mostra como efetuou as medidas na maquete

o s —_

PROFESSOR: E o que vocés fizeram com essas medidas?

HEGLIN: A4 gente pegou a largura e dividiu pelo comprimento (..) e deu esse
numero aqui, 6 (mostrando a calculadora).

Figura 111: Heglin mostra calculo efetuado na calculadora

PROFESSOR: Deu 78%... é so multiplicar por 100 que da 78%. E como vocés
chegaram nos 4% que faltam pra drea maxima?

HEGLIN: Porque aqui em baixo td no 70 e aqui em cima fica maior que 95, dait
falta uns 4 pra 100% (mostrando no grafico).

USC.3.4.01 | Os estudantes descrevem e explicam como efetuaram as medidas e as
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operagdes para concluir, utilizando o modelo grafico de barras verticais
que a quadra poliesportiva esta otimizada em 96%, ou seja, falta 4% para

ela atingir a d&rea maxima.

PROFESSOR: 4h! Entendi, mas e a quadra de ténis? Como vocés fizeram? Por
que deu esse numero ai de 34%?

HEGLIN: 4 gente fez a mesma coisa... deu 14 de comprimento e 10 de largura,
dai dividiu... (dividindo na calculadora.). Dd esse aqui, o.

PROFESSOR: E, entdo, deu 71%, né? Nao 34%, como vocés falaram.

KAUEH: Mas, td aqui no caderno, td certo! (mostrando novamente o calculo no
caderno).

PROFESSOR: Eu acho que ta diferente porque vocés dividiram a drea pelo
perimetro. Por isso, deu 34%. E como vocés usaram esse valor de 34 % no
grdfico?

HEGLIN: 4 gente usou esse valor, aqui no grdfico, assim, e achou que faltava
uns 15% para chegar na area maxima. Mas, td errado. Deve faltar uns 5%, so.

Figura 112: Heglin mostra no grafico como interpretou a otimizacio das
construcdes retangulares

PROFESSOR: E, mas esses 15% também ndo estariam corretos. Veja ai no
grdfico, se a largura é 30% do comprimento, vai faltar mais pra drea madxima,
ne?

HEGLIN: Ah! E mesmo, faltaria uns 30% para a drea mdxima. E que cada
quadrinho do grdfico é 10 e a gente pensou que fosse 5.

O questionamento do professor levou os estudantes a perceber um
equivoco em seus calculos para avaliar a otimizag¢do da quadra de ténis.
USC.3.4.02 | Ao invés de dividir a largura pelo comprimento, eles dividiram o
perimetro pela area. Os estudantes também percebem que realizam uma

leitura equivocada do gréfico.

PROFESSOR: Beleza! Mas, veja, a quadra poliesportiva e a quadra de ténis tem

tamanhos padronizados, acho que ndo da pra escolher o comprimento e largura.
03 Mas, se pudesse mudar, quanto seria?

EMANUELLE: Eu acho que esse tamanho é o ideal, mesmo. Tipo assim, se a

largura tem uns 70% do comprimento, entdo falta uns 4% pra drea mdxima
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(mostrando no grafico). E um tamanho bom, eu acho.

PROFESSOR: E para as outras constru¢des? Vocés acham que essa razdo de
70% também é boa?

HEGLIN: E, sim, é uma boa propor¢do... porque dai fica faltando sé uns 5% da
drea maxima.

PROFESSOR: Entdo a escala de vocés vai ser esta? A largura tem de ser igual
ou superior a 70% do comprimento? Pra faltar uns 5% da drea mdaxima? Vocés
acham isso o ideal?

VARIAS VOZES: Sim!

A interagdo entre os membros do grupo e professor conduz os estudantes
a utilizar o modelo grafico para avaliar a otimizagdo das quadras
poliesportiva ¢ de ténis. Com base, nesses dois casos, os estudantes
estabelecem uma escala para avaliar os espacos escolares, ou seja, se um
espaco retangular € considerado adequado se sua area € igual ou superior
a 95% da area méaxima.

USC.3.4.03

Essa cena mostra como os aprendem a utilizar um modelo grafico para avaliar
a otimizag¢do de espagos escolares retangulares. Além de mostrar a introducdo a ideia de
otimizac¢do geométrica, um conceito fundamental em MM, essa cena mostra possibilidades dos
estudantes ressignificar a relagdo entre area e perimetro. Pensar em figuras que possuem area
maxima, tendo fixado seu perimetro introduz os estudantes em questdes interessantissimas da
geometria, como os problemas isoperimétricos, por exemplo. Inicialmente os estudantes apenas
demonstram saber calcular area e perimetro de retangulos e a entender parcialmente a
interpretar o modelo grafico. Em seguida, com a ajuda do professor, os estudantes aprender a
utilizar o modelo grafico e a utilizar a forma das quadradas esportivas para estabelecer uma

escala para analisar a otimizagdo de espagos escolares.

4.3.2 Unidades Significativas dos Discursos da Pratica 3

Quadro 34: Descricio da Unidade Discurso 1 da Pratica 3

Litigp i USD.3.01

USD
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Unidade de

Discurso

Diz que o cdlculo do centro de populagoes das escolas foi calculado usando
LY o média aritmética das coordenadas e a média ponderada que, neste caso,
NGNGBRI wtiliza como pesos as quantidades de alunos de cada escola. Esse calculo é
da USD percebido como facil e o que permite determinar a localizagdo do ponto mais
perto das quatro escolas da regido.

O estudante destaca, nessa Unidade de Discurso, o procedimento empregado
para célculo o centro de popula¢des das quatro escolas. Desta que a realizacdo desse célculo foi
facil e indica compreender o significado que esse calculo possui de determinar uma localizacao
segundo a proximidade com as quatro escolas. Essa Unidade de Discurso indica que a estudante
vé€ que essa sua aprendizagem se deu como a aquisi¢do de procedimento de calculo e de uma

interpretacdo geométrica dos resultados obtidos nesse procedimento.

Quadro 35: Descricdo da Unidade Discurso 2 da Pratica 3

Codigo da

USD USD.3.02

Unidade de
Discurso

A estudante relata que também calculou o centro de equilibrio da lata de
refrigerante inclinada, utilizando as coordenadas cartesianas dos vértices
LAY da imagem da lata. Cita o uso da média aritmética para determinar esse
NGNGBRI centro e diz que muitas das coisas relacionadas a esse calculo, a estudante
da USD ja lembrava de ter feito na pratica 1, relacionada no ano anterior. Alguns
das que aprendeu sobre essa prdtica 1, a estudante gostou bastante, pois
achou facil e bem divertido. Espera aprender ainda mais coisas parecidas.
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A estudante direciona sua descri¢do para o célculo do centro de equilibrio da
lata utilizando um sistema de coordenadas cartesianas. Procura destacar também, nessa
descri¢do, a importancia de ja ter realizado a pratica 1 e que isso tornou se aprendizagem mais
facil e divertida. Essa Unidade de Discurso indica que a estudante vé sua aprendizagem como
relacionada com o que ela aprendeu na pratica 1, de modo que ela emprega essa aprendizagem

anterior para tornar a aprendizagem mais eficiente.

Quadro 36: Descricio da Unidade Discurso 3 da Pratica 3

Codigo da

USD USD.3.03

Unidade de
Discurso

O estudante descreve o que significou dividir o mapa em Areas de
Abrangéncias. Descreve que dividiu o mapa segundo o critério da
proximidade, ou seja, considerando que as Areas de Abrangéncias definem
regides de moradia que sdo mais proximas da escola de sua Area de
Abrangéncia. As Areas de Abrangéncias definem onde cada aluno vai
estudar.

Asserciao
Articulada

da USD

O estudante destaca nesse relato a razdo que sustenta a aprendizagem do
conceito de mediatriz e do Diagrama de Voronoi. A adog¢@o do critério de proximidade define
como o mapa sera dividido, ou seja, define o0 modelo mateméatico que serd adotada. Define
também onde cada estudante deve estudar. Essa Unidade de Discurso indica que a estudante vé

que essa sua aprendizagem ¢ movida por razdes sustentadas no tema e na investigacdo do tema.

Quadro 37: Descricio da Unidade Discurso 4 da Pratica 3

Codigo da

USD USD.3.04

Unidade de
Discurso

A estudante diz teve dificuldades para aprender a construir a mediatriz (no
Diagrama de Voronoi), mas o professor veio e a ajudou a efetuar essa
construgdo. Achou isso muito positivo. Considerou positivo também o fato
do professor filmar e indicar os modos que os estudantes faziam as coisas
na pratica de MM. O fato de que explicar para o professor e para a camera
foi também positivo.

Asserc¢ao
Articulada

da USD

Essa Unidade de Discurso aponta dificuldades e superacdo de dificuldades
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com a ajuda do professor. A estudante destaca também o fato das aulas serem filmadas e o
professor, com o objetivo de registrar os que os estudantes faziam, sempre questionava os
estudantes, solicitando explica¢des sobre o modo como faziam as coisas. Essa Unidade de
Discurso indica que a estudante vé que sua aprendizagem se deu como uma interagdo com o

professor e decorrente da exigéncia de explicar de expressar compreensdes sobre o que faziam

e sobre como faziam.

Quadro 38: Descricdo da Unidade Discurso 5 da Pratica 3

Codigo da

USD USD.3.05

Unidade de
Discurso

A estudante diz que aprendeu varias coisas e, entre elas, aprendeu sobre
Areas de Abrangéncias e centro de equilibrio das escolas. Diz também que
estudou matemdtica dois anos seguidos com o professor e que ele procura
sempre diversificar suas prdticas, propondo coisas novas.

Assercao
Articulada

da USD

A estudante destaca nesse relato a aprendizagem de Areas de Abrangéncias e
centro de equilibrio. Cita também o papel da diversificagdo das abordagens do professor na
aprendizagem de novas experiéncias. Essa Unidade Significativa de Discurso indica que a
estudante vé sua aprendizagem geométrico ocorrer em fun¢do dos temas investigados e do
carater imprevisivel e ndo rotineiro das praticas de MM. Percebe sua aprendizagem como se
dando num cenario de investigagdo em que a atuagdo do professor, como alguém que propde

novas experiéncias, ¢ muito importante.

Quadro 39: Descriciio da Unidade Discurso 6 da Pratica 3

Codigo da

USD USD.3.06

Unidade de
Discurso

A estudante descreve que aprendeu como localizar o centro de equilibrio
das escolas da regido, completando uma tabela com as coordenadas e com
o numero de alunos de cada escola. Aprendeu a calcular o centro com a
média aritmética e com a média ponderada.

Assercio
Articulada

da USD

Essa Unidade de Discurso destaca a aprendizagem dos procedimentos de
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calculo para determinar o centro de equilibrio das escolas. O estudante indica perceber a relagado
entre esses procedimentos e o significado de centro de equilibrio. Essa Unidade de Discurso
indica que a estudante vé que sua aprendizagem se d4 como uma aquisi¢do de procedimentos

metodicos que empregados para obter um resultado.

Quadro 40: Descricio da Unidade Discurso 7 da Pratica 3

Cadigo da

USD USD.3.07

Unidade de
Discurso

A mediatriz é percebida como um conteudo de geometria facil de aprender.
OOV 4 estudante se percebe como aprendendo somente facilmente esse contevdo
LGN EGER porque as explicagdes do professor sdo boas. Percebe ainda que a

da USD matemdtica ndo é uma coisa facil de ser aprendida, pois exige muita
concentragdo.

A estudante descreve como se percebe na aprendizagem da mediatriz que,
segundo ela, ¢ um conteudo que se aprende sem dificuldades, mas precisa das explicagdes do
professor. Depende da qualidade dessas explicagdes. A matematica ¢ aprendida com
dificuldade, exigindo aten¢do e foco, durante as aulas. Essa Unidade Significativa de Discurso
mostra que a estudante percebe que sua aprendizagem se dd num ambiente em que a atuagio

do professor ¢ muito importante, assim como a concentragdo do estudante.

Quadro 41: Descricio da Unidade Discurso 8 da Pratica 3

Codigo da

USD USD.3.08

Unidade de
Discurso

A estudante cita uma discussdo promovida pelo professor sobre a estrutura
de uma escola de Ensino Médio Integral em que o professor apresenta, como
exemplo, uma escola do estado do RJ. A estudante percebe a necessidade de
construir em Londrina uma escola de periodo integral como um fato positivo
e aponta a importancia de determinar uma localizagdo para essa escola que
seja boa para todos os estudantes.

Assercao
Articulada

da USD
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A estudante destaca nesse relato a importdncia do tema e a relevancia
subjetiva da investigac@o da localizag¢do do centro de equilibrio das escolas. A estudante parece
perceber que sua aprendizagem ocorre movida e sustentada por questdes relevantes do tema.
Ao mesmo tempo em que se percebe em relagdo a importancia do tema como alguém que t€m
um posicionamento em relagdo ao tema, a estudante se coloca como alguém que avalia as

questdes investigadas, atribuindo a elas importincia em relagdo ao tema.

Quadro 42: Descricdo da Unidade Discurso 9 da Pratica 3

Codigo da

USD USD.3.09

Unidade de
Discurso

O estudante descreve a elaboragdo de uma planta baixa de uma escola para

LCUO Y 0 Ensino Médio Integral. Entende que uma escola para essa modalidade
INGOIEGERN exige uma estrutura adequada, mas vé com desconfianga as agdes do

da USD governo e considera que o governo ndo vai fazer muitas escolas iguais a de
sua planta baixa. Por isso, prefere o Ensino Médio como é atualmente.

O estudante relata a realizacdo de uma planta baixa para um projeto de escola
de Ensino Médio Integral, mas descreve com ceticismo a viabilidade da construg¢do de escolas
iguais a da sua planta baixa. Essa Unidade de Discurso indica que o estudante vé que sua
aprendizagem se da na investiga¢do de um tema relevante, mas ndo percebe sua acdo na MM
como resolucdo de um problema, pois, nesse caso, o problema s6 podera ser resolvido com a
acdo do governo, com a agdo de politicas publicas adequadas. O modelo fornece uma

compreensdo sobre o tema investigado, mas a solug¢do depende de fatores externos ao modelo.

Quadro 43: Descriciio da Unidade Discurso 10 da Pratica 3

Codigo da

USD USD.3.10

Unidade de
Discurso
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O estudante diz que a parte mais interessante da prdatica de MM foi a
LY c/aboracdo de uma planta baixa de uma escola de Ensino Médio Integral.
NG EGER A chou essa atividade divertida, pois teve que pensar em todos os requisitos
da USD que uma escola de periodo integral precisa ter para atender adequadamente
os estudantes.

O estudante destaca nesse relato a aprendizagem de procedimentos para a
elaboracdo de uma planta baixa de uma escola de Ensino Médio Integral. Cita que foi prazeroso
investigar os aspectos estruturas que se exige de uma escola de Ensino Médio Integral. Essa
Unidade Significativa de Discurso indica que o estudante vé que sua aprendizagem se d4 como

uma pratica de investigagdo, de criatividade e de “descobertas”.

Quadro 44: Descricio da Unidade Discurso 11 da Pratica 3

Codigo da

USD USD.3.11

Unidade de
Discurso

O estudante descreve que estdo aprendendo como distribuir os alunos nas
quatro escolas da regido de maneira igual, ou seja, com o mesmo critério.
E, também estdo aprendendo a melhor maneira de elaborar um projeto de
escola de Ensino Médio Integral que fosse mais adequada para atender os
estudantes da regido. A estudante percebe como bem mais prdtico realizar
essa distribuicdo dos estudantes nas quatro escolas utilizando a construgdo
de mediatrizes e o ponto de equilibrio. A estudante percebe esse contetido
geométrico muito prazeroso tanto de aprender quanto de fazer.

Assercio
Articulada

da USD

A estudante destaca nesse relato a investigacdo das questdes de distribuir os
estudantes nas quatro escolas da regido e de indicar um local para a construcdo de uma escola
de Ensino Médio Integral. A estudante cita também uma investigagdo para elaborar uma planta
baixa de uma escola adequada de periodo integral. Essa Unidade Significativa de Discurso
indica que a estudante percebe sua aprendizagem geométrica vinculada a investigacdo de
questdes ligadas ao tema. Percebe a geometria e sua aprendizagem em praticas de MM como

prazerosa.
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Quadro 45: Descricio da Unidade Discurso 12 da Pratica 3

Codigo da

USD USD.3.12

Unidade de
Discurso

O estudante percebe que aprendeu a calcular o centro de equilibrio das
escolas, utilizando um sistema de coordenadas. Primeiro, aprendeu a
calcular utilizando a média aritmética e depois, considerando o numero de
alunos como peso, aprendeu a calcular utilizando a média ponderada.
Percebe que esse calculo esta relacionado com a determinagdo do centro
geomeétrico da latinha inclinada de refrigerante.

Assercio
Articulada

da USD

O estudante destaca nesse relato a aprendizagem de procedimentos para
calcular o centro de equilibrio das escolas utilizando coordenadas cartesianas. E, relaciona essa
aprendizagem com a aprendizagem do centro geométrico da latinha de refrigerante. Neste
sentido, o estudante emprega a geometria para interpretar o calculo de médias. A geometria é
percebida como uma fonte de sentido para outros dominios da matematica. Essa Unidade
Significativa de Discurso parece indicar que o estudante vé sua aprendizagem vinculada, nesse

caso, a possibilidade de utilizar a geometria para significar outros conteiidos de matematica.

Quadro 46: Descricdo da Unidade Discurso 13 da Pratica 3

Codigo da

USD USD.3.13

Unidade de
Discurso

A estudante percebe que aprendeu sobre porcentagem e grdficos e que, na

LCCYC U <1/ opinido, essa foi a parte mais complicada de todas as outras coisas que
Articulada Larg.

culad £ % 100,
Comp.

mas que, em virtude do empenho do professor ela conseguiu entender do que

aprendeu. Percebe que teve muita dificuldade com a relagdo

da USD
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se tratava e como utilizar o modelo grdfico para avaliar a otimizacdo de
espagos em prédios escolares. Utilizando esse modelo grdfico, a estudante
cita que descobriu que as escolas antigas ndo eram adequadas, do ponto de
vista da otimiza¢do da drea, pois ndo aproveitavam adequadamente o0s
espacos e, por isso, tinham menos salas de aulas e menos vagas.

A estudante destaca nesse relato a aprendizagem de procedimentos de para
construir um modelo grafico para avaliar a otimizagcdo dos espagos em prédios escolares.
Afirma que teve muita dificuldade em entender a constru¢do do modelo, principalmente com o
significado da razdo entre largura e comprimento de formas retangulares. Mas, com o empenho
do professor, a estudante diz ter conseguido entender e aplicar esse modelo. Essa Unidade de
Discurso revela que a estudante vé sua aprendizagem acontecendo num contexto de
investigacdo no qual compreender o significado dos aspectos matematicos do modelo € exigido
para a compreensdo do tema. A estudante se percebe na pratica de MM e percebe a importancia

da atuacdo do professor e da geometria.

Quadro 47: Descricio da Unidade Discurso 14 da Pratica 3

Codigo da

USD USD.3.14

Unidade de
Discurso

A parte mais positiva da pratica de MM é percebida como sendo construir
o modelo grdfico e utiliza-lo para avaliar a otimizagdo dos espagos dos
prédios escolares. O estudante percebe também que a pesquisa, utilizando
imagens do Google Earth, das medidas das quatro escolas da regido e da
pesquisa do numero de alunos e da projeg¢do do numero de alunos dessas
escolas para 2020, foram também atividades positivas.

Assercao
Articulada

da USD

Essa Unidade de Discurso descreve como positiva a aprendizagem envolvida
na constru¢do do modelo grafico com barras verticais € no uso desse modelo para avaliar a
otimizag@o das escolas da regido. O estudante percebe que essa aprendizagem se dd em um
ambiente de investiga¢do, de pesquisa, de modo que a construcdo e uso de modelos matematicos

¢ parte constituinte dessa investigacao.

Quadro 48: Descricio da Unidade Discurso 15 da Pratica 3

Lroilgod USD.3.15

USD
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Unidade de

Discurso

A estudante cita coisas que gostaria que a escola de periodo integral tivesse
(piscinas, vestiarios, quadras esportivas, salas de aula, computadores). A
estudante percebe que aprendeu sobre drea, perimetro, distancias entre as

Asserc¢io escolas, distancias entre as casas dos estudantes e a escola. A estudante cita
NGNGBRI /ambém a construgdo da maquete em que seu grupo colocou todas as coisas

da USD que uma escola de Ensino Médio Integral deve ter. Essa construgcdo da
maquete é percebida como prazerosa, assim como a discussdo promovida
pelo professor em que os estudantes formulavam e respondiam perguntas
sobre a reforma do Ensino Médio.

Essa Unidade de Discurso relata elementos que o grupo considerou para a
elaborac¢do da maquete da escola de Ensino Médio Integral e relaciona a constru¢do da maquete
com a aprendizagem de area, perimetro e distancias. Perceber a constru¢do da maquete ¢ as
discussoes sobre a reforma do Ensino Médio como prazerosas indica que a estudante percebe
que sua aprendizagem se deu num contexto de atividades praticas, envolvendo a manipulagdo
de objetos fisicos, € num contexto em que a discussdo, o questionamento, a apresentagdo de

opinides e argumentos estdo presentes.

Quadro 49: Descricdo da Unidade Discurso 16 da Pratica 3

Codigo da

USD USD.3.16

Unidade de
Discurso

Afirma-se que os colégios de antigamente eram bem mais estreitos e
Asserc¢io compridos e a area era bem pequena e, por isso, ndo cabia tantas carteiras,
NGNGBRI mesas. Nas escolas bem planejadas e atuais, ja tem mais drea porque o
da USD formato se assemelha com um quadrado e, por isso, cabem mais carteiras e
salas de aula.

Essa Unidade de Discurso indica como aprendizagem o resultado de uma

investigacdo em que estudantes empregaram um modelo grafico para avaliar a otimizagdo dos
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espacos nos prédios escolares. O estudante destaca que aprendeu a fazer essa avaliacdo e que
constatou que as escolas mais antigas s@o mais compridas e estreitas, ou seja, sdo menos
otimizadas em sua area. Ja as escolas planejadas recentemente possuem formatos mais
proximos de um quadrado e, por isso, sdo mais otimizadas. Essa Unidade Significativa de
Discurso indica que o estudante vé que sua aprendizagem se deu em um ambiente de pesquisa

e que a geometria é percebida como um modo de expressar uma compreensao.

Quadro 50: Descricio da Unidade Discurso 17 da Pratica 3

Codigo da

USD USD.3.17

Unidade de
Discurso

O estudante afirma que gostou muito de aprender todas as coisas
LYW relacionadas a reforma do Ensino Médio e aprender mais um pouco de
NG EGER matematica. Considera positiva e prazerosa a atividade da constru¢do da
da USD magquete da escola, de cada um poder apresentar suas opinides e poder

ajudar os demais grupos na elaboragdo da maquete.

Esse trecho destaca a aprendizagem sobre o tema investigado e sobre a
prépria Matematica. As atividades de constru¢do da maquete, interagdo com o grupo e abertura
para a discussdo e manifestacdo de opinides sdo consideradas prazerosas. Essa Unidade
Significativa de Discurso aponta que a estudante percebe sua aprendizagem vinculada a um

ambiente de atividades praticas, discussdo de opinides e colaboracdo entre os estudantes.

Quadro 51: Descricio da Unidade Discurso 18 da Pratica 3

Codigo da

USD USD.3.18
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Unidade de

Discurso

O estudante percebe a aprendizagem de que as escolas mais antigas foram
Asserc¢ao construidas em formatos retangulares mais “estreitas” e “compridas”,
NGNGBRI como exemplo, cita as escolas Adélia e o Lucia Barros. Ja as escolas novas

da USD sdo construidas com formatos mais proximos de um quadrado, como

exemplificam as escolas Pinotti e Rosel.

Essa Unidade de Discurso destaca a aprendizagem do procedimento para
avaliar a otimizag@o de espagos em prédios escolares. O uso de constru¢des como parte do
discurso aponta que o estudante percebe a geometria como um modo linguistico de expressao.
Essa Unidade de Discurso indica que o estudante vé sua aprendizagem como a aquisi¢do de

maneiras de compreender seu mundo e num ambiente de investigagao.

Quadro 52: Descricio da Unidade Discurso 19 da Pratica 3

Codigo da
USD USD.3.19
Unidade de
Discurso

O estudante descreve o comportamento do modelo grdfico de barras
LY verticais utilizado para avaliar a otimizagdo de espacos em prédios
NG EGER cscolares. Diz que quando o grdfico cresce até atingir a drea mdxima e,
da USD depois disso, vai decrescendo e repetindo os mesmos valores de drea, antes

de atingir a drea maxima.

Esse trecho destaca a aprendizagem da andlise do comportamento do modelo
grafico. O estudante percebe essa aprendizagem vinculada a avaliagdo da otimizacdo de espacos
em prédios escolares. Essa Unidade Significativa de Discurso indica que o estudante vé sua
aprendizagem do modelo grafico vinculada a anélise de uma situag@o e percebe o modelo com

um modo de compreender o tema investigado.
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5 ANALISE NOMOTETICA: A PROCURA DE CONVERGENCIAS

A Analise Ideografica constitui, como ja argumentamos, num movimento de
redugdo ao destacar os sentidos percebidos pelo pesquisador que dizem da interrogacdo de
pesquisa. Partindo da Anélise Ideografica e, portanto, dos sentidos articulados nas USD e USC,
a Analise Nomotética busca explicitar convergéncias, visa explicitar os grandes invariantes do
fenomeno investigado. A Anélise Nomotética consiste, portanto, num esforco de leitura e
interpretagdo das asserc¢oes articulas USD e USC, buscando identificar o que t€m em comum,
quanto ao sentido percebido. Essa leitura e interpretacdo é também um movimento de redugdo
que procede sempre fazendo convergir significados, apontando para Nucleo de Ideias.

E a interrogagdo de pesquisa que, mais uma vez, d4 a dire¢dio em busca desses
Nucleos de Ideias. Tendo em vista que a interrogacdo desta pesquisa inquiri como os estudantes
aprendem geometria em prdticas de MM e que o interrogado desta interrogacdo diz dos modos
pelos quais os estudantes vivenciam, em praticas de MM, experiéncias de aprendizagem da
geometria, a Andlise Nomotética deve buscar os sentidos globais e estruturais desses modos
que a interrogacdo indaga. Direcionado por essa compreensdo, a Andlise Nomotética que
efetuamos indicou a manifestagdo de 12 grandes invariantes que dizem desses modos que a
interrogacdo indaga. Na continuidade do movimento de reducido, partindo desses 12 grandes
invariantes, chegamos a 4 Nucleos de Ideias que desvelam do fendmeno investigado o que se
busca compreender na interroga¢do. Este capitulo procura apresentar esses dois movimentos de

reducao.

5.1 CONSTRUCAO DOS INVARIANTES?’ DO FENOMENO

Os 12 grandes invariantes desvelados dos sentidos articulados das USD e
USC sado os seguintes: Momentos Significativos, Razdes que Sustentam a Aprendizagem,
Percepgoes do Inicio da Aprendizagem, Aspectos Contextuais da Pratica de MM, Percepcdes
do Eu, Participag¢ao do Outro, Obstaculos e Dificuldades, O Professor € o Ensino, Investigacao
e Aprendizagem, Modos de Expressar Compreensdes, Percepcdes da Geometria na Pratica de
MM e Percepgdes Acerca do Tema Investigado. Esses 12 invariantes sdo aqui apresentados em

quadros, contendo uma sintese do sentido de cada um ¢ a indicagdo das asser¢des articuladas

20O termo invariante, como ja discutimos no topico 3.1, refere-se a uma caracteristica essencial do fendmeno, ou
seja, trata-se de um aspecto estrutural. Um invariante ¢ uma convergéncia de sentidos expressos nas unidades USC
e USD. Assim, afirmar que Momentos Significativos ¢ um invariante do fendmeno aprendizagem em praticas de
MM significa dizer que o sentido de um conjunto consideravel de unidades USC e USD convergem para esse
Invariante.
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USD e USC que constituem esse sentido. Apos cada quadro, efetuamos uma resumida
interpretagcdo do invariante.

Quadro 53: Explicitacdo do Invariante Momentos Significativos

Invariante Momentos Significativos

NGO OM Ocorréncias que se deram ao longo das prdticas de MM e que sdo
IINEVG BV percebidas como relevantes para a aprendizagem geométrica.

USC.1.1.04, USC.1.2.04, USC.2.5.01, USC.2.2.03, USC.2.3.01, USC.3.1.02,

Assercoes
INT TSI USC.3.2.04, USC.3.3.01, USD.1.01, USD.2.01, USD.2.02, USD.3.04, USD.3.10,

(SN XA UNIOIN (USD.3.13, USD.3.14, USD.3.15, USD.3.17

Compreendo que um momento ¢ significativo se ele se destaca dos demais,
formando em si uma unidade de sentido que direciona os acontecimentos que se ddo a partir
dele. Por exemplo, a USC.1.1.04 mostra como um grupo de estudantes retomam e rearticulam
ideias que vinham sendo discutidas no grupo sobre as condi¢des de equilibrio e realizam uma
sintese para expressar uma compreensao sobre as condi¢des de equilibrio da lata. Esse momento
¢ significativo porque direciona a investigacdo do tema para uma abordagem geométrica. Em
outro exemplo, a USD.1.01 revela como momento significativo a atividade de construir uma
representacdo do corte vertical da lata e obten¢@o das medidas internas da lata. Perceber como
era possivel obter essas medidas foi percebido como significativo porque ¢ visto como um

momento de descoberta pelo estudante.

Quadro 54: Explicitacio do Invariante Razdes que Sustentam a Aprendizagem

Invariante Razdes que Sustentam a Aprendizagem

NEWGGONIGMM A percepcdo da ocorréncia da aprendizagem geométrica manifesta os
IINEIWEL (I porqués ou as razoes que direcionam e sustentam essa ocorréncia.

A _ USC.1.4.01, USC.1.4.02, USC.2.2.02, USC.2.2.03, USC.2.3.02, USD.1.03,
ssercoes

PN PY AP USD.1.09, USD.3.02, USD.3.08, USD.3.13, USD.3.14, USD.3.15, USD.3.16,
[N XA INIO (USD.3.17, USD.3.19

O termo razdes aqui é entendido como sindénimo de porgués, ou seja, o
fundamento que justifica ou embasa uma explicacdo. Portanto, as razdes que sustentam a
aprendizagem sdo os porqués que explicam o inicio e a manuten¢do da ocorréncia da
aprendizagem geométrica dos estudantes. Por exemplo, a USC.1.4.01 mostra como um grupo
de estudantes significam procedimentos para obter o centro geométrico, descritos como

construir, decompor, calcular, equacionar, se desdobram em diferentes modos de expressdo: a
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fala, os registros escritos, as construgdes geométricas, registros algébricos. Com isso, esses
procedimentos justificam e explicam a manifestagdo desses modos de expressdo. Em outro
exemplo, a USD.3.16 descreve uma compreensdo da otimizacdo dos espacos em prédios
escolares. O estudante compreende que os colégios de antigamente eram bem mais estreitos e
compridos e a drea era bem pequena e, por isso, ndo cabia tantas carteiras, mesas. Ja nas escolas
mais bem planejadas, como as atuais, a area é mais otimizada porque o formato se assemelha
com um quadrado, cabendo mais carteiras e mais salas de aula. Essa compreensao do estudante
explica a ocorréncia da aprendizagem sobre otimizacgdo da 4rea de retdngulos e a aprendizagem

do modelo grafico para analisar a otimizacdo dos espacos escolares.

Quadro 55: Explicitacio do Invariante Percepcées do Inicio da Aprendizagem

Invariante Percepgdes do Inicio da Aprendizagem

NGOG A vivéncia da aprendizagem em praticas de MM revela percepgdes acerca
LNV BV de como se da a origem da aprendizagem geométrica.

TS TO Tl USC.1.1.04, USC2.3.01, USC.2.3.03, USC.2.4.02, USC3.1.01, USC.3.1.02,
bl 1/SD 1,01, USD.1.05, USD .2.05, USD.3.04, USD.3.02, USD.3.13

USD e USC

Compreendo que a aprendizagem se inicia quando uma transformagao
significativa ocorre no modo de abordar o tema na investigagdo. O inicio marca o0 momento de
transi¢do entre uma abordagem dada pelos modos de expressdes convencionais para o modo de
expressao especifico da geometria para abordar o tema investigado. As percepgdes do inicio da
aprendizagem geométrica manifestam, portanto, a aquisicio de um modo linguistico de
expressdo especifico da geometria que permite compreender o tema de um outro ponto de vista.
Por exemplo, a USC.2.3.03 mostra como um grupo de estudantes, ao retornar a comparacao
entre os métodos de amarracdo e descrever a construgdo geométrica de dois métodos, destaca a
formacdo de tridngulos em um caso e a ndo formac¢do de angulo no outro. Essa percep¢do do
estudante evidencia uma aproximacdo com a propriedade fundamental da desigualdade
triangular, ou seja, marca o inicio da aprendizagem dessa propriedade. Em outro exemplo, a
USD.1.05 mostra que a estudante percebe que ndo € possivel descrever precisamente como
aprendeu os assuntos envolvidos na pratica de MM, mas o que percebe que precisou estar muito
atenta as orientacdes do professor e colocar em pratica o que aprendeu. Essa vivéncia, percebida
pela estudante, indica que a aprendizagem da geometria se inicia no modo como as orientagdes
do professor sdo transformadas em ag¢des na pratica de MM. A aprendizagem do centro

geométrico é percebida pela estudante como se originando na colocacdo em pratica das
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orienta¢des do professor sobre como utilizar o fio de prumo.

Quadro 56: Explicitacdo do Invariante Aspectos Contextuais da Pratica de MM

Invariante Aspectos Contextuais da Pratica de MM

O modo como a aprendizagem geométrica se dda na prdtica de MM é
percebida contra um fundo, um entorno, que revela aspectos do local ou do
espaco onde essa aprendizagem se da. Num sentido mais amplo, a percepgdo
da aprendizagem geométrica manifesta aspectos contextuais do ambiente
em a pratica de MM acontece.

Sentido do
Invariante

USC.1.1.01, USC.1.1.04, USC.1.3.03, USC.1.4.04, USC.3.1.01, USC.3.4.01,

Assercoes
INC TSI USD.1.05, USD.1.06, USD.1.11, USD.2.03, USD.3.02, USD.3.05, USD.3.06,

(SN XA UNIO (USD.3.15, USD.3.17

Cada pratica de MM ¢ fundamentalmente um acontecimento que se dd num
contexto especifico, sempre individualizado, ou seja, um contexto que inclui um local, um
espaco de trabalho, uma organizacdo desse espaco, uma turma especifica de estudantes, um
professor com habilidades também especificas. Todos esses aspectos dizem do contexto em que
a pratica de MM se da. Por exemplo, USC.1.4.04 mostra que um grupo de estudantes expressa
a compreensdo de que o centro geométrico nem sempre pertence a vertical que passa pelo apoio
e que, quando isso acontece, a lata perde o equilibrio. Para expressar essa compreensdo, o grupo
de estudantes recorrem ao uso de um celular que complementa os gestos para indicar quando o
centro de gravidade esta “antes” e “depois” da linha que passa pela base de apoio da lata. Esse
¢ um aspecto contextual dessa pratica de MM e que diz de como a aprendizagem se deu nesse
contexto especifico. Em outro exemplo, a USD.2.03 revela a percepcdo de que a aprendizagem
geométrica se deu no ambiente “laboratorio de ciéncias” e que nesse ambiente a investigacao
de diferentes tipos de amarragdes, utilizando ténis de 5 e 6 furos e uma folha com diagramas,

permitiu a identificagdo do menor e o maior percurso do cadar¢o em cada amarracio.

Quadro 57: Explicitacio do Invariante Percepcdes do Eu

Invariante Percepcoes do Eu

Ao elaborar seus relatos em que descreve sua aprendizagem, estudantes
NG ON OB eventualmente lancam um olhar para si proprio, seus sentimentos, vontades
NPV BV I valores, caracteristicas pessoais, de modo que esse olhar manifesta a
presencga do Eu no modo como a aprendizagem geométrica se da.

LGN YT USD.1.04, USD.1.05, USD.1.06, USD.1.07, USD.2.08, USD.3.02, USD.3.04,

Articuladas
USD.3.05, USD.3.07, USD.3.08, USD.3.09, USD.3.10, USD.3.13
USD e USC
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As percepcdes do Eu se manifestam relacionadas a aprendizagem geométrica
de muitos modos. Por exemplo, a USD.2.08 mostra que a estudante se percebe meio confusa
no comeco da pratica de MM, se perguntando “para que isso?” e entendendo parcialmente o
que deveria fazer. Ja a USD.3.07 revela a percep¢do de um Eu que aprende facilmente, que vé
a mediatriz como um contetido de geometria facil de se aprender. Em USD.3.10, por sua, o Eu
¢ percebido como alguém que possui o gosto e a habilidade para o desenho. Por isso, considera
a elaborac¢do de uma planta baixa de uma escola de Ensino Médio Integral e a pesquisa sobre
os requisitos que uma escola de periodo integral precisa ter, a parte mais interessante da pratica
de MM. Por fim, a USD.3.09 revela um Eu que emite opinides, que se posiciona em relagdo ao
tema investigado. Ao descrever a elaboracdo de uma planta baixa de uma escola para o Ensino
Meédio Integral, o estudante vé com desconfianga as a¢des do governo e considera que o governo

ndo vai fazer muitas escolas iguais a de sua planta baixa. Por isso, prefere o Ensino Médio como

¢ atualmente.

Quadro 58: Explicitaciio do Invariante Participacio do Outro

Invariante Participacdo do Outro

Percepgoes da ocorréncia da aprendizagem em praticas de MM manifestam,
além do proprio estudante que aprende, a presenca e a influéncia de outras
pessoas.

Sentido do
Invariante

NS S S USC.1.1.02, USC.1.1.03, USC.2.1.02, USC.3.1.02, USC.3.1.04, USC.3.4.03,
GebCUELEEN (/S 1,08, USD.2.08, USD.3.04, USD.3.05, USD.3.07, USD.3.17

USD e USC

A presenca e a influéncia do Outro na aprendizagem geométrica se mostram
de diferentes modos. Por exemplo, a USC.1.1.03 mostra que a interagdo entre os membros do
grupo faz com eles se aproximem da compreensio de que as condi¢des de equilibrio dos objetos
dependem da distribuicio simétrica dos seus pesos em relagdo ao ponto de apoio. A influéncia
do Outro se da, neste caso, como uma busca de uma compreensao consensual. Jaem USD.2.08,
a presenga ¢ a influéncia do Outro se mostram como apoio ¢ ajuda. Neste caso, a estudante
percebe que suas dificuldades e desorientagdo foram sendo progressivamente superadas pela
ajuda dos colegas e do professor. Finalmente, a unidade USD.3.17 mostra que a estudante
percebe como positiva e prazerosa a atividade da constru¢do da maquete da escola, pois
apresentou suas opinides aos membros de seu grupo e ajudou os demais grupos na elaboracao
da maquete. Neste sentido, a presenca ¢ influéncia do Outro se dd como possibilidade de

compartilhar o que se aprendeu.
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Quadro 59: Explicitacio do Invariante Obstaculos e Dificuldades

Invariante Obstaculos e Dificuldades

NGO O A vivéncia da aprendizagem geométrica em prdticas de MM manifestando a
| INZVW BV presenca e a superacdo de obstaculos e dificuldades.

GO YT USC.1.3.01, USC.3.1.02, USC.3.4.02, USD.1.04, USD.1.07, USD.2.08, USD.3.04,
USD.3.07, USD.3.13

Articuladas
USD e USC

Obstaculos e dificuldades na aprendizagem geométrica em praticas podem se
manifestar de diferentes modos. Por exemplo, a USC.1.3.01 mostra como uma compreensio
equivocada acerca das construcdes geométricas funciona como um obstaculo para a
aprendizagem geométrica. Nesta unidade, a constru¢do do centro geométrico do retangulo ¢
percebida como um procedimento similar ao utilizada com dobraduras ou utilizando um fio de
prumo e, por isso, a transicdo da manipulagdo fisica da figura para a construgdo de tragados

sobre ela se dé lentamente. J4 a unidade USD.3.13 manifesta a percep¢ao da dificuldade de

Larg
[

produzir significado para a relacdo B

mp' X 100 e que precisou da ajuda do professor para

conseguiu entender do que se tratava e como utilizar o modelo grafico para avaliar a otimizagao

de espacos em prédios escolares.

Quadro 60: Explicitacio do Invariante O Professor e o Ensino

Invariante O Professor e o Ensino

A atuagdo do professor e as situagdes em que essa atuagdo ocorre na forma
NG LN G de ensino, ou seja, na forma de orientacdes, explicacoes, indagacoes,
II\EVW BV sistematizagoes, esclarecimentos, manifestadas na percep¢do do modo como
a aprendizagem geométrica se da em praticas de MM.

VNS e SIl USC.1.1.02, USC.1.2.02, USC.3.1.02, USC.3.2.03, USC.3.3.03, USC.3.3.04,
et laU SOl (/S (34,02, USD.1.05, USD.2.08, USD.3.04, USD.3.05, USD.3.07, USD.3.13

USD e USC
Uma primeira manifesta¢do da atuagdo do professor se da na USC.1.1.02 em

que o estudante percebe, no exemplo do caderno apoiado na ponta do dedo, uma possibilidade
de compreender as condi¢des de equilibrio em objetos de peso homogéneo e formato
geométrico conhecido. Este exemplo discutido pelo professor introduz os estudantes numa
primeira aproximacdo da aprendizagem de centro geométrico. Uma outra manifestacdo da
atuag@o do professor na forma de ensino ¢ mostrada na unidade USC.3.3.04 que revela como a

atua¢@o do professor auxiliou os estudantes a entender o célculo e o significado do uso da média
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ponderada para calcular o centro de equilibrio de populacdes. Finalmente, a atuacdo do
professor pode se dar como um estilo, como um modo de organizar propor as atividades de
ensino. Por exemplo, a unidade USD.3.05 mostra a percepg@o de que conhecer o professor e o
professor diversificar suas praticas, propondo sempre novas experiéncias de aprendizagem, ¢

importante para a aprendizagem geométrica em praticas de MM.

Quadro 61: Explicitacio do Invariante Investigacido e Aprendizagem

Invariante Investigacio e Aprendizagem

NGOG G Manifestacoes de atitudes de investigacdo na percep¢do da ocorréncia da
ILNEVS BV aprendizagem geométrica em praticas de MM.

USC.1.1.04, USC.1.2.01, USC.1.2.04, USC.1.3.01, USC.2.1.01, USC.2.1.02,
Assercoes USC.2.1.03, USC.2.2.01, USC.2.3.02, USC.2.4.01, USC.2.5.01, USC.3.1.01,
Articuladas
USC.3.1.03,USC.3.2.03, USC.3.3.01, USD.1.02, USD.3.03, USD.3.05, USD.3.08
USDeUSC 2 2 b 2 2 b b
USD.3.10, USD.3.11, USD.3.13, USD.3.14

Compreendo investigacdo como a busca de uma compreensdo direcionada
por uma interroga¢do. Como esse sentido de investigacdo se manifesta nas percepgdes da
ocorréncia da aprendizagem geométrica em praticas de MM? Por exemplo, a unidade
USC.1.2.04 mostra que uma investiga¢do direcionada para a obtencdo das medidas que
possibilitam a constru¢do bidimensional do corte vertical da lata inclinada, conduziu os
estudantes a compreensdo de que a forma geométrica da agua dentro da lata inclinada ¢ um
poligono em que a linha que representa a superficie da agua deve ser paralela a linha que
representa a base de apoio. Em outro exemplo, a unidade USD.2.06 mostra que a investigagao
da questdo geométrica que requer a determinag¢@o do menor caminho que vai do ponto A até o
ponto B, passando pela reta r, conduz os estudantes ao método de reflexdo e da desigualdade
triangular. Finalmente, a unidade USD.3.14 manifesta como uma investigacdo sobre imagens
do Google Earth conduziu os estudantes a compreensdo do modelo grafico utilizado para a

avaliar a otimizagao dos espacgos dos prédios escolares.

Quadro 62: Explicitacio do Invariante Modos de Expressar Compreensdes

Invariante Modos de Expressar Compreensoes

NGOG Modos de expressar compreensdes manifestados na percep¢do da
IL\EIVE) (' ocorréncia da aprendizagem geométrica em prdticas de MM.
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USC.1.1.01, USC.1.1.04, USC.1.2.01, USC.1.2.05, USC.1.3.02, USC.2.1.01,
OO YT USC.2.2.01, USC.2.4.03, USC.2.4.04, USC.1.4.01, USC.1.4.03, USC.3.1.03,
USC.3.1.04, USC.3.2.01, USC.3.3.02, USC.3.4.01, USD.2.06, USD.3.01,
USD.3.04, USD.3.09, USD.3.11, USD.3.18, USD.3.19

Articuladas
USD e USC

As compreensdes que se ddo na ocorréncia da aprendizagem geométrica em
praticas de MM sdo manifestadas em modos linguisticos de expressdo. Sao exemplos de modos
de expressdo a fala, os gestos, as movimentagdes corporais, os olhares, os registros escritos, 0s
simbolos. Desde um ponto de vista fenomenoldgica, a compreensdo se dd como apreensio do
sentido produzido pela relagdo de implicagdo entre modos de expressdo. Por exemplo, a
USC.1.1.04 mostra que a compreensdo da necessidade de efetuar uma constru¢do sobre o
retangulo ¢ percebida e expressa nos gestos € movimentagdes corporais dos estudantes, porém
a introducao de notagdes para os vértices do retdngulo torna a comunica¢ao mais verbal e menos
gestual. Em outro exemplo, as unidades USC.2.4.03 e USC.2.4.04 mostram que a compreensao
do procedimento de simplificagdo de uma construcdo geométrica é expressa em gestos de
registrar num diagrama os segmentos congruentes que seriam eliminados. Neste caso, gestos,
registros simbolicos e o diagrama sdo modos de expressao que se relacionam para produzir um
sentido que é compreendido pelo estudante. Finalmente, um terceiro exemplo ¢ dado pela
unidade USD.3.18 em que o estudante emprega registros escritos e desenhos geométricos para

expressao sua compreensdo acerca da otimizacado dos espagos em prédios escolares.

Quadro 63: Explicitacio do Invariante Percepcdes da Geometria na Pratica de MM

Invariante Percepc¢oes da Geometria na Pratica de MM

NGOG Manifestacdo da presenca e do papel do conhecimento geométrico na
NNV BV percepgdo da vivéncia da aprendizagem em praticas de MM.

USC.1.2.03, USC.2.4.01, USC.2.5.02, USC.3.2.02, USC.3.3.05, USD.1.04,
LI USD.1.10, USD.1.12, USD.2.01, USD.2.02, USD.2.07, USD.3.01, USD.3.06,

Articuladas
D.3. D.3. D.3.11 D.3.1 D.3.14 D.3.1 D.3.1
USD e USC USD.3.07, USD.3.08, USD.3.11, USD.3.13, USD.3.14, USD.3.16, USD.3.18,
USD.3.19

Compreendo que a aprendizagem da geometria ndo se resume na aquisicao
de significados conceituais ou o dominio de procedimentos e¢ habilidades especificas, mas
sempre inclui a aquisi¢do de uma compreensdo ampla acerca da natureza ¢ do papel do
conhecimento geométrico. Por exemplo, na unidade USC.1.2.03 a representacdo bidimensional

do corte vertical da lata inclinada € percebida como tendo uma forma geométrica retangular, de
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modo que esta forma geométrica fornece uma compreensdo da forma da dgua no interior da
lata, ou seja, a geometria é percebida como um modo de “ver” o que acontece no mundo. Em
outro exemplo, a unidade USC.2.5.02 mostra que uma construgdo efetuada para comparar os
métodos de amarragcdo ¢ percebida como fundamentada na desigualdade triangular. Neste
sentido, o conhecimento geométrico, expresso na propriedade da desigualdade triangular, é
percebido com um fundamento, como modo de garantir a certeza das explicacdes. Por fim, a
unidade USC.3.2.04 indica que a avaliacdo da divisdo do mapa utilizando o Diagrama de
Voronoi conduz o grupo a busca de um novo diagrama. O conhecimento geométrico, neste
caso, ¢ percebido como falivel, ou seja, nem tudo que se afirmar, com base nesse conhecimento,

pode ser validado.

Quadro 64: Explicitacdo do Invariante Percepcdes Acerca do Tema Investigado

Invariante Percepc¢des Acerca do Tema Investigado

NGOG G Percepcoes da presenca e influéncia do tema investigado na pratica de MM
ILVEVS BVl sobre a aprendizagem geométrica manifestadas na vivéncia dos estudantes.

A _ USC.1.1.03, USC.1.4.04, USC.2.2.02, USC.2.2.03, USC.3.1.01, USC.3.1.03,
SS€rc¢oes

NTTNIY TP USC.3.2.04, USC.3.3.05, USD.2.03, USD.2.05, USD.3.02, USD.3.03, USD.3.06,
(SN XA INIOMN (USD.3.08, USD.3.09, USD.3.11, USD.3.19

O sentido do termo fema pode ser entendido de modo amplo como aquilo para
o qual se direciona a investigacdo nas praticas de MM com o proposito de alcangar uma
compreensdo. Em praticas de MM busca-se alcangar uma compreensio sobre algo que pode ser
identificado como o fema investigado. A relagdo que se estabelece com o fema investigado na
MM pode-se dar de varios modos. Por exemplo, as unidades USC.1.1.03 e USD.2.05 referem-
se, respectivamente, a investigagdo dos temas “condi¢des de equilibrio de objetos” e “percursos
de comprimento minimo”. Nestes dois casos, os temas se manifestam como fundamento
empirico para sustentar a argumentacio sobre uma propriedade geométrica. O uso do caderno
apoiado na ponta do dedo e o lancamento de uma bolinha de borracha contra o piso expde a
presenca fisica do tema e serve para ilustrar a verificagdo empirica da localizagdo do centro

geométrico e da congruéncia entre angulo de incidéncia e angulo de reflexao.

A presenca do tema investigado na percepc¢do da ocorréncia da aprendizagem
geométrica pode-se dar também como algo que confere relevincia subjetiva a essa
aprendizagem. Por exemplo, a unidade USD.3.09 manifesta que a aprendizagem de um modelo

para avaliar a otimizagdo de espagos em prédios escolares viabiliza a constru¢do de uma opinido
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sobre politicas publicas do governo. Neste caso, a presenca do tema confere relevancia subjetiva
para essa aprendizagem. O tema investigado também se manifesta como tendo um papel
heuristico na aprendizagem geométrica. Por exemplo, as unidades USC.2.2.02 e USC.2.2.03
mostram que a observa¢do de imagens de diferentes tipos de amarracdo conduz os estudantes a
elaborag¢do da hipotese de que o comprimento do percurso esta relacionado com o angulo
formado entre a dire¢do do cadarco e o lado, onde se situa a fileira de furos. Por fim, a presenca
do tema investigado se manifesta na avaliacdo acerca da adequagdo, eficiéncia, simplicidade,
operacionalidade do modelo geométrico construido. Neste caso, o tema investigado € um modo
de explicitar as qualidades (boas ou ruins) do modelo matematico. Por exemplo, a unidade
USC.3.2.04 mostra que a avaliacdo da divisao do mapa com o Diagrama de Voronoi conduz ao
reconhecimento das limitagdes de seu uso. O tema investigado, neste caso, confere uma

qualidade negativa ao modelo matematico.

5.2 CONSTRUCAO E A INTERPRETACAO DOS NUCLEOS DE IDEIAS

O objetivo desta investigacdo € alcancar uma compreensdo fenomenologica
da interroga¢do: como os estudantes aprendem geometria em prdticas de MM? Do que expomos
até aqui, esta investigagcdo conduziu a explicitacdo de 12 invariantes do fendmeno investigado.
Na continuidade do movimento de redugdo, partimos desses 12 invariantes e interpretando-os
a luz da interrogagdo, percebemos o surgimento de novas convergéncias de significados
indicando 4 Nucleos de Ideias que expressam a esséncia do fendmeno investigado.

Dos invariantes Momentos Significativos, Percep¢des do Inicio da
Aprendizagem e Aspectos Contextuais da Pratica de MM percebemos convergir o Nucleo de
Ideias Temporalidade e Constituicdo da Aprendizagem. Ja os sentidos que articulam os
invariantes Razdes que Sustentam a Aprendizagem, Obstaculos e Dificuldades e Investigagdo
e Aprendizagem convergem o Nucleo Modos de Proceder e Abertura a Aprendizagem. Os
invariantes Percepg¢oes do Eu, Participagdo do Outro e O Professor e o Ensino convergem para
o Nucleo Vivéncia da Relagdo Eu/Outro/Nos na Aprendizagem. Por fim, o Nucleo de Ideias
Vivéncia da Relagcdo Geometria/Tema na Aprendizagem reune os sentidos dos invariantes
Modos de Expressar Compreensdes, Percepgdes da Geometria na Pratica de MM e Percepgoes
Acerca do Tema Investigado. Sintetizamos essa convergéncia dos 12 invariantes para os 4
Nucleos de Ideias no quadro 65. Apds esse quadro, efetuamos a apresentagdo e interpretagdo

de cada um desses 4 Nucleos de Ideias.
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Quadro 65: Convergéncias das Unidades Significativas para as Nucleo de Ideias

UNIDADES USC E USD

INVARIANTES

O SENTIDO REVELADO NO INVARIANTE

NUCLEO

DE IDEIAS

USC.1.1.04, USC.1.2.04, USC.2.5.01, USC.2.2.03, USC.2.3.01, USC.3.1.02, A i Zns 5 2
USC3.2.04, USC33.01, USD.LOL, USD2.01, USD2.02, USD3.04, .Mo-ment'os Ocorréncias que se dergm ao longo d’as. praticas de MM e que sdo percebidas como A=
USD.3.10, USD.3.13, USD.3.14, USD.3.15, USD.3.17 Slgnlﬁcatlvos relevantes para a aprendlzagem geometrlca. -g o g
Percepgdes do s . i . =~ B 5
USC.1.1.04, USC.2.3.01, USC.2.3.03, USC.2.4.02, USC.3.1.01, USC.3.1.02, Inicio da A vivéncia da aprendizagem em praticas de MM revela percepg¢des acerca de como se ':D &3
USD.1.01, USD.1.05, USD.2.05, USD.3.04, USD.3.02, USD.3.13 ‘ d4 a origem da aprendizagem geométrica. &z 3
Aprendizagem &= E
. o . e . . e =
Aspectos O modo como a aprendizagem geométrica se da na pratica de MM ¢ percebida contra U% gq %
USC.1.1.01, USC.1.1.04, USC.1.3.03, USC.1.4.04, USC.3.1.01, USC.3.4.01
> 3 5 > ) 5 ()
USD.1.05, USD.L0%, USD.L11, USD.2.03, USD.3.02, USD3.05, USD3.06, Contextuais da U fundo, um entorno, que revela aspectos do local ou do espago onde essa g & =
USD.3.15, USD.3.17 Pratica de MM aprendlz.agem se da. Num sentido mais amplg, a percepedo da aprendizagem ® g
geométrica manifesta aspectos contextuais do ambiente em a pratica de MM acontece.
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Nucleo 1: Temporalidade na Constituicio da Aprendizagem

Como ja vimos, o invariante Momentos Significativos diz das ocorréncias que
se deram ao longo das praticas de MM e que sdo percebidas como relevantes para a
aprendizagem geométrica. Esses momentos sdo relevantes porque formam em si uma unidade
de sentido que direciona os acontecimentos que se ddo a partir dele. J& o invariante Percepgdes
do Inicio da Aprendizagem explicita que a vivéncia da aprendizagem em praticas de MM revela
percepcdes acerca de como se inicia a aprendizagem geométrica. E como se da esse inicio? Se
da quando uma compreensao prévia do tema investigado se encaminha para uma compreensao
que se expressa no modo especifico da geometria. As percepgdes do inicio da aprendizagem
geométrica manifestam, portanto, a aquisicdo do modo linguistico de expressdo especifico da
geometria. Por fim, o invariante Aspectos Contextuais da Pratica de MM remete a percepcao
de um fundo, de um entorno que revela aspectos locais e espaciais de onde essa aprendizagem
se da. Assim, esses aspectos contextuais sifuam a aprendizagem da geometria em praticas de
MM em relagdo ao olhar de um observador que vé aprendizagem de um ponto de vista
especifico e contra um horizonte especifico. Portanto, a aprendizagem nao € constituida por um

observador universal, mas situado num tempo e espaco especificos.

Esses trés invariantes revelam a presenga do tempo, do espago e do
observador na constituicdo da aprendizagem geométrica que se dd em praticas de MM. Mas,
ndo se trata de um tempo como sequéncia de momentos € um espago como soma de lugares que
se ddo independentes do observador. E na trama tecida pelo observador/tempo/espacgo que essa
aprendizagem ¢ constituida. E por conta desta trama que podemos falar da femporalidade como
constituinte da aprendizagem geométrica em praticas de MM. Assim, a Temporalidade na
Constitui¢cdo da Aprendizagem forma um Nucleo de Ideias que articula os sentidos dos trés
invariantes aqui discutidos. Mas, o que significa afirmar que a temporalidade é constituinte da

aprendizagem geométrica em praticas de MM?

Para abordar esta questdo, vamos procurar esclarecer o entendimento de
temporalidade. Do ponto de vista da fenomenologia, segundo Sokolowski (2014, p.141), trés
niveis da temporalidade podem ser distinguidos. O primeiro € o tempo do mundo, dos relogios,
dos calendarios, ou seja, o tempo transcendente ou objetivo que pode ser medido e que se da

como uma sucessao de instantes independentes da nossa subjetividade. O segundo nivel € o
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tempo interno, o tempo imanente ou subjetivo, isto €, pertence a duragdo e as sequéncias de
atos e experiéncias mentais, aos eventos da vida da consciéncia. Se recordamos de um
acontecimento, por exemplo, restabelecemos a duracdo dos eventos segundo critérios de nosso
tempo interno. O tempo interno ndo ¢ publico, mas privado. Por fim, o terceiro nivel é a
consciéncia do tempo interno, é o estar consciente do tempo interno. O segundo nivel sozinho
ndo ¢ suficiente para responder pela sua propria consciéncia-de-si, por isso, € preciso introduzir
esse terceiro nivel para responder pelo que nds experienciamos no segundo. Esse terceiro nivel
constitui a temporalidade das atividades que ocorrem em nossa vida consciente e, por isso,

permite que objetos internos aparecam como estendidos temporalmente e ordenados.

E esse terceiro nivel da temporalidade, ou seja, ¢ a consciéncia do tempo
interno que ¢ constituinte dos fendmenos que se mostram em nossa experiéncia. E como isto se
da? Segundo Miiller (2001, p.29), as partes de nossa experiéncia guardam entre si uma relagao
de nao-independéncia. Cada parte tem na outra um complemento ou continuidade. Ademais,
para que essas partes exprimam um fendmeno € necessario que haja entre elas uma relagdo de
implicag¢@o. Todavia, para compreender como se da essa relagdo de implica¢do, ndo basta
considerar o modo espacial, segundo o qual essas partes se manifestam. E preciso, nesse caso,
considerar o modo temporal segundo o qual essas partes se mostram, pois segundo Miiller
(2001), o tempo ¢ a realizacdo elementar da estrutura implicativa de nossa experiéncia. Assim,
se meus gestos estdo imbricados em minha fala e minha fala € tributdria das falas ja faladas que
tenho acesso e minha visdo ¢ camplice da organiza¢do material dos dados no espaco, é porque
todos esses dispositivos se polarizam como horizontes temporais uns dos outros, exprimindo

uma so6 significacdo.

Diante desse entendimento de temporalidade, o Nucleo Temporalidade na
Constitui¢do da Aprendizagem nos conduz a compreensdo de que Momentos Significativos,
Percepcgoes do Inicio da Aprendizagem e Aspectos Contextuais da Pratica de MM dizem do
tempo-vivido dos estudantes em que as partes ndo-independentes de suas experiéncias
implicaram em significagcdes fenoménicas. Por exemplo, se na USC.1.1.04 os estudantes
retomam e rearticulam ideias sobre as condi¢des de equilibrio e isso direciona a investigacao
do tema para uma abordagem geométrica € porque a temporalidade de suas experiéncias implica
em uma significagdo. Apenas para ndo ficar num Unico exemplo, podemos ver que na
USD.1.05, a estudante percebe que nio € possivel descrever precisamente como aprendeu os
assuntos envolvidos na pratica de MM, mas que percebe que precisou estar muito atenta as

orientagdes do professor e colocar em pratica o que aprendeu. Essas partes de sua experiéncia,
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ficar atenta e colocar em pratica, expressam um sentido que constitui o inicio de sua

aprendizagem geométrica.

Nucleo 2: Modos de Proceder e Abertura a Aprendizagem

A manifestacdo das Razdes que Sustentam a Aprendizagem, como vimos, diz
dos porqués que explicam o inicio e a manuten¢do da ocorréncia da aprendizagem geométrica
em praticas de MM. Essas Razoes, portanto, expressam possibilidades, expressam modos dessa
aprendizagem acontecer. Por sua vez, a manifestacdo da presenca e da superagao de Obstaculos
e Dificuldades expressa a presenca de bloqueios que podem ser ou ndo transpostos ou
contornados, mas que impdem sempre a necessidade de avaliar possibilidades de seguir em
frente. De modo parecido o invariante Investigacdo e Aprendizagem manifesta atitudes de
investigacdo na percepcao da ocorréncia da aprendizagem geométrica em praticas de MM e,
com isso, expressa a procura de compreensao. Esses trés invariantes convergem, portanto, para
razdes, situacdes ou atos que abre possibilidades de aprender geometria em praticas de MM.
Esses trés invariantes expressam a exposicdo mutua entre estudante e geometria e, assim,

direcionam para o Nucleo Modos de Proceder e Abertura a Aprendizagem.

Como ja vimos, a unidade USD.3.16 descreve uma compreensdo da
otimizagdo dos espacos em prédios escolares e essa compreensdo do estudante possibilita a
ocorréncia da aprendizagem sobre otimizag¢do da area de retangulos e a aprendizagem do
modelo grafico para analisar a otimizacdo desses espagos escolares. Essa compreensdo do
estudante abre a possibilidade de a aprendizagem geométrica ocorrer. De modo parecido, a
unidade USC.1.3.01 mostra como uma compreensdo equivocada acerca das construcdes
geométricas funciona como um obstaculo para a aprendizagem geométrica. A superacdo desse
tipo de obstdculo requer uma compreensdo que direciona as possibilidades de interpretar o
fendomeno da construcdo geométrica. Por fim, a unidade USC.1.2.04 mostra que uma
investigacdo direcionada para obten¢do das medidas, visando a construg¢do bidimensional do
corte vertical da lata inclinada, conduz os estudantes a interpreta¢do de que a forma geométrica
da 4gua dentro da lata inclinada é um poligono em que a linha que representa a superficie da

agua deve ser paralela a linha que representa a base de apoio.

Em todos esses casos manifesta-se uma abertura a aprendizagem geométrica

nas praticas de MM. Essa abertura requer das estudantes compreensdes prévias acerca do tema
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investigado, da pratica de MM, da geometria, de si mesmos enquanto estudantes, das aulas de
matematica. Mas, aqui ndo falamos de compreensdo no sentido intelectual. Trata-se de uma
compreensdo como “‘estar bem adaptado, testemunhar silenciosamente, sem verbalizar e sem
aplicar regras, sentir-se em casa numa atividade, numa situa¢do, em relacdo a um contexto”
(SALANSKIS, 2011, p.27). Compreender, em sentido fenomenoldgico, quer dizer aqui o
mesmo que “navegar de modo pertinente” (Ibidem), ndo se referindo, portanto, a significados

ou ao pensamento.

Essa abertura também requer de os estudantes estar em disposi¢do para a
aprendizagem geométrica. Em termos mais especificos, estamos em disposi¢do “sempre que
nos encontramos em uma situacdo (em um mundo), com uma orientagdo particular para essa
situagdo, constituida por tais coisas como disposi¢ao, inclinagdo, crengas, experiéncia passada,
e assim por diante” (CERBONE, 2006, p.87). Encontrar-se em disposi¢do significa que ndo
efetuamos escolhas a partir de um ponto de vista neutro, ausente dessa disposi¢do, pois nosso
passado condiciona o modo pelo qual confrontamos qualquer situacdo particular e, portanto,
condiciona os modos nos quais as situagdes se manifestam a nds. Esse passado, porém, ndo ¢
estatico, nem seu sentido € fixado, mas sua interpretacdo ¢ dinamicamente afetada pelo modo

como projetamos para nossas possibilidades.

Reunindo os sentidos que os termos compreensdo e disposi¢do assumem na
fenomenologia heideggeriana, podemos interpretar o Nucleo Modos de Proceder e Abertura a
Aprendizagem dizendo que compreensdo e disposicdo sdao constituintes da abertura a
aprendizagem geométrica porque preparam previamente o caminho, possibilitando a
articulagdo de um discurso, de uma interpretagdo. SO hé interpretacdo porque hé abertura e s
hé abertura porque ha compreensao e disposi¢do. A expressdo Modos de Proceder, que articula
esse Nucleo, diz dos atos que direcionam o olhar dos estudantes para perceber a manifestagao
do tema, da geometria ¢ de si mesmos nas praticas de MM. O direcionamento desse olhar,
expresso nas nogdes de compreensio e disposi¢ao, estabelece as condi¢des de possibilidade de
interpretacdo dos porqués, dos obstaculos, das dificuldades e dos modos de investigacdo que

encaminham para a aprendizagem da geometria em praticas de MM.
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Nucleo 3: Vivéncia da Relacio Eu/Outro/Nés na Aprendizagem

Percepgdes do Eu, Participacdo do Outro e O Professor ¢ o Ensino sdo
invariantes que revelam a aprendizagem geométrica em praticas de MM como se dando num
espaco de cossujeitos, “companheiros de situagdes, que mediante compreensdes e respectivas
comunicagdes bem-sucedidas, vdo estabelecendo maneiras comuns de expressio e
comunicac¢ido” (BICUDO, 2001, p.37). De fato, o movimento reflexivo dos estudantes, quando
da elaboragdo dos relatos em que descrevem retrospectivamente sua aprendizagem, manifesta
atos em que os estudantes lancam um olhar para si proprios, a0 mesmo tempo em que se
percebem junto aos outros. De modo semelhante, as percep¢des da presenca e influéncia do
Outro na aprendizagem manifesta também a presenca do Nds, da interag@o se dd entre o Eue o
Outro. na pratica de MM. E basicamente a vivéncia dessa relacdo que se d4 nas manifestacdes
do invariante O Professor e o Ensino. Os sentidos desses trés invariantes, portanto, convergem
a vivéncia da subjetividade e intersubjetividade na aprendizagem da geometria em praticas de
MM, formando o Nucleo Vivéncia da Relagdo Eu/Outro/Nos na Aprendizagem.

Vejamos como se da a vivéncia dessa relacdo nas praticas de MM. A unidade
USD.2.08 mostra uma estudante percebendo-se meio confusa se perguntando “para que isso?”.
Esse perceber-se revela a dimensdo dos atos reflexivos do Eu. De fato, “a vivéncia da reflexao
instala o ato de nos dar conta de nds, do que estamos fazendo, e realiza atos de decisdo e
avaliagdo” (BICUDO, 2010, p.36). Semelhantemente, as unidades USD.3.07, USD.3.10 e
USD.3.09 revelam as dimensdes psiquica e espiritual?® do FEu, ao manifestarem,
respectivamente, a percep¢ao de um Eu que aprende facilmente, de um Eu que possui o gosto
e a habilidade para o desenho e de um Eu que emite opinides e se posiciona em rela¢do ao tema
investigado. Ao revelar essas dimensdes do Eu, essas unidades ja se lancam e abrangem a
circunvizinhanga do que esta no mundo-vida, incluindo o Outro, pois manifestam que o Eu e o
Outro possuem a mesma estrutura. Manifestam que “o perceber, o refletir, a lembranga, a
imaginacdo e a fantasia sdo iguais para todos, como atos, como vivéncias, como estruturas de
vivéncias, ao passo que os contetidos podem ser os mais diferentes possiveis” (BELLO, 2004,

p.50).

Perceber que temos uma estrutura em comum, mas com experiéncias de

conteudos diversos, nos permite superar o isolamento e o relativismo e se dar conta dos atos da

21 Para saber mais sobre as dimensdes psiquica e espiritual, ver (BELLO, 2004)
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intersubjetividade e da objetividade. Como ilustram as unidades USD.2.08 e USD.3.17, a
presenca e a influéncia do Outro podem se manifestar como ajuda e como possibilidade de
compartilhar o que se aprendeu. E a comunicaciio entre os cossujeitos que torna possivel essas
manifestagdes da presenga e influéncia do Outro. Mas, o que torna possivel a comunicagdo
entre os cossujeitos? E o ato que manifesta o Outro como semelhante ao Eu. Esse ato, chamado
de entropatia (BELLO, 2004), revela a vida psiquica e espiritual do Outro pela percepgao de
sua corporeidade. A percepcao da corporeidade do Outro conduz ao reconhecimento de que ele
esta vivendo coisas que eu também posso viver. A comunicagdo e a linguagem, possibilitadas
pela entropatia, também conduz aos atos da objetividade. Como mostra a unidade USC.1.1.03,
a interagd@o entre os cossujeitos conduziu a uma compreensio consensual acerca das condi¢des
de equilibrio dos objetos. E a linguagem e a comunicagio entre esses cossujeitos que tornaram
possivel expressar uma compreensido objetiva do tema investigado e constituir a idealidade
“centro geométrico”. A objetividade, deste ponto de vista, ¢ constituida, portanto, na dialética

subjetividade/intersubjetividade.

Nucleo 4: Vivéncia da Relacio Geometria/Tema na Aprendizagem

O invariante Modos de Expressar Compreensdes, como vimos, reune sentidos
que manifestam modos linguisticos de expressar compreensdes acerca da geometria e do tema
investigado. Por exemplo, a USC.1.1.04 mostra que a compreensdo da necessidade de efetuar
uma construgdo sobre o retangulo ¢ percebida e expressa nos gestos e movimentacdes corporais
dos estudantes. A introdugdo de notacdes para os vértices do retangulo, por sua vez, inseriu
novos modos de expressar essa compreensao que transcendem a comunicagado gestual e direta.
Semelhantemente, as unidades USC.2.4.03 e USC.2.4.04 mostram que a compreensdo do
procedimento de simplificacdo de uma construcdo geométrica € expressa nos gestos de registrar
num diagrama os segmentos congruentes que seriam eliminados. Os modos de expressao,
portanto, se manifestam, nas praticas de MM, em atos de compreensdo da relagdo
geometria/tema investigado.

J& o invariante Percep¢des da Geometria na Pratica de MM manifesta a
presenca e o papel do conhecimento geométrico na vivéncia de sua aprendizagem. As unidades
USC.1.2.03, USC.2.5.02 e USC.3.2.04 manifestam a geométrica, respectivamente, como um
modo de “ver” o que acontece no mundo, como um modo de garantir a certeza das explicagcdes

e como um conhecimento falivel, que nem todas as afirmacdes apoiadas num modelo
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geométrico podem ser validadas. Com isso, essas unidades revelam que a presenga e o papel da
geometria em praticas de MM se dao articulados com os modos de expressdo e com o tema

investigado na pratica de MM.

O invariante Percep¢des Acerca do Tema Investigado, por sua vez, manifesta
a presenca e influéncia do tema investigado sobre a aprendizagem geométrica dos estudantes.
As unidades USC.1.1.03, USD.2.05, USD.3.09, USC.2.2.02, USC.2.2.03 e USC.3.2.04
manifestam, como ja vimos, diferentes modos do tema investigado ser percebido nas praticas
de MM. Podem ser percebidos como fundamento empirico para sustentar a argumentacio sobre
uma propriedade geométrica, como algo que confere relevancia subjetiva a essa aprendizagem
e como um modo de explicitar as qualidades (boas ou ruins) do modelo matematico.
Percebemos entdo que a manifestacdo do tema investigado se mostra articulada com os modos

de expressdo e com o conhecimento geométrico.

Essas interpretagdes dos invariantes Modos de Expressar Compreensdes,
Percep¢des da Geometria na Pratica de MM e Percepgdes Acerca do Tema Investigado
procuram explicitar sua convergéncia para um Nucleo de Ideias em que modos de
expressdo/geometria/tema investigado sdo vivenciados como uma unidade de sentido que
expressa como se da a aprendizagem em praticas de MM. Portanto, ao articular as
manifestagdes de modos de expressdo/geometria/tema investigado, o Nucleo Vivéncia da
Relagdo Geometria/Tema na Aprendizagem mostra-se como constituinte da aprendizagem
geométrica em praticas de MM. Para esclarecer esta afirmagdo, vamos explorar a relagdo entre
idealidades geométricas e matematizagdo da natureza, segundo a perspectiva husserliana.

Idealidade significa um modo de ser ideal, isto €, idealidade ¢ um modo de
qualificar um objeto. Afirmar que os objetos da geometria sdo idealidades significa, portanto,
qualifica-los de ideais. Husserl (2012), no texto a origem da geometria, analisa como se da a
constituicdo das idealidades geométricas, descrevendo os atos intencionais nos quais essa
constituicdo se da. O ato da intui¢do sensorial, pelo qual percebemos os objetos do mundo
sensivel, fundamenta ou d4 sustentagdo, segundo Husserl (2012) ao ato da intuigdo essencial. E
esse ato que viabiliza a constituicdo das idealidades geométricas. Mas, como isso se da?

Vejamos um exemplo. Posso me imaginar lixando e polindo a superficie de
uma mesa de modo a torna-la cada vez mais lisa. Posso me imaginar fazendo isso até atingir
um ponto em que a superficie ndo pode ser mais polida, isto &, até atingir o limite do polimento.
Esse limite, percebido em uma intui¢@o essencial, € a superficie do plano geométrico. Segundo

Husserl (2012), a livre variacdo imaginativa, que descarta das coisas percebidas suas
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imperfei¢des, constitui o dominio de objetos ideais. Esse ato, também chamado de abstragao
intencional, separa e retine aspectos do mundo empirico, dados na intuicao sensorial, e efetua
uma sintese intencional. Essa sintese, porém, ¢ insuficiente para outorgar existéncia objetiva e
durabilidade as idealidades. O movimento de constituicdo das idealidades geométricas requer a
constru¢do de um sistema linguistico que as expressa. Idealidades geométricas sdo, portanto,
constituidas em modos de expressdo especificos que outorgam a elas objetividade. Mas, como
essas idealidades geométricas sdo aplicadas a natureza?

Para abordar essa questdo, vamos analisar o conceito de matematizacido da
natureza, segundo a fenomenologia husserliana. Husserl (2012) entende ha dois niveis de
matematizag¢@o da natureza. O primeiro ¢ o que decorre da arte da medicdo, cuja idealizagdo da
origem a geometria. Segundo Husserl (2012), “a arte da medigdo empirica, com a sua fungdo
objetivadora empirico-pratica, foi idealizada e converteu-se, entdo, no procedimento do pensar
puramente geométrico, uma vez transformado o interesse pratico em puramente tedrico”. Assim
constituida, a geometria torna-se a ciéncia das figuras espago-temporais e, por isso, viabiliza a
investigacdo das dimensdes espacgo-temporais dos objetos fisicos. Nesse primeiro nivel, a
matematizagdo se da de maneira direta e como um modo de expressar uma compreensao acerca
das qualidades espaco-temporais dos objetos, ou seja, tamanho, posi¢do, movimento.

Porém, falta matematizar as outras qualidades perceptiveis dos objetos como,
por exemplo, cor, som, odor, textura, intensidade. Essas outras qualidades sensiveis, Husserl
(2012) chama de plena®. A matematizagio dos plena constitui o segundo nivel da
matematizagdo e requer, segundo Husserl (2012), assumir uma hipdtese de causalidade
universal, a saber, pressupor relagdes causais entre as qualidades objetivas ligadas a pura
ocorréncia no mundo das figuras e as qualidades sensiveis do plena. Por exemplo, a medida da
temperatura dos corpos, realizada com um termdémetro com uma de mercurio, pressupde uma
relagdo causal entre a intensidade da temperatura e a dilatagdo do mercurio. Essa dilatagdo ¢
uma qualidade objetiva, ¢ uma dimensdo espago-temporal da coluna de mercurio. Ja a
temperatura ¢ uma qualidade sensivel, sem dimensdo espaco-temporal. Vincular a temperatura
a dilatacdo do mercurio ¢ um modo de geometrizd-la, de matematizd-la de forma indireta.
Segundo Husserl (2012):

A matematizagdo indireta do mundo que se perfila, entdo, como objetivacio
metodica do mundo intuivel fornece féormulas numéricas gerais [...] As
formulas exprimem manifestamente conexdes causais gerais, “leis da

22 Plena, plural de plenum, em latim significa “completo” ou plenitude. Segundo Husserl (2012, p. 22), o plenum
sensivel é “aquilo que se apresenta nas chamadas qualidades ‘especificas’ dos sentidos, cor som, odor e similares,
em gradagdes proprias”.
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natureza”, leis de dependéncias reais sob forma de dependéncias “funcionais”
de valores numéricos.

Esse segundo nivel de matematizacdo converte, portanto, as qualidades
sensiveis dos plena em idealidades geométricas. Por exemplo, expressar a qualidade sonora
dos objetos como uma senoidal ¢ um modo de converter essa qualidade em uma idealidade
geométrica. A senoidal, nesse caso, ¢ um modo linguistico de expressar uma compreensdo
acerca da sonoridade. Neste sentido, para que a matematizagdo alcance uma compreensao
objetiva dos plena € necessario que as qualidades sensiveis da natureza encontrem na geometria
um modo linguistico de expressdo. E na geometria e em toda a matematica que as idealidades
constituidas a partir dos plena encontram modos de expressdo que lhes outorgam existéncia
objetiva e durabilidade.

Esse entendimento de Husserl (2012) acerca da constitui¢ao das idealidades
geométricas e da matematizagdo da natureza ilumina os sentidos manifestados para o Nucleo
Vivéncias da Rela¢do Geometria/Tema na Aprendizagem. Ao explicitar as imbricagdes entre
constituicdo de idealidades geométrica, matematizagdo dos plena e modos linguisticos de
expressao, Husserl (2012) nos conduz ao entendimento de que modos de
expressdo/geometria/tema investigado € uma estrutura constituinte da aprendizagem

geométrica em praticas de MM.
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6 APONTAMENTOS PARA UMA METACOMPREENSAO

Este capitulo busca efetuar uma metacompreensao da pesquisa apresentada.
Em outras palavras, busca efetuar um movimento de pensar o pensado, busca efetuar um
movimento reflexivo que se volta sobre as analises efetuadas, buscando entender o sentido do
que foi investigado. E o que foi investigado? Como ja dissemos, a interrogagdo deste trabalho
questiona como os estudantes aprendem geometria em praticas de MM e a pesquisa, gerada por
esta interrogagdo, busca alcangar uma compreensdo fenomenologica dessa aprendizagem. O
primeiro ponto desse movimento de metacompreensio diz da legitimidade dessa pesquisa. Mais
diretamente, com que legitimidade alguém que nio é fenomendlogo?, nem é membro de um
grupo que estuda assiduamente fenomenologia, pode falar em compreensio fenomenologica da

aprendizagem?

Diante desta questdo, devo comegar dizendo que este trabalho expressa uma
compreensdo pessoal do que significa investigar a aprendizagem em praticas de MM, segundo
a visdo da fenomenologia. Ao dizer que essa compreensdo é minha, quero explicar que, devido
as condi¢des peculiares em que se deu essa pesquisa, muitas das escolhas que se impuseram ao
longo do caminho tive que fazé-las a partir das minhas proprias interpretagdes que fiz da
fenomenologia. Essas escolhas, porém, foram direcionadas pelo fenomeno percebido e pela
interrogagdo que gerou essa pesquisa. Além disso, essas escolhas ndo foram tomadas a partir
de critérios individuais, mas com base nas coisas que li, ouvi e vivenciei. Por isso, as minhas
escolhas expressam uma compreensdo de uma comunidade, na medida em que expressa minha
percepgdo do que os outros compreenderam sobre a pesquisa fenomenoldgica. E essa relagio
dialética entre subjetividade/intersubjetividade que conduz a objetividade da pesquisa. Entendo,
portanto, que a legitimidade do conhecimento na pesquisa fenomenoldgica se deve, por um
lado, a relac@o intencional pesquisador/fendmeno investigado e, por outro lado, pelo carater

dialético do movimento subjetividade/intersubjetividade/objetividade.

O segundo ponto dessa metacompreensdo diz da interrogagdo. Até
compreender que minha busca era investigar como os estudantes aprendem geometria em
praticas de MM, tive outras compreensdes da interrogagdo. Incialmente formulei a questao de
pesquisa em termos de conceitos tedricos. Mais especificamente, uma das primeiras versoes da

questdo pesquisa ¢: Qual ¢ o significado da aprendizagem da geometria nas praticas de

23 Chamo de fenomenologo o praticante da fenomenologia, alguém que se dedica de maneira sistemdtica a efetuar
analises com base na fenomenologia.
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modelagem matematica nos aspectos cognitivos e epistemoldgicos do trabalho geométrico do
aluno? Agora compreendo que esta pergunta busca pelo sentido que os conceitos de plano
cognitivo e plano epistemoldgico de Kuzniak (2014) assumem em praticas de MM. Embora
essa pergunta seja legitima e ainda faca sentido para mim, ela ndo tem caracteristicas
fenomenoldgicas, pois langa sobre o fendmeno uma estrutura tedrica que dificulta a percepgao
de sua manifestacdo. Uma outra versdo da questdo de pesquisa é: O que € isto, a aprendizagem
geométrica em praticas de MM? Essa versdo aponta para as caracteristicas estruturais do
fenomeno, visando explicita-las. Embora essa questdo tenha sentido fenomenoldgica, ela ndo
privilegia o tempo-vivido nas vivéncias dos sujeitos. Ou seja, 0 modo como os estudantes
vivenciam as experiéncias de aprendizagem ndo ¢ privilegiado nessa versdo, o que ¢é
privilegiado sdo os aspectos estruturantes do fendmeno. Por isso, nos encaminhamos para a
formulacdo da questdo de pesquisa enfatizando o como os estudantes aprendem geometria em

praticas de MM.

A formulacdo dessa versdo definitiva da questdo de pesquisa, porém, nos
conduziu a outros questionamentos. Esse ¢ o terceiro ponto que devo retomar. Por exemplo, se
interrogo pelo como essa aprendizagem se da, entdo ja estou assumindo que essa aprendizagem
ocorre efetivamente em praticas de MM? Se interrogo pelo como, é porque estou pressupondo
uma concepgdo universal de aprendizagem, ou seja, estou assumindo que o sentido de aprender
jé esta posto? Essas questdes se mostraram mais agudas no momento da leitura e explicitacdo
das Unidades de Significado. Afinal, como identificar a ocorréncia da aprendizagem geométrica
nas Cenas Significativas ou nos relatos dos estudantes? Essa identificacdo ndo pressupde que

eu assumi uma defini¢do particular de aprendizagem?

Esses questionamentos me conduziram a compreensio de que a
aprendizagem, do ponto de vista da fenomenologia, ¢ sempre a aprendizagem percebida.
Embora, se possa falar de uma aprendizagem efetiva ou existente, o que estd sendo considerado
como dado de pesquisa ¢ aquilo que € percebido como aprendizagem. Assim, a aprendizagem
nos relatos é o que os estudantes percebem como sendo aprendizagem e a aprendizagem nas
Cenas ¢ o que eu, professor-pesquisador, percebo como sendo aprendizagem. E o que ¢
percebido como sendo aprendizagem? No topico 2.1, procuro esbogar, num pequeno exercicio
hermenéutico, o modo como a aprendizagem ¢ percebida nas Cenas, ou seja, como
manifestacdo de transformagdes que se d4 na maneira do estudante se relacionar com o tema ou

com a geometria em praticas de MM.
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Outro ponto que devo aqui retomar diz do modo como a pesquisa respondeu
a questdo que a gerou. Inicialmente, a leitura dos trabalhos de Merleau-Ponty direcionou a
pesquisa para uma compreensdo nao dualista da aprendizagem, isto €é, uma compreensdo que
privilegia o papel das experiéncias perceptivas e das gesticulagdes linguisticas do corpo-préprio
na aprendizagem da geometria em praticas de MM. O capitulo 2 ainda carrega fortemente essa
compreensdo. Mas, o esfor¢o efetuado para explicitar as Unidades de Significados, deixando
que o fendmeno se mostre nessas Unidades por si mesmo, sem impor uma interpretagcdo prévia,

conduziu a constru¢do dos 12 invariantes e aos 4 Nucleos de Ideias.

E como esses 4 Nucleos de Ideias respondem a questdo que gerou essa
pesquisa? O primeiro Nucleo revela a temporalidade como constituindo da aprendizagem
geométrica em praticas de MM. O segundo Nucleo explicita o fendmeno da abertura, que se
manifesta em praticas de MM, como condi¢do de possibilidade os estudantes fazer
interpretagdes e, com isso, aprender geometria. J4 o terceiro Nucleo, ao evidenciar a relagdo
Eu/Outro/Nds nas praticas de MM, aponta para a importancia dos atos da subjetividade,
intersubjetividade e objetividade na aprendizagem na geometria. Por fim, o quarto Nucleo
mostra como a relagdo modos de expressdo/geometria/tema investigado é constituinte da

aprendizagem da geometria em praticas de MM.

A exposi¢do dessa compreensio, acerca do modo como esta pesquisa reponde
a questdo que a gerou, nos conduz ao ultimo ponto para uma metacompreensao deste trabalho.
Que sentido essa compreensdo assume na regido de inquérito da Modelagem na Educagao
Matematica? Para abordar esse ponto € preciso considerar a natureza de uma compreensao
fenomenoldgica e sua relacdo com a elaboragdo de teorias. Uma compreensio fenomenoldgica
descreve uma estrutura de sentido, ou seja, explicita uma esséncia que condiciona a
possibilidade de conhecimento. Isto €, ao expor os aspectos estruturais de nossa experiéncia dos
fendmenos, a compreensdo fenomenoldgica estabelece as condigcdes de possibilidade de
conhecé-los e de avaliar o alcance e os limites desse conhecimento. Como diz Merleau Ponty

(2014. p. 3):

Todo o universo da ciéncia ¢ construido sobre o mundo vivido, e se queremos
pensar a propria ciéncia com rigor, apreciar exatamente seu sentido e seu
alcance, precisamos primeiramente despertar essa experiéncia do mundo da
qual ela € a expressdo segunda. A ciéncia ndo tem e néo tera jamais 0 mesmo
sentido de ser que o mundo percebido, pela simples razdo de que ela ¢ uma
determinacdo ou uma explicagdo dele.
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Retornando ao nosso ultimo ponto e parafraseando essa citacdo de Merleau-
Ponty, entendo que esta investigagdo, ao procurar despertar a experiéncia da aprendizagem
geométrica em praticas de MM, pode contribuir para pensar as teorizagdes sobre esse tema de
maneira rigorosa € “apreciar exatamente seu sentido e seu alcance” (Ibidem). De fato, ha a
necessidade de teorizacdes para a aprendizagem na Modelagem na Educagdo Matemadtica. Em
particular, como vimos no capitulo 2, esse tema sem considerar uma compreensao
fenomenoldgica que pode auxiliar na elaboragdo de uma teoria da aprendizagem em praticas de
MM. Neste sentido, a presente pesquisa concentra sua atengdo no fendmeno da aprendizagem,
mas do ponto de vista dos fundamentos, isto €, ndo aceitando um modelo unico e esquematico
da aprendizagem, mas buscando uma teoria que D’ Amore (2007) chama de uma epistemologia

da aprendizagem. Este &, naturalmente, o proximo passo desta investigacao.
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APENDICES

LISTA DE APENDICES

APENDICE 1
APENDICE 2
APENDICE 3
APENDICE 4

APENDICE 5

Material utilizado na pratica 2 de Modelagem Matematica

Material utilizado na pratica 2 de Modelagem Matematica
Relatérios contendo as Unidades Significativas de Discurso da tese
Termo de consentimento esclarecido das turmas de estudantes

Termo de consentimento esclarecido individuais

Técnicas de amarracao do cal¢ado

O calgado que nao se ajusta muito bem pode ser amarrado
de modo a fornecer mais seguranga, conforto e sustentagao.
As técnicas utilizadas para isso permitem harmonizar o cal-
¢ado e caracteristicas especificas, como calcanhar estreito, pé
largo, arco baixo ou alto. Os calgados esportivos com grande
niimero de ilhoses facilitam o ajuste da amarragao de modo
personalizado.

Pé ou calcanhar estreito [técnica A)

Se o calgado tiver duas fileiras de ilhoses que lembram um
zigue-zague, use os ilhoses mais distantes da lingueta, enfian-
do o cadargo nos ilhoses de fora e puxando o corpo do calgado
na diregao do centro. Se houver apenas uma fileira de ilhoses,
enfie o cadar¢o normalmente até os tltimos furos. Nos dois
1iltimos, puxe o cadargo, mas deixe um arco de cada lado. Pas-
se as pontas do cadargo por dentro do arco do lado oposto e s6
entdo aperte e dé o lago.

Pé largo [técnica B)

Se o calgado tiver duas fileiras de ilhoses que lembram um
zigue-zague, use os ilhoses mais proximos da lingueta. Se
houver apenas uma fileira de ilhoses, passe o cadar¢o no pri-
meiro par de ilhoses e depois siga em frente de cada lado, sem
cruzar o cadargo. Quando estiver faltando 2 a 3 pares de ilho-
ses, puxe levemente o cadar¢o e comece a fazer o cruzamento.
Finalize normalmente com um lago.

Arco baixo [pé plano) [técnica C]

Passe o cadargo pelos ilhoses normalmente, fazendo o cru-
zamento. No final, siga 0 mesmo procedimento usado para o
calcanhar estreito.

Arco alto (pé cavo) (técnica D)

Comece a amarrar normalmente, cruzando o cadargo nos dois
primeiros pares de ilhoses. A partir daf, siga em frente de cada
lado, sem fazer o cruzamento. Nos dois tltimos pares de ilho-
ses, cruze de novo o cadargo antes de dar o lago.




Se por mais que vocé tente, o ténis que vocé
calca da sempre a sensacao do calcanhar
meio solto dentro do calcado, experimente este
tipo de amarracao. A ponte feita usando o dltimo
buraco de amarracao do ténis isola a parte infe-
rior e “prende” o calcanhar de forma mais efetiva.

Se vocé tem o pé cavo e @ um supinador de
carteirinha, experimente passar o cadarco de
forma paralela, pois assim os pontos de pressao
criados na forma tradicional de amarracao, onde
os cadarcos se cruzam pelo centro da lingueta,
deixam de existir.

Se mesmo usando o ténis com um numero
maior (como deve ser) vocé ainda tem proble-
mas com as unhas ou dedos com sangramento,
passar uma das pontas do cadarco na diagonal
faz com que a biqueira do cabedal fique mais
elevada, ajudando a aliviar a pressao nos dedos.

Se quando vocé corre sente dores no peito

do pé, esse tipo de amarracao usa uma mistura
da amarracéo tradicional com a recomendada
para quem tem pé cavo. Nesse caso, passar o
cadarco de forma paralela nos pontos de pressao
do peito do pé deve solucionar seu problema.
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Nome: ‘) g : R \
Data:__/ _/ Turma._ﬁi’?p Grupo: o)

A lata inclinada

Tente se lembrar das coisas que vocé aprendeu nessa atividade e
descreva, 0 mais detalhadamente que vocé puder, as situagdes nas quais essa
aprendizagem aconteceu para vocé.

A A NN LA 0L 2 0" Q. ANULng
8 P T i ' VT mYA S / : N )
WA [/ A 4 a2 H’ ? i 2 BALLQ A M
/ J - 'E - Yy '-._4.. ) e T el
NG L._A = v 2> YA Mo A NS ¢ al’s f
’ (O al ‘ AN 2 . () X ) .
’ T Ay (L v » ' s
0 40 o' Q00 o ¥ % aenenns 3 ™/
~ . P
3 AN e i / L 1 = ar g




e o lP




213




214

Grupo:_ 3

A lata inclinada

Tente se lembrar das coisas que vocé aprendeu nessa atividade e descreva, o mais
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Alatainclinada

Tente se lembrar das coisas que vocé aprendeu messa atividade e
descreva, o mais detaliadamente que vocé puder, as situagdes nas quais essa
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Data:23/06 / LG . Turma; 3¢ Grupo;____+

A lata inclinada

Tente se lembrar das coisas que vocé aprendeu messa atividade e
descreva, 0 mais detallhiadamente que vocé puder, as situagdes nas quais essa
aprendizagem aconteceu para vocé.
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Data: Tum'll:ﬂ

A lata inclinada

Grupo: 2 s

Tente se lembrar das coisas que vocé aprendeu nessa atividade e
descreva, o mais detalhadamente que vocé puder, as situagdes nas quais essa
aprendizagem aconteceu para vocé.
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A lata inclinada

Tente se lembrar das coisas que vocé aprendeu nessa atividade e
descreva, 0 mais detalhiadamente que vocé puder, as situacdes nas quais essa
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A lata inclinada

Tente se lembrar das coisas que vocé aprendeu messa atividade e
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aprendizagem aconteceu para vocé.
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Nome:w oo e b%\@ TGN 4
Data:2%/ 09/ A\ Turma: \CP ranas Grupo:,

—

A lata inclinada

Tente se lembrar das coisas que vocé aprendeu messa atividade e
descreva, o mais detalhadamente que vocé puder, as situagdes nas quais essa
aprendizagem aconteceu para vocé.
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Nome

A lata inclinada

Data?fﬂ/&&ﬁﬁ_ h 5 Turmaa‘_gé
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Grupo:

Tente se lembrar das coisas que vocé aprendeu messa atividade e
descreva, 0 mais detalkadamente que vocé puder, as situagdes nas quais essa

aprendizagem aconteceu para vocé.
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Como economizar cadargo?

Ao longo dessa atividade, vocé fez vdrias coisas e passou por vdrias
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Nome: !FQ qfh. ; -ﬂﬂb Data:__/_ _/
Y TurmaXy'p Grupo:

Como economizar cadarg¢o?

Tente se lembrar das coisas que vocé aprendeu ao longo dessa atividade e descreva em detalhes,
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Nome: K/ Qurone_ (‘(\m@dﬂ_m

1 T ST R Turma:___ Grupo:

Como economizar cadar¢o?

Ao longo dessa atividade, vocé fex vdras coisas e passou por vdrias
experiéncias de aprendizagem. Vocé poderia descrever em detalhes, tanto quanto
possivel, algumas dessas situagoes de aprendizagem que ocorreram com vocé?
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Nome: )_{aﬂ,;.'g ‘noh.,ﬂ [;l Q,Q._ﬂ,:f[g. _ paalQ/
Turma:__ Grupo:

Como economizar cadargo?

Tente se lembrar das coisas que vocé aprendeu ao longo dessa atividade e descreva em detalhes,
tanto quanto possivel, as situagdes nas quais essa aprendizagem ocorreu para vocé?
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Nome.
Data Turma: Grupo:

Como economizar cadar¢o?

Ao longo dessa atividade, vocé fez vdrias coisas e passou por vdrias
expenéncias de aprendizagem. Vocé poderia descrever em detalkes, tanto quanto
possivel, algumas dessas situagdes de aprendizagem que ocorreram com vocé?
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Nome:_KlIll nﬂ Q'lhr';m_ B_MH .
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. A reforma do Ensino Médio

Tente se lembrar das coisas que vocé aprendeu wessa atividade e descreva, o mais detaliadamente que

vocé puder; as situagoes nas quais essa aprendizagem aconteceu para vocé.

















































































