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"A Matematica apresenta invencdes tao sutis
gue poderdo servir ndo sO para satisfazer os
curiosos como, também para auxiliar as artes e
poupar trabalho aos homens.”

(Descartes)
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problemas na educacgéo basica. 2013. 58 f. Dissertacdo (Mestrado Profissional em
Matematica) — Universidade Estadual de Londrina, Londrina 2013.

RESUMO

Este trabalho tem como objetivo rever e mostrar ao professor de Matematica que
atua na Educacdo Basica, como conceitos relacionados a Teoria dos Numeros
podem ser poderosas ferramentas na resolugdo de algumas situagbes problemas
que envolvem divisibilidade. Como guia da discussdo, s&o propostas quatro
situagdes problemas, para em seguida discutir-se alguns topicos fundamentais da
Aritmética, de congruéncia, de congruéncia linear, e o Teorema Chinés dos Restos.
Ao final, utilizam-se estes conceitos para solucionar as situacdes problemas.

Palavras-chave: Divisibilidade. @ Resolu¢cdo de  problemas. Congruéncia.
Congruéncia linear. Teorema chinés dos restos.



Jesus Jr., Lucidio de. Number theory: a study of problem solving in Basic Education.
2013. 58 p. Dissertation (Professional Masters in Mathematics) — State University in
Londrina, Londrina, 2013.

ABSTRACT

This paper has the objective to review and show to the mathematics teacher, who
teaches in Basic Education, how the concepts related to Theory of Numbers can be
powerful tools to solve some problems situations involving divisibility. As a guide
discussion, four problems situations are suggested, after to discuss some essencial
topics of Arithmetic, congruence, linear congruence and The Chinese Remainder
Theorem. Finally, are used these concepts to solve the problems situations.

Key words: Divisibility. Solving problems. Congruence. Linear congruence. The
chinese remainder theorem.
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1 INTRODUCAO

Desde que a Olimpiada Brasileira de Matematica das Escolas
Publicas — OBMEP passou a fazer parte do cotidiano escolar, algumas questdes
propostas nestas provas desafiam o conhecimento matematico tanto dos alunos
como dos professores. A OBMEP é realizada pelo IMPA — Instituto Nacional de
Matematica Pura e Aplicada — e tem como objetivo estimular o estudo da
matematica e revelar talentos na area, com questdes que envolvem geometria,
aritmética, l6gica matematica e algebra.

Mas nao apenas na OBMEP como também em concursos
vestibulares como o ITA/IME ou em livros paradidaticos de Matematica, sao
propostas situagdes problemas que desafiam seus leitores, questbes estas que
podem ser resolvidas utilizando alguns conceitos estudados na Teoria dos Numeros.
Em principio estes problemas propostos parecem ser de dificil solugdo. Contudo, o
professor de Matematica pode ndo se dar conta, mas em algum momento durante a
sua formagao, os conceitos da aritmética dos restos ou congruéncias, congruéncias
lineares, Teorema Chinés dos Restos e também conceitos fundamentais da Teoria
dos Numeros, como: divisibilidade, minimo multiplo comum, maximo divisor comum
e numeros primos facilitam a resolugao dessas situagdes problemas.

A Teoria dos Numeros € a area na qual se estudam as propriedades
e as relacdes entre os numeros. O estudo destes conceitos é tratado com maior
rigor em disciplinas como Algebra ou Introducdo a Algebra, propostas na graduacéo
de Matematica ou Ciéncias da Computacdo, por exemplo. Sendo a aritmética
modular uma das ferramentas mais importantes desta area.

Embora os conceitos de divisibilidade, minimo multiplo comum,
maximo divisor comum e numeros primos sejam pouco trabalhados na Educagao
Basica, acredita-se que problemas relacionados a Teoria dos Numeros tenham um
potencial motivador no processo de ensino aprendizagem, pois sdo de facil
contextualizacdo e possibilitam a elaboragcdo de atividades didaticas capazes de
desafiar os alunos, consolidam o aprendizado do conceito de divisibilidade além de
promoverem o desenvolvimento do pensamento conceitual algébrico.

Trabalhar com a aritmética e a algebra simultaneamente € essencial
para a formacdo do educando. De acordo com os Pardmetros Curriculares
Nacionais de Matematica do Ensino Fundamental (BRASIL, 1998):
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[...] Embora nas séries iniciais ja se possa desenvolver uma pré-
algebra, é especialmente nas séries finais do ensino fundamental
gue os trabalhos algébricos serdo ampliados; trabalhando com
situagdes-problema, o aluno reconhecera diferentes fungbes da
algebra (como modelizar, resolver problemas aritmeticamente
insoltveis, demonstrar), representando problemas por meio de
equacodes (identificando parametros, variaveis e relagées e tomando
contato com formulas, equagbes, variaveis e incognitas) e
conhecendo a “sintaxe” (regras para resolucdo) de uma equacao.

Propor situacbes problemas desafiadoras desde o Ensino

Fundamental, é essencial para auxiliar o educando no processo de abstracdo que se

faz necessario no estudo de algebra, ou seja, € onde o aluno pode expressar o seu

raciocinio por meio de simbolos (letras — incognitas / variaveis e numeros -

constantes), e assim utilizar o seu conhecimento matematico para solucionar

problemas.

Esse processo de abstrair os dados e aplicar o seu conhecimento

em Matematica para resolver uma situacao problema, estende-se ao Ensino Médio.

De acordo com os Pardmetros Curriculares Nacionais de Matematica do Ensino
Médio (BRASIL, 2002):

E ainda,

[..] O primeiro tema ou eixo estruturador, Algebra, na vivéncia
cotidiana se apresenta com enorme importancia enquanto
linguagem, como na variedade de graficos presentes diariamente nos
noticiarios e jornais, e também enquanto instrumento de célculos de
natureza financeira e préatica, em geral. No ensino médio, esse tema
trata de numeros e variaveis em conjuntos infinitos e quase sempre
continuos, no sentido de serem completos.

[...] Os procedimentos bésicos desse tema se referem a calcular,
resolver, identificar variaveis, tracar e interpretar graficos e resolver
equacBes de acordo com as propriedades das operacbes no
conjunto dos numeros reais e as operacgfes validas para o calculo
algébrico. Esse tema possui fortemente o carater de linguagem com
seus codigos (numeros e letras) e regras (as propriedades das
operacdes), formando os termos desta linguagem que séo as
expressdes que, por sua vez, compdem as igualdades e
desigualdades.

O processo de abstracdo na Educacao Basica € fundamental para o

cotidiano escolar do educando. E uma das fungdes do professor € inserir os
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conceitos matematicos que envolvem aritmética, algebra e geometria de forma que
torne o estudo de Matematica atrativo ao aluno.

De acordo com as Diretrizes Curriculares Estaduais de Matematica
do estado do Parana (PARANA, 2008):

[...] O conceito de algebra é muito abrangente e possui uma
linguagem permeada por convencgdes diversas de modo que o
conhecimento algébrico ndo pode ser concebido pela simples
manipulacdo dos conteudos abordados isoladamente.
Defende-se uma abordagem pedagoégica que os articule, na
qual os conceitos se complementem e tragam significado aos
conteudos abordados. Na Educacdo Bésica, é preciso
estabelecer uma relagdo intrinseca entre pensamento e
linguagem, ou seja, a linguagem algébrica entendida como
expressao do pensamento matematico.

Sendo assim, este trabalho tem como objetivo rever e mostrar ao
professor de Matematica, que atua na Educacdo Basica, como conceitos
relacionados a Teoria dos Numeros podem ser poderosas ferramentas na resolucao
de algumas situagdes problemas que envolvem divisibilidade. Do ponto de vista
deste trabalho, estas atividades podem ser adaptadas e aplicadas durante o
processo de ensino aprendizagem de Matematica na Educagao Basica.

No inicio do trabalho sdo propostos alguns problemas elementares
que devem cativar o interesse de alunos e professores. Em seguida serao revisados
alguns conceitos fundamentais da aritmética modular, a saber: divisibilidade,
maximo divisor comum, minimo multiplo comum e numeros primos. Entdo daremos
énfase ao estudo da aritmética dos restos ou congruéncia, congruéncia linear e do
Teorema Chinés dos Restos. Na sequéncia, mostraremos como utilizar estes

conceitos na resolugédo dos problemas propostos.
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2 PROBLEMATIZACAO

No processo de ensino aprendizagem da Matematica, resolver
problemas faz parte do cotidiano dos professores de Matematica da Educacao
Basica. Para determinar uma estratégia de solugdo para os diversos problemas
propostos em livros didaticos, paradidaticos, revistas, concursos, e até em situagcdes
do cotidiano, o profissional que atua na area de Matematica busca ferramentas
disponiveis em sua bagagem académica, notadamente propriedades e teoremas.
Porém, com o passar dos anos, o professor que atua na Educagao Basica tende a
utilizar apenas o material proposto pelas instituicdes de ensino — o livro didatico ou
apostilas, com resultados prontos e situagdes problemas de resolucdo direta.
Dificilmente s&o encontrados nestes materiais alguns teoremas matematicos
seguidos de sua demonstragao.

Um dos desafios do Ensino da Matematica € a abordagem de
conteudos para resolver um problema. A metodologia da resolugédo de problemas da
ao professor a oportunidade de aplicar os conhecimentos matematicos adquiridos
em novas situagdes, de modo a resolver a questao proposta.

De acordo com (Smole & Diniz, 2001):

[...] Cabe ao professor assegurar um espaco de discussao no qual os
alunos pensem sobre 0s problemas que irdo resolver, elaborem uma
estratégia, apresentem suas hipoteses e facam o registro da solugéo
encontrada ou de recursos que utilizaram para chegarem ao
resultado. Isso favorece a formacdo do pensamento matematico, livre
do apego as regras. O aluno pode lancar mao de recursos como a
oralidade, o desenho e outros, até se sentir a vontade para utilizar
sinais matematicos.

E, de acordo com (Polya, 2006), as etapas da resolugdo de um

problema sao:

[..] Compreender o problema; destacar informagbdes, dados
importantes do problema, para a sua resolug¢ao; elaborar um plano
de resolucdo; executar o plano; conferir resultados; estabelecer nova
estratégia, se necessario, até chegar a uma solucao aceitavel.

Além disso, cumpre ressaltar que dada uma situacao problema, esta

pode ter, ou ndo, uma ou mais formas de resolugéao.
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Para enfatizar nosso estudo, vamos considerar as quatro situagdes

problemas a sequir:

Problema 1

No dia 7 de setembro no Brasil, comemora-se o dia da
Independéncia do Pais. Em algumas cidades s&o realizados grandes desfiles, onde
participam entidades e instituicdes publicas, privadas, filantrépicas, entre outros
grupos participativos em prol da sociedade. Em certa cidade, o comandante do 5°
batalhdo da policia militar ficou responsavel em organizar os soldados da sua
corporagao e também do corpo de bombeiros, que sao dois dos grupos participantes
do desfile. Para isso, pensou em organiza-los em m filas com igual quantidade de
pessoas. O comandante entdo percebeu que, se cada fila fosse composta por 9
soldados, entdo sobrariam 3, e ao organizar cada fila com 10 soldados, restariam 5.
No entanto, ao organizar as filas com de 11 soldados, as m filas ficariam com a
mesma quantidade de soldados. Dessa forma, qual é a quantidade soldados que
irdo desfilar pelo 5° batalhdo e pelo corpo de bombeiros no dia da Independéncia do
Brasil, sabendo que o numero de soldados € o menor numero natural que satisfaz as

condicdes acima?

Problema 2

Camila gostaria de saber o dia da semana em que nasceu e também
utilizar o mesmo processo para descobrir o dia do nascimento dos seus amigos.
Sabendo que Camila nasceu em 12 de outubro de 1983, ajude-a a efetuar os
céalculos necessarios para saber o dia da semana do seu nascimento. Em seguida
estabelega um método pratico para descobrir o dia da semana em que seus amigos
nasceram sabendo que o primeiro dia do més de janeiro de 1900 foi uma segunda-
feira.

Problema 3

Um professor no 2° ano de graduacado de Matematica, apds revisar
com os alunos o estudo de logaritmos e suas propriedades, solicitou que

calculassem os seguintes logaritmos.
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log, 2 log, 6 log, 8

E, apo6s realizar os calculos, eles deveriam descrever sobre os
resultados obtidos. E ainda, caso notassem alguma regularidade nos resultados
obtidos, destacar e conjecturar sobre tal regularidade.

Jonas apds realizar os calculos, observou e conjecturou que o0s
resultados gerados por esses logaritmos, sdo numeros irracionais. Mostre que a

conjectura citada por Jonas € verdadeira.
Problema 4

Emanuel notou que alguns dos seus amigos recebiam dos seus pais
uma quantia mensal em dinheiro, a chamada “mesada”, para que eles gastassem
com o que eles desejassem, porém se o dinheiro acabasse antes do dia de receber
a mesada, ele ndo teria o direito de receber nenhuma quantia antecipadamente. Ao
conversar com 0s seus pais sobre receber a tal mesada, os pais ficaram surpresos,
conversaram e resolveram aceitar a proposta levantada pelo filho. Na euforia,
Emanuel perguntou: Pai, mae, quanto irei receber?

Entdo o pai de Emanuel falou: Some o quadrado de cada numero
natural até 100, pegue o resultado e divida por quatro. Agora, multiplique o resto
gerado nessa divisdo por 50. Dessa forma sabera antecipadamente o valor da sua
mesada. O menino logo correu para o seu quarto e comegou a efetuar os calculos.

Ajude Emanuel a determinar o valor da sua mesada.

Para desenvolver as situagdes problemas propostas acima, antes
vamos rever alguns conceitos que sao trabalhados na Educagcdo Basica,
acrescentando os estudos de aritmética dos restos ou congruéncia, congruéncia
linear, seguidos do Teorema Chinés dos Restos.

As definicdes apresentadas a seguir sdo acompanhadas de alguns
teoremas fundamentais e suas devidas demonstracdes, além de lemas e corolarios.
O processo de demonstracédo pelo Principio de Inducao Finita (PIF)1 sera utilizado

para resolver algumas atividades propostas.

' Consulte o livro Elementos de Aritmética do autor HEFEZ, A.
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3 TOPICOS DE ARITMETICA

Em principio, vamos considerar os resultados do estudo de
divisibilidade dos numeros inteiros, como segue.

Seja [1 o conjunto dos numeros inteiros formado pelo conjunto dos

numeros naturais [/ :{1, 2,3,4,...} munido do zero e dos numeros negativos, ou seja,
ZE{...,—3,—2,—1,0,1,2,3,...}. E ainda, que tanto as operagdes de multiplicagdo ou de

adicdo entre dois ou mais numeros inteiros, também €& um numero inteiro. Porém,
nem sempre a divisdo entre dois numeros inteiros gera um numero inteiro.

Considere a definicdo a seguir:
DIVISIBILIDADE

Sejam a e b inteiros. Diz-se que um numero inteiro a divide um

nuamero inteiro b, se e somente se, existe um inteiro q tal que b=a-q. Neste caso
diz-se também que a é divisor de b e que b é multiplo de a, ou ainda que b é
divisivel por a. Notagdo: Indica-se por a|b o fato de a dividir b .

Exemplo 1

Temos que 6|72, pois 72=6-12. Por outro lado, 7 nao divide 20,
pois ndo existe um numero inteiro k tal que 20 seja igual a 7k.

De acordo com a definicdo de divisibilidade, s&o gerados os

resultados abaixo, denotados na proposicéo 1.

Proposicédo 1. Sejam a, b e ¢ numeros inteiros. Entao:
Se alb e bjc entdo alc.

Se alb e alc entdo a|(b+c) e al(c—b).

Se a e b séo positivos e a|b entdo O<a<bh.

Se alb e bla entdo a=b ou a=-b.

E ainda, como foi visto na definigdo de divisibilidade nem sempre a
divisdo entre dois numeros inteiros resulta em um numero inteiro. Para generalizar
este fato, Euclides desenvolveu o denominado Algoritmo da Divisdo de Euclides ou

Divisdo Euclidiana.
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ALGORITMO DA DIVISAO DE EUCLIDES

Teorema. Dados dois inteiros @ e D, sendo b positivo, existem
unicos inteiros 9 e 1, tais que:

a=bgq+r,0<r<hb.

onde 4 ¢ o quociente e ' é o resto da divisdo de & (divisor) por b

(dividendo).

Demonstragdo da Existéncia e da Unicidade do quociente 9 e do
resto I':

Seja S o conjunto de todos os inteiros ndo negativos que séo da
forma @~0% X€Z 4 seja:

S={a-bx;xeZ,a—bx>0}
O conjunto S é n&o vazio, pois P>0 implica em P21 e, portanto

x=—|a _
para temos:
a—bx=a+blaj>a+[a>0.
Sendo assim, pelo principio da boa ordenacgao, existe um elemento
minimo ' de S tal que:
r>0er=a-bqoua=bg+r, comqeZ
Além disso, temos I <b | pois, se fosse I =P | teriamos:
0<r-b=a-bg-b=a-b(g+1<r.
Isto &, I n&o seria o elemento minimo de S .
Agora, para mostrar a unicidade, suponha que existam dois outros
. . r q . .
inteiros * e ™ tais que:
a=bg,+re0<r<b
Entao:
ba, +r =bg+r=r,-r=b(q-q)=blr,-r.
Por outro lado, temos:

—-b<-r<0e0<r<b =-b<r-r<b, istoé: |r,—r|<b.
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Assim, blr, —r e b>|r, -] e, portanto rl—r:Oecomob;ﬁO’ também

=0.Logo,L=req,=q I

Exemplo 2

Mostre que o resto da divisao de 10" por 9 é sempre 1, com Nell
Solugao

Mostraremos por Inducdo Finita. Para " =1 temos que:
10'=9-1+1

portanto para " =1 a proposicédo é verdadeira.

Suponha agora que o resultado seja valido para um N qualquer, ou

10" =9.q+1.

Considere a igualdade:

10™ = (9+1)-10" =9-10" +10" =9-10" +9q +1=9- (10" +q) +1=9q +1.
Provando que o resultado vale para N+1, e consequentemente vale

, pelo PIF. 1

Note que para mostrar o resultado proposto no exemplo 2, a partir

do algoritmo de Euclides foi utilizado o PIF, mostrando que o resultado € valido para

todo Nl

seqguir:

Outro importante resultado do estudo de divisibilidade € o lema a

LEMA DOS RESTOS. A soma e o produto de quaisquer dois

numeros naturais deixa o mesmo resto que a soma e o produto dos seus restos, na

divisdo por um inteiro positivo @.

Demonstragao:

Parte | - do produto.

Sejam %Y €U Ao dividir ambos por &, temos que:

X=aqQ,+n ey:aq2+r2,Osrl,r2<a, 0 Gz 1, 1 €L _

Ao efetuarmos a multiplicagdo de X e Y, segue que:
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Xy:(aql"'rl)'(aqz "'rz):> Xy:a'(aqlqz +q,h, +q2r1)+rlr2 =

= xy =agq+nr, (*)
Note que o produto dos restos Ll pode ser maior do que 2. Entéo

fazendo a divisdo euclidiana de 12 por & temos:

n,=ak+r, k,reZe0<r<a (**)

Substituindo "2 na equacao (*) pelo resultado obtido em (**),

segue que:

xy=agq+ak+r=xy=a(q+k)+r—=

= Xxy=am+r,meZ,0<r<a.

Portanto, o resto deixado pelo produto dos restos da divisdo de X e
Y por @, é igual ao resto deixado pela divisdo do produto de XY por 2.

Parte Il — da soma.

Utilizando o mesmo raciocinio acima, ao efetuarmos a soma de X e
Y temos:

x+y=(ag+r)+(ag,+r)=x+y=a-(q+0,)+(n+r,)=

= X+y=aq+(r+r,),(*)

Como "tF pode ser maior do que &, entdo fazemos a divisdo

n+r

euclidiana de por a:

(rl+r2):ak+r,k,reZeOSr<a,(**)

Substituindo 11"

na equacao (*) pelo resultado obtido em (**),
segue que:

X+y=ag+ak+r=x+y=a(q+k)+r=

=>X+y=am+r,meZ,0<r<a.

Portanto, o resto deixado pela soma dos restos da divisdo de X e Y
por @, & igual ao resto deixado pela divisdo da soma XY por @. 1

Para mostrar como esse resultado é util na resolugdo de problemas,
considere a situagao proposta no exemplo a seguir.

Exemplo 3

Prove que em qualquer triangulo retangulo com lados inteiros, pelo

menos um deles é multiplo de 3.
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Solugéao
Temos que os possiveis restos na divisdo euclidiana de um numero

natural N qualquer por 3, sdo: 0, 1 ou 2. Elevando N ao quadrado, os possiveis
restos da divisdo de N’ por 3, pelo lema dos restos, sdo: 0 ou 1.

Logo, se N* ndo é multiplo de 3 entdo o resto da divisdo de n® por 3
e igual a 1. E caso seja multiplo, entdo o resto € igual a 0.

Por outro lado, sejam & e b os catetos de um triangulo retangulo e

C a sua hipotenusa. Suponha que nem @, nem P e nem € sejam multiplos de 3.
Logo a soma a’+b* deixa resto 2 na diviséo por 3, enquanto que ¢* deixa resto 1.

O que contradiz o Teorema de Pitagoras, pois a’+b*=c’

Portanto, em qualquer triangulo retangulo com lados inteiros, pelo
menos um deles é multiplo de 3. |

Note que para resolver a situagao problema proposta no exemplo 3,
o lema dos restos foi uma ferramenta eficiente.

Para dar continuidade ao nosso estudo, revisaremos o estudo do
maximo divisor comum ou simplesmente do m.d.c. entre dois ou mais numeros

naturais.
MAXIMO DIVISOR COMUM (m.d.c.)

Definicdo. Sejam a,bell. Um numero d €[] se diz maximo divisor
comumde a e b, se:

v dlaed]|b

v" Se C é um numero natural tal que c|aec|b entdo c|d.

Proposicéo 2. Dados a, b e[l , 0 maximo divisor comumde a e b é
unico.

Demonstracao:

De fato, se d e d satisfazem a definico, entdo 9 |d

dlaed|byg dld (pois dlaed|b

(pois
pois e d° & por hipétese o maximo divisor comum de
a e b)) Implicando que d=d". 1

Denotamos o maximo divisor comum de a e b, como:
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mdc(a, b).

De acordo com a definicho de m.d.c., temos que
mdc(a,b) = mdc(b,a).

Para verificar a existéncia do maximo divisor comum, primeiramente
precisamos dos resultados gerados pelas proposigdes a seguir.

Proposigéo 3. Se alb entdomde(a,b)=a

Demonstracéo:

De fato, 212 €2lb (hipstese). E se €12 €CIb, seque que €12 1

Proposicdo 4. Se @ e b sso numeros inteiros e 2=P4+T onde 9 e
I' sdo inteiros, entao:

mdc(a,b) =mdc(b,r)

Demonstracao:

Da relagédo, a=hbqg+r pode-se concluir que todo divisorde b e r é
um divisor de a. Esta mesma relagao, escrita na forma r =a-bqg, nos diz que todo

divisor de a e b é divisor de r. Logo o conjunto dos divisores comuns de a e b é
igual ao conjunto dos divisores comuns de b e r, o que nos garante que o
mdc(a,b) = mdc(b,r).

Para mostrar a existéncia de um maximo divisor comum, sera
aplicado sucessivamente, a partir de a e b, o algoritmo da divisdo, como segue:

a=hq, +1,(1; <b)

b= 1d, +r2'(r2 < rl)

h=rg,+ I'3,(I‘3 < rz)'---

Dessa forma, se acontecer de " ser nulo, entdo a proposi¢cao 3 nos

garante que b= mdc(a,b), e o processo finaliza na primeira etapa. Mas, de qualquer

maneira, na sequéncia b>r>r>r5>..

=0

para algum indice N devera ocorrer que

r

n+l

: - ~ b,r,r,,r,.. - .
De fato, se todos os i forem nao nulos, entdo { 12 } nao teria

minimo, o que é impossivel. Assim, para algum N:
rn—2 = n—lqn + rn

o =0
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Como consequéncia das proposicoes 3 e 4, obtemos entdo o

seguinte:
r,=mdc(r,,r,)=mdc(r _,,r_,)=..=mdc(b,r,) = mdc(a,b)

Portanto ' = mdc(a, b). I

O processo de efetuar as divisdbes sucessivas para determinar o
maximo divisor comum entre dois ou mais numeros é denominado como o Algoritmo
de Euclides.

Outro importante resultado que é tratado na Educacido Basica é a
definicao a seguir:

Definicdo. Dois numeros naturais a e b se dizem primos entre si se

mdc(a,b) =1. Neste caso diz se também que a é primo com b e vice-versa.

Proposic&do 5. Dois numeros consecutivos a e a+1 sao sempre

primos entre si.

Demonstracéo:

De fato, temos que Ll@€lla+l agora ge Claecla+tl gnizg
c|((a+1)—a)’ ou seja, C11. 1

Proposicéo 6. Se d =mdc(a,b) entdo

mdc(sa, sb) = sd, paratodosell.

Demonstracao:

Multipliqguemos por S cada uma das igualdades obtidas pelo
algoritmo da divisdo no processo das divisbes sucessivas que leva a d  a partir de
aegh:

sa =shq, +sr,
sb =sr,q, +sr,

sr._, =sr,_,q, +5r,
Sty =Sy
E, de acordo com as proposigdes 3 e 4, temos que:

sd = sr, =mdc(sr,_;,sr,)=...=mdc(sb, sr, ) = mdc(sa, sb)
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Portanto,

mdc(sa, sb) =sd.

ab
mdc(—,—jzl
Corolario 1. Se & Pell ¢ mde(ab)=d = oni50 dd) oy
a b
seja, d e d sao0 primos entre si.
Demonstracéo:
Temos que

d = mdc(a,b) = mdc(d E,dﬂjzd -mdc(i,gj,d 0.
d’ d d'd

Entao

mdc(i,gjzl.
d d I

Corolério 2. Se a|bc e mdc(a,b) =1, entdo a|c.

Demonstracéo:

Da hipétese mdc(a,b) =1, decorre que mdc(ac,bc)=c. Como a|bc,
por hipétese, e é claro que a|ac, entdo a|mdc(ac,bc) .

Portanto 2/C_ |

Para exemplificar o processo de determinar o m.d.c. entre dois ou
mais numeros naturais, considere os exemplos 4 e 5, a seguir.

Exemplo 4

Calcule o mdc(1126,522) pelo processo das divisbes sucessivas e
escreva as igualdades relacionadas.

Solugéao

Efetuando as divisbes sucessivas, temos que:

1126 =522x2+82

522 =82x6+30

82=30x2+22

30=22x1+8

22=8x2+6

8=6x1+2

6=2x3+0

Logo,
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mdc(1126,522) = mdc(522,82) = mdc(82,30) = mdc(30, 22) =
=mdc(22,8) =mdc(8,6) =mdc(6,2) =2

Exemplo 5

Calcule o mdc[lll...lll,lll...lll].
%/_J %/_/

100 vezes 60 vezes
Solugéo
Primeiro escrevemos os numeros na base decimal, ou seja:

111...111=10% +10%® +10% +...+1
%/_/

100 vezes

111...111=10% +10%® +10°*" +...+1
%/_/

60 vezes

Aplicamos o Algoritmo de Euclides para obter as igualdades:

111..111= (1059 +10% +10° +...+1)1o4° +10% +10% +...+1,
%/_/

100 vezes

10®° +10%® +10% +...+1= (1039 +10% +10% +...+1)102° +10" +10% +...+1
10% +10% +10% +...+1= (1019 +10" +107 +...+1)102° +10%° +10" +...+1.

Portanto:

mdc (lll...lll,lll...lll] =10" +10" +10"" +...+1=111...111.

100 vezes 60 vezes 20 vezes

Note que no exemplo 4, a aplicagdo do algoritmo de Euclides foi

utilizada de forma direta para obter o mdc(1126,522) . J4 no exemplo 5, deve-se fazer

uma manipulagdo numérica ao aplicar o algoritmo de Euclides.

Assim como € importante o estudo do maximo divisor comum entre
dois ou mais numeros naturais na Educagdo Basica, temos também o estudo do
menor multiplo comum entre dois ou mais numeros naturais. Estes dois conceitos
sao utilizados na resolugcao de muitas situagdes problemas de Matematica, além de
serem fundamentais na resolugdo de problemas que envolvem o estudo de
congruéncia e congruéncia linear, que iremos ver adiante.

Pois bem, a definicdo do minimo multiplo comum entre dois ou mais

numeros naturais, ou simplesmente m.m.c., € dada a seguir:
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MINIMO MULTIPLO COMUM (m.m.c.)

Definicdo. O minimo multiplo comum de dois naturais a e b é o
menor inteiro positivo que € multiplo simultaneamente de a e de b, isto €, mmc(a,b)
é o menor s tal que existem r e t taisque s=ra,e s=th. Se a=0 ou b=0 entdo
mmc(a,b) € zero por definicdo. E ainda:

mmc(a,b) = mmc(b,a) =m.

Para os demais casos, a garantia de existéncia € dada pela

proposi¢ao a seguir.

Proposicdo 7. Para quaisquer a,bell, se d=mdc(a,b), entdo
ab . . -
m :F € 0 minimo multiplo comumde a e b.
Demonstragao:
~ ab
Note que, como d |(ab) entdo m:F, mell .

Como, evidentemente,

(b) ab
a-|—|="—==m,
d d

Entdo a|m. Analogamente, b|m.
Seja m' um multiplo de a e de b, e suponhamos m=ar e m=bs,

entdo ar =bs e, portanto,

a b
—r=—s.
d d

Eb

Dai segue que 2 divide Es e, como mdc| —,— [=1 ent&o als.
d d d d d

Assim,
s=2ttell.
d

E como, m=bs, obtemos:
m= bit = a—bt =mt,

d d
ou seja,

mim. |
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Corolario 3. Se a e b sao primos entre si entdo mmc(a,b)=ab. De
fato, como d =mdc(a,b) =1, entdo:

mmc(a,b):m:aTb:ab.

Assim como no estudo do maximo divisor comum, se mmc(a,b) =m,
entao:

mmc(sa,sb) =sm, sell.

Demonstracéo:

Quando a=0 ou b=0, entao m=0 e sa=0 ou sb=0, dai
mmc(sa,sb)=ms =0. Se s=0 entdo mmc(0a,0b) =mmc(0,0)=0.

Agora, dados a e b n&o nulos, temos que:

2
sa:sb _ s(@ab) _ab oo

mmc(sa, sb) = = -
( ) mdc(sa,sb) s-mdc(a,b) d I

A extensdo do conceito de minimo multiplo comum em [ para trés

ou mais numeros se faz naturalmente.

Para exemplificar o processo de obtencdo do m.m.c. entre dois ou

mais numeros naturais, considere os exemplos 6 e 7, a seguir.

Exemplo 6

Determine os numeros naturais a e b, tais que o mdc(a,b)=12
emmc(a,b) =240 .

Solugao

Pela proposicao 7 temos que:

mmc(a,b)-mdc(a,b) = ab = 240-12 = ab.

Note que 240-12=20-12-12, segue:

240.12=ab—20=2. 2
12 12
E, comomdc i,g =1, entdo i:1 e £:20 ou i:4 e £:5.
12 12 12 12 12 12

Portanto, as possiveis solugdes s&o: 12 e 240 ou 48 e 60.
Exemplo 7
Dois amigos passeiam de bicicleta, na mesma diregao, em torno de

uma pista circular. Para dar uma volta completa um deles demora 15 minutos e o
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outro demora 18 minutos. Eles partem juntos e combinam interromper o passeio
quando os dois se encontrarem pela primeira vez no ponto de partida. Quantas
voltas deu cada um?

Uma Solugao

Neste caso, devemos determinar uma quantidade comum de voltas
entre os dois amigos, de tal maneira que seja a menor possivel, apds o inicio do
passeio. Para isso, sejam a e b o numero de voltas de cada um dos amigos. Note
que o tempo total de corrida € o menor valor positivo de P que satisfaz as
igualdades:

P=15a=18b =

15-18

= P=mmc(15,18) = ——=.
mdc(15,18)

=P= 1518 = P=90
3

Portanto, o numero de voltas a é igual a 6, enquanto que o numero
de voltas b é igual a 5.

Outro conceito que é tratado na Educacido Basica, e € um dos
conceitos fundamentais em Teoria dos Numeros é o estudo dos niumeros primos.

Ao longo da histéria da Matematica, os numeros primos foram
protagonistas de célebres problemas que motivaram o desenvolvimento de teorias e
técnicas pelas mentes mais férteis, como Fermat, Euler e Gauss. Até hoje muitos
desses problemas, simples de enunciar, que envolvem numeros primos sao desafios
intelectuais para toda a humanidade. O matematico grego Euclides foi o primeiro a

provar que ha uma sequencia infinita de numeros primos, por volta de 300 a. C.
NUMEROS PRIMOS

Definicdo. Diz-se que um inteiro positivo p > 1 € um numero primo
ou apenas um primo se e somente se 1 e p sdo 0s seus Unicos divisores positivos.
Um inteiro positivo maior que 1 e que nao é primo diz-se composto.

O inteiro positivo 1 ndo € nem primo e nem composto, e por
conseguinte se a € um inteiro positivo qualquer, entdo a € primo, ou a é composto

oua=1.
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A partir desta defini¢cao, verifica-se que o numero 2 € o Unico numero

par que é primo.

LEMA DE EUCLIDES. Se p é primo e p|abentdo p|a ou p|b.

Demonstragao:

Sejam @#0eb=0_Admitamos que P ndo divide @ e provemos que
mdc(a, p) =1 pe fato, se ©12 e CIP entdo €=1 ou ©=P (pois P & primo): como,
porém, P n3o divide @, entdo C=1. E pelo corolario 2, temos que P by

Como consequéncia da definicdo de numeros primos, temos um dos

principais teoremas do estudo da Teoria dos Numeros, a saber.

TEOREMA FUNDAMENTAL DA ARITMETICA (T.F.A.). Todo
numero inteiro n maior do que 1 pode ser representado de maneira Unica como um
produto de fatores primos.

Demonstracao:

Se n é primo ndo ha nada a ser demonstrado. Suponhamos agora
n composto. Seja pl(p1 >1) 0 menor dos divisores positivos de n. Afirmamos que
p, é primo. Isto é verdade, pois caso contrario existiria p, 1<p<p, comp]|n,
contradizendo a escolha de p,. Logo, n=np,, n, €l . Se n, for primo a prova esta
completa. Caso contrario, tomamos p, como o menor fator de n,. Pelo argumento
anterior, p,é primo e temos que n= p,p,n,. Repetindo este procedimento, obtemos
uma sequéncia decrescente de inteiros positivos n;,n,,...,n.. Como todos eles sdo
inteiros positivos maiores do que 1 este processo deve terminar. Como os primos na
sequéncia p,p,,.., P, Ndo sdo, necessariamente, distintos, n tera, em geral, a
forma:

n=pp°... P

Para mostrarmos a unicidade usamos indugao finita em N.

Para N=2 g afirmacdo é verdadeira. Assumimos, entdo, que ela se
verifica para todos os inteiros maiores do que 1 e menores do que ". Vamos provar

que ela também é verdadeira para . Se N é primo, ndo ha nada a provar. Vamos

supor, entdo, que N seja composto e que tenha duas fatoragdes, isto é:
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N=p p,..p, =0 0y...q,.

Vamos provar que S=I e que cada P é igual a algum 9

Como P divide o produto 9, % -0 ele divide pelo menos um dos
fatores 9 . Sem perda de generalidade podemos supor que P % . Como sdo ambos
n n
_ — = Py Ps:--Ps = 005---; I<—x<n
primos, isto implica Po=0 Logo Py . Como Py , a

hipdtese de inducdo nos diz que as duas fatoracdes sdo idénticas, isto &, S=I e, a

P, PpPs o 0,0,

menos da ordem, as fatoragbes O sa0 iguais. 1

O CRIVO DE ERATOSTENES

Eratéstenes de Cirene (280 — 192 a. C.) foi um sabio de atividades
varias, que além de matematico foi astrbnomo, gedgrafo e filésofo. Provavelmente é
mais conhecido pelo seu fato de ter sido o responsavel por calcular a circunferéncia
da Terra.

O chamado crivo de Eratéstenes é um procedimento que ajuda a
determinar quais sdo os numeros naturais primos em um intervalo qualquer de 1 a n,
partindo de um quadro contendo todos esses numeros e consequentemente
eliminado todos os numeros que nao sao primos.

Proposicédo 8. Se n > 1 é um numero composto, entdo ha um

numero primo p tal que:
p|lnep®<n (<:> ps\/ﬁ).
Demonstracéao:
Por hipotese, N pode ser decomposto da seguinte maneira:
n=ab(2<a<b<n).
2 2
Logo, N :abzaz-Seja P um divisor primo de 2. Entdo P a e,

2 2 2
portanto, P =2 Donde P =", 0 que pode ser traduzido por P <Jn
Exemplo 8
Determine se o numero 271 é primo ou composto.

Solugao
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Temos que:

256 < 271< 289 = /256 < /271 < /289 =16 </271 <17

Os numeros primos menores que 16, séo: 2, 3, 5, 7, 11 e 13. Mas
nenhum destes numeros € divisor de 271. Portanto 271 € um numero primo.

Vamos determinar todos os numeros primos compreendidos entre 1
e 50.

Inicialmente verificamos que:

49 <50 <121=> /49 <~/50 <121 = 7 </50 <11

Ent&do basta trabalhamos com os primos 2, 3, 5 e 7. Pelo método de
Eratostenes, basta eliminar todos os multiplos de 2, 3, 5 e 7 menores do que 50. O

resultado segue no quadro a seguir:

11 12 13 14 15 16 17 18 19 20
21 22 23 24 25 26 27 28 29 30
31 32 33 34 35 36 37 38 39 40
41 42 43 44 45 46 a7 48 49 50

Neste caso, os numeros que aparecem em vermelho sdo os
numeros compostos. Observe que nos primeiros 50 numeros naturais, existem
apenas 15 numeros primos.

E facil encontrar numeros primos pequenos, porém encontrar
numeros primos maiores torna-se cada vez mais dificil.

Apos rever os conceitos de divisibilidade, do m.d.c., do m.m.c. e dos
numeros primos, seguidos de seus principais resultados e demonstragdes, daremos
inicio aos estudos da aritmética dos restos (congruéncias), congruéncia linear e do
Teorema Chinés dos Restos. Estes conceitos sdo tratados com exclusividade na
graduagdo, mas nada impede o professor de Matematica de inseri-los na Educagéao
Basica, por meio de situagdes problemas ou como proposta de desafios aos seus

alunos.
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4 A ARITMETICA DOS RESTOS (CONGRUENCIAS)

O conceito da aritmética dos restos esta relacionado com o estudo
de bases numéricas. Como vimos no estudo da divisdo euclidiana, ao efetuarmos a
divisdo de um numero inteiro ndo negativo a por um ndmero inteiro positivo b, isto
gera um quociente q e um resto r. Note que ao fixarmos o nimero b, os possiveis
valores do resto r, sdo:

0,1,2,3,....b-1.

Por exemplo, ao efetuarmos a divisdo euclidiana de 5 por 2 ou de 7
por 2, as divisbes irdo ter quocientes diferentes, porém o resto gerado nestas
divisbes € igual a 1.

Por outro lado, o sistema universalmente utilizado para representar
0S numeros naturais é o sistema decimal posicional, onde, todo numero natural n é
escrito como um polinémio:

n=a,+a210"+a,10° +a,10° +...+a,10"

onde, r 2 0 e os a¢€{0,1,2,..9}(i=123,..,r) estdo univocamente
determinados. E sua escrita é dada por:

a,...8,8,,8,

Como mostra o exemplo a seguir:

712=2+1-10"+7-10%.

Mas, podemos pensar que € uma opcao se trabalhar com a base 10
em nosso sistema de numeracdo. Existem outros sistemas de numeracido em uso,
aléem do sistema decimal. Por exemplo, a base 2 ou sistema binario como é
chamado, é utilizado na computacdo. Além do que, pode-se trabalhar com qualquer
base em um sistema de numeragao posicional, como mostra o teorema a seguir:

Seja b um numero natural maior do que 1 e seja M ={O,1,2,...,b—1}.
Entdo todo numero n pode ser representado univocamente da seguinte maneira:

n=a,+ab' +ab’+ab’+..+ab",

onde,

r-0,aeM(@=123..,r)ea #0.

Por exemplo, o numero 52 (escrito na base 10) pode ser escrito em

qualquer base que desejamos, ou seja, se b for igual a 5 entdo a sua escrita s6
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pode ser realizada com os algarismos 0, 1, 2, 3 ou 4 (que s&o os possiveis restos da
divisdo de um numero inteiro positivo por 5). Neste caso, efetuamos sucessivamente
a divisao euclidiana de 52 por 5 até obtermos quociente zero. Observe:

52=10x5+2
10=2x5+0
2=0x5+2

Observe que os restos das divisdes sucessivas sdo 2, 0 e 2. Entdo o
numero 52 quando escrito na base 5, € igual a 52=2+0x5+2x5% e representado
por (202), .

Observe como o estudo da aritmética dos restos esta relacionado
com o estudo das bases numéricas, pois em ambos o0s casos, levamos em
consideragao o resto gerado na divisdao. O professor pode inserir estes conceitos ao
trabalhar a divisibilidade no Ensino Fundamental.

A aritmética dos restos também & denominada como congruéncia.

O estudo de congruéncia, bem como a notagéo por meio da qual se
torna um dos instrumentos mais fortes da Teoria dos Numeros, foi introduzido por
Karl Friedrich Gauss (1777 — 1855), em sua Disquisitiones Arithmeticae de 1801.

Antes de iniciarmos o estudo de congruéncia, considere a situagéo
problema:

Dado que 7*=2401, determine os algarismos da dezena e da
unidade do numero 7°%°%

E claro que resolver a poténcia ndo é o melhor caminho. Entdo para
resolver ndo sO problemas desta forma, mas também varias outras situacoes,
utilizamos o estudo de congruéncias para auxiliar a resolugédo. Do estudo da divisao
euclidiana temos que dados a, b € [1, a=0, b=0, existe e sdo unicos q, r € [1, tal
que:

a=bg+r,0<r<hb. (i)

Digamos que:

c=bg+r,0<r <h. (ii)

De (i) e (ii), segue que:

a-r=bhgec-r=bq.
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O fato de a—r e c—r serem multiplos de b cria uma relagdo entre

a e ¢ que pode ser explorada. O ponto € definir um conjunto de numeros cujo resto

da divisdopor b é r.
Quando a divisdo de a por b produz o resto r, podemos simbolizar

essa divisao euclidiana a=bq+r por

a=r (mod b), ou

€ conhecido como congruéncia moédulo b. Assim

b

O simbolo
quando um inteiro a ou ¢ produz o mesmo resto r quando divididos por b, dizemos

que a e ¢ pertencem a uma mesma classe de equivaléncia’? modulo b .

CONGRUENCIAS
Sejam a, b e c¢ numeros inteiros, b>0. Dizemos que a é

congruente a ¢ mddulo b, se b|a-c.
Por exemplo, os numeros 23 e 15 pertencem a mesma classe de

equivaléncia médulo 8, pois:
8]23-15.
Ou seja, 23 e 15 sédo congruentes quando b = 8. Denotamos este

fato por:
8

23=15

Onde 23 e 15 pertencem a classe de equivaléncia 7 modulo 8.

A definicdo acima estabelece uma relagcdo sobre Z, chamada de

congruéncia, para a qual valem as propriedades a seguir:
i) Para todo b >0, a relacdo de congruéncia é reflexiva, simétrica e

transitiva, ou seja, € uma relagdo de equivaléncia. Para qualquer a,b, ¢ € Z, b>0,

temos:
b
a) aeZ=a=a,

2 Congruéncia é uma relagao de equivaléncia.
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b b
b) a=c=c=a;

b b b
c) a=cec=d = a=d;

Demonstragéo do item (c):

b b
Por hipotese a=c e c=d, entdo:

b
bla—ceblc—d=b[(a-c)+(c-d)=bla-d =a=d. 4

b
ii) Para quaisquer a,c e Z<a=c se, e somente se, a e ¢ fornecem o

mesmo resto na divisao euclidiana por b .
Demonstragao:
(=) Por hipétese a=c+bk,k e Z. Se a divisdo euclidiana de c por
b se expressa por c=bq+r,0<r <b, entéo:
a:c+bk:>a:bq+r+bk:a=bw+r
q
Como 0<r<b entio r é o resto na divisdo euclidiana de 2 por b .
(<) se

a=bk +r e c=bk,+r,0<r<b,

Entéao,
a—-c=bk +r—(bk,+r)=a-c=b(k —k,).
H_/

k3
Portanto,
bla-c.

b b b
iii) Se @=C, entdo atx=ctXxeax=cx,vVxel

Demonstragao (produto de @ e Cpor X).
Por hipotese
bla—c=>a-c=bk,keZ

Logo,

b
ax—cx =b(kx) = ax=cx. |

b b b b
iv) Se 8=C ¢ X=Y entgo dEX=CEyeax=cy

Demonstragdo (produto de ax e®).
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Das hipéteses e pela propriedade (iii), temos que:

b b
axXx=CXx e XC=YC.

Logo, pela transitividade:

b
ax=cy. I

Em particular, em decorréncia da propriedade (iv), temos:

b
v) Se 8@=C entao

ka;kceak;ck,VkeZ:kzl_

Dessa forma, para verificar se dois numeros sdo congruentes
modulo b, ndo é necessario efetuar a divisdo euclidiana de ambos por b para
depois comparar os seus restos.

Por exemplo, ao efetuar a divisdo euclidiana de um numero inteiro
por 3, temos que os possiveis restos r, sao: 0, 1 e 2.

Sendo assim, podemos induzir que os inteiros pertencentes ao

conjunto A:{...,—4,—1,1,4,7,...}, estdo na categoria dos que produzem resto 1,

quando divididos por 3, enquanto que os inteiros que pertencem ao conjunto

B:{...,—6,—3,0,3,6,...} estdo na categoria dos que produzem resto 0, e ainda, os

inteiros que pertencem ao conjunto C :{...,—5, —2,2,5,...} estdo na categoria dos que

produzem resto 2, quando divididos por 3. Estes conjuntos sdo chamados de
‘classes de equivaléncia modulo 37, pois neles estdo inteiros que produzem o
mesmo resto na divisdo por 3. As classes de equivaléncias podem ser denotadas
entre colchetes ou com uma barra sobre o valor de r. Por exemplo, a classe de
equivaléncia de inteiros que produz resto 0, pode ser denotada como:

0 ou [0].

A definicdo a seguir generaliza este fato.
SISTEMA COMPLETO DE RESIDUOS

Dado um conjunto A de b inteiros, b>0, temos que A €& um
sistema completo de residuos modulo b se dois quaisquer desses numeros,

diferentes entre si, ndo sdo congruentes modulo b .
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Por exemplo, o conjunto A={0,12,34,...b-1} ¢é um sistema
completo de residuos médulo b . De fato, se i e j sao inteiros tais que 0<i< j<b,
entdo 0< j—i<b e, portanto j ndo é congruente a i moédulo b. Esse conjunto é

chamado de sistema completo de residuos minimos positivos.

Proposicéo 9. Se {r,,1,,1,,...,r,} € um sistema completo de residuos
modulo b, ent&o todo inteiro positivo a € congruente a um e somente um dos r,.

Demonstracéo:

Pelo algoritmo da divisdo temos que:

b
a=bg+r,0<r<bsa=r.

onde, re{0,1,2,3,4,...,b-1}. Por outro lado, a divisdo de r,r1,,1;,...,I,
por b fornecera b restos, distintos dois a dois, e dai, para um certo r;, obter-se-a:

b
r,=bg;+rour =r.

b b b b
Como a=r, entdo a=r;. E se a=r,_entdo r;=r, o que implica que

r, =1, pela definicéo de sistema completo de residuos.

Agora temos as ferramentas necessarias para resolver o problema
proposto inicialmente, vejamos:

Dado que 7*=2401, determine os algarismos da dezena e da
unidade do numero 7°%°%,

Solugéao

Temos que

100
99999 =4x24999+3 e 7 =2401=1.
Segue,
799990 _ 74x24999+3 _ 74x24999 73 _ (74 )24999 73
Note que 7* deixa resto 1 quando dividido por 100, ent3o:
24999 100 24999 100
(7)== =7
Como 7° é igual a 343, temos que:

100
343 = 43.
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Portanto os algarismos da unidade e da dezena do numero 7%

sao 3 e 4, reciprocamente.

O estudo de congruéncias é fundamental tanto para a resolugao de
problemas como o apresentado acima, como em muitas aplicagbes do cotidiano,
como a geragao dos numeros de um codigo de barras, geracdo dos numeros de um
CPF ou RG. Outra importante aplicagdo de congruéncias € no ramo da criptografia,
que consiste em manter informagdes sigilosas e pessoais em seguranga, como é o

caso das senhas bancarias e de um e-mail, por exemplo.

CRIPTOGRAFIA

A palavra criptografia provém do grego e significa, em outras
palavras, “esconder a escrita”. A criptografia estuda os métodos para codificar
(esconder) uma mensagem de modo que s6 a pessoa destinada a ler a mensagem e
gue possua a chave secreta, consiga decifra-la.

A ocultagdo da escrita tem longa data e durante todo esse tempo
diferentes mecanismos foram e sdo utilizados até os dias de hoje. Um exemplo de
utilizacdo é transmissao de dados via internet. Mas voltando um pouco no tempo,
em 1563, Blaise de Vigenere criou uma cifra baseando-se no método desenvolvido
por Julio César em criptografar uma mensagem, denominada como Cifra de César’.

Inicialmente ele associou cada letra do alfabeto a um numero de 0 a
25, e fornecia uma chave cujas letras representavam os deslocamentos da cifra de

César:

alb|c|d]|e|f|g|h]il|lj| k|l [m]|n]o]|lp|lag]lr|s]t|lu|lv|iw|x]|y]|z
0]1{2]3[4]|5|/6[7]|8[{9(10]|11|12{13]|14[{15]|16|17]|18|19]|20(21|22]|23|24|25

De acordo com as informagbes acima, vamos decifrar o cdodigo
“xaimeltxks” sabendo que a palavra chave é “lapis”.
Em principio, escrevemos a palavra chave repetindo-a sob cada

letra até o final da mensagem a ser decodificada, como mostra o quadro a seguir:

x|lali|lmje|l|t|x]|k
lla|plifls]l]al|lp]i

® Na cifra de César, cada letra a ser codificada & substituida por outra, que se apresenta no
alfabeto abaixo dela um nimero n de vezes. Por exemplo, se n=2 entdo a palavra “pouco”
codificada é escrita como “nmsam”.
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Seja z; a letra a ser descoberta a partir de uma letra y, que esta

cifrada, entao:
26
=Y — 5. + 26,
onde J; é o deslocamento.

Vamos agora descodificar a mensagem. A primeira letra

criptografada é “x” que corresponde ao numero 23. O deslocamento da letra z, foi

feito pela letra “I’, que corresponde ao numero 11. Calculando z,, segue:

26 26 26 26
2,=Y,-06,+26=72=23-11+26=72=38=17=12=7=m.

Entdo a primeira letra da mensagem original corresponde a letra “m”.
Procedendo desta forma até o fim da mensagem criptografada, temos:

26 26 26
2,=0-0+26=172,=26=12,=0=>12,=a

26 26 “
2,=8-15+26=7,=19= 7, =t

26 26 26 R
2,=12-8+26=72,=30=>7,=4=17,=¢

26 26
2,=4-18+26=172.=12=>127,=m

26 26 26
2,=11-11+26 > 2,=26 > z,=0=>z,=a’

26 26 26
2,=19-0+26=12,=45=17,=19= 17, =t

26 26 26 .
2,=23-15+26=>12,=34=7,=8=17, =1

26 26 26
2,=10-8+26=2,=28=172,=2=172,=C

26 26 26
2,=18-18+26=72,=26=>172,=0=>7,=a

De acordo com as operagdes de congruéncia acima, concluimos que
0 cddigo decifrado € “Matematica”.

Para fazer o processo inverso, ou seja, esconder uma mensagem

26
pelo sistema criado por Vigenere basta fazerz, =y, +6,, onde y, € a letra original e
z, sera a letra cifrada.

Existem outras formas de codificar informagdes, muitas das quais

nao fazem o uso de congruéncias, outras utilizam esquemas mais elaborados, como
curvas elipticas*, por exemplo.

* A criptografia com Curvas Elipticas foi proposta por Victor Miller (1986) e Neal Koblitz (1987).
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CODIGO DE BARRAS EAN-13

Outra aplicagdo do estudo de congruéncias no nosso cotidiano é a
geracgao do digito verificador do cédigo de barras EAN-13, que € o mais usado no
mundo todo. Constituido de 13 algarismos, sendo que o ultimo é o digito de controle.
Para determinar o digito de controle, € utilizada a congruéncia modulo 10 e os
fatores que compdem a base de multiplicagdo sdo os digitos 1 e 3, que vao se

repetindo da esquerda para a direita. Sendo S a soma das multiplicagdes, basta

10
determinar o valor x tal que x=S . Para exemplificar, seja a situagao problema:

Jodo estava anotando os cdodigos de barras dos produtos do seu
bazar para inseri-los no sistema eletrbnico que acabou de comprar para melhor
acompanhar o estoque, porém um lote do produto A apresentou falha na impressao

do 13° digito. Dessa forma, qual é o 13° digito que Jo&o deve inserir no sistema?

Figura 1 —Cadigo de barras do produto A

901234M 2345

Seja x o digito verificador. Pelo processo descrito acima, basta

Solugao

fazer:

10
1.5+3-9+1-0+3-1+1-2+3-3+1-4+3-1+1-2+3-3+1-4+3-5+ x=0

Segue que,

83+x1500:>83+x=10k: Xx=10k -83 = x="7.

Portanto Jodo deve inserir o numero 7, pois € o menor inteiro nao-
negativo no conjunto solucéo.

Outro importante resultado que utiliza a notagdo de congruéncia e

que auxilia na resolugao de muitos problemas € o teorema a seguir.
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PEQUENO TEOREMA DE FERMAT. Se p é um numero primo e

ae N, entio:

p
af=a.

Além disso, se p nao divide a, entao:

ap‘lél.

Este teorema € utilizado para a codificacdo e decodificacdo de
mensagens, além de facilitar a resolugéo de problemas, como mostra o exemplo a
sequir.

Exemplo 9

Determine o resto da divisdo da soma S =1 +2'° +3" +...+85" por
17.

Solugao

Pelo Pequeno Teorema de Fermat, temos que:

17 17
a'®=1, se 17 ndo divide a, e, a°=0, se 17 divide a.
Como 85=17x5, entdo existem 5 multiplos de 17 no intervalo de 1 a
85. Logo, teremos 80 numeros ndo multiplos de 17 e que elevados a 16 sao

cébngruos a 1. Segue que:

) 17 17
S=1"+2"+3°+.+85 = §=1+1+1+..+1+0+..+0 = 5§=80.
a0 5

Logo o resto da divisdo da soma S por 17 € igual a 12, pois
80=17x4+12.
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5 CONGRUENCIAS LINEARES

Por outro lado, para resolver problemas onde a situagdo nao é

apenas numerica, e sim algébrica, recorremos ao estudo de congruéncia linear.

CONGRUENCIA LINEAR

m
Uma congruéncia algébrica do tipo ax=b, onde a, b e m sé&o
nameros inteiros, a#0, e x € uma variavel em Z, recebe o nome de congruéncia

linear ou congruéncia do primeiro grau.

Seja k uma solucao de ax;b, ou seja, k € um inteiro tal que ak;b.
Aplicando o algoritmo da divisdo para k e m,

k=mq+x,,0<x, <m.
Assim, ak =amq+ax,, € como mgo e, portanto, amg=0, entdo

ax, Zak. Segue que:

m

ax, =b,

0 que mostra que x, também é solug&o da congruéncia considerada.
. ~ . . m
Trabalhamos com a classe de equivaléncia dos X e Z tais que x=X,.

m
Proposicdo 10. Uma congruéncia linear ax=b, com a=0, admite

solugdes em Z se, e somente se, b é divisivel por d =mdc(a,m). E, neste caso, se
X, € uma solugdo particular, entdo o conjunto de todas as solugbes tem d

elementos, a saber:
m m m
X0, Xo+— X +2— ... X +(d-1)—.
0 0 d 0 d 0 ( )d
Demonstragao:

Seja X, uma solucdo de axgb. Entdo ax,+my,=Db, para algum

Yo €Z. Logo, (X, Y,)é uma solugdo da equacdo diofantina ax—my=>b. Da mesma

forma, se (X,,Y,) € solugdo deax—my=b, entdo x, é solugdo de ax=b. Como a
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condigdo de existéncia de solugbes para ax—my=b, é que b seja divisivel por

m
d =mdc(a,m), o mesmo vale para ax=b.

dada por:

Assim,

Lembremos ainda que, se (X,,Y,) € solugdo de ax—my =b, entéo:

x:xo+gt, ey:y0+§t, (teZ),

m
fornecem todas as solugbes. Logo, a solugao genérica de ax=b é

X = x0+gt,(tez).

Aplicando o algoritmo da divisdo para t e d, t=dq+r,0<r<d.

m m m m m
x:xo+at=xo+a(dq+r):xo+Er+quxo+Er,

ou seja, x esta entre as solug¢des apontadas no enunciado.
Por outro lado, supondo:

%tlzxo+%t2 ,0<t <t, <d.

Entao,

X, +

m,™m
—t,

=—1t
d* d?

m m ~ d . .
E como mdc(—, m] =—, entdo t =t,, o que é impossivel.
d d

Sendo assim, as solugbes do enunciado, nao sendo congruentes

m
mutuamente modulo M | sdo todas as solugdes de ax=b |

Exemplo 10

21
Determine o conjunto solugdo da congruéncia 6x=15.

Solugao

21
Note que 6 € uma solugéo particular da congruéncia 6x=15. Como

0 mdc(6, 21) =3, entdo o conjunto de todas as solu¢des da congruéncia, é dado por:

{6,6+£,6+2-£}:{6,13,20}.
3 3
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De acordo com a proposicado 10, temos que dado axgb se tem

mdc(a, m) =1, entdo essa congruéncia linear s6 admite uma solugédo. Como € o caso

5
de 3x=1, cujo conjunto solugéo é {2}.
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6 O TEOREMA CHINES DOS RESTOS

No primeiro século da nossa era, o0 matematico e astrdbnomo chinés
Sun-Tsu, propds o seguinte problema:

Qual é o menor numero que deixa resto 2, 3 e 2 quando dividido,
respectivamente, por, 3, 5e 7?

Para resolver o problema proposto por Sun-Tsu, devemos

determinar um numero x que satisfaz as trés congruéncias lineares a seguir:

3 5 7
X=2, Xx=3ex=2.

Ou seja, devemos resolver um sistema de congruéncias lineares.

TEOREMA CHINES DOS RESTOS. Sejam m,, m,, ..., m, numeros
inteiros maiores que zero e tais que mdc(mi,mj)=1, sempre que i # . Fagcamos

m=m_-m,-..-m._ e sejam b,, b,, ..., b, ,respectivamente, solugbes das congruéncias
lineares.
m M.
—yEl,(J =12,..., r).
m.

]

Entao o sistema:

2

X=a,

3
S

X=a,

3

X

a

]
€ possivel (admite solugbes) para quaisquer a,,a,,..,a €[] e sua

solugéo geral € dada por

m m m
Xx=ab —+..+ab —.
m, m,

Demonstracéao:

Como mdc(m;,m;)=1 para i # j, entao:

mdc(mj,ﬂ]:l.
m;
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Isso implica que existem solugdes para cada congruéncia linear
m " o . ,
— y =1, as quais indicamos por b, (j=12,..,r). Assim,
m.
J

III 3

b

m;

E, portanto,

m o

Tap =a, =121
]

Por outro lado, se i # j:

m
m;

III 3

O .

E entao

2

QO
Koy
3|3

Logo,

a1b1—+ +ab; m.. +ahb mﬂ=a paratodo j, 1< j<r.
j r

r
m . . .
Portanto x, =Y ab,— ¢ uma solug&o particular do sistema.
= 'm

Entdo x=x, € a solugdo geral posto que, como mdc(mi,mj):l,
sempre quei # |, entdo:
mmc(m,m,,...m,)=m-m,-...-m =m |

Agora, resolvendo o problema proposto por Sun-Tsu, temos:

Il e

X=2

Il o

X=3

l~

X=2

Pelo Teorema Chinés dos Restos, temos que:

N
X=nyh+nY,nL +ny;0

Onde:
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n, =mmc.(m,,m;)=n =mmc.(57)=n, =35

n, =mmc.(m,m,)=n, =mmc.(3,7)=n, =21
n, =mmc.(m,m,)=n, =mmc.(3,5)=n, =15

N =mmc.(m;,m,,m;)= N =mm.c.(3,5,7)=105
n=2

r,=3

r,=2

E,

3 3
ny,=1=35y,=1=y, =2

5 5
ny,=1=21y,=1=y,=1

7 7
ny,=1=15y,=1=y,=1
Logo:

105

x=35-2-2+21-1-3+15-1-2

105 105

X=233=x=23

Portanto, pelo Teorema Chinés dos Restos, o numero x € igual a

Este teorema é fundamental para resolver situagées problemas onde

€ possivel a adequacdo para um sistema de congruéncias lineares. E muitas

atividades que antes pareciam insoluveis, agora com o estudo de congruéncias e

congruéncias lineares, seguido do Teorema Chinés dos Restos, tornam-se triviais.
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7 SOLUCOES DOS PROBLEMAS

ApOs estudar e rever alguns topicos da Teoria dos Numeros, vamos
resolver os problemas de 1 a 4 utilizando os conceitos e propriedades vistos

anteriormente.
Problema 1

No dia 7 de setembro no Brasil, comemora-se o dia da
Independéncia do Pais. Em algumas cidades sao realizados grandes desfiles, onde
participam entidades e instituigbes publicas, privadas, filantrépicas, entre outros
grupos participativos em prol da sociedade. Em certa cidade, o comandante do 5°
batalhdo da policia militar ficou responsavel em organizar os soldados da sua
corporacao e também do corpo de bombeiros, que sdo dois dos grupos participantes
do desfile. Para isso, pensou em organiza-los em m filas com igual quantidade de
pessoas. O comandante entdo percebeu que, se cada fila fosse composta por 9
soldados, entdo sobrariam 3, e ao organizar cada fila com 10 soldados, restariam 5.
No entanto, ao organizar as filas com de 11 soldados, as m filas ficariam com a
mesma quantidade de soldados. Dessa forma, qual é a quantidade soldados que
irdo desfilar pelo 5° batalhdo e pelo corpo de bombeiros no dia da Independéncia do
Brasil, sabendo que o numero de soldados € o menor numero natural que satisfaz as

condigcbes acima?
Uma solucao

Devemos encontrar um numero X, tal que a divisdo deste numero
por 9, 10 e 11, deixa restos 3, 5 e 0, simultaneamente. Ou seja, qual € o numero X
que satisfaz as congruéncias lineares:
9 10 11
X=3,X=5eX=0.

Para isso, basta resolver o sistema de congruéncias:
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Il ©

X X
= ns
a1 w

>
o

Pelo Teorema Chinés do Resto, temos que:

N
X=nyn+n,Y,0 +nY,h

Onde:

n, =mmgc.(m,,m;)=n, =mm.c.(10,11)= n, =110
n, =mm.c.(m,m,)=n, =mmc.(9,11) = n, =99
n, =m.m.c.(m,m,)=n, =mm.c.(9,10) = n, =90
N =mm.c.(m;,m,,m;)= N =mm..(9,10,11) =990
=3

r,=95

r,=0

E,

9 9 9
ny,=1=110y,=1=2y,=1=y, =5

10 10 10
n,y,=1=99y,=1=9y,=1=y,=9
Observe que n&o é necessario o calculo de y,, pois r, € igual a 0.

Logo:
990

X =110-5-3+99-9-5

990

X =6105

990

X =165
Portanto, pelo Teorema Chinés dos Restos a quantidade de
soldados que vao desfilar pelo 5° batalhdo da policia e pelo corpo de bombeiros é

igual a 165, ou seja, o comandante organizara 15 filas com 11 soldados cada.

Comentario: Esse problema pode ser proposto na Educagao Basica
como um desafio aos educandos, onde o aluno tem que descobrir qual € o menor

numero que dividido por 9, 10 e 11, deixam os respectivos restos 3, 5 e 0.
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Problema 2

Camila gostaria de saber o dia da semana em que nasceu e também
utilizar o mesmo processo para descobrir o dia do nascimento dos seus amigos.
Sabendo que Camila nasceu em 12 de outubro de 1983, ajude-a a efetuar os
calculos necessarios para saber o dia da semana do seu nascimento. Em seguida
estabelega um método pratico para descobrir o dia da semana em que seus amigos
nasceram sabendo que o primeiro dia do més de janeiro de 1900 foi uma segunda-

feira.
Uma solucao
Como uma semana tem 7 dias, entdo vamos associar cada dia da

semana a um dos restos da divisdo de um inteiro positivo por 7, conforme o quadro

1 a seguir:

segunda terca quarta quinta sexta sabado domingo
0 1 2 3 4 5 6

Atribuimos o valor zero (0) a segunda-feira, de acordo com os dados
fornecidos pelo problema.

E ainda, os meses de janeiro, margo, maio, julho, agosto, outubro e
dezembro possuem 31 dias, enquanto que os meses de abril, junho, setembro e
novembro possuem 30 dias. E o més de fevereiro em ano bissexto ele possui 29
dias, enquanto que em anos nao bissextos, ele possui 28.

Se todos os meses possuissem 28 dias, ndo era necessario realizar
calculo algum, pois o dia 1 de janeiro de qualquer ano seria sempre uma segunda
feira. Mas nao é o caso, pois de més em més o dia da semana desloca-se conforme
o resto da divisao por 7. Iremos atribuir o valor deslocado com o passar dos meses
durante um ano, como mostra o quadro 2, a seguir.

Para isso vamos considerar os anos que nao sao bissextos.
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Més Deslocamento Dias no Dias no més

(mod 7) més (mod 7)
Janeiro 0 31 3
Fevereiro 3 28 0
Marco 3 31 3
Abril 6 30 2
Maio 1 31 3
Junho 4 30 2
Julho 6 31 3
Agosto 2 31 3
Setembro 5 30 2
Outubro 0 31 3
Novembro 3 30 2
Dezembro 5 31 3

O més de janeiro recebe zero (0) pelo fato de ser o més de
referéncia. Ja para o més de julho, por exemplo, atribuimos o valor 6 pelo fato de
junho ter acumulado 4 dias e mais 2 por ter 30 dias. Como Camila nasceu em
outubro, o deslocamento € igual a zero (0).

E finalmente, cada ano desloca-se em uma unidade, pois 365 é
congruente a 1 modulo 7.

Pois bem, de 1900 a 1983, o deslocamento foi de 83 unidades. E
durante 83 anos tivemos 20 anos bissextos. Como ela nasceu em outubro entédo o
deslocamento entre os meses ¢é igual a 0. E ainda, nasceu no 12° dia do més, em
relacédo ao dia 1°, sdo 11 deslocamentos. Somando os deslocamentos, temos:

83+20+0+11=114

E 114 é congruente a 2 mddulo 7. Conforme o quadro 1, o resto 2
refere-se a uma quarta feira.

Criando um meétodo pratico, de acordo com os calculos efetuados
anteriormente, basta seguirmos alguns passos:

Passo 1 — Faca a subtracdo entre o ano de nascimento e o ano
1900. Represente essa subtragao por xi.

Passo 2 — Agora fagca a divisdo de x; por 4, e determine a
quantidade x; inteira de anos bissextos.

Passo 3 — Verifique o numero do deslocamento x; referente ao més
de nascimento, no quadro 2.

Passo 4 — Calcule a diferenga entre o dia do nascimento e o dia 1°.
Represente essa subtracéo por x4.

Apos realizar os quatro passos acima, some X4, X2, X3 € X4. Em

seguida faga a divisdo da soma por 7. Por fim verifique no quadro 1 qual é o dia
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associado ao resto da divisdo. Dessa forma Camila pode determinar o dia da

semana que um de seus amigos nasceu a partir da data de nascimento.
Problema 3

Um professor no 2° ano de graduacado de Matematica, apds revisar
com os alunos o estudo de logaritmos e suas propriedades, solicitou que
calculassem os seguintes logaritmos.

log, 2 log, 6 log, 8

E, apds realizar os calculos, eles deveriam descrever sobre os
resultados obtidos. E ainda, caso notassem alguma regularidade nos resultados
obtidos, destacar e conjecturar sobre tal regularidade.

Jonas apds realizar os calculos, observou e conjecturou que os
resultados gerados por esses logaritmos, sdo numeros irracionais. Mostre que a

conjectura citada por Jonas é verdadeira.
Uma solucao

Inicialmente, com o auxilio de uma calculadora cientifica, vamos

resolver os logaritmos propostos pelo professor.

a) log; 2=0.43067655807339305067010656876397...
b) log, 6 =0.9207822211616017903187272451762...

c) log,8=1.8927892607143723112985813430283...

Em todos os casos, possivelmente os resultados gerados na
calculadora para esses logaritmos sdao numero irracionais. Note ainda que os
numeros atribuidos ao logaritmando e a base, em cada caso, s&o primos entre si, ou
seja, 0 maximo divisor comum entre eles € igual a 1.

Dessa forma, consideremos 0s numeros naturais: a, b, m e n, tal
m . . . .
que omdc(a,b) =1, mdc(m,n)=1 e log, a=—, ou seja, log, a € um numero racional.
n
Segue,

m

m —_
log,a=—<Db" =a.
n
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Elevando ambos os lados da igualdade b% =a a n, segue:

b =a" (*)

Pelo Teorema Fundamental da Aritmética, os numeros a e b,
podem ser escritos como produto de numeros primos, ou seja:

a=p;-pP,- Py P €

b=0q,-0, 0;...- Q-

E ainda, dado k e{l2,...,i} temos quep, < p,,,- Da mesma forma,
dado ke{L,2,..., j} temos que q, <q, ;-

Segue em (*) que:

b" =a"=q" -0y 05 - 0 = PPy Py Y

Entdo pelo Teorema Fundamental da Aritmética, ndo so i € igual a

j,como p, éigual a g, paratodo k e m=n. O que é uma contradi¢cdo, pois a e b

sao primos entre si.

Portanto dados a e b, inteiros positivos maiores do que um (1) e
primos entre si, entdo o logaritmo de base b e logaritmando a é um numero
irracional.

Mostrando assim, que a conjectura observada por Jonas é

verdadeira.
Problema 4

Emanuel notou que alguns dos seus amigos recebiam dos seus pais
uma quantia mensal em dinheiro, a chamada “mesada”. Para que eles gastassem
com o que eles desejassem, porém se o dinheiro acabasse antes do dia de receber
a mesada, ele ndo teria o direito de receber nenhuma quantia antecipadamente. Ao
conversar com Os seus pais sobre receber a tal mesada, os pais ficaram surpresos,
conversaram e resolveram aceitar a proposta levantada pelo filho. Na euforia,
Emanuel perguntou: Pai, mae, quanto irei receber?

Entdo o pai de Emanuel falou: Some o quadrado de cada numero
natural até 100, pegue o resultado e divida por quatro. Agora, multiplique o resto
gerado nessa divisdo por 50. Dessa forma sabera antecipadamente o valor da sua

mesada. O menino logo correu para o seu quarto e comecgou a efetuar os calculos.



54

Ajude Emanuel a determinar o valor da sua mesada.

Uma solucao

Inicialmente, pensamos em elevar cada um dos 100 primeiros
numeros naturais ao quadrado e efetuar a soma, e na sequéncia proceder como o
pai de Emanuel solicitou. Mas, e se ndo fossem os 100, e sim o quadrado dos 1000
primeiros nimeros naturais, ou até mesmo dos 10000 primeiros. E o que nos leva a

raciocinar em criar uma estratégia de resolugcédo, que exija o minimo de calculos

possivel.
Para isso, seja S a soma do quadrado dos 100 primeiros numeros

naturais. Sabemos que os possiveis restos da divisdo de um numero natural n por

4,s30: 0,1, 2e 3, ou seja:

4 4 4 4
n=0, n=1, n=2oun=3.

Elevando ao quadrado cada um dos restos, segue que:

242 24
n“=0"=n“=0

4
n=1>=n?=1
24 2 24 24
nN“=2"=n"=4=n"=0
24 2 24 24
nN“=3"=n"=9=n"=1.

Ou seja, os possiveis restos da divisdo do quadrado de um numero

natural n por 4, sdo: 0 ou 1.
Pois bem, de 1 a 100, temos 50 numeros que elevados ao quadrado

e divididos por 4 geram resto 0 (pares), e, 50 numeros que elevados ao quadrado e
divididos por 4 geram resto 1 (impares), na diviséo.

Desta forma:
4
S=1+22+3%+...+98% +99° +100* =
4
S=1+0+1+...+0+1+0=>

4 4
S=50=S=2
Portanto o resto da divisdo da soma S por 4 € igual a 2.

Como Emanuel vai receber 50 vezes esse valor, entio ele recebera

R$ 100,00, de mesada.
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OUTRAS PROPOSTAS INTERESSANTES

1. (OBMEP — 2012) Julio escreveu todos os numeros de 1 a 1000.
Depois ele apagou o numero 3 e, em ordem crescente, prosseguiu apagando 0s
nuameros que eram soma de dois numeros nado apagados. Quantos numeros

restaram quando Julio terminou a tarefa?

1 2 B 4 86 7 8

a) 333 b) 335 c) 337 d) 340 e) 345

2. Calcule o resto da divisao de

N =177 4 2%0%7 4 3297 | +2006°*" +2007°*" por 5.

3. (DOMINGUES, 2009) Um bando de 17 piratas, ao tentar dividir
entre si, igualmente, as moedas de ouro de uma arca, verifica que 3 moedas
sobrariam. Na discussédo que se seguiu, um dos piratas foi morto; na nova tentativa
de divisdo, ja com um pirata a menos, desta feita 10 moedas sobrariam. Novo
quiproqué e mais um pirata € morto. Mas agora, por fim, é possivel dividir igualmente

a fortuna entre eles. Qual € o menor numero de moedas que a arca poderia conter?

Respostas:
1) Item B.
2)4.

3) O menor numero de moedas € 3930.
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CONCLUSAO

Os estudos de divisibilidade, do maximo divisor comum e do minimo
multiplo comum como também dos numeros primos iniciam-se na Educacao Basica
e sao vistos com maior rigor no Ensino Superior, em cursos de graduagao
relacionados a area das ciéncias exatas, como é o caso do curso de Matematica. A
proposta aqui formulada € que estes conteudos sejam mais explorados tanto no
Ensino Fundamental como no Ensino Médio. O Algoritmo da Divisdo de Euclides e o
Teorema Fundamental da Aritmética sao inseridos de forma implicita nesta fase de
aprendizagem dos educandos, mas nao sdao mencionados com a devida
nomenclatura e importancia. O Lema dos Restos ndo aparece nos Parametros
Curriculares Nacionais de Matematica e nem nas Diretrizes Curriculares Estaduais
de Matematica do estado do Parana como proposta de ensino no curriculo da
Educacao Basica, mas nada impede o professor de Matematica de trabalhar este
lema nessa fase de aprendizagem. Como foi visto no exemplo 3, atividade que
envolve o estudo do Teorema de Pitagoras e divisibilidade, o Lema dos Restos foi
fundamental para a solugao do problema.

Os estudos de congruéncia, congruéncia linear e do Teorema
Chinés dos Restos s&o realizados no Ensino Superior. Os conceitos de congruéncia
e congruéncia linear, e suas propriedades sdo fundamentais para resolver atividades
mais elaboradas que envolvem divisibilidade. Por fim, o Teorema Chinés dos Restos
€ essencial para solucionar um sistema de congruéncias lineares. Ha variadas
aplicagbes em situagbes problemas do cotidiano em que estes conceitos s&o
utilizados.

As situacdes problemas propostas inicialmente foram resolvidas por
meio dos topicos da Teoria dos Numeros desenvolvidos neste trabalho. No problema
1 foi aplicado o Teorema Chinés dos Restos para determinar o total de soldados a
participar do desfile. Nos problemas 2 e 4, o conceito de congruéncia e algumas de
suas propriedades foram essenciais para resolver essas atividades. E por fim, no
problema 3 foi utilizado o estudo de maximo divisor comum seguido do Teorema
fundamental da Aritmética para resolugao.

O tema abordado constitui uma fonte "prédiga” em problemas que os
alunos aceitardo bem, especialmente aqueles que se sintam movidos pela

Matematica. Dessa forma, situacbes problemas que envolvem a Teoria dos
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Numeros, incluindo as que foram desenvolvidas neste trabalho, serdo adequadas
(se for o caso) e propostas aos alunos da Educagao Basica, por meio de atividades
complementares ou desafios. As diversas facetas dos resultados deverdo ser
publicadas, por meio de artigos, contribuindo assim com o processo de ensino
aprendizagem de aritmética e algebra na Educagao Basica.

Por outro lado, o professor de Matematica que atua na Educacéao
Basica nao pode deixar de utilizar estes conceitos em seu cotidiano. A participacao
em congressos, e eventos de divulgagdo da Matematica é importante. O trabalho
mais focado, de leitura de revistas com problemas, como a Revista do Professor de
Matematica — RPM é imprescindivel. E possivel contribuir enviando as possiveis
solucdes para as situacdes problemas propostas nesta revista. Situagdes problemas
diversificadas que envolvem ndo apenas o tema desenvolvido neste trabalho s&o
propostas nos bancos de questdes da OBMEP e da OBM (Olimpiada Brasileira de
Matematica). Estes materiais sdo boas referéncias para permanente exercicio do

trabalho docente.
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