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RESUMO

A proposta deste trabalho é mostrar a existéncia, unicidade e 0 comportamento assintético de
solucdo para um sistema viscoelastico abstrato com histdria. A existéncia e unicidade de
solucdo é feita pelo método de semigrupos lineares. Para 0 comportamento assintético de
solucdo, utilizamos o método de energia perturbada.
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ABSTRACT

The purpose of this work is to show existence, uniqueness and asymptotic behavior of
solution to an abstract viscoelastic system with history. The existence and uniques of solution
iIs made by the linear semigroup method. For the asymptotic behavior of solution we use
perturbed energy method.
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INTRODUCAO

Neste trabalho apresentamos os resultados de existéncia, unicidade e decai-
mento geral de solu¢des, com base no artigo de Guesmia e Messaoudi [8], para a seguinte classe

de equacdes integro-diferenciais de segunda ordem

u(t) + Au(t) — /Oog(s)Au(t —s)ds=f, Vit>0, (1)
0

com condig¢des iniciais
u(—t) =up(t), t >0, w(0)=muy, )

onde A: D(A) C H — H é um operador auto-adjunto e positivo definido no espago de Hilbert
H, g : Rt — R* é uma funcéo real dada, conhecida como niicleo da memdria, f é uma forca
externa (que neste trabalho assumiremos nula, ou seja, f = 0), ug e u; sdo dados iniciais com
uo(7) sendo definido para todos 7 < 0 e conhecido como histéria de u. Um trabalho pioneiro
para sistemas viscoeldsticos foi introduzido por Dafermos [6], onde uma nova variavel 7 € in-
troduzida na equacdo (1). Desde entdo, muitos estudos e resultados tém sido apresentados sobre
sistemas viscoeldsticos com histéria relativos ao problema (1)-(2). No sentido de estabelecer
um decaimento geral para a energia associada a (1)-(2), vamos apresentar inicialmente resul-
tados para o caso em que a histéria € nula para tempos negativos. Em seguida, expomos os
resultados de estabilidade geral conhecidos para o problema com histéria (1)-(2) e os resultados
do presente trabalho.

Usando mudanca de variaveis, note que
00 t
/ g(s)Au(t — s)ds = / g(t — s)Au(s)ds.
0 —00
Sendo assim, podemos reescrever a equagdo (1) como
t
ug(t) + Au(t) — / g(t —s)Au(s)ds = f, Vit>0. 3)

— 00

No modelo (3) fica visivel que a funcdo u dever ser conhecida para valores negativos 7 €
(—o0, 0]. Sendo assim, para contemplar o caso sem histdria, assumimos que u(7) = uy(7) =0

para todos 7 € (—o0, 0]. Entdo, obtemos de (3) o seguinte modelo abstrato sem histéria

ug(t) + Au(t) — /tg(t —s)Au(s)ds = f, VYt>0, 4)
0

com condig¢des iniciais
u(0) = ug, u(0) = uy. (%)
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Em 2008, Messaoudi [12, 13] estudou o problema (4)-(5) com
A=-A, DA)=HQ)NHNQ), H=L*Q), f=0,f=]|u"u, v>0,

onde €2 é um subconjunto aberto e limitado de RY. Na ocasifo, o autor mostrou que se o niicleo

de memoria g satisfaz a seguinte desigualdade diferencial linear

g(t) < =&(t)g(t), t=0, (6)

com ¢ um fungdo ndo negativa, diferencidvel e decrescente, entéio a energia £ () associada ao

problema de onda viscoeldstica

t
we = dut [ gft - 9u(s)ds = (w) )
0
com f(u) = 0ou f(u) = ulul?, v > 0, decai na seguinte taxa
Ei(t) < Cemh&eds ¢ > (8)

para algumas constantes positivas C' e v que dependem dos dados iniciais ug € H}(Q) e uy €
L?(Q) dados em (5). Observe que o decaimento em (8) é similar (a menos das constantes

dependentes do dados iniciais) ao decaimento do nicleo da memoria
g(t) < g(0)e hEO™, ¢ >0, ©)

o qual é pré-estabelecido por (6). H4 outros tipos de decaimento geral uniforme na literatura
relativos aos problemas (4) ou (7). Por exemplo, em Lasiecka et al. [10, 11] os autores mos-
traram o decaimento uniforme de energia para o problema (4) com g satisfazendo a seguinte

desigualdade diferencial ndo linear
g(t) < —H(g(t)), t=0, (10)

onde H € uma funcao real satisfazendo condi¢Oes apropriadas. Mais precisamente, em [10, 11]
foi mostrado que o decaimento de energia € governado pela solucdo de uma EDO nao linear
correspondente a (10), cuja taxa de decaimento € a mesma imposta ao nicleo da memdria.
H4 ainda outros tipos de decaimento geral para modelos viscoeldsticos sem histéria, os quais
fogem ao escopo deste trabalho. No que segue, apresentamos resultados existentes relativos ao
problema (1)-(2) e como abordar o decaimento geral para o mesmo sob a hipétese (6).

Retornando a problemas viscoeldsticos com histéria ndo nula, relembramos o
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trabalho de Chepyzhov e Pata [5], onde os autores consideraram o seguinte problema abstrato

ug(t) + Au(t) + /Oog(s)A (u(t) —u(t—s))ds=0, Vit>0, (11)

u(—t) =up(t), t>0, u(0)=uy, (12)

onde A : D(A) C H — H é um operador auto-adjunto e positivo definido no espago de Hilbert
H. Neste caso, a fim de converter o problema (11)-(12) em um sistema autonomo e aplicar a
teoria de semigrupos lineares, uma nova varidvel foi introduzida em (11), denominada historia

de deslocamento relativo e definida por
n=n'(s) =ult) —u(t—s), Vs,teR". (13)

Assumindo que g satisfaz
g(t) < —bg(t), t=0, (14)

onde £ > 0 é uma constante, foi mostrado em [5] que o sistema equivalente a (11)-(12) é
exponencialmente estavel, o que corresponde ao decaimento imposto para o nicleo da memdria

g proveniente de (14), a saber, que
g(t) < g(0)e™™", t>0.

O mesmos resultados de estabilidade exponencial para sistemas viscoeldsticos com histéria sob
a condi¢do (14) foram apresentados, entre tantos outros trabalhos, em Pata [14, 15]. Desde pro-
blemas viscoeldsticos mais antigos até os mais recentes (com ou sem historia), a hipétese (14)
foi bastante considerada na literatura, o que geralmente produz uma estabilidade exponencial
para o sistema envolvido. Para o caso sem histdria, diversas maneiras de generalizar tal condi-
cao foram introduzidas na literatura como vimos anteriormente. Para problemas viscoeldsticos
com histéria da forma (1)-(2) (ou ainda (11)-(12)) ha poucos trabalhos com intuito de estabele-
cer o decaimento geral por meio de uma condi¢@o que generaliza (14). Vejamos dois deles nos
pardgrafos seguintes.

Em 2011, Guesmia [7] considerou o seguinte problema abstrato
+o00
u(t) + Au(t) — / g(s)Bu(t —s)ds =0, Vt>0, (15)
0

onde os operadores A e B sdo auto-adjuntos, ambos definidos positivos com D(A) C D(B) e

as seguintes hipdteses sendo satisfeitas:

(D1) Existem constantes [y, [; > 0 tais que

Lol < ||B2o|? < bo||A2v]?, Vv e D(A).
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(D2) A fungdo g : R — R € diferencidvel, ndo crescente e satisfaz
o 1
0< / g(s)ds < —.
0 lo

(D3) Existe uma fun¢do G : RT™ — RT estritamente convexa, ndo crescente e de classe
C1(]0, +o00[) N C?(]0, +oo[) satisfazendo

G0)=G(0) =0, lim G'(t) = oo,

t—o00

tal que

oo—g(s) S su —9(5) (0. 9]
|, et e gy <

Sob as condi¢des (D1)-(D3) e introduzindo 1 como em (13), foi mostrado em [7] que o sistema
(equivalente) correspondente a (15) decai de forma geral em termos da inversa de uma funcao
proveniente de G, ver [7, Teorema 2.1], desde que os dados iniciais sejam tomados em um
conjunto limitado. Como aplicag@o, o autor mostrou vdrios exemplos com taxas distintas de
decaimento, inclusive o caso exponencial, ver [7, Se¢ao 2].

Mais recentemente, em Guesmia e Messaoudi [8] os autores estudaram o pro-
blema abstrato (1)-(2) com f = 0. Introduzindo 1 como em (13) e assumindo que g satisfaz a

condi¢@o (6), foi mostrado que a energia F(t) associada ao sistema correspondente (1) satisfaz

t (o)
Eyt) < C (1 +/ (g(s))l—ws> e~V o §(@)ds 4. O/ g(s)ds, Y t>0, (16)
0 t

para algumas constantes v € (0,1) e C' > 0, desde que os dados iniciais sejam tomados em um
conjunto limitado de D(A%) x H. Neste caso, nota-se que o funcional de energia nio satisfaz
necessariamente a mesma taxa de estabilidade do nicleo de memdria g, o que pode ser visto

comparando as estimativas (9) e (16). Em (16) vemos que aparece o termo adicional

/t " g(s)ds

que, apesar de convergir para zero quando ¢ — co (como nos exemplos do Capitulo 3), € um
termo cuja estabilidade pode ndo permitir recuperar a mesma taxa de decaimento para energia
por meio de (16), quando comparada com a taxa que o nucleo g possui em (9). Tal resultado
diferencia-se, de certa forma, do caso sem histéria quando comparamos (8) e (9). No presente
trabalho demonstramos os resultados de boa colocagdo e estabilidade geral estabelecidos por
Guesmia e Messaoudi [8, Secdes 2 e 3] com respeito ao problema (1)-(2) com f = 0. Além
disso, assim como em [8, Observagao 2.2] apresentamos alguns tipos de decaimento provenien-
tes de (16) e, de acordo com [8, Sec¢do 4], algumas aplicacdes em casos concretos de equacoes

diferenciais parciais provenientes da fisica-matematica sdo determinadas.
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O presente trabalho esta organizado conforme segue. No Capitulo 1, apresen-
tamos algumas defini¢cdes, notagdes e resultados bdsicos de andlise funcional, os quais serdao
necessdrios ao longo desta dissertagdo. No Capitulo 2, o principal capitulo deste trabalho, sdo
provados a existéncia e unicidade de solu¢do via método semigrupos lineares e estabilidade ge-
ral de energia via método de energia perturbada. No Capitulo 3, apresentamos algumas taxas
explicitas de decaimento de energia. Finalmente, mas ndo menos importante, apresentamos no

Capitulo 4 algumas aplicagdes do problema abstrato em equagdes da fisica-matematica.
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1 PRELIMINARES

Neste capitulo apresentaremos conceitos basicos de Andlise Funcional, Teoria
das Distribuicdes e Espacos de Sobolev que serdo de grande utilidade para a compreensao dos
capitulos subsequentes. Introduziremos a linguagem de semigrupos, assim como as principais

defini¢Oes e resultados, fundamental para abordar o problema deste trabalho.

1.1 ESPACOS DE BANACH

Definicao 1.1. Seja X um K-espago vetorial. Uma norma em X é uma fungdo || - ||x : X —
R* ral que

o z]lx =0 2=0;
o [azllx = laflz]x, VzeX, VaeK;
o [z +ylx <lzllx +lyllx, VryeX

O par (X, || - ||x) é chamado espaco vetorial normado. Quando ndo houver

confusdo, denotaremos por X um espago vetorial normado e por || - || a norma em X.

Definicao 1.2. Seja X um espaco vetorial normado. Uma sequéncia em X é uma funcdo
z : N — X. Denotaremos por x(n) := x, e x(N) := (x,)nen. Uma subsequéncia de

(Zn)nen € uma restri¢do x|y : N' — X da funcdo x a um subconjunto infinito N’ C N.

Definicao 1.3. Seja (x,,),en uma sequéncia em um espaco vetorial normado X. Diremos que

(Zn)nen € uma sequéncia:

e convergente em X quando existe v € X satisfazendo a seguinte condi¢do: para todo
e > 0, existe ng € Ntal que ||z, — x| < &, para todo n > ny. Denotamos a convergéncia

de (y,)nen para x por x,, — x;

e de Cauchy em X se para todo ¢, existe ng € N tal que ||z, — x,|| < ¢, para todo

m,n > nyg.

Definicao 1.4. Um espago vetorial normado X é chamado de espago de Banach quando toda

sequéncia de Cauchy em X é convergente em X.

Definicao 1.5. Um espaco vetorial normado X é chamado de separdvel quando existe um

subconjunto Y C X satisfazendo as seguintes condigoes:
e dadox € X ec >0, existey € Y tal que ||x — y||x < ¢;

e cxiste uma fungdo bijetora f : N — Y.
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1.2 ESPACOS DE HILBERT

Definicao 1.6. Sejam X e Y dois K-espacos vetoriais. Uma aplicagdo a : X XY — K é

chamada de forma sesquilinear em X X Y se satisfaz as seguintes condigoes:
e a(x +y,z) =a(x,z)+aly,z), Veye X, VzeY;
e a(r,y+2) =a(zr,y) +alz,z), VerelX, VyzeY;
e a(ax,y) = aa(z,y), VYerelX, VyeVY, Vaek;
o a(r,ay) = aa(r,y), VrxeX, VyeY, Vaek
No caso em que K = R, dizemos que a é uma forma bilinear.

Definicao 1.7. Seja X um espaco vetorial normado e a : X x X — Kuma forma sesquilinear
em X.

e Dizemos que a é hermitiana quando

a(z,y) = a(y,z), Va,yeX

e Dizemos que a é continua quando existe uma constante C' > 0 tal que

la(z, y)| < Cllzllxllyllx, YzyeX

e Dizemos que a é coerciva quando existe ¢ > 0 tal que

Rea(z,r) > c||z|%, VzeX.
Definicao 1.8. Seja X um K-espago vetorial. Diz-se que uma forma sesquilinear hermitiana
a: X x X — K ¢ o produto interno em X se satisfaz as seguintes condicoes:
e a(x,x) >0, VzelX;
e a(r,x) =0z =0.
Denotaremos um produto interno em X por (-, -)x.

Definicdo 1.9. Sejam X um espaco vetorial e (-,-)x um produto interno em X. A funcdo

|- llx = (, );/2 define uma norma em X denominada norma proveniente do produto interno
(.’ ) X.

Definicio 1.10. Um espaco de Banach (H, || - ||i) é chamado de espago de Hilbert quando a

norma || - || € proveniente do produto interno em H.
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Teorema 1.11. Todo espaco de Hilbert é reflexivo.
Demonstragdo. Ver Teorema 46-6 em [9]. []

Teorema 1.12 (Lax-Milgram). Seja (H, |||/ &, (-, ) g) um espaco de Hilberte a : Hx H — K
uma forma sesquilinear continua e coerciva. Entdo para todo funcional o € H' existe um tinico
u € H tal que

a(u,v) = (p,v), VoveH.

Demonstragcdo. Ver Corolério 5.8 em [2]. O

1.3 OPERADORES DEFINIDOS PELA TERNA {V, H;a}

Definicdo 1.13. Sejam V e H espacos de Hilbert complexos tais que dimH = +oo, V = H e
V < H. Considere ainda a : V x V. — C uma forma sesquilinear continua. Dizemos que

um operador T é definido pela terna {V, H; a} quando T : D(T) C V. — H é tal que
D(T)={ueV;3feH rtwlque a(u,v)=(f,v)g, YveV}

onde a(u,v) = (T(u),v)y, para todou € D(T) e parav € V.

Teorema 1.14. Seja T o operador definido pela terna {V, H;a} e suponhamos que a é uma

forma sesquilinear coerciva. Entdo, para cada f € H existe um tinico w € D(T) tal que

T(u) = f.
Demonstracdo. Ver Teorema 5.126 em [4]. O

Proposicio 1.15. Seja T o operador definido pela terna {V, H;a} e assumimos que a é uma

forma sesquilinear coerciva. Entdo, D(T') é denso em H e T' é um operador fechado em H.
Demonstracdo. Ver Proposicdo 5.129 em [4]. [

Proposicio 1.16. Seja T o operador definido pela terna {V, H; a}. Se a é uma forma sesquili-

near hermitiana, entdo 'I' é um operador auto-adjunto.
Demonstragcdo. Ver Proposicdo 5.130 em [4]. [

Proposicao 1.17. Seja T o operador definido pela terna {V, H;a}. Se V estd contido estrita-
mente em H e a é uma forma sesquilinear hermitiana, entdo T' é um operador ndo limitado em
H.

Demonstragcdo. Ver Proposicdo 5.132 em [4]. [

Proposicio 1.18. Seja T o operador definido pela terna {V, H;a} e assumimos que a é uma

forma sesquilinear coerciva. Entdo,
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e D(T) é um espago de Hilbert com produto interno
(u,v)pery = (u, 0)i + (T'(w), T(v))u;

e as normas definidas por

1/2
llloi = (w0 el = 170 s

sdo equivalentes;

e vale a seguinte cadeia de imersoes continuas e densas:

D(T) =V < H— V' — [D(T)].
Demonstracdo. Ver [4]. O

1.4 TEORIA ESPECTRAL

Definicao 1.19. Seja H um espago de Hilbert. Um operador linear T : D(T) C H — H ¢é
auto-adjunto quando (T(z),y)y = (x,T(y))u, para todo z,y € D(T).

Definicio 1.20. Seja H um espago de Hilbert. Dizemos que uma sequéncia (wy,)n,en em H é

um sistema ortonormal completo em H quando,
o |lw,]|=1, VneN;
o (Wp,wy) =0 para n#+m;

o [W]=H, onde W ={w,|n € N}.

Definicdo 1.21. Seja X um K-espaco vetorial e T : D(T) C X — X um operador linear.
Dizemos que 0 # u € D(T') é um autovetor de T' quando existe A € K tal que T'(u) = \u.

Dizemos ainda que \ é um autovalor de 'T" associado a u.

Teorema 1.22 (Teorema Espectral). Sejam V' e H espacos de Hilbert tais que dimH = +oo,
V = H e V—H com inclusdo compacta. Considere a : V x V — C uma forma sesquilinear

continua e hermitiana em V' tal que existem oy € R e as > 0 satisfazendo
Re[a(v,v) + a1 (v,v)5] > aovll}, YveV.

Seja T o operador definido pela terna {V, H; a}. Entdo,

e existe um sistema ortonormal completo (wy,)n,en de H constituido de autovetores de T';
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e se (A\,)nen sd@o os autovalores de T associados a (W, )nen, entdo A, — +0oo sempre que

n — —+ocQ.

Demonstracdo. Ver Teorema 5.146 em [4]. O

1.4.1 Raiz quadrada

Consideremos V' e H espacos de Hilbert munidos com produtos internos

((+,+)) e (+,-), respectivamente. Além disso, suponha as seguintes condi¢des:
(i) a(u,v) é uma forma sesquilinear, continua e hermitianaem V' x V;

(i1) Existem o, o € R, com o > 0 tais que

Re [a(u,v) + ap(u,v)] > a||v||?, VoveV;

(111) A injecdo de V em H € compacta e V' € denso em H;
(iv) O operador T € definido pela terna {V, H; a};

(v) O operador R ¢ definido pela terna {V, H; b}, onde b(u,v) = a(u,v) + ap(u,v), para
todo u,v € V.

Proposicao 1.23. Sob as condicdes acima, tem-se que

+o0
D(T™) = {u € H;Zx\721m|(u,wn)|2 < —i—oo} :

n=1
“+o0o
T (u) = Z A (u, wy)wy,,  Yue DT™).
n=1
Demonstragcdo. Ver Proposicdo 5.151 em [4]. [

Definicdo 1.24. Um operador T : D(T) C H — H é chamado positivo quando
(T'(u),u) >0, Yue D(T).

Proposicao 1.25. Seja T o operador definido pela terna {V, H;a}, entdo T € positivo se, e

somente se, \, > 0, para todo n € N.
Demonstracdo. Ver Proposicdo 5.154 em [4]. [

Proposicao 1.26. Seja T' um operador positivo. Entdo, o operador S com dominio

+oo
D(S) ={u € H;» A|(u,w,)[* < +00},
n=1
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e definido por
+oo
S(u) = "V Au(u,wp)w,, Vu e D(S), (1.1)
n=1
é o tinico operador auto-adjunto e positivo definido em H tal que S* = T.

Demonstragdo. Ver Proposi¢do 5.163 em [4]. U

1.5 ESPACOS LP()

Seja 2 C RN um aberto. Para 1 < p < +oo denotamos por LP(£2) o conjunto
(das classes) de fungdes Lebesque mensurdveis u, tais que |u|? € uma fungdo integravel sobre

(2. Em linguagem de conjuntos

LP(Q) = {u: Q — R;u é mensurdvel, </ lu(x)|? d:l:) " < +00}.
0

O espago LP(£2) é um espago de Banach munido da norma usual

1
||| = (/ lu(z) P dx) , 1 <p<+oo.
Q

No caso particular em que p = 2 temos também que L?(£2) é um espaco de Hilbert com produto

interno e norma

mmzémmmmxeuwp:mmi (12)

No caso que p = +o00, definimos
L>®(Q) = {u: Q — R;ué mensurdavel, |u(z)] < K q.s.em Q}.

Neste caso, dizemos que o numero real K é um majorante essencial de u e denotando por
A ={K € R;|u(z)| < K q.s.em 2}, podemos definir a norma em L>(2) como

||tt]|o = supess|u(x)| = infA.
e

Assim, (L>(Q); || - ||o) € um espago de Banach.

Defini¢fio 1.27. Sejam f € LY(RY) e g € LP(RY) com 1 < p < oo. A convolugdo de | por g
é definida por

(fxg)(z) = . f(x —y)g(y) dy.

Em [3] pode-se encontrar varios resultados sobre convolugdo, os quais omiti-
remos neste capitulo preliminar.
Sejag € CY(RT) N L' (R") uma fungdo positiva com g(0) > 0.
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Definicao 1.28. Seja X um espaco de Banach e 1 < p < co. Definimos o espago com peso g

por

L0, 00; X) := {77 [0,00) = X | / s)In(s)|I5ds < oo} (1.3)

Proposicao 1.29. Se 1 < p < oo, entdo o espagco LZ(O, 00; X)) € um espago de Banach com a

o0 1/p
- ( / g<s>||n<s>||§ds) .

Em particular, se X é um espaco de Hilbert, entdo Lf] (0, 00; X) € um espago de Hilbert com

norma

produto interno definido por

(n,Q)r2 2(0,003X) —/Ooog(s)(n(s),g(s))de.

Demonstragdo. A prova pode ser feita utilizando a mesma ideia para mostrar que os espagos
LP(0,T; X) sdo espagos de Banach. O

1.6 ESPACOS DE SOBOLEV

Seja © um aberto do RY, 1 < p < +o0oem € N. Representa-se por WP (1))
o espaco vetorial de todas as fungdes u € LP(f) tais que para todo || < m, D*u pertence a
LP(Q2), sendo D*u a derivada no sentido das distribuicdes.

O espago W™P()) munido da norma
Hu”Wm,p = HUHWm,p(Q) = ( / ’Da ’p dl‘) y paI‘a 1 S p < +OO,
|a|<m

|[w||wmoo :=||ul|wmee) = Z sup ess | D%u(z)].
la|<m zEe)

€ um espaco de Banach e é denominado espaco de Sobolev. Para o caso particular p = 2, o
espaco W™ 2(Q2) é um espaco de Hilbert, representado por H™((2), com o produto interno dado
por
() gmey = Y (D*u, D*0)12(0), Vu, v,€ H™(Q),
lo|<m

e ¢ denominado espago de Sobolev de ordem m. Quando m = 0, H™({2) identifica-se com
L3(92).

Define-se o espago W;""(€2) como sendo o fecho de C§°(2) em W™P(Q).

Quando {2 € limitado em alguma diregdo z; de R e 1 < p < oo, entdo a norma em W, "7 ((2)

[ullwgr = HUHWOW’p(Q):< /!D“ !”dw> :
laj=m

dada por
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é equivalente a norma induzida por WP ().

Proposi¢ao 1.30 (Imersdes de Sobolev). Seja Q C RY um dominio limitado com fronteira de

classe C™.

(1) Se mp < N, a seguinte inclusdo continua
WmP(Q) — LT (Q), emque — =

é vdlida. Além disso, a inclusdo é compacta para qualquer q, comp < q < q*.

(i) Se mp = N, entdo a seguinte inclusdo é continua e compacta
WmP(Q) — LYQ), paratodo 1< q< +oo.

Além disso, se p =1 e m = N, a mesma rela¢do acima vale para q = +00.

(1i1) Sek+1 >m—% > k’,kEN,entdo,pondom—% =k+a,com0<a<1,temosa
seguinte inclusdo continua

WP (Q) — CRo (),

em que C*(Q)) representa o espago das fungdes em C*(Q) cujas derivadas de ordem k
sdo a-Holder continuas. Além disso, se N =m — k —1,a = 1ep =1, ainclusdo vale

também para o = 1 e a inclusdo W™?()) — C*P(Q) é compacta para todo 0 < 8 < a.
Demonstragdo. Ver Proposi¢do 4.12 em [1]. O

Proposi¢ao 1.31 (Férmula de Green). Seja Q2 € RY um aberto limitado com fronteira 05}

suave. Se u,v € H*(Q), entdo

—/(Au)vda::/Vqudx— @de.
Q Q a0 OV

Demonstragdo. Ver Proposi¢ao 7 em [3]. [

1.7 RESULTADOS AUXILIARES

Proposicao 1.32 (Desigualdade de Cauchy-Schwarz). Seja H um espaco vetorial munido do

produto interno (-, -). Entdo, dados u, v € H, temos que

|(w, 0)| < l[ullu o]l

(7)

Demonstragdo. Ver [9]. ]

onde || - ||%
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1 1
Proposicao 1.33 (Desigualdade de Young). Sejam 1 < p,q < +oo tal que —+ - = 1 e
P q

a,b > 0. Entdo
a? bl
ab < — + —.
p q

Demonstragdo. Ver [2]. O

1 1
Proposicao 1.34 (Desigualdade de Holder). Sejam 1 < p,q < +oocom —+~ =1eQ C RV,

p q
Sewu € LP(Q) ev € LI(N), entdo uv € L*(N) e
[ 1w | do < ul, ol
A desigualdade também é vdlida se p = 1 e ¢ = +00.
Demonstragdo. Ver [2]. O

Proposicao 1.35 (Desigualdade de Poincaré). Seja Q0 C RY um dominio limitado e 1 < p <
+00. Entdo, existe uma constante C' = C(p,| 2 |) > 0 tal que

lullr < C||Vulle, Yue WyP(Q).

Demonstragdo. Ver [2]. O

1.8 SEMIGRUPO DE OPERADORES

Definicao 1.36. Uma familia {S(t)}:>o de operadores lineares limitados definida em um espago

de Banach X é um semigrupo de operadores lineares limitados ou semigrupo quando:
(i) S(0) =1:X — X, onde I é o operador identidade;

(i) S(t+s) = S(t)S(s), paracadat,s > 0.
Dizemos que o semigrupo S é de classe C (ou também Cy-semigrupo) quando

(iii) im S(t)x =0, Va € X.

t—0

Além disso, dizemos que o semigrupo S é de contracdo quando

(iv) ||S()] < 1.

Definicao 1.37. Um operador A : D(A) — X, definido por

A(z) = lim SWz—w

t—0+ t ’

Vo e D(A),
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onde D(A) é o dominio do operador A e dado por

t—0t+

D(A) = {x € X | lim % existe },

¢ denominado gerador infinitesimal de S(t).

Teorema 1.38 (Hille-Yosida). Seja A um operador linear definido num espaco de Banach B

A:D(A) C B—» B.

A fim de que A seja um gerador infinitesimal de um semigrupo linear de contracdes é necessdrio

e suficiente que:
(i) A seja um operador densamente definido em B;

(ii) para todo A > 0, \I + A é uma aplicacdo bijetiva e

1AM+ A)7H| <

>

Demonstragdo. Ver Teorema 2.2.1 em [18]. ]

Definicio 1.39. Seja H um espaco de Hilbert. O operador linear A : D(A) C H — H ¢é
dissipativo quando
Re (Az,x)g <0, VYze D(A).

Definicao 1.40. Seja A um operador linear (ndo necessariamente limitado) definido sobre um

espaco de Banach X. Definimos o conjunto resolvente p(A) do operador A por
p(A)={Ne C| (M —A) éinvertivele (N —A)™ € L(X,X)}.

O conjunto o(A) = C\ p(A) é denominado espectro de A.

Proposicao 1.41. Seja H um espago de Hilberte A : D(A) C H — H um operador dissipativo

tal que o operador 1d — A é sobrejetor. Entdo, D(A) = H.
Demonstragdo. Ver Teorema 4.6 [16]. U]

Teorema 1.42 (Lumer-Phillips). Seja A um operador linear com dominio D(A) denso em um
espaco de Hilbert H.

(i) Se A é dissipativo e existe uma constante X > 0 tal que Im(\ — A) = H, entdo A é um

gerador infinitesimal de um Cy-semigrupo de contracoes em H.

(ii) Se A éum gerador infinitesimal de um Cy-semigrupo de contracoes em H, entdo Im (NI —
A) = H para todo A > 0 e A é dissipativo.
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Demonstracdo. Ver Teorema 4.3 em [16]. O

Corolario 1.43. Seja A um operador linear dissipativo com dominio D(A) denso em um es-
pago de Hilbert H. Se 0 € p(A), entdo A é um gerador infinitesimal de um Cy-semigrupo de

contragoes em H.

Demonstragdo. Ver Teorema 2.12.3 em [17]. []

1.9 PROBLEMA DE CAUCHY

A teoria geral de semigrupos nos permite estudar problemas de valor inicial

para equacoes de evolugdo abstrata do tipo

dt

d
Ut)=AU(t), t>0
() = AU(), >0, a
U(O) = U(),
onde A é um operador linear com dominio D(A) C X, sendo X um espago de Banach (ou

Hilbert).

Defini¢do 1.44. Uma solugcdo do problema de Cauchy (1.4) é uma fungédo U : [0, +00) — X
tal que U(t) é continua para t > 0, continuamente diferencidvel com U(t) € D(A) parat > 0

e satisfaz (1.4) em [0, +00) quase sempre.

Teorema 1.45. Seja A um gerador infinitesimal de um Cy-semigrupo de contragées T (t) := et
em X. Se Uy € D(A), entdo o problema de Cauchy abstrato (1.4) possui uma inica solugdo U
em D(A) dada por

U(t) =Tt)Uy = ey,  Vt>0,

tal que
U € C([0,+c), D(A)) N C* ([0, +00), X) .

Demonstragcdo. Ver Teorema 2.2.2 em [18]. OJ

Tendo em vista a obtencdo de solugdes mais regulares, introduzimos o se-

guinte espaco de Banach (ou Hilbert)
D(A*) = {U € D(A*") | AU € D(A* ')}, VkeN,

munido da norma ||U ”2D( ary = Z?:o |U]| p(as)- Com isto, temos o seguinte resultado adicional

Teorema 1.46. Sob as hipéteses do Teorema 1.45, se Uy € D(A¥) com k € N, entdo a solugdo

U do problema (1.4) satisfaz a seguinte condigdo

U € () C* ([0, +00) , D(AY)).

=0



Demonstragdo. Ver Teorema 2.3.1 em [18].

27
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2 EXISTENCIA E TAXAS DE DECAIMENTO PARA UM SISTEMA VISCOELAS-
TICO ABSTRATO COM HISTORIA

2.1 INTRODUCAO

Neste capitulo, estudaremos a boa colocag@o e o comportamento assinttico

para a seguinte classe de equacdes integro-diferenciais de segunda ordem
+oo
ug(t) + Au(t) — / g(s)Au(t —s)ds =0, Vit>0, (2.1
0

com condig¢des iniciais
u(—t) =up(t), t >0, u(0) =y, (2.2)

onde A : D(A) C H — H é um operador auto-adjunto, positivo definido sobre o espaco de
Hilbert (H, (+,-), ]| - ||) e g € uma fungdo positiva ndo crescente. Sendo assim, pela Proposi¢do
1.26 pode-se definir a raiz S := Az do operador A, o qual é ainda um operador auto-adjunto e
positivo definido em H. Assim como em [6, 14], introduzimos uma nova varidvel, denominada

historia de deslocamento relativo, definida por
n=n'(s)=u(t) —ult—s), Vs teR":=]0,+o0. (2.3)
Derivando formalmente em relacdo a ¢ e a s, obtemos que
ni(s) = —ni(s) + w(t), VseRT.
Note que para ¢ = 0 temos a condi¢@o inicial

Mo(s) =n"(s) = uo(0) —ug(s), VseR"

n'(0) := lim n'(s) = 0.

s—0t

Assim, o termo de memodria em (2.1) pode ser reescrito como

/0+oog(3)Au(t —s)ds = (/O+Oog(5) ds) Au — /;OO g(s)An'(s) ds.

Logo, segue que o problema original (2.1)-(2.2) pode ser reescrito no seguinte sistema

+o0 +oo
ug(t) + (1 — / g(s) d3> Au(t) +/ g(s)An'(s)ds =0, Vt >0,
0 0
e =—"ns+u, Vi, s >0,

(2.4)
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com condig¢des iniciais

u(0) = ug, w(0)=wuy, n(0)=0, n°%s)=mn(s), (2.5)

onde
UOZUO(t), VtZO,

uy = Oyuo(0) [i=o, (2.6)
no(s) = up(0) — up(s), VseR".

No que segue, estudaremos a existéncia e decaimento de solug¢do para o problema (2.4)-(2.5).

Seguindo as mesmas hipdteses como em [8], assumiremos que o operador A e a fungdo g

satisfazem:

(H1) Existe uma constante positiva a tal que

allv|? < [ A%v]?, Vv e D(A3). 2.7
(H2) A fungdo g : [0, +oo[ — [0, +oo[ € de classe C* ([0, +00[) ndo crescente e satisfaz

+o00
g(0)#£0 e go:= /0 g(s)ds €]0,1]. (2.8)

(H3) Existe uma fung@o ¢ : [0, +00[ — [0, +00[ ndo crescente e diferencidvel, tal que

g(s) < —€(s)g(s), VseRT. (2.9)

Observacao. Da hipdtese (2.9) note que g satisfaz a seguinte condi¢do de decaimento
g(t) < g(0)e o€, (2.10)

desde que fot &(s)ds — +oo quando t — +oo. Tal estimativa mostra que a taxa de decaimento
do nucleo g depende da funcio £ atribuida em (2.10). Exemplos de tais func¢des serdo dados no

Capitulo 3.

Para definir o espaco para a varidvel 1 € necessario fazermos uso de espacos
com peso. Dado o espago de Hilbert H, o operador A : D(A) C H — H como anteriormente
e a funcdo peso

g € CH([0,+00[) N L([0, +00]),

consideramos o seguinte conjunto

+oo
My = =8 — Dby [ glslaba(o)l s < ool
0
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o qual é um espaco de Hilbert com produto interno e norma definidos por

1

400 ) +o00o N
(2, M) My :/0 g(s)(Azz(s), Azn'(s))ds e |[2]a, , :/0 g(s)[|Az2(s)||* ds.
(2.11)

Observag¢ido. Como H € um espaco de Hilbert, entdo € simples verificar que M /, também um

espaco de Hilbert com o produto interno e norma supracitados em (2.11).

Consideremos o seguinte espacgo de fase
H = D(A%) X H x M1/2,

com produto interno e norma definidos por

@h%MZU—%M@mA%ﬁ+MWﬂ+Awmﬁm%%%ﬁ%@wa
+o00
MWW%=O—%W5MMF+M®W+A g(s) | Azeft ()| ds,

para todos U; = (u;, v, m;)" € H,i=1,2.
Com as notagdes definidas acima, podemos reescrever (2.4) como

u(t) + (1 — go) Au(t) +/O Oog(s)Ant(s) ds=0, em Vt>0,
m(s) = —ns(s) +u(t), Vit,s>0,

(2.12)

com as condi¢des iniciais dadas em (2.5).

2.2 FORMULACAO DO SEMIGRUPO

Vamos reescrever o sistema (2.12) com as condig¢des iniciais (2.5) em um pro-

blema de Cauchy abstrato de primeira ordem. De fato, seja o operador A : D(A) C H — H

definido por
v
—+oco
A= |- gau= [ g@ar(ds | U= @’ e DA,
0
—1s +v

com dominio

1 oo
D(A) = {U € H;v e D(A2), (1 — go)u —i—/o g(s)n'(s)ds € D(A),ns € Ml/g,nt(O) = 0} .
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Assim, podemos escrever (2.12) com as condic¢des iniciais (2.5) como um problema de Cauchy

abstrato de primeira ordem

(2.13)

U =AU, vt>0,
U0) = U,

onde Uy = (ug, u1, 770)T-

2.3 EXISTENCIA E UNICIDADE

Nesta secdo veremos o resultado de existéncia e unicidade para o problema

(2.13) e, consequentemente, para o sistema (2.4)-(2.5) como objetivo inicial deste capitulo.
Teorema 2.1. Suponhamos que as hipoteses (H1)-(H2) sejam satisfeitas.

1. SeUy € D(A), entdo o problema de Cauchy abstrato (2.13) possui uma tinica solugcdo
na classe

U e C*H[0,+00),H) N C ([0, +0c0), D(A)). (2.14)
2. Sely € D(A¥), k € N, entdo a solugdo de (2.13) é mais regular
k
U e ()CH([0,+00),D(A%)). (2.15)
=0

Demonstragdo. Se mostrarmos que A € um gerador infinitesimal de um semigrupo de contra-
cdes em H, entdo a prova dos itens 1 e 2 do Teorema 2.1 é consequéncia dos teoremas 1.45 e

1.46, respectivamente. Para tanto, em virtude do Teorema 1.42, é suficiente mostrar que
(i) D(A) é denso em H;
(1) A é dissipativo em H;
(1) 15 — A é sobrejetor.

A condigdo (i) seguird como consequéncia dos itens (ii) e (iii) e da Proposi¢do 1.41. Assim

sendo, verificaremos os itens (i) e (7ii).
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(i1) Dissipatividade do operador A. Sejald = (u,v,n)’ € D(A). Note que

(AU Uy = (1 — go) <A%U,A%U> + (—(1 — go)Au — /+Oog(s)A77t(s) ds,v)

0

+ /Omg(s) (A3 (=ni(s) +0), Abn'(s)) ds

Integrando por partes, obtemos

_ Ly DV Hady (2
AU U= =3 0% [g (y) HA ! (y>

1 y 1
+ = lim d(s)||Azn'(s)|)* ds. (2.16)

+
2 y—0 y

2

—g(y)llAént(y)HQ]

Como 7 € M, 5, segue que gl Aznt()||> € LY(RT) e assim

1 1 1
i o ()[40 ()
y—07F Y Y

Além disso, como g € ndo crescente, segue da Desigualdade de Holder que

2
= lim _g()||A%y'(7)|* = 0. (2.17)

T—+00

2

g Azn'w)|1? = g(y)

y/ | Adni(s)[?ds, VyeRY,

Como 71, € M, ,, temos que

1 ) Y 1
0 < lim g(y)[|Azn'(y)[* < lim y/ g(s)[[ Az (s)|I* ds = 0,
y—0t y—0t 0
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isto €,
Jim_g(y)l| A% ()] =0, (2.18)
Assim, de (2.16)-(2.18) e da hipétese (H2), segue que
1 v 1 1 [t 1
(AUUY =5 lim [ g'(s)[[ Az (s)[|* ds = —/0 g (s)1A2n'(s)|]* ds < 0.

2 y—0+ v 2

Portanto, Re(AU,U)y < 0 paratodo U € D(A), de onde segue que o operador A é dissipa-

tivo.

(7i) Sobrejetividade do operador I, — A. Seja F = (fi, f2, f3) € H. Mostraremos que a

equacao resolvente

(Ig— AU =F (2.19)

possui uma unica solugdo U € D(.A). Equivalentemente, reescrevendo (2.19) em termos de

suas componentes, vamos encontrar uma tnica solu¢do (u,v,n)” € D(A) para o sistema

U—v= f17
400
o+ (1 go)Au+ / o(s)Arf () ds = . (2.20)
0
n + Ng — U = f3-

Com efeito, dado s > 0, multiplicando a terceira equagao de (2.20) por ¢, com 0 < y < s, e

integrando de 0 até s, temos

e(s) = ( / eydy)v+ [ ety =@ -+ [ ernian
ou seja

n'(s) = (1—€_S)U+/ e~V £5 () dy. (2.21)

0
Além disso, da primeira equagao de (2.20), temos que

v=u— fi. (2.22)
Usando (2.22) em (2.21), temos que
n'(s) = (1—e*)(u—fi)+ / e~ 7Y fa(y) dy. (2.23)
0

Substituindo (2.21) e (2.22) na segunda equacao de (2.20), obtemos que

+oo
u+ (1 — go)Au + (/ g(s)(1 —e™*) ds) Au = fy, (2.24)
0



34

onde

fo= L f2) + ( / e ds) an+ | " ()4 ( I e‘(s‘y)fa(y)dy) ds.

0

Afirmamos que a funcao dada por
o) = [ I pw)dy
0

pertence a M /5. De fato, defina ®1(s) = €% e ®y(s) = [g(s)}% | Az f3]|, utilizando a Desi-
gualdade de Cauchy-Schwarz e a hipétese (H2), temos que ®; € L'(RT) e &, € L?(R") e

que

[t as= [ o ([[natnoa) o

< | - ( | e it 14t sl dy)2 s

— /0+oo (D % Dy)° (s5) ds

= [|® * CI)QH%Q(RJr)

< ||(I)1||%1(R+)||(I)2HL2(R+) < +00.

Logo, ® € M, /. Assim, f; assume valores em [D(A%)}/. Vamos agora definir a constante

K,=(1-g0)+ f0+°° g(s)(1 —e*)ds > 0, assim podemos reescrever (2.24) como
(I + K,A)u= f, em [D(A?)]" (2.25)
Para resolver (2.25) vamos utilizar do Teorema de Lax-Milgram. Para tanto, considere a forma

bilinear X X
a:D(A?) x D(A2) — K

(1, u9) — aluyg, ug) = (ug, ug) + Kg(A%U1,A%U2).

. .. .. . . 1
Observe que a é uma forma bilinear limitada e coerciva. De fato, sejam wuy, us, u € D(AZ).

Assim, segue da Desigualdade de Cauchy-Schwarz que
o, )| < ez + Kol A2 [ A s ] (2.26)
Como D(A) < D(Az) — L2(R), entdo existe constante K, > 0 tal que

lull < Kil|AZull, Vu € D(A?),
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Assim, de (2.26) temos que

1 1
Ja, )| < (2 + Kg) [ Abun [ Adus]| = (2 + K anll 3zl 03

Donde segue que a € limitada. Agora, vemos que

1 1
a(uyu) =l + Kyl A%l = K Adul? = K lul?,

Dai, segue que a € coerciva. Pelo Teorema de Lax-Milgram, existe um tnico u € D(A%) tal
que
a(u,7) = (fs,7), V7€ D(A2),

onde (-, -) representa a dualidade entre [D(A2)]"e D(Az). Logo, u satisfaz a seguinte equago:

NI

(u+ K Au, ) = (fs,7), V7€ D(A2).

Portanto, u € D(Az) é a tnica solugdo de (2.25) em [D(A%)]/. Da equagdo (2.21) e como
® € M, 5, temos que

+00 +o0
/ ﬁﬂMW@sz/ g(s)[|(1 — e~*) Azv + Az d(s)|* ds
0 0
+oo 1 +o0 1
sz(/ g@u—e%wﬁwMWMa/'g@WMMwa
0 0
<2 (gl AR)2 + 1 @llas, , ) < +oo.

Isto &, ) € M 5. Além disso, para todo s € R", segue que

' (s) +ni(s) = [(1 —e ) +/ e Y f3(y) dy} + [e‘sv —/ e fa(y) dy + fs(s)
0 0
= v+ f3(s5).
Assim, 7 satisfaz a terceira equagio de (2.20), com 7, = v + f3 — 1 € M, 5. De (2.21), (2.22)

e (2.24) concluimos que

+00
(1 —go)Au + /0 g(8)An'(s)ds = fo —v € H.

Consequentemente, o sistema (2.20) possui uma tnica solugio (u,v,n)? € D(A). Logo, o
operador (I; — A) € sobrejetivo, o que prova item (7iz).

Portanto, aplicando os teoremas 1.42, 1.45 e 1.46, concluimos a demonstragao
do Teorema 2.1. O
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2.4 COMPORTAMENTO ASSINTOTICO

Nesta secdo vamos apresentar um resultado de estabilidade geral para a solu-
¢do U = (u,v,n)T do problema problema (2.13) e, consequentemente, para a solug¢do (u, 1) do
sistema (2.4)-(2.5) (ou ainda (2.12) e (2.5)). Tal resultado é apresentado no teorema a seguir.

Antes, relembremos que a norma de U(t), t > 0, em H é dada por

(@15, = (1= go) [ A2u(®)]* + [lo ()] +/O " gty (s) 2

onde v = uy, go € dado em (2.8) e || - || representa a norma em H. Além disso, seguindo as
notagdes de [8], usaremos (a partir desta se¢do) a notagdo (-, -) para designar o produto interno

em H, cujanorma || - || € proveniente.

Teorema 2.2. Suponhamos que (H1)-(H3) sejam satisfeitas. Além disso, assumimos que existe
mgy > 0 tal que
| AZug(s)|| < mo, Vs> 0. (2.27)

Entdo, existem constantes vy, €0, 1] e §; > 0 tais que

t . —+o0
HU(t)H?i < (1 +/ (g(s))lf‘sO d5> e Jo&(s)ds 4 (51/ g(s)ds, (2.28)
0 ¢

para todos t € RT e §y € 10, yo].

Observacao. A demonstracdo do Teorema 2.2 serd dada como consequéncia de vérios lemas
que demonstraremos a seguir. Em primeiro lugar, consideramos o funcional energia F(t) asso-

ciado ao sistema (2.12) dado por

— U (2.29)

Lema 2.3. Sob as hipdteses do Teorema 2.2, o funcional energia definido em (2.29) satisfaz

1 [t 1
E'(t) = 5/ d(s)|Azn'(s)||*ds, Vt>0. (2.30)
0

Em particular, E'(t) < 0 para todo t € R™.

Demonstra¢do. Tomando o produto interno de (2.1) com u,(t) em H, obtemos

0 = (ur(t), ue(t)) + (1 = go) (Au(t), ui(t)) + </0 " g(s) A (s) ds, ut(t)> :
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Usando que Az é auto-adjunto e que 7, = —ns + Uy, temos
1d
0 = 5 I + (1 = go) {Abu(t), Adun(t))
+o0
([ st dsabii(s) + abi(s))
0
_1d 2 ld, 2 e it 3ot
= 5w + (=3 AR + [ o) (40'(s). Abi()) ds
+o0 1, 1,
[ gls) (b (s), Abii(s) ) ds
0
1d 1d, . 1d [+ ,
=_— ONZ + (1= a)=—lAzu(DI? + == Aspt 2
5 g 1O+ (1= go) 5 — IAZu(®) " + 5 i g(s)|A2n'(s)||* ds
b3 [ st era
2/, g(s 75 n(s s,

pois °(0) = 0 e € M 5. Observe que, integrando por partes o dltimo termo da igualdade

acima, temos

“+o0o
/O g(s%nA%ﬂ(s)u? ds= Tim_g(r)[| A2 (7)]]* = g(0)l|Az7' (0)|]
+oo
- [ gk )P
0
o0 )
—— [ gt P
0
Combinando as duas dltimas igualdades vemos que

CLme) =L o Aint(s)||2d 2.31
7 \ gl @) —5/0 g'(s)||AZn'(s)||* ds. (2.31)

Portanto, usando (2.29) e (2.31), obtemos (2.30). Em particular, de (2.9), concluimos ainda que
E'(t) < 0 paratodo t € RT. O

Lema 2.4. Sob as hipoteses do Teorema 2.2, entdo o funcional

h) == (. [ snoas)

satisfaz, para cada € > 0 e para todo t € RT,
1
I'i(t) < = (90 — ) lue(®)|1* + ell Azu(®)])*

400 1 9 +o0o ) , (232)
+ C. (/0 g(3>||A5nt(s)H ds —/0 g/(S)HAi’r]t(S)H dS) ’

onde C. > 0 é uma constante dependente de .
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Demonstracdo. Tomando o produto interno de (2.12) por f0+oo g(s)n'(s) ds em H, obtemos
“+oo +o0o
0= <utt(t),/ g(s)n'(s) ds> + (1 — go) <Au(t),/ g(s)n'(s) d$>
0 0

+ </O+OO g9(s)An'(s) ds, /Om g(s)n'(s) ds> .

Usando que Az é auto-adjunto, temos

0=(ueto) | g (s) ds) + (1) (4100, | () Ak (s) is)
+ < /O " () Akt (s) ds, /0 " () Ak (s) ds> |

Por outro lado, usando a hipétese (2.8) e o fato que 27 (s) = —2n'(s) + u,(t), obtemos

(aato [ tom6ras) = 5 (unttn [ atstras) = (o) [ ot St ) ds )
=10~ (o, [ syt ds)

(o), [ olo) ot s)ds)

=140 = sl + (), [ o) 501 ).

Usando integracdo por partes na integral imprdpria, temos

(2.33)

s——400

+00 400
| o e ds = tim g = a0)0) = [ g (s)ds

= lim_ g(s)n'(s) - / " g (s (s) ds.

$——+00

Agora, como g(-)n'(-) € LY(RT), temos que lim g(s)n'(s) = 0. Logo

s§——+00

Assim,

(aato) [ w61 ds ) = =110 = aoll)1? = (o) [ o)) @3

Substituindo (2.34) em (2.33), temos

1400) = = ol + (1 - g0) (4%0t0). [ a4 () ds )
= (ute), [ @as)+ ([ aati s [ gt ds). @3
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No que segue, vamos estimar separadamente os trés tltimos termos de (2.35).
(i) Usando as proposi¢des 1.32, 1.33 e 1.34 temos

(Abuto), [ o455 ds) < bt | " g5 At (s) ds

1
4e

1 too 1
<elabu®P+ o ([ aeabio) )

= e[| Azu(t)|?

v (f ) ) Abn )] ds)2

2

“+oo
< el Abu(t))? + / g(s) Ao (s) ds
0

2

4e
1 2, 90 +oo Ly 2
<ellAzu(®)]” + 2 /0 g(s)[[A2n"(s)||" ds

1 2, 90 oo 14 2
< el Azu(®)]” + = ; g(s)|Azn"(s)||” ds.

(i1)) Usando novamente as Proposicdes 1.32, 1.33 e 1.34, juntamente com a hipétese (H1) para estimar

Int(s)||? por %HA%nt(s) |2, e o fato de que g é nio crescente, temos

(o, [ e s) < hutol] | [ ot o) ds

2

+oo
<elu@P+ o | [ e

+00 2
<ellu@P+ 4 ([ oo els)

+0o0 1 1 2
— @+ ([ SO e as)

400 1
<l = 22 [ gl At o) P s

(iii)) Além disso, note que

</0+°O g(s)Azni(s) ds’/0+°° g(s)Azqt(s) ds> _ ’

2

[ stnatto is) |
/ T ) o) AR 9)] ds)
/ +°°g<s>uA%nt<s>||2ols) |

IN

Q

S
7 N\
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Assim, substituindo estas trés ultimas estimativas em (2.35), chegamos a

1 +o0 1
12(0) < = (- )P + labalP + o0 (1+2) [ glabat ol ds

—+00 1
—“mA J(5) | ASn'(s) 2 ds.

ac

Portanto L
I'1(t) < = (go — o)[lue(t)|]* + el Azu(t) ||

+o0 1 o0 1
co ([T aatieRa - [ gelaberas).
_9(0) 1 : )
onde denotamos C. = e +go |1+ Z > 0 o que conclui a prova de (2.32) como queriamos. [

Lema 2.5. Sob as hipoteses do Teorema 2.2, o funcional

L(t) = (w(t), u(t))

satisfaz, para cada ¢ > 0 e para todo t € R*,
! 2 3 o A [ Lot o2
I'5(t) < Jlue(O)]° = (1 — g0 — &) [ Azu(®)[]” + C&/ g(s)[|Azn ()] ds, (2.36)
0

onde C. > 0 é uma constante dependente de <.

Demonstrac¢do. Tomando produto interno de (2.12) por u(t) em H, obtemos
+oo
(uae) o) + 1 = go) (Aue) ) + [ o(6)40'(5) ds,utt) ) =
0
Usando que Az é auto-adjunto e notando que

(uee (1), u(t)) = % (ue(t), u(t)) — (uelt), we(t))
= I'5(t) = Jus (1),
obtemos ainda

—+00

lﬂﬂﬂM@W—ﬂ—mWMMW—<A M$@WQMA%@> 2.37)

Agora, vamos estimar o ultimo termo de (2.37). Com efeito, usando as proposicoes 1.32, 1.33
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e 1.34, segue que

([T st as At < kol || [ a6 o

2

1 1 Foo 1
<ellAzu(t)||* + P ’ / g(s)Azn'(s)ds
0

2

+o0
<elatu+ o ([ Aty )

+oo
1 g 1
<elAzu(®)]® + f/o lg(s)Il Az (s)]|* ds

+o00
1 g 1
— ekl + G [ lgtslab )] ds,
0
com C‘e = % > (). Assim, substituindo esta dltima estimativa em (2.37), concluimos

T'5(t) < [u(®)]* = (1 = go — &) | A2u(t)]|” + 55/0 " gty (s) 2

0 que prova a estimativa (2.36). 0

Lema 2.6. Sob as hipoteses do Teorema 2.2, existem constantes oy, a1, > 0 tais que o

funcional
L(t) = L(t) + %]z(t) +apB(t)

satisfaz, para todo t € RT,

“+oo
I's(t) < —aq E(t) + Oég/ g(s)||Azn'(s)||* ds. (2.38)
0

Demonstragdo. Multiplicando (2.36) por %0 e somando com (2.32), temos
I'y(t) + %01'2(75) < — (g0 — &)lus (V)2 + 2| AZu(t) |
coc ([T awlatioRa- [ dolabiolRs)
=2 (a0l - 0= o= AR+ [ aolab o) as)
Usando (2.30) segue que

I'y(t) + L1y (t) + 2C.E'(t) <

: (=90 = 22w ()2 = (90(1 = g0 — 2) = 22) | A3u(t) )

~ +oo
H(er e [ awlatn )P ds
0

1

N | =

1 +OO 1
@I + 420 + [ g<s>||Aznt<s>||2ds>)

IN
S
/T\

DO |
7N

~ al

+o0
sl §erG) [ alatie)Pas
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1—
em que a; = min{go — 2¢,go(1 — go — €) — 2e} > 0, com a escolha de ¢ = M > 0.
2(2 + go)
Observe que
1 2 L 2 e 1t 2 +
E(t) < 5 | @)+ 1Azu(®)]" + g(s)[[Azn'(s)|["ds | ViEeR".
0
. 9o ~ an
Assim, tomando og = 2C, > 0e ay = C. + ?CE + 5 > 0, segue que
+o0 )
Iat) < —anB®) +as [ gl A () ds.
0
como desejado. 0

Lema 2.7. Sob as hipoteses do Teorema 2.2, existe My > 0 tal que o funcional definido por
Ii(t) = ME(t) + I5(t)
satisfaz, para todo t € R,
MoE(t) < 14(1) < 3MoE(2) (2.39)
+o0 L
I(t) < —ag E(t) + 042/ g(s)|| Azn'(s)||* ds, (2.40)
0

onde as constantes o e oy sdo as mesmas dadas no Lema 2.6 e M = 2My > 0.

Demonstracdo. De (2.8) e (2.29) temos

— 1 too 1
£ = U5 (Ll + k@l + [ aolaboRa). e

Usando (2.7), (2.41) e das defini¢des de [ e 15, existem constantes positivas d; e d, tais que
|L(t) < dE(t) e |I(t)] < dyE(t).

De fato, usando as proposicdes 1.32, 1.33 e 1.34 e da defini¢cdo de [, temos

I1(0)] < )] H [ atomtoras

2

< gl + 5| [ st s as

2a

<a (3 (lutolP+ [ aolabf @17 as))

< d,E(t),

1 2 . 90 e 1y 2
< Sllw®IF+ o i g(s)[[Azn"(s)||” ds
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com d; = max {1, @} > (. Usando as proposi¢oes 1.32, 1.33, a definicdo de I, e a hipdtese
a
(H1), temos

[ L(E)] < Jlue()[If]®)]]

1 1
< N (O] + = |u(t)]|?
@ + S u()]

1 1 1
< Shw@I? + o 42

IN

2
<0 (5 (Il + 1420+ [ aolabrt@lras) ),

+oo
5 (Il + e+ [ golaby o as)

1
em que C' = 1+ — > 0. Dai, segue que
a

|L(1)] < da E(),

onde dy = 1 > (). Assim, da Desigualdade Triangular, obtemos que

— 9o
[I3(0)] < [Li(8)] + %Uz(t)\ + aoE(1)
< (i + Dy + a) E(t)
— MyE().

Pela definicao de valor absoluto temos
—MoE(t) < I3(t) < MoE(t).
Somando M E/(t) na desigualdade acima (com M > 0 qualquer), obtemos
(M — My)E(t) < ME(t) + I < (M 4 My)E(t).
Em particular, para M = 2M, > 0 temos que
MoE(t) < I(t) < 3MoE(t),

o que prova (2.39). Além disso, como E'(t) < 0e I'y(t) = ME'(t) + I's(t) < I's(t), segue

que

+oo
I'y(t) < —aqE(t) + Oég/ g(s)||A%77t(s)||2 ds VteRT,
0
provando a estimativa (2.40) como desejado. [

No préximo resultado, vamos estimar o termo &(¢) 1 (t) + S1E'(t).
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Lema 2.8. Sob as hipoteses do Teorema 2.2, existem constantes positivas [, e B tais que, para
todot € RT,

EOT4(E) + BB (1) < —ané(B)E(H) + Bt (D) / (s ds. (2.42)

Demonstracdo. Usando (2.9) e o fato de que & € ndo crescente, temos

t

¢ 1 ¢ 1 1
o) [ gt )P ds < [ gt Gl ds < - [ gl as

0 0 0

Assim, usando (2.30) e o fato de que g € ndo crescente, obtemos
t 1
() / g(s)|Abn'(s)|2ds < —2B/(t), VteRY. (2.43)
0

Por outro lado, de (2.41) e o fato que de £ é ndo crescente, segue que
2 2

Eit) <
— 9o ()_1—90

| Azu(@®)]* < 1 E(0), VteR".

Assim, para todo s > t,

4% ()] < 2 AFu()]f* + 2] A2u(t - 5)]
< 20 A3u(r) [P+ 2sup | A% u(r) |

4
< E(0) + 2sup ||Azuo(7)||%, Vit s € R
I —go >0

Da desigualdade anterior e de (2.27) temos, para todo t € R*, que

5(t)/t Oog(s)HA%Ut(S))HQdsS (1 -

—, PO+ 2m3) §(t) /t g(s)ds. (244

Multiplicando (2.40) por £(t), obtemos

+oo 1
E)1'4(t) < —an(t)E(t) + ozzf(t)/o g(s)[1Azn" (s)[|* ds.

Agora, observe que por (2.43) e (2.44), podemos estimar o ultimo termo do lado direito da

desigualdade acima por

st (1) / " ()| Ak () |2 ds = ané (8) [ / g(s)[[Adn (s)] ds + / wg(s)HA%nt(s)qus]

4
S—QaE’t—l—a(
2E(1) ? 1 =90

B0+ 2 )6t [ gts)ds
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Logo,
E)I4(t) + BLE'(t) < —ar&(t) E(t) + B2£(1) /t g9(s)ds,

onde tomamos 31 = 2a, > 0e B3 = an (ﬁE(O) + 2m%> > (. Isto conclui a prova de

(2.42). U

Lema 2.9. Sejam

F(t) = @) 1u(t) + SLE(t) e h(t) =&(1) /:009(8) ds.

Sob as hipdteses do Teorema 2.2, existe vy € |0, 1], tal que
T T t
F(T) < e %o £()ds (F(O) + Ba / e Jo €() dspy () dt> : (2.45)
0

para todos oy € 10,70] e T > 0.

Demonstragdo. Usando (2.39) e o fato de que ¢ : [0, +00] — [0, +00[ € ndo crescente, obte-

mos
BUE(t) < F(t) < (3E(O)My + BE() < (3(0)My+ B)E(t) ViERY. (246
Como F'(t) = &' (t)14(t) + &(t)I'4(t) + S1E'(t), usando (2.39) e (2.42) segue que

F'(t) < () 1u(t) — and(t) E(t) + Bah(t)
< —ai§(t)E(t) + Bah(t).

Agora, de (2.46), observe que

1 .
_E(t)g_(?)é(O)Mo—i—ﬁl)F(t)’ VteR".

Disto e do fato que £ € ndo crescente, chegamos a

F/(t) < _70§(t)F(t) + ﬁZh(t)v Vite R+7 (247)

aq
3§(0) Mo + B4
v € ]0,1]. Assim, a desigualdade (2.47) vale para todo dy € ]0, ], ou seja,

onde vy = . Observe que 3, = 2C. + goC. + ay > a; e, consequentemente,

F'(t) < =60l (t)F(t) + Boh(t), ViteRT. (2.48)
Segue de (2.48) que

50§(t)€60 Jo &(s) dsF(t) + R Js€(s) dsF,(t) < 52660 Ji€(s) dsh(t),
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isto €,
‘ /
<€50 Jo €(s) dsF(t)) < ﬁ2€60 fg £(s) dsh(t)

Integrando ambos os membros da tltima desigualdade de 0 até T', com 7' > 0, temos
T T t
e I € ds p () _ (o) < / BoeB0 S € sy (1) gt
0
de onde vem que

T T t
F(T) < e~%Jo &()ds (F(O) + ﬁ2/ e Jo €6) ds py (1) dt) .
0

Isto conclui a prova de (2.45) como queriamos. [

Finalmente, de posse das estimativas fornecidas pelos lemas anteriores, esta-

mos aptos a concluir a prova do Teorema 2.2.

Conclusdo da prova do Teorema 2.2. Por (2.46), vem que

1
E(T)< —F(T), VTeR".
I
Além disso, de (2.45), obtemos
1 -6 fTﬁ(s)ds T o [Le(s)ds
E(T) < 5—6 0 Jo F(0) + o e’ Jo h(t)dt ), (2.49)
1 0

para todo ¢t € R™. Agora, vemos que

+oo
00 I3 €61 sy ) 5i <€6of5£<s>ds)’/ g(s)ds, VteR*.
t

0

Integrando por partes a igualdade acima, lembrando 1ir+n g(s) = 0 e notando que
S—+00

obtemos

T T —+o00
[etema- [y [
0 %0 Jo ¢
1 400 +o0 T
=5 <e(50 Jy € ds/ g(s)ds —/ g(s)ds +/ %0 Jo §(3) s g (t) dt> .
0 T 0

0
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Usando (2.8), isto é, que go € |0, 1| e combinado a igualdade acima com (2.49), segue que

e e ALY
Bo sy [T e(s)ds T [Le(s) ds
L / 0 3 €045 g ) . (2.50)
0

Por outro lado, da hipétese (2.9) segue que (efo €4 ¢(£))” < 0. Logo,

/ e s g 1)t = / S0 g 0) g 1))
smmwﬁ<mm1%ﬁ @.51)

Combinando (2.50) e (2.51), relembrando a identidade (2.29) e escrevendo ¢ no lugar de T’
concluimos

25(0) = [0l < = (PO h o 2 [y as)

9o
262 8o . —080 f(f &(s)ds ! 1—do
g [ (ato=as

=§(ﬂm %uwt[MmeQKMMWS

9
+ ,61_560 9(8) ds,

ou seja,

\W@M%sa(}+1ﬂﬁ@féwm>e%% s [ gt ds

onde denotamos §; = % max{ F(0), 5;, g; (9(0))%} > 0. Portanto, fica provado o decaimento

(2.28). Isto completa a demonstracdo do Teorema 2.2. [



48

3 TIPOS DE DECAIMENTO

Neste capitulo apresentaremos alguns tipos de decaimento dado pela férmula

(2.28). Inicialmente, note que se existir o € |0, 1], tal que

+o0o
| ot ds < v a1
0

entdo podemos obter &y € ]0,71], onde v; = min{eg, Yo}, tal que

+0o0
/0 (g(s)' ™% ds < +oo.

Assim, o decaimento (2.28) pode ser reescrito em uma forma mais simplificada como segue

+oo

Ol < 6 (B [ g(s)ds) (32)
t

para algum 6 > 0.
Nas secdes seguintes apresentaremos alguns tipos mais comuns de taxas de

decaimento geradas pelas estimativas (2.28) ou (3.2).

3.1 DECAIMENTO EXPONENCIAL

Consideremos o caso em que g possui decaimento exponencial, por exemplo,
quando g(t) = e *, onde k > 1. Neste caso, assumimos que £(t) = k. Assim, as condicdes
(2.8), (2.9) e (3.1) sdo satisfeitas e temos

/Otg(s) ds = kt

+oo 1
/ g(s)ds = — < +o0.
0 k

Logo,
2 ookt | L g
A < 8 (e + e
<ce ', VteR',

onde c; € ¢, S0 constantes positivas.
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3.2 DECAIMENTO POLINOMIAL

Vamos considerar o caso em que a funcao g possui um decaimento polinomial,

d
por exemplo, quando g(t) = m, com g > 1 ed > 0 suficientemente pequeno de tal forma
que sdo satisfeitas as condi¢des (2.8), (2.9) e (3.1). Neste caso, consideramos &(t) = q(1+1)".

Sendo assim,

/0 &(s)ds = qIn(1+1)

+00 d
g(s)ds = —— < +o0.
| o=

Logo, de (3.2) segue que

d(1+t)te
L e

qg—1
d(1+ )¢
éél((1+t)—5OQ+—(+> )
qg—1
C1
< ———  VteR"
T (14 t)e’ R

onde ¢ e ¢y s30 constantes positivas.

3.3 DECAIMENTO LOGARITMICO

Consideremos agora um caso onde a condi¢do (3.1) ndo € satisfeita, por exem-

plo, quando ¢(t) = ) (12 2o com ¢ > 1 e a > 0 suficientemente pequeno de modo
In(2+1
a satisfazer (2.8) e (2.9). Neste caso, assumimos que £(t) = (2q——:t)nl(n (;_+)t) . Logo,

/ "(s)ds = (2 + 1) — In2 + g(In(In(2 + 1)) — In(In2))

/0+Oog<s> ds = ——(In(2 + 1)),

qg—1
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Neste exemplo, utilizaremos o decaimento (2.28) com dy € |0, 7] suficientemente pequeno tal

que (1 — dp)g > 1. Assim, temos que

, t al—0 9290 (m 2)(150
||u(t)||7{ < 0 (1 + /0 (2 i S)l—éo(hl(g + 5))(1—50)11 ds) ((2 + t)50(1n(2 + t))qéo)

“Hamz+oyﬂ

+

CL(51 1—q
(2 +1)

_|_

1 1
<
=¢ <(1n(2 +t))a-1 + (In(2 + t))q50) ’
onde ¢ é uma constante positiva. Dai,

C

RO < T

Tal estimativa coincide com o decaimento primeiramente obtido no artigo [7], cujas hipéteses e

exemplos de decaimento podem vistos em [7, Secdo 2].

Observacao. Seguindo as notacgdes introduzidas por [7, 8] foi assumido neste trabalho que vale
a condicdo (2.8). No entanto, os mesmos resultados sdo validos usando apenas que a integral
em (2.8) seja finita.
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4 APLICACOES

Neste capitulo, apresentaremos algumas aplicagdes do problema abstrato (2.1),
como em [7] e [8], em casos concretos de equagdes diferenciais parciais provenientes da fisica-
matematica. Em outras palavras, os mesmos resultados de existéncia e comportamento assinto-

tico sdo vélidos para os casos concretos abaixo mencionados.

4.1 MODELO DE ONDAS

Os resultados fornecidos pelos teoremas 2.1 e 2.2 mantém-se para o seguinte

problema de valor inicial e de fronteira associado a equacdo da onda viscoeldstica

+oo
ug(x,t) — Au(z, t) + / g(s)Au(z,t —s)ds=0 em QxR",
0

u(x,t) =0 sobre 00 x R,
u(x, _t) = U()(I,t)7 Ut<l’,0) = ul(x)7 (.T,t) SROBS R+7

onde €2 é um dominio limitado de R™ com fronteira suave. Neste caso, temos que A = —A,
H = LX), D(A2) = H}(Q) e D(A) = H2(Q) N H(Q). Usando o produto interno e
norma candnicos em L?((2), definidos (1.2), pode-se mostrar facilmente que o operador A é
auto-adjunto, positivo definido e a hipétese (H1) € satisfeita. De fato, usando a proposicao 1.31,
temos para todos u,v € H*(Q2) N Hy () que

(Au,v) = (—Au,v) /Auvdx—/Vqudx—/ @UdQ
d

q OV
=0

—/uAvda:+/ ua—dQ (u, —Av) = (u, Av).
Q ov
=0

Portanto, A = —A € auto-adjunto. Além disso, o operador A = —A € positivo definido, pois
(Au, u) /Auudx = / |Vul? do = ||Vul[3. > 0.
Por fim, pelas proposi¢des 1.30 e 1.35, temos
lullze < CplIVulliz = CyllAZulln, w e H(Q),

onde C), > 0 € a constante de Poincaré. Assim, a hipétese (H1) é satisfeita como queriamos.
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4.2 MODELO EM ELASTICIDADE LINEAR

Os teoremas 2.1 e 2.2 também sdo aplicdveis no seguinte problema de valor

inicial e de fronteira

"0 ou +oo 0 ou(t — s) .
utt—za—%(a]ka—:L.k)—f—/ov g(S)Za—x](a]ka—xk) ds =0 em ) x R s

7,k=1 7,k=1
u(z,t) =0 sobre 00 x RT,
U(ZIZ’, _t) ZUO(x7t)a Ut(iU,O):Ul(iU), (l'at) EQXR+a

onde €2 ¢ um dominio limitado de R" com fronteira suave e os coeficientes aj, € C'(1Q),

J,k=1,...,n,satisfazem as condi¢des cldssicas de simetria
ajp(x) = agj(x), YVik=1,...,n Vxe,

e coercividade, ou seja, existe a > 0 tal que

n

jk=1 j=1
Neste caso, definimos H = L?(Q) e A: D(A) C H — H como

"0 ou
Au==3_ o, <ajk(x)a_xk) :

J,k=1

paratodou € D(A) = H2(Q)NHE (). Aqui, também tem-se que D(Az) = HL(€2), de acordo
com [7]. Resta verificar que o operador A € auto-adjunto, positivo definido e satisfaz a hipétese
(H1). Com efeito, sejam u,v € H*(Q) N H (). Usando o Teorema de Integragdo por Partes,



obtemos

n al’J jk 8Ik war

:EL/|VU| dx
Q

= a||Vul|7: > 0.

Por fim, a condigéo (H1) € verificada como no caso anterior, visto que H} (Q) < L?(Q).

53
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4.3 MODELO DE PLACAS (SISTEMA DO TIPO PETROVSKY)

Por fim, veremos uma aplicacio dos teoremas 2.1 e 2.2 no seguinte problema

de valor inicial e de fronteira associado a uma equacgdo da placa viscoeldstica

+oo
ug (z,t) + A%u(x,t) + / g(s)A*u(z,t —s)ds=0 em QxR",
0
du
ov
u(aja _t) - UQ($,t), ut(x70) = u1<1’), (x>t) € Q x R+>

u(z,t) = —(z,t) =0 sobre 90 x RT,

onde () é um dominio limitado de R" com fronteira suave e v € o vetor normal exterior a €.
Neste caso, definimos H = L?({2) e o operador A : D(A) C H — H como

Au = A*u = A(Au),

para todos u € D(A) = H4(Q) N H2(). Além disso, D(A2) = H2(Q). No que segue,
verifiquemos que A = A? ¢ auto-adjunto, positivo definido e que a hipétese (H1) € trivialmente
satisfeita em virtude das imersdes de Sobolev. De fato, sejam u,v € H*(2) N HZ(), usando
a férmula de Green (Proposi¢ao 1.31) quatro vezes e observando que os termos de fronteira se

anulam, segue que

(Au,v) = (A%u,v) = /

Q
:/AuAvdx:—/VuV(Av) dZL’:/U,AQUd:E
Q Q Q

= (u, A%) = (u, Av).

A2uvdx:/A(Au)vdx:—/V(Au)Vvdx
Q Q

Logo, o operador A = A? ¢ auto-adjunto. Mais ainda, usando novamente o Teorema de Green

duas vezes, obtém-se

(Au,u) = (A%u,u) = /

A*uudr = / |Aul? dz = ||Aul|7: >0,
Q 0

isto é, o operador A = A? € positivo definido. Finalmente, notando que H2(Q) — HZ(Q) N
H(Q) < L*(Q) (ver também proposi¢des 1.30 e 1.35), entdo para todo u € HZ () conclui-

mos

2 < C|Aullre
= Cllull 2y
< Cllul| g2
= C||A2ul
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para alguma constante C' > 0. Assim, o operador A = A? satisfaz a hipétese (H1) como

queriamos.
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CONCLUSAO

Neste trabalho, baseados no artigo de Guesmia e Messaoudi [8], estudamos
a boa colocagdo e o comportamento assinttico para um sistema viscoeldstico abstrato com
histéria ndo nula. Mostramos a existéncia e unicidade de solu¢do via método de semigrupos
lineares. O comportamento assintotico foi estabelecido utilizando método de energia pertur-
bada. No Capitulo 2, Secdo 2.4, ficou mostrado que a taxa de decaimento de solu¢do depende
do comportamento do nucleo da memdria g. No Capitulo 3 detectamos que, para uma certa
classe de ntcleos g e certos dados iniciais, a energia decai com taxa semelhante ao decaimento
de g. No entanto, isto ndo ocorre de uma forma geral como pode ser visto na Secao 3.3, ou seja,
o decaimento de energia neste caso pode ndo ter taxa semelhante ao nicleo da memoria. Além
disso, conforme vimos no Capitulo 4, os mesmos resultados de existéncia e comportamento
assintético obtidos para o problema abstrato abordado neste trabalho podem ser aplicados em

problemas de Equacdes Diferenciais Parciais concretas provenientes da fisica-matematica.
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