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PARIZOTO, Gabriel Henrique Silveira. Resolucao de EDPs Elipticas por meio do Método
dos Volumes Finitos em malhas nao estruturadas triangulares. 2023. 162. Dissertacio
(Mestrado em Matemadtica Aplicada e Computacional) — Universidade Estadual de Londrina,
Londrina, 2023.

RESUMO

O presente trabalho apresenta o desenvolvimento de um cédigo computacional capaz de resol-
ver, numericamente, Equacdes Diferenciais Parciais Elipticas (EDPEs) por meio do Método
dos Volumes Finitos (MVF), formulado em dominios discretizados por malhas ndo estruturadas
triangulares e com coeficientes de difusdo dependentes da posi¢do, cuja ordem de convergéncia
tedrica é O(h?). Também expde um estudo computacional da sensibilidade da ordem de conver-
géncia deste esquema em relagdo a qualidade dos elementos utilizados na tecelagem da malha,
uma andlise de custo computacional envolvido na solucao destes problemas, uma investigacao a
respeito da influéncia do coeficiente de difusdao na ordem de convergéncia e aplicacdes praticas
desta metodologia na resolu¢do de problemas modelos. De modo a atestar a qualidade da meto-
dologia numérica apresentada, um processo de verificacdo do codigo € realizado resolvendo-se
véarias EDPEs, construidas por meio do Método das Solucdes Fabricadas (MSF), e comparando
os resultados obtidos com suas respectivas solugdes exatas. Tais problemas sdo discretizados
por malhas de diferentes niveis de qualidade e refinamento, geradas de dois modos distintos:
metodologia propria e uso de um gerador de cddigo-fonte aberto, sendo entdo solucionados pelo
codigo desenvolvido. Os resultados das simulagdes sdo avaliados e os erros entre as diversas
solugdes numéricas e suas respectivas solugdes analiticas sdo comparados, de forma a se ob-
ter a ordem de convergéncia de cada uma das simulagdes. Os célculos evidenciam uma forte
correlagdo entre a ordem de convergéncia do esquema proposto e os formatos dos volumes que
compdem as malhas utilizadas, de modo que tridngulos mais afastados do formato equildtero
culminam por introduzir maiores erros nas solugdes. Ainda, o aparecimento de volumes dis-
torcidos nas malhas resulta numa maior exigéncia de recurso computacional para a execugao
do algoritmo. Apesar deste inconveniente, as solucdes numéricas obtidas ndo destoam consi-
deravelmente de suas respectivas solugdes analiticas, mesmo nos casos em que malhas mais
distorcidas sdo utilizadas, refor¢cando a hipdtese de que o método proposto e o codigo fornece
bons resultados. O custo computacional das solu¢des se mostrou inversamente proporcional a
quantidade de iteragdes maximas permitidas para a execucdo do método de Gauss-Seidel, sendo
este ganho de desempenho limitado, mas significativo. Finalmente, as aplicacdes préticas apre-
sentadas demonstram o potencial do c6digo desenvolvido de resolver problemas reais, que pode
ser util a diversas dreas do conhecimento.

Palavras-chave: Métodos Numéricos, Malhas Bidimensionais Distorcidas, Ordem de Conver-
géncia, Reconstrucao Diamante por Green-Gauss.



PARIZOTO, Gabriel Henrique Silveira. Solution of elliptic PDEs by means of the Finite
Volume Method on unstructured triangular meshes. 2023. 162. Dissertacdo (Mestrado em
Matematica Aplicada e Computacional) — Universidade Estadual de Londrina, Londrina, 2023.

ABSTRACT

This work presents the development of a computational code capable to solve, numerically, El-
liptic Differential Partial Equations (EPDEs) by means of the Finite Volume Method (FVM),
formulated on domains discretized by triangular unstructured meshes and presenting position
dependent diffusion coefficient, which the theoretical order of accuracy is O(h?). The present
work also exposes a computational study of the sensibility showed by the order of accuracy due
to the quality of the elements utilized on the grid fabrication, an analysis of the computational
cost required by the solution of these problems, a investigation in respect of the influence of the
diffusion coefficient over the order of accuracy and, by the last, practical applications of this
methodology on the solution of model problems. In order to atest the quality of the presented
numerical methodology, we perform a process to verify the code by solving several EPDE:s,
made by means of the Method of Manufactured Solutions (MMS), and comparing the obtained
results with those obtained analitically. Those problems are discretized using meshes of several
quality levels and refinement, generated by two different process: the first is a own methodo-
logy, the second is using an open-source code, and then solved by the developed code. The
results are evaluated and the errors between the numerical solutions and its respectivities analy-
tical solutions are compared, in a way to obtain the order of accuracy of each simulation. The
calculations showed a strong evidence that exists a correlation between the order of accuracy
of the proposed scheme and the format of the control volumes that compose the meshes that
were utilized, in a sense that triangles with the format away from its equilateral form tends to
introduce bigger erros on the solutions. Moreover, those distorted volumes implies in a adittion
of the computational cost required by the algorithm. Despite this inconvenient, the numerical
solutions that were obtained did not deviate considerably from its analytical benchmarks, even
in cases were highly distorted meshes were used, reinforcing the hyphotesis that the propo-
sed method is pretty capable to output goods results. The computational cost of the solutions
showed to be inversely proportional to the maximum number of itetations allowed to the Gauss-
Seidel algorithm, with this gain being limited, but significant. Finally, the practical scenarios
presented demonstrate the potential of the code to solve real problems, that could be useful to
many areas of science and technology.

Keywords: Numerical Methods, Bidimensional Distorted Meshes, Order of Accuracy, Green-
Gauss Diamond Reconstruction.
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1 INTRODUCAO

Equacdes diferenciais nasceram com o Cdlculo de Isaac Newton (1642 —
1727) e Gottfried W. Leibniz (1646 — 1716). Sdo objetos matematicos que estabelecem uma
identidade entre varidveis independentes, uma varidvel dependente e suas derivadas parciais
em relacdo as varidveis independentes. Tais objetos sao uma das mais poderosas ferramentas
matematicas para a modelagem de fendmenos complexos [10, 14, 18].

O conjunto das equacdes diferenciais € muito amplo. H4 um subconjunto es-
pecial destes objetos que € formado pelas Equacdes Diferenciais Parciais Elipticas (EDPEs),
que aparecem com frequéncia na modelagem de fendmenos independentes do tempo, ou es-
taciondrios. Estes fendmenos indicam que alguma condicdo de equilibrio dentro do sistema
fisico em questdo fora atingida, ndo implicando na auséncia de algum fendmeno de transporte,
bastando apenas que o fluxo, se existir, seja invariante no tempo. Na Fisica, tais eventos ocor-
rem, usualmente, como resultado final de fendmenos dependentes do tempo. Sao exemplos de
problemas elipticos: a distribui¢do de calor em uma superficie em regime permanente, a distri-
bui¢ao do potencial eletrostatico criada por um objeto carregado eletricamente e a distribui¢ao
de tensdes em uma placa submetida a um carregamento estatico [34, 58, 87].

Um revés intrinseco ao estudo das equagdes diferenciais parciais reside no
fato de que é extremamente dificil obter solucdes exatas para tais equacdes. Apenas equacoes
mais simplificadas, com condicdes de contorno e geometrias triviais, sdo possiveis de ser so-
lucionadas analiticamente. Contudo, equacdes simples sdo de pouco proveito pritico, uma vez
que ndo incorporam diversas propriedades relevantes a modelagem de problemas reais da Fi-
sica, Quimica e Engenharia. O 6nus de se adicionar detalhes na modelagem de um fenémeno é
uma Equacao Diferencial Parcial (EDP) mais complexa, cuja solucdo analitica, se existir, pode
ser dificil ou até mesmo impossivel de ser obtida por técnicas conhecidas na literatura. Neste
contexto, as técnicas de solu¢do numérica de EDPs sdo de grande valia, pois proporcionam
resultados precisos e confidveis para problemas complexos da fronteira da ciéncia. Paralela-
mente, a ascencdo exponencial do poder de processamento dos circuitos digitais, reconhecida
na lei de Moore', proporcionou o avango do uso do computador como um laboratério digital,
onde problemas fisicos puderam ser simulados de forma rdpida e prética, com custos dezenas
de vezes menor que o de modelos em escala, ou até mesmo sendo a tnica forma de se obter
informacdes sobre um fendmeno, como por exemplo no caso da reentrada de um foguete na
atmosfera terrestre [16, 31, 51, 58, 60, 71].

O processo de solucdo numérica de uma EDP é denominado discretizacao,
e é estabelecido ao substituir o problema original, definido sobre um dominio continuo e go-

vernado pela EDP em questdo com suas condicdes iniciais e de contorno, por um sistema de

'"Em homenagem ao engenheiro Gordon Moore, que em 1965 conjecturou que o niimero de transistores em um
processador dobraria anualmente [60].
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equacgdes algébricas, definidas apenas em uma quantidade finita de pontos no dominio discre-
tizado, denominado malha. Dentre as técnicas numéricas utilizadas para esta tarefa, o Método
dos Volumes Finitos (MVF) se destaca por sua natureza conservativa, facil implementac¢do com-
putacional, adaptatividade a geometrias complexas e capacidade de resolver problemas multifi-
sicos, tornando-o a técnica mais popular nos estudos em Dinamica dos Fluidos Computacional
(DFC), mas abrangendo também outras dreas. A facilidade do MVF em lidar com geometrias
irregulares € oriunda da possibilidade de ser formulado em dominios discretizado por malhas
nao estruturadas, que sdo malhas onde o nimero de vizinhos que cada elemento possui ndo é
necessariamente constante, e ndo hd a possibilidade de mapear, com correspondéncia biunivoca,
as células desta malha com as entradas de uma matriz [16, 58, 61, 71, 87].

A adocao das malhas ndo estruturadas as formulagdes do MVF datam do ini-
cio dos anos 1990, com o aproveitamento de técnicas derivadas da andlise de elementos finitos.
Possuem como principal vantagem em relacao as malhas estruturadas a capacidade de represen-
tar, de forma acurada, dominios definidos por geometrias arbitrarias sem recorrer a refinamen-
tos excessivos, resultando em um bom custo beneficio entre precisdo e esforco computacional.
Contudo, o uso deste tipo de malha requer um tratamento matemético mais complexo que o das
malhas estruturadas usuais, especialmente na modelagem dos fluxos entre os elementos destas
malhas, uma vez que a variabilidade das formas destes elementos originam um efeito conhecido
por difusdo cruzada [26, 61, 60, 87].

Especificamente no caso dos problemas elipticos, hd uma grande atencdo no
tratamento da difusdo cruzada, uma vez que esta classe de fendmenos de transporte € caracte-
rizada por experimentar somente fluxos difusivos. Desta maneira, a busca por compreender e
formular novas abordagens para a discretizacdo destes fluxos entre elementos nao ortogonais €
objeto de estudo de diversos pesquisadores, sendo um tépico ativo de investigacdo. Cardiff e
DemirdZzi¢ [16] apontam que o tratamento dos fluxos difusivos € uma das principais fontes de
diferenciacdo entre as variantes do MVE. Dentre as principais metodologias citadas na biblio-
grafia estdo: as baseadas na reconstrucao do fluxo mediante ponderacdes de fluxos conhecidos
([46] e [64]), as constituidas por meio de decomposi¢cdo do vetor superficie ([28],[45] e [47]) e
as concebidas utilizando uma superficie gaussiana ao redor da face ([19], [23], [30] e [7]).

O presente trabalho apresenta o desenvolvimento de um cddigo computaci-
onal capaz de solucionar numericamente problemas elipticos definidos em dominios bidimen-
sionais com coeficiente de difusdo isotrépicos uniformes e nido uniformes, por meio de uma
formulagdo do MVF em malhas ndo estruturadas triangulares do tipo cell-centered, que assume
que a informagao € avaliada no centréide dos elementos. A discretizacdo dos termos difusivos
utilizada € baseada no teorema da divergéncia de Gauss, tal como as encontradas nos trabalhos
de Coudiere, Vila e Villedieu [20], Elmahi er al. [30], Benkhaldoun ez al. [11] e Asmouh et
al. [7]. Este tratamento € descrito por Benkhaldoun ez al. [11] como sendo uma abordagem de
segunda ordem se a malha utilizada possuir volumes de controle com formato triangular equi-

latero. Em busca de quantificar os efeitos da difusdo cruzada nos resultados fornecidos pelo
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codigo, este trabalho também expde uma andlise empirica da ordem de convergéncia da meto-
dologia de discretizacdo utilizada e um estudo da robustez desta metodologia ante ao grau de
distor¢do das células utilizadas na tecelagem da malha.

Dentre os principais motivos que endossam a elaboragdo deste trabalho, pode-
se destacar a importancia de um pesquisador ser capaz de construir um c6digo préprio, que
atenda as suas necessidades de maneira especifica e que permita desenvolver e implementar no-
vas funcionalidades conforme lhe aprouver. Ainda, esta € uma 6tima oportunidade de conhecer
profundamente as etapas executadas para a obtenc¢do dos resultados e poder propor aprimo-
ramentos as técnicas disponiveis na literatura, bem como acumular conhecimento para operar
com maior expertise os produtos ofertados no mercado de softwares. Por outro lado, apesar da
reconhecida importancia dos softwares tradicionais, por serem produtos de propdsito geral, nem
sempre contemplam tépicos especificos e ndo permitem aprimoramentos desenvolvidos fora da
equipe de desenvolvimento oficial, além de que os custos envolvidos sdo, frequentemente, proi-
bitivos dentro da realidade brasileira. Ademais, o fato de serem excessivamente fechados por
questdes de propriedade intelectual demonstra a real estatura do poder que o dominio destas téc-
nicas possui, envolvendo conflitos de interesses materiais, intelectuais, financeiros e militares.

Por isso, hd também uma questdo estratégica de nacionalizacido da detenc¢do desta tecnologia.

1.1 OBJETIVOS

1.1.1 Objetivo geral

Desenvolvimento de um cédigo computacional capaz de resolver, numerica-
mente, EDPEs definidas em dominios bidimensionais de geometrias arbitrarias € com coefi-
ciente de difusdo varidvel, por meio do Método dos Volumes Finitos formulado em dominios
discretizados por malhas nao estruturadas triangulares, bem como estender esta metodologia

para a resolucdo de sistemas de EDPEs acopladas.

1.1.2 Objetivos especificos

Os objetivos especificos executados para alcancar o objetivo geral foram:

* Empreender uma revisdo bibliografica acerca das Equagdes Diferenciais, da matematica

computacional aplicada a solu¢do numérica destes objetos e dreas afins;

* Desenvolvimento de uma discretizacio das EDPEs com coeficientes uniformes e ndo
uniformes, baseada no Método dos Volumes finitos para malhas ndo estruturadas e com

ordem de convergéncia teorica O(h?);

* Implementac¢ao numérica de condi¢des de contorno dos tipos: Dirichlet, Neumann e Ro-

bin;
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Construgdo do codigo computacional para a solu¢do numérica de problemas modelados
por EDPEs;

Verificagao dos resultados obtidos pelo software com relacdo a ordem de convergéncia
da metodologia utilizada e a sensibilidade desta ante a diferentes qualidades de malhas

utilizadas na discretizacao;

Extensao do cédigo computacional desenvolvido para o caso de uma EDPE para ser capaz

de resolver sistemas de EDPEs acopladas;

Verificagdo dos resultados obtidos e andlise de ordem de convergéncia e sensibilidade

para o caso de EDPEs acopladas.

1.2 ESTRUTURA DO TRABALHO

O presente trabalho estd divivido da seguinte forma:

O Capitulo 2 apresenta o referencial tedrico, com secdes designadas para a apresenta-
¢do do conceito de EDPs, modelagem matematica, e formulacdes do MVF para malhas
estruturadas e ndo estruturadas. Nesta parte do trabalho também sao apresentadas as abor-

dagens mais consolidadas encontradas na literatura para o tratamento do termo difusivo.

O Capitulo 3 trata da formulagdo do MVF utilizada para a implementacdo do cédigo
proposto pelo presente trabalho, sendo o desenvolvimento deste c6digo abordado durante

o Capitulo 4.

No Capitulo 5 expde-se os procedimentos pertinentes a verificagdo do codigo e as anélises
feitas. Ressalta-se a utilizacdo do Método das Solugdes Fabricadas para a obtengdo de

solugdes analiticas para este proposito.

Os problemas resolvidos com o auxilio do cddigo desenvolvido e seus respectivos resul-

tados s@o apresentados no Capitulo 6.

Os Capitulos 7 e 8 finalizam o trabalho exibindo, respectivamente, a conclusao e as su-

gestdes para futuros trabalhos.
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2 REFERENCIAL TEORICO

2.1 EQUACOES DIFERENCIAIS E MODELAGEM MATEMATICA

2.1.1 Equacoes diferenciais

Ao observar-se um fendmeno da natureza, € instintivo desejar compreendé-lo
em linguagem matemadtica, isto é, descrever as relacdes envolvidas em tal fendbmeno por meio
do emprego de ferramentas matemadticas. Frequentemente estes fendmenos envolvem taxas
de variacdes de grandezas fisicas, ou seja, quao rapido ou devagar uma grandeza muda em
relacdo a outra. Na Matemadtica, as derivadas sdo os objetos que naturalmente expressam taxas
de variacdes, sendo razodvel entdo supor que estejam envolvidas nesta tarefa, e que o nome
Equacao Diferencial remete de maneira inequivoca a este envolvimento.

O processo de descricdo de fendmenos naturais utilizando linguagem mate-
matica € denominado por modelagem. Em outras palavras, utiliza-se os objetos e técnicas
matematicas para criar um modelo! que, em maior ou menor grau, consegue captar os aspectos
mais fundamentais do fendmeno estudado. John von Neumann dizia que a matematica € uma
aproximacao relativamente boa da verdade, pois esta € demasiadamente complexa para permitir
qualquer coisa melhor do que uma aproximacdo. Em sua interpretacio, a propria matematica
¢ um modelo humano dos fendmenos do Universo. De fato, este € o significado real de qual-
quer modelo matemdtico: uma aproximacdo. Qualquer teoria, por mais requintada que seja,
nao passa de uma "simples" aproximacdo da realidade, e nunca conseguird capti-la em toda
sua esséncia. Estas discussdes sao inevitdveis ao tema discorrido no presente trabalho, pois
demonstram explicitamente o processo de modelagem e suas limitac¢des [10, 14, 18, 42].

As equagdes diferenciais surgiram com o Célculo de Newton e Leibniz, dado
os avangos nos estudos da Mecanica Cléassica. A Segunda Lei de Newton, que rege 0 movi-
mento dos corpos, foi enunciada com respeito a taxa de variacdo da velocidade de um corpo
em relacdo ao tempo, fazendo com que o problema de encontrar a trajetéria que este corpo
desenvolveria, se resumisse a um problema de encontrar uma fun¢do cuja derivada em relagc@o
ao tempo satisfizesse a equagao F = mi—f. Ou seja, a modelagem que Newton prop0s para
os fendmenos celestes originou uma equacdo diferencial. Contudo, ainda que as deducdes de
alguns modelos conhecidos, tal como a propria Segunda Lei de Newton sejam, de certa forma,
evidentes, a palavra final para a validacao das hipdteses € sempre dada pela natureza [10, 14].

Matematicamente, uma equacao diferencial em sua forma mais geral € uma
identidade que relaciona varidveis independentes, uma varidvel dependente e suas derivadas

parciais em relacao as varidveis independentes. No caso em que hd apenas uma varidvel inde-

'Um modelo é um conjunto de relagdes matemadticas que recebem argumentos como entrada e tentam simular as
relagdes reais do fendmeno in natura, fornecendo como saida, resultados aproximados dos obtidos via mensuragio
experimental [14, 18].
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pendente, a equacdo diferencial € dita ordindria, enquanto que se existem duas ou mais varidveis
independentes, a equagdo diferencial € dita parcial. Denomina-se como ordem da equacgdo di-
ferencial o grau da derivada de maior grau. Se todos os termos da equacgdo diferencial forem
lineares em relacao a varidvel dependente, ela € dita equacao diferencial linear; caso contrdrio,
¢ dita ndo linear [80].

A metodologia da modelagem de um problema fisico € descrita pelo seguinte
ciclo: modelagem do fendmeno, solu¢do do modelo, experimentacdo e andlise dos dados ex-
perimentais. Ao fim da dltima etapa, a experimentagdo fornecerd indicios da qualidade do
modelo proposto e do procedimento utilizado para a obtencao da solu¢do, bem como sugestdes
de aprimoramento para uma nova volta do ciclo. Este sistema pode ser interrompido por al-
guns fatores, dentre os principais: a dificuldade de resolver as novas equagdes ou a satisfacao
com os resultados obtidos. O primeiro fator remete a um problema fundamental do estudo das
equagdes diferenciais: nem toda equacgdo diferencial possui solucao. Inclusive, € de primordial
importancia saber se solugdes para uma determinada equacao diferencial existem, para que ndo
se despenda esforco desnecessario na busca do que ndo ha. O segundo, por sua vez, mostra
que um modelo pode ser considerado adequado quando responde bem as perguntas formula-
das com certa acurdcia’. Aqui leva-se em conta questdes filoséficas a respeito da andlise de
erros inerente ao processo de medir e também da limita¢do natural do processo de modelagem
[10, 14].

Fen6menos da mecénica dos fluidos e de transferéncia de calor sdo modelados
a partir da formulagdo das leis de conservagdo bdsicas, sdo elas: lei de conserva¢do da massa,
segunda lei de Newton para a conservacdo do momentum, a primeira lei da termodinamica e
a lei de Fick para difusdo. Tais leis podem ser expressas em formas diferenciais ou integrais.
Na primeira forma, as formulagdes sao construidas a partir da no¢dao de pequenos volumes de
controle, enquanto que as formulacdes integrais sdo baseadas em informacgdes sobre o compor-
tamento global do sistema. O resultado de uma formulagdo pode ser utilizado para a checagem
do resultado obtido pela outra [57].

Mazumder [61] apresenta a equacdo geral do transporte, dada pela Equa-

cdo (2.1), disposta a seguir:

@ﬂv - (ppu) = V- (I'Ve) + Sy (2.1)
—— Y Y ~

1
com p sendo a densidade do fluido transportado pelo campo de velocidades u, I' o coeficiente de

difusdo da propriedade ¢ no meio e os termos indicados por 1 a 4 significando, respectivamente:

2 Aproveitando o exemplo de Newton, apds alguns séculos fornecendo boas previsdes, eventualmente alguns
fendmenos gravitacionais ndo foram bem respondidos pelos cdlculos newtonianos. Soube-se entdo que, naquelas
circunstancias, a Lei da Gravitacdo Universal ndo apresentava bons resultados, e por esta razdo Albert Einstein tra-
balhou nas suas equagdes de campo para a Teoria da Relatividade Geral, uma teoria da gravidade e do movimento
muito mais refinada que sua antecessora [65].
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1. Taxa de incremento de ¢ durante um instante de tempo ¢, por unidade de volume (ou

termo transitorio);
2. Fluxo resultante de ¢ devido a adveccao, por unidade de volume (ou termo advectivo);

3. Taxa de incremento de ¢ dentro do volume de controle devido ao movimento molecular

aleatdrio, denominado como difusdo, por unidade de volume (ou termo difusivo);

4. Quantidade criada ou destruida de ¢ devido a fontes ou sorvedouros, por unidade de

volume (ou termo fonte).

A Equagdo (2.1) na forma apresentada acima € obtida realizando o balango do
fluxo das leis de conservagdo sobre um volume de controle infinitesimal. Diversos fenomenos
relacionados com o transporte de grandezas fisicas, seja por processos difusivos ou convecti-
vos, sdo derivados a partir desta formulacao geral. As equagdes de Navier-Stokes, a equacao da
energia, e outros fendmenos de transporte podem ser obtidas por meio de manipulagdes algébri-
cas da Equacgdo (2.1), empregando-se as constantes fisicas apropriadas. Finalmente, a depender
de quais termos eventualmente tornam-se nulos, a equacao apresenta caracteristicas distintas, e

a classificagdo destas € crucial para a escolha do método de solu¢do mais eficiente [58].

2.1.2 Classificacao de equacoes diferenciais parciais

Equacdes diferenciais parciais possuem infinitas formas, porém, ha uma classe
particular e interessante de EDPs que ocorrem com grande frequéncia na Fisica, que sdo as
EDPs de segunda ordem. Tais equa¢des permitem ser classificadas a partir de manipulacdes
algébricas de seus coeficientes e se dividem em trés tipos candnicos: hiperbdlicas, parabdli-
cas e elipticas. Observe a forma geral de uma equagdo diferencial de segunda ordem em duas

variaveis, x; € x,, dada por:

0% 0% ¢ 09 0 _
527 " Banoy tCap t Dp By, TFO=C. (2.2)

Fortuna [34] destaca o caso particular em que, se A, B,C, D, E, F' e GG forem constantes ou
fungdes de x,y, a Equagdo (2.2) € dita linear. Caso contrdrio, é dita ndo linear. A classifi-
cacdo entre os trés tipos candnicos € obtida realizando a seguinte andlise com 0s termos que

multiplicam os operadores de derivacao:

* Eliptica se B? — 4AC < 0.
e Parabdlica se B2 — 4AC = 0.

e Hiperbdlica se B?> — 4AC > 0.
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Em situa¢des em que os coeficientes A, B e C' ndo forem constantes, o com-
portamento da EDP pode ser distinto em diferentes regides do dominio em que foi definida.
Estas equacdes podem passar a apresentar comportamento misto entre os trés tipos. Para tais
casos e outros mais complexos, como no caso da equacdo possuir mais de duas varidveis inde-
pendentes, outros métodos matemadticos de classificagdo sdo recomendados, como a classifica-
¢do baseada nas curvas caracteristicas e a classificacio baseada nos autovalores® de uma matriz
associada a EDP [34, 87].

O sistema de classificacdo baseado nos coeficientes dos operadores diferenci-
ais € matematicamente rigoroso e ttil para a escolha de métodos analiticos de solu¢des, porém, é
pouco eficiente para direcionar a escolha de um método numérico. Como os problemas praticos
sdo, frequentemente, mais complexos que os problemas que possuem solucdes analiticas, torna-
se mais adequado observar quais das trés caracteristicas (eliptica, parabdlica ou hiperbdlica) se
manifestam nos termos das equacdes governantes, sendo comum que problemas complexos
sejam descritos por sistemas de equagdes diferenciais, e apresentem as trés caracteristicas si-
multaneamente, alterando em relacdo a cada varidvel. Esta observacao contribui para a escolha
do método numérico, e uma vez que tais caracteristicas requerem estratégias computacionais
diferenciadas, cada qual com uma demanda especifica de hardware*, um olhar amplo sobre o
problema proporciona uma melhor estratégia de solugao [58, 60, 80].

Nesta perspectiva mais aplicada, direcionada pela fisica do fendmeno, pode-
se adotar dois tipos de classificac@o para os problemas modelados por EDPs de segunda ordem:
problemas "de marcha">, também chamados de problemas transitérios ou problemas em regime
ndo permanente, que contempla as EDPs parabdlicas e hiperbdlicas, e problemas estaciondrios,
modelados por EDPs elipticas. Este tipo de classificacdo permite uma visualizacao mais propi-
cia de como o método numérico escolhido deve trabalhar, uma vez que os termos diferenciais
da EDP expdem a forma com que a informacao serd transmitida e, portanto, como tratar as
icégnitas numericamente [87].

Patankar [71] aponta implicacdes computacionais proporcionadas por este
modo de classificar os problemas. Algoritmos para problemas de marcha podem economizar es-
forco computacional ao guardarem na memoria apenas os resultados do instante imediatamente

anterior a iteracdo atual, sem tornar necessdrio que os dados utilizados para a computacdo da

3Esta metodologia é abordada em detalhes por Strauss [80] e também por Versteeg e Malalasekera [87]. Con-
siste em uma generaliza¢cdo do método citado por Fortuna [34], permitindo uma andlise mais refinada sobre os
multiplos comportamentos que uma EDP pode apresentar e abrangendo casos de EDPs definidas em dominios
com mais dimensdes. Contudo, o método apresentado por Fortuna é suficiente para o escopo deste trabalho.

“Por exemplo, o programador pode escolher construir c6digos que necessitem de maior quantidade de meméria,
ou maior quantidade de processamento a depender do contexto.

SProblemas "de marcha"ou "de ordem de marcha", sio aqueles cujos efeitos em um instante de tempo ¢ depen-
dem das informagdes do fendmeno nos instantes de tempo anteriores ¢t — At. Isto é, tais fendmenos exigem que se
conheca informagdes sobre o sistema fisico no momento inicial da anélise, ¢y. Estas informacdes sdo designadas
como condicdes iniciais, e a partir deste estado origindrio, a prépria fisica do fendmeno dita sua evolucdo. Em
outras palavras, o dominio da equacdo diferencial pode ser aberto, ndo havendo a necessidade de se conhecer o
estado do sistema quando ¢ — oo [58, 60].
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solucdo anterior sejam todos salvos. Assim, controla-se a quantidade de memoria utilizada e
permite-se considerar um nimero maior de incégnitas.

A Figura 2.1, disposta a seguir, ilustra as dire¢des e formas de propagacao das
informacdes transportadas quando modeladas por diferentes tipos de EDPs, influenciadas pela

fisica dos problemas que modelam.

Eliptico

e I

el .
X

Hiperbdlico

—_— *
x

Figura 2.1: Ilustragdo do principio de uma dire¢do e multiplas direcdes de propagagdo dos
fendmenos elipticos, parabdlicos e hiperbdlicos. Fonte: [58].

2.1.3 Equacoes diferenciais parciais paraboélicas e hiperbdlicas

Problemas descritos por EDPs parabdlicas ou hiperbdlicas sao ditos proble-
mas transitdrios, "de marcha" ou de propagacdo. Recebem tais nomes por apresentarem va-
riacdo temporal das grandezas fisicas de interesse. O termo "problemas de marcha" € melhor
compreendido tomando-se a no¢do do esquema numérico de solugc@o destas EDPs. Dada uma
distribuicdo inicial de uma grandeza ¢ em um dominio 2, também conhecida como condicao
inicial do sistema (em um instante ¢,), novos valores de ¢ sdo calculados para os futuros instan-
tes de tempo em miuiltiplos de intervalos discretos e regulares At, até atingir um instante final ¢
de interesse do problema. Este procedimento de subdividir um intervalo com infinitos pontos,
continuo, em uma quantidade finita de subintervalos, € chamado de discretizacdo. Deste modo,

[§

o processo de solu¢do numérica® simula, de forma discreta, a evolu¢cdo temporal continua do

fendmeno na natureza [34].

®Patankar [71] define como solugio numérica um conjunto de nimeros os quais permitem que a distribuicio
da varidvel dependente ¢ seja reconstruida.
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2.1.4 Equacoes diferenciais parciais elipticas

Problemas que nao dependem do tempo, isto €, aqueles em que as grandezas
fisicas envolvidas permanecem em estado de equilibrio, sdo denominados estaciondrios. Como
exemplo de fendmenos de equilibrio tem-se a distribui¢ao de tensdes em uma placa submetida a
um carregamento estético, a distribuicdo de temperatura em uma barra isolada com temperaturas
fixas nas extremidades, dentre outros. Matematicamente, as equacoes diferenciais que modelam
problemas estaciondrios sdo as equacdes elipticas [34, 58, 87].

Na Fisica, fendmenos estaciondrios ocorrem, com frequéncia, como resul-
tado final de fendmenos transientes. Ressalta-se que fendmenos estaciondrios nio se resumem
a situagdes onde ndo ha fluxo de energia, bastando apenas que tal fluxo, se existir, seja invari-
ante no tempo [34]. A Figura 2.2 apresenta fendmenos fisicos cujos estados estaciondrios sao

modelados por EDPs elipticas.

Quente
] Barragem
¥
auente WL, S S S S SN Eeria —— =
Linha d e
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Figura 2.2: Exemplos de problemas fisicos modelados por EDPs elipticas: a) uma placa qua-
drada aquecida em algumas de suas fronteiras; b) isolinhas de pressao e fluxo de 4gua sob uma
barragem; c) o campo elétrico que circunda um corpo condutor. Fonte: [18].

A solucdo de um problema eliptico pode ser obtida especificando-se as condi-
coes de contorno em todas as fronteiras do dominio. Tal fato faz com que os problemas elipticos
também sejam chamados de Problemas de Valores de Contorno (PVC). Versteeg e Malalaskera
[87] frizam também que uma caracteristica de suma importancia nos problemas elipticos € a
de que qualquer perturbagdo no interior da solugdo, pela acdo de um termo fonte, por exemplo,
altera a solu¢do em todo o dominio, ndo se restringindo a uma dire¢do preferencial, tal como
ilustrado pela Figura 2.1. Em consequéncia deste fato, as solugdes para os problemas elipticos
sdo sempre suaves, mesmo que hajam descontinuidades nas condicdes de contorno, € a natu-
reza deste efeito se reflete na escolha dos métodos numéricos utilizados para a solug¢do destes
problemas, uma vez que a solu¢do do problema para um ponto influencia e é influenciada por
todos os seus vizinhos.

Equacoes elipticas também apresentam outra propriedade interessante: a va-

n7

lidade de um teorema conhecido como "principio do maximo"’. Este teorema enuncia que os

7"Uma demonstracdo para o principio do mdximo (e por consequéncia também para o principio do minimo)
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valores maximos que a solucdo ¢(x,y) do problema pode assumir estardo localizados nas fron-
teiras do dominio da solugdo. O principio do maximo definido para uma solugdo ¢(z,y) pode
ser reformulado para uma fungdo —¢(z,y), implicando no entdo "principio do minimo", que
afirma que os valores minimos que ¢(x,y) pode assumir também estéo nas fronteiras 92 do
dominio €2 [80].

Considere a equagdo genérica da difusdo para um regime ndo permanente em

duas dimensoes, dada por:

g—(f = (% (F%) + Ggy (Fg—f) + 5, (2.3)
onde I'(z,y) > 0 é o coeficiente de difusdo da grandeza ¢ no meio de suporte, que pode variar
de acordo com a posicdo (z,y) e Sy(z,y,t) é o termo fonte.

Este problema necessita de condi¢des iniciais € de contorno para tornar-se
um problema bem posto®, de modo que torna-se necessdrio lhe atribuir informacdes adicionais,
sendo elas uma condicdo inicial ¢(x,y,t = 0) € Q e condi¢des de fronteira para todo ¢ na
fronteira do dominio 0f). LeVeque [51] afirma que se as condigdes de fronteira e o termo fonte
independerem de ¢, espera-se que um estado de equilibrio ocorra, e que € possivel determind-lo

resolvendo a seguinte equagao (agora eliptica):

o (.06 d (.00
5 (15) + 35 (1) = Sew -

onde f(x,y) = —Ss(x,y). O autor ainda enfatiza a necessidade de se especificar condi¢oes de
fronteira para toda fronteira 02 do dominio (2, pois trata-se de um PVC.

Considerando o caso em que o meio € fisicamente isotrépico para a difusao
de ¢, tem-se que I" é constante em todos os pontos (z,y) € 2. Fazendo I' = 1, a Equagdo (2.4)

torna-se a conhecida equacao de Poisson:
0? 0?
Fo P
ox? = 0y

No caso particular em que f(z,y) = 0, a Equagdo (2.5) torna-se a equacdo de Laplace:

= f(z,y) . (2.5)

8% 8% B
922 T B

A solugdo para a equagdo de Laplace no caso de uma dimensdo espacial,

0. (2.6)

u”’(x) = 0, é trivial, sendo qualquer fung¢do linear que contenha os dois pontos das condi¢des
de contorno. Contudo, no caso bidimensional mostrado pela Equacdo (2.6), a aparente simpli-

cidade da equacao ndo se confirma ao tentar soluciond-la. Mesmo o caso mais trivial das EDPs

pode ser encontrada em Strauss [80].

$Um problema bem posto é aquele dado por uma EDP adicionada de um conjunto de condic¢des iniciais e/ou
de contorno, que goza das seguintes propriedades: existéncia, unicidade e estabilidade [80]. Esta defini¢do serd
detalhada posteriormente.
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elipticas pode tornar-se extremamente complexo a depender das condi¢des de contorno exigidas
pelo problema [51].

As equagdes elipticas podem ser reescritas utilizando o operador Laplaciano
V2, definido por:

0? 0?
= 5.2 + a7
Esta maneira torna a notagao mais compacta, como pode-se notar ao utiliza-la para reescrever a
Equacao (2.6):

\Y& (2.7)

2o 0%
o " o

LeVeque [51] define o principio de problema bem posto como um problema

=Vi=0. (2.8)

que fornece todas as informagdes necessdrias para que a soluciao encontrada seja, de fato, ve-
rossimil com a realidade. O autor mostra que um problema eliptico sé torna-se bem posto
quando possui condi¢des de contorno associadas a toda fronteira 02 do dominio € para o qual
€ definido, e o termo Problema de Valor de Contorno (PVC) evidencia esta particularidade. Ma-
zumder [60] afirma que nos problemas elipticos, a informacdo se propaga das fronteiras para
dentro do dominio (2, justificando também a nomenclatura adotada. Um estudo mais detalhado
sobre condi¢des de contorno serd apresentado na se¢do seguinte.

Com intuito de evitar tais discrepancias € que se

2.1.5 Condicoes auxiliares iniciais e de contorno

Conforme brevemente mostrado na secdo anterior, as condi¢des de contorno
sdo elementos fundamentais para a solucao das EDPs. Sem elas € impossivel determinar uma
Unica solucdo para o problema modelado, tornando indcuo o processo de solucdo, uma vez
que a solucdo encontrada pode discrepar completamente da experimentacao. Assim, Strauss
[80], Fortuna [34] e outros autores mostram que um problema bem-posto consiste em uma
EDP definida em um dominio €2, acompanhada de um conjunto de condi¢des iniciais e/ou de
fronteira (de modo geral, tais condi¢cdes podem também ser chamadas de condi¢des auxiliares)

constituidas das seguintes propriedades fundamentais:

* Existéncia: Existe pelo menos uma solugdo ¢(x,t) que satisfaz todas as condigdes im-

postas, sendo X o vetor posicao.
* Unicidade: H4, no maximo, uma solugdo ¢(x,t).

* Estabilidade: A tnica solugdo ¢(x, t) depende de maneira estdvel dos dados do problema,

isto €, se as entradas sdo ligeiramente modificadas, a solucdo ndo sofre grandes alteracdes.
9

A rigor, deve-se definir matematicamente o conceito de "grandes alteracdes". Apesar desta necessidade, tal
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A modelagem de um problema por EDPs deve prescrever condi¢des auxilia-
res realistas. A méxima aristotélica de ndo pecar por falta ou por excesso se faz presente neste
aspecto, pois negligenciar informagdes ao problema pode lhe privar da unicidade, enquanto que
o excesso de informacdo restringe demasiadamente, e € capaz de afastar a existéncia de solu-
coes. Outrossim, a propriedade de estabilidade € necessdria pois qualquer medida experimental
possui um erro associado a precisio do instrumento. A condicdo inerente da existéncia de erros
de medida nos experimentos exige que as solucdes admitam pequenas perturbacdes, tais como
estes erros, sem modificar por completo o resultado [80, 34].

Condi¢des auxiliares iniciais sdo relevantes para problemas dependentes do
tempo devido a necessidade de se estabelecer uma relagdo cronoldgica de causa e efeito a par-
tir da evolucdo temporal de uma configuragdo inicial conhecida. Ja as condi¢des de contorno,
apesar de também aparecerem nos problemas transientes, sdo as grandes protagonistas dos pro-
blemas estaciondrios, pois qualquer alteracdo nelas modifica o valor da varidvel dependente
¢(x) em todo o dominio 2 de forma instantanea [57].

Diante da importancia das condi¢des de contorno para os problemas elipticos,
serdo esmiucadas, a seguir, os tipos candnicos de condi¢des de contorno: condi¢des de Dirichlet
(ou de primeiro tipo), condi¢cdes de Neumann (ou de segundo tipo) e condi¢des de Robin (tam-
bém conhecidas como condi¢des mistas ou de terceiro tipo)'?. Salienta-se que tais condi¢des
ndo se limitam aos problemas elipticos, estando presente também em problemas modelados por
outros tipos de EDPs [50].

2.1.6 Condicao de contorno do tipo Dirichlet

As condicdes de contorno de Dirichlet, nome dado em homenagem ao mate-
madtico Peter Dirichlet (1805 — 1859), ou de primeiro tipo, sdo aquelas onde o valor da varidvel
dependente ¢ € diretamente especificado para um intervalo da fronteira 02 do dominio. A
variavel ¢ pode ser uma constante ou uma funcao das varidveis espaciais [57].

De modo geral, condicdes de Dirichlet tém a forma:

Plag = Y(x) , (2.9)

discussdo se afasta do escopo deste trabalho e ndo receberd devida atencdo. O texto referenciado aborda, em
detalhes, esta questao.

10 Apesar deste trabalho se limitar as trés condigdes supracitadas, existem diversos outros tipos de condigdes de
contorno, dentre as quais pode-se destacar: a condi¢do de Stefan, a condi¢do de Higdon e a condi¢do de Olanski,
uma modificacdo da condi¢do de Sommerfeld. Caldwell e Kwan [15] destacam que a condi¢é@o de Stefan € utilizada
na modelagem de problemas de transi¢do de fase, especialmente nos que apresentam derretimento ou solidificagdo
de um material, onde a forma do contorno 02 é dependente do tempo. Higdon [40], por sua vez, apresenta uma
modelagem que atribui condi¢des de contorno especificas para problemas de dispersdo de ondas. Por fim, Orlanski
[67] desenvolve condi¢des de contorno para problemas hiperbdlicos que necessitam de prescri¢do de informagdes
em fronteiras computacionais (cujo dominio fisico nio é limitado), como no caso de mudancas de refinamento de
malhas. Orlanski se utilizou dos estudos do fisico alemdo Arnold Sommerfeld (1868 — 1951), que forneceu uma
condicao de contorno para fendmeos radioativos, um exemplo de problemas onde hé a necessidade da prescricao
de condig¢des de fronteiras abertas.
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onde ¢|sq representa a varidvel dependente ¢ na fronteira OS2 e ¥ (x) a fung¢do que descreve o

valor de ¢ em 0f2, podendo ser nula, constante ou variavel.

2.1.7 Condicao de contorno do tipo Neumann

Ozisik et al. [69] apresentam que as condi¢des de contorno de Neumann,
nomeadas em homenagem ao matemético Carl Neumann (1832 —1925), ou também de segundo
tipo, especificam o fluxo da grandeza em questdo em relagdo a um segmento da fronteira 02
com dire¢@o perpendicular a 02, isto é, a variacdo instantanea da grandeza ¢ que cruza este

segmento'!. Matematicamente estas condi¢des possuem a forma:

99

-I
on{yq

=(x) , (2.10)

com [’ representando o coeficiente de difusdao do material (em referéncia ao caso padrdo adotado

neste trabalho que é o problema da condugio do calor) na regido da condi¢o de contorno, ¢ (x)

sendo a funcdo que determina o valor do fluxo e o termo

— indicando a derivada da grandeza

n
¢ em relagdo ao vetor normal n da superficie 0f2, sendo que n possui sentido para fora de 0f).

Este operador é defindo como:

99
on
e sua interpretacao geométrica € ilustrada pela Figura 2.3.

— Vo, @2.11)

N

Figura 2.3: Representacdo geométrica da definicdo do operador de derivada normal. Fonte:
autoria prépria.

Em um sistema de coordenadas cartesiano de duas dimensdes, escopo princi-

pal deste trabalho, considere que o vetor n seja dado por:

n=ai+fi (2.12)

onde o e 3 sdo os cossenos diretores do vetor n, e i e j s3o os vetores unitarios que formam a

""Compreende-se por fluxo a quantidade transferida ou transportada por unidade de 4rea e por unidade de tempo
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fica

0
base do espaco R2. Assim, substituindo a Equacdo (2.12) na Equacdo (2.11), o vetor BR
n

dado por:

06 _ 09 09
an “or oy

Em um problema estacionério de condugdo de calor, a Equacdo representa a

+4 2.13)

Lei de Fourier, que estipula que o vetor fluxo de calor normal a uma secg¢do transversal é dado
pelo produto interno entre o gradiente da temperatura e o vetor normal da seccdo. A dire¢dao

positiva € dada na direcdo do vetor normal n [57].

2.1.8 Condicao de contorno do tipo Robin

Majumdar [57] expde o terceiro e tltimo tipo candnico de condi¢do de con-
torno, também conhecido como condi¢do de contorno de Robin, em referéncia a Victor Robin
(1855 — 1897). Esta condi¢@o é uma combinag@o linear entre as duas condi¢des de contorno
anteriores, € matematicamente é expressa por:

99

I e hic(dlon — doo) (2.14)

onde I' € o coeficiente de difusdo do meio, h;. € uma constante de proporcionalidade conhecida,
¢ € 0 valor de equilibrio da grandeza ¢, e ¢|gqn € o valor de ¢ avaliado na interface. Em
problemas de conducdo de calor, a condicdo de Robin é também conhecida como condi¢do
de convec¢do na interface, modelada pela lei do resfriamento de Newton. De modo geral,
a condi¢do de contorno de Robin modela fendmenos onde o fluxo que cruza a fronteira do
dominio € alterado pela interacdo entre o meio exterior e a fronteira.

Manipulando a Equagdo (2.14), é possivel apresenta-la na forma :

['(Volaa) - Dag + hicdlog = hictso - (2.15)

Esta forma de escrever a condi¢do de fronteira de Robin € interessante por apresentar as seguin-

tes propriedades:
* Se h;. — 00, tem-se ¢|an = Poo, que é a condigdo de Dirichlet.
* Se h;. = 0, tem-se que T'(V¢|sq) - nogq = 0, sendo a condi¢do de Neumann homogénea.

As propriedades apresentadas pela Equacdo (2.15) sdo tais que nos permitem
escrever qualquer tipo de combinacao linear entre as condi¢des de contorno candnicas, bastando
atribuir valores adequados para ¢|sq, Poo € R

Quando o lado direito das Equacdes (2.9), (2.1.7) e (2.15) sdo iguais a zero,
tais condi¢des sdo ditas homogéneas. Um problema real pode apresentar todos os casos de
condicdes de fronteira de uma unica vez, exigindo apenas que duas condi¢des para a mesma

variavel ndo se sobreponham em uma mesma regiao 0§2, respeitando o principio de boa-posigao.
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2.2 METODOS NUMERICOS PARA EQUACOES DIFERENCIAIS

Métodos numéricos sdo técnicas que permitem que problemas matematicos
complexos, ou que nao possuam solucdes analiticas, sejam formulados de uma maneira em que
possam ser resolvidos por recurso de uma sequéncia de operagdes aritméticas. Os métodos nu-
méricos fornecem solugdes numéricas para um dado problema, tais solugdes sao aproximacoes,
geralmente discretas, da solucdo analitica ou dos valores experimentais medidos e permitem

que o comportamento da grandeza discretizada possa ser reconstruido a partir destes valores
[18, 36, 71].

2.2.1 O processo de discretizaciao

Quando uma equacao diferencial bem posta € resolvida de forma analitica, a
solucdo encontrada satisfaz a equacdo perfeitamente em todos os pontos do dominio. As solu-
coes numéricas, por outro lado, satisfazem a equac@o apenas em alguns pontos de interesse: 0s
nds. Tais pontos usualmente representam o centrdide de objetos chamados células ou volumes,
mas podem também representar seus vértices (chamados de nés no contexto da andlise numé-
rica). Estes objetos sdo originados no processo de discretizagdo do problema, onde o dominio
€ subdividido em um conjunto finito de regides menores e ndo sobrepostas, formando um con-
junto nomeado malha. A EDP € substituida por uma equacao algébrica que relaciona os valores
da grandeza dependente entre um né e seus vizinhos, exprimindo o mesmo significado fisico da
EDP. Esta equacao € a equivalente discreta da equacgdo diferencial e é formulada para cada um
dos nés internos do dominio, relacionando o valor que a grandeza assume em um ponto com
suas adjacéncias [61, 58, 34, 71].

A Figura 2.4 exemplifica a passagem do problema original, continuo, para
sua forma discretizada. Do lado esquerdo tem-se o dominio original €2 e sua fronteira Of2,
ambos continuos, formando uma regifio onde a equagdo L(¢) = 0 fornece o valor de ¢ para
qualquer ponto com precisdo exata. Do lado direito tem-se a versdo discretizada em M e N
subintervalos de tamanhos Az e Ay na direcdo x e y, respectivamente, pela acdo de algum
método numérico. O problema entdo passa a ser governado por um conjunto de equagdes
algébricas que fornecem valores aproximados para ¢ em pontos discretos, calculados a partir
de um sistema. Os coeficientes da matriz A podem representar, por exemplo, a relacdo entre a
grandeza ¢ em um ponto (7, j) (em azul) e seus vizinhos (i+1, j), (i —1,7), (¢,j+1) e (i,7—1)

(em vermelho).
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Figura 2.4: Ilustracdo do processo de discretizagdo de um caso bidimensional. Fonte: autoria
propria, adaptado de [58, 34]

Como cada né interno possui sua equagdo, tem-se n equagdes para uma malha
com 7 nds internos, e por que todas as equacdes devem ser satisfeitas simultaneamente, forma-
se um sistema de equacOes algébricas. Este sistema pode ser resolvido por algum método,
direto ou iterativo, sendo o dltimo preferivel para implementacdo computacional ao se lidar
com sistemas esparsos e de grande porte. Os nds localizados nas regides de fronteira em geral
nao fazem parte do vetor de incognitas do sistema, uma vez que sio tratados especificamente
a depender do tipo de condi¢do de contorno envolvida. Todas estas etapas descritas definem o
processo de discretizacdo, e os diferentes métodos utilizados para executd-lo sdo denominados
métodos de discretizacdo ou métodos numéricos, classificados pelo modo com que discretizam
a EDP [61, 58, 34].

O desejo primario da andlise numérica é que a solugdo numérica nos pontos
discretizados represente, de maneira fidedigna, a solu¢do analitica'?. Em suma, isto é forcar
que a discretizagdo possua algumas caracteristicas, que sdo: consisténcia, convergéncia e esta-
bilidade. De maneira breve, um esquema consistente € aquele onde os erros de discretizagao
tendem a zero ao melhorar o refinamento da malha, fazendo com que a solu¢cdo numérica even-
tualmente convirja para a solugdo analitica; convergéncia é uma propriedade que designa que,
durante o processo iterativo de solu¢ao de um sistema linear (por exemplo), duas solucdes con-
secutivas ndo variam mais do que uma quantidade limite pré-fixada, chamada frequentemente
de tolerancia; estabilidade se refere ao comportamento das equacdes discretizadas quando resol-

vidas por um processo iterativo, € uma propriedade que remete ao sistema de equagdes montado

12Este desejo se relaciona com a propriedade de acurécia da solugio numérica. Basicamente, esta propriedade é
definida como quao préxima a solu¢do numérica estd da solucdo analitica, isto €, uma solugdo numérica acurada é
aquela que estd bem préxima da solugdo analitica (a depender de um pardmetro de tolerancia aceitavel). Contudo, a
maioria dos problemas reais nao possuem, por nao existé€ncia ou por proibi¢des praticas, solugdes analiticas. Nestes
casos, uma alternativa para medir a acurdcia de um esquema de discretizacdo, é considerar o erro de truncamento
como métrica de acurdcia [61].
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pelo processo de discretizagdo, ela indica que o sistema terd solu¢do dnica sob diversas situa-
coes, estando diretamente ligada a convergéncia desta solucdo. A estabilidade de um sistema
linear é garantida se o sistema satisfizer o critério de Scarborough'?, que indica que a matriz de

coeficientes é diagonalmente dominante'* [69, 61, 58].

2.2.2 Malhas computacionais

Conforme exposto nas se¢des anteriores, a solu¢do de uma EDP por meio de
um método numérico requer que o dominio computacional seja discretizado em sub-dominios
nao sobrepostos chamados células, volumes de controle ou elementos, formando um conjunto
de objetos denominado malha [52].

As primeiras solugdes numéricas de EDPs foram de problemas definidos em
dominios bidimensionais retangulares discretizados por malhas ortogonais cartesianas, onde os
elementos sdo produzidos por sucessivas interseccdes de retas paralelas aos eixos cartesianos
e y, separadas por distancias, ndo necessariamente fixas, Az e Ay, respectivamente [60]. Os
padrdes geométricos formados por estas malhas podem ser exemplificados pela Figura 2.5 item
(a).

As experiéncias primordiais com geometrias irregulares foram feitas criando-
se degraus nas malhas cartesianas ortogonais. Posteriormente, na busca por uma melhor re-
presentacao da geometria de dominios ndo retangulares, os pesquisadores optaram por cortar
as dreas das células que ultrapassassem as fronteiras, formando poligonos de formatos varia-
dos. Esta abordagem era mais conveniente, pois se utilizava de procedimentos matemaéticos ja
estabelecidos, tais como tentar aproximar uma circunferéncia por segmentos de retas. Em con-
trapartida, como os poligonos criados niao poderiam ter seu formato previsto, era dificil adequar
a discretizacdo da EDP a tais incertezas e a comunidade cientifica compreendeu que haveria
de despender esforcos para formular teorias mais sélidas para a gera¢do de malhas [60, 87]. A
Figura 2.5, itens (b) e (c), reproduz as dificuldades aqui relatadas, sendo que em (b) o dominio
possui uma fronteira com formato de arco, discretizada por meio da técnica de formacao de
degraus; enquanto que em (c) tem-se as células da parte circular do dominio cortadas por seg-
mentos de retas para melhor se adequarem a irregularidade da fronteira, e este corte produziu

elementos de trés tipos: triangulares, quadrilaterais e pentagonais.

13Mais detalhes sobre o critério de Scarborough podem ser vistos em [71], [58], [87] e outros.
14Existem outros critérios para a andlise de estabilidade de um sistema linear, tal como o nimero de condicio-
namento. O leitor pode encontrar maiores detalhes em [60].
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Figura 2.5: Exemplos de discretizacdo de dominios computacionais com geometrias ortogonais
e ndo ortogonais. Fonte: adaptado de [60].

Desde entdo o tema "geracdo de malhas" tornou-se tdo vasto quanto o tema
"métodos numéricos", e ambos passaram a se desenvolver separadamente, ainda que com com-
portamento simbidtico. As primeiras pesquisas dedicadas diretamente as malhas iniciaram com
o Projeto Nacional de Malhas, liderados por J.F. Thompson [82], em meados de 1980. Durante
os anos seguintes surgiram as malhas body-fitted'”, que representavam um avanco considera-
vel em relacdo as malhas estruturadas ortogonais, tal como pode ser percebido ao observar-se
a Figura 2.6, que mostra no item (a) uma tentativa de discretizagdo utilizando uma malha es-
truturada ortogonal, incapaz de se ajustar a regiao circular, resultando em solu¢des com baixa
resolucdo, que ndo captam a real distribuicao do campo de velocidades, conforme mostrado em
(b). Em (c) o mesmo dominio € discretizado por malhas estruturadas ndo ortogonais do tipo
body-fitted, que produzem resultados mais aprimorados, mostrados em (d), mas cuja formula-

cdo é consideravelmente mais complexa que para estruturadas ortogonais.

SEm traducio livre: ajustadas ao corpo. Sdo malhas que tentam se ajustar ao dominio por meio de transforma-
¢des de coordenadas cartesianas para sistemas de coordenadas generalizadas. E eficaz quando o dominio possui
formas de fun¢des matemadticas simples, como circunferéncias ou pardbolas [60, 87].
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Figura 2.6: Discretizacdo de um dominio misto entre curvas ortogonais e circulares por malhas
ortogonais e body-fitted. Fonte: adaptado de [87].

Contudo, a popularizacdo do Método dos Elementos Finitos na Mecanica dos
Sdlidos forcou a investigagdo por tipos de malhas que pudessem aproximar, com fidelidade,
irregularidades comuns em geometrias de pecas mecanicas, o que era extremamente dificil de
ser feito por meio de malhas estruturadas. Posteriormente, malhas ndo estruturadas mostraram-
se capazes de sanar tal deficiéncia, incentivando a constru¢do de geradores de malhas deste tipo
durante os anos 1990 e 2000 e tornando-as favoritas para o desenvolvimento de novos métodos
numeéricos [60].

Os problemas associados ao uso de malhas estruturadas aparecem quando ha
a necessidade de se representar um dominio com geometria complexa ou pela demanda de
refinamentos locais para que as caracteristicas do fendmeno sejam captadas satisfatoriamente.
O obstéculo reside no fato de que o refinamento se propaga para o dominio como um todo,
criando células excessivas em locais desnecessarios, implicando em um acréscimo de custo
computacional sem fundamento. A saida encontrada para estes transtornos € construir malhas
estruturadas separadas por blocos, como o exemplo ilustrado pela Figura 2.7, onde o dominio é
dividido em partes separadas, cada um com um nivel de refinamento, havendo a necessidade de
se especificar as conectividades nas interfaces entre dois blocos distintos tal como na abordagem
ndo estruturada [60, 87].
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Figura 2.7: Malha cartesiana estruturada em blocos. Cada bloco possui seu respectivo volume
de controle, mantendo, dentro deste bloco, o aspecto estruturado de uma malha cartesiana. O
detalhe exposto no canto superior direito enfatiza a regido de adesdo da malha a fronteira do
dominio [87]. Fonte: [87].

Uma comparacio importante entre discretizacdes obtidas por meio de malhas
estruturadas ou ndo estruturadas € feita ao se observar a estrutura da matriz de coeficientes
resultante de cada uma das formulagdes, tal como ilustrado pela Figura 2.8. Dado que a conec-
tividade entre os elementos nas discretiza¢des que utilizam malhas estruturadas (Figura 2.8 item
(a)) possui um padrao fixo, tal padrio se apresenta na matriz de coeficientes formando bandas.
Matrizes que representam discretizacdes usando malhas nao estruturadas (Figura 2.8 item (b))
ndo apresentam esta regularidade, resultando em coeficientes espalhados aleatoriamente pelas
entradas da matriz [58, 60].
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Figura 2.8: Exemplos de matrizes de coeficientes produzidas por discretiza¢des: (a) estrutura-
das, com a presenga de bandas bem definidas; (b) ndo-estruturadas, com distribui¢do aleatdria
dos coeficientes. Os simbolos x indicam uma entrada ndo nula, os espagos vazios, por sua vez,
indicam entradas nulas. Fonte: autoria prépria.

Malhas ndo estruturadas formam um conjunto que contém o conjunto das
malhas estruturadas, mas é maior que este. Sdo o limite do conceito de malhas em blocos,
de modo que, neste caso, cada elemento € em si mesmo um bloco. Malhas ndo estruturadas
podem ser compostas de diversos poligonos (para o caso 2D) ou poliedros (para o caso 3D),
de tamanhos e formatos arbitrérios, fazendo com que as informagdes de conectividade entre
os elementos ndo seja 6bvia, conforme observado no item (b) da Figura 2.8 item (b). Esta
particularidade obriga que um gerador deste tipo de malhas forneca uma lista de conectividade
para cada elemento, isto €, informagdes sobre quais elementos compatilham a mesma aresta ou
o mesmo ng, de forma que o codigo consiga identificar os elementos que se relacionam entre si
para o calculo das equagdes algébricas [60, 87, 21].

O presente trabalho utiliza o software Distmesh, produto da tese de doutorado
de Persson [75], como gerador de malhas. E um gerador de cédigo aberto, construido em lin-
guagem MATLAB® e capaz de gerar malhas ndo estruturadas para dominios 2D e 3D utilizando
elementos triangulares para o caso bidimensional e tetraedrais para o caso tridimensional. De
acordo com Persson [75], o funcionamento do cédigo, grosso modo, baseia-se nas seguintes
etapas: input dos nds que definem a fronteira do dominio, criagdo dos nds internos, tecelagem
da malha de tridngulos, readequacao e melhoramento.

A Figura 2.9 mostra uma malha 2D gerada com o auxilio do Distmesh. O do-
minio possui um obstdculo com formato de um aerof6lio NACA0012 (semelhante ao ilustrado
na Figura 2.7) que exige que os elementos proximos sejam mais refinados nas partes dianteira
e traseira, melhorando a precisdo da solu¢@o nesta regido, e pode-se notar a quantidade muito
menor de elementos necessdrios para uma boa representacdo em comparacio a abordagem es-

truturada por blocos.
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Figura 2.9: Malha ndo estruturada triangular com refinamento local ndo uniforme gerada por
meio do software Distmesh. Fonte: autoria propria.

Apesar da excelente qualidade'® média dos elementos das malhas geradas
pelo Distmesh, o programa carece de opgdes que proporcionem um controle refinado dos atri-
butos dos elementos, dificultando ou até impossibilitando algumas andlises. Devido a este fato,
o presente trabalho necessitard adotar também outros meios de geracdo de malhas, conforme
serd apresentado nas secdes posteriores.

Mazumder [60] menciona que o MVF foi adaptado para trabalhar com ma-
lhas ndo estruturadas durante a década de 1990. A flexibilidade oferecida por tais malhas fez
com que tornassem-se as preferidas pelos fabricantes de softwares comerciais de DFC, porque
sdo capazes de produzir elementos de boa qualidade, mesmo para dominios acentuadamente
irregulares. Malhas ndo estruturadas permitem refinamentos locais e discretizagdes de proble-
mas multiescala, tal como mostrado na Figura ??. A popularidade das malhas ndo estruturadas
decorre do fato de ndo serem restritas, algoritmicamente, a uma geometria especifica de célula,
possibilitando que sejam aplicadas a células com um ndmero arbitrario de faces. Esta proprie-
dade é importante, dado que nos dltimos anos, o uso de malhas ndo estruturadas estd tornando-se
uma préatica padrdo em simulacdes de processos desafiadores na Engenharia. A discretizacao
de geometrias complexas, tipicamente associadas a tais processos, por meio de malhas estrutu-
radas pode tornar-se uma tarefa drdua conforme ja comentado, enquanto que com malhas ndo
estruturadas € consideravelmente mais simples e automatizavel [12].

A qualidade de um elemento estd relacionada ao seu formato, sendo prefe-

rivel que os elementos de uma malha sejam todos equildteros. Quanto mais distorcidos!” em

16 A qualidade de um elemento da malha relaciona-se com o formato deste, sendo preferivel que seja um poligono
regular.

7Neste momento vale salientar que, para malhas estruturadas, o grau de distor¢io médio diminui com o refina-
mento da malha, enquanto que para malhas ndo estruturadas, o processo de geracao de malha normalmente se faz
usando algoritmos baseados em principios geométricos, que ndo dependem diretamente do refinamento da malha,
de modo que hé certa autossimilaridade entre malhas grosseiras e finas, fazendo com que o refinamento nio reduza
a distorcao dos elementos.
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relacdo 2 sua forma regular, pior a taxa de convergéncia'® do método numérico. Malhas de
boa qualidade permitem que os vetores normais das faces de um elemento estejam alinhados
aos seus respectivos vetores que ligam o centréide deste elemento aos de seus vizinhos, nesta
ordem. O desalinhamento entre estes angulos produz um vetor de fluxo tangencial a face, que
distorce o gradiente (idealizado como sendo na direcdo do vetor que liga os Centros Geométri-
cos (CGs)) nas faces das células, afetando a precisdo da discretizagdo. O tratamento adequado
deste gradiente € um dos pontos mais sensiveis para a convergéncia do MVF [60, 61, 88].

Como o escopo do presente trabalho contempla apenas malhas ndo estrutu-
radas triangulares, é desejavel possuir meios para avaliar a qualidade dos elementos utilizados
nas discretizagOes. Sob esta perspectiva, diversas métricas para a qualidade dos elementos de
uma malha ndo estruturada triangular sdo encontradas na literatura, tais como as propostas em
ANSYS [1], mostradas pelas Equagdes (2.16), (2.17) e (2.18):

emax — 60 60 — emin

D = max , ,
180 — 60 60

(2.16)

onde D € o grau de distor¢do da célula e 6., € 0.,y s80, respectivamente, 0 maior € 0 menor
angulo interno do elemento (em graus). O conjunto imagem desta equacdo é o intervalo [0, 1],
onde 0 representa um elemeto equildtero (perfeito) e 1 um elemento totalmente distorcido!”

(degenerado);

R
QAR_§7

sendo I? o raio do menor circulo que circunscreve o elemento e r o raio do maior circulo inscrito

(2.17)

no elemento, sendo desejado que () or seja préximo de 1 para elementos proximos do étimo,

evitando elementos com () 4 préximos de 0;

44/3 % Area
¥.(Tamanho da aresta)?

Q=

(2.18)

desejando que () esteja proximo de 1, indicando um elemento perfeito. No geral, espera-se
um valor minimo de qualidade () = 0,6. Se um valor for préximo de 0, a métrica diz que tal
elemento € extremamente distorcido (degenerado).

O cuidado com a qualidade da malha utilizada para discretizar o dominio de
um problema é fundamental para que o método numérico ofereca boas respostas. Uma malha
que possui muitos elementos de baixa qualidade tende a aumentar significativamente o nimero
de iteragcdes necessarias para que a convergéncia seja alcancada, podendo até tornar o algoritmo
computacionalmente impraticidvel. Compreender e controlar estes erros nas solugdes numéricas

€ uma tarefa complexa, constituindo um campo de pesquisa fértil e pujante até os dias de hoje

18 Remete a quio rapido o erro associado a discretizacdo cai em funcdo do espacamento médio da malha. Este
assunto serd melhor detalhado ao longo do texto.

9A distor¢io de um elemento pode ser interpretada como o grau de afastamento do tipo ideal deste mesmo
elemento. No caso particular de elementos triangulares, o tipo ideal € o tridngulo equildtero [1].
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[8, 60, 87].

Conforme ja mencionado, a drea de estudo sobre geracdo de malhas é extre-
mamente vasta. Este trabalho ndo possui a ambi¢do de aprofundar os pormenores que envolvem
tal campo, se satisfazendo apenas em apresentar o suficiente para que o leitor seja capaz de com-
preender o que serd desenvolvido adiante e os obstaculos envolvidos no processo. Contudo, o
leitor interessado € fortemente encorajado a consultar a bibliografia especializada, como os tra-
balhos de Mazumder [60], Moukalled, Mangani e Darwish [61], Versteeg e Malalasekera [87],
Thompson, Soni e Weatherill [83], Thompson ef al. [84], Lisekin [54], Bern e Plassmann [12]

€ outros.

2.2.3 Método dos volumes finitos

Foco principal do presente trabalho, o Método dos Volumes Finitos (MVF) é
outro método numérico para resolver EDPs. Seu nome origina-se do fato de que sua formulagdo
¢ fundamentada para satisfazer a equacao governante em volumes de controle de tamanhos fini-
tos, que discretizam o dominio do problema. Estes volumes também sao conhecidos por células
ou elementos, e podem possuir tamanhos e formatos diversos, sendo comum poligonos (para o
caso 2D) ou poliedros (para o caso 3D) convexos, trazendo consigo os beneficios de adaptati-
vidade a geometrias complexas, tal como o0 MEF, mas com uma formulacdo consideravelmente
mais simples. Moukalled [61] e Patankar [71] apontam que na DFC, € impositivo que a gran-
deza transportada seja conservada também na equacdo discretizada. A natureza do MVF faz
com que ele seja a principal op¢do para resolver numericamente EDPs de problemas da DFC,
pois garante conservacao local (em cada volume de controle) e global (no sistema todo) das
grandezas, uma vez que sua formulacdo € construida com base na integracao dos fluxos nas fa-
ces compartilhadas entre dois volumes. Desta forma, o fluxo entre dois volumes possui sempre
a mesma magnitude, mas dire¢do oposta, o que naturalmente atribui ao método a propriedade
de conservacdo [60, 71]. Outro beneficio atribuido ao MVF relaciona-se a propriedade de que
a discretiza¢do do dominio pode ser feita diretamente no espago fisico, sem haver necessidade
de transformagdes entre este dominio e o computacional [61].

Mazumder [60] mostra que os primeiros exemplos de utilizacdo do MVF da-
tam de 1965, quando Harlow e Welch [39] apresentaram uma metodologia para analizar pro-
blemas de escoamentos incompressiveis enquanto trabalhavam no Laboratorio de Los Alamos.
A percepg¢do de que a conservacao das propriedades fisicas era necessaria fez com que o MVF
ganhasse popularidade na drea dos fendmenos de transporte, mas apesar de sua hegemonia no
campo da DFC, o MVF também passou a ser utilizado para resolver problemas de diversas
areas, como mecanica dos sélidos [16], eletromagnetismo [38], astrofisica [55] e outros. Mou-
kaled, Mangani e Darwish [61] complementam que o sucesso do MVF também foi influenciado
pelos trabalhos do grupo de DFC do Imperial College nos anos 1970 sob coordenagdo do Pro-
fessor Brian Spalding, a quem Patankar [71] também atribui o avango do método.

O MVF pode ser formulado de duas maneiras equivalentes, conhecidas como
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cell-centered e nodal point, ilustradas pela Figura 2.10. Na primeira abordagem, as equacoes
sdao formuladas tendo os centrdides dos elementos da malha como pontos de referéncia, en-
quanto que na segunda, os vértices sdo o foco, e algumas manipulacdes extras sao necessarias
para delimitar o dominio de cada volume [58, 71].

No MVF, a EDP nio € resolvida diretamente, e na formulacdo cell-centered
nao ha volumes centrados sobre a fronteira do dominio, de forma que as condi¢des de contorno
ndo podem ser propriamente satisfeitas, havendo a necessidade de algumas manipulagdes al-
gébricas para se obter as informacdes desejadas localizadas no bordo do dominio. Por estas

razdes, a solu¢do numérica obtida por esta técnica € dita uma solugao fraca [60].

(a) (b)

Figura 2.10: Exemplo do volume de controle utilizado nas formula¢des cell-centered, mostrada
por (a), e nodal point, dada em (b). A formulagdo cell-centered é mais evidente e computa-
cionalmente mais simples, facilitando sua implementa¢do em malhas ndo estruturadas. Fonte:
[87].

Fortuna [34] menciona que em DFC as equagdes elipticas modelam situa-
coes onde ha fluxos difusivos. Nestes casos, as equagdes destes fendmenos podem ser obtidas

excluindo os termos 1 e 2 da Equacdo (2.1), restando apenas

V-(I'V¢)+5,=0. (2.19)

Visto que o presente trabalho busca desenvolver um cddigo computacional para solucionar
equagdes do tipo da Equacgdo (2.19), o MVF serd apresentado diretamente para tais problemas,
considerando a abordagem cell-centered. O leitor pode buscar informagdes sobre as formula-
coes nodal point nas principais referéncias citadas nesta secao.

A primeira etapa envolvida no processo de discretizacdo de uma EDP pelo
MVF € a discretizagdo do dominio. Esta discretizag@o nao precisa seguir um padrao estruturado
como € preferivel para o MDF, podendo ser feita por uma malha ndo estruturada, tal como
o MEF, que se ajusta com mais facilidade as possiveis sinuosidades ou descontinuidades do

dominio [60]. Considere a EDP da difusdo bidimensional em regime permanente dada pela
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Equacgdo (2.19), com I' sendo o coeficiente de difusdo do meio, que em geral pode ser fungdo
da coordenada espacial ou da prépria varidvel escalar ¢, de modo que I'(x, y, ¢).

A formulagdo cell-centered inicia-se pela integracdo da EDP governante sobre
cada volume da malha. Tomando o caso da equacdo de Poisson, dada pela Equacdo (2.19),

isolando o termo fonte Sy e integrando-a sobre um volume de controle 7 qualquer obtém-se:

/ V- (IVe)dV = — / SydV | (2.20)
‘/Z. .

(3

onde V; representa o volume (ou area, para o caso 20)) da i-ésima célula.

Recordando-se de uma importante ferramenta do célculo vetorial, o Teorema
da Divergéncia de Gauss, tem-se uma igualdade que relaciona uma integral de superficie (ou
de bordo) do fluxo de um campo vetorial através desta superficie fechada, com uma integral
de volume sobre o divergente daquele campo vetorial. Abaixo apresenta-se o enunciado deste

teorema conforme encontrado em Kreyszig, Kreyszig e Norminton [49].

Teorema 2.1. (Teorema da Divergéncia de Gauss) Seja V uma regido fechada e limitada no
espaco, cuja fronteira OV seja orientdvel e suave por partes. Seja F(x,y, z) uma fung¢do veto-
rial continua e que possua derivadas parciais de primeira ordem também continuas em algum

dominio que contenha V. Entdo, vale a seguinte igualdade:

/V-FdV:/ F-ndA (2.21)
v E1%

onde 1 representa o vetor normal a superficie OV .

Demonstracdo: disponivel em Arfken et al. [6], pg. 164.

Arfken et al. [6] frizam que o Teorema da Divergéncia de Gauss estabelece
um balanco do fluxo liquido da grandeza [F dentro da regidao V.

Aplicando este teorema sobre o lado esquerdo da Equacdo (2.20) obtém-se:

/ (I'Ve) - AdA = — / SydV | (2.22)
aV;

v;
sendo OV a superficie externa do i-€simo volume de controle e dA um elemento diferencial
de drea em OV, com vetor unitdrio n apontando para fora de 9V;. O lado direito da equagao
calcula toda a grandeza ¢ que € gerada ou destruida em V;, e pode ser avaliado utilizando-se o
Teorema do Valor Médio, encontrado em Kreyszig, Kreyszig e Norminton [49], enunciado em

sequéncia:

Teorema 2.2. (Teorema do Valor Médio) Seja f(x,y, z) uma fungdo continua definida em um

dominio simplesmente conexo ). Entdo existe um ponto Q) = (xg, Yo, 20) € € tal que é vdlido:

/Qf(xvya 2)dV = f(x0,v0,20)Va (2.23)
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onde Vg, é o volume da regido ().

Demonstragdo: disponivel em Dougherty [29].

Desta forma, € possivel aproximar o lado direito da Equacgao (2.22) assumindo
que o valor médio de Sy, denotado por Sy, coincide com o valor de S, localizado no centréide

do 7-ésimo volume de controle, Sy,. Assim,

/ SydV = SyV; &~ Sy Vi, (2.24)

K3

com V; sendo o volume do i-ésimo volume. Se a func¢do S, for linear, entdo a aproximagao por
S, € exata, caso contrdrio a aproximagao sé torna-se exata no limite em que V; — 0, fazendo
o erro também tender a zero. Para evitar um actiimulo de erro por conta da aproximagdo de Sy,
¢ comum que este termo fonte seja linearizado [71, 60]. Este procedimento serd apresentado
adiante, em um momento oportuno.

Substituindo a Equagdo (2.24) na Equacao (2.22) obtém-se:

/ (TVe) - AdA = —S,Vi = —Sy. Vi (2.25)
v

O Teorema da Divergéncia de Gauss permite que um passo fundamental seja
dado: a forma integral da EDP agora € representada por uma integral de superficie que contabi-
liza o blango do fluxo da grandeza ¢ que cruza a superficie 0V;. Desta forma, como o dominio
fisico foi discretizado em pequenos volumes de controle, tais volumes formam uma superficie
gaussiana em volta de seus centrdides, que sdo os pontos onde admite-se que as informacgdes
sdo levadas em consideragdo, e pode-se aproximar a integral sobre toda a superficie OV, por
uma soma das integrais avaliadas em cada face f do volume [87, 61, 60].

Em linguagem matematica, esta afirmacdo pode ser escrita como:

Ny
Vo) - idA = TV6) - AdA | 2.26
/| ve)-a fZ/f( 5) i 226)

sendo Ny o nimero de faces que um volume 7 qualquer possui.

A esta altura a discretizagdo da EDP pelo MVF comecga a tornar-se percep-
tivel, mas alguns pontos da Equagdo (2.26) ainda precisam ser tratados. Nota-se que, no lado
direito, ainda hd uma integral cujo dominio é cada uma das faces do volume de controle, que
também pode ser aproximada utilizando o Teorema do Valor Médio. Admitindo que (['V¢);-n

€ constante em cada face f, pode-se escrever:

/ (T'V¢) - hdA = (TV4); - h / dA = (TV¢); - AA; (2.27)
f f

sendo Ay a drea da face f do volume e (I'V¢) s o fluxo difusivo através de f.
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Substituindo os resultados obtidos pela Equacao (2.27) na Equacao (2.26), e
utilizando-os em sequéncia na Equagao (2.24), obtém-se:

Ny

D (TV¢);-hAp = =8y V; . (2.28)
f=1

sendo esta a forma discretizada da EDP original por meio do MVF.

Mazumder [60] destaca que para calcular a solu¢do numérica de uma EDP por
meio do MVF deve-se conhecer uma maneira de discretizar o termo (V¢); da Equagdo (2.28),
e o tipo de malha utilizado na discretizacdo leva a uma divisdo substancial entre as possibili-
dades de tratamento deste termo. Em malhas estruturadas ortogonais, este gradiente pode ser
facilmente discretizado por expansao em série de Taylor. Para isto, considere a defini¢ao do

vetor gradiente dada por:

8¢;\ 8¢';

(2.29)

op 09 . . .
Tratando-se de uma malha ortogonal, € possivel que os termos a_qb e 8_¢ sejam discretizados por
x

diferencas avancadas, com os pontos: 7 € 7 + 1 representando os centrdides do volume principal
P e seus vizinhos W, E, N ou S, tal como ilustrado pela Figura 2.11. Esta possibilidade existe
por dois fatores: o vetor normal n de cada face é colinear ao vetor gradiente do fluxo difusivo e
o centroide da face encontra-se exatamente sobre a metade da distincia entre os CGs dos dois

volumes [61].
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Ax
........... %,_N.U.. ""'JK%‘N””' E,VE
: on| 5
. ............. g" , .......
.......... BII(,tb}[EP‘,fEE | Ay
14 dw 1‘ de ‘;ri
' :
sl |
.,#,_S_H _.![,,;15 ESE

Figura 2.11: Estencil para uma formulagdo do FVM em malha cartesiana ortogonal. Os centréi-
des dos volumes retangulares de tamanho Ax por Ay sdo denotados por um retangulo vazado
e letras maiusculas, sendo P o volume principal, aquele para o qual a equacdo estd sendo cons-
truida. Os pontos médios de cada face (arestas para o caso 2D) sdo dados por circulos vazados
e letras mindsculas, em malhas estruturadas cartesianas estes pontos coincidem com o ponto
médio de cada aresta e o ponto médio da distancia entre os CGs. Fonte: autoria propria.

Desta forma, os gradientes em cada face w, e, n e s sdo dados, respectivamen-
tes, pelas equacdes abaixo:

09| _ op—ow
ox|,  ow
99| _ ¢p—9op
x|,  de
(2.30)
do| _ on —op
dyl,  om
99| op— s
dyl,  ds

Abrindo a Equacdo (2.28) e substituindo seus gradientes pelas aproximacoes
mostradas na Equacdo (2.30), obtém-se:

TA, (M>+FEAE (M) ATA (M) A (M) SV
dw de on ds g
2.31)

com Aw, Ae, An e As significando, no caso 2D, os comprimentos das arestas w,e,n € s,
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respectivamente. De forma compacta, a Equacao (2.31) pode ser escrita como:

Ny
ap,dp, + Y andn = —SyVi, Vi€ {1,2,...N}. (2.32)

n=1

onde N é o nimero de volumes internos P; da malha, Nb € o nimero de volumes que compati-
lham arestas com o i-ésimo volume F; interno (neste caso, Nb = 4) e ap, e a,, representam os
coeficientes que multiplicam, respectivamente. Os termos ¢p, € ¢,, sdo obtidos manipulando-se
a Equacdo (2.31). A Equacao (2.32) representa o sistema linear construido pela discretizacdo da
EDP governante utilizando as técnicas do MVF, pois o termo /N, indica o total de volumes inter-
nos pertencentes a malha, e € a forma candnica de apresentagdo de uma discretizacao pelo MVF
[71]. Maiores detalhes para a formulacdo do MVF em malhas estruturadas podem ser obtidos
em Patankar [71], Fortuna [34], LeVeque [50], Ferziger e Peric [31], Maliska [58], Versteeg e
Malalasekeera [87], Blazek [13], Mazumder [60] e Moukalled, Mangani e Darwish [61].

2.2.4 Método dos volumes finitos em malhas nao estruturadas

Em discretizacOes obtidas utilizando-se malhas ndo estruturadas triangulares,
a reconstrucao do fluxo normal as faces das células ndo €, em geral, direta. Isto se deve a natu-
reza de tais malhas, que permitem que os volumes possuam formatos diversos, fazendo com que
o vetor que liga os centrdides de dois volumes vizinhos nao seja necessariamente perpendicular
a face que estes volumes compartilham. Se as células da malha ndo forem ortogonais, € possivel
também que a linha que conecta os dois centréides ndo intercepte o ponto médio da face, tal
como observado em malhas ortogonais. Nestes casos, uma discretizagao acurada do gradiente
normal a face € crucial para a obten¢ao de resultados consistentes, em especial se a malha pos-
suir volumes altamente distorcidos, pois a precisao dos resultados € inversamente proporcional
ao grau de distor¢ao dos volumes [60, 61, 88]. A Figura 2.12 apresenta quatro possiveis casos
de fluxos entre dois volumes quaisquer; o primeiro é o caso ideal em que o segmento PN é
normal a face e seu ponto médio intercepta o ponto médio da face, denotado por f; o segundo é
quando o segmento PN é ortogonal a face, mas ndo intercepta o ponto médio desta; o terceiro
ocorre se o ponto médio do segmento PN intercepta o ponto f, mas ndo é ortogonal a face;
o quarto e tltimo é o caso em que o segmento PN ndo é ortogonal a face e nem intercepta o

ponto f.
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Elementos distorcidos e
" \ i
face ortogonal a PN

Elementos nao distorcidos
e face ortogonal a PN

Elementos nao distorcidos Elementos distorcidos e
: - g : - Lo
e face nao ortogonal a PN face nao ortogonal & PN

Figura 2.12: Exemplos das possibilidades de distor¢des em volumes triangulares. P denota o
centréide do volume principal, N denota o centréide de seu vizinho, f denota o ponto médio da
face compartilhada entre eles e n denota o vetor normal & f. Volumes distorcidos sdo definidos
como aqueles onde o ponto médio do segmento PN nio intercepta o ponto f. Fonte: autoria
propria.

Se tratando de formulacdes cell-centered, Blazek [13] aponta que existem
duas maneiras basicas de aproximar (V¢);, uma baseada em construir os gradientes utilizando
propriedades geométricas dos volumes e outra constituida por criar ponderagdes entre gradi-
entes previamente conhecidos. Dentre as possiveis formas de ponderagdes, Yan et al. [89]
afirmam que a maneira mais fécil de reconstruir (V¢), ¢ tomando a média aritmética simples
dos gradientes nos CGs das células que compartilham a face em questdo. No entanto, esta estra-
tégia torna-se imprecisa se as malhas utilizadas na discretiza¢do forem ndo uniformes, ndo or-
togonais e distorcidas. Os autores também apresentam abordagens mais aprimoradas utilizando
médias ponderadas, com os fatores de ponderacdo sendo o volume de cada célula envolvida
(enfatizando a maior delas) ou a distincia entre o CG de cada célula até o ponto médio da face

(privilegiando a mais proxima). Estas expressoes sdo mostradas pelas Equacoes (2.33).

(Vo)p + (Vo)

Média simples: (Vo) s = 5 (2.33a)
- Vp VN
Média ponderada por volume: (V¢); = m(V¢)P + m(Vd))N (2.33b)
Médi o ~ dpy dny
édia ponderada por distancia: (V) = W(Vqﬁ)p + W(V¢)N . (2.33¢)
P N P N
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Muzaferija [62] j4 utilizava a estratégia de ponderagdes entre os gradientes
avaliados nos centros de cada volume de controle para obter o gradiente na face em sua tese
de doutorado, defendida em 1994. No mesmo ano, Palmer [70] também publicou um trabalho
onde o gradiente no centro da face compartilhada entre dois volumes também era obtido por
uma média ponderada entre os gradientes avaliados nos centrdides destes volumes, sendo a
distancia entre o centro da face e os CGs o fator de ponderacao.

Jalali et al. [44] frizam que, nos dias atuais, a bibliografia ja acumula da-
dos suficientes para afirmar que os métodos baseados em médias de gradientes conhecidos sao
suscetiveis a erros de alta frequéncia. O fator chave envolvido na discretiza¢do de fluxos di-
fusivos em malhas distorcidas € a busca por um esquema de discretizacdo consistente para os
gradientes normais as faces das células [73, 89, 46]. Cardiff e DemirdZi¢ [16] complementam
que uma das principais fontes de diferenciacio das variantes do MVF € dada pelo modo com o
qual o gradiente nas faces (V¢) € discretizado. A seguir serdo apresentadas algumas das mais
consolidadas formas de cdlculo do termo (V¢) - nn disponiveis na literatura.

Os primeiros métodos de tratamento do termo (V¢) - n em discretizagdes
ndo ortogonais apareceram em trabalhos voltados as malhas do tipo body-fitted, sendo o de
Demirdzi¢ (1983) [24] um dos mais relevantes. Em 1990, Demirdzi¢ e Peri¢ [28] utilizaram a
equagao proposta por [24] para a discretizacao do termo difusivo da equacao geral do transporte
discretizada em volumes de controle quadrilaterais, representados pelo diagrama exposto na

Figura 2.13. Tal equacdo € dada abaixo:

(V¢)e ~ S%[(QSE - ¢P)(Se : Se) + (¢n - qbs)(se : Sn)}ea (234)

em que ﬁ € o vetor que vai do ponto P ao ponto F, e os vetores S, e S,, sdo os vetores superfi-
cie das faces e e n, respectivamente. Em um trabalho posterior, DemirdZi¢, Lilek e Peric (1993)
[26] apresentaram uma outra maneira de tratar o termo difusivo da equacao geral do transporte
em malhas body-fitted nao ortogonais. O volume de controle geral utilizado pelos autores para
a construcao das equacdes pode ser observado na Figura 2.14. Utilizando diferengas centrais
para lidar com os operadores diferenciais, os pesquisadores utilizaram a mesma equacao para o

termo (V¢)., apenas modificada para o modelo da malha:

I'.
(Vo). = m (08 — @P)(Sie - Sie) + (P — ¢s) (St - Sae)] (2.35)
le ©

em que S, é o vetor superficie da face e, com dire¢ao normal a esta face e sentido para fora e
Ss. € 0 vetor ortogonal a P ﬁ com sentido &, positivo, representando a drea na superficie £, = 0
limitada por P e /. Assim como as equagdes anteriores, a proposta de Demirdzié, Lilek e Peric¢

considera a acdo de um termo de difusdo direta ortogonal a face e e a agdo de um termo de



56

difusdo cruzada, cuja influéncia € calculada diretamente pelo produto interno Si. - So., sendo

mais significativo quanto maior for o angulo formado entre os dois vetores de superficie.

Figura 2.13: Esquema de volume de controle utilizado para a discretizacdo do termo difusivo
apresentado por Demirdzi¢ e Peri¢ (1990). Fonte: [28].

&
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Figura 2.14: Esquema de volume de controle utilizado para a discretizacdo do termo difusivo
apresentado por Demirdzi¢, Lilek e Peri¢ (1993). Fonte: [26].

Muzaferija (1994) [62] aproximou o fluxo difusivo entre dois volumes de
controle tridimensionais a partir da diferenca entre o valor obtido via aproximacgado de diferen-
cas centrais entre os gradientes nos CGs de cada volume e o valor obtido ao se interpolar os

gradientes dos centrdides, resultando na seguinte expressao:

ds- Ay

ds- Ay
d;-dy

(Vo)p-n=T (on —¢p) + T [(VO)y- Ay — (Vo) -dy (2.36)
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comd; = _P—ﬁ e Ay = Asn de acordo com o esquema ilustrado pela Figura 2.15. Na Equa-
¢do (2.36), os termos fora dos colchetes sdo tratados implicitamente, enquanto que 0s termos
restantes sdo tratados explicitamente, e o vetor (V¢), fora obtido por uma interpolagdo entre
os gradientes nos centrdides dos volumes de controle adjacentes. Esta equacdo também foi uti-
lizada em Muzaferija e Gosman (1997) [63], além de ter sido catalogada por Jasak [45] em sua
tese, onde receberia o nome de equagdo da corre¢do minima.

Demirdzi¢ e Muzaferija (1995) [27] modificaram ligeiramente a equagdo uti-
lizada por Muzaferija [62] para obter:

. — ) Vonr. \V/ _
11V iV

(2.37)

Os autores argumentam que o segundo termo dentro dos colchetes aprimora o comportamento

da discretizacdo em relacdo a oscilagdes numéricas.

X!

Figura 2.15: Esquema utilizado por Muzaferija e Gosman [63] para a discretizagdo do fluxo
difusivo entre volumes de controle. Fonte: [25].

Em 1995, Davidson e Stolcis [23] publicaram um trabalho no qual investiga-
vam um procedimento para resolver problemas de fluxos turbulentos compressiveis em malhas
ndo estruturadas com volumes de diversas formas. Os autores discretizaram o termo difusivo
da equacdo do transporte por uma estratégia baseada no teorema da divergéncia de Gauss. A

Figura 2.16, disposta a seguir, ilustra o diagrama empregado para a constru¢ao da equagao.
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. o ® B A

Figura 2.16: Dois volumes de controle que compartilham uma face. O fluxo difusivo por esta
face € avaliado no ponto médio desta, f, indicado por um circulo aberto. Os circulos pre-
enchidos indicam os nds da malha e os pontos denotados por quadrados vazados indicam os
centréides dos dois volumes em questdo. O quadrildtero formado pelos pontos a, b, c e d € uti-
lizado para o calculo de (V¢) - . Fonte: adaptado de [23].

Um quadrilatero contendo os vértices de uma face qualquer e os centréides
dos dois volumes que a compartilham € construido de forma que nAp = nA; = nAy e
nA,; = nA,, com os centros das dreas nAp e nAy os pontos P e N, respectivamente. As
coordenadas exatas dos pontos a, b, ¢, e d ndo serdo necessarias, como podera ser notado adiante.
Uma vez que, pela lei de difusao de Fick, o fluxo difusivo que passa pela face

f édado por Dy = (I'V¢)y - Ay, pode-se escrever:
B B O¢ o9\ 90 0¢
Dy=(IVe¢)r-Ay=T <A18x + Ayay)f =T|A| (nz(% + nyay . (2.38)

sendo A o vetor drea da face f, A, e A, suas componentes cartesianas e n, € n, as compo-

nentes do vetor unitdrio da face nas dire¢des de A, e A, respectivamente, e calculados como:

n, — @ : (2.39a)
ny = @ : (2.39b)
d= /(g2 — y01)? + (202 — 21)?. (2.39)
Da Equacgao (2.38) percebe-se a necessidade de avaliar os termos % ‘ ;€ g—‘i 5

o que pode ser feito aplicando o teorema da divergéncia de Gauss sobre o quadrildtero (a — b —

¢ — d) que circunda o ponto médio da face, assim:

O¢ 1]4 ¢ 174
D ongdAd e L= ¢ sndA, (2.40)
or  |A] A¢ dy |A A¢ Y

de modo que A denota o quadrildtero (a — b — ¢ — d) e |A| é a drea de A. Com estas igualdades,
obtém-se:
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(%nx)f = %[(qbnmA)N + (pngA)yy — (dngA)p — (dngA) ]

(Gom) = Frltomdn + @nhe = @n e = (ony )l

(2.41)

Somando os dois termos da Equagdo (2.41) e sabendo que (n2 + nZ) =1,0

resultado é dado por:

8¢ B 1
(5eme), = (Gm), = s —ense

Difusdo ortogonal

+ Aual(n2) 1 (n2)oz + (1) £ (11 )u2] (o2 = Gu1)} - (2:42)

TV
Difuséao nao ortogonal

Nota-se que em malhas ortogonais, o termo de Difusdo nio ortogonal desaparece, uma vez que
S0 . ~ e .
PN -v1v2 = 0. Finalmente, a equacdo para o termo difusivo pode ser reescrita em sua forma

final, mostrada na Equacgao (2.38):

(Vo) Ay = T4 6y — o)

A
+ Awa[(nz) f(ne)oz + (ny) r(ny)u2) (o2 — du1)} (2.43)

de forma que os termos mostrados na primeira linha sdo tratados de forma implicita, enquanto
que os da linha abaixo sdo tratados explicitamente.

Em (1996), Jasak [45] apresenta em sua tese interpretacdes geométricas de
trés maneiras de discretizar o termo difusivo que consideram um termo de correcdo pela ndo
ortogonalidade das malhas. Moukalled, Mangani e Darwish (2016) [61] mostram em seu tra-
balho, com detalhes, os célculos desenvolvidos por Jasak para modelar o termo (V¢) - nn para
volumes ndo ortogonais. Considere o diagrama expresso na Figura 2.17. Para se avaliar o fluxo
tangencial a face, o autor propde decompor o fluxo normal em duas componentes e ressaltam
que esta abordagem considera que o ponto médio do segmento PN e o ponto f, que denota o
ponto médio da face, se interceptam. Seja S; o vetor drea da face compartilhada, podendo ser
escrito como Sy = Syn, onde Sy € a drea da face e n seu vetor normal unitdrio. Seja o vetor
€ um vetor unitario que possui a direcao do vetor que liga os centréides, ﬁ\f , e seja t o vetor
unitdrio colinear a face compartilhada. Deve-se ressaltar que esta abordagem considera que o

ponto médio do segmento PN e o ponto f que denota o ponto médio da face se interceptam.
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Figura 2.17: Esquema de constru¢do do vetor fluxo normal entre dois volumes em uma malha
ndo ortogonal. Fonte: adaptado de [61].

Considere que o vetor drea Sy seja escrito da seguinte forma:

S;=E; + T, (2.44)

de maneira que E; e T sejam as componentes des Sy nas diregdes de € e t, respectivamente.

Desta forma € possivel escrever que

(Vo) 8= (Vo) By +(V)- T, . (245)

. .

Vv Vv
Contribui¢do dos CGs Difusdo cruzada

tornando-se necessdrio desenvolver maneiras de tratar os termos do lado direito. Uma primeira

op¢ao para a parcela que relacionada aos CGs pode ser obtida facilmente ao tomar-se

(Vo) -Ef = (Vo)s- (Esey)

= Ey(Vo)s-é
(2.46)

com dpy sendo a distincia entre os CGs. E evidente a necessidade de se construir um modo de

calcular F/;. Algumas alternativas mostradas pelos autores sdo entdo apresentadas:

B, = (6-S))e

2.47
= (Spcosf)e, (247
————
Ey



61

nomeada por Jasak como corre¢cdo minima, esta abordagem mantém o termo ndo ortogonal o
menor possivel e € representata pelo diagrama (a) da Figura 2.18. Conforme a nao ortogonali-
dade aumenta, a contribui¢do do fluxo entre os CGs diminui.

Outra possibilidade € considerar que as contribui¢cdes entre os dois fluxos,

direto e tangencial, serdo as mesmas, levando a

Ef:Sfé — Ef:Sf7 (2.48)

tal como ilustrado pelo diagrama (b) da Figura 2.18, sendo esta abordagem nomeada por Jasak
como correcao ortogonal.

Por dltimo, Moukalled, Mangani e Darwish [61] apresentam o procedimento
utilizado por Jasak [45] para a obten¢do da abordagem sobrerrelaxada. O autor nota que o
protagonismo do termo envolvendo ¢y € ¢p aumenta com a diminuicao da ortogonalidade,
resultando em uma maior estabilidade mesmo em malhas altamente distorcidas, sendo esta a

melhor das trés abordagens estudadas. Matematicamente isso € obtido ao forcar que T'; seja

Sy -
E =
/ (cos@) ©

_ ( Sy° >é (2.49)

ortogonal a Sy, resultando em

Figura 2.18: Interpretacdo geométrica dos trés modos de avaliacdo do termo de difusdo cruzada.
Em (a) tem-se a correcao minima, em (b) tem-se a corre¢ao ortogonal e em (c¢) tem-se a corre¢ao
sobrerrelaxada. Fonte: adaptado de [61].

O termo de difusdo cruzada exibido pela Equacao (2.45) pode ser aproximado
isolando T, resultando em Ty = S; — E¢, que pode ser calculado pelos mesmos métodos

utilizados para E¢, isto €, da seguinte forma:
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(Vo)s- Ty = (Vo)y-(S;—Ey)

(Vo)s - (n —cosbe)Sy;  Corregdo minima (2.50)
= (Vo) (n—e)Sy Corregdo ortogonal ,
1
(Vop)s- (n— €)Sy  Correcao sobrerrelaxada

havendo a necessidade de se encontrar um modo de calcular (V¢), a partir das informagdes
conhecidas, que sdo os valores de ¢ nos vértices e CGs. O teorema da divergéncia de Gauss

aplicado sobre um campo de escalares estabelece a seguinte igualdade:

/ VodV = odS (2.51)
v v

sendo V' um volume fechado, OV sua superficie de fronteira e dS o vetor, apontado para fora,
de um diferencial de area de S.
Aplicando o teorema do valor médio para o lado esquerdo da Equagao (2.51)

obtém-se:

VoVp = / VodV . (2.52)
14

Substituindo a Equagdo (2.52) na Equagao (2.51) e aplicando para o cdlculo

do gradiente para o volume C tem-se:

1

(Vo = i

b 9rdSy . (2.53)

Este mesmo procedimento pode ser repetido para se obter o valor de (V) y.

Falta ainda obter uma aproximac¢do para o termo do lado direito da Equa-
¢do (2.51), uma alternativa € escolher uma superficie gaussiana poligonal (para o caso 2D) e
admitir que a integral sobre cada uma das faces é dada por um valor médio no centro da face

multiplicado pela drea desta mesma face. Assim:

% ¢def ~ Z¢fsf — (VQﬁ) ‘;lp Z¢fsf . (2.54)

Admitindo que (V) p =~ (V¢)p, pode-se escrever uma expressdo que permite calcular (V)
por meio de (Vo¢)p e (Vo)n, dada por:

(Vo)s =gp(Vo)p + gn(Vo)n (2.55)
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de forma que gp e gy sdo constantes de interpolacdo que permitem escrever as coordenadas de
f a partir das coordenadas de P e N, sendo a média ponderada pela distancia uma alternativa
possivel.

As equacgOes apresentadas em Jasak [45] sdo conhecidas na literatura como
correcdes diferidas, uma vez que o termo de difusdo cruzada é avaliado explicitamente, isto €,
com valores de ¢ atrasados. Diversos trabalhos utilizaram as aproximagdes descritas em [45],
tais como: Kim (2001) [48], Perez-Segarra (2004) et al. [74], Perez-Segarra (2006) et al. [73],
Tsui e Pan (2006) [86], Traoré et al. (2009) [85], Cary, Dorgan e Mani (2009) [17], Jalali,
Sharbatdar e Ollivier-Gooch (2014) [44] entre outros.

Mathur e Murthy (1997) [59] derivaram uma equacdo a partir de malhas
generalizadas, tal como ilustrado pela Figura 2.19, e chegaram a uma equacdo semelhante

a de corregdo diferida sobrerelaxada de [45], com a particularidade de considerar (V¢); =

H(V6)p + (Vo).

Figura 2.19: Esquema proposto por Mathur e Murthy [59] para a discretizag¢ao do fluxo difusivo
entre dois volumes em malhas curvilineas. Fonte: adaptado de [59].

Coudiere, Vila e Villedieu (1999) [20] utilizaram uma abordagem semelhante
a de [22], onde o fluxo difusivo para uma face € calculado a partir do teorema da divergéncia de
Gauss. Os autores adaptaram as malhas triangulares o método introduzido por Coirier (1994)
[19] em sua tese de doutorado, onde a malha utilizada era cartesiana e adaptativa. Coirier
ainda propds o termo "reconstru¢do diamante", em alusdao ao formato produzido pela regido de

integracgdo, ilustrada pela Figura 2.20.
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(%))

(3]

Figura 2.20: Tlustragdo do diagrama utilizado por Coudiére, Vila e Villedieu (1999) [20] para a
construcdo do fluxo difusivo entre dois tridngulos vizinhos. Fonte: adaptado de [20].

Considerando a equacdo geral de uma EDP Eliptica dada pela Equagao (2.20)
e aplicando o teorema da divergéncia de Gauss no lado esquerdo da equacdo, sobre a regido

denotada por A;, tem-se:

/ V- (TV¢)dV = f{ (T'V¢ - n)ds. (2.56)
Vi oV;

Como todos os volumes da malha sdo poligonos, o lado direito da Equa-
¢do (2.56) pode ser substitido por uma soma das integrais sobre cada face f; para cada volume

de controle V;, resultando em

jév(rw n)dS = Z }[} I'Vé-n,)d (2.57)

onde Ny € o nimero de faces que o ¢-€simo volume possui e o diferencial do identifica uma
integral de caminho (unidimensional). A integral sobre a face do lado direito pode ter seu

integrando separado em dois termos, de forma que:

d
274 IV - ny da—Z/ { nﬂ+ra¢njy do . (2.58)

J/

o
O termo (I) destacado na Equacgdo (2.58) deve ser calculado para cada face e
pode ser avaliado como duas integrais separadas. Os calculos desenvolvidos para ambas sao

andlogos, logo, apenas uma delas serd detalhada. Considerando a parte relacionada a varidvel

xz, admitindo I e a—¢ constantes, tem-se
T

109 8¢

(9 —Njpdo =1'— 0

Njzdo =T'—

Oz ‘ 5 oz

ij. (2.59)
f5
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0
de modo que Az; = z,5 — x,1. Supondo que a_gb seja dado por um valor médio dentro de A;
x

J

e utilizando o teorema do valor médio, tal como feito na Equacdo (2.52), pode-se dizer que:

9¢
ox

06 1 0o
~ - [ s, (2.60)
5 Ox A Ja, Ox

com |A;| sendo a drea de A;. Utilizando o teorema da divergéncia, a integral dada na Equa-

¢do (2.60) pode ser substituida por uma integral de linha, de tal forma que

Y1a=d¢ oas—d ondo. (2.61)
Aj 0x 6Aj aAj

Uma vez que 0A; é um poligono de 4 lados, seja ¢ tal que ¢ € {1,2,3,4} a varidvel que denote
tais lados. Sejam vj e v3 os vértices que originam o lado . Admitindo que ¢ em cada aresta
¢ seja constante e dada por uma média dos valores de cada vértice, entdo o valor do fluxo na
direcdo x € dado por:

9¢

ox

J

4
1 ¢v* + ¢7J*
— A E 1 : 2 Az, . (2.62)

com Ax, = Tyx

— Ly*.
5 v

1

, pode—se €screver a se-

.0
Empregando o mesmo processo para avaliar 8_¢
Ylg
guinte expressdo para o fluxo difusivo que transpde a face f;:

4

Z —%T ;_ i Ax,

TAY, o Gus + bus
Ay,
A 2 2

T'Ax;
T(Vé) - h = ——2d
(Ve) A

+ . (2.63)

3 3

Benkhaldoun et al. (2007) [11], que também utilizaram as equagdes de Cou-
diere, Vila e Villedieu [20], citam que as vantagens desta metodologia s@o vdrias, dentre as prin-
cipais destacam-se: a ordem de convergéncia (segunda ordem), a possibilidade de ser aplicada
para qualquer tipo de malha independentemente da forma dos volumes, inclusive em malhas hi-
bridas, e a auséncia de restri¢des severas para os angulos internos dos volumes. A metodologia
de Coudiere, Vila e Villedieu [20] também € encontrada no trabalho de Elmahi er al. (2007)
[30], que frizam que o método de Coudiere, Vila e Villedieu [20] também ¢é funcional para es-
quemas de malhas adaptativas gerais, tal como visto em Asmouh et al. (2020) [7]. Ademais,
Couediere, Vila e Villedieu [20] provam a convergéncia deste método, bastando que as malhas
utilizadas sejam regulares.

Kim e Choi (2000) [47] também apresentam uma maneira de avaliar (V¢);,
os autores utilizam os valores de ¢ nos vértices que definem a face em estudo para construir
a parcela de correcdo devido a ndo ortogonalidade. Considerando o diagrama mostrado pela

Figura 2.21, o gradiente de ¢ no ponto de interse¢do do segmento PN com a face f, denotado
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por f’, pode ser escrito como:

) 0
(Vo) = a—?el + a—?ez (2.64)

N S — .
sendo & e 7 as direcdes dos vetores PN e v1v3, respectivamente. A componente normal do

gradiente V¢ avaliado no ponto Py pode ser escrita como:

9¢

on Py

ON — PP Pu, — Oy, ta
61 + 52 A?’/

= V¢ -h= no, (2.65)

de modo que ; e &, sdo os médulos das projecdes dos segmentos P f’ e N f’ sobre a diregio de

n, # é o angulo formado entre e; e n e An € a distancia entre v; € vs.

V2

U1

Figura 2.21: Esquema utilizado por Kim e Choi para o cédlculo de V¢ na face compartilhada
pelos dois volumes, P e N. Fonte: adaptado de [47].

Versteeg e Malalasekera (2007) [87] apresentam em detalhes o desenvolvi-
mento de uma expressdo para o fluxo difusivo que coincide na mesma equagdo utilizada por
Kim e Choi [47]. Os autores adotam como premissa que os valores de ¢ nos CGs dos tridngulos
e nos vértices da face sdo conhecidos, e que o ponto médio do segmento que liga os pontos P
e N intercepta a face ab também em seu ponto médio. Considere os volumes de controle mos-
trados pera Figura 2.22 (a), os pontos P, N, v; e v, representam, respectivamente, o centroide
do volume para o qual se desenvolve a equagdo, o centréide de seu vizinho e os vértices que
ambos compartilham e formam a face onde o fluxo serd analisado. O eixo n representa a direcdo
normal a face, enquanto o eixo 7 representa a direcdo tangencial a esta, ja o eixo £ € aquele na
direcdo do vetor que liga os pontos P e N; n, e, e €; sdo os vetores unitdrios destas diregdes,

respectivamente, e 6 € o angulo formado entre n e €.
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Ui
P
5 .
Do S n
N
(b)

Figura 2.22: Esquemas para a discretizacdo do fluxo normal a face compartilhada por dois
volumes triangulares utilizado por Versteeg e Malalasekera [87]. Em (a) mostra-se os volumes
vizinhos e os vetores unitdrios nas direcdes de interesse. Em (b) ilustra-se as componentes do
vetor V¢ decompostas nas direcdes dos vetores unitdrios mostrados em (a). Fonte: adaptado de
[87].

Por meio de manipulacdes algébricas as projecdes mostradas na Figura 2.22

(b) sdo obtidas, de forma que pode-se concluir a seguinte expressao:

(Vo) i =

A-nop|  &c-e,00
A . S ed 2.
B) (266)

o
w6 0E |, noec onl,

. ~ e DAL — - . - 4
que estd escrita em funcdo dos fluxos na direcdo PN e vivs. A légica por trds desta equacgdo €
permitir escrever o fluxo normal de ¢ através da face v,v,, requerido pela Equagdo (2.28), dita
equacao de discretizagao, utilizando os fluxos entre os pontos onde a grandeza ¢ € conhecida,

sendo possivel assim substituir os operadores diferenciais por seus andlogos algébricos:

96  on—9%p _ 0 P — Py 2.67)
73 AL In An

com A¢ sendo a distancia entre P e N e Az a distincia entre v; € vs.

Substituindo a Equagdo (2.67) na Equacao (2.66) obtém-se:

0S tan 6
n-n ¢y —¢ €c - € (P, — ¢
N n-n N — ¢p e& : en vo — Py
\Y Ny = —— - = , 2.68
(Vo) -2y n'es( AL ) H'%( An ) (268
Gradiegg direto Difusei;;ruzada

que € a equacdo discretizada para o fluxo normal a uma face de um volume triangular. Note que,
= . P
para o caso em que os vetores n e PN forem colineares, o termo de difusdo cruzada desaparece

e todo o fluxo é dado pelo gradiente direto. Perez-Segarra et al. [74] também apresentam esta
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equacao em sua compilacao identificando-a como "abordagem de decomposi¢ao de superficie",
uma vez que a estratégia baseia-se em decompor o vetor superficie em duas componentes, uma
tangencial a face e outra na direcdo do vetor que liga os CGs. Uma desvantagem percebida
nesta formulagdo é que quando & — 90°, a equagdo retorna valores absurdos.

Jayantha e Turner (2001) [46] compilaram algumas equacdes para o fluxo di-
fusivo entre volumes de malhas ndo ortogonais e compararam os resultados numéricos destes
esquemas de discretizacdo. Dentre as equagdes apresentadas estdo as equacdes ja citadas ante-
riormente, com excessao da préxima equagio, que projeta o fluxo através do ponto médio da
face. Considerando o diagrama ilustrado na Figura 2.23, a equacdo dada pelos autores para o

fluxo é:

Figura 2.23: Diagrama utilizado por Jayantha e Turner [46] para a discretiza¢do do fluxo difu-
sivo. Fonte: autoria propria.

. 1
(VO)f -t = —=(on; — 0p)), (2.69)
| BN
de forma que os valores de ¢ N € 10) P! sdo obtidos por meio de uma expansao dos valores de ¢y

e ¢p por meio de uma série de Taylor de primeira ordem, isto é:

b = on + (VO)w - NiNi ¢ op = bp + (V)p- PP, (2.70)

(2

Substituindo os valores de gzﬁNJ/, e ngP; dados pela Equacdo (2.70) na Equa-
cdo (2.69), obtem-se:

1 1 S— S—

(Vo)y -t = —=(¢n, = 0r) + ==~ |(VO)n, - Ni i —(Vo)p, - PP/, (271)
| PiNj| | PiNj|

de tal forma que os termos (V¢)x, e (V@) p, devem ser obtidos por procedimentos tais quais os
demonstrados na Equagdo (2.53).
Perez-Segarra et al. (2006) [73] também publicaram um trabalho avaliando

as particularidades de algumas discretizag¢des para o fluxo difusivo entre volumes de controle de
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diversas malhas. Dentre as equacgdes apresentadas nesta coletanea estdo as ja citadas equagdes
de Jasak [45] e a equacdo de Jayantha e Turner [46] apresentada anteriormente. Contudo,
os autores também apresentam uma modificagdo para a equagdo de Jayantha e Turner [46],
utilizando pontos intermedidrios entre os centrdides e o ponto médio da face, de maneira a
melhorar sua acurédcia.

O esquema utilizado por Perez-Segarra e al. (2006) [73] é ilustrado pela
Figura 2.24. Em (a) tem-se centrdides dos volumes que compartilham a face, denotados por P
e N, o ponto médio da face compartilhada denotado por f e f* denotando o ponto médio do
segmento que liga os centréides. O vetor 72 € o vetor unitario diretor da face, e os angulos «
e 0 sdo, respectivamente, o angulo formado entre o vetor 7 e o segmento P f e o Angulo entre
segmento F'f e o prolongamento do segmento P f. Em (b) tem-se, sobre a reta definida por f,
os pontos P’ e N’, que sdo as respectivas projecdes dos pontos P e IV sobre esta reta e 0os pontos
¢~ e ", definidos de forma que verifiquem dp,~ = ds,~ € dy,+ = dg,+. O vetor t é unitério e

coincidente com a face compartilhada.

Figura 2.24: Detalhe dos parametros utilizados por Perez-Segarra et al. [74] para construir uma
equagdo para o fluxo difusivo. Fonte: adaptado de [74].

Partindo do esquema ilustrado pela Figura 2.24, a modifica¢cdo da Equacao (2.71)
apresentada por Perez-Segarra et al. [73] por meio da utiliza¢do de valores de ¢ nos pontos g~
e ¢ inicia-se a partir da obtengdo dos valores de ¢,- e ¢,+, calculados por meio de expansdes

em série de Taylor, mostradas nas seguintes equacoes:

—
by ~ dp+ (Vo)p- Pq~ (2.72)

_>
G- = ¢p+ (Vo)p- fq~ =dp — (V@) - Dy (2.73)
bgs ~ 07+ (VO)s - [4 = 67+ (VO)y - Bigr (2.74)
Gg+ = On + (Vo) - W : (2.75)

Igualando entre si as Equagdes (2.72) e (2.73), e de forma anédloga as Equa-
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¢Oes (2.74) e (2.75), de modo que expressdes para ¢, € ¢,+ possam ser obtidas; isolando o
termo ¢; de cada uma delas, tal que seja possivel firmar uma igualdade entre as duas novas

expressdes, obtém-se entdo a equacdo melhorada para (Vo) - 1

ON — ¢p (Vo) - W —(Vo)p - P_(]_> '

(2.76)
(dfq* + dfq*) (dfq* + dfq*)

(Vo); -1 =

A metodologia utilizada por [74] para derivar o termo (V¢); nesta equacdo é conhecida por

"20_ por ser fundamentada em projetar os pontos e valores das

"avaliacdo direta do gradiente
varidveis na linha média normal da face.

Xue e Barton (2013) [88] relembram que para casos onde a linha que conecta
os centroides, P e N, de dois volumes vizinhos é normal a face compartilhada e passa por
seu ponto médio, a avaliacao dos gradientes € direta, bastando uma aproximacao de diferencas
centrais. Os autores, contudo, consideraram em seu trabalho o caso mais geral de fluxo, onde
ndo necessariamente este cendrio ideal ocorre. A inexisténcia das condi¢des acima citadas

21 Nestes

origina o surgimento de uma condi¢do reconhecida pela literatura como skewness
casos, o fluxo difusivo deve considerar uma corre¢do para a distor¢do dos volumes, e Xue
e Barton [88] empregam uma decomposi¢do vetorial ao longo de um segmento imaginario,
paralelo ao segmento que liga os centrdides, que intercepta o centro da face, denotado por f,
conforme ilustrado pela Figura 2.25. Tomando a diferenca entre os vetores posi¢do dos pontos
f e f temser sy =y — ry. Utilizando uma interpolagdo linear de segunda ordem, tal como
a utilizada na Equacio (2.70), pode-se obter os valores de ¢ para os pontos P’ ¢ N a partir dos

valores dos respectivos centréides.

U2

Figura 2.25: Esquema utilizado por Xue e Barton [88] para a reconstru¢do do fluxo difusivo.
Fonte: Xue e Barton [88].

Decompondo o vetor normal n em uma componente na dire¢cdo do segmento

P’'N' e outra na dire¢do tangencial a face, tem-se:

2Tradugio livre do termo em inglés direct gradient evaluation.
2'Em tradugio literal do Inglés: assimetria ou distorcio.
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h = apd 4 7;t, (2.77)

de modo que d e t sdo os vetores unitdrios nas direcdes P'N'e tangencial a face v,v,, respec-
tivamente, e s e y; sdo escalares definidos de modo que v; = —a;(t - d) e com ay = 1lem
malhas ortogonais. Tais restricdes para oy ndo fornecem uma maneira tnica de defini-lo, mas
neste trabalho os autores utilizam
ap=——, (278)
n-d

com o beneficio de que esta condi¢do garante que oy > 1, aprimorando a dominéncia diagonal
da matriz de coeficientes.

Deste modo, a equagdo para o termo (V¢ - 1) utilizada por Xue e Barton
(2013) [88] é dada por:

(D, = 0u1)

(Vo-n); = yy (2.79)

o
: — \Y —(V re. +
PN (on — dp) + PN [( ¢)n — (Vo)p] - VT
sendo PN a distancia entre os centréides e A a drea da face em estudo.

Mazumder (2016) [60] apresenta um modo de discretizar o termo difusivo
baseado na obtencdo dos operadores diferenciais via série de Taylor. Considerando o diagrama
exposto pela Figura 2.26 e que o vetor gradiente de ¢, situado no ponto médio de uma face f e

normal a esta, entdo (V¢), pode ser escrito como

0
(Vo) = af i+ 2

fi - [(w) ;- i] it [(ws) ; J] i (2.80)

Pode-se decompor o vetor gradiente em quaisquer dire¢des arbitrarias perpendiculares entre si,
de forma que ao escolher as dire¢des normal, n (apontando para fora), e tangencial (apontando
de v; para vs), f, a face f tem-se:

(Vo)r =[(Vo)s-alh+ [(Vo)-t]t . (2.81)
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U2

U1

Figura 2.26: Esquema de discretizagao do fluxo entre dois volumes triangulares. Fonte: adap-
tado de Mazumder [60].

ey
Calculando o produto interno entre a Equacao (2.81) e o vetor PN, obtém-se:

(Vo); - PN = [(Vo); - a]ir- PN + [(Vg); - £] £ - PN . (2.82)

Isolando o termo (V¢) - nn, obtém-se:

~

H ~
(Vo) fy = (vfb)f N [(W))f't} LN (2.83)
n-PN n-PN

Expandindo ¢ e ¢p por série de Taylor em torno de f, o resultado é dado

por:

B ¢ 00} 10%¢ 2
¢N—¢f+%‘f($N If)+a—y'f(yN yf)+§@ f(xN zp)’+
10%¢ , 1 0%
+ 20y° f(yN —yp)” + 2020y f(l’N —xp)yn —yp) +... , (2.84)
€
B ¢ [0)0) 10%¢ 2
¢P_¢f+%‘f(xP xf)‘l’a_y‘f(yP yf)+§@ f(.IP ZEf) +
19%¢ , 1 9%
+ 3052 f(yp —yr) + 2920y f(xp —x))(yp —ys) +... . (2.85)
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Subtraindo a Equacao (2.86) da Equacgdo (2.84) obtém-se:

09 0¢
On — dp = E f(a:N Tp)+ 2 f(yN yp) +e, (2.86)
(ve), - PN

~

. S : 3
pois PN = (zy — 2p)i+ (yny — yp)j, € sendo € o erro de truncamento, dado por:

10%¢ 19%

= 5@ f[(IN —xf) - (xp—xf) ]—i— §a—y2 f[(yN —yf) — (yp—yf) ]+
%g)x;)y f[(xN_xf)(yN—yf)—(xp—wf)(yp—yf)]Jr... . (2.87)

Desprezando ¢, pode-se estabelecer a seguinte aproximagao:

—

N —op~ (Vo) PN. (2.88)
Reescrevendo a Equacdo (2.83) utilizando o resultado dado pela Equacgao (2.88),
fica-se com:
s
on —¢p  [(Vo);-t]t- PN

(Vo);-n = (2.89)

n-PN n-PN
O termo (Vo) - t pode ser discretizado pelo mesmo procedimento utilizado

para (V¢) - n, resultando em:

(vqb)f ’ E ~ ¢U2 - Qbm ’ (290)
o que implica que (V¢); - t é dado por

(Vo) -t~ oo —bu |E’ Do : (2.91)
. . JUE
sendo |t| o médulo do vetor que liga os pontos v; e v,. Resta apenas calcular o escalart - PN,

que pode ser feito por meio da expressao

=
t-PN = (I’UQ - xm)(xN - IP) + (yvg - y’Ul)(yN - yP) (2.92)
sendo estas as coordenadas x e y dos pontos vy, vy, N e P.

Finalmente, tem-se uma expressao para o fluxo normal a face compartilhada

entre dois volumes:
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(2.93)

(V¢)ffl _ (bN - ¢P . (¢U2 T ¢v1) (xv2 — SCvl)(JJN —Ip) —+ (yvz — yvl)(yN — yP>

n- PN [t] n- PN

O autor deixa claro que nesta formulacdo os valores de ¢ nos nds vy e vy
nao sdo conhecidos, podendo ser aproximados por uma média ponderada dos valores de ¢ nos
centréides das células que compartilham tais vértices. Ainda, quanto mais distorcidos forem
os volumes de controle, maior serd a importancia do termo de difusdo cruzada, aumentando a
dependéncia das informacdes nos nds, que nao sdo calculadas diretamente, sendo entdo menos
precisas e resultando em uma convergéncia lenta.

Em um trabalho publicado em 2019, Nishikawa e White [64] propdem o cél-
culo do gradiente nas faces (V¢) a partir da média aritmética simples dos gradientes nos nés v;
e vy, conforme ilustrado na Figura 2.27, pertencentes a face compartilhada. Utiliza-se técnicas
ordindrias, tal como o teorema da divergéncia de Gauss, para reconstruir o gradiente nos nds, €

entdo calcular o gradiente no ponto médio da face como:

(V)s = 2[(Vo)u + (V6] 2.94)

Os autores argumentam que este método € interessante por requerer menos es-
for¢co computacional quando comparado aos métodos ordindrios, baseados nos gradientes dos
centrdides, uma vez que o ndmero de varidveis envolvidas é claramente menor, necessitando de
menos memoria para armazenar as informagdes necessdrias para o cdlculo. Também € vanta-
joso porque o ponto médio da face obviamente sempre estd na direcao dos vértices, livrando a
discretizac@o dos problemas relacionados a nao ortogonalidade da malha. Além disso, a simpli-
cidade leva a facilidade de paralelizacdo, tornando o consumo de memoria, em circunstincias

especificas, até quatro vezes menor do que os métodos tradicionais.

Ug

U1

Figura 2.27: Esquema utilizado em Nishikawa [64]. Fonte: autoria propria.

A pesquisa empenhada para formular uma revisdo bibliografica a respeito do
tema é extremamente laborosa, mas importante na mesma propor¢do. Na busca de tentar re-
conhecer as possiveis origens das equagdes deduzidas para discretizar o fluxo difusivo, héd o

interesse de respeitar os trabalhos destes pesquisadores. Por outro lado, em um cendrio onde o
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conhecimento cientifico cresce com velocidade exponencial gracas a integracdo proporcionada
pela internet, o uso destas equacdes foi amplamente reproduzido em diversos artigos, teses e
softwares livres, nem sempre referenciado de maneira correta.

Como exposto anteriormente, o que diferencia uma abordagem do MVF € o
modo como o termo difusivo € tratado. A bibliografia neste assunto € densa, e a pesquisa mos-
trou que diversas abordagens aparentemente inovadoras eram, na verdade, releituras de equa-
coes ja conhecidas. Seguramente € vantajoso chegar nestas equacoes por métodos diferentes, o
que reforcga o carater de legitimidade destes objetos, mas ha a necessidade de se empenhar uma
profunda investigacdo para estabelecer a originalidade de uma publicacdo. A falta deste cuidado
foi duramente criticada por Demirdzi¢ (2015) [25], em uma publicagdo onde ele escrutiniza os
trabalhos de um grupo de autores, por redigirem, e o corpo editorial de revistas prestigiadas na
area de DFC, por permitirem que, artigos clamando novas equagdes para o fluxo difusivo fos-
sem publicados, quando na verdade as equacdes apresentadas eram conhecidas na bibliografia
ha décadas.

Estes equivocos foram abertamente criticados por Demirdzi¢, que disse em

seu trabalho:

"Seja 14 o que estes autores desejam ao submeter tais artigos, eles ndo seriam pu-
blicados se os revisores tivessem feito seu trabalho. Aqui falamos de artigos pu-
blicados em quatro revistas, o que significa pelo menos oito revisores. O fato é
que uma revisao de artigo pode levar desde alguns dias a algumas semanas, mas é
justo recusar uma revisao se este empenho ndo puder ser realizado, ndo dizer que o
trabalho € publicdvel."(DEMIRDZIC, 2015, p. 9, traducio nossa).?? [25]

Alguns trabalhos revisados para a constru¢do desta revisdo poderiam se en-
quadrar no contexto da fala de [25], inclusive o trabalho de Traoré et al. (2009) [85], que é
citado por [25].

Em respeito a outros autores que possam ter concebido tal metodologia com
antecedéncia e optando pela prudéncia, o presente trabalho apresentard e utilizard uma aborda-
gem para o tratamento do fluxo difusivo influenciada pelos trabalhos de Swanson e Radespiel
[81], Coudiére, Vila e Villedieu [20] e Elmahi et al. [30]. A referida abordagem possui diversas
semelhangas com as apresentadas nesta revisdo, mas os trabalhos analisados ndo demonstra-
ram os procedimentos matemadticos utilizados para a obtenc¢do da equacdo discretizada, fator
que dificulta o estabelecimento de um critério objetivo de comparacio. E importante destacar
que o objetivo deste trabalho € apresentar uma solu¢do numérica eficiente para os problemas
modelados por EDPEs, ou seja, uma contribui¢c@o original para a drea, mesmo que o método,

que serd apresentado no proximo capitulo desta dissertacdo, ndo seja considerado, por cautela,

22"Whatever those authors’ motives in submitting such manuscripts, they would not have been published if the
reviewers did their job. Here, we are talking about articles in four journals, which means at least eight reviewers.
The fact is that a thorough article review can take anything between a couple of days and a couple of weeks, but it is
only fair to decline to review a manuscript if that effort cannot be invested, instead of ticking it off as publishable."
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integralmente inédito. Acredita-se que a dedugdo, a compreensdo e a influéncia da qualidade
da malha sobre o método possam ser relevantes para outras pesquisas da drea. Certamente o
entendimento dos principios matemdticos colabora para que outros pesquisadores utilizem este
método de forma mais eficiente e efetiva, além de ter o potencial para ajudar na identifica-
cdo de suas limitagdes e sugerir novas modificagdes. Outrossim, uma profunda assimilacdo
matematica desta técnica também pode corroborar ao desenvolvimento de novas abordagens e
aplicacdes. Portanto, mesmo que a metodologia a ser apresentada ndo possa ser qualificada em
sua totalidade como inédita, a exposicao rigorosa dos métodos matematicos que a suportam é

seguramente relevante e valiosa.
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3 FORMULACAO DO MVF EM MALHAS NAO ESTRUTURADAS PARA EDPS ELiP-
TICAS

A seguir apresenta-se o processo de discretizacdo da forma geral de uma
EDPE, principal objeto de estudo deste trabalho, por meio de uma formulacio baseada no MVF
para malhas ndo estruturadas triangulares.

Seja a forma geral de uma EDPE dada pela Equacdo (2.4), mostrada nova-

mente a seguir:

0 0 0 9,

Esta equacgdo é definida em um dominio €2 cuja propriedade I" € isotrépica mas dependente
da posicdo, e com Sy(z,y) sendo o termo fonte da varidvel ¢. A discretizagdo do dominio
(2 produz uma malha M com N subdominios F;, os volumes de controle, de forma que para
quaisquer dois subdominios P, e P; € M, b,NP; =@ eUN, = M.

Seja a malha M composta por /N subdominios de formato triangular, sendo
Np destes N volumes, com Np < N, volumes ditos internos (definidos como volumes que
ndo possuem nenhuma aresta sobre a fronteira 0§2) e N sendo os dominios ditos de fronteira
(definidos como volumes que possuem ao menos uma aresta sobre a fronteira 0¢?), satisfazendo
N = Np+ Np. A discretizagdo da forma geral de uma EDPE dada pela Equacgao (3.1) por meio
do MVF ¢ obtida integrando-se todos os termos desta equagdo sobre um volume de controle
interno arbitrdrio P; com ¢ € 1,2,..., Np (isto é, com excecdo dos volumes de fronteira, que
sdo tratados de outra maneira, ainda a ser exposta), conforme os passos descritos a seguir.

Utilizando a regra do ponto médio na integral sobre o termo fonte tem-se:

) O 9] d¢ _ g
[ |5 (renge ) + 5 (renge )| aa=-saini. 62

de modo que Sﬂm ¢ o valor médio de Sy em P, e | P;| € a drea do volume de controle P.

3.1 LINEARIZACAO DO TERMO FONTE S@-

Ha a necessidade de se dedicar um cuidado especial com o termo fonte 5’@- an-
tes de prosseguir com os passos da discretizacdo. A discretiza¢do das equacdes governantes via
MVF resulta em um sistema de equagdes lineares. Contudo, as equagdes diferenciais governan-
tes podem tornar-se nao lineares pela presenca de alguns termos, tais como termos convectivos,

propriedades fisicas dependentes da grandeza em estudo ou termos fontes ndo lineares, sendo
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este ultimo normalmente presente em problemas de reacoes quimicas que geram ou destroem
massas, ou problemas de transferéncia de calor onde haja troca de energia térmica com algum
meio [57, 60]. Neste trabalho problemas convectivos e propriedades fisicas dependentes de ¢
nao fazem parte do escopo, logo, somente ndo linearidades advindas dos termos fontes serdo
consideradas.

A notagdo S,; denota que considera-se que o valor calculado de S, no cen-
tride de P, é valido para qualquer ponto (z,y) € P;, de forma que o efeito total de S, neste
volume de controle € dado por Sy;|P;|, criando um perfil de variagdo de Sy; entre diferentes
células em forma de degraus. Contudo, a fungdo S,; pode depender tanto das varidveis espaci-
ais quanto da propria varidvel ¢, fato este que tornaria a EDPE ndo linear, saindo do escopo do
MVF, que é baseado na construcdo e soluciio de um sistema de equacdes lineares'. Para con-
tornar este inconveniente, pode-se executar um procedimento de linearizacdo do termo fonte,
conforme recomendado por Patankar [71] e Mazumder [60], de forma que este termo seja es-
crito na forma:

Sy = So, + Sp.on, (3.3)

com S, representando a parte constante de Sg; € Sp,% sendo a constante de proporcionalidade
entre ¢p,> e Sy;. O método utilizado para linearizar Sg; deriva de uma expansio do termo fonte
em série de Taylor, truncado apés o termo de ordem um®*. Mazumder [60] apresenta a equacdo

utilizada da seguinte maneira:

s = gty da| ey _ o, (3.4)
i i dé )
de maneira que (it) denota os termos avaliados na iteracdo atual.
Patankar [71] recomenda que o coeficiente Sp, seja sempre menor ou igual
a zero, de forma a evitar que o termo enfraqueca a dominéncia diagonal do sistema linear
resultante. O autor argumenta que além do efeito prético, esta recomendacgdo possui significado
fisico, uma vez que a maioria dos processos possuem uma relacio de inclina¢do negativa entre
a varidvel ¢ e o termo fonte Sp,.

Tanto S¢, quanto Sp, podem depender de ¢ e devem ser recalculados a cada

'Feynman [32] evidencia de forma simples e direta a importancia de técnicas baseadas em sistemas lineares na
Fisica e na Matemadtica: "porque nés podemos resolvé-los!" Desta forma, processos de linearizagdo sdo essenciais
para aproveitar este poderoso ferramental e, portanto, termos ndo lineares devem ser transformados em termos
lineares que fornecam uma descri¢do coerente da fisica do problema.

Patankar [71] sinaliza que este termo nio denota S avaliado em P;.

3Lembrando que ¢ p, é uma fungio.

“Mazumder [60] friza que o truncamento desta expansio nio afeta a solucdo final, uma vez que na condicio
de convergéncia tem-se qbgifﬂ) ~ qbggf). O autor complementa que a convergéncia também é obtida mesmo ao

~ . ~ (it+1) .
truncar a eXpansao no termo de ordem Z€ero, que seria tratado como constante com rela(;ao a (Z)Pi , € apareceria

. .. it - . .

como um termo fonte avaliado explicitamente com os valores de d)gﬁ_ ). Esta condi¢do alteraria apenas o niimero de
T

iteracdes até a convergéncia do método.
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nova iteracao, conforme mostrado pela Equacdo (3.4). O valor obtido € entdo utilizado no sis-
tema linear gerado pela discretizacdo das equacdes governantes, que € enfim resolvido. Os
novos valores de ¢ atualizam os termos linearizados e este processo € repetido até a convergén-

cia do método como um todo ser obtida [71, 57].

3.2 OBTENCAO DA EQUACAO DE CONSERVACAO (EQUACAO CANONICA)

Diante da necessidade da utilizacdo do Teorema de Green para a continui-
dade do presente trabalho, faz-se necessario enuncid-lo previamente. A forma escolhida para a

apresentacdo do teorema € dada conforme a encontrada em Apostol [5].

Teorema 3.1. (Teorema de Green) Sejam P e () campos escalares continuamente diferencidveis
em um conjunto aberto S € R2 Seja C uma curva suave, definida por partes, e seja R uma

regido definida pela unido de C' e seu interior. Assumindo que R € S, entdo tem-se a identidade

/ (‘9_@ _ @)cm _ ]{ Pdz + Qdy . (3.5)
r\0x Oy c

onde a integral de linha do lado direito é tomada no sentido anti-hordrio de C.

Demonstragdo: disponivel em Apostol [5].

Seguindo o esquema ilustrado pelo diagrama mostrado na Figura 3.1, F; de-
nota o volume que estd sendo avaliado (concentrando-se em seu centrdide) e N; um de seus
j-ésimos vizinhos (também concentrando-se em seu centrdide). Os vértices sdo denotados por
v;;k, referindo-se ao k-ésimo vértice da face 77, tendo esta o seu ponto médio denotado por f;;.
A regido delimitada pelos trechos €;;1, €i52, €453 € €i54 € denotada por A;;, de modo que a unido
dos segmentos ¢;j;, forma seu contorno, representado por 9A;;. Os pontos médios dos seg-
mentos €;;;, (que ligam os vértices v;;;, aos centrdides) sao representados por setas cuja diregdo
informa a dire¢@o considerada para os célculos. Fazendo F' = I'(z, y)g—‘;5 e G =TIz, y)g—z’, apli-
cando o teorema de Green na integral do lado esquerdo da igualdade dada pela Equacgio (3.2),
utilizando novamente a regra do ponto médio e escrevendo conforme a convencdo de Einstein

para somatorios (sobre 7), obtém-se:

0? % B B
/Pi [F(x,y)@ + F(x,y)a—yz} dA = 7({9132-(de — Gdx) =

(F’fijAyij — G|fiijij> Vi € {1, Ceey Nb}, 3.6)

sendo Ay,;; = yvijo — yvij1 € Az;j = xv;j2 — 2v;;; de maneira que a ordem entre v;;; € vV;jo
¢ sempre mantida em relacao a direcdo de PZNJ e com v;;; sendo sempre o vértice a direita de
P 2\_/'j. Os termos F'|y,, e G|y, representam os respectivos valores de I e (G avaliados no ponto

médio da face f;; conforme o diagrama exibido na Figura 3.1.
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Figura 3.1: Ilustragdo do esquema utilizado para calcular o fluxo difusivo entre um volume e
seu vizinho.

A seguir, deve-se obter uma aproximagio para os termos [, e Gi|;,,. Como
um primeiro passo, tenta-se representar o coeficiente de difusdo na interface entre os volumes
r
plo no caso em que um dos dois elementos possua condutividade nula, resultando na auséncia
fij — %(F
representar corretamente este caso, uma vez que deveria-se ter I'|;,, = 0, mas a avaliagdo da

f,; de forma fidedigna, que possibilite lidar com possiveis descontinudades, como por exem-

de fluxo difusivo entre eles. Uma média simples dada por I

p, +T'|n;) € incapaz de

média retorna I'|;,, > 0 se I'|p, > 0 ou I'|y; > 0. A abordagem utilizada para a construgio do
coeficiente I'|;,; € inspirada nos procedimentos apresentados por Patankar [71], onde utiliza-se
uma média harmonica entre os valores de I' dos dois volumes. Contudo, de modo a melhorar a
acuricia da aproximacao, inclui-se a influéncia dos valores de I' nos vértices que constituem a

face f;; ao definir-se dois coeficientes médios, I'p, e I' N> da seguinte forma:

r P; r Vij1 r Vij2
= dpifij dUijlfij dvij2fij
I'p = 1 N 1 N 1 (3.7)
dpifij dUijlfz’j d'Uz'ijij
sendo dp,y,. a distncia entre os pontos P; e fi; (e os demais de forma andloga)
F|N]’ I Vij1 I Vij2
T dN]f’Lj dvijlfij d”ij?fij
Iy, = 1 1 1 - (3.8)
+ +

defij d’Uijlfij d'Uiijij
Finalmente, o coeficiente I'|,; € construido a partir da média harmonica entre

os dois coeficientes médios obtidos:
[yl
FPidefij + FdePifij
dPifij + defij '

Ty, = (3.9)

Dando seguimento a construcdo da equagdo de discretizacdo, considerando
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que Flz. =Ty, a‘f ’ 5 Glr, =Tl 50 By | 50 © fazendo uma aproximacao pela regra do ponto
médio, tem-se:
o E 1
Flp, = Fly, = m A Flg,dA (3.10)
7, ij
© 1
7, ij

de forma que F|;,; e G|y, representam os valores médios aproximados para F'|s,, e G|y,;, res

pectivamente, e |A;;| refere-se a drea da regido Aij

; € constante na face f;;, fazendo uso do teo-
rema da divergéncia de Gauss sobre a regido sombreada Ay; pode-se avaliar os termos F'|y,; e

G|y, no ponto f;; como:

T,
> i dA = —2 ody (3.12)
i \Am\/ ! a [Asil Jon,
€ 1 ¢
Gy, z—/ Ty, = ' a4 = s o, (3.13)
To 7 Ay "5 oy [Aii] Joa,

com o sentido identificado pelas setas apresentadas no diagrama da Figura 3.1. Definindo ¢|.,
como sendo a média simples entre os valores de ¢ nos pontos que compdem cada segmento
eijk, k€ {1,2,3,4}, Ay., como sendo a diferenca entre as componentes y do vetor posi¢do
dos dois pontos que compdem o segmento ¢, (respeitando a convengdo denotada pelo sentido
do segmento conforme a Figura 3.1), Az, de forma analoga, utilizando a regra do ponto médio

e novamente a convenc¢ao de Einstein para somatérios, entdo pode-se escrever:

Tl
Fly, ~ |A—’_7ﬂ|¢|€kAy€k, Vie{l,...,Np}; je{1,2,3} (3.14)
1]
€
r
Gly, ~ |Af”|¢|€kmsgk, Vie{l,...,Np};je{1,2,3}. (3.15)
ij

Substituindo as Equacdes (3.14) e (3.15) na Equacgao (3.6) e utilizando tais
resultados para reescrever a igualdade dada pela Equacdo (3.2), considerando o termo fonte
linearizado conforme a Equacdo (3.3), apds algumas manipula¢des algébricas a equacdo final

discretizada pode ser escrita (novamente utilizando a conven¢do de soma) na seguinte forma:

api¢pi + a’Nijngij = —avijgzﬁvij — SCi , Vi e {1, ceey Np} , (3.16)
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sendo ¢,,; o valor de ¢ nos vértices® que compdem o volume P, € ap,, a N;; € ay,; Tepresentando

os escalares que aparecem multiplicando ¢p,, ¢n;; € ¢y, respectivamente, dados por:

[y,
ap, = 2‘/{“‘ [Ayii (Ayeiji + Ayeija) + Az (Azein + Azeij)| + Sp, 3.17)
ij
N = 2|Ay;] [Ayij(Ayeijs + Ayeijs) + Arij(Azeyys + Axei)] ; (3.18)
ij
1 Ffij
G = 9 | Ayl (Ayij(Ayeijn + Ayeijo) + (Arii(Azein + Azeije))+
ij
I fiti+2)
+ [Aijz2)| (Ayi(+2)(AyEiir2)s + Ayeig+2)4)+
i(j

+ (AZi(19) (ATgi(42)3 + ATEi(12)4)) | - (3:19)

A Equacdo (3.16) apresenta o sistema linear resultante do processo de discretizacdo, que deve
ser resolvido por alguma técnica conveniente. O presente trabalho adota, por questdo de sim-
plicidade e confiabilidade, o método de Gauss-Seidel como opg¢do para resolver tal sistema de
forma iterativa. Maiores detalhes sobre o método podem ser encontrados em Ortega [68].

Um cuidado especial recai sobre os coeficientes a,,;: como j € {1,2,3}, o
termo (j + 2) deve ser tomado como uma permutagdo ciclica de j nesta ordem, de modo que
o indice na segunda dimensdo do array informe o vizinho N; correto, para que entdo os dados
referentes a este volume possam ser acessados na memoria.

A forma em que a equagdo de discretizacdo estd mostrada na Equacao (3.16)
¢ a forma canonica das discretizagcdes obtidas mediante o uso do MVE, tal como exposto por
Patankar [71]. Ressalta-se que o termo do lado esquerdo € calculado implicitamente, enquanto
que o termo do lado direito (dependente dos nds da malha) é avaliado explicitamente, e que a
Equacio (3.16) é valida apenas para os tridngulos internos, aqueles que ndo possuem nenhuma
face localizada na fronteira 92 do dominio.

O termo do lado esquerdo da Equacgdo (3.16) € tratado implicitamente e da
origem aos coeficientes da matriz do sistema de equacdes lineares, ja o lado direito da Equa-
¢do (3.16) contém, além do termo fonte, o termo de difusdo cruzada, que aparece em casos
onde o vetor normal da face f;; ndo € paralelo ao vetor PZTJ , gerando uma parcela de fluxo
tangente a esta face, e é calculado utilizando-se os valores das varidveis obtidos numa iteragao

anterior (tratado explicitamente), ou seja, € somado ao termo fonte. Em malhas ortogonais este

~ e . . ~ S
SNote que sio os vértices denotados por V41 € Vi;2 na Figura 3.1, compreendidos em relacdo ao vetor P;N; da

face compartilhada f;;. Convenciona-se que o vértice ¢,,; € sempre o vértice a direita de P; N;.
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termo se anula, mas em malhas ndo ortogonais, a depender do grau de distor¢do do volume,
este termo pode tornar-se muito significativo, introduzindo dificuldades para a convergéncia do

sistema linear e instabilidades na ordem de convergéncia do método [62, 23, 8, 2].

3.3 VOLUMES DE FRONTEIRA E CONDICOES DE CONTORNO

Os valores de ¢ nos CGs dos volumes que possuem uma ou mais faces lo-
calizadas sobre 0f2, ditos volumes de fronteira, ndo sdo calculados como varidveis do sistema
linear governante, mas sao avaliados diretamente a partir de uma média ponderada entre o valor
de ¢ em seus vértices, de forma que:

>,
=14
v;; CG .
¢Bi:3—1 Vie{l,...,Ng}, (3.20)

i1
J d’UijCG

onde d,,,cc representa a distancia entre o vértice v;; € o CG do tridngulo de fronteira B;.

Por sua vez, os valores de ¢ nos vértices destes tridangulos sdo calculados a
partir das informacgdes dadas pelas condi¢des de contorno, mas apenas os vértices que fazem
parte da fronteira do dominio recebem a informag¢do diretamente, enquanto que o vértice in-
terno, quando existir, terd sua grandeza ¢ estimada a partir de uma interpolacao dos valores dos
vértices localizados na fronteira. A metodologia descrita a seguir € iterada para todos os trian-
gulos de fronteira B;, i € {1,2,..., Ng}, de modo que todos os vértices de fronteira recebam
as informacdes de suas respectivas condi¢des de contorno.

Neste trabalho as condi¢des de contorno sao avaliadas por meio de uma equa-
¢do unica, que condensa os trés tipos de condi¢cdes candnicas para EDPEs: Dirichlet, Neumann
e Robin. Tal equacgdo € obtida ao se adicionar um termo artificial v a equagdo da condi¢ao de
contorno de Robin, dada pela Equagdo (2.14). Este termo nao possui significado fisico expli-
cito, servindo apenas de artificio para que os trés tipos de condi¢do de contorno possam ser
unificados na mesma expressao. Assim, a equacao utilizada € dada por:

99

qQi = _Fﬁﬁ . = hic(Ploa — ¢oo) + 7, (3.21)

com ¢|sg = ¢m,,» sendo o ponto m;; localizado de acordo com o esquema apresentado pela
Figura 3.2.

O desenvolvimento da equacdo discretizada para as condi¢des de contorno é
baseado nos diagramas apresentados na Figura 3.2. O ponto m;; é o ponto médio da face de
fronteira, a seta que chega em m;; representa a informacao sobre o fluxo normal q;; da grandeza
¢ através desta face, m;, representa o ponto de encontro entre a reta normal a face em andlise
(passando pelo ponto m;;) e uma das arestas do tridngulo de fronteira e, por fim, os pontos em

vermelho denotam os centréides de cada tridangulo, sendo B; o ¢-ésimo triangulo de fronteira e
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Ni e N,y seus vizinhos.

qi1
Vi1
mi2
\
q:2
(a) v mi1 V32
qi1

Figura 3.2: Esquema de tratamento dos tridngulos de fronteira. Em (a) apresenta-se o exem-
plo de um tridingulo que possui apenas uma face sobre a fronteira 02 (preenchido). Em (b)
apresenta-se o exemplo de um tridngulo que possui duas faces sobre 0f), com a simbologia
andloga ao caso (a). Fonte: autoria prépria.

A linha m;; — m}, é, por hipétese, perpendicular a face de fronteira, de
modo que € possivel estabelecer uma aproximacao algébrica para o termo diferencial da Equa-
c¢do (3.21) ao se utilizar os valores de ¢,,,,,, qu;l e a distincia dm“m;l entre os dois pontos, de
tal forma que tem-se:

r (M) — hiclma — 6) + 7. (3.22)

dmilmfél
Contudo, uma questao sensivel reside ao tentar encontrar o valor de gbmg - este
valor pode ser interpolado por uma média ponderada pela distancia com os valores de ¢ nos
vértices que formam a aresta que o contém, mas para se executar tal operacdo, deve-se propor
uma metodologia que forneca qual das duas arestas internas é esta, bem como as coordenadas

de m!,. Assim, considerando os vetores: u;; = V;20;3, Wiz = U;a0;1 € W3 = Va1 tem-se que:

u; u;
|u;| ﬁ |u22\ <|ug| = m} €03
|| Wit i2] |
. o ]
al | o g | = fwal = mh = v G-29)
|| W1 2| |
. o ]
|112‘1| |ull| . |ul2| > |112‘3| — m;l € VijoU;3 -
|| W1 2| |

De modo que este resultado possibilita que se encontre as coordenadas de m/,. Uma vez que
sabe-se qual segmento contém o ponto m/,, pode-se realizar uma combinagio convexa com

as coordenadas dos vértices que definem tal segmento e calcular as coordenadas de m/,. Este
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calculo pode ser realizado a partir da seguinte equagdo:

(xmh’ymh) = Kli(mvib7 yvib) + (1 - Hi)(xvma yvia> ; (324)

sendo a e b os vértices que definem a aresta em questdo (ndo importando a ordem) e x; dado

por:

N w3
R

= 0<k <1
|ua7"esta| COS 8 &

P — Y

(3.25)

com |Ugresta| Sendo o médulo do vetor que representa a aresta que contém m}, e € o dngulo
formado entre esta aresta e a aresta U;5v;3.

A identificacdo da aresta que contém m/, também possibilita que um valor de
¢ seja atribuido a este ponto. A mesma estratégia utilizada para encontrar a coordenada deste

ponto é entdo novamente aproveitada:

Ot = Kiduy, + (1 — Ki) oy, - (3.26)

Como o coeficiente I' pode ser fun¢do da posicdo, uma ponderacdo seme-
lhante a utilizada para o tratamento do fluxo difusivo entre dois volumes internos ¢ empregada
para a atribui¢do das condi¢des de contorno. Neste caso, o coeficiente [' para o ponto m;; €
construido por meio de uma ponderacao dos coeficientes I' avaliados nos vértices que definem
a aresta que contém o ponto m;; e do I' avaliado no CG do volume de controle, resultando na

seguinte equacao:

r

Vi2

y B; + dF’vz‘l + dF
fmﬂ _ Bzimil ’Uillmil 'Ui21mi1 ) (327)

dBimil dvilmil dvizmn
Finalmente, pode-se utilizar a Equagdo (3.22) para se obter uma aproximacgao

para ¢ no ponto m;;. Manipulando-a algebricamente obtem-se:

hicdmilm;1 1 - hicdm“mgl hicdm“mgl i 398
Plog = dm,y = an - fmﬂ P — Fmﬂ Y ¢m;1 . (3.28)

A Equacdo (3.28) incorpora os trés tipos candnicos de condi¢des de contorno

da seguinte forma:
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(3.29)

Condicdo de Dirichlet com ¢, = ¢

0
Se hie=0 e v=0 = én,y = Om;, = —Fa?zo
n (3.30)
Condicao de Neumann homogénea

Se hie=0 ¢ y=6 = —Fg?:@
n (3.31)

Condic¢do de Neumann com fluxo = ©

0

Se 120 = T22 = hi(bos — Om)

n (3.32)

Condicéo de Robin com fluxo = hi.(¢oo — O, ) -

Em casos onde o volume de fronteira possui duas faces na fronteira 02, tal
como ilustrado no item (b) da Figura 3.2, os procedimentos acima descritos sao aplicados sepa-
radamente para cada uma das faces.

Uma vez que todas as faces localizadas sobre a fronteira 02 tiverem um valor
de ¢,,;1 atribuido (ou ¢,,;2, se existir) , os valores de ¢ nos vértices localizados sobre a fronteira
sdo calculados a partir uma média simples dos valores de ¢ dos dois pontos m;; (ou m;o)
vizinhos. Este esquema é de ordem de convergéncia O(h) por ser baseado em uma aproximagao

de primeira ordem para o gradiente de ¢ na fronteira 0f2.
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4 DESENVOLVIMENTO DO CODIGO COMPUTACIONAL PARA PROBLEMAS ELiIP-
TICOS

Neste capitulo apresenta-se o desenvolvimeto do c6digo computacional em
linguagem MATLAB® que soluciona numericamente, por meio do MVE, EDPEs definidas em

dominios bidimensionais, fisicamente isotropicos e com coeficiente de difusdo dependente da

posicdo (x,y).

4.1 CODIGO PRINCIPAL PARA UMA EDPE

O codigo principal, mostrado pelo Algoritmo 1, foi construido de forma mo-
dular, de modo que as funcdes necessdrias para a execucdo do algoritmo sd@o compiladas de
forma separada e somente quando ha necessidade. Optou-se por esta abordagem pois, além de
ser naturalmente mais gerencidvel, permite uma maior flexibilidade de adaptagdes e implemen-
tacdo de novas funcionalidades, uma vez que o processo de depuracdo € mais simplificado em
relacdo a abordagens de codigo continuo.

Salienta-se que mesmo utilizando o software Distmesh, desenvolvido por Pers-
son [75], como gerador de malhas, houve a necessidade de se construir uma funcdo geradora
de malhas propria. Isto foi motivado pela incapacidade do Distmesh em gerar malhas triangula-
res com triangulos equiléteros, necessdrias para desempenhar o estudo do efeito das distor¢oes
dos volumes de controle sobre o termo de difusdo cruzada e, por conseguinte, na ordem de
convergéncia da metodologia de discretizacdo.

Também € importante destacar que todas as func¢des necessdrias para o desen-
volvimento do c6digo s@o de autoria propria, ndo sendo necessario recorrer a nenhuma fungao
pertencente a biblioteca do MATLAB® que pudessem cumprir determinado papel!. Optou-se
por esta conduta por diversos motivos, sendo os principais: 0 aprimoramento pessoal do autor
e a facilidade em transpor o cddigo para linguagens de mais baixo nivel. Alguns exemplos de

fungdes basicas desenvolvidas sdo:

* Sub-rotina para identificacdo dos tridngulos que compartilham uma aresta;

Sub-rotina para identifica¢do dos tridngulos que compartilham determinado vértice;

Sub-rotina para a plotagem da malha, identificacdo de um determinado volume, seus

vizinhos e vértices;

Sub-rotina para a resolucdo do sistema linear por meio do método de Gauss-Seidel;

* Sub-rotina para avaliacdo de parametros de qualidade das malhas utilizadas;

' Apenas as funcdes embarcadas em qualquer linguagem de programacio foram utilizadas, como: operacdes
matemadticas, estruturas condicionais e estruturas de repetico.
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* Sub-rotina para ordenacdo dos volumes: os volumes mais proximos das fronteiras do

dominio tém preferéncia na ordem de calculo;

* Sub-rotina para geracdo de resultados no formato ".vtk" para visualizacdo de dados no

software ParaView;

* Sub-rotina para identificacdo dos volumes vizinhos a um determinado volume.

A descri¢do mostrada a seguir ndo tem como objetivo ser pormenorizada, de
modo que apenas os aspectos mais gerais, que delineiam as acdes necessarias, sao apresentados.
Decidiu-se por suprimir diversas subfun¢des de menor relevancia e complexidade para tornar a

exibicdo mais enxuta e amigavel.
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Algoritmo 1 Cédigo principal simplificado - Caso de uma EDPE

Entrada: nome da simulagido (nomeSim); tamanho da malha (tamMalha); dominio (dom); plotar; Sc; Sp; residuo

maximo (maxRes); maximo de iteracdes (maxlIt); maximo de iteragdes Gauss-Seidel (maxItGS); Gamma; h;.
(alpha) ; ¢ (beta) ; v (gamma)

Saida: resultados; graficos

1:

11:
12:
13:
14:
15:
16:
17:
18:
19:
20:
21:
22:
23:
24:
25:
26:
27:
28:
29:
30:
31:
32:
33:
34:
35:
36:
37:

Gerar a malha com refinamento "tamMalha", e geometria "dom"(fungdo distmesh);
Criar a lista de ordem dos volumes;
Criar a lista dos vértices de fronteira;
Calcular as condigdes de contorno com os dados "alpha", "beta"e "gamma";
Atribuir as condicdes de contorno;
Atualizar a(s) varidvel(is) nos vértices internos;
Calcular as propriedades fisicas e geométricas dos volumes de fronteira;
Calcular as propriedades geométricas dos volumes internos;
Montar a matriz de coeficientes;
for i = 1:"maxIt" do
Calcular os vetores Sc e Sp;
Atualizar o vetor de constantes;
Célcular o residuo para o vetor solucao atual;
if Residuo < "maxRes" then
Pare, o vetor solugdo atual foi aceito;
else
Continue;
end if
Resolver o sistema linear pelo método Gauss-Seidel com os parametros "maxRes"e "maxItGS";
Atualizar as condi¢des de contorno;
Atualizar os volumes de fronteira;
Atualizar os vértices internos;
if i == "maxIt" then
Mostrar: "Método ndo convergiu";
else
Continue;
end if
end for
Calcular a solugdo analitica;
Calcular os indices de qualidade da malha;
Criar o arquivo de resultados;
Criar o arquivo .vtk;
if plotar == true then
Plotar graficos;
else
Continue;
end if
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Apesar do MATLAB® disponibilizar certas ferramentas para criacdo de grafi-
cos com as superficies das solucdes obtidas, tais graficos possuem certas limitacdes de quali-
dade e detalhamento, em especial se os dominios ndo forem retangulares. Almejando superar
esta limitacdo, buscou-se uma melhor op¢do para a vizualizacdo dos dados, optando pelo soft-
ware ParaView. O ParaView € o software livre de vizualizacdo de dados lider mundial do
segmento, possui integracdo com diversas plataformas e permite o tratamento de grandes quan-
tidades de informacdes de grandezas de natureza escalar ou vetorial, em duas ou trés dimensodes
[3].

O ParaView baseia-se em uma biblioteca de visualizagdo grafica chamada
Visualization Toolkit (VTK), desenvolvida por Will Schroeder, Ken Martin e Bill Lorensen
[79]. Ainda que o ParaView possua integracdo com vdrias plataformas, o MATLAB® nao €
contemplado nesta lista, necessitando que haja uma tradug@o dos dados obtidos pela simulag@o
via MATLAB® para o formato ".vtk"?. Por tal motivo, houve a necessidade de se construir uma
fun¢do que transformasse os dados obtidos pela simulacdo para um arquivo .vtk vélido, que

pudesse ser interpretado dentro do ParaView.

4.2 SOLUCAO DE SISTEMAS DE DUAS EDPES ACOPLADAS

Até aqui o presente trabalho apresentou uma metodologia para resolver ED-
PEs por meio do MVE. Contudo, diversos fendmenos naturais sdo modelados por ndo apenas
uma, mas varias EDPs acopladas, que requerem ser resolvidas simultineamente. Mazumder
[60] explica que uma das origens deste comportamento € a propria descri¢do fisica da natureza,
que considera a acdo simultinea de diversas leis e principios, por exemplo o da conservacao da
massa e da energia. Outro exemplo citado pelo autor € o caso de problemas definidos em cam-
pos vetoriais, onde hd uma equacdo para cada dimensao, levando naturalmente ao surgimento
de mais equacgdes.

A solucao numérica de vdrias equacgdes simultdneamente pode ser obtida por
duas maneiras distintas: a primeira é conhecida por abordagem segregada e a segunda € abor-
dagem acoplada [60]. Por sorte, todo o trabalho até aqui desenvolvido pode ser aproveitado
na elaboracdo de um algoritmo capaz de contemplar casos com mais de uma EDPE. Este novo
algoritmo € baseado na abordagem segregada, pois a formulagao acoplada requer um esquema
diferente de discretizacdo.

De acordo com Mazumder [60], a abordagem segregada € definida como a
solu¢do sequencial de cada EDP mantendo-se fixas as varidveis dependentes que nao fazem
parte da EDP tratada naquela iteracdo.

Considere o exemplo onde deseja-se resolver um sistema de duas EDPEs, cu-
jas respectivas varidveis dependentes sdo ¢(z,y) e ¥ (z,y). Cada EDP é resolvida de forma

isolada utilizando os procedimentos apresentados no Algoritmo 1, de modo que o vetor solugao

20 arquivo .vtk possui esta extensdo em alusdo a linguagem Visualization Toolkit [79].
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para obtido como saida do método de Gauss-Seidel € utilizado como estimativa para o cédlculo
do vetor solucdo da proxima varidvel. Seja ¢ a primeira varidvel a ser resolvida. Apds o pro-
cesso de discretizacdo, o sistema linear resultante para a varidvel ¢ € resolvido considerando-se
dois vetores de condigdes iniciais, um para a propria ¢ e outro para ). Apds algumas itera-
coes do Gauss-Seidel, obtém-se uma solucdo proviséria ¢*, que serd utilizada como estimativa
inicial para resolver o sistema linear referente a proxima varidvel: ). Apds obter-se solucdes
provisdrias para ¢ e 1), verifica-se se o critério de convergéncia, e caso este ndo seja validado,
uma nova iteracao global se inicia. Os valores de ¢ e 1) obtidos na iteragao prévia sao tomados
como palpites para a nova iteracdo. A convergéncia deste processo € obtida quando os residuos
relativos a cada uma das varidveis forem satisfeitos simultaneamente.

A abordagem segregada possui como vantagem em relacao a sua antagonista
o baixo uso de memdria, uma vez que nao é necessario manter armazenado coeficientes relativos
a diversas varidveis de maneira simultanea. Contudo, a abordagem acoplada necessita de um
numero consideravelmente menor de iteragdes para atingir o critério de parada [60].

O presente trabalho se limitard ao caso de duas varidveis dependentes, apesar
da abordagem segregada ser escaldvel para mais equagdes, bastando adicionar os respectivos
sistemas lineares de cada uma das novas varidveis. O Algoritmo 2 ilustra o c6digo desenvolvido

para esta tarefa.
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Algoritmo 2 Cédigo principal simplificado - Caso de duas EDPEs

Entrada: nome da simulacido (nomeSim); tamanho da malha (tamMalha); dominio (dom); plotar; ScPhi; SpPhi;

ScPsi; SpPsi; residuo maximo (maxRes); maximo de iteragdes (maxIt); maximo de iteragdes Gauss-Seidel
(maxItGS); GammaPhi; GammaPsi; h;.4 (alphaPhi) ; ¢, (betaPhi) ; 4 (gammaPhi), h;., (alphaPsi) ; ¢

(betaPsi) ; v4 (gammaPsi)

Saida: resultados; gréficos

1:

o A U o

e
Rl

15:
16:
17:
18:
19:
20:
21:

22:

23:
24
25:
26:
27:
28:
29:
30:
31:
32:
33:
34:
35:
36:
37:
38:
39:
40:

Gerar a malha com refinamento "tamMalha", e geometria "dom"(funcio distmesh);
Criar a lista de ordem dos volumes;

Criar a lista dos vértices de fronteira;

Calcular as condi¢des de contorno com os dados "alpha”, "beta"e "gamma";

Atribuir as condicdes de contorno;

Atualizar a(s) varidvel(is) nos vértices internos;

Calcular as propriedades fisicas e geométricas dos volumes de fronteira em relacio a ¢;
Calcular as propriedades fisicas e geométricas dos volumes de fronteira em relacio a 1);
Calcular as propriedades geométricas dos volumes internos;

Montar a matriz de coeficientes relativa a ¢;

: Montar a matriz de coeficientes relativa a 1);

. for i =1:"maxIt" do

Calcular os vetores ScPhi, SpPhi, ScPhi e SpPhi;
Atualizar os vetores de constantes BPhi e BPsi;
Célcular os residuos para os vetores solucdo atuaais RPhi e RPsi;
if ResiduoPhi < "maxRes"E ResiduoPsi < "maxRes" then
Pare, os vetores solugdo atuais foram aceitos;
else
Continue;
end if

Resolver o sistema linear para ¢ pelo método Gauss-Seidel com os parametros "maxRes", "maxItGS"e

»*;

Resolver o sistema linear para ¢ pelo método Gauss-Seidel com os pardmetros "maxRes", "maxItGS"e

"3
Atualizar as condi¢des de contorno para ¢ e ;
Atualizar os volumes de fronteira para ¢ e 1;
Atualizar os vértices internos para ¢ e ¥;
if i == "maxIt" then
Mostrar: "Método nado convergiu';
else
Continue;
end if
end for
Calcular as solucgdes analiticas;
Calcular os indices de qualidade da malha;
Criar o arquivo de resultados;
Criar os arquivos .vtk;
if plotar == true then
Plotar graficos;
else
Continue;
end if
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5 VERIFICACAO DO CODIGO, ANALISE DE CONVERGENCIA E ANALISE DE
SENSIBILIDADE

5.1 CONCEITOS BASICOS: VERIFICACAO E VALIDACAO

Roache [76], em concordancia com outros pesquisadores, adota a seguinte
defini¢iio para descrever os processos de verificacdo! e validacdo de modelos mateméticos e

suas solugdes:

"N6s adotamos uma descri¢do sucinta para verificagdo, que é resolver correta-
mente as equacoes, enquanto que, para validagdo, seria resolver as equacdes corre-
tas."(ROACHE, 1998, p.1, traducao nossa).> [76]

De acordo com Roache [76], para verificar um cédigo o programador deve
apresentar precisamente qual EDP estd sendo resolvida e convencer os usudrios que a resposta
fornecida € correta, que apresenta um certo limite de precisdo e que € consistente. Validar
um codigo, por outro lado, € uma tarefa ilégica, uma vez que apenas os resultados do cédigo
podem ser validados experimentalmente, e representam um processo complexo e iterativo, ba-
seado no questionamento entre a acurdcia do modelo matemaético desenvolvido para um certo
fendmeno e suas simplificacdes conceituais, somado aos erros numéricos oriundos da natureza
computacional do cédigo e erros de medi¢cdes experimentais. O autor ainda friza que os dois
processos podem ser feitos de maneiras totalmente separadas, justamente por lidarem com coi-
sas completamente diferentes. Em um trabalho posterior, Roache [77] acentua esta discussao ao
afirmar que processos de verificacdo sao puramente matematicos, enquanto que a validagdo € a

concordancia entre os fendmenos fisicos e sua captura pela modelagem matemdtica empregada.

5.2 METODO DAS SOLUCOES FABRICADAS

Conforme exposto acima, verificar um cddigo € confrontar a solu¢ao numé-
rica fornecida por este cédigo com a respectiva solugdo exata do problema. Contudo, como a
maioria das EDPs disponiveis na literatura sido voltadas ao aprendizado de técnicas de solucdes
analiticas, € raro que apresentem as caracteristicas desejadas para servir de pardmetro para uma
comparacao com resultados simulados, dado que a necessidade de serem resolviveis "a mao"
limita o nivel de complexidade de seus termos. Em consequéncia disso, ¢ comum que as EDPs
utilizadas para a verificacdo de técnicas numéricas sejam fabricadas especialmente para este

intuito.

IPara mais detalhes, ver Roache [76], Salari e Knupp [78], Roache [77], Fisher [33], Ferziger e Peric [31],
Moukalled Mangani e Darwish [61], Mazumder [60] e outros.

2"We adopt the succint description of verification as "solving the equations right"and of validation as "solving
the right equations."
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Uma técnica capaz de construir EDPs especificamente para verificar solucoes
numéricas é o Método das Solu¢des Fabricadas (MSF). O MSF produz, via de regra, solucdes
sem significado fisico, mas que gozam de caracteristicas desejdveis para sua finalidade que,
além da exatiddo, também requer complexidade suficiente para exercitar todos os termos da
EDP governante [77].

A ideia basica do MSF € obter uma solucdo exata para um EDP resolvendo
o problema na ordem inversa. Cria-se uma funcdo candidata para ser a solu¢do exata e aplica-
se sobre ela os operadores diferenciais da EDP governante. O resultado destas derivagdes é
entdo somado ao termo fonte da EDP. As condicdes de contorno e o dominio sdo ajustados,
geralmente, apds a obten¢do da EDP governante, sendo esta etapa a mais minuciosa do mé-
todo. Ressalta-se que cada varidvel dependente da EDP necessita de sua condicdo de contorno.
Condicdes do tipo Dirichlet sdo simplesmente o resultado da solucdo exata avaliados nas co-
ordenadas definidas como contorno do dominio. Condi¢des de Neumann e Robin carecem de
um cuidado maior, e sdo concebidas ao se calcular o campo gradiente da solucio analitica e
avalid-lo nas coordenadas que definem o contorno dominio® [77, 78].

Salari e Knupp [78] elencam sete diretrizes que devem ser seguidas ao se

utilizar o MSF, sdo elas:

1. As solucdes eleitas devem ser compostas por funcdes suaves tais como fungdes polinomi-
ais, trigonométricas ou exponenciais. Solu¢des que envolvem séries infinitas devem ser

evitadas.

2. A solugdo deve ser geral o suficiente de tal forma que estimule todos os termos da equagao

governante.

3. A solugdo deve possuir um niimero suficiente de derivadas ndo triviais, € de ordens iguais

ou maiores que a ordem de convergéncia tedrica do método.

4. As derivadas da funcdo soluciao devem ser limitadas por uma constante pequena, de forma
a garantir que a solu¢ao ndo varie abruptamente com as coordenadas espaciais ou tempo-

rais, ou seja, a solucdo ndo deve possuir singularidades.

5. A solucdo fabricada ndo pode impedir o cédigo de funcionar corretamente, robustez nao

faz parte do processo de verificacdo.
6. A solucdo deve ser definida em um subconjunto conexo do espacgo bi ou tridimensional.

7. A solucdo deve ser construida de maneira que os operadores diferenciais na EDP facam

sentido.

Detalhes menores sdo elencados por Salari € Knupp e recomenda-se ao lei-

tor interessado a leitura integral do texto. Roache [77] complementa que soluc¢Oes analiticas

3Para casos mais especificos, recomenda-se a leitura direta dos trabalhos citados.
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que envolvam séries infinitas podem ser inevitdveis, e neste caso deve-se contabilizar o maior
ndmero de termos possiveis.

Alguns dos problemas utilizados para verificar o programa desenvolvido pelo
presente trabalho foram construidos pelo Método das Solu¢des Fabricadas (MSF). As equacdes
obtidas possuem combinagdes nio triviais de condi¢des de contorno e termos fonte, de tal modo

que permitem demonstrar a capacidade do cédigo em lidar com casos complexos de EDPE:s.

5.3 VERIFICACAO DO CODIGO POR MEIO DA ANALISE DE ORDEM DE CONVERGENCIA

Para verificar um c6digo, a metodologia padrdo ouro consiste em desempe-
nhar testes de convergéncia de modo a medir a evoluc@o do erro de discretizagdo ao refinar
a malha utilizada e estabelecer bandas limite para este [76]. Salari e Knupp [78] avancam na
mesma direcdo a0 mencionar que o critério mais rigoroso aceito para atestar a verificacdo de um
cddigo € a afericdo de sua ordem de convergéncia, que resume-se em testar a consisténcia do
método de discretizacao utilizado ao se comparar a evolugdo das solugdes obtidas com o refina-
mento sucessivo da malha, bem como estabelecer o valor da ordem de convergéncia observada
experimentalmente quando comparada com a ordem de convergéncia teérica do método.

Versteeg e Malalasekeera [87] indicam que todo processo de solu¢cdo numé-
rica de uma EDP possui um erro associado que condensa erros de discretizagdo, arredontamento
e iteracdo. A ordem de convergéncia de um método numérico representa a taxa de decaimento
deste erro com o refinamento da malha.

Mazumder [60] salienta que é desejavel que se refine uma malha até que o
erro de truncamento entre as solugdes de uma malha e sua antecessora seja menor que O erro
de arredondamento utilizado. Se este critério puder” ser atingido, as solu¢des obtidas sdo ditas
independentes da malha.

Benkhaldoun, EIMahi e Seaid [11] apontam que esquemas de reconstru¢cdo
do gradiente nas faces baseados no uso do teorema da divergéncia de Gauss, tal como a meto-
dologia utilizada pelo presente trabalho, sio de segunda ordem (O(h?)) e podem ser aplicados
sobre malhas ndo estruturadas com alto grau de distor¢@o. Esta afirmacdo serd investigada para
a metodologia deste trabalho pelos procedimentos aqui descritos.

Coudiere, Vila e Villedieu [20] provam que o esquema de reconstrucao do
gradiente por meio do Teorema de Gauss em uma regido de forma de diamante ao redor das
faces fornece, na pior das hipéteses, ordem de convergéncia O(h). Tais cendrios podem ser
diversos, mas os autores frizam casos onde ha malhas de elementos quadrilaterais e triangulares
de formatos variados. Tal afirmacdo serd tomada como o limite inferior dos valores de ordem de
convergéncia a serem observados no presente trabalho, obtidos por malhas com niveis severos

de distorcao.

“Em alguns casos o custo computacional envolvido é proibitivo e uma condigdo mais branda é adotada: uma
diferenca de 0.01% entre as solugdes de duas malhas refinadas por um fator de 1/2 [60].
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O procedimento empregado para a andlise de convergéncia do presente es-
quema de discretizacdo é baseado nas diretrizes descritas por Salari e Knupp [78], LeVeque
[51], Zhiming [90] e Jacq [43]. Primeiramente, definiu-se uma constante i para representar o

indice de refinamento da malha, de tal forma que:

_ (1o
_(W> | (5.1)

sendo |€2| a drea do dominio onde a EDPE ¢ definida e NV o nimero de volumes que compdem
a malha em questdo. Definindo como gﬁ’]p a solucdo analitica avaliada no CG de um volume de
controle qualquer P;, de drea | P;| e que é parte de uma malha com indice h, e gb’}gi como o valor
obtido numericamente para este mesmo CG, pdde-se calcular os erros E} e E%, . baseados nas

normas discretas Lo e Lgysg, respectivamente, como:

N
E} = (¢, — O )2| P (5.2)
=1
c
1 < .
s = 5| 5 D (0% — 0% (5.3)

=1

Jacq [43] estima o erro assint6tico para uma norma © por meio da equacao

EY = Coh®™ + O(h%™) VO € {2, RM S}, (5.4)

onde gg denota a ordem do erro em relacdo a norma © e Cg a constante de ordem de conver-
géncia, que independe de h. Considerando o erro assinttico de duas malhas com indices de
refinamento hy < h; e manipulando algebricamente a Equacdo (5.4), uma estimativa para a
ordem de convergéncia do erro associado a cada solucao foi obtida, dada por:

_ log Egz — log Egl

o = (5.5

log ho — log hy
A partir da Equacdo (5.4) pode-se examinar a evolugdo do erro de discreti-
zacdo dos problemas solucionados numericamente pelo codigo desenvolvido. Os resultados

obtidos foram compilados em tabelas que serdo apresentadas adiante.

5.4 ANALISE DE SENSIBILIDADE A DISTORCAO DA MALHA

Tendo em vista que o cédigo desenvolvido trabalha com malhas ndo estrutu-
radas triangulares, fora dos casos especiais de dominios como o apresentado na Figura 5.1, é
sabido, conforme relatado na revisdo bibliografica, que a irregularidade no tamanho dos lados

dos tridngulos origina o aparecimento do termo de difusio cruzada na equacao de discretizagao.
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Para aferir os efeitos deste termo (que € funcdo do grau de distor¢ao das malhas utilizadas)
na ordem de convergéncia do método de discretizacao apresentado, um processo de avaliacdo
da ordem de convergéncia foi empreendido ao comparar-se as solu¢des de um problema cujo
dominio foi discretizado por malhas de diferentes indices de distor¢ao.

Define-se por distor¢do de um elemento de malha o grau de afastamento de
sua forma geométrica em relacdo a sua referéncia equildtera, isto €, quao diferentes seus angulos
internos e lados sd@o em relagdo a um poligono equildtero com o mesmo niimero de arestas. Para
os elementos triangulares, o caso ideal € o tridngulo equilatero [60, 61, 88].

Aproveitando as métricas para a qualidade de uma malha ndo estruturada tri-
angular encontradas na literatura, ja relatadas na Se¢do 2.2.2, como por exemplo a definida em

ANSYS [1] e aqui novamente apresentada:

emax — 60 60 — emin

D= 5.6
M T80-60" " 60 | -0
e também o indice de qualidade de um elemento dado naquela mesma Secdo:
44/3 * Area
Q= (5.7)

Y(Tamanho da aresta)?

pdde-se verificar a ordem de convergéncia do método desenvolvido utilizando-se uma variante
de um problema encontrado em Maliska [58], ilustrado pela Figura 5.1. O problema e o do-
minio foram adaptados’, uma vez que tal como postos originalmente, seria impossivel que o
dominio fosse discretizado por volumes triangulares perfeitamente equilateros, que proporci-
onam a ocorréncia de ortogonalidade dos fluxos entre dois tridngulos vizinhos, situacdo esta
onde o termo de difusdo cruzada desaparece. Assim, cria-se um cendrio controle para aferir a
ordem de convergéncia da metodologia de discretizacdo apresentada, tendo-o como referéncia

para os testes subsequentes, que serdo afetados pela variagdo das distor¢des dos volumes.

SUm novo problema foi construido aproveitando o problema exposto por Maliska [58] seguindo-se as diretrizes
de fabricacdo de solucdes dadas por Roache [76, 77] e Salari e Knupp [78].
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¢ = sen(mx)

0,1) (1,1)

I senh(mwy)
b= sen(ﬁr]% ¢ = sen(mz) senh ()
N

Figura 5.1: Problema proposto para o estudo da ordem de convergéncia do esquema de dis-
cretizacdo apresentado. A solucdo analitica para uma variante deste problema, apresentada por
Maliska [58], é exatamente a equacdo descrita para as condi¢des de contorno das arestas diago-
nais. Fonte: autoria propria.

Devido ao modo que foi construido, o Distmesh nao € capaz de gerar uma
malha ortogonal, ou com indices D e () definidos. Desta forma, uma malha ortogonal (D = 0 e
@ = 1) foi obtida por meio do desenvolvimento préprio de uma sub-rotina de refinamento, cujo
funcionamento € ilustrado pela Figura 5.2. As malhas com 4, 16, 64,256 e 1024 volumes gera-
das por esta metodologia foram submetidas a uma outra sub-rotina, cujo intuito era deformar o
dominio deslocando-se o vértice inferior, originalmente na posi¢go (0.5, 1 — ‘/73), de modo que
todos os volumes sofressem o mesmo deslocamento, culminando em um grau de distor¢do D e
qualidade @ uniforme entre eles®. Tal esquema de distor¢do dos volumes é ilustrado pela Figura
5.3, e € interessante notar que o deslocamento deste vértice altera o dominio da EDP, mas tal
alteracdo ndo modifica o problema em questdo, uma vez que as condicdes de contorno e a solu-
¢do analitica sdo as mesmas’, fato que permite a comparacio do efeito da distor¢do dos volumes
entre os diversos problemas. Assim, cada uma das cinco malhas ortogonais foi distorcida de
forma a gerar 4 novas malhas, com graus de distor¢cao D iguais a 0.025, 0, 05,0, 25 e 0.5, cujos
respectivos indices de qualidade foram: (Q = 0.998, @ = 0.995, @ = 0.861 e @) = 0.771. No

total foram produzidas 5 x 4 = 20 malhas para a realizacdo dos experimentos numéricos.

®Ressalta-se que os indices D e () medem propriedades de cada elemento da malha. Contudo, em casos onde
as malhas possuem todos os elementos com os mesmos valores de D e (), a malha toda sera caracterizada pelos
valores destes indices, uma vez representam todos os seus elementos. Em situagdes onde houver variabilidade de
D e @ entre os elementos, a malha serd caracterizada pelos valores médios destes indices: Dieq € Qmed-

Isto se deve ao fato de que o problema é originalmente definido num dominio quadrado, com vértices
(0,0),(1,0),(1,1) e (0,1). Logo, qualquer geometria que seja um subconjunto do dominio original terd como
solucdo analitica a mesma equag@o do problema original, permitindo a comparacio das solucdes obtidas com as
malhas distorcidas, que alteram o subconjunto escolhido sem alterar o problema em si.
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Figura 5.2: Estratégia utilizada para o refinamento da malha ortogonal. A partir do triangulo
inicial denotado pelos seus respectivos vértices, cada ciclo de refinamento transforma cada tri-
angulo da malha de entrada, denominado tridngulo pai, em 4 tridngulos filhos na malha de saida
ao dividir ao meio cada aresta do triangulo pai

Malha perfeitamente

Malha com grau de Malha com grau de Malha com grau de
ortogonal distor¢ao uniforme distor¢ao uniforme distor¢ao uniforme
leve moderado alto
A AY A Y \ 1 | \ |
N, \ \ \ \ \ | |
N / \{f \\ :‘/ \; / /\/ \\ \\/ \\/ ! './"/ | ‘I'/
Y / \ \ 1 \ \
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(a)

()
Figura 5.3: Tlustragdo do processo de distorcao utilizado no presente trabalho. O grau de dis-
torcao obtido € proporcional ao deslocamento do vértice mais ao sul do dominio, este procedi-

mento garante que todos os volumes possuam os mesmos indices D e (). Esta imagem é apenas
ilustrativa e ndo representa totalmente o procedimento realizado.

De acordo com as diretrizes elencadas por Salari e Knupp [78], Jacq [43] e
Zhimming [90], o problema descrito pela EDP exposta na Figura 5.1 foi simulado para cada

uma das malhas desenvolvidas, com seus respectivos indices de resolucao h, de distor¢do D e

qualidade (). Os resultados obtidos pelos experimentos serdo apresentados no proximo capitulo.
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6 PROBLEMAS INVESTIGADOS E RESULTADOS OBTIDOS

6.1 PROBLEMA 1: AVALIACAO DA ORDEM DE CONVERGENCIA E DE SENSIBILIDADE
A DISTORCAO DA MALHA PARA A METODOLOGIA DE DISCRETIZACAO APRESEN-
TADA

6.1.1 Apresentaciao

O Problema 1 consiste na aplicagdo da metodologia exposta durante a Secdo
5.4. Desta forma, o problema ilustrado pela Figura 5.1 foi resolvido utilizando cada uma das 20
malhas obtidas pelos procedimentos descritos naquela Secao. Os resultados obtidos por meio
de malhas com D = 0 e () = 1 foram tomados como referéncia, pois evidenciam o caso ideal
onde a malha utilizada € ortogonal e nao origina difusdo cruzada.

A solucdo analitica do Problema 1 € apresentada por Maliska [58], dada por:

sinh (7y)
sinh (7)

O sistema linear resultante da discretizacdo da EDP governante foi resol-

¢(z,y) = sin (7x) (6.1)

vido pelo método de Gauss-Seidel com critérios de parada por nimero méaximo de iteracdes

maxItGS = 1 e de residuo maximo R, < 107%, sendo R, definido por:

R =max(|R]), i€{1,2,...,N} (6.2)

onde R; é a i-ésima posi¢io do vetor residuo R. Optou-se pelo valor 10~® apés algumas simu-
lagdes utilizando 10~**, em que ndo foi observado, nas condi¢des exploradas, alteracdes nos
valores obtidos para a ordem de convergéncia dentro da precisdo utilizada. Desta forma, de

modo a economizar um considerdvel custo computacional, decidiu-se pelo valor 1075,

6.1.2 Resultados

Os resultados obtidos pelos experimentos realizados de acordo com a meto-
dologia expressa na Secdo 5.4 podem ser observados com detalhes na Tabela 6.1. As Figuras
6.1 e 6.2 apresentam dois graficos e uma malha cada: um grafico da solu¢do numérica para o
problema e outro para a distribui¢do do Erro Relativo Percentual (ERP) entre o resultado numé-
rico e os valores calculados por meio da solucao analitica, bem como as malhas utilizadas em

cada um dos casos.
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Figura 6.1: Gréficos da distribui¢do de ¢ e do ERP para o Problema 1, plotados com os resul-
tados obtidos pela malha de 1024 volumes de controle e com distorcao D = (. Fonte: autoria
propria.
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Figura 6.2: Gréficos da distribui¢@o de ¢ e do ERP para o Problema 1, plotados com os resulta-
dos obtidos pela malha de 1024 volumes de controle e com distor¢do D) = 0.50. Fonte: autoria
propria.
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Resultado 1 (a) - D = 0; Q = 13 mazx[tGS =1

N° de Iteracdes b E Eruss Quociente Quociente By qErs
volumes FEy Erus
4 2 0.3290 2.1145E-02 8.9707E-02 *ok *ok *k *k
16 32 0.1645 1.5432E-02 1.0005E-01 1.3702 0.8966 0.4544 -0.1574
64 125 0.0823 5.1048E-03 2.8419E-02 3.0230 3.5205 1.5960 1.8158
256 472 0.0411 1.3754E-03 7.3005E-03 3.7115 3.8927 1.8920 1.9608
1024 1735 0.0206 3.5316E-04 1.8412E-03 3.8946 3.9651 1.9615 1.9874
Resultado 1 (b) - D = 0,025; @ = 0.998; maxItGS =1
N° de Iteracbes b B Eruss Quociente Quociente By qEnus
volumes E, Erums
4 2 0.3202 2.4378E-02 1.0890E-01 *E *E *oE *oE
16 32 0.1601 1.7536E-02 1.0787E-01 1.3902 1.0095 0.4753 0.0137
64 125 0.0800 6.2781E-03 3.2262E-02 2.7932 3.3436 1.4819 1.7414
256 473 0.0400 1.9734E-03 9.1537E-03 3.1814 3.5245 1.6697 1.8174

1024 1747 0.0200 6.5226E-04 2.7731E-03 3.0255 3.3009 1.5972 1.7229
Resultado 1 (¢) - D = 0,05; QQ = 0.995; mazxItGS =1

N° de - Quociente Quociente
Iteracoes h E, Erus qFE, qERrps
volumes Ey Erus
4 2 0.3123 2.7044E-02 1.2598E-01 ok ok ok ok
16 32 0.1561 1.9270E-02 1.1496E-01 1.4034 1.0959  0.4890 0.1321
64 125 0.0781 7.2498E-03 3.5766E-02  2.6580 3.2142 1.4103 1.6845
256 475 0.0390 2.4724E-03 1.0889E-02  2.9323 3.2846 1.5520 1.7157
1024 1747 0.0195 9.0306E-04 3.6593E-03 2.7378 2.9757 1.4531 1.5733
Resultado 1 (d) - D = 0,25; Q = 0.861; maxItGS =1
N° de Iteracdes b B Eruss Quociente Quociente By aErus
volumes Es ERrus
4 2 0.2500 4.0145E-02 2.2272E-01 ok ok ok ok
16 32 0.1250 2.7026E-02 1.5679E-01 1.4854 1.4205 0.5709 0.5064
64 134 0.0625 1.1774E-02 5.6002E-02  2.2954 2.7997 1.1987 1.4853
256 511 0.0313 4.8845E-03 2.0889E-02  2.4105 2.6809 1.2693  1.4227
1024 1891 0.0156 2.1351E-03 8.6363E-03 2.2877 2.4187 1.1939 1.2743
Resultado 1 (e) - D = 0,5; Q = 0.771; maxItGS =1
N° de Iteracbes L B Eruss Quociente Quociente By qEnus
volumes Ey Erus
4 2 0.2500 4.3443E-02 2.4975E-01 ok ok *ok *ok
16 32 0.1250 2.7684E-02 1.6360E-01 1.5692 1.5266  0.6501 0.6103
64 140 0.0625 1.2211E-02 5.9692E-02  2.2671 2.7407 1.1809 1.4546
256 537 0.0313 5.5452E-03 2.4732E-02  2.2021 2.4136 1.1388 1.2711

1024 1992 0.0156 2.7077E-03 1.1466E-02 2.0479 2.1570 1.0342  1.1091

Tabela 6.1: Dados obtidos pelas simulagdes do problema apresentado pela Figura 5.1 para
malhas com diferentes indices de refinamento A e fatores de distor¢do D). Fonte: autoria prépria.
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6.1.3 Discussoes

A afirmacdo sobre a ordem de convergéncia levantada por Benkhaldoun, et
al. [11] se mostrou verdadeira para o caso em que o problema foi resolvido em um dominio
discretizado pela malha perfeitamente ortogonal, com D = (. Observa-se pelos dados da Tabela
6.1 que, para este caso, a ordem de convergéncia ¢ — 2 quando h — 0 para as duas normas
analisadas: qFs e qERys. Os fatores Quociente By e Quociente Erprs, que indicam a razao
entre o erro da solu¢do obtida com uma malha em relacdo a sua antecessora, corroboram com
a hipétese, uma vez que a razdo entre os erros Fs € Erys quando A — 0 tornam-se muito
préximos de 4, indicando que ao dividir A pela metade, o erro associado a discretizacdo cai por
um fator de (1/2)2. Portanto, os experimentos confirmam que o método € de segunda ordem
O(h?).

Contudo, assim como observado por Davidson e Stolcis [23], Aftosmis e Gai-
tonde [2] e Azevedo, Figueira da Silva e Strauss [8], a ordem de convergéncia foi consideravel-
mente afetada pelo grau de distorcao das malhas utilizadas, que origina e impulsiona o termo
de difusdo cruzada. Tal efeito pdde ser percebido mesmo nas malhas com grau de distor¢do
D = 0.025, considerado baixo, onde as ordens de convergéncia passam a ser 1.6 para a norma
E5 e 1.7 para a norma Eg)sg. Este fato se acentua nas malhas mais distorcidas, chegando em
uma razdo entre os erros das malhas mais finas préxima de 2, conforme sinalizado pelos va-
lores QuocienteEy e Quociente Erys. Estes valores sinalizam uma melhora no resultado da
solu¢do numérica proporcional ao tamanho médio da malha, mas que é mais custosa computa-
cionalmente do que o caso ideal, conforme pode-se notar pelo acréscimo de cerca de 15% no
numero de iteracOes necessarias para atingir o critério de convergéncia do Gauss-Seidel.

Ressalta-se os valores de ERP préximos de 0%, que evidenciam uma con-
sisténcia da solucdo numérica em relacao a solugdo analitica, mesmo no caso de malhas com

maiores niveis de distor¢do.

6.2 PROBLEMA 2: AVALIACAO DOS EFEITOS DA VARIACAO DO LIMITE MAXIMO DE
ITERACOES PARA O METODO DE GAUSS-SEIDEL NO TEMPO COMPUTACIONAL E
ERRO DA SOLUCAO NUMERICA

6.2.1 Apresentaciao

A EDP do Problema 1, ilustrada pela Figura 5.1, foi novamente estudada,
desta vez com o objetivo de avaliar como a quantidade médxima de iteragdes permitidas para
o algoritmo de Gauss-Seidel (varidvel maxItGS no Algoritmo 1) afeta o tempo computacional
necessdrio para que a convergéncia da solu¢do numérica seja atingida (alterando a quantidade
de iteracdes globais necessdrias). Para tal, utilizou-se trés malhas ortogonais (distor¢do D = 0
e qualidade () = 1), compostas por 64, 256 e 1024 volumes. Para cada uma destas malhas,

resolveu-se a EDP da Figura 5.1 variando o parametro maxItGS entre os seguintes valores:
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1,2,4,8, 16,32, 64, 128,256, 512, 1024, 2048.

6.2.2 Resultados

De modo a melhorar o significado estatistico dos valores de tempo mostrados
na Tabela 6.2, os niimeros exibidos sdo valores médios de 5 simulagdes arredondados. Nao foi
possivel obter alguma documentacdo do MATLAB® que informasse a incerteza da funcdo tic
toc, utilizada para medir o tempo de processamento, contudo, conforme os resultados sugerem,
este valor estd proximo de 0.01s. Ressalta-se também que os erros Fy € Eryss s€ mantiveram
fixos para cada malha, uma vez que o critério de parada R, € o mesmo para todas as simulag¢des
e que o erro € fungdo do indice de refinamento das malhas utilizadas e ndo do nimero de

iteragOes permitidas.



Resultado 2 (a): nT = 64; h = 0.0823; mazRes = 1078

maxItGS Iteracées Tempo (s) E, Erus
1 125 041165  5.1048E-03 2.8419E-02
2 65 0.22226  5.1048E-03 2.8419E-02
4 35 0.11890  5.1048E-03 2.8419E-02
8 23 0.09145  5.1048E-03 2.8419E-02
16 19 0.07978  5.1048E-03 2.8419E-02
32 18 0.07874  5.1048E-03 2.8419E-02
64 18 0.07853  5.1048E-03 2.8419E-02
128 18 0.08066  5.1048E-03 2.8419E-02
256 18 0.08166  5.1048E-03 2.8419E-02
512 18 0.07931 5.1048E-03 2.8419E-02
1024 18 0.08543  5.1048E-03 2.8419E-02
2048 18 0.08287  5.1048E-03 2.8419E-02

Resultado 2 (b): nT = 256; h = 0.0411; mazRes = 1078

maxItGS Iteracoes Tempo (s) E, Erus

1 472 3.62970 1.3754E-03 7.3005E-03

2 238 1.67810 1.3754E-03 7.3005E-03

4 121 0.95762 1.3754E-03 7.3005E-03

8 62 0.45339  1.3754E-03 7.3005E-03
16 35 035129  1.3754E-03 7.3005E-03
32 22 0.18894 1.3754E-03 7.3005E-03
64 19 0.19791 1.3754E-03 7.3005E-03
128 18 0.15496  1.3754E-03 7.3005E-03
256 18 0.15120  1.3754E-03 7.3005E-03
512 18 0.14761 1.3754E-03 7.3005E-03
1024 18 0.14934 1.3754E-03 7.3005E-03
2048 18 0.14340  1.3754E-03 7.3005E-03

Resultado 2 (c): nT = 1024; h = 0.0206; mazRes = 1078

maxItGS Iteracoes Tempo (s) By Erus

1 1736 42.8360  3.5320E-04 1.8413E-03

2 869 20.4580  3.5320E-04 1.8413E-03

4 436 10.4258  3.5320E-04 1.8413E-03

8 219 5.2125 3.5320E-04 1.8413E-03
16 111 2.8081 3.5320E-04 1.8413E-03
32 58 1.6744  3.5320E-04 1.8413E-03
64 33 0.9521 3.5320E-04 1.8413E-03
128 21 0.5267 3.5320E-04 1.8413E-03
256 19 0.5469 3.5320E-04 1.8413E-03
512 18 0.5352  3.5320E-04 1.8413E-03
1024 18 0.5032  3.5320E-04 1.8413E-03
2048 18 0.5224 3.5320E-04 1.8413E-03
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Tabela 6.2: Resultados do experimento realizado para avaliacdo do efeito da variacdo do limite
de iteragdes para o método de Gauss-Seidel no problema definido pela Figura 5.1. Fonte: auto-

ria propria.
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6.2.3 Discussoes

O tempo necessdrio para que o programa retorne a solu¢do final mostrou-se
diretamente proporcional a quantidade de iteragdes globais executadas. Tais iteracdes sdo com-
postas por diversas etapas, conforme mostrado no Algoritmo 1, sendo uma delas a resoluc¢do do
sistema linear pelo método de Gauss-Seidel. A Tabela 6.2 demonstra que o nimero de iteracdes
maximas permitidas para o algoritmo de Gauss-Seidel esta correlacionado com o tempo neces-
srio para a convergéncia da solu¢ao numérica de forma inversamente proporcional. Isto ocorre
pois a condi¢iio para que uma determinada solugio phi® seja aceita é baseada na satisfacio do
critério R™ < max Res, sendo R" calculado com os parAmetros relativos a iterago it.

H4 uma melhora significativa de desempenho ao permitir-se que o Gauss-
Seidel execute vdrias iteragdes antes de atualizar as varidveis explicitas da iteracdo global. A
razao por trds deste fato € simples: uma melhor estimativa (construida apds vdrias iteracdes do
Gauss-Seidel) na préxima iteragao global faz com que os resultados corretos sejam obtidos de
forma mais rdpida, isto €, requerendo menos iteracoes globais, dispensando a execu¢do com-
pleta do script para atualizar o sistema linear a cada nova resposta do Gauss-Seidel e reduzindo
significativamente o custo computacional envolvido.

Por outro lado, observa-se que este ganho € limitado, pois a partir de um
certo nimero de iteracdes maxltGS, o Gauss-Seidel é interrompido pelo critério interno de
convergencia, ou seja, a tolerncia para o sistema linear que foi fornecido como entrada fora
satisfeita, logo, torna-se indiferente a possibilidade de se executar novas iteragdes. Pode-se
observar dos dados expostos na Tabela 6.2 que o valor 6timo do nimero de iteracdes maxI[tGS
varia de acordo com o nimero de incégnitas no sistema linear gerado pela discretizacdo do

problema, e proporcional ao nimero de volumes de controle que compdem a malha.

6.3 PROBLEMA 3: ESTUDO DA ORDEM DE CONVERGENCIA PARA UMA EDPE NAO
HOMOGENEA E COM TERMO FONTE NAO LINEAR

6.3.1 Apresentaciao

Considerando o mesmo dominio triangular utilizado no Problema 1 (Secdo
6.1), dado por 2 = {(0,1); (0.5, 1 —+/0.75; (1,1)} € R?, bem como os mesmos procedimentos
para o estudo da ordem de convergéncia, desta vez resolveu-se uma EDPE ndo homogénea com
termo fonte nao linear, dependente de ¢ de forma exponencial, obtida por meio do Método das

Solucdes Fabricadas e expressa pela equacao:
0.1 @ @ = —le_¢ — 0.27%sin (7z) sin (7y) + 1e_ sin () sin (7y) (6.3)
T\ 0% 0%y 2 ' 2 ’ '

com condi¢des de contorno de Dirichlet em todas as trés fronteiras, sendo a equagdo para os

valores de ¢y dada como:
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¢loaq = sin(mz) sin(my) , (6.4)

que também ¢ a solucao analitica do problema.
Linearizando o termo fonte da Equacao (6.3) de acordo com os procedimentos

abordados no Capitulo 3.1 tem-se:

1 it— 1 . .
Se, = 5@“1’5 Y + 0.272 sin(mx;) sin(my;) — Ee_sm (mzq) sin (my:)
e (6.5)
1 (it—1)
Sp, = —56*@ .

As simulagdes foram resolvidas com parametros max/tGS = 10000 e resi-

duo maximo R, < 1078,

6.3.2 Resultados

Os resultados da andlise de ordem de convergéncia do Problema 3 foram di-
vididos em dois subresultados: Resultado 3(a) e Resultado 3(b), de modo que os dados do Re-
sultado 3(a) foram obtidos com uma malha perfeitamente ortogonal, D = 0 e () = 1, enquanto
que os dados do Resultado 3(b) foram obtidos para malhas geradas pelo software Distmesh,
que gera malhas com volumes de controle de formatos aleatdrios, e sdo caracterizada por ni-
veis médios de distorcdo D¢q. e qualidade ()n¢q. variados. As Tabelas 6.3 e 6.4 apresentam,
respectivamente, os resultados para cada uma das simulacgdes. Os graficos com as distribuigdes
de ¢ e ERP para cada caso sao dadas pelas Figuras 6.3, 6.4, 6.5 e 6.6, nesta ordem. As malhas

utilizadas para o Resultado 3(b) sdo mostradas na Figura 6.7.
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Resultado 3 (a): D = 0; Q = 1; Gamma = 0.1 mazIt = 10000; mazItGS = 10000; mazrRes = 1078

N° de Iteracbes b B Euss Quociente Quociente " drars
volumes B, Eruvs
4 4 0.3290 3.4119E-02 2.8667E-01 *ok *ok *ok *ok
16 15 0.1645 4.9228E-02 1.8569E-01 0.6931 1.5438 -0.5289 0.6265
64 16 0.0823 1.6696E-02 5.1101E-02  2.9485 3.6338 1.5600 1.8615
256 16 0.0411 4.5953E-03 1.2716E-02 3.6333 4.0186 1.8612 2.0067
1024 17 0.0206 1.1939E-03 3.1393E-03 3.8490 4.0506 1.9445 2.0182
4096 17 0.0103 3.0380E-04 7.7839E-04 3.9299 4.0331 1.9745 2.0119

Tabela 6.3: Dados obtidos pelo procedimento de andlise de convergéncia para a EDPE dada pela
Equagio (6.3) definida em um dominio triangular 2 = {(0, 1); (0.5, (1 — +/0.75); (1,1)} € R?
discretizado por uma malha nao estruturada triangular ortogonal, isto é, D = 0 e () = 1. Fonte:
autoria propria.
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Figura 6.3: Distribuicdo de ¢ para o Problema 3(a) em malhas ortogonais com nimeros variados

de volumes n’7". Fonte: autoria propria.



111

30 40 50 60 70 80 90 100 10 20 30 40 50 60 70 80 90 100
ERP (%) ERP (%)
(@np =4 (b) ny = 16

10 20 30 40 50 60 70 80 90 100 10 20 30 40 50 60 70 80 90 100
ERP (%) ERP (%)

(c)nr =64 (d) np = 256

10 20 30 40 50 60 70 8 90 100 10 20 30 40 50 60 70 8 90 100
ERP (%) ERP (%)

(e) ny = 1024 (H) np = 4096

Figura 6.4: Distribuicdo do ERP para o Problema 3(a) em malhas ortogonais com nimeros
variados de volumes. Fonte: autoria prépria.
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Resultado 3 (b): Malha Distmesh; Gamma = 0.1; mazxIt = 100003 maxItGS = 10000; maxRes = 1078

N° de L D Omea Iteracdes B Erars Quociente Quociente 0 _—
volumes E, Erus
52 0.0913 1.0116E-01 9.7090E-01 16 2.5419E-02 7.7804E-02 ok *ok Hok Hok
259 0.0409 3.3001E-02 9.9215E-01 17 5.7044E-03 1.5622E-02  4.4560 4.9804 1.8613 1.9999
1027  0.0205 1.6127E-02 9.9804E-01 17 1.4147E-03 3.7089E-03 4.0322 42120  2.0244 2.0877
4228  0.0101 1.2700E-02 9.9943E-01 17 3.5544E-04 9.0666E-04 3.9801 4.0907 1.9522  1.9909

Tabela 6.4: Dados da andlise de convergéncia do Problema 3b, onde as malhas utilizadas foram
geradas pelo Distmesh e possuem distor¢des e qualidades médias (Dyeq. € (meq.) varidveis.
Fonte: autoria propria.
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Figura 6.5: Distribui¢do de ¢ para o Problema 3(b) em malhas ndo ortogonais com ndmeros
variados de volumes. Fonte: autoria prépria.
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Figura 6.6: Distribui¢do de ERP para o Problema 3(b) em malhas ndo ortogonais com nimeros
variados de volumes. Fonte: autoria prépria.
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Figura 6.7: Malhas utilizadas para as simulacdes do Problema 3(b). Fonte: autoria prépria.

6.3.3 Discussoes

De acordo com os dados expostos na Tabela 6.3, observa-se claramente que,
tal como no Problema 1, a ordem de convergéncia teérica O(h?) também fora atingida, o que
corrobora a hipétese inicial, de que na auséncia de distor¢des nos volumes da malha os efeitos
da difusdo cruzada ndo se manifestam e a ordem de convergéncia permanece inalterada, mesmo
em situacdes onde o termo fonte € dependente de ¢. Neste problema, a discretizacdo utilizada e
a linearizacdo do termo fonte se mostraram capazes de representar a solucdo analitica de forma
fidedigna, conforme pode-se observar também pelos graficos obtidos para a distribui¢do de ¢ e
do ERP para o problema em questao.

Por sua vez, os dados exibidos na Tabela 6.4 também nao evidenciam o efeito
da difusdo cruzada nos erros de cada solugdo e, por consequéncia, na ordem de convergéncia
do problema. Um ponto a ser notado neste caso é que, como o Distmesh nao permite que se
construa malhas com parimetros D e () definidos, o refinamento da malha leva ao aparecimento

de volumes de controle com melhores indices de qualidade, conforme pode-se observar nas co-
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lunas Dy¢q € Qmed, Uma vez que a diminui¢do do tamanho médio de cada volume permite uma
maior acomodagdo de elementos ortogonais. Por esta maneira, apesar dos nimeros da ordem
de convergéncia serem proximos dos valores tedricos, seguramente hd um pequeno efeito dos
termos de difusdo cruzada, especialmente nas malhas mais grossas, mas que ndo foi percebido
dentro dos limites de precisao avaliados. Ressalta-se também que os valores observados para ¢,
€ qry s ndo foram obtidos por meio de malhas cujos volumes possuem todos 0s mesmos niveis
de qualidade e distor¢do, logo, pode-se inferir que a ordem de convergéncia deve ser ligeira-
mente menor do que os nimeros observados, uma vez que o refinamento, além de aumentar o
nimero de volumes, acaba por introduzir volumes de melhor qualidade.

Sobre o custo computacional envolvido, pode-se afirmar que ndo houve um
aumento considerdvel de iteragdes para a obtencdo das solugdes finais de cada simulagao.

Ao se observar as figuras de distribuicao de ¢ e ERP obtidos para cada uma
das simulagdes do Resultado 3(b), pode-se identificar que os maiores niveis de erro concentram-
se nos vértices das pontas (tal como nos graficos de ERP do Resultado 3(a)), uma vez que os
valores de ¢ nestes locais sao atualizados com uma média dos valores de ¢ avaliado no meio das
arestas que criam tais vértices. Logo, € improvdvel que o valor coincida com o valor analitico,
mas o erro diminui de modo muito significativo com a diminui¢do do tamanho dos elementos

da malha.

6.4 PROBLEMA 4: ORDEM DE CONVERGENCIA DE UMA EDP ELIPTICA NAO HOMO-
GENEA COM TERMO FONTE CONSTANTE E CONDICOES DE CONTORNO MISTAS

A aplicagdo das condi¢des de contorno do tipo Neumann ou Robin ndo € tao
simples quanto as do tipo Dirichlet. A dificuldade, na maioria dos casos, € a localiza¢do dos
noés internos dos volumes de fronteira, de tal forma que o gradiente normal a superficie ndo
pode ser definido diretamente. Entretanto, por meio do esquema iterativo apresentado na Se¢ao
3.3 as condi¢des de contorno que envolvem o fluxo da grandeza ¢ podem ser aplicadas. Para
testar a capacidade do c6digo em lidar com problemas que apresentam diversas condicdes de
contorno, resolveu-se um problema de distribuicdo de temperatura em regime permanente em
uma placa sujeita a condi¢Oes de contorno mistas, encontrado em Mackowski [56] e apresentado

em sequéncia.

6.4.1 Apresentaciao

Considere um dominio bidimensional quadrado, com coeficiente de difusdo
constante [' = 1. A superficie em y = 0 é mantida a uma magnitude constante ¢;, enquanto
que na fronteira oposta, y = L, ocorre um fendmeno convectivo com coeficiente h. € ¢oo. A
superficie em x = 0 € adiabatica, e um fluxo uniforme ¢{ € aplicado em z = L. Por dltimo, uma

"

fonte de geragdo uniforme, de magnitude ¢;’ atua dentro da regido. A partir destas informagoes,

pode-se modelar o problema da maneira ilustrada pela Figura 6.8 adiante:
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Figura 6.8: Ilustracdo do Problema 4. Ao centro apresenta-se a EDP Eliptica a ser resolvida,
enquanto que as condi¢des de contorno sdo definidas para cada fronteira do dominio. Fonte:
autoria propria.

Nestas condicdes, a solucdo analitica para este problema, apresentada por
Mackowski [56], é dada por:

_1m _o —m . 00 _ .
q 7y (2+2Bi)g — [1 — cos(Ay)] cosh(A,Z) sin(A,7)
Ty ( Bi+2 20 Z A sinh(A [)\ — cos(\,) sin(A,)] (6.6)

n=1

Ancos(A,) + Bisin(A,) =0, n=1,2,... (6.7)

¢ a equacao dos autovalores da equacao caracteristica adimensional do problema,

heL
Bi = 6.8
i=— (6.8)
é o niimero de Biot', os valores adimensionais ¢, § e § sdo dados respectivamente por
e Go L T o L?
p=—",] =7 ] = ———; (6.9)
1 — Poo E(d1 — ¢oo) k(1 — ¢oo)
e, finalmente, os valores adimensionais Z e ¥, sdo tais que
_ x _ Y
= =2 6.10
T=7 ¢ y=7 (6.10)

'Em referéncia ao fisico francés Jean-Baptiste Biot (177471862) [53].
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A andlise de convergéncia para este problema foi realizada adotando-se os
seguintes parametros: L = 1; ¢1 = 25; k = 1;¢oo = 50; h, = 5; q'O' =2 qg' = 4. Convertendo-
os de acordo com o formato da equagdo utilizada para atribuir as condi¢des de contorno tem-se

os seguintes inputs apresentados pela Tabela 6.5:

Inputs das condicoes de contorno

Fronteira « I6; ¥
Norte 101 25 0
Sul 0 0 -2
Leste 5 50 0
Oeste 0 0 0

Tabela 6.5: Inputs para as condi¢des de contorno de acordo com os parametros apresentados
pelo problema. Fonte: autoria prépria.

6.4.2 Resultados

Para garantir uma boa precisao do processo de verificagdo, a avaliacdo do
somatoério presente na solucdo analitica foi realizada considerando-se os primeiros 500 termos,
de modo que a ordem de grandeza dos termos truncados fosse menor que 1071¢. Os resultados
obtidos para o problema estdo apresentados na Tabela 6.6, enquanto que os graficos para as
solu¢des numéricas e os ERPs de cada uma destas sdo dados pelas Figuras 6.9 e 6.10. As

malhas utilizadas para cada uma das simulagdes sdo mostradas na Figura 6.11.

Resultado 4: Problema com condicdes de contorno mistas; mazI[tG.S = 10000; marRes = 108

N° de . Quociente Quociente
h Diméa Qméa Iteracdes E,y Erus i qrMS
volumes E, Erus
16 0.2500 2.3032E-01 9.0948E-01 78 2.4363E-01 1.2001E-02 *% * w5 *k

64 0.1250 1.8722E-01 9.4602E-01 157 1.1634E-01 6.3425E-03 2.0941 1.8922 1.0663 0.9200
256 0.0625 9.6604E-02 9.7641E-01 306 1.0509E-01 3.5240E-03 1.1071 1.7998  0.1467 0.8478
1078 0.0305 5.1104E-02 9.8870E-01 697 6.3333E-02 1.8854E-03 1.6593 1.8691 0.7045 0.8701
4441 0.0150 2.8882E-02 9.9535E-01 1283 3.2398E-02 9.2314E-04 1.9548 2.0424 09469 1.0088

Tabela 6.6: Dados obtidos a partir das simulacdes do problema definido na Se¢do 6.4. Fonte:
autoria propria.
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Figura 6.9: Gréficos da distribuicao de ¢ para o Problema 4 em malhas ndo ortogonais com
numeros variados de volumes. Fonte: autoria propria.
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Figura 6.10: Graficos da distribuicdo de ERP para o Problema 4 em malhas ndo ortogonais com
nimeros variados de volumes. Fonte: autoria propria.
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Figura 6.11: Malhas utilizadas para as simula¢des do Problema 4. Fonte: autoria propria.

6.4.3 Discussoes

Observa-se que as solugdes obtidas possuem erros com ordens de grandeza
semelhante aos problemas apresentados anteriormente, o que mostra que o esquema de imple-
mentagdo das condi¢des de contorno mistas foi bem sucedido. O estudo da ordem de conver-

géncia foi comprometido pela incapacidade do Distmesh gerar malhas com graus de distor¢des
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1dénticos, logo, ao se requisitar uma malha com o dobro de volumes (aproximadamente), a dis-
tor¢cao média da malha mais refinada foi, em geral, menor (até em uma ordem de grandeza) que
a da antecessora. Esta dificuldade diminui a precisdo dos dados a respeito da ordem de conver-
géncia do método para este problema, de modo que os valores reais sdo, ligeiramente menores
que os apresentados pela Tabela 6.6. Por outro lado, pode-se observar que para as malhas mais
refinadas, o valor observado é préximo do valor teérico O(h). Isto pode ser creditado ao fato de
que os indices de qualidades destas malhas sdo muito préximo aos valores ideais. E importante
ressaltar que ndo seria possivel observar ordens de convergéncia O(h?), uma vez que o esquema
implementado para a atribui¢do das condi¢des de contorno dos tipos Neumann e Robin cria um
gargalo de ordem O(h) na melhora da solu¢do numérica.

Todavia, de modo geral os resultados obtidos com malhas refinadas oferecem
erros baixos e sdo confidveis, tal como pode ser observado nos graficos da solu¢ao numérica na
Figura 6.9 e do ERP na Figura 6.10. Nota-se que nos pontos onde o ERP se concentra, especial-
mente nas malhas mais grossas, observa-se nitidamente a ocorréncia de tridngulos distorcidos,

como os ilustrados na Figura 2.12 e conforme esperado de acordo com a literatura.

6.5 PROBLEMA 5 - ORDEM DE CONVERGENCIA DE UM PROBLEMA DE DIFUSAO EM
UM DOMINIO COM INTERFACE ENTRE MEIOS DISTINTOS

6.5.1 Apresentacio

Em busca de atestar a capacidade do cédigo desenvolvido em lidar com va-
riacdes do coeficiente de difusdo, buscou-se resolver um problema onde houvesse uma varia-
cdo abrupta desta propriedade, a exemplo do que acontece no processo de difusdo de alguma
grandeza fisica em uma regido que apresenta uma interface entre dois meios de caracteristicas
distintas. Este problema foi separado em dois subproblemas: Problema 5(a) e Problema (b),
pois as simulacdes foram realizadas com duas malhas distintas, de modo a se estabelecer uma
comparacao entre os resultados. A primeira delas (Problema 5(a)) foi feita com malhas geradas
pelo Distmesh, enquanto que a segunda foi feita com uma malha de autoria propria, refinada
pelo mesmo algoritmo utilizado nos Problemas 1 e 3.

O problema analisado € tal como o apresentado por Jacq [43]. Trata-se de

encontrar a solucdo para o problema definido pela seguinte EDPE:

0 |00 0 |00
B | st — I = A1
0x{8$]+8y{ 31/} . (©1h
com [' sendo dado por:
IN se0<zx< %,
['(x) = (6.12)
Iy se s <<l

Sob estas condig¢des, a solugdo analitica deste problema possui a seguinte forma:
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a+br+cy se0<ax<?l,
o(z,y) = 2 (6.13)

a+ b+ bt ey se § <a <1,

com os coeficientes a, b e ¢ sendo constantes reais. Para a simulacdo em questdo escolheu-se
I'=4TIy=1lea=b=c=1.

O dominio empregado € um quadrado idéntico ao apresentado no Problema
4, conforme ilustrado pela Figura 6.12, e as condi¢des de contorno nas quatro fronteiras sao do
tipo Dirichlet, sendo dadas pela aplica¢do direta da solugdo analitica ¢(z,y) em cada parte do
contorno. De modo a otimizar o custo computacional envolvido, escolheu-se maz It = 10000

e o residuo minimo para a aceitagdo da resposta foi max Res = 1075,

A

Y

1

»-

0 1 1 ==

2

Figura 6.12: Ilustragdo do dominio que define o Problema 5. Note que em = = % a linha estd
da cor verde, evidenciando que estes pontos pertencem a regido de coeficiente de difusdo I';.
Fonte: autoria propria.

Conforme ja relatado, malhas de dois padrdes distintos foram utilizados, tendo
sido as malhas do primeiro padrao geradas pelo Distmesh e idénticas as malhas do Problema 4.
O segundo padrao foi gerado por meio de um algoritmo préprio.

De modo a definir quail valor de ' cada tridangulo receberia, uma vez que as
malhas geradas pelo Distmesh t€m caréter aleatdrio, optou-se por separd-los pela coordenada x
dos seus respectivos baricentros. Por este motivo, as atribuicdes de [ podem ser imprecisas, uma
vez que muitros tridngulos que sdo cortados pela linha da interface podem ser contabilizados
para o lado errado do dominio. Com o intuito de investigar a magnitude dos erros introduzidos
por esta metodologia, a segunda malha desenvolvida foi feita de tal modo que as arestas dos
triangulos se situassem perfeiramente sobre a linha da interface x = %, sem que nenhum volume

seja cortado por ela.
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6.5.2 Resultados

Os resultados obtidos para o Problema 5(a) sdo expostos na Tabela 6.7, os
gréficos para a solugdo ¢(x,y) e para o ERP deste problema, bem como as malhas utilizadas
podem ser observados nas Figuras 6.13, 6.14 e 6.15 respectivamente.

De modo semelhante, os resultados obtidos para o Problema 5(b) sdo expostos
na Tabela 6.8, enquanto que seus gréficos de distribui¢ao de ¢, ERP e malhas encontram-se nas
Figuras 6.16, 6.17 ¢ 6.18.

Resultado 5(a): mazIt = 10000; mazltGS = 10000; maxRes = 1078

N° de ~ Quociente Quociente
h Dinea Qmea Iteracdes ) Erus G2 qrRMS
volumes E, Erus
16 0.2500 2.3032E-01 9.0948E-01 19 4.7237E-02 3.2929E-02 Hk Hk ek Hk

64 0.1250 1.8722E-01 9.4602E-01 22 29157E-02 1.4729E-02 1.6201 2.2357 0.6961 1.1607
256 0.0625 9.6604E-02 9.7641E-01 22 2.2995E-02 9.5085E-03 1.2680 1.5490  0.3425 0.6314
1078  0.0305 5.1104E-02 9.8870E-01 21 1.0913E-02 4.4387E-03 2.1071 2.1422 1.0368 1.0598
4441 0.0150 2.8882E-02 9.9535E-01 22 5.6898E-03 2.2791E-03 1.9180 1.9476 0.9201 0.9417

Tabela 6.7: Resultados obtidos para as simulacdes de ordem de convergéncia do Problema 5(a).
Fonte: autoria propria.

Resultado 5(b): D = 0.557; Q = 0.629; maxIt = 100005 mazItGS = 100005 maz Res = 1078

N° de Iteracbes b B Eruss Quociente Quociente " drars
volumes FEs Erus
16 24 0.2500 6.4634E-02 3.9896E-02 *ok *ok ok Rk
64 24 0.1250 3.5792E-02 1.6896E-02 1.8058 2.3613 0.8527 1.2396
256 26 0.0625 1.9955E-02 8.5062E-03 1.7936 1.9863 0.8429 0.9901
1024 28 0.0313 1.0698E-02 4.3924E-03 1.8653 1.9366 0.8994 0.9535
4096 29 0.0156 5.5577E-03 2.2466E-03 1.9249 1.9551 0.9448 0.9673

Tabela 6.8: Resultados obtidos para as simula¢des de ordem de convergéncia do Problema 5(b).
Fonte: autoria propria.
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(a) nr = 16 (b) nr = 64

(c) n = 256 (d) np = 1078
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Figura 6.13: Graficos da distribui¢c@o de ¢ para o Problema 5(a) em malhas ndo ortogonais com
numeros variados de volumes. Fonte: autoria propria.
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Figura 6.14: Graficos da distribui¢cdo de ERP para o Problema 5(a) em malhas ndo ortogonais
com nimeros variados de volumes. Fonte: autoria propria.
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Figura 6.15: Malhas utilizadas para as simula¢des do Problema 5(a). Fonte: autoria prépria.
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Figura 6.16: Gréficos da distribuic@o de ¢ para o Problema 5(b) em malhas nao ortogonais com
numeros variados de volumes. Fonte: autoria propria.
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Figura 6.17: Graficos da distribui¢cdo de ERP para o Problema 5(b) em malhas ndo ortogonais
com nimeros variados de volumes. Fonte: autoria propria.
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Figura 6.18: Malhas utilizadas para as simula¢des do Problema 5(b). Fonte: autoria prépria.
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6.5.3 Discussoes

Analisando os dados do Problema 5(a) expostos na Tabela 6.7, pode-se notar
que as malhas utilizadas possuem bons indices de qualidade e distor¢ao, e que conforme espe-
rado, tais indices melhoram com o aumento do nimero de volumes de controle, uma vez que o
tamanho médio de cada volume diminui, facilitando a insercao de volumes com formatos pré-
ximos ao do tridngulo equildtero. Contudo, mesmo com elementos de formatos apropriados e
condicdes de contorno de Dirichlet, nota-se que a ordem de convergéncia obtida € ligeiramente
menor que 1, o que pode ser explicado pelo método praticado para a atribuicdo da propriedade
I', que acaba inputando um tnico valor para toda a drea de um tridngulo que possui partes
nas duas regides. Esta hipdtese € reforcada ao observar-se os graficos de ERP da Figura 6.14,
onde percebe-se uma correlacao direta entre a magnitude do erro e a posi¢do do elemento (nas
proximidades da reta z = %).

Apesar deste inconveniente, 0 ERP se manteve em niveis consideravelmente
baixos, refor¢cando a qualidade da solu¢do obtida. Nota-se também que fora da regido de inter-
face, os maiores valores sdo encontrados nos triangulos das fronteiras, uma vez que sdo estes 0s
que possuem os formatos mais afastados do tridngulo equildtero e, portanto, menor qualidade e
maior influéncia da difusdo cruzada.

Os resultados observados para o Problema 5(b) sdao semelhantes aos de seu

antecessor. Porém, neste caso ndo hd a introdu¢@o de erros devido a atribui¢do incorreta de
1
2’
qualidade dos elementos utilizados. A comparacao entre estes resultados permite observar de

I' na linha da interface x = e a baixa ordem de convergéncia observada € devida a ma
forma intuitiva a magnitude do efeito de se optar por malhas de baixa qualidade.

Por fim salienta-se que ambas as solu¢des mostraram-se satisfatorias, com
erros < 1%. E mesmo sob o efeito de atribui¢do equivocada do coeficiente I', os resultados ob-
tidos por meio da malha Distmesh apresentam um menor ERP médximo em relacdo ao Problema

5(b), apesar de observar-se neste uma ordem de convergéncia =~ 3% maior que naquele.

6.6 PROBLEMA 6: ORDEM DE CONVERGENCIA DE UMA EDP ELIPTICA NAO HOMO-
GENEA COM COEFICIENTE DE DIFUSAO VARIAVEL LINEAR

6.6.1 Apresentaciao

Neste problema, buscou-se avaliar a ordem de convergéncia do método para
um caso de uma EDPE definida no dominio triangular 2 = {(0,1); (0.5, (1 —+/0.75); (1, 1)} €
R?, discretizado por uma malha nfo estruturada triangular ortogonal e com coeficiente de difu-

sélo varidvel, dado por I'(x, y) = =+ y. Para tal, utilizando o Método das Solug¢des Fabricadas e
sin(7z) sinh(7y)

escolhendo como solugdo analitica a fungdo ¢(x,y) = S ()

obteve-se a seguinte EDPE

a ser resolvida:
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0 dol 0 @] _ mcos(mz)sinh(my) 7 sin(mx) cosh(ry) _0. (6.14)

ox [(w * y)%} +8_y {(3: +v) oy sinh(7) sinh(7)
submetida a condicdes de contorno do tipo Dirichlet em todas as fronteiras, com o valor destas
sendo obtido por meio da aplicagdo direta da solug@o analitica em cada uma das fronteiras.
6.6.2 Resultados

Os resultados colhidos nas simulagdes do Problema 6 sdo mostrados na Tabela
6.9, enquanto que os graficos obtidos para a distribui¢do de ¢ e do ERP sdo mostrados pelas

Figuras 6.19 e 6.20, nesta ordem.

Resultado 6: D = 0; Q = 1; Gamma = x + y; maxIt = 100005 maxItGS = 10000; maxRes = 1078

N° de Iteracdes b B, Erus Quociente Quociente 0 s
volumes FEs Erus
4 2 0.3290 2.4490E-02 1.0227E-01 *k *k *k *ok
16 18 0.1645 1.6425E-02 1.0273E-01 1.4910 0.9955 0.5763  -0.0065
64 18 0.0823 5.3615E-03 2.9106E-02 3.0635 3.5295 1.6152 1.8195
256 19 0.0411 1.4307E-03 7.4452E-03 3.7475 3.9094 1.9059 1.9669
1024 19 0.0206 3.6525E-04 1.8726E-03 3.9170 3.9759 1.9698 1.9913
4096 19 0.0103 9.2085E-05 4.6923E-04 3.9664 3.9908 1.9878 1.9967

Tabela 6.9: Dados obtidos pelo procedimento de andlise de convergéncia para a EDPE dada pela
Equagio (6.14) definida em um dominio triangular 2 = {(0, 1); (0.5, (1 —+/0.75); (1,1)} € R?
discretizado por uma malha ndo estruturada triangular ortogonal. Fonte: autoria prépria.
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Figura 6.19: Distribuic¢do de ¢ para o Problema 6 em malhas ortogonais com nimeros variados
de volumes. Fonte: autoria prépria.
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Figura 6.20: Distribui¢do de ERP para o Problema 6 em malhas ortogonais com nimeros vari-
ados de volumes. Fonte: autoria propria.
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6.6.3 Discussao

Novamente, tal como observado nos problemas anteriores, a acumulacdo de
ERP se dd nos vértices dos triangulos das pontas, pelo ja mencionado mecanismo de atribui¢do
de ¢ nos vértices destes locais. O valor de ERP préximo a 100% deve-se ao fato de que, nos
dois vértices da fronteira superior do dominio, o valor analitico de ¢ é zero, o que torna-o
impossivel de ser alcangado pelos meios de cédlculo de ¢ apresentados no presente trabalho.
Contudo, observa-se que o valor numérico encontrado é muito préximo de zero, oferecendo
uma boa aproximac¢do. No resto do dominio, o nivel de ERP observado é extremamente baixo,
confirmando a hipétese de que a solugdo obtida € apropriada.

Com relacdo a ordem de convergéncia obtida, pode-se afirmar que as compli-
cacoes algébricas adicionadas ao problema ndo foram capazes de comprometer o desempenho
observado em problemas mais simples, reforcando a hipétese de que apenas a difusdo cruzada
¢ o fator responsdvel pela diminui¢do da ordem de convergéncia, de tal forma que na auséncia

deste fator, os valores continuam muito préximos do limite teérico O(h?).

6.7 PROBLEMA 7: ORDEM DE CONVERGENCIA DE UMA EDP ELIPTICA NAO HOMO-
GENEA COM COEFICIENTE DE DIFUSAO VARIAVEL NAO LINEAR

6.7.1 Apresentacao

Uma vez que no problema anterior o coeficiente I' utilizado era dado por uma
equacao linear, havia o interesse em investigar se o c6digo seria capaz de lidar com problemas
onde tal coeficiente fosse nao linear, bem como saber se e como esta nio linearidade afetaria a
ordem de convergéncia observada. Por tal motivo, o Problema 6 foi reformulado considerando
[(z,y) = sin(zy), ¢(z,y) = 2 + y* como solugdo analitica e mantendo-se fixos o dominio e

a malha utilizada. Nestas condi¢des, a EDPE resolvida € dada por:

0 0 0 0
Ep {sin(xy)a—(ﬂ + 3y [sin(xy)a—j] — 4ay cos(zy) — 4sin(zy) =0, (6.15)
submetida a condicdes de contorno do tipo Dirichlet em todas as fronteiras, com o valor destas

sendo obtido por meio da aplicagdo direta da solug@o analitica em cada uma das fronteiras.

6.7.2 Resultados

Os resultados da andlise de ordem de convergéncia para o Problema 7 estao
expostos na Tabela 6.10, enquanto que a Figura 6.21 mostra os graficos da distribui¢do de ¢
para o problema. Por sua vez, os graficos da distribuicdo do ERP deste problema sdo expostos

na Figura 6.22.



136

Resultado 7: D = 0; Q = 1; Gamma = sin(zy); maxIt = 10000; max[tGS = 10000; maxRes = 108

N° de Quociente Quociente

volumes Iteracoes h FEs FErus E, Eunre g2 qrRMS
4 2 0.3290 1.2279E-02 1.0952E-01 ok ok ok ok

16 18 0.1645 2.1049E-02 5.5820E-02  0.5834 1.9620  -0.7776 0.9723

64 18 0.0823 7.4109E-03 1.5975E-02  2.8403 3.4942 1.5060 1.8050

256 19 0.0411 2.1103E-03 4.1778E-03 3.5118 3.8238 1.8122 1.9350

1024 19 0.0206 5.5953E-04 1.0643E-03 3.7716 3.9254 1.9152 1.9729

4096 19 0.0103 1.4386E-04 2.6836E-04  3.8894 3.9659 1.9595 1.9877

Tabela 6.10: Dados obtidos pelo procedimento de andlise de convergéncia para a EDPE dada
pela Equacdo (6.15). Fonte: autoria prépria.
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Figura 6.21: Distribui¢do de ¢ para o Problema 7 em malhas ortogonais com nimeros variados
de volumes. Fonte: autoria prépria.
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Figura 6.22: Distribuicdo de ERP para o Problema 7 em malhas ortogonais com nimeros vari-
ados de volumes. Fonte: autoria propria.
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6.7.3 Discussoes

Novamente observou-se um nivel de ERP muito baixo, conforme esperado de
acordo com as experiéncias anteriores. Dentro do limite de precisdo explorado, os resultados
avaliados para a ordem de convergéncia do Problema 7 sdo muito proximos aos apresentados
no problema anterior, ficando ligeiramente abaixo (~ 2%) dos valores observados para o caso
linear do coeficiente I'. Levando em considerag¢do a importancia ja demonstrada da qualidade
da malha, isso reafirma que a ndo linearidade do coeficiente de difusdo ndo impde maiores
dificuldades ao sistema, bastando apenas que o termo fonte e as condi¢des de contorno sejam

tratados corretamente.

6.8 PROBLEMA 8 - SOLUCAO DE UMA EDPE DEFINIDA EM UM DOMINIO COM DES-
CONTINUIDADES E GEOMETRIA ARBITRARIA

6.8.1 Apresentacao

Com o intuito de investigar também a eficdcia do c6digo em lidar com geome-
trias complexas, resolveu-se novamente o Problema 7, mas desta vez definido-o em um dominio
com diversas descontinuidades topoldgicas. Dominios deste tipo s@o utilizados com frequéncia
na modelagem de problemas de escoamentos em meios porosos, tal como pode-se observar nos
trabalhos de Bager e Chen [9], Gao et al. [35] e Holzbecher e Oehlmann([41].

Desta forma, desenvolveu-se uma malha que tivesse diversas descontinudades
com formatos elipticos de tamanhos diversos, utilizados para modelar particulas que obstruem
o escoamento de alguma grandeza fisica pelo meio. A malha utilizada possui ny = 7376
elementos e apresenta refinamentos locais nas proximidades de cada furo, aumentando sem
dificuldades o nimero de elementos apenas em regides criticas, vantagem esta que a formulagao

em malha ndo estruturada permite ser explorada.

6.8.2 Resultados

Uma vez que o foco deste problema € apenas exibir a capacidade do codigo
em resolver EDPEs definidas em dominios de geometria complexa, abdicou-se de empreender
o procedimento de verificagdo da ordem de convergéncia.

Os graficos obtidos para esta simulacdo estdo dispostos na Figura 6.23, de
modo que a distribuicdo de ¢ encontra-se no item (a), a distribuicio do ERP no item (b) e a

malha utilizada no item (c) da referida figura.
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Figura 6.23: Graficos da distribuicao de ¢ e do ERP para o Problema 8, plotados com os resul-
tados obtidos por meio de uma malha composta por 7376 volumes de controle. Fonte: autoria
propria.

6.8.3 Discussoes

A malha utilizada possui indice de distor¢do médio D,,,.q = 2.0212e — 01,
e indice de qualidade médio Q),,.q = 9.3748e — 01, o que a coloca como uma malha de boa
qualidade geral. Nota-se, que o nivel do ERP em quase a totalidade do dominio é baixa, de
modo que os maiores nimeros concentram-se nas proximidades do canto inferior esquerdo.
Acredita-se que tal discrepancia deve-se ao fato de que o valor exato de ¢(0,0) = 0, e que dada
a metodologia adotada para o tratamento das condi¢cdes de contorno (apresentada na Secdo 3.3),
seria impossivel de se atingir tal valor, visto que os valores numéricos para ¢(0, 0) seriam muito

pequenos, embora nao iguais a zero.
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De modo geral, obteve-se novamente uma excelente solu¢do numérica, am-
pliando a convic¢do sobre as capacidades do cédigo desenvolvido em desempenhar sua fungao

de forma satisfatoria em cenarios desafiadores.

6.9 PROBLEMA 9 - SIMULACAO DA DISTRIBUICAO DE TEMPERATURA EM UM SEIO
HUMANO COM ACOMETIDO POR TUMORES

6.9.1 Apresentacao

Como forma de apresentar uma possivel aplicacdo pratica do cédigo desenvol-
vido, buscou-se avaliar a distribuicao de temperatura em uma mama humana feminina acome-
tida por tumores. Tal escolha deve-se ao fato de que o seio possui, obviamente, uma geometria
ndo trivial e estudos sugerem que as regides do tecido humano que desenvolvem tumores pos-
suem, em geral, maior calor metabdlico e maior fluxo sanguineo, culminando em um aumento
local da temperatura [92, 91]. Desta maneira, o calor emanado da regido lesionada € transfe-
rido por meio de um processo difusivo para as regides vizinhas, modificando a distribui¢ao de
temperatura em relacdo as condi¢des de tecidos saudaveis.

O modelo no qual o presente trabalho se baseara para as simulagdes € 0 mo-
delo de biocalor de Pennes [72]. Inicialmente desenvolvido por Harry Pennes para descrever
os efeitos da transferéncia de calor no antebraco por meio do fluxo sanguineo e da atividade
metabdlica das células, o modelo foi amplamente explorado e utilizado para diversas situacdes,
como por exemplo a modelagem térmica de tecidos com crescimento tumoral, como exposto
por Centigul e Herman [92].

A equacgdo do modelo de Pennes tal como apresentada por [92] é dada por:

or 9
pCE =TVT + pCown(T, — T) + Qr, (6.16)
onde p, C, T, I" e () denotam a densidade, calor especifico, temperatura local do tecido, con-
dituvidade térmica do tecido e taxa de geracdo de calor metabdlico por unidade de volume,
nesta ordem. As propriedades p;, Cy, T}, € w;, s@o, respectivamente, a densidade do sangue, calor
especifico do sangue, temperatura do sangue arterial e taxa de perfusido do sangue.

Uma vez que o foco do presente trabalho estd nas EDP Elipticas, serd con-
siderado apenas o caso da Equacdo (6.16) em regime permanente, fazendo com que o termo
temporal do lado esquerdo seja zero.

Em seus estudos, Centigul e Herman [92] investigaram as propriedades tér-
micas de peles que apresentavam lesdes do tipo melanoma. Os valores utilizados pelos autores
como parametros para o modelo de Pennes, tanto para tecidos sauddveis quando para tecidos

acometidos pelo tumor sdo mostrados pela Tabela 6.11 a seguir:



Parametro Pele saudavel  Pele lesionada
Co(JKg 1K™ 3589 3852
T(Wm K1) 0.445 0.558
pu(Kgm™3) 1086.2 1030
wy(m3s~tm™3) 0.0002 0.0315
T, (°C) 37 37
Qr(Wm™3) 582.9 3680
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Tabela 6.11: Parametros termofisicos utilizados na simulacio térmica de tumores por meio do
modelo de Pennes. Fonte: Centigul e Herman [92].

Por meio dos dados da Tabela 6.11 pdde-se simular a EDP do modelo de
Pennes, dada na Equagdo (6.16), para dois casos: um relativo a uma regido de pele sauddvel
e outro relativo a uma regido lesionada. Desta forma, o cddigo identifica pela posi¢do de cada
elemento se eles se encontram dentro de uma regido lesionada ou nio, e atribui os coeficientes
pertinentes a cada caso.

Como condicdes de contorno para esta simulagdo, utilizou-se duas possibili-
dades: na parte do dominio em que a fronteira encontra-se na parte interna do corpo humano,
a condi¢do de contorno imposta foi do tipo Dirichlet com 7' = 37°C'. Ja para a fronteira do
dominio que encontra-se em contato com o ambiente externo, a condi¢do de contorno especi-
ficada foi a de Robin, com coeficientes h;. = 10Wm =2 e T, = 25°C. A Figura 6.24 ilustra
0 esquema proposto para as condi¢des de contorno, onde a regido delimitada pela linha verde
refere-se a parte do dominio que encontra-se dentro do corpo humano, enquanto que a parte
delimitada pela linha vermelha encontra-se em contato com o ambiente externo. A linha roxa
tracejada define o critério para atribuic@o das condi¢des de contorno: volumes de controle a es-
querda desta recebem a C.C. de Dirichlet, enquanto que volumes de controle a direita recebem
a C.C. de Robin.
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Figura 6.24: Esquema utilizado para modelagem das condi¢des de contorno para a simulagdo
da distribuicao de temperatura em um seio acometido por tumores. Fonte: autoria prépria.

Ressalta-se peremptoriamente que o problema e as condi¢des tal como mo-
delados para esta aplicagdo nao retratam fielmente um caso real. Diversas consideragdes sim-
plificadoras foram feitas para executar esta simulagdo, mas que atendem ao escopo do presente
trabalho para o estudo das simulacdes computacionais.

Destaca-se também a existéncia de modelos mais precisos para a modelagem
de fendmenos desta natureza, como por exemplo os modelos Single Phase Lag e Dual Phase

Lag encontrados no trabalho de Oliveira et al. [66].

6.9.2 Resultados

Trés simulagdes foram realizadas, sendo a primeira delas a distribuicdo de
temperatura em um seio considerado sauddvel (sem a presenca de tumores), que serd tomado
como caso de controle, um seio com apenas um tumor localizado nas proximidades da fronteira
externa e outra com dois tumores, sendo um deles localizado préximo a superficie da pele e
outro na regido central da malha. Os resultados de cada simulacdo serdo apresentados nesta

ordem.

Resultado para o caso do seio saudavel

Nesta simulagdo optou-se por utilizar uma malha com refinamentos locais nos
dois pontos onde os tumores seriam posicionados para as proximas simulagdes, de modo que a
tecelagem originou 1377 volumes de controle. Decidiu-se por tal pratica para que as isolinhas de
temperatura nestas regides tivessem uma boa definicao, a fim de proporcionar uma boa situagao

de controle.
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Os gréficos com a distribui¢do de temperatura e da malha utilizada sdo mos-

trados na Figura 6.25.
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Figura 6.25: Gréficos da distribuicao de 7" e da malha utilizada para a simulacdo da distribui¢dao
de temperatura de um seio sauddvel. Fonte: autoria prépria.

Resultado para o caso do seio com um tumor

Novamente optou-se por utilizar uma malha com refinamento local na regiao
onde o tumor estd localizado, mas com um maior grau de refinamento que o apresentado na
malha do seio saudavel. O ponto exato do tumor é também o ponto focal do refinamento. Esta
malha apresentou 3328 volumes de controle.

O tumor foi modelado por um circulo de raio » = 0.0025m centrado no ponto
(0.073,0.011). O mesmo aparece representado no item (b) da Figura 6.26, que também mostra

a malha utilizada, enquanto que o item (a) desta figura apresenta a distribuicao de temperatura.
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Figura 6.26: Graficos da distribuicao de 7' e da malha utilizada para a simulag@o da distribui¢io
de temperatura de um seio com um tumor. O circulo no item (b) representa o tumor em tamanho

real. Fonte: autoria propria.

Resultado para o caso do seio com dois tumores

Tal como nas duas simulacdes anteriores, utilizou-se uma malha com refina-
mentos locais, desta vez composta por 3328 volumes e cujos centros dos refinamentos também

encontram-se sobre os pontos onde os tumores se localizam. Ambos os tumores foram mode-

lados circulos de raio » = 0.0025m, sendo o primeiro deles centrado no ponto (0.073,0.011)

enquanto que o centro do segundo encontra-se no ponto (0.056,0.051).
A Figura 6.27 mostra a distribui¢do de T no item (a) e a malha utilizada, bem

como os dois tumores, no item (b).



146

37 0.12 ¢
36.5
0.1r
36
— 355
0.08 -
— 35
— 34,5 > 0.06 -
- 34
— 33.5 0.04 -
33
32.5 0.02 r
32
0.02 0.04 0.06 0.08
xXr
(a) Distribui¢do de T’ (b) np = 3328

Figura 6.27: Graficos da distribuicao de 1" e da malha utilizada para a simulag@o da distribui¢ao
de temperatura de um seio com dois tumores. Os circulos no item (b) representam os tumores
em tamanho real Fonte: autoria propria.

6.9.3 Discussoes
Discussido acerca do seio saudavel

Para o caso do seio sauddvel, € interessante notar a regularidade das isoter-
mas, que variam de forma suave entre temperaturas pouco abaixo de 32°C' na fronteira da
mama em contato com o ambiente externo, resfriada por convecgdo do ar, até os 37°C' das fron-
teiras internas do dominio, onde a temperatura € a temperatura constante do corpo humano em

homeostase.

Discussao acerca do seio com um tumor

Nesta simulacdo, observa-se a presenca do tumor na regido inferior direita do
dominio dada a distor¢do na distribui¢do das isotermas causada por este. A presenca do tumor
alterou significativamente a temperatura do local em relacio ao caso controle, saindo de meados
de 32.5°C' para algo proximo de 36°C, sendo um comportamento esperado de acordo com os
argumentos apontados por Centigul e Herman [91].

Neste caso, o aumento de temperatura causado pela presenca do tumor nas
proximidades da superficie da pele é suficiente para que equipamentos de imageamento térmico

possam identifica-lo, tal como nos experimentos conduzidos por [92].
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Nota-se também que o refinamento local mostrou-se adequado e de grande
importancia, uma vez que proporcionou uma boa definicdo nas isotermas nas vizinhancas da

regido acometida pela doenca.

Discussao acerca do seio com dois tumores

Os resultados para esta simulagdo sdo similares aos encontrados na simulagcdo
anterior com apenas um tumor. Novamente percebe-se a presenca das lesdes pela modificagcdo
significativa das isotermas, com temperaturas préximas aos 36°C' nos nicleos de cada regido
afetada.

Contudo, pode-se afirmar também que o tamanho escolhido para as lesdes
nao ocasiona grandes alteragdes na distribuicdo de temperatura em todo o seio, com os efeitos
mais vigorosos restringindo-se apenas as vizinhancas imediatas de cada tumor. Em particular,
o tumor localizado mais ao centro da malha, com o tamanho escolhido para a simulagdo, ndo é
capaz de alterar de forma perceptivel a distribuicao de temperatura nas fronteiras da pele mais
proximas, fato este que demonstra que o exame de imageamento térmico praticado por Centigul
e Herman [92] ndo seria suficiente para detecta-lo.

Por fim, observa-se que a malha utilizada foi capaz de proporcionar uma boa
definicdo para o gréfico final, enfatizando o beneficio possibilitado pelo uso de malhas nao
estruturadas em obter, de forma simples, um maior nimero de elementos apenas nas regides

desejadas, evitando sobrecargas computacionais desnecessarias.

6.10 PROBLEMA 10 - ORDEM DE CONVERGENCIA DA METODOLOGIA EXPOSTA PARA
UM SISTEMA DE DUAS EDPES ACOPLADAS

6.10.1 Apresentaciao

Visando investigar o comportamento e a eficicia da metodologia apresentada
neste trabalho na solucdo de sistemas de duas EDPEs acopladas, buscou-se resolver numerica-
mente um sistema de equacdes oriundo da modelagem de um fendémeno reativo-difusivo, conhe-
cido na Quimica por sistema Brusselator. Grzybowski [37] aponta que o sistema de equagdes
do tipo Brusselator modela reagdes onde ha transformacdes entre diferentes espécies quimicas
por meio de difusdo, de modo que a taxa de variagdo da concentragdo de cada espécie interfere
nas taxas de variacao da concentragdo das outras.

Ang [4] apresenta as equagdes do sistema Brusselator, dadas por:

2 2
?:B+¢2¢—(A+1)¢+F @+@)
t or?  0y? 6.17)
W _, oy p (0, OV '
o ATt (a?*@)
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sendo A e B constantes conhecidas e I" o coeficiente de difusdo do meio em que as espécies
quimicas reagem. Este modelo ¢ definido em uma regidio D € R? x R*, limitada por uma
fronteira simplesmente fechada.

A fim de se obter a ordem de convergéncia da metodologia apresentada pelo
presente trabalho para problemas do tipo descrito na Equacdo (6.17), utilizou-se como caso
a ser estudado um problema poposto também por Ang [4], considerando A = 1,B = O e
I' = 1, definido no domfnio triangular Q2 = {(0,1); (0.5, (1 — v/0.75); (1,1)} € R% Nestas
condigdes, as solugdes analiticas do sistema sdo dadas por ¢(z,y,t) = exp(—5 —x —y) e
Pz, y,t) = exp(5 +x +y).

Uma vez que o presente trabalho limita-se a investigar EDPs elipticas, o termo
temporal das equagcdes mostradas na Equagdo (6.17) sdo iguais a zero, e as solugdes analiticas
aplicadas como condicao de contorno do tipo Dirichlet também levam este fator em considera-
cdo. Assim, o problema aqui resolvido resume-se ao caso estaciondrio do problema de Ang [4]

quando ¢ = 0.

6.10.2 Resultados

A seguir serdo apresentados os resultados para a andlise de ordem de con-
vergéncia para o sistema Brusselator. O procedimento utilizado nesta etapa foi exatamente o
mesmo dos utilizados para as anélises de ordem de convergéncia anteriores, apenas estendendo
as etapas necessdrias para a nova variavel 1.

As Tabelas 6.12 e 6.13 mostram, respectivamente, os dados coletados para as
duas varidveis, em simulacdes com malhas de indices de distor¢ao e qualidade variados. Os
grificos das distribuicdes de ¢ e 1, bem como as respectivas distribuicoes de ERP e malhas
utilizadas para os casos de D = 0 com n1" = 1024 elementos € D = 0.5 com nl" = 1024

elementos sdo apresentados nas Figuras 6.28 e 6.29 nesta ordem.
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Resultado 10 (a) - D = 0; Q = 1; maxItGS = 10000

N° de Iteracdes b E Erus Quociente Quociente oy Ernrs
volumes FEs Erus
4 2 0.3290 2.9432E-03 5.6380E-02 *k *ok *k *ok
16 18 0.1645 3.1289E-03 2.4644E-02  0.9407 2.2878 -0.0883 1.1939
64 19 0.0823 1.1289E-03 7.2377E-03 2.7716 3.4049 1.4707 1.7676
256 19 0.0411 3.2817E-04 1.9329E-03 3.4400 3.7445 1.7824  1.9047
1024 19 0.0206 8.7980E-05 4.9794E-04 3.7301 3.8818 1.8993  1.9568
Resultado 10 (b) - D = 0.025; @ = 0.998; maxItGS = 10000
N° de Iteracdes b B, o Quociente Quociente o Erass
volumes Ey Erus
4 2 0.3202 2.8012E-03 5.5615E-02 *k *ok *k *ok
16 18 0.1601 3.1514E-03 2.5390E-02  0.8889 2.1904 -0.1699 1.1312
64 19 0.0800 1.2483E-03 8.0505E-03 2.5246 3.1538 1.3360 1.6571
256 19 0.0400 4.2651E-04 2.4669E-03 2.9268 3.2634 1.5493  1.7064
1024 19 0.0200 1.4857E-04 8.0289E-04 2.8708 3.0725 1.5214 1.6194
Resultado 10 (¢) - D = 0.05; Q = 0.995; maxItGS = 10000
N° de Iteracdes b E Erass Quociente Quociente oy Erars
volumes Ey Erus
4 2 0.3123 2.6946E-03 5.5023E-02 ok wok wk ok
16 18 0.1561 3.1614E-03 2.6103E-02  0.8523 2.1079 -0.2305 1.0758
64 19 0.0781 1.3397E-03 8.7992E-03 2.3598 2.9665 1.2387 1.5688
256 19 0.0390 5.0352E-04 2.9589E-03 2.6607 2.9738 14118 1.5723
1024 19 0.0195 1.9632E-04 1.0830E-03 2.5648 2.7321 1.3589 1.4501
Resultado 10 (d) - D = 0.25; ) = 0.861; mazItG.S = 10000
N° de Iteracdes b B, Erass Quociente Quociente o Erass
volumes FEs Erus
4 2 0.2500 2.1901E-03 5.1789E-02 *k *ok *k *ok
16 18 0.1250 2.8283E-03 3.1062E-02  0.7744 1.6673 -0.3689 0.7375
64 19 0.0625 1.5452E-03 1.3572E-02 1.8304 2.2887 0.8721  1.1945
256 20 0.0313 7.5659E-04 6.0171E-03 2.0423 2.2556 1.0302  1.1735
1024 20 0.0156 3.6772E-04 2.7857E-03 2.0575 2.1600 1.0409 1.1110
Resultado 10 (e) - D = 0.5; Q = 0.771; maxItGS = 10000
N° de Iteracdes b E Eras Quociente Quociente s Erars
volumes FEs Erus
4 2 0.2500 5.6477E-03 8.5717E-02 *ok ok ok *E
16 19 0.1250 5.9752E-03 5.4901E-02  0.9452 1.5613 -0.0813 0.6427
64 20 0.0625 3.3346E-03 2.5145E-02 1.7919 2.1834 0.8415 1.1266
256 22 0.0313 1.6693E-03 1.1497E-02 1.9976 2.1871 0.9983  1.1290
1024 24 0.0156 8.2482E-04 5.4245E-03 2.0238 2.1195 1.0171  1.0837

Tabela 6.12: Dados obtidos para a varidvel ¢ a partir das simulacdes do problema Brusselator,
apresentado por Ang [4] e modelado pela Equacdo (6.17) para malhas com diferentes indices

de refinamento A e fatores de distor¢do D. Fonte: autoria prépria.
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Resultado 10 (f) - D = 0; Q = 1; maxItGS = 10000

N° de Iteracdes b E Erus Quociente Quociente oy Ernrs
volumes FEs Erus
4 2 0.3290 3.8826E-02 7.5116E-02 *k *ok *k *ok
16 18 0.1645 4.0082E-02 3.0500E-02  0.9687 2.4628 -0.0459 1.3003
64 19 0.0823 1.4464E-02 8.9581E-03 27712 3.4047 1.4705 1.7675
256 19 0.0411 4.2207E-03 2.4039E-03 3.4269 3.7265 1.7769  1.8978
1024 19 0.0206 1.1347E-03 6.2144E-04 3.7197 3.8683 1.8952 19518
Resultado 10 (g) - D = 0.025; Q = 0.998; maxI[tGS = 10000
N° de Iteracdes b B, o Quociente Quociente o Erass
volumes E, Erus
4 2 0.3202 3.4934E-02 7.2410E-02 *k *ok *k *ok
16 18 0.1601 3.4106E-02 2.7821E-02 1.0243 2.6027 0.0346  1.3800
64 19 0.0800 1.0995E-02 7.6659E-03 3.1020 3.6292 1.6331  1.8596
256 19 0.0400 2.5164E-03 1.8442E-03 4.3693 4.1568 2.1275  2.0555
1024 19 0.0200 3.7014E-04 4.0866E-04 6.7985 4.5128 27652  2.1740
Resultado 10 (h) - D = 0.05; QQ = 0.995; maxzItG.S = 10000
N° de Iteracdes b E Erass Quociente Quociente oy Erars
volumes FEs Erus
4 2 0.3123 3.1844E-02 7.0140E-02 ok *ok wk ok
16 18 0.1561 2.9207E-02 2.5668E-02 1.0903 2.7326 0.1247  1.4502
64 19 0.0781 8.2239E-03 6.7152E-03 3.5515 3.8224 1.8285 1.9345
256 19 0.0390 1.3451E-03 1.5524E-03 6.1140 4.3257 2.6121 2.1129
1024 19 0.0195 6.1120E-04 4.6275E-04 2.2008 3.3547 1.1380 1.7463
Resultado 10 (i) - D = 0.25; ) = 0.861; mazItG.S = 10000
N° de Iteracdes b B, Erass Quociente Quociente o Erass
volumes FEs Erus
4 2 0.2500 1.6421E-02 5.5057E-02 *k *ok *k *ok
16 18 0.1250 8.8261E-03 1.7071E-02 1.8605 3.2252 0.8957 1.6894
64 19 0.0625 8.4748E-03 6.9647E-03 1.0415 24511 0.0586 1.2934
256 20 0.0313 6.6059E-03 3.8743E-03 1.2829 1.7977 0.3594 0.8461
1024 20 0.0156 4.0202E-03 2.1384E-03 1.6432 1.8118 0.7165 0.8574
Resultado 10 (j) - D = 0.5; Q = 0.771; maxzItGS = 10000
N° de Iteracdes b E Eras Quociente Quociente s Erars
volumes FEs Erus
4 2 0.2500 2.0003E-02 6.1240E-02 *ok ok ok *E
16 19 0.1250 1.2966E-02 2.3587E-02 1.5427 2.5963 0.6255 1.3765
64 20 0.0625 1.6748E-02 1.3162E-02  0.7742 1.7921 -0.3693 0.8416
256 22 0.0313 1.1955E-02 7.5760E-03 1.4009 1.7373 0.4864  0.7969
1024 24 0.0156 7.0203E-03 4.0992E-03 1.7029 1.8482 0.7680  0.8861

Tabela 6.13: Dados obtidos para a varidvel 1) a partir das simula¢gdes do problema Brusselator,
apresentado por Ang [4] e modelado pela Equacdo (6.17) para malhas com diferentes indices

de refinamento A e fatores de distor¢do D. Fonte: autoria prépria.
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Figura 6.28: Gréficos da distribuicdo de ¢, ERP ¢, ¢, ERP v para o Problema 10, plotados com
os resultados obtidos pela malha de 1024 volumes de controle e com distor¢do ) = 0. Fonte:

autoria propria.
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Figura 6.29: Gréficos da distribuicdo de ¢, ERP ¢, ¢, ERP v para o Problema 10, plotados com
os resultados obtidos pela malha de 1024 volumes de controle e com distor¢do D = 0.5. Fonte:
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6.10.3 Discussoes

Como primeiro fato a se observar a partir dos dados expostos, a ordem de
convergéncia em relagdo ao caso de uma varidvel, abordado no Problema 1, manteve-se muito
semelhante para a varidvel ¢, mas o mesmo resultado ndo foi o observado para a varidvel ).
Acredita-se que a ordem em que as varidveis foram resolvidas pelo cédigo pode ser um fator
que justifique este acontecimento.

Contudo, mesmo com resultados menos favoraveis, as simulagdes para a va-
ridvel ¢ ndo destoaram muito dos valores tedéricos apontados por Benkhaldoun ef al. [11] e
Coudiere, Villa e Viledieu [20]. Nao encontrou-se na literatura alguma informacdo a respeito
da abordagem segregada na resolucao de sistemas de EDPEs e diminui¢ao na ordem de conver-
géncia do método. Novamente pode-se creditar, com certa confiabilidade, que a qualidade das
malhas utilizadas foi o fator preponderante para a reducio na ordem de convergéncia percebida,
mais uma vez reiterando a importancia de malhas de boa qualidade para que bons resultados
sejam atingidos.

Por fim, percebe-se que o algoritmo desenvolvido foi capaz de atender a de-
manda proposta, novamente entregando solu¢des com baixos indices de ERP e custo computaci-
onal reduzido. O tratamento do acoplamento das equagdes por meio dos termos fontes também

mostrou-se satisfatorio.
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7 CONCLUSAO

A partir dos resultados expostos, pode-se concluir que a formulacao e o algo-
ritmo apresentado sdo capazes de resolver problemas Elipticos definidos em dominios bidimen-
sionais, com coeficientes de difusdo uniforme e ndo uniforme, com ou sem interfaces, discreti-
zados por malhas ndo estruturadas triangulares de diversos niveis de distor¢do, além de terem se
mostrado eficazes em atingir a ordem de convergéncia teérica O(h?). Também conclui-se que
a estrutura do algoritmo pdde ser adaptada para a resolug@o de problemas modelados por EDPs
elipticas acopladas, tal como visto na literatura, e que os resultados obtidos sdo condizentes
com os resultados apresentados para o caso de uma tnica EDPE. O c6digo também mostrou ser
uma ferramenta capaz de entregar os beneficios oriundos da formulag¢do ndo estruturada no que
se refere a possibilidade de se trabalhar com geometrias arbitrarias, descontinuidades e malhas
com refinamentos locais.

Entretanto, apesar de sabido na literatura que a qualidade da malha influencia
a precisdo dos resultados e aumenta o custo computacional de obté-los, a metodologia utilizada
também se mostrou desfavoravelmente sensivel aos indice de distorcdo D e de qualidade Q,
de tal forma que a ordem de convergéncia ao se utilizar malhas distorcidas fora consideravel-
mente menor do que o caso ideal, apesar de permanecer proxima aos limites previstos. Estes
dados indicam que a obten¢do de bons resultados é sempre precedida pela geracdo de malhas
de boa qualidade, porém, até os resultados obtidos por malhas de menor qualidade continuam
oferecendo solu¢des com boa acurécia.

No que tange o processo iterativo de solu¢do do sistema linear, constatou-se
uma grande economia de processamento ao permitir que o método de Gauss-Seidel completasse
diversas iteracdes antes de se atualizar a parcela explicita do sistema linear (oriunda dos termos
fontes e do efeito da difusdo cruzada), de modo que o tempo necessdrio para a resolucdo de
problemas com malhas refinadas pode ser drasticamente reduzido ao se adotar esta solugdo.
Este beneficio foi amplamente explorado na resolu¢do de EDPEs acopladas, uma vez que o
custo computacional é proporcional ao nimero de varidveis analisadas. Desta forma, solucdes

foram obtidas de maneira rdpida e com baixo acréscimo de custo computacional.
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8 SUGESTOES PARA TRABALHOS FUTUROS

A realizacdo deste trabalho possibilitou a identificacdo de caminhos a serem
seguidos para um desenvolvimento continuado dos temas tratados. Algumas ideias possiveis

sdo apresentadas a seguir:

 Utilizar outras técnicas de resolugdo de sistemas lineares para comparar o tempo compu-

tacional necessario para a obtencdo dos resultados;
* Implementar uma interface de entrada de dados amigavel,

* Aprimorar o cddigo para ser capaz de lidar com malhas formadas pela unido de poligonos

de diversas formas;
e Implementar um esquema multigrid para melhorar a velocidade de convergéncia;
* Comparacao do método de discretizagdo proposto com o método over-relaxed;

* Investigar se a ordem das varidveis na solu¢do das EDPs acoplada importa para a ordem

de convergéncia;

* Aprimorar o c6digo para torna-lo capaz de resolver problemas Parabdlicos (em regime

ndo permanente);

* Aplicar outras abordagens de discretiza¢do e de implementacido das condi¢des de con-

torno dos tipos Neumann e Robin.
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