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RESUMO

Neste trabalho estuda-se um sistema de Timoshenko com histdria considerando as leis de Cat-
taneo e Fourier para o fluxo de calor. Mais especificamente, investiga-se questdes relativas a
existéncia, unicidade e comportamento assintotico dos problemas com histéria apresentados
em [21]. A teoria de semigrupos de operadores lineares € utilizada para garantir a existéncia
e unicidade de solu¢do. Em ambos os casos, uma condi¢c@o necessdria e suficiente para a esta-
bilidade exponencial do semigrupo é apresentada. Quando tal condi¢c@o falha, taxas 6timas de
decaimento polinomial sdo exibidas.

Palavras-chave: Sistema de Timoshenko. Lei de Cattaneo. Lei de Fourier. Semigrupos de
Operadores Lineares. Comportamento Assintético.
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Existence, Uniqueness and Asymptotic Behavior of Solution. 2019. 164 pages. Master thesis

(Mestrado em Matematica Aplicada e Computacional) — State University of Londrina, Lon-
drina, 2019.

ABSTRACT

In this work we study a Timoshenko system with history considering the laws of Cattaneo and
Fourier for the heat flow. More specifically, we investigate questions regarding the existence,
uniqueness and asymptotic behavior of the problems with history presented in [21]. The theory
of semigroups of linear operators is used to guarantee the existence and uniqueness of solution.
In both cases, a necessary and sufficient condition for the exponential stability of the semigroup
is presented. When this condition fails, optimal polynomial decay rates are displayed.

Keywords: Timoshenko System. Cattaneo’s Law. Fourier’s Law. Semigroups of Linear Ope-
rators. Asymptotic Behavior.
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LISTA DE SIMBOLOS

corpo dos nimeros reais (R) ou dos nimeros complexos (C)
conjunto dos nimeros reais nao negativos, [0, co)
conjunto dos nimeros reais positivos, (0, co)

intervalo da reta (a, b)

medida do intervalo /

fronteira do intervalo I, isto é, {a, b}

fecho do conjunto X

funcao caracteristica do conjunto K

X imerso continuamente em Y’

produto cartesiano X x X

produto cartesiano (0, c0) x (0, 00)

X e Y sdo isomorfos

nicleo do operador A

imagem do operador A

dominio do operador A

conjunto resolvente do operador A

unidade imagindria

parte real do niimero complexo z

suporte da funcdo f

espaco das transformagdes lineares e limitadas de X em Y
espaco dos operadores lineares e limitados de X em X
espaco dual topoldgico de X

espaco dual topoldgico de Hy (1), isto é, [Hy (1))

espaco das fungdes continuas em [

espaco das fungdes £ vezes diferencidveis com derivadas continuas em [

espaco das fungdes infinitamente diferencidveis em [

espaco das fungdes continuas em / com suporte compacto em /

espaco das fungdes de C*(I) com suporte compacto
espago das fung¢des de C'°°(/) com suporte compacto
espago LP(I) usual

espaco das fungdes de L?(7) com média nula

espacgo de Sobolev usual

espaco W™P(I) com p = 2

espaco das fungdes de H'(/) com média nula

espago com peso g



|- ||D(A) norma do graficoem D(A) C X

|- 1lz» norma usual do espago LP([)
-1l pee norma usual do espago L>°([)
|- ||Hé norma em H_(I) dada por Hu”Hé v
I 1l norma em H; (1) dada por [Jul| ;;; = [|/]| .2

I ”Lg(x) norma usual em L?(R*, X)
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1 INTRODUCAO

O sistema de Timoshenko, assim chamado em referéncia ao engenheiro ucra-
niano Sthephen Prokofievich Timoshenko, € um sistema de equagdes diferenciais parciais que
descreve o comportamento de uma viga considerando seu angulo de rotagdo e deslocamento
transversal. Nos ultimos anos muitos pesquisadores tem estudado este tipo de problema, anali-
sando questdes relacionadas a existéncia e unicidade de solucdo. Investigar como a solugdo se
comporta com o passar do tempo também € um tema que despertou o interesse de diversos pes-
quisadores. Uma ferramenta que se destaca nesse tipo de abordagem € a teoria de semigrupos
de operadores lineares.

Nesse contexto, em 2005 Raposo et al. (veja [16]) foram os primeiros a estu-
dar o comportamento da solu¢do de sistemas do tipo Timoshenko utilizando a teoria de semigru-
pos de operadores lineares. Mais precisamente, os autores mostraram que o sistema isotérmico

(isto €, que despreza a varia¢ao de temperatura) dado por

1o — k(e — V) + ¢ = 0,
,02¢tt - wax + k(()pz - ¢) + ¢t = Oa

com condi¢des de fronteira de Dirichlet, é exponencialmente estavel utilizando argumentos de
contradicao.

No que se trata de sistemas de Timoshenko com histéria, um dos trabalhos
pioneiros foi apresentado no ano de 2008 por Rivera & Sare em [17]. Nesta ocasido, os autores

provaram que o semigrupo associado a versao autdonoma do sistema viscoeldstico

. p1pow — k(e + ) = 0,
prtb — biis + /0 0()tban(t — 8) ds + F(w +0) = 0,

¢ exponencialmente estdvel se, e somente se, a igualdade de velocidade de propagacdo de ondas

for satisfeita, isto €, é valida a seguinte relacao
— = . (1.1)

Quando ndo € satisfeita, Rivera & Sare mostraram que a energia do sistema decai pelo
menos na mesma taxa que 1/¢, ou equivalentemente, a norma da solu¢io decai com taxa 1/v/%.

Sistemas de Timoshenko que levam em consideracgdo leis térmicas vem sendo
objeto de estudo de muitos pesquisadores nos ultimos anos. Em [19], por exemplo, Rivera &
Racke provam que (I.1) € uma condi¢do necessdria e suficiente para que o funcional de energia
associado ao sistema de Timoshenko com Lei de Fourier seja exponencialmente estdvel. Ainda

neste trabalho, os autores apresentam resultados sobre o comportamento da solu¢do conside-
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rando um problema nao-linear.

Embora o sistema de Timoshenko com Lei de Fourier tenha rendido, em geral,

solugdes cujo a energia decai exponencialmente quando a igualdade de velocidade de propaga-

cdo de ondas € satisfeita, ao considerar a Lei de Cattaneo para o fluxo de calor essa propriedade

€ perdida. Por exemplo, em 2009 Sare & Racke ([21]]) provaram que o sistema de Timoshenko
com Lei de Cattaneo

prow — k(pz +10)s =

P2t — Wby + k(o2 +90) + 00, =

p30; + G + 0y =

Tq+ g+ 0 =

b

)

0
0
’ 1.2
0 (1.2)
0.

ndo € exponencialmente estavel mesmo que (I.1)) seja satisfeita. Diante deste impasse, no ano

de 2012, Santos et al. (em [20]) definiram um novo nimero de estabilidade, a saber

Xo Dok P2 i ook

Nessa circunstancia, os autores provaram que o semigrupo associado ao sistema (1.2) com

condi¢des de fronteira do tipo Dirichlet-Neumann é exponencial se, e somente se, xo = 0.
Além disso, mostraram que se xo # 0 entdo, o semigrupo decai com taxa 1/+/¢, nio podendo
ser melhorada.

Uma situagdo parecida ocorre ao considerar leis térmicas no sistemas de Ti-
moshenko com histéria. Em [21], Sare & Racke provaram que ao considerar a Lei de Fourier, o
sistema de Timoshenko com histéria é exponencialmente estdvel se, e somente se, a igualdade
de velocidade de propagagdo de ondas é satisfeita, isto é, a relacdo (I.I). Nessa circunstincia,
nenhum resultado de decaimento polinomial foi apresentado. Por outro lado, um estudo re-
cente dirigido por Yong Ma em [12], mostra que se igualdade (I.1]) ndo ¢ vilida, entdo existem

constantes C,,, > 0 que independem do dado inicial Uy € D(A™), tais que

In(t)\ *
001 = Cn (%2) WOy, ¢20, m=1.2....,

onde A € um operador linear ndo limitado oriundo do problema de Cauchy abstrato equivalente.
Neste trabalho, o autor considera condi¢des de fronteira do tipo Dirichlet para as fungdes v e 6,
e do tipo Neumann para .

Em relacdo ao sistema com historia e Lei Térmica de Cattaneo, Sare & Racke
(em [21]]) mostraram que o semigrupo associado ao problema ndo € exponencialmente estavel
mesmo que (I.T]) seja satisfeita. Nesta ocasido, condi¢des de fronteira do tipo Dirichlet foram
consideradas para as fungdes v e g, e do tipo Neumann para ¢ e 6.

Recentemente (2014), Fatori et al. (veja [7]) utilizaram a condi¢do xo = 0
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introduzida em [20] para caracterizar o decaimento exponencial do sistema termoviscoeldstico

prow — k(o +v), =

0,
P2Vs — bihyy + / 9(8)Upe(t — s)ds + k(p, + ) + 00, = 0, (13)
0 )
0,
0

P30y 4+ qp + 0y =
TQt+Bq+0x -

9

com condic¢des de fronteira mistas, a dizer, do tipo Dirichlet para ¢ e 6, e do tipo Neumann para
1 e q (note que estas condi¢des ndo sao as mesmas das abordadas em [21]). Os autores provaram
que se xo # 0, entdo o semigrupo associado a versdo autdnoma de (1.3]) decai polinomialmente
com taxa 6tima 1/+/%.

No presente trabalho serd apresentado um estudo detalhado dos resultados
relativos aos sistemas de Timoshenko com historia e leis térmicas apresentados em [21]. Poste-
riormente, serdo exibidas adaptagdes das ideias apresentadas em [7] que permitem caracterizar
o comportamento assintotico do sistema de Timoshenko com histdria e Lei de Cattaneo. Sobre
a funcdo g, a abordagem utilizada neste trabalho permitiu assumir hipédteses mais fracas do que
as encontradas nas referéncias mencionadas. Adicionalmente, um resultado de decaimento po-
linomial para o sistema de Timoshenko com histéria e Lei de Fourier serd exposto, assim como
a otimalidade da taxa apresentada.

O trabalho estd organizado da seguinte forma. No Capitulo [2] resultados ne-
cessdrios para o desenvolvimento do trabalho serdo enunciados. O Capitulo [3| traz uma breve
deducao dos problemas a serem estudados. No Capitulo {4| inicia-se o estudo do sistema de
Timoshenko com histéria e Lei de Fourier. J4 no Capitulo [5] o sistema de Timoshenko com
historia e Lei de Cattaneo torna-se objeto de estudo. Os capitulos 4] e [5] sdo divididos em trés
secOes: a primeira € destinada a resultados de existéncia e unicidade de solu¢do; na segunda é
exibida uma condi¢@o necessdria e suficiente para que a solugcao dos respectivos problemas de-
caiam exponencialmente; resultados de decaimento polinomial e otimalidade sdo apresentados

na terceira se¢ao.
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2 PRELIMINARES

O presente capitulo tem como objetivo apresentar os principais resultados
que serdo utilizados no decorrer do trabalho, mais especificamente, serdo exibidos resultados
de Analise Funcional, espacos L e de Sobolev, assim como importantes teoremas da teoria de
Semigrupo de Operadores Lineares. Boa parte dos resultados serdo exibidos sem uma prova

formal, mas as mesmas poderao ser facilmente encontradas nas referéncias oferecidas.

2.1 ANALISE FUNCIONAL

Definicao 2.1. Uma norma em um espaco vetorial (real ou complexo) X é uma func¢do a valores

reais, cujo valor em um vetor x € X € denotado por |||y e que satisfaz as propriedades:
(NI) ||lz|x =0,

(N2) ||z|]|x =0 se, e somente se, x = 0,

(N3) [le|lx = lefllz]lx

(N9 ||z + yllx < [lzllx + lly|

X
onde x e y sdo vetores arbitrdrios em X e o qualquer escalar no corpo.

Definicao 2.2. (Normas Equivalentes) Uma norma || - |1 em um espago vetorial X é dita equi-

valente a norma || - ||2 em X se existirem niimeros reais positivos a e b tal que para todo © € X
lzlly < allzlla e flzfls < bl|(s.

Definicao 2.3. Um espago de Banach é um espago vetorial normado completo, isto é, um es-

paco vetorial normado onde toda sequéncia de Cauchy é convergente.

Teorema 2.4. Um subespaco Y de um espaco de Banach X é completo se, e somente se, Y é
fechado em X.

Demonstragdo. Ver [10]], pagina 67, Teorema 2.3-1. [

Definicao 2.5. Sejam X e Y espacos normados sobre um corpo K e T : D(T) — Y um
operador, onde D(T') C X. Diz-se que T é um operador linear se para quaisquer x,y € D(T)
eack

Tx+y)=Tx)+T(y) e T(azr)=aoT(x).

Denota-se por: D(T') o dominio de 7'; Im(7") a imagem de 7; e Nuc(7") o niicleo de 7.

No caso em que Y = K, 7" é dito um funcional linear.
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Definicio 2.6. Sejam X e Y espagos normados sobre C e T : D(T) — Y um operador, onde
D(T) C X. T édito ser um operador antilinear se para quaisquer x,y € D(T) e a € K,

Tx+y)=T@)+T(y) e T(ax)=aT(z).

Definicio 2.7. Sejam X e Y espacos normados e T : D(T) — Y um operador linear, onde
D(T) C X. O operador T é dito ser limitado se existir um niimero real positivo c tal que para
todo x € D(A),

1T(2)]ly < el x

Nestas condicoes, a norma do operador T serd dada por

cenmlzllx

Observacao. Denota-se por L(X,Y) o espaco vetorial dos operadores lineares e limitados
T:X — Y. Quando Y = K, representa-se £(X, K) por X’ e diz-se que X’ é o espago dual
topoldgico de X. Além disto, escreve-se apenas L(X) para o caso L(X, X).

Teorema 2.8. Sejam X e Y espacos normados e T : D(T) C X — Y um operador linear.

Entdo:
(a) T é continuo se e somente se T’ é limitado.
(b) Se T é continuo em um tnico ponto, entdo I’ é continuo.
Demonstragdo. Ver [10]], pagina 97, Teorema 2.7-9. |

Definicao 2.9. Seja X um espaco vetorial sobre um corpo K. Um produto interno em X é uma

fungdo
(-,-)X:XXX — K

tal que para quaisquer x, vy, z € X e todo escalar o € K,

>0 e (x,x) =0 se, e somente se, ©t = 0.

X

Observacao. Produtos cartesianos de conjuntos da forma X x X serdo usualmente denotados
por X2
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Observacao. A partir do produto interno, pode-se definir uma norma em X, como sendo

Izl x =4/ (2, 7) -

Assim, diz-se que || - || y € uma norma induzida pelo produto interno (-, - ) ..

Definicao 2.10. Um isomorfismo de um espago vetorial normado X em um espago normado X

€ um operador linear bijetivol : X — X que preserva a norma, isto é, para todo r € X,

IT(@)) 5 = ll=llx-

Assim, X e X sdo ditos espacos normados isomorfos e de um ponto de vista abstrato, X e X

sdo idénticos. Neste caso, usa-se a notacdo X = X.

Definicao 2.11. Um espaco vetorial com produto interno é dito um espaco de Hilbert se for

completo em relacdo a norma induzida pelo produto interno.

Lema 2.12. Seja H um espaco com produto interno. Se {x,, }nen € {Yn }nen sdo sequéncias em
H tais que
T, —0 em H e |ylly<c, VneN,

para algum c > 0, entdo

(:En,yn)H —0 em C.
Demonstragdo. Por hipotese, dado € > 0, existe ng € N tal que, se n > n, entdo
el < °
x -.
n||\H c

Usando a Desigualdade de Cauchy-Schwarz segue que

‘(xn,yn)H’ < lwnllllynllz <€

desde que n > ny. |

Teorema 2.13. (Representacdo de Riesz) Seja H um espaco de Hilbert sobre K. Entdo, cada
funcional linear limitado f definido em H pode ser representado em termos de produto interno,
ou seja,

flz) = (x,z)w VreH,

onde z ¢ unicamente determinado por f e ainda

[F 1l = 12l

Demonstragdo. Ver [10]], pagina 188, Teorema 3.8-1. [
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Teorema 2.14. Sejam X um espago vetorial normado sobre um corpo K e x € X um vetor

fixo. Entdo,
0, X' — K
[ (¢, ) =[f(z)
é um funcional linear limitado em X', isto é, ¢, € (X') = X". Além disto, || ¢z | x» = ||z]| x-
Demonstragdo. Ver [10]], pdgina 240, Lema 4.6-1. |

Observaciao. No Teorema emprega-se a notagdo (¢, f) ao invés de ¢,.(f). Isso ocorrerd
sempre que o objeto de estudo for um funcional linear (ou antilinear).

Observacao. O espago vetorial X” € comumente chamado de bidual de X.

Definicao 2.15. Um espagco normado X é dito reflexivo se a aplicagdo

c: X — X"

r — Oy

for sobrejetiva, isto é, Im(C) = X". A aplicacdo C é denominada aplicagdo candnica de X
em X",

Teorema 2.16. Todo espaco de Hilbert H é reflexivo.
Demonstragdo. Ver [10]], pagina 242, Teorema 4.4-6. |

Definicao 2.17. Sejam X e Y espacos vetoriais sobre um mesmo corpo K. Uma forma sesqui-
linear em X XY é uma aplica¢do

h:XxY —K

tal que para quaisquer x1, x5 € X e yy, y1 € Y e todo escalar o, € K, tem-se
(SD h(zi+22,51) = h(z1,y1) + h(z2,41),

(S2) h(z1,y1 +y2) = h(z1, 1) + h(21,2),

(83) h(azi,y1) = ah(w1,p),

(S4) h(zy,By1) = Bh(x1,31).

No caso em que X e 'Y sdo vetoriais reais, isto é, K = R, diz-se que h é uma forma bilinear.
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Definicao 2.18. Sejam X e Y espacos normados e h uma forma sesquilinear em X x Y. Se

existir um niimero real c tal que

|h($v y) ‘ <zl xlylly,

para quaisquer x € X ey € Y, entdo h é dita uma forma sesquilinear continua (ou limitada)

e 0 nuimero

(2, y)|

xazo [zllxllylly

Y

é denominado a norma de h.

Definicao 2.19. Uma forma sesquilinear h : X x X — K ¢ dita coerciva se existir uma

constante positiva c, tal que
Re [h(z,z)] > c|z|%, Vze€X.

Teorema 2.20. (Lax-Milgram) Sejam X um espaco de Hilbert e a : X x X — C uma forma
sesquilinear continua e coerciva. Entdo, para cada funcional antilinear continuo  : X — C

existe um vnico elemento u € X tal que
a(u,v) =((v), YovelX.

Demonstragdo. Ver [13]], pdgina 529, Corolario 6.6.2. |

Teorema 2.21. Sejam X um espaco de Banach e S € L(X) um operador invertivel tal que
S™l e L(X). Se B € L(X) é um operador tal que

1
1Bllex) < o
E NS

entdo S + B é um operador linear, limitado e invertivel.
Demonstragdo. Ver [18]], pagina 90, Lema 2.12.1. |

Definicao 2.22. Sejam X e Y espacos normados e T : D(T) — Y um operador linear com
dominio D(T') C X. Diz-se que T' é um operador linear fechado se o grdfico

G(T) =A{(z,y) | © € D(T), y =T(x)}

for um subconjunto fechado de X x Y.

Teorema 2.23. (Grdfico Fechado) Sejam X e Y espacos de Banach e T : D(T) — Y um
operador linear fechado, onde D(T) C X. Se D(T) é fechado em X, entdo o operador T é

limitado.
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Demonstragdo. Ver [10]], pdgina 292, Teorema 4.13-2. |

Teorema 2.24. (Operador Linear Fechado) Sejam X e Y espacos normadoseT : D(T) — Y
um operador linear com dominio D(T) C X. Entdo T é um operador linear fechado se,
e somente se possuir a seguinte propriedade: se {x,}n,en C D(T) é tal que x,, — x e
T(x,) — y, entdox € D(T) ey = T(x).

Demonstragdo. Ver [10], pagina 293, Teorema 4.13-3. |
Teorema 2.25. Se o inverso T~ de um operador linear fechado existe, entdo T~ é fechado.
Demonstragdo. Sejam X e Y espacos normados e 7' : X — Y um operador fechado inverti-
vel, isto é, bijetivo. Considere {y, },eny C Y uma sequéncia tal que

Yn —> Y e T_l(yn) — 7. 2.1

Afirma-se que 7~ *(y) = z. De fato, usando a bijetividade de T, tem-se que para cada n € N,

existe Unico x,, € X tal que

T(xn) = yn <= 20 =T (yn),
consequentemente, de (2.1)) vem que

Ty — T e T(z,) — .

Ora, T é um operador fechado, e portanto, 7'(x) = y. Por conseguinte, segue que T~ (y) = z e
de acordo com o Teorema do Operador Linear Fechado (veja[2.24) tem-se que 7! é fechado.
|

Teorema 2.26. Sejam X e Y espacos normados. Se Ty : X — Y é um operador linear
fechado e Ty : X — Y é um operador linear limitado, isto é, Ty € L(X,Y), entdo T, + T, é

um operador fechado.

Demonstracdo. Seja {z,},cn uma sequéncia em X tal que
Ty — T e (T} + Ty) (x,) —> .

Note inicialmente que como 75 € L(X,Y) vem que T5(x,) — T»(x). Nestas condigdes,

afirma-se que T} (x,) — y — To(z). Com efeito, da Desigualdade Triangular pode-se obter
1T (zn) =y + Ta()ly < (Th + T2)(2n) = ylly + [[Ta(zn — 2)[ly, — 0.

Desta forma, como 7} € fechado, segue do Teorema do Operador Linear Fechado (veja [2.24))
que
Ti(z) =y — To(r) = (T1 + T2)(x) = v,
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como desejado. [ |

2.2 ESPACOS L?

Nas discussdes abordadas nas préximas secdes, considere I como sendo um

intervalo (a, b) ndo necessariamente limitado.

Definicao 2.27. Sejam p € R com 1 < p < oo. Define-se o espago LP(I) como
LP(I) = {f : I — K | f éLebesgue mensurdvel e /|f(:13)|p dr < oo}
I

Este espaco é munido com a norma

1l = ( [rr d:c)p . 22)

Quando p = 2, tem-se que L*(I) é equipado com o produto interno

Definicao 2.28. Define-se L>°(I) como o espago das funcbes Lebesgue mensurdveis que sao

limitadas quase sempre por uma constante, isto é,

L°°(I):{f:1—>K ‘

f € Lebesgue mensurdvel e existe uma constante }

C tal que |f(x)| < C quase sempre em I

Este espago é munido da norma
[fllpe =inf{C >0 | |f(x)] <C quasesempreem I} . (2.3)
Lema 2.29. Se 1l <p<ooea,b>0,entdo
(a+b)P < 2P~ (a? + bP).
Demonstragdo. Ver [1], pagina 23, Lema 2.2. |

1 1
Lema 2.30. (Desigualdade de Young) Sejam 1 < p < oo e q tal que — + — = 1. Se A e B sdo
P q

niimeros reais ndo-negativos, entdao

AP B4
AB< — 4+ —.
p q

Demonstragdo. Ver [4], pagina 120, Observacao 4.51. |
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Lema 2.31. (Desigualdade de Young com ) Sejam A e B sdo niimeros reais ndo-negativos e €

positivo, entdo
2

B
AB < eA?+ —.
de
Demonstragdo. Sejam a, b > 0. Segue de (a — b)* > 0 que

a? b2
b< L 2
Wws 5+

Dado £ > 0, considerando

B
a=AV2e e b=—
V2e
o resultado segue. [

Teorema 2.32. (Desigualdade de Holder) Sejam f € LP(I) e g € Li(I)com1 <p < coe

1 1
— + = = 1. Entdo, o produto fg € L*(I) e
p q
19l < [ f o llgllza-
Demonstragdo. Ver [3]], pagina 92, Teorema 4.6. |

Observacao. Nas notagdes do Teorema [2.32] quando p = ¢ = 2 pode-se obter a conhecida

Desigualdade de Cauchy-Schwarz, ou melhor dizendo

[(£.9) 2| < WAl Nlgll e

Teorema 2.33. Seja 1 < p < oco. Entdo LP(I) é um espago de Banach com as normas || - ||, e
| || o definidas em 2.2)) e 2.3). Consequentemente, L*(I) é um espaco de Hilbert.

Demonstragdo. Ver [9], pagina 240, Teorema 13.14. |

Teorema 2.34. (Representagdo de Riesz para LP) Sejam 1 < p < coe ¢ € [Lp(])}/. Entdo,

existe uma vnica fungdo u € L(1) tal que

(. f) = / w(e)f (@) de, V[ e LP(D).
I
Mais ainda,
ullpe = 1@z -

Demonstracdo. Ver (3], pagina 97, Teorema 4.11. |

Observacao. O Teorema permite dizer que L?(/) é isomorfo ao seu espaco dual topolégico
[L2(D)], isto &, L2(I) = [L3(I)]".
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Teorema 2.35. Suponha que |I| < coel <p<q<oo.Seue LI(I), entdou € LP(I) e

1 1
[llp < [T]7 ™ flull -

Consequentemente,

L) — LP(I).

Seu € L>*(1), entdo

lim [l = [l

Finalmente, se u € LP(I) para 1 < p < 0o e se existe uma constante K tal que para todo p

[ullpr < K,

entdou € L*(I) e
Jull < .

Demonstragdo. Ver [1], pagina 28, Teorema 2.14.

Defini¢ao 2.36. Seja [ C R um intervalo. Denota-se por L2(I) o espago das fungées de média

nula dado por

LY(I) = {ueL2(1) ' ’—z/lu(x)dx:O}.

Proposicao 2.37. Se I for um intervalo limitado, entdo o espago L*(I) é Banach. Consequen-

temente, L2(I) é um espago de Hilbert com o produto de L*(I).

Demonstragdo. Sejau € L2(I), assim existe uma sequéncia {u, },eny C L2(I), tal que
U, — u, em L*(I).
Consequentemente, note que

/Iu(x) dz = /Iu(x) dz — /Iun(x) dz = /Iu(:zj) — up(z) d,

e portanto, usando propriedades para integrais, vem que

/I u(z) da

Aplicando a Desigualdade de Holder, tem-se que

[wm—wumms(ﬁw@—%mﬁmf([wjlwwm—%mw

/ (@) — un(z) da

I

gﬂwm»wmuwm.

=

(2.4)

(2.5)

(2.6)
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Substituindo em (2.3) e usando (2.4)), seque que

/[ u(z) da

< 113 ]Ju = ]| e — 0,

/]u(:z:) dx = 0.

Deste modo, fica provado que L2(7) € um subespaco fechado de L?(I), consequentemente, pelo
Teorema[2.4] tem-se que L2(I) é Banach. [

logo

1
loc

Definicao 2.38. Diz-se que uma fungdo f : I — K pertence ao espago L;,.(I) se a fun¢do

1 f pertence a L*(I) para todo subconjunto compacto K de I, isto é,

[ 1) fallde = [ 1f)lde < o

para qualquer compacto K C 1.

Observacao. Na defini¢do anterior, 15 denota a funcio caracteristica (ou indicadora) do con-

junto K, ou seja, 1 : I — R onde

1, sex e K,

x>—>1K(a:):{ 0, sex ¢ K.

Definicao 2.39. O suporte de uma fungdo continua f : I — K é o conjunto

supp(f) = {w € 1 | f(x) £ 0} .

Denota-se por Cy(I) o espaco das fungdes continuas com suporte compacto. Por sua vez,
C3(I) é espago das fungdes com suporte compacto, diferencidveis e com derivada continua em

I

2.3 ESPACOS DE SOBOLEV UNIDIMENSIONAIS

Defini¢iio 2.40. Seja 1 < p < co. O espago de Sobolev WP(I) é definido por

wie(n) = {ue ' 39€ W [ a) o= [atopte)dn, v e G |
I I
Quando existir, a fungcdo g mencionada é denominada derivada fraca de u e serd denotada por

g = u'. Além disso, no caso em que p = 2 escreve-se

HY(I) = Whe(I).
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O espaco WP(I) é munido da norma

lellwre = lllle + (10 o, 2.7)

ou ainda,

lellwrn = (lulls + 1411,)7- 28)
As normas definidas em e (2.8) sao equivalentes.
Teorema 2.41. Se 1 < p < oo, entdo WP (I) é um espago de Banach.
Demonstragdo. Ver [3]], pagina 203, Proposigao 8.1. |
Teorema 2.42. O espaco H'(I) é um espago de Hilbert munido do produto interno

(u, U)Hl = (U’U)LQ + (v, U,)LQ'
Demonstragdo. Ver (3], pagina 203, Proposi¢ao 8.1. |

Teorema 2.43. Seja u € W'P(I) com 1 < p < oo. Entdo, existe uma fun¢do @ € C(I) tal que

u = U quase sempre em I e
w(x) —aly) = / u'(t)dt, Vax,yel
Yy

Demonstracdo. Ver [3], pagina 204, Teorema 8.2. |

Observacio. A fun¢do @ mencionada no Teorema [2.43]¢é dita representante continua da fung¢do

wem I e, no decorrer do trabalho, também serd denotada por u

Teorema 2.44. Seja g € L}, (I). Para y, fixo em I a funcdo

v(x) = /xg(t) dt, zel, (2.9)

é continua e

[r@@) i == [ @@, e
I I
Demonstragdo. Ver [3]], pagina 205, Lema 8.2. |

Corolario 2.45. Sejam g € L*(I) e yo € I. Entdo, a fungdo v : I — K definida em (2.9)
pertence ao espago WP (I).

Demonstragdo. Basta lembrar que devido ao Teorema [2.35|tem-se que
LP(I) = LN(I) C Lip (1)

e aplicar o Teorema[2.44] |
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Definicio 2.46. Dado 1 < p < 0o, denota-se por Wy*(I) o fecho de C}(I) em W'P(I), isto é,

——— W (I)
Wor(h) =Ci(1)” .

Quando p = 2, entdo
Hy (1) = Wy™(I).

Considera-se Wy (I) equipado com a norma de W'?(I), assim como H((I) munido com o

produto interno de H'(I).
Teorema 2.47. Seja u € W'?(I). Entdo, u € W, *(I) se e somente se i = 0 em OI.
Demonstragdo. Ver [3]], pagina 217, Teorema 8.12. [ |

Teorema 2.48. O espaco VVO1 P(I) é espaco de Banach para 1 < p < oo. Em particular, H} (1)
é um espaco de Hilbert.

Demonstragdo. Basta notar que, por definicdo, W, (I) é um subespago fechado de W' (1),

portanto, pelo Teorema [2.4]¢ Banach. [

Teorema 2.49. (Desigualdade de Poincaré) Suponha que I seja um intervalo limitado. Entdo,
lallo < Ml llpe, Vu € WoP (D), (2.10)

Em outras palavras, a fun¢do u — |||, define uma norma em Wy (I) que é equivalente a
norma de WP(1I).

Demonstragdo. Sejau € Wy (I) com I = (a,b). Devido ao Teorema [2.47, tem-se que

consequentemente,
() = () — () = / d(t)dt, Vael

Logo, utilizando propriedades para integrais, resulta que

ja(x)| =

/xu’(t) dt‘ < /z [/ (1) dt < /|u’(t)|dt, Voel. (2.11)
a a I

Visto que o Teorema [2.43] garante que u = % quase sempre em /, a expressdo (2.11)) pode ser

reescrita como

u(a)] < / () dt,



26

quase sempre em [/, ou ainda,

e < ( [wola) @.12)

1 1
Seja ¢ um numero real tal que — + — = 1, pela Desigualdade de Holder (veja Teorema |2.32)),
P q

(/I|u’(t)!dt>p < [(/I\u’(t)\pdt)’l’ (/ﬂt)ér = 1|7/ ||B, (2.13)

isto é, usando (2.13) em (2.12)),

tem-se que

2
u(@)[” < [ [lu'l|Z,

quase sempre em /. Finalmente, integrando em I, segue que

p P_q
s = /IIU(SC)V”dfC < |I|QHU’HI£p/Idx: 1]« 5, = P |2,
isto é,
lull o < 1oy Vu € Wy(D),
como desejado. |

Notacao 2.50. Seja 1 < p < oo. O espago dual topologico de VVO1 P(I) serd denotado por
1 1

W=14(1), onde = + — = 1. Além disso, o espago dual topoldgico de H;(I) serd representado
p g

por H7Y(I).

Defini¢ao 2.51. Denota-se por WP (I) o espaco

Wie([) = {u e W (1) ‘ % /Iu(;v) do = 0} |

Quando p = 2, escreve-se
HI(I) =W} ().

*

Proposicdo 2.52. Sejam 1 < p < oo e I um intervalo limitado. Entdo, W}?(I) é um espago
de Banach. Consequentemente, H}(I) é um espago de Hilbert com o produto interno induzido

por HY(I).

Demonstragdo. Sejau € W, (I), entdo existe uma sequéncia {u, }nen C WHP(I), tal que

lun = wllwiw = llun = wllgo + llug = w'llp — 0. (2.14)
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Usando que u,, € W}P(I), pode-se escrever

0 que implica em

/1 u(z) da

1 1
Todavia, considere ¢ um numero real tal que — + — = 1, assim pela Desigualdade de Holder
P q

/I|u(x) — ()] dz < (/I|u(m) —un(x)|pdx>; (/j dx>‘11 =l (2.16)

Desta forma, substituindo (2.16) em (2.15) e usando (2.14)), segue que

/1 u(z) dz

dai segue o resultado. [ |

/ (@) — un(z) da

I

< [ lute) = w (o)) de 2.15)

(veja Teorema [2.32)), vem que

1
< [eflu = unll o — 0,

Teorema 2.53. (Desigualdade de Poincaré para espaco de média nula) Suponha que I seja um

intervalo limitado. Entdo,
lull o < 1Ty Yu € WEP(T).

Em outras palavras, a funcdo w — ||u ||}, define uma norma em WY*(I) que é equivalente a
norma de WP(1I).

Demonstragdo. Sejau € WIP(I) com I = (a,b). Pelo Teorema [2.43] tem-se que existe uma

fungdo @ € C(I) tal que u = @ quase sempre em [ e
u(z) —u(y) = / u'(t)dt, Vax,yel (2.17)
y
Integrando (2.17) em I com respeito a y, vem que

mw[@—[mwwzléﬁwmm%

todavia, como v = © quase sempre em [ e v tem média nula, segue que

w(x)|I] = /1/90 u'(t)dtdy, Vaz,yel (2.18)
v



28

Tomando o médulo da expressao e utilizando propriedades de integrais, resulta que
[ [ waa| < [ [wolaa s [ [wolaa=i ol
IJy IJy IJI I

iz)| < /\u’(t)|dt, vreT 2.19)
I

ja(z)[1] =

ou seja,

Além disso, a expressao (2.19) permite escrever

wop < ([wwla), veet

e ainda, ao integrar em [/ lembrando que u = % quase sempre em /, segue que

/I]u(x)|pdx _ /I]il(x)|pdx < /Ida: </I|u’(t)|dt)p 1] </I|u’(t)|dt)p. (2.20)

1 1
Seja ¢ um numero real tal que — + — = 1, da Desigualdade de Holder (veja Teorema|2.32) vem
p

q
que
P v )" )
([1wna) < [( Jwora) ([a) | =it e
I I I
Desta forma, substituindo (2.21]) em (2.20)), pode-se obter
/I‘“(ﬂﬂ)lp de < T[T |7, = TP ][ |,
donde segue o resultado. [

Proposicao 2.54. Seja [ um intervalo limitado. Entdo, H!(I) — L*(I).

Demonstragdo. Bvidentemente tem-se que H!(I) C L*(I). Além disto, veja que para qualquer

u € H}(I) a Desigualdade de Poincaré (veja Teorema [2.53)) permite escrever

lull 2 < 1Tl 2 = ]l

HL
donde segue a continuidade da aplicacdo inclusdo. |

Definicao 2.55. Sejamm > 1,1 < p < oo e I C R. Os espacos de Sobolev W™P(I) sdo
definidos por

wme(l) = {ue LP(I) | 3u, ", ..., u"™ e LP(I)}.

As funcées u', u", ..., u'™ mencionadas sdo as derivadas fracas de ordem 1,2, ..., m da
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Juncdo u. Quando p = 2 denota-se
H™(I) = W™(I).

Teorema 2.56. O espaco W™P(I) é um espaco de Banach e H™ (1) é um espaco de Hilbert.
Demonstragdo. Ver [1], pagina 60, Teorema 3.3. |

Definicao 2.57. Sejam X um espaco vetorial normado, 1 < p < oo e g uma fungdo positiva tal

que g € CY(RF) N LY(RY). Define-se o espaco com peso g como

B x) = {nswe x| [Tl < oo,

o qual é um espaco de Banach com a norma

il = | ol ds>; ,

sempre que X for Banach. Mais ainda, se X for um espagco de Hilbert e p = 2, entdo

L; (R*, X ) € um espago de Hilbert com produto interno

01y = [ 90069, .

Proposicao 2.58. Considere o espago Lf] (R*, H}(0,1 )) cuja norma é dada por

1
il = (| ool as)

Suponha que a fungdo peso g satisfaz as hipoteses

g€ CRYHNCHR) NLYRY), g(s) >0, by:= / g(s)ds € (0,b),
0
Fki >0 | g (s) < —kig(s), Vs>0.

(2.22)

Sen € L2(R", Hy(0,1)) é tal que n, € L2(R™, Hj(0,1)), entdo

/000 g(s)ns(x,s)ds = — /000 g (s)n(x,s)ds, x€]0,l].

Demonstragdo. Seja T fixo, porém arbitrario em [0, []. Utilizando integra¢do por partes, vem

que

Y—00 y—0

/OOO g(s)ns(%,8) ds = lim g(y)n(z,y) — lim g(y)n(Z,y) —/OOO g (s)n(z,s)ds. (2.23)
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Assim, usando que 7(0, y) = 0 para todo y > 0, vem que

lg(yn(@,y)| = g(y) In(Z,y)| = g(y)

/ n.(z,y) dx
0

Aplicando propriedades de integrais, seque que

9@ )| < 9) / e,y de < g(y) / na( )| de

Todavia, note que da definicdo do espago Lg (]R*, H{(0, l)) vem que para cada y, a funcdo
x — n,(z,y) pertence ao espago L?(0,1). Por conseguinte, aplicando a Desigualdade de
Holder (veja Teorema[2.32) resulta que

1

sl < 900) (| | mf,E(a:,y)Fdac)é (/ | i) =Vl @29

Com isso em mente, note que

[ stlmwean < Vi ([ sl |\L2dy> Bl <

isto &, #(y) = g(y)||n2(y)|l ;> € uma fungdo positiva e integravel em R*, consequentemente de

(2.24) vem que
lim g(y)n(z,y) = 0. (2.25)

Y—00

Por outro lado, usando propriedades para integrais decorre que para qualquer y positivo, vale

o ([ 19l d)

mais ainda, ao usar que g é ndo-crescente, como descrito em (2.22), vem que

o < ([ o] o) ds)2 < ([ 0 et s

Usando a Desigualdade de Holder, segue que

Y

9l W)l72 = 9(y) i Tas(s) ds

2

Y [e'e)
2 2
d)ne) 2 < y / 9(5) o) ds < / 9(5) e ()22 ds = yllnal23 s

Por fim,
. 2 . 2 _
0 < i g(y)llne ()2 <l 33 = O (226)
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visto que 7, € L2(R*, Hy(0,1)). De (2:26) pode-se concluir ainda que
lim \/g(y)[[12 () 2 = 0.
y—0
Além disso, como lir% vV 9(y) = /g(0), resulta que
Y—

lim g(y)l1ne(y)l 2= = lim /9 (y) lim /g(y)lIn2 ()]l > = 0. (2.27)

Finalmente, usando (2.27) em (2.24)), vem que

lim |g(y)n(Z, y)| < Lm vVig(y)||n.w)| = = 0,
y—0 y—0

isto &,
lim g(y)n(Z,y) = 0. (2.28)

y—0

Portanto, usando (2.23)) e (2.28) em (2.23)), obtém-se

/000 g(s)ns(Z,s)ds = — /000 g (s)n(z,s)ds, x€]l0,l].

2.4 SEMIGRUPOS DE OPERADORES LINEARES

Definicdo 2.59. Seja A : D(A) C X — X um operador linear. O conjunto resolvente de
A é o conjunto de todos os niimeros complexos \ para o qual o operador (A — A)™! existe,
(M — A) é invertivel, limitado e tem dominio denso em X. O conjunto resolvente de A serd

denotado por o(A).

Definicao 2.60. Seja H um espaco de Hilbert. Diz-se que um operador A : D(A) C H — H
é dissipativo se

Re (AU,U), <0, U e D(A).

Teorema 2.61. Sejam H um espaco de Hilbert e A : D(A) C H — H um operador linear
e dissipativo. Se Im(\ol — A) = H para algum Ny > 0, entdo Im(\ — A) = H para todo
A > 0.

Demonstragdo. Ver [14]], pagina 15, Teorema 4.5-(a). |

Teorema 2.62. Seja A : D(A) C X — X um operador dissipativo com Im(I — A) = X. Se

X é reflexivo, entdo D(A) = X.

Demonstracdo. Ver [14]], pagina 16, Teorema 4.6. |
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Definicdo 2.63. Uma familia {S(t)}+>0 de operadores lineares limitados em um espago de

Banach X é chamada de semigrupo, se satisfaz
(i) S(t+s)=3S(t)S(s), Vt,s>0,
(ii)) S(0) = I.

Se além dos itens (i) e (ii), tiver que

lim S(t)r =z, VzeX,

t—0
diz-se que {S(t) }1>0 € um Cy-semigrupo (ou fortemente continuo).

Definicdo 2.64. Seja {S(t)}1>0 um semigrupo em X. O operador A definido por

D(A) = {x eX ’ limw existe}

t—0
‘ S(t
Az = lim M, x € D(A)
t—0 t
é o gerador infinitesimal do semigrupo S(t). Neste caso, o semigrupo S(t) pode ser denotado
At
por e,

Teorema 2.65. Seja {S(t)}i>0 um Cy-semigrupo em um espago de Banach X. Entdo, existem

constantes w > 0 e M > 1 tais que
1Sl pxy) < Me', ¥t >0,

Demonstragdo. Ver [14]], pagina 4, Teorema 2.2. |

Nas condi¢des do Teorema [2.63} se w = 0 diz-se que S(¢) é uniformemente

limitado. No casoem que w = 0 e M = 1, S(t) é chamado de C-semigrupo de contragdes.

Teorema 2.66. Se {S(t)};>0 € um Cy-semigrupo, entdo para cada x € X a fungdo de R™ em

X dada por t — S(t)x € uma fungdo continua.
Demonstracdo. Ver [14]], pagina 4, Corolario 2.3. |

Teorema 2.67. Se A é gerador infinitesimal de um Cy-semigrupo S(t), entdo o dominio do

operador A é denso em X e A é um operador linear fechado.
Demonstragdo. Ver [14]], pagina 5, Coroldrio 2.5. |
Teorema 2.68. (Lumer-Phillips) Seja A um operador linear com dominio denso em X.

(i) Se A ¢é dissipativo e existe \g > 0 tal que Im(\g] — A) = X, entdo A é o gerador

infinitesimal de um Cy-semigrupo de contracoes.
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(ii) Se A é o gerador infinitesimal de um Cy-semigrupo de contracoes sobre X, entdo o

operador A é dissipativo e Im(\ — A) = X para todo X > 0.
Demonstracdo. Ver [14]], pagina 14, Teorema 4.3. [

Teorema 2.69. (Hille-Yosida) Seja A um gerador infinitesimal de um Cy-semigrupo de con-
tragdes S(t) := e em um espaco de Hilbert H. Entdo, dado Uy € D(A) existe uma tinica

fungdo
U € C'([0,00); H) N C([0,00); D(A)),
satisfazendo
U, = AU

' ’ (2.29)

Além disso,
U@l < Uollae e U]l = AU @) ll3 < [|AVoll3, V= 0.

Demonstracdo. Ver [3], pagina 185, Teorema 7.4. [

No Teorema[2.69 a solugdo U mencionada é dada por
U(t) = S(t)Ug = €AtU0.

Teorema 2.70. (Solucdo Generalizada) Seja A um gerador infinitesimal de um Cy-semigrupo

A

de contragoes S(t) := ' em um espaco de Hilbert H. Entdo, dado Uy € H existe uma tinica

fungdo na classe

U e C([0,00);H),
satisfazendo o problema de Cauchy abstrato (2.29).
Demonstragdo. Ver [6], pagina 111, Proposi¢do 6.4. |

Definicao 2.71. Diz-se que um semigrupo {S(t)}+>o em um espaco de Banach X é exponenci-

almente estavel, quando existem constantes o > 0 e M > 1 satisfazendo
1Sl pxy < Me™™, ¥t >0.

Teorema 2.72. (Priiss) Seja S(t) := eA' um Cy-semigrupo de contragbes em um espago de
Hilbert H. Entdo, S(t) é dito exponencialmente estdvel se, e somente se, as seguintes condi¢oes

se verificam
(i) iR := {iX | A € R} C o(A),

(ii) limsup [[(iA] — A)7"| ., < 0.

[A| =00
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Demonstragdo. Ver [[11]], pagina 4, Teorema 1.3.2. [ |

Observacao. Embora, neste trabalho, o Teorema [2.72] seja designado como Teorema de Priiss,
vale ressaltar que o mesmo € uma variagdo dos resultados apresentados por Priiss em [15] e
Gearhart em [8]].

A

Defini¢do 2.73. Diz-se que um semigrupo S(t) := e“* em um espaco de Hilbert H é polinomi-

almente estdvel, quando existem constantes o > 0 e C' > 0 tais que para todo U € D(A)
C
1S@U|y < t_a”UHD(A)a Vit > 0.

Observacao. Na Defini¢do , |- [[pay representa a norma do gréfico do operador A em
D(A) C H,isto é,
[l peay = llullay + 1A 15, Vu € D(A).

Notacao 2.74. Denota-se por
f=o(g9), quando x — o,
desde que

@)
Lim =0.
o g(@)]

Notacdo 2.75. Escreve-se
f=0(g9), quando X\ — A,

desde que exista uma constante positiva c tal que

[FV)] < elg(M)]

para todo \ suficientemente perto de ).

Teorema 2.76. (Borichev & Tomilov) Seja {S(t)},, um Co-semigrupo uniformemente limitado
em um espago de Hilbert H com gerador infinitesimal A tal que iR C o(A). Entdo, para alguma

constante fixada o« > 0 as seguintes afirmagoes sdo equivalentes:

(i) ||(iA] — A =O0(A]%), A — oo,

>_1H£(H)
(ii) [|SE)(=A) sy = O, t — 00,

(iii) ||S(t)(=A)~ul,, = o(t™"), t — 00, ue H,
(iv) ||S(t)A*1||£(H) =0t V), t— o0,

(v) |S(t)A ||y = o(t™V*), t — 0o, u € H.

Demonstracdo. Ver [2], pagina 459, Teorema 2.4. [
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3 ORIGEM DOS PROBLEMAS

O sistema de Timoshenko é um sistema de equagdes diferenciais parciais que
descreve a vibracdo de uma viga considerando o deslocamento transversal e o angulo de ro-
tacdo. A primeira versdo deste sistema, apresentada pelo engenheiro Sthephen Prokofievich

Timoshenko em [22], € dada por

pApy = S, (3.1)
plpy = M, — S, (3.2)

onde ¢ = p(x,t) e » = ¥(x,t) denotam, respectivamente, o deslocamento vertical e o angulo
de rotacdo da viga na posi¢do x e no instante . Além disso, p € uma constante de densidade
de massa, A representa a drea de uma secdo transversal da viga, I o momento de inércia dessa
secdo, S a forca de cisalhamento e M o0 momento fletor. Considere a Lei Constitutiva Termovis-
coeldstica para o momento fletor M e a Lei Constitutiva Elastica para a for¢a de cisalhamento

S, dadas respectivamente por
M = EIy, — / g(s)e(t —s)ds — 80 e S =kGA(p, + 1), (3.3)
0

em que k representa um fator de corre¢io de cisalhamento, G e E denotam os médulos de
cisalhamento e elasticidade de Young, respectivamente; § é uma constante de acoplamento
térmico, § = 0(x, t) representa a variagdo de temperatura na coordenada x e no instante ¢ e, por

fim, g é conhecida como nicleo de meméria. Substituindo (3.3) em (3.1)) e (3.2) e denotando
pr=pA, po=pl, k=kGA e b=FI,
obtém-se o seguinte sistema de Timoshenko com memdria

prow — k(ps +¢)s = 0,

= 3.4
ﬂwtt—waﬁfo 9(8)hue(t — ) ds + k(, + 1) + 60, = 4)

Neste momento, dispde-se de um sistema com duas equagdes e trés funcdes
incégnitas, portanto, faz-se necessdrio adicionar uma nova equagdo. Dessarte, considere a equa-
cdo de propagacdo de calor

p3b + g + 09z = 0, (3.5)

na qual, a fun¢do g = ¢(x, t) designa o fluxo de calor. Por ora, considere também uma equagéo
que descreve a relacdo entre o fluxo de calor ¢ e a temperatura 6, mais precisamente, a Lei

Térmica de Fourier dada por ¢ = — 36,. Consequentemente, substituindo esta expressdo em



36

(3.5), vem que
p3by = Bz + 0tbu = 0, (3.6)

e portanto, obtém-se o sistema

p1ow — k(ps +9). = 0,
,027/)tt - wax + / Q(S)T/Jxx(t - 5) ds + k(@x + ¢) + 5090 = O, (37)
0 ~
Note que a segunda equacgdo do sistema € ndo-autdbnoma, o que impossibilita a aplicagdo ime-
diata da teoria de semigrupos lineares. Deste modo, serd utilizado um argumento introduzido

por Dafermos (veja [3]) para transformar este sistema em um problema auténomo equivalente.

Para isso, defina a variavel
n(x,t,s) =(z,t) —Y(x,t —s), xe€(0,0), t>0, s>0, (3.8)

também conhecida como histdria de deslocamento relativo. Consequentemente, pode-se escre-

ver

/000 G(8) Vs (t — 8) ds = bothyy — /OOO 9(8)Nea(t, 8) ds,

onde by = fooo g(s) ds. Em vista disso, é possivel reformular o sistema (3.7) como

N p1pie — k(z +10)s =
pﬂ/}tt - 61/}12: - /0 g(s)nmc(s) ds + k(@m + ¢) + 6637 -

p30t - Bgazx + 5¢mt =
Mt + Ns — ¢t -

Y

)

(3.9

9

0
0
0
0,

onde b = b — by, e ainda, a dltima equagdo é obtida pela soma das derivadas de (3.8) em
relacdo a ¢ e s. Em face ao exposto, enfatiza-se que problema (3.9) é conhecido como sistema
de Timoshenko com histéria e Lei de Fourier, e ainda, todas as constantes apresentadas sao
positivas.

Outro objeto de estudos deste trabalho € obtido considerando a Lei de Catta-

neo para o fluxo de calor, a saber

Tq + Bq+ 0, =0,
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neste caso, o sistema obtido € dado por

I

prow — k(o +v), =

0
0
0

P30y 4+ qp + 0y =
TQt+Bq+0x -

Y

Adotando novamente a mudanca de varidvel (3.8)), o problema (3.10) pode ser reescrito como

p1@w — k(e +1)e = 0

/)21/% - B¢xz - / g(s>77:mc(5) dS + k(@m + ¢) + 68:1: = 0
0

p3th +qp + 0y = 0

0

0

Y

(3.11)

TQt‘i‘ﬁQ‘i‘Hx =
77t+775_¢t =

)

Y

problema este que é conhecido como sistema de Timoshenko com histéria e Lei de Cattaneo e
serd abordado no Capitulo[5] Mais especificamente, nas proximas paginas inicia-se um estudo
do sistema considerando condicdes de fronteira do tipo Dirichlet-Neumann, buscando a
principio, verificar os resultados de existéncia e unicidade de solucdo apresentados em [21]].

Para tal propdsito, os resultados apresentados no Capitulo [2] serdo essenciais.
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4 SISTEMA DE TIMOSHENKO COM HISTORIA E LEI DE FOURIER

O objetivo deste capitulo € realizar uma apresentagao detalhada dos resultados

demonstrados em [21] que dizem respeito ao sistema de Timoshenko com histéria e Lei de

Fourier, a saber, o sistema a ser estudado é

prow — k(pz + 1)z =0 em (0,1) x (0, 00),
Patbyy — Dty — / 9($)Nez(8) ds + k(vr + ) + 80, =0 em (0,1) x (0,00), @1
0 .
p?ﬁt - Bezm + 51%1& =0 cm (0, l) X (0, OO)7
e+ ns — =0 em (0,1) x (0,00)?,
com condig¢des iniciais
()0(70) = ©o, @t(a()) = @1, ?ﬁ(,o) :w(]a wt(70) :wlv (42)
0(70) = b, n('voa 3) :¢0_¢('7_3) = 770("3) em (Ovl)’
e condicdes de fronteira
77(07'7') :n(lvv) =0 em (07 00)27 (43)
n(-,-,0) zli_{r(l)n(-,-,s) =0 em (0,) x (0,00).

Mais especificamente, serdo apresentados resultados de existéncia e unicidade de solugdo con-
tidos em [21]], além de explicitar uma condi¢c@o necessdria e suficiente para que o semigrupo
associado ao problema seja exponencialmente estavel. Neste caso, a demonstracdo foi reali-
zada com a auséncia de algumas hipdteses assumidas originalmente sobre a func¢io nicleo de

memoria g, a saber,
ko, ky >0 —kog(s) <d'(s) e [g"(s)] < kagls),

configurando uma melhoria nos resultados apresentados até entdao. Por fim, na dltima secdo
deste capitulo € provado que a solucdo do problema decai polinomialmente independentemente

de relagdes entre os coeficientes do sistema, complementando os resultados descritos em [21]].
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4.1 EXISTENCIA E UNICIDADE DE SOLUCAO

O objetivo inicial desta secao € escrever o problema de valor inicial e de fron-
teira (4.1)-(4.3)) como um problema de Cauchy abstrato. Para tanto, considere o espago de fase

Hy = H}(0,1) x L2(0,1) x Hy(0,1) x L*(0,1) x L3(0,1) x L2(R*, Hy(0,1)),
munido da norma induzida pelo sistema, a saber
U115, = pll @172 + o2 WlZ2 + Bllval|Z2 + kllgs + VlIZe + p301Z2 + 10l T2,

que € proveniente do produto interno

U.0),,. = p1(®, D) 1+ (W, 0) 1+ (¥, ) o + (00 + 0,60+ 0)

+03 (97 é) L2 + (777 ﬁ)Lg(HOI)’

para todo U = (p,®,9,V,0,n) e U = (p, ®, 1,0, 7) em H;. Sera provado mais adiante
(veja Apéndice que #H; é um espaco de Banach com a norma |-||,,, e Hilbert com o produto
interno (‘, '>H1'

Neste instante, considere as notagdes p; = @, 1, = Ve U = (¢, P, 1, V,0,7)

e defina
P
k
—_ T + x
o (0 +9)
v
U= b 1 [ k b = A, U. (4.4)
_¢zx + _/ g(s)nzx(s) ds — _(pr + ¢) - _035
P2 P2 Jo N ; P2 P2
é xx _\I[x
P3 P3
v — s
Finalmente, considerando Uy := (o, ©1, %0, U1, 0o, m0) € possivel escrever o problema (4.1))-
(4.3) no seguinte problema de Cauchy abstrato
U =AU t>0
t 1Y, ) (45)
U(0) = Uy,
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onde A; é o operador linear definido em (4.4)), cujo dominio é dado por

v € H*0,1); ., 9,0, € H(0,1); ® € HX0,1);
D(Al): UeH,

ot [ gl ds € HAO,D; n. € (RYHI0,D) e (0) =0
’ (4.6)
A partir de agora, tendo como ponto de partida os teoremas [2.69] e os estudos estardo

voltados a mostrar que o operador A; € gerador infinitesimal de um Cj-semigrupo de contra-
coes. Para tanto, a prova se dard mediante a verificagdo do resultado de Lumer-Phillips, isto é,
Teorema [2.68] Sobre a fun¢do niicleo de memdria g, assume-se que esta satisfaz as seguintes

hipdteses:

g€ CRT)NCH R NLYRY), g(s) >0, by:= /009(8) ds € (0,b), (4.7)
0 :
Fk >0 | g'(s) < —kig(s), Vs> 0.

Apesar das condicdes impostas em (4.7]) serem excepcionalmente exigentes,
o conjunto das fungdes g que possuem essa regularidade ndo € vazio. Com efeito, um exemplo

pode ser dado por

para qualquer o € R tal que o > 1/b.

Lema 4.1. Seja A, o operador definido em @.4) e (4.6). Se g é uma fungdo que respeita as

hipdteses [A.7), entdo A, é um operador dissipativo em H,.

Demonstragdo. Quer-se mostrar que
Re (A1 U, U)H1 <0, VYUE€DA).

Com efeito, dado U € D(A;) tem-se que

(A0, U)y, = k(0 +0)as ®) o + (me + / 9(8)1122(5) ds — k(ipx + ) — 565, q,)
0 L2

+B(\I]1‘7 wx)Lz + k<q)a: + \I’, Pz + w)LQ + (Bex:c - 5\Ijx7 Q)Lz

+(\IJ — s, n)Lg(Hé)’

ou ainda,

(U0, - k(mwn,@)m+B(wm,w)m+< /Omg<s>nm<s>ds,w)2

—k (o + 0, W) 1, — 6(00, V) 1 +5( Ty, ) o + k(Po + U, 00 + )

+B(9:px76)L2 - (5(‘1135, H)LQ + (‘P;U)LZ(H(}) - (773777)L (H})"

2
g
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Integrando por partes e lembrando que ¢, 1, ¥, 6, € H}(0,1), segue que
(AU U), = —k(pe+ 0, P+ T) o+ k(Po+ T, 00 + ) 1 — (¥, W) 1

B0, 0) 0 ( | stomsas w)

+6(,0,) . — (”svﬁ)ngg) — B0, ). (4.8)

L + (‘Pvn)Lg(Hg) —3(0s, \II)LZ

Contudo, lembrando que para qualquer complexo z vale que z — Z = 2¢Im(z) e, tomando a

parte real de (4.8]), seque que

Re (A1 U,U),, = Re [(\P,n)Lg(H&)— (/Omg(S)nz(S)d87‘1’w>Lj

(4.9)
—Re (7737 n)Lg(Hé) - 5”‘996“%2
Usando o Teorema de Fubini € possivel escrever
00 l 00 o
([oom@asw) = [ [ aoneav.a
0 L2 0o Jo
= [ (e, 9.)
= (77> ‘I])LZ(H(%)’
isto é, a igualdade (4.9) se reduz a
Re (4,U,U),,, = —Re (15,1) 1) — B16.1. (4.10)

Finalmente, note que

1 1d

Re [1es(3) 7, (5)] = 5 [120(9) 7o) + Tan(5) 1a(5)] = 5

€ consequentemente,

00 l 00
Re (1) gy = [ 005) [ Re () (6) dods = 5 [ gl) (o) s

Assim, de (4.10) obtém-se

1

oo d -
Re (A, U,U),, = —5/0 9(5) =lIne(s) 172 ds — Bl16z]I72-
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Integrando por partes, obtém-se

1 1 1y

o d 9 B , d 2
5 o s = g tim [ o(e) e s

— —gtim (o011 — om0

1 (o.9]
45 [ IOl ds
0

Defina a funcdo ¢(s) = g(s)||n.(s)[|3.. Como n € L2(R*, H}(0,1)) segue que ¢ € L'(R™).
Assim, tem-se
lim g(1/y)|In(1/y)l|7> = lim g(w)||n.(w)|7- = 0. (4.11)
y—0 wW—00

Por outro lado, empregando os mesmos argumentos descritos na Proposigdo [2.5§] para obter
(2.26), conclui-se que

Lim g(y) 7. (y)|7= = 0. (4.12)
y—0
Por conseguinte, resulta que
- 1 [
Re (41U, U),, = —Bl10.[I7- + 5/ g (8)|1n=(5) |12 ds. (4.13)
0

Fazendo uso das hipéteses de g, mais precisamente, usando que ¢'(s) < —kyg(s), vem que

Re (AU D), < ~Al0:0% — il ) < 0. (4.14)
donde conclui-se que A; € um operador dissipativo, finalizando a demonstragao. |
Lema 4.2. Seja & € H}(0,1). Definindo —¢&,,. como

~&ew - Hy(0,1) — C
1/; — <_£mzaz;> = (52?71751)1/27
tem-se que —&,, é um funcional antilinear limitado, isto é, —&,, € H1(0,1).

Demonstragdo. A antilinearidade do funcional € verificada trivialmente pelas propriedades de
produto interno. Em contrapartida, dado ¢ € H}(0,1), vem da Desigualdade de Cauchy-

Schwarz que

[(~Eoar )| = [ (& ¥0) o] < NEallzalithallze = Neall ¥y

isto é, —&,,. € limitado, como desejado. [ |

O préximo lema serd muito ttil neste e no proximo capitulo.
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Lema 4.3. Sejam g, € L(0,1) e go € HY(0,1). Entdo, existe tinico par (p,) no espago
H0,1) x HL(0,1) que verifica as identidades

—k(%— + ¢)Z’ = g1 em LQ(Oa l)7

gy + k(s + 1) = go em H7Y(0,1).
Mais ainda, ¢ € H*(0,1) e p, € H}(0,1).
Demonstracdo. Defina a aplicacdo

a: [HN0,1) x HY(0,1)] — C
(0, 0), (,9)) > b(vha, W) 1o + k(0x + 0, Gu + D) .

Evidentemente, a é uma forma sesquilinear devido as propriedades de produto interno. Serd
provado que a € continua e coerciva, para tanto, considere em H(0,1) x H}(0,1) a seguinte

norma

(2. 4)

para todo par (@, 1) em H!(0,1) x H}(0,1). Desta forma, usando as desigualdades Triangular

wry = [Pl + 190y = [1@allze + 1]l 2,

e de Cauchy-Schwarz, tem-se

a((0, ), (2. 9)] = [b(¥er V) o + (00 + 0, 0+ ) |
< B[l e ll¥all 2 + Ellow + ¥l 2| Ba + P 2

< ballredallze + E(lpallze + 1912) (I18ell 2 + 101l 12)

Por fim, fazendo uso da Desigualdade de Poincaré e majorando as constantes, resulta que
la((,9), (2,9))] < bllvallpellvellpe + E(lpalle + Ulallr2) (12all 2 + Il 2)
<l e 102 D sy

onde ¢ = max{k, kl, b + kI?}. Portanto, a é continua.

Neste instante serd mostrado que a € coerciva, isto €, que existe uma constante

¢ positiva tal que Rea((p, ¥), (¢, 1)) > c||(¢, ) H?{;ng' De fato, usando o Lema [2.29|e, as
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desigualdades Triangular e de Poincaré, vem que

2
H(%@bﬂﬁz;w& - (||9013HL2 + H¢x”L2)
2/|pall72 + 2l|va 172

2
2(lee + Pl + el 2)” + 2]l
412 +2
b

IN

IN

bllaIZ2

4
CHllgs + gl +

La((p.0). (00),

1 4 4P +2

com — — max {E’ T+}, donde segue a coercividade de a.
c

Definindo

) C

C:HNO,I) x Hy(0,1) —
(@,9) — {C,(@.0) = (91, 0) 12 + (92, 9),

tem-se um funcional antilinear e continuo. Com efeito, usando a Desigualdade Triangular, vem

que

KQ (@a@ﬂ = ‘(91,85)L2 + <927@B>’ < ’(91795)9} + ‘<927@B>’-

Aplicando a Desigualdade de Cauchy-Schwarz e usando que g2 € um funcional limitado, segue

que

(¢ @D < Nlgall2ll @l + g2l gy 1911y

Logo, fazendo uso da Desigualdade de Poincaré, pode-se obter

[ (@ )] < Ulgnllaallell e + sl gy 81y < e (160 + 101y ) = ell (2, 9)

HixHY

onde
¢ = max {nglHL27 Hg?H(Hé)'} '

Assim, como consequéncia do Teorema de Lax-Milgram (veja Teorema [2.20), existem tnicos

¢ e em Hi(0,1) e HL(0,1) respectivamente, tais que a((p,?), (@,QZJ)) = (¢, (@,@Z)) para
qualquer (¢, 1)) € HL(0,1) x HL(0,1), isto &,

(s n) o + K(Pr + 10, Be + ) 1o = (91,8) 12 + (g2,9), Y (@,90) € HL(0,1) x Hy(0,1).
4.15)
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Em particular, considerando ¢ = 0 em (4.13)), tem-se

b(te, V) o + k(00 +10,9) 10 = (g2,0), Vo € HY(0,1),

e ainda, do Lema e do Teorema da Representacdo de Riesz (veja Teorema [2.13]) pode-se

reescrever a identidade acima como

isto é,
— by, + E(pr +1) =g, em H0,1).

Por outro lado, considerando ) = 0 em (@.13), resulta que

k(o + ¥, 8a) 1o = (91,0) 20 VP € H0,0). (4.16)
Particularmente, dado ¢ € H'(0,1), a igualdade (#.16)) vale para

£o) = ola) = [ o).

uma vez que

[ ewar=1 [ (o -1 [ewar)ar=3( [ owas— [ atas) =0

isto &, £ € H!(0,1). Assim, pode-se reescrever a identidade (#.16)) como
k(gpm + 77Z))£LE)L2 - (g17 §)L27 VQZ? S Hl(o’ l)a
ou ainda, usufruindo das propriedades de produto interno e lembrando que g; € L?(0,1), tem-se
1 /! 1 [
k(gox + wa @x)Lz = (917 (;5 - 7/ @(y> dy) = (gla ¢)L2_7 / ¢<y> dy(gla 1)L2 = (gla @)Lza
0 L2 0
para todo ¢ € H'(0,[). Mais precisamente, resulta que
l B L
/ k(p: + )@, de = —/ —qpdr, V§e HY(0,1). 4.17)
0 0

Em virtude disso, tem-se que a igualdade (@.17)) vale em particular para toda ¢ € C3(0,1) e
assim, pela defini¢do de derivada fraca conclui-se que

_k(@w + ¢):c = g1 cm LQ(Ov l)v
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como desejado.

Com isto em mente, pode-se ainda concluir que ¢ € H?(0,1), dado que

1
Puz = — 701~ Y, € L*(0,1). (4.18)

Aproveitando estas condi¢des, serd mostrado mais uma regularidade da fun¢do ¢, mais especi-

ficamente, da sua derivada ¢,. Para tanto, observe que integrando por partes o lado esquerdo
da igualdade (.17), obtém-se

l

l l
Koo + 0)3| — / k(s + 0)e dr = / gpdr, Vg e HY0,).
0 0

0

Como ) € H}(0,1) pode-se escrever

l

l !
ko.p| — / kppep dr = / (g1 + k) pdx, Vo€ HI(O, l),
0 0

0
e, utilizando a identidade (.18, vem que
!

=0 = ¢, ()2() = ¢.(0)p(0), Ve H'(0,1).

koL@

Particularmente, para ¢(z) = 1 em [0, (] conclui-se que ¢, (1) = ¢,(0). Todavia, escolhendo

o(z) = % em [0, ] resulta que . (1) = 0 = ,(0), isto &, ¢, € H(0,1). |

Lema 4.4. Seja A o operador definido em 4.4) e (4.6). Se g é uma fun¢do que satisfaz as
hipdteses (A.7), entdo 0 € o( Ay).

Demonstragdo. Inicialmente serd mostrado que o operador —A; é sobrejetivo. Para isso, seja
F = (f1, fa, f3, fa, f5, J6) € Hi, procura-se U = (¢, P, 9, V. 0,n) € D(A;) de modo que
(—A;)U = F, ou melhor,

-d = fi, 4.19)

—k(pe + ) = pifo (4.20)

—U = f, “4.21)

b= [ o6 als)ds b+ 0) 406 = g (422)
B0, + 0T, = pafs, (4.23)

ns—V¥ = fs. 4.24)

Salienta-se que as equagdes (.19)-(.24) serdo usadas para encontrar fungdes ¢, ¢, 1), ¥, 0, g e

7 que respeitem tais igualdades. Posteriormente, consideracdes serdo feitas para concluir que
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U € D(A;). Com isto posto, veja que as equacdes (4.19) e (@.21)) induzem a definir
d:=—f1 € H(0,]) e U= —f3 € Hy(0,1).

Considere

_ /O Fol€) dE + sV, (4.25)

consequentemente 77(0) = 0 e ainda 7 satisfaz a igualdade (4.24)), pois, devido ao Corolério

[2.45]segue que
= fo+ V.

Neste instante serd provado que 7 definida em (#.23) pertence a L2 (R+ H{(0,1)). Com efeito,
sey € (0, +oo) entdo usando as hipoteses impostas sobre g em ( e integrando por partes,

tem-se

1y )
[F st < - [ oo
Y

1y /1/y d )
— [ g(s) S na(s) 2 ds).
y y ds
(4.26)

_ ‘E( () lIna(s)2

Repare que, da Desigualdade de Cauchy-Schwarz, resulta que

d
%HUI(S)H%? = 2Re (%(5)7%5(«9))@ < 2‘(7796( 77x8 ’ < 2”77:6( )HL2H77505(3)HL27

—9(1/y)|In:(1/y)||2. < 0. Consequentemente, tem-se em (#.26) que
1/y )
[ s < ol 2 [ sl i
Yy

k
Mais ainda, utilizando a Desigualdade de Young com ¢ = Zl’ obtém-se

1/y ) 1 ) 1 Y )
/ 9(8)n:(s)llz2ds < k—lg(y)Hﬁx(y)HLz + 5/ 9()[In=(s) |72 ds
Yy )

2

1y )
5 [ sl s
Y

e portanto,

1/y

1y
[ ool ds < Zoln Wl + g5 [ oo (ol ds
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Como visto em @12), g(y)||n.(y)||3. — 0 quando y — 0. Assim,

> 4 & 4
/ 9(s)|1na(s)[172 ds < —2/ 9(S) 175 ()72 ds = 5 [1msll72 a1y < 00, (4.27)
0 Kt Jo ki g0

isto é, ) € Lz (R*, H&(O, l)) como desejado. Por outro lado, veja que devido ao Coroldrio

[2.45] a fungido

0(z) — —%/Ol/ozxp(w)dwdmf—;/ol/ox/owﬁ(y)dydmx

— 1\ dw — = dy d 4.28
+5/0 (w) duw B/O/Ofs(y)yw, 4.28)

pertence ao espago H2(0, 1), mais ainda, tem-se que
0ule) = 2000 = 2 [ ) dy
B B Jo

o — Oy P 3 (4.29)

B s

Consequentemente, ¢ facil verificar que € definida em (4.28)) é tal que

isto é, 0 € H!(0,1). Além disso, uma vez que ¥ € H,(0,1) e f5 € HL(0,1), seque que
6, € Hy(0,1).

A essa altura, restam exibir ¢ e ¢ que satisfacam as equagdes (4.20) e (4.22)),
e respeitem as condicdes exigidas pelo dominio do operador A;. Para isto, observe inicialmente
que devido ao Lema[4.2]

/0 " () muals) ds € HT(0,1),

e além disso,
([ stmetrasi)==( ["stomasi) . vie m.).
A vista disso, defina
n=pfo € L}0,1) e go=pafit /Ooog(s)ﬂm(s) ds — 00,

e recorde que H{(0,1) € L*(0,1) = [L?(0,1)]" ¢ H='(0,1). Por este motivo tem-se que gs,
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dado por

92 Hy(0,1) — C

B o) = ()= ([ oGm (s ) <56.0),

¢ um funcional antilinear e limitado. Deste modo, segue do Lema [4.3| que existe tnico par de

fungdes (¢, 1) em H!(0,1) x H}(0,1) que satisfazem

—k(pz +1)e = g1 em L*0,1), (4.30)
by + k(pz +10) = g2 em H7Y0,1). (4.31)

Além disso, o Lemald.3|assegura que ¢ € H?(0,1) e ¢, € H{(0,1). Usando a igualdade @31),
tem-se que para todo ¢y € HZ(0,1) vale

(—0us + k(s +9),9) = (g2, ),

mais ainda, da defini¢do de g, € do Teorema da Representagio de Riesz para L?(0, ), obtém-se

(00 32) o o+ 08) = ) o = ([ om0, 0) 0005

’ o (4.32)
para toda Y em H}(0,1). Note que, em particular, a identidade (4.32)) vale para toda fungdo
W e CL0,1) € HY(0,1), isto &,

<5¢x+ / g(s)m(s)ds,&x) (ka4 ) — pafat 80,3) 4 V€ CL0.0)
L2

Consequentemente, via defini¢do de derivada fraca segue que

Bbae + / 9(5)002(3) ds = k(o + ) — pofs + 06, em L2(0,1),

e ainda,

b + /000 g(s)n(s)ds € H*(0,1).

Portanto, conclui-se que U = (¢, ®, v, V,0,n) € D(A;), ou seja, o operador —A; é sobreje-
tivo.

Até o momento, foi provado que para cada vetor F' no espaco H; existe pelo
menos um vetor U no dominio de A; tal que —A; U = F. No que segue, serd mostrado que
existe um unico U satisfazendo tal relacdo, ou seja, objetiva-se provar que o operador A; €
injetor. Para tal propdsito, € suficiente provar que Nuc(—A;) = {0}, ou melhor dizendo, se

U e D(A;) étal que —A; U = 0, entdo U € o vetor nulo do espago ;. Assim, escrevendo
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—A; U = 0 em termos de seus componentes, tem-se

~d = 0, (4.33)
—k(pe + 1) = 0, (4.34)

~U = 0, (4.35)
_Bwrz_/Oog(s)nm:<5)d8+k(¢x+¢)+50$ = 0, (4.36)
: —B30,, + 60, = 0, (4.37)
~U+n, = 0. (4.38)

Utilizando (#.33) em (#.37), vem que 0,, = 0 em L?*(0,[). Mais ainda, da Desigualdade de
Poincaré tem-se
1012 < U0l 2 < P*10scll 2,

logo, & = 0 em L2(0,1). Além disso, usando que ¥ = () obtém-se da equagdo (#.38)) que 1, = 0
em L2(R™, H}(0,1)), porém, lembre que de vem que

4
2 2
||77||L§(H3) < k_%HUSHLg(H(}) =0,

ou seja, n € o vetor nulo de Lg (R+, H(0,1 )) Resta mostrar que as funcdes ¢ e 1 sdo os vetores
nulos de seus respectivos espagos, para isso, considere g; = 0 € L2(0,1) e go = 0 o funcional
nulo definido em H} (0, 1), isto €, o vetor nulo de H'(0,1). Assim, o Lema garante que

existem dnicas p e ) em H}(0,1) e H;(0,1) respectivamente, que verificam as igualdades

—k(px+1)e =g =0 em L*0,1), (4.39)
by + E(pr +) = g2 =0 em HY0,1). (4.40)

Contudo, observe que o par (3, 1)) = (0, 0) satisfaz as equacdes [@39)-(@.40), portanto, conclui-
se da unicidade garantida pelo Lemaque (¢,0) = (4,1) = (0,0) . Por conseguinte, tem-se
que U = 0 e o operador —A; € injetor.

Da bijetividade do operador —A; decorre que seu inverso existe e, consequen-
temente, resta ser provado que (—A;) ™! é um operador limitado. Para tanto, é suficiente mostrar
que existe uma constante C' positiva tal que ||(—A;) ' F||;;, < C||F||y, para todo F' € H,.
Contudo, note que para cada ' € H, existe tinico U € D(A;) tal que (—A,)™'F = U, ou seja,

provar a limitagdo de (—A;) ™! se resume a mostrar que existe uma constante C' positiva tal que

Ul < CllF N30, YV E € Hy,
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onde U ¢ a solugdo da equagdo resolvente —A; U = F'. Inicialmente lembre que

1EIR, = prllfollZe + o2l fallZe + bll foallie + Ell fre + fill 22 + psll F5lI72 + 1 foll 22y )-

Com isto em mente, note que a equacdo (4.19) fornece —® = f;, consequentemente, vem que
|®||3. = ||f1]|3.. Mais ainda, usando a Desigualdade de Poincaré, somando e subtraindo f5 e

aplicando a Desigualdade Triangular, segue que

2
pul @Iz = pull fillze < ol frallze < ol (11w + foll o + Ul sallz2) ™
Fazendo uso da segunda desigualdade fornecida pelo Lema[2.29] obtém-se

22 2,1
o +pTl] IFIZ,. @441

pﬂ®ﬁz§%MWﬁ@+ﬁM%+2mWMmﬁz§{

Além disso, a identidade (#.21)) permite obter estimativas para po||W||7, a saber

pal?
P2l IlLe = pall fsllZz < pol’ll foallZ = THFH%Q- (4.42)

Neste instante, serd utilizada uma identidade apresentada no Lema mais especificamente,

tem-se de (4.14) que
2 2 ky 2
BOLI + 2 Iy = Re (~A1U,0),,.

mas, usando que —A; U = F, Rez < |z| e aDesigualdade de Cauchy-Schwarz, resulta que

k1

-
Blol3: + -

||77H%§(H3) = Re (F7 U)Hl < ‘(F, U)HJ < ||F||H1||U”H1
Consequentemente, vem que
9 2
102y < - IE e, 1U 4, (4.43)
g\Ho kq

e da Desigualdade de Poincaré, pode-se obter
2 2 2 r
101172 < F[102122 < EHF”H1HUHH1' (4.44)

Por fim, ao considerar o produto interno de (#.20) com ¢ em L?(0,[) e integrar por partes,

obtém-se
- k((@I + w)xu SO)LQ = k(ng + 1/}7 ¢E>L2 =P (f27 QD)LZ' (445)

Por outro lado, tomando o produto interno de (#-22) com 1) em L?(0, [) e integrando por partes,



52

resulta que

ol + ([ o) ds. ) ket 00 =360, 0 = a(ev) - @40

Somando (4.45) com (.46), segue que

BH¢$||%2+ (/0 9(3)%(5) ds’l/}x) L2+k||90w + ¢||%2_5(‘97 7vZ):c)LQ =P (f27 @)L2+p2(f47¢)1127

ou ainda,

bl fatklles + 7 = —(/ 9(8)1(s) ds,wm) +0(0,%2) o1 (for 0) patp2 (fi ) f
0 L2
(4.47)
Considerando o médulo da identidade (4.47)) e aplicando a Desigualdade Triangular, vem que

BlnlZa + kllps + 0l < ]( / g(s)m(s)ds,wx)
0 L2

+0](0,9) |
+p ’(f2790)L2‘ + p2 ‘(f4,¢)L2| ;
mais ainda, das desigualdades de Cauchy-Schwarz e Holder, resulta que
bllallze + kles + 90172 < Voollnll a1l e + 6100 219l 2
ol fallp2llell e + p2ll fall 21901 2

Aplicando a Desigualdade de Poincaré, somando e subtraindo ), obtém-se

bllvelte + Ellow + ¢ll72 < Voollnll g lelle + 8100 alleellzz + pilll foll 2 lipe + 1l 22

+o12 (| fall 2 10zl 2 + p2ll fall 22 1l 2

Vb 0
= 1l Lz 10l + =201 2211 U 3,
v et T

IN

\/—z \/—z \/—z

(4.48)
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Finalmente, usando a estimativa (4.48)), vem que

10N, = pill@lZe + p2ll I + bllvvallie + Elles + $lI72 + psllOllZ2 + InllZs

Vbo

< pull@lze + pall W72 + psllOll7: + lInlZ; + %HUHL?J(H&)HU“Hl

voil Vel |l
EVE

Utilizando a Desigualdade de Young com ¢ = 1/4, segue que

[E 321U,

)
_'_%HQHLQHUH?h +

1 52 bo
S0, < o0l + W+ |ont 5| 101 + [14 2] Il

et vl el
EVL VB

Mais ainda, fazendo uso das estimativas (4.41))-(@.44)), pode-se obter

[E 32, 1030,

1 2 2[)1l2 2pll4 png 2
— < - = F
101, < |5+ 220 28y,

v Eypl P 0%\ | 2 b
+[¢_ Vol Vel (p3+ b>+—(1+ ;) [ 0, U5, -

iV TV 2

Aplicando mais uma vez a Desigualdade de Young com € = 1/4, resulta que

1 2p112 2P154 0212 2
U5, < K — | |F
0B, < |20 20 2y,

[ ) 2 )]

Assim, fica provado que existe uma constante C' positiva tal que ||U||y, < C||F||%,, onde

1115, -

= . "

PR NN

Com isto posto, conclui-se que o operador (—Al)*1 ¢ limitado e, consequentemente, 0 € o(A;),

2
C* _ 20 2pl' pl’ |Vl VR VRl P 52\ 2 b
S L +p2 +[ <3+€)+—(1+€°>

como desejado. |

Teorema 4.5. Se g é uma funcdo que satisfaz as hipéteses @.7), entdo o operador A, é o

gerador infinitesimal de um Cy-semigrupo de contragoes.

Demonstragdo. Face ao resultado de Lumer-Phillips, basta mostrar que A; ¢ linear, dissipativo,
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D(A;) = M, e que existe Ao positivo tal que Im(\g/ — A1) = H;. A linearidade é facilmente
verificada, ja do Lema4.T]segue a dissipatividade do operador A;. Deste modo, defina S como
sendo o operador identidade do espaco H;. Obviamente S € linear, limitado e invertivel com
1S zry = 197 I,y = 1. Defina também B = Ao(—A;)~" e observe que em virtude do

Lema[d.4|vem que B ¢ linear e limitado para qualquer A, € C. Além disso, se

1
1=AD) Mo,

|Ao| < (4.49)

entao
1

1By = Polll(=A0) gy < 1 = TP,
L(H1)

Deste modo, segue do Teorema que se )\ satisfaz @49), entdo S+ B = I + A\g(—A;)!
¢ um operador linear, limitado e invertivel. Mais ainda, conclui-se que o operador \gI — A; é

bijetor, uma vez que pode ser escrito como a composicao de operadores bijetores
Al — Ay = —AI(I + /\0(—A1)*1).

Portanto, existe \, real positivo e suficientemente pequeno tal que Im(\g/ — A;) = H; e, como
consequéncia do Teorema [2.61], resulta que o operador Ao/ — A; € sobrejetor para qualquer \g
real positivo, em particular para \y = 1. Assim, do Teorema obtém-se que D(A;) = Hy,

encerrando a prova do Teorema [4.5] |

Desta forma, segue o resultado mais esperado da secao.

Teorema 4.6. (Existéncia e Unicidade) Se g satisfaz @.7) e Uy € D(A;), entdo o problema de

Cauchy abstrato (&.5) possui uma tinica solu¢do U na classe
U € C([0,00); D(A1)) N C* ([0, 00); Ha).
Além disso,
1Tl < WVollae, e MU, = 1A U@l < A1 Uollgw, V1= 0.

Demonstragdo. Basta aplicar o resultado obtido no Teorema (4.5 ao Teorema [2.69] que a de-

monstracao segue. |

Teorema 4.7. (Solucdo Generalizada) Se g satisfaz (4.7) e Uy € Hi, entdo o problema de
Cauchy abstrato (4.5)) possui uma tinica solugdo U na classe

Ue C([O, oo);?-[l).

Demonstragcdo. Segue como consequéncia imediata do Teorema |
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Na préxima se¢ao, inicia-se um estudo buscando obter informacgdes a respeito

do comportamento da solucdo U ao longo do tempo.

4.2 ESTABILIDADE EXPONENCIAL

O objetivo desta secao € estabelecer uma condi¢do necessdria e suficiente para
que o Cp-semigrupo de contragdes associado ao sistema de Timoshenko com histéria e Lei de
Fourier seja exponencialmente estdvel. Para tal propdsito, as hipdteses sobre a funcao nucleo
de memoria g descritas em (4.7)) serao fundamentais.

No que segue, serd provado por contradi¢do que iR C o(A;).
Lema 4.8. Se g satisfaz as hipéteses dadas em @.7), entdo iR C o(A;).
Demonstragdo. Note inicialmente que no Teorema [.5|ficou provado que se A € C é tal que

1

Al < ,
1(=A1) " 24

(4.50)

entdo o operador I + A\(—A;)~! é um operador linear, limitado e invertivel. Consequentemente
vem que o operador A/ — A; € invertivel, uma vez que pode ser escrito como a composi¢do de
operadores bijetores

M — Ay =—A I+ X=4)7).

Note que devido ao Teorema tem-se que A; é um operador fechado, mais ainda, usando

que para qualquer A € C o operador A/ € limitado, vem do Teorema que
M — Al : D(Al) CH — H

¢ um operador linear fechado. Todavia, se A € C satisfaz (4.50), segue do Teorema
que (A — A;)~! também € um operador fechado definido no espago de Banach H;. Como
consequéncia do Teorema do Grafico Fechado (veja Teorema , vem que (A — A;)7! ¢
limitado desde que (#.50) se verifique. Com isto, pode-se concluir que o subconjunto do plano

complexo que consiste na bola aberta centrada em 0 e de raio
1

v = : 4.51)
1(=A1) "M 301

estd inteiramente contido no conjunto resolvente do operador A;, isto &,
B.(0,v) C o(4y). (4.52)
Suponha que iR ¢ o(A;) e considere w € R o nimero dado por

w=inf {|A | AER e iA ¢ o(A))},
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com isto, tem-se que {i\ | A€ R e [\| <w} C o(A4;) e mediante a conclusdo obtida em

(4.51), vem que w > v. Note ainda que para qualquer € > 0, tem-se que
{ix | XeRe [N <w+e} & o(Ay). (4.53)

Afirma-se que

sup |[(iN] — Al)_1||L(H1) = 0.
Al <w

Com efeito, suponha que

sup || (A — Al)_lHL(’Hl) =M < o0,
A <w
entdo para qualquer \g com |\g| < w, tem-se i\g € o(A1) com ||(iAg] — A1)71||g(911) < M.
Por outro lado, defina S como sendo o operador identidade de H; € B = i(A— o) (iAo — A;) L.
Observe que se
1
|/\ — )\0| < M’
entao .
1Bl 2y = 1A = Aol (iAol = A1) ey < 1= s=i ..
ERIS

Deste modo, vem do Teorema@ que
S+ B=T4i\— )il — A))7!
¢ um operador linear, limitado e invertivel. Segue entdo, que o operador
iN — Ay = (ihol — Ap) (I +i(A— No)(ido] — A1)7Y)

¢ um operador linear e invertivel, desde que |\ — A\g| < 1/M. Mais ainda, aplicando o Teorema

[2.26] pode-se concluir que
i — A D(A1> CHi — H;

é um operador linear fechado. Portanto, se |A — X\o| < 1/M, segue do Teorema [2.23] que
(iA — A;)~! é um operador fechado definido no espago de Banach H;. Consequentemente,
resulta do Teorema do Grafico Fechado que (1A — A;) ™" € limitado desde que |\ —\o| < 1/M.

Com isso, conclui-se que para todo \g com |A\g| < w, 0 conjunto dos i\’s tais

que |\ — \g| < 1/M estd contido no conjunto resolvente do operador A, isto €&,

1
{M | AeRe A=) < M} C o(Ay). (4.54)
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Note que se 1/M > w, entdo existe um € > 0 tal que w + € < 1/M. Assim, para \y = 0 em

(4.54), segue que

1
{M | )\ERe|)\\<w+e}C{z’)\ | )\eRe\)\]<M}CQ(A1),

contrariando (4.53). Por outro lado, para o caso em que 1/M < w, serd provado que

. 1
{M | AeRe \Ay<w+m}cQ(A1).

De fato, seja A € R tal que |\| < w+ 1/4M. Se |A\| < wentdo i\ € p(A;). Se

1 1
< — < A\— —. .
w_)\<w—i—4M = 0<A w<4M (4.55)
Aqui considere
1 1

Desta forma, segue de (.55) e (4.56) que

1 1
A= Dol < A — o] € < —
A= ol < A =] o = Dol < 5 < -

isto &, devido a (4.54) segue que i\ € p(A;). Para o caso em que —(w + 1/4M) < A < —uw,

basta tomar \g = —w + 1/4M que pode-se concluir que i\ € g(A;). Assim, segue que

1
' R — A
{M\Ae e\Ay<w+4M}CQ( 1)

o que € um absurdo. Por fim, conclui-se que

sup [[(iA1 — Ay) " 20, = 00 4.57)

[Al<w

Afirma-se que a fun¢do

' (—w,w) — R
A= [IGA = Al

¢ continua. Com efeito, dado \y € (—w,w), note inicialmente que para cada \ € (—w,w) e

F € Hy com F =# 0, existem vetores U e U tais que

(GM—A)T'F=U e (iNI-A)'F=TU. (4.58)
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Porém, de (4.58)) pode-se obter que

(M — ANU = F = (iXI — 41)0,

e consequentemente,
iU = iXU — Ay (U = U). (4.59)

Adicionando —iA\U em (@.59), segue que

i\ = M)U = (iXo] — Ay)(U - V),

0 que implica em

Z()\ - )\0)(2)\0[ - Al)ilU = U - U

Disto segue que
1T = Ullgg, = [A = olll(iXol — A1) Ullyy, -

Todavia, (i\gI — A;)~! é um operador limitado, portanto
1T = Ullsgy < A = Xolll(@20I = A) " g2 10 1,
mais ainda, somando e subtraindo U e aplicando a Desigualdade Triangular, vem que

10 =Ully, < A= 20l @0 = A1) Ml o) IU = Ullyy,
A = Aolll@Aol — A1) ™M e 1Ty, -

Logo, pode-se escrever

L= X = olll(ixol = A1)l 2y [ 1T = Ullag, < 1A = NollliAo] = A1) 2 1U [,
(4.60)
Usando que (i\g] — A;)"'F = U, e ainda

1011, = IiAeT = A1) Fllyy, <AL = A1) ™l oo 1 F I,
pode-se obter de (4.60) que

{1 — A= 2ol @0l = A1)l 2aey 1T = Ullagy < 1A= Aolll(ido] = A1) [ [1F e,
(4.61)

Assim, dado € > 0, seja

1 €
6 = min - , - - .
{ 1GAT — AD) "l pigyy 1AL = AD)THIZ gy, + €l (X0 — A1) 7| 230 }
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Deste modo, se A € (—w,w) é tal que |\ — \g| < 0, entdo de (4.61)) vem que

U — Uy, _ A= Dolll iAo T = A1) IZ )

< . , YFeH, F#0.
Il — 1= A= XollAel — AD) 20, '

Consequentemente, segue da defini¢do de norma do espago L(#H;) e de (4.58) que

A = QolllEAT — A1) IZ )

[(ihol — A1)~ = (A — A1)l 2y < , (4.62)
=1 — A= ol (R0l — A1) Y|,
Por outro lado, vem da Desigualdade Triangular Inversa que
IT(Xo) = D(N)| < (iAol — Ay) ™" = GAL — A1) Ml 2y (4.63)

Assim, usando que

€

A= o] <6 <7 ;
1GAT — A) M2, + €ll (AL — A1)l £y,

obtém-se das desigualdades (£.62)) e (4.63)) que
IT(Ao) —T(N)| <,

isto €, I' é continua.

Com isto em mente, observe que de (#.37) pode-se concluir que
. . -1 .
l;}glw [(iA — Ay) ||L(H1) = 00,

visto que para qualquer § € (0,w], a funcgéo I restrita ao conjunto [§ — w,w — d] é continua em
um compacto, e portanto, sua imagem € limitada. Por conseguinte, para cada n € N, existe um

nimero real \,, com |\,| < w, tal que
1A — A1)l ey > 1

isto é, )
iANd — A F
wp NG = A Py,
FF€7Z'61 ||F||H1

Mais precisamente, para cada n € N, existe um F}, € H; ndo nulo, tal que

H(i)‘n] - Al)ianHHl

> n. (4.64)
| 5l 2,

Seja U,, = Un/HUnHHl, onde U, € D(A;) é a solugio de (iM,] — A,)U, = F,. Com estas
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notagdes, é possivel reescrever (4.64) como

1T,
H(i)‘nl - Al)Un|lH1

n, (4.65)

0 que implica em

, M — AUy, 1
||<2An-[ i Al)UnHHI _ ||( _ 1) ||H < .
1Un 1, n

Ora, mas a desigualdade anterior fornece que (i\,/ — A;)U, — 0 em ;. Em suma, foi

provado que se iR ¢ o(A;), entdo existem um nimero real positivo w, uma sequéncia { A, },en

tal que |\,,| < w, [\,| — w, e existe uma sequéncia de fungdes U,, € D(A;) com ||U,||n, = 1,
tais que

(iAI — AU, — 0  em  Hy, (4.66)

sempre que n — oo. Em termos de suas componentes, (4.66) pode ser escrita como

iAon — Pp — 0 em  H(0,1), 4.67)
M1 P — k(Pne +Un)e — 0 em  L2(0,1), (4.68)
iU — U, — 0 em  H;(0,1), (4.69)

Z/\an\Ijn - E¢n,wx - / g(5>nn,mr(5) ds + k((pn,x =+ ¢n> + 50n,x — 0 em L2(0> l); (470)
0

iMp3On — Bnae + 00U, — 0 em  L2(0,1), 4.71)

Inicialmente considere o produto interno de (iA, I — A;)U, com U, em H, isto é,

(AU — A1 U, Uy)y, = MUl — (A1 U, U),, — 0

H

Tomando a parte real da sequéncia complexa obtida e observando a identidade dada por (4.13),

conclui-se que

1

s [ IOmatads — 0
0

- Re (Al Una Un)'Hl = BHGWJH%Q - 2

Visto que (4.7) fornece ¢'(s) < 0 para todo s > 0, vem que

1

BMuslls —0 e 5 [ =g lmas)lads — 0, @
0
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mais ainda, usando a defini¢do da norma de H}(0,1) e aplicando a hipStese imposta sobre ¢,

obtém-se respectivamente
0, — 0 em H(0,]) e n,—0 em L(R" Hy(0,1)), (4.74)

sempre que n — 00.

Dado que {U, }nen € limitada, segue da definicdo da norma do espago H;
que a sequéncia {®,},ey € limitada em L*(0,1). O mesmo pode-se concluir a respeito das
sequéncias {U,, }nen, {Unstnen € {@ne + ¥n tnen no espago L?(0,1). Com isso, resulta do
Lemam que o produto interno de (#.67) com p; ®,, em L?(0, ) converge para o vetor nulo de

C, mais precisamente

(IAnon — Py p1Pn) 1o = X1 (Pny Pr) 1o — 1| Pnll72 — 0. 4.75)

Usando o mesmo argumento para sequéncia definida em com ¢,,, obtém-se

(Z)\nplq)n - k((pn,:p + wn)xy (pn) L2 = 2)\np1 (®TL7 (Pn)Lz - k((@n,m + wn)x; @n)Lz — 07

onde integrando por partes e considerando que ¢, € ¥, pertencem ao espago H} (0, 1), segue
que
Z‘)\npl (q)na Son)Lz + k(@n,x + zﬁna (;On,z)Lg — 0. (476)

Somando (4.73) com [@.76)), vem que

A1 | (P @) 1o+ (Pry o) o | — P2l Pl + k(P + ¥ns Pr) 1o — O
Tomando a parte real e lembrando que se z € C, entdo z + Z = 2 Re z, resulta que
— p1l|®nll72 + kRe (0ne + ¥ns Pna) o — 0. 4.77)
Por outro lado, tomando o produto interno em L?(0, 1) de (#.69) com p,¥,,, obtém-se
(IXnthn = Vo, p20) 15 = iAp2 (Vn, W) L — p2l [ W7o — 0. (4.78)

Tomando o produto interno em L?(0, 1) de @.70) com ),,, origina-se

<Z/\np2an - l}wn,;tx - / Q(S)Un,m(s) dS + k(@n,x + ¢n) + 50n,x7 77Z)n>
0

L2
- Z)\np2 (\Ijna I/Jn)Lg - B(wn,man ¢n) L2 - (/0 Q(S)Un,m(s) d57 wn)
2

+k(80n,3: + 2/}”7 2/}n) L2 + 5(911,:27 wn)[g — 0
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Notando que v, € HJ(0,1) e integrando por partes, vem que

Dupe (s ) 1o+ Bltbe 22+ ( / o()ma () ds,ww)
0 L2

+k (Son,x + wna wn)Lz - 6(0n7 wn,x)LQ — 0.

(4.79)

Neste momento, observe que / 9(8)Nn.(s)ds — 0 em L?(0,1) visto que usando a Desi-
0

gualdade de Holder, obtém-se

Com isto em mente e lembrando que 6,, — 0 em H}(0,1) < L*(0,1), vem que

/0 ) 9(8)1.2(s) ds

< [ o)l ds < Virllmalgyy — 0. 480)
0

L2

([ smats)ds tns) =660 t0s) 0 0
0 L2
Assim, de (4.79) resulta que

A2 (U ¥n) 1o+ B[ UnollFe + K (Png + Ynytbn) , — 0. (4.81)

Por fim, somando (4.78) com (@.81), obtém-se

Az | (s n) o+ (Vs ) o | — 2l WallZe + blltonalze + & (@ne + ¥nstn) o — 0,
e tomando a parte real, segue que
— pall Wl 7z + Bl all72 + K Re (@n + Uns ) o — 0. (4.82)

Agora, somando (4.77) com (4.82)), deduz-se que

Bllens + walls + BllYnzliz — prll@allzs — pol Wallze — 0. (4.83)
Entretanto, usando que ||U,||3, = 1 e as convergéncias fornecidas em {#.74)), vem que

pul@allZz + P2 WallZe + Kl pne +valfe + Bltnalis — 1, (4.84)
e ainda, ao somar (4.83) com (4.84) obtém-se

2kl[ne + Ynllie + 2bllnali: — 1,

ou melhor dizendo, |

k[ one + Unll2 + bltnsllze — = (4.85)
2
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Considere para cada n a fungdo ¢, : R* — HJ(0,1) dada por (,(s) A seguir, serd

.
A2
provado que a sequéncia {(y}nen € limitada em L (R*, H}(0,1)). Para tanto, lembre que
|An| — w quando n — oo com w # 0 e, consequentemente, m — — quando n — oc.
w
n
Portanto, existe uma uma constante r; positiva tal que

ST’l, Vn e N.

n

Além disto, de (4.69) vem que

v,
iwn—)\——>0 em H;(0,1),

isto €, existe uma constante 7, positiva tal que

S o, Vn € N.
Hg

Assim, usando a Desigualdade Triangular

para todo n € N. Por fim, conclui-se que

= ( / q(s)
L2(HE) 0

ou seja, {(, }nen € uma sequéncia limitada em L2(R*, H}(0,1)), como desejado. Deste modo,
€ pertinente tomar o produto interno de (4.72)) com ¢,, em LZ (R*, Hy(0,1 )) Assim, lembrando
do Lema[2.12] segue que

v, .
)\_n - an

Wy,

1
\ + Wnallre <o+ —= =:713, (4.86)

i} Vb

v, . .
‘A_n _an"i_“/}n

< ‘

H ’ o}

N, 2

n ‘Pn
ez = |5

A

1
2
ds) Srlrg\/b_o, Vn e N,

Hg

. W, 1
(10 + s = Vs Ga) gy = <77”’ A_) 52 (s ) o
n/ L3(g)

n

1
15 (0 W) gy — 0. (4.87)

n

Neste instante, serdo apresentados argumentos visando obter informacdes a respeito de (4.87).

Inicialmente, observe que ao usar a definicdo do espago Lg (R+, H (0, l)) e a desigualdade

(4.86)), conclui-se que
= / 9(s)
L3 (Hp) 0

i

U 2

An

v,

An

1
d5> S 3 \/b_(b

Hy
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ou seja, {—} ¢ limitada em Lf] (]R*, H(0,1 )) Por conseguinte, como 77,, — 0 no espago
neN

n

em questdo, segue do Lema[2.12]que

v,
z'(nn, —> 0 (4.88)
An /) La(m)

Além disso, pelo Teorema de Fubini e integrando por partes, tem-se

/oog( )/Olnnsx( ), dz ds

nn sa( ds\Ifn 2dT

1

>\2

1
)\_% (nn,sa \Dn) Lg(H&)

mas, a Proposi¢do [2.58] garante que

/Ooog(s)nn,s(lv,s) ds = — /Ooo (), ) ds,

consequentemente, vem que

$) M. (8) ds‘lf_n@ dx

1
‘ )\_% (nms; \Ijn) L2(HY)

AQ

n

/0 o/ (5) (1u(5). W)

Aplicando propriedades de integral e as desigualdades de Cauchy-Schwarz e Holder, resulta
que

1 o0
= [ 196 (a5). W) s
0

n

1
22 (.5, Un) L2(HY)

1

¥
<
[Anl

An

[ 1) s
H Jo

o0 3
([ sl i) @
a} \Jo
Usando a limitagdo dada em (4.86) e a convergéncia (.73), conclui-se que

1
32 (s Un) 1z gy — 0. (4.90)

n
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Assim, combinando (4.87)-(@.90)), tem-se

1 1 [~ v, |
A_%(‘P”’ ) gy = A2 /0 9(3) (¥, W)y ds = bol| 5 i Y

isto €,

v,

0 em H;(0,1). (4.91)
Deste modo, dividindo (#.69) por ), e usando (@.91), segue que

n — 0 em  Hy(0,1), (4.92)
mais do que isto, de (4.85) vem que

9 1
kllpne + Unll7e — 5 (4.93)

Agora, ao multiplicar (4.70) por (gpnx + @Dn) em L?(0,1), usar que 6,,, — 0 em L*(0,1) e

integrar por partes, resulta

iAn P2 (\I]m Pna T wn) 2 (gwn,m + / g<5>77n,wz(5) ds, pnaz + %)
0 L2
+k||one + wnH%Q = iAnP2 (\Ifn, On,z T+ wn)LQ + k|lpn. + z/JnH%Q (4.94)
+ <Bwnx + / 9($)Nn(s) ds, (P + T%)x) — 0.
0 L2
1 /- oo
Por outro lado, veja que {0, },cn dada por ©, = % <b¢n7x +/ 9($)Nn.(s) ds) ¢ uma
0

sequéncia limitada em L?(0, ). Com efeito, das desigualdades Triangular e Holder, tem-se

b 1 [ b
T WYn.x 7 n,x d S 7 n,xr nx
g0t 3 [T st as| < pnlat g H/ Mosls)is|
b 1
< Wousllia+ 3 [ 9 malo)l ds
b Vbo
< %meHLz + - HnnHm(Hl)
o VbV
- k k

Assim, tomando o produto interno de ©,, com [#.68) em L?(0, 1), usando o Lema[2.12} conclui-



se que

. iAapr (= 0
(®n7 Z)\nplq)n - k(gpn,w + 1/)”)3?)1:2 = - kpl <bwn,m + / g(s)nn,m(s) d57 q)n>
0

_ (l;wnx + /0 9(8)Nnz(s)ds, (Pna + wn)x> — 0.

L2

Somando e

, 1A\, ~ o
M2 (Vs Png + Un) okl @ne + ]l 72— kpl (b%,x + / 9(8)na(s) ds, %)
0

Além disso, observe que de (4.67) é possivel obter
Mg — Pnw —> 0 em  L*(0,1),
e, ao multiplicar por po¥,, em L?(0,1), resulta que
(P2%n, iAnne — Prz) o = —iAap2 (U, Ona) 1o — P2(Ynr Pra) 1o — 0.
Tomando o produto interno de com —i\,path, em L?(0,1), tem-se
(iMtn = Wy —idapatin) 1o = —N2palltbalZa — Mgz (Vs ) o — O,
mas como v, — 0 em H}(0,1), resta apenas
— iAnp2 (Ui, Uy) 12— 0,
Olhando novamente para a norma do espago H} (0, 1), de (4.69) vem que
IMUnoz — Vo — 0 em  L*(0,1),
onde, ap6s multiplicar por p,®,, em L?(0, 1), obtém-se
(iAthne = Vo, p2Pn) 1o = iAnp2 (Yne, Pn) 1o — P2 (Y, Pn) o — 0.
Integrando por partes, segue que

- Z)\np2 (wn; (I)n,w)Lz + p2(\I]n7 (I)n,ac)LQ — 0.

L2

66

(4.95)

— 0.

2
(4.96)

(4.97)

(4.98)

(4.99)
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Por fim, somando (#.96)), (¢.97), (#.93)) e (#.99)), tem-se

Anp1 [+ o )
k”@n,.t + wn”%Q - Tl (bwn,:c + / g(s)nn,w(3> dS, q)n> - Z)‘np2 (¢n, q)n,ax)L2 — 0.
0 12
(4.100)
Agora, de ¢ possivel obter a seguinte relagdo

Mg + Mnyse — Une —> 0 em  L2(R*Y, L?(0,1)),

assim, multiplicando por %@n em LZ(RT, L*(0,1)), deduz-se que

, p iAnp
ZAnnn,x + Mn,sz — an,x; _1(I)n = ! (nn,xa cbn)LQ L2
k 2 2 k 9( )
L3 (L?)

p p
+?1 (nn,sma q)n)Lg(L2) - El (\IITL,JUJ q)n>Lg(L2) — 0

Contudo, note que

(lpn,a:a (I)n)LsQJ(LQ) = A g<8) (\Ijn,xa (I)n)LQ ds = bO (\Ijn,xa (I)n) L2’
e portanto,

iAnp p1 p1bo
L - (nn,m (I)”)LZ(LQ) + ? (nn,szu q)n) Lg(LQ) - T (an,xy q)n)L2 — 0. (4101)

Aplicando argumentos andlogos aos descritos em (4.89)), segue que

p1 p11/9(0) > :
B ) | < 20l ([T ol as)

a vista disso, usando (4.73)), conclui-se

P
ZI (nn,sxa (I)n)Lg(Lz) — 0.

Mais do que isto, lembrando que 7, — 0 em Lg (R*, H{(0, l)), vem que 7,, — 0em
LZ(R*, L*(0,1)), assim
(nn,xa cbn)Lg(Lz) — 07

e consequentemente, de (.101)) é possivel obter

— (Vno, Pn),, — 0. (4.102)
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Observe também que de (4.69) pode-se chegar a

IMUne — Vo — 0 em L*(0,1),

. b .
desta forma, tomando o produto interno com %@n em L?(0, 1) e integrando por partes, resulta

que

, p1bo iAnp1bo p1bo
(ZAn¢n,x - \Iln,za T(I)n) L = - L <¢na (I)n,ﬂc)L2 - T(\Ijn,xa q)n) L2 — 07
mas, ao usar (4.102)) conclui-se

iAnp1bo
k

Finalmente, usando (4.80)), (4.92) e #.103)) em (@.100)), segue que

(thn, Prz) o — 0. (4.103)

kHSOn,z + wﬂ”?’ﬁ — 0,

o que é um absurdo, pois contradiz (4.93). [

Neste instante, objetiva-se obter resultados que facilitem a verificacio do se-
gundo item do Teorema de Priiss (veja Teorema [2.72)). Com isto em mente, sejam A € R e

F' € H,, considere a equacdo resolvente
(1Al — AU = F, (4.104)

a qual, em termos de suas componentes pode ser escrita como

iNp—®=f1 em H(0,1), (4.105)
iANp1® — k(py + ), = pifa em L2(0,1), (4.106)
iMp— U =f; em Hy(0,1), 4.107)

Ao — by — / G(5) e (5) ds + F(pn + ) + 00, = pofs em L2(0,0),  (4.108)
0

iAps0 — BO,0 + 0V, = psfs em L2(0,1), (4.109)

id+n,—V¥=fg em L2(R" H(0,1)). (4.110)

Lema 4.9. Sejam A\ € R e U € D(A;) a solugdo da equacdo resolvente (4.104)). Se g satisfaz

(4.7), entdo existe uma constante cy positiva tal que

1021122 + 1112z < cxllFllag, 101l
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Demonstracdo. Considerando o produto interno de F' com U em H; e usando a equagao resol-
vente (4.104)), obtém-se
(F.U),, =iMUIB, — (AU, U, (4.111)
Considerando a parte real de (@.111)), segue que
Re (F,U),, =—Re(AU,U),, .

Pela identidade (4.13)), do fato que Re z < |z| e da Desigualdade de Cauchy-Schwarz, conclui-
se que

1

! / §()Ine ()12 ds = Re (F,U),, < 1Fll, U]l @.112)

~ 0 22_

Lembrando que ¢'(s) < —k; g(s), resulta que

_ k,
B16:17 + 3||77Hig<yg> SN F[a 103,

€ consequentemente
101172 + 1022 rr3) < el Fllae, Ul

2
comc; = —i—k—. [ |
1

o

Uma consequéncia simples e ttil do Lema[4.9]¢é a existéncia de uma constante

positiva ¢, tal que

psllONZ2 + lInlZz gy < c2ll Fllae, 10l - (4.113)

A identidade (4.113)) pode ser obtida aplicando a Desigualdade de Poincaré e ¢, é dada por
l 2
Co = & + —
6k

Lema 4.10. Sejam A € R e U € D(A;) a solugcdo da equagdo resolvente (¢.104). Entdo

/0 —g' ()1 ($)II72 ds < 2(|F 30, [ U1, -

Demonstragdo. Consequéncia imediata da desigualdade @.112). [

Note que do Lema 4.10| pode-se concluir que a fungdo x — / g (s)n.(z, s) ds, pertence ao
0

espago L*(0,1). Com efeito, aplicando a Desigualdade de Holder, vem que

H/OOOQ’(S)%(S> ds| < /OOO 19 ()] Ina ()l 2 ds < MUOOO —g'(5)|[=(5) 122 ds) ,

L2

que, evidentemente, € finito.
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Lema 4.11. Sejam A\ € R e U € D(A;) a solugdo da equagdo resolvente (4.104)). Se g satisfaz

(4.7)), entdo existe uma constante cs positiva tal que

ool 13 < s [IFIRIU I, (1ell o + s +0012) + 1F U, 10,

Demonstragdo. Tomando o produto interno de #T08) com [;* g(s)n(s) ds em L*(0,1) e inte-
grando por partes, segue que

(z’)\pz\If — W — /Ooo 9(5)nua(5) ds + k(ipy + ) + 86, /00o o(5)n(s) ds) _

iAps (\If /0 " g(sn(s) dS)L;E(% /0009<5>77f<5> ds>L2 +’ p

+k (% +, /OOOZ(I;)U(S) dS) o 5(97 /OOO 9(s)na(s) dS) Lo <f4, /Ooo g(s)n(s) d8> R

(4.114)

2

/ " g(s)na(s) ds

Mas veja que /; pode ser reescrito usando a equagao (4.110), como

Lo ([T d) — (v, [T o[ = 0o+ fulo)) s
= ol + a0, [ oo as) o (v [ st ds)

L2

L2

e ainda, integrando por partes usando a Proposi¢ao [2.58] obtém-se

. —proH%—pz(\v, / g’(S)n(S)dS) —pg(xv, / g<s>f6<s>ds) (4.115)
0 L2 0 L2

Substituindo @.115)) em {.114)), vem que

013 = pa (., [ nte)as) - (v [ ste1storas)

(v [Tatmras) +| [Tamas] k(o [Tatmeas)

o(o. [ stntsran) = (s [ atoimts) as)

L2
2
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ou melhor,

pabol| T[22 = —ps (\p’ /OOO g (s)n(s) ds) . — P2 (\If, /000 g9(s) fs(s) ds) .

+5(¢x, / " gloma(s) ds) o / " g(s)na(s) ds + k(wx + ¥, /OOO g(s)n(s) ds) -

~3(0. [ oot d) (e [ atots) d)
4.116)

Tomando a parte real da igualdade (4.116), em seguida usando que Re z < |z| para qualquer z
complexo e ainda usando a Desigualdade Triangular, segue que

(\y, | aome ds) ) (‘P [ st d)
+b ' (% /OOO 9(s)m:(s) dS) , ; h ‘ <% v /0°° ots) ds) P

15 ] (6. [ storma(s)s) ) (7 [ atomts s i

Fazendo uso da Desigualdade de Cauchy-Schwarz, resulta que

p2bol|¥ |7 < po + p2

.

/0 " g(s)ne(s) ds

+ P2

pabol s < pal[¥la | [ () ds| -+ pallWlia] [ gl fuls)ds
0 L2 0 L2
R 0o 0o 2 00
$lale | [ otoma(s)ds +\ | st ds| ket vle | [ alomis)ds
0 L2 0 L2 0 L2
+0160e | [ oo ds| +mallfuls | [ atomas|
0 2 0 2
- - 4.117)
Contudo, veja que das propriedades de integrais e das desigualdades de Holder e Poincaré,
pode-se fazer as seguintes estimativas,
o) 0o %
| [ s < [Tl o< /o ([ el ae)
L2
@.118)
c
|[sonas| <ivim ([ ool ||L2ds) oo ol @119
0 L2 0
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Utilizando o argumento empregado em (#.119) na desigualdade (@.117), segue que
2 = / 2 %
bl 93 < ot /a0 ([ =l ds)+ pat VBl ol
0

+by bo"¢x||L2||77||Lg(Hg) + bo”ﬂ”%g(Hg) + kl\/b_OH%c + |2 HTIHLg(Hg)

+5\/%||0||L2||7]||L3(H3) + P2l\/%||f4||L2||77||Lg(Hg)

IN

1
o0 5 -
/5O ([ =g (613 ds )+ 3l ol

+0olll1Z3 113y + K1V bollios + e llnll 2 gy + 5/ Boll8all 2 llnl ooy
+203/P2v/ Do | F L34, U 1y

Aplicando a Desigualdade de Young com & = pyby/2 e usando o Lema vem que

pag(0)2 [
: % —g' ($)mz(s)172 ds
0 0

p2bo

paboll WllE: < L2003+

by b/l all 2 1 F 113, U 13, + K1v/bov/@lpa + 2 F I3 U113,
+ [20/22v/bo + bocr -+ 81e1 /o) 1 F gy U,

Finalmente usando o Lema[4.10] tem-se
p2bo ~ 1 1 1 1
=12l < bV bov/erllell 2 | FlI, U1, + KVbov/erlles + ¢l a1 F 12, 1113,

1E 13 U134y

p29(0)1?
+ 2l\/p2\/b—o+ bocr + 5[01\/% + B
0

ou ainda,

1 1
Pl I3 < e [IFIR U, (el + llpe + 9llz2) + 1Pl U,

onde

2 ~ 0)1?
cy = b—omax{b\/%\/a, kl\/b_o\/c_l, 21\/5\/6_0—0— boct + dleir/ by + %} .

Lema 4.12. Sejam A € R e U € D(A;) a solucdo da equagdo resolvente (.104). Se g satisfaz
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(4.7), entdo para cada €1 positivo existe uma constante c4 (dependendo de 1) positiva tal que

~ 1 1
bllvallze < erprll®llZ> + ca [HFII%IHUH#H% +Olzz + I E N U, | -

Demonstragdo. Considere o produto interno da equagdo (#.108) com v em L?(0, 1), mais pre-

cisamente

(i)\pg\IJ S — /o 9($)Nex(8)ds + k(py + ) + 00, w) = iAp2 (0, 7)) L2

12

—b (e, ) 12 — (/0 Q(S)nm(S)dS,lD) +k(pr +0,0) 1o +0(00:0) 1o = p2(fas ) o

L2

Integrando por partes e usando que ¥(0) = ¢(l) = 0, obtém-se

WMMWH+WM@+(/g@m@wa
—— 0 L2

e (4.120)
+k(gpm + 1/17 ¢)L2 - 5(67 wx)Lz = p2<f47 1/1)L2-
Mas, fazendo uso da identidade (4.107)), pode-se escrever /o como
L= —ps (U, ixp) o = —pa (0,0 + f3) o = —po| V)22 — p2 (0, f5) o,
e ao substituir em (#.120) segue que
¥l = a0 )+ B+ ([ oteIm(oras. )
0 L 4.121)

+k(§0z + w,w)Lz - 5(9,7%)@ = p2(f47w)L2'

Por outro lado, multiplicando (#106) por [’ ¢ dy e integrando em [0, [], vem que

v /Ol@/;wydx—k/ol«oxw)x/(fﬁdydx s /Olfzfoxidydx,

integrando por partes, resulta que

l T l l T
’i)\pl/ q)/ Edydz+k/(<px+wﬂdx:pl/ fz/ W dy d. (4.122)
N 0 0 P 0 0 0
=:1

3
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Contudo, note que a igualdade (4.107) permite escrever

l T l T
I = _pl/ cp/ mdydx:_pl/cpf [T + 3] dy de
0 0 0 0

l x l x
= —,01/ @/ Edydm—pl/ <I>/ fs dy da. (4.123)
0 0 0 0

Substituindo (.123)) em @.122)), seque que

l T l T l T
o[ @[ Cayae—p [ @ [ Faydes koot v0)=p [ £ [ Gaya
0 0 0 0 0 0

isto €,

l x l x [ x
k(%w,z/z)p:m/@/ wydmpl/@/ f3dyd:v+p1/f2/ P dy dx.
0 0 0 0 0 0
4.124)

Usando a identidade (#.124) em @.121), obtém-se

00 l T
—p2||¥[72 — p2 (V. f3) .o + bllbal|7 + (/ Q(S)Ux(s)dsa%) + Pl/ ‘I)/ U dydx
L2 0 0

0

l T l T
+;01\/0 (I)/O f?,dyd$+p1/0 f2/0 ¢dyd$—5(97¢z)p:Pz(f47¢)L2,

o que implica em

[e') l x
b2, = p2||\11||%2+p2(\1/,f3>p—< / g(s)nx<s>ds,wx) — / o / T dy da
0 L2 0 0

l x l T
—pl/ <I>/ f3dydx —pl/ f2/ wdyder(S(@ﬂ/Jx)Lz +;02(f47¢),;2-
o Jo 0 0
(4.125)
Tomando a parte real de (#.125) e usando Rez < |z| seguida da Desigualdade Triangular,

l T
/ <I>/ W dy dx
0 0

bl < pall W2 + 2 | (. £2) o] + \( / g<s>m<s>ds,wx>
+ 5‘(9’¢I)L2| + P2 }(f4’¢>L2‘ :

l x l x
/CD/ fadydx /fQ/ W) dy de
0 0 0 0
(4.126)

Mas, veja que aplicando a Desigualdade de Holder duas vezes, € possivel fazer a seguinte

resulta que

+ p1

LQ

+p1 + p1
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estimativa,

l T
/ CI>/ W dy dx
0 0

Empregando este mesmo argumento e usando as desigualdades de Cauchy-Schwarz e Poincaré

em (4.126), segue que

blallie < pallWlZe + palll Wl el ol 2 + v/ Bollmll o garay el 2 + palll @l g 19| 2+

P1

l l l
<o 10 [ 1wldyde < pi O [ 0] de < o
0 0 0

PRl Ml fsall 2 + o8l foll ool o+ 01Ol 2 100zl 2 + p2lll fall 2 1 o

IN

P2l 1132 + V/Bollnll pa aray el 2+ pallI® | Wl 2 + SU100 | el 2

|2t 2yl
Voo Vb

Aplicando a Desigualdade de Young com € = b /4, pode-se obter

[E 32, 1034, -

_ bo b b
bllvalze < poll¥lZ + 3”””%3(1{3) + lalze + ol 2Pl 2 + 1Yl

o . (4.127)
521 2/ml>  2./pal
+—= ||9 ||L2 [ \/— \/— ”F“HlHUHHl
Usando o Lema[t.9] vem que a desigualdade (4.127) pode ser reescrita como
b 2 2
Sl = p2llWllze + prl[ @] 2] V]2
(4.128)

2\/_l2 2\/_l (52l261+boC1
Vi VbE b b

Para €; > 0, aplicando a Desigualdade de Young em (#.128) com ¢ = £1p; /4, vem que

[E 32, [1U 30,

b p1l? 51/?1
A

2/pl%  2y/pal  8%%c; by
[f VPE 4 S8 B0 U

Vi VBB
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Finalmente, usando o Lema [.11]

b €1P1 p1l?cs 1 L
Sl < SO + e+ 22| IFI, 101, I
€1P2

¢
i CSJrPl 3

o }||F||H1||U||Hl||sox+wnm

BEN/RE L2 15W b 2
\/_ \/_ ~C1 X o~01 Foes+ p1L-cs
\/_ \/_ b b €102

e ainda, da Desigualdade Young com ¢ = 5/ 4

1 0, 10134,

pilPes 3 3
2| 11 1 s + s

€1ﬂl|

; j
il < 22O + J0uls + ot 2

202 2 [ (52l201 bocy pil’cs 1 pil?cs 2
[f VPR T B 20 D) 0

\/_ \/_ b b e €102

o que implica em

Bl 12 2 pilPcs
bl[thellze < e1p1]|P||72 +4 |3+
€1P2

1 1
} VEIL 012, s + 4]

201 2/pal 62l201 bocy pilPcs 1 pil?es 2
[v* VP2 I + 3+ +3Gy%&m> 1F |3, 1U 13, -

Vo \/— b b O e

Mais precisamente, o Lema[d.12]fica provado com ¢, dada por

20/ml2 2Pl 82%¢; b Pe; 1 2c3\’
_4[\/_ \/_ 61+001+3+p1 C3+Z(C3+P€1p03>]_
102

Vb \/ b b E1p2

Neste instante, faz-se necessdrio introduzir a relacio entre os coeficientes do
sistema que implicam na estabilidade exponencial da solucdo. Para tanto, denote por x a se-
guinte diferenca

_P_ P2 (4.129)

k b’

e observe que xy = 0 implica na igualdade de velocidade de propagagdo de ondas, a saber
Pr_ Pz (4.130)

Lema 4.13. Sejam A € R e U € D(A;) a solucdo da equacdo resolvente (#.104). Se g satisfaz

4.7), entdo para cada 5 positivo existe uma constante cs (dependendo de ¢, e €3) positiva tal
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que
klloa +¢l72 < 2bIx| | (Pa, @) o] + (61 + €2)pi |72 + 5l Fllag, [Ully,

onde ¢, € a constante dada no Lema e x foi definido em {#.129).

Demonstracdo. Considere inicialmente o produto interno de (#.108) com ¢, + 1 em L?(0,1),
isto €,
0

L2

Apa(, 0 + 1), (me b [ o ats) s+ w)

L2

+kH(10:6 + ¢Hi2 + 5(9:1:7 P + w)LQ = p2(f47 Pa + w)Lz

Integrando por partes, vem que

Moa(T, o0 +10) 0 + (sz i / 9(5)12(5) ds, (00 + wu)

~
=:1y

+kllor + )72 + 0(0as 0o +©) 1o = p2(f1s 02 + V) 1

L (4.131)

Contudo, note que a igualdade (@.106) fornece k(p, + 1), = iAp1® — p1 f2, consequentemente

I = %(&/wr/oog(S)nm(S) ds, iAp1® —Plf2) = Mpl (Y2 ®) 15
0

L2

O g, 1), - 00 ([ somase) ~2(["someis) .

mas, de (4.107) segue que

IApib b b pib
Z pl (%7 ) = _%(‘Ijz+f3,xaq))L2 = _%(\I]xaq)) n (f3,:v>q))L2
Desta forma, pode-se escrever
b pib b
Iy = _%(%7@) A (f37$7q))L2 - %(wmh)m

(4.132)

S22 sty @)L2 ([ semtsras f)
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Usando (4.132)) em (@.131)), resulta que

b b ;
ZAPZ(‘IJ, P + w)LQJ_%(\ny (I))LQ - %(f&x; (I))L2 _ %(wx’ f2)L2
s
\ - N
_M(/ 9(s)1a(s) ds,(I)) _ﬂ</ 9()n.(s) dS,fz) (4.133)
N k 0 LQJ k 0 L2

~

=:Ig
+k|]gom + wH%Q + 5(917 P + ¢)L2 = P2 (f47 P + w)]ﬁ

Fazendo uso das identidades (@.103) e (¢.107)), vem que

Iy = —po (\117 i)‘@w)Lz — P2 (\Ija iA¢)L2 = —p2 (\Ija P, + fl,x)L2 — P2 (1117 v+ fS)L2

= pQ(‘I](E7(I))L2 - p2(\I’7f1,w)L2 - p2H\II||%2 - 102<\Ij7f3)L2

Por outro lado, integrando por partes e usando a igualdade (4.110)), obtém-se

I — % (/OOO g(s)idn(s) ds, <I>$> = % (/OOO 9(s)[¥ —ns(s) + fo(s)]ds, <I>x) B
= 2w, 2 ([T ae) 0 [Cone s

p1bo P1 o p1
— —T(\Pm,@)LQ - Z(/o g (s)n(s) d8,®)L2 — Z( s) fo,.(s) ds <I>>L2.

Com isto, ao substituir I5 e /g em (@.133)), vem que

b b
P2 (\I[x?®)L2 - /O2(\Ija fl,z)LQ - IO2H\IJH%2 - pZ(\Ila fS)Lz - %(\I}xa (I))LQ - %(f?),xa (I))LQ

_%</ Q(S)Um(S)ds,f2> + Eller + 0 lze +0(0n 00 +9) 2 = p2(fi 00 + ) s
0 L?
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ou melhor, lembrando que b=0b— bg, tem-se

[ p1b

b
P2 — ?:| (\I]xa (I))LQ - pQ(\Ija fl,x)LQ - pQH\DH%Z — P2 (\Ij’ f3)L2 o %(f:},x, (I))LQ

2 ) - ([ demase) B [Tan )

_%(/ 9(8)n2(5) ds,f2) +klles +IIL2 + 0 (00 o+ ) o = p2(fa 00 +0) o
0 L2

Além disto, observando a definicdo de y em (4.129), pode-se reescrever a identidade acima

como

;
k‘“(pm + w”%ﬁ = bX(\I/fm (I))L2 + p2||\1[||%2 + pQ(\Ijv fl,;t + f3)L2 + %(f&xa Q))L2
B 00 o)
PO ) / J(S)mls)ds,®) + 2 / 9(5)fou(s)ds,®)  (4.134)
k L k 0 L2 k 0 L2

+& (/ 9(3)%(3) d$>f2> _5(936’@90_‘_#})[/2 +/02(f4a90x+77b)[/2'
k\J, L

Finalmente, tomando a parte real de (4.134)), usando que para todo niimero complexo z vale que

Re z < |z| e em seguida aplicando a Desigualdade Triangular, resulta que

ko + 072 < bIx||[(Wa, @) o] + o2l P17 + 6 | (02, 00 + ) |

+% </0 g/(S)nx<S) d87(1))L2 T P2 ‘(\Il7f1,x +f3)L2‘
P1 > P1 0
2 ([Casaase) Lo ([Taomoisn )

b b
+% (fS,xa(I))LQ‘ + % |(wx7f2)L2| +p2 }(f4>90:t +¢)L2‘ :

Além disso, utilizando a Desigualdade de Cauchy-Schwarz e os argumentos empregados em
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(4.118) e @.119), segue que

klow + 972 < bxI[(Pa, @) o | + p2llZ2 + 61162 r2ll s + ¥l 12

p1/9(0) ([, 2
L (/ —9<S>Hn<s>|lizds) 191122 + Pl 2| fre + Sl 2

P1\/_ /)1\/_

P1b
5 Wollz 1@l e + ===l sz [l f2ll 22 + == [ foll ol 2l 2

p1b
H¢x||L2||f2||L2 + pall fall p2llpe + 9l 12

IA

DX [ (W, @) | + 22l IIZ2 + 010l 2 [l 0z + Wl 2

AT ( / T g ()ln(s) 2 ds)% ]

) [2\/,0—2 NGO 2\/p_k1\/z

B+ = 1l 10

Aplicando o Lema[.T1] resulta que

kloe + ¥l < BT |(Pa, @) 1| + esllF NG, MU, 190all 2 + sl Fll, 1013, 0w + 1l 2

p1v/9(0 < :
#o10.lallpe + e+ 2D ([T g @t zaas) 1l

NN CIEN O
VE k k s

N3 U 134,

(4.135)

Usando a Desigualdade de Young com € = b /2, pode-se obter a seguinte estimativa

1 1 C
el Ell3, U5, [l 2 < H%Hm +3; = P11

-2

portanto, de (4.133)) vem que
b T
ngpx + ¢\|i2 < b|X| |(\I]:v> (I))Lz‘ + 5”%”%? + C3HF||?2-L1||UH72-[1”9096 + wHL2

p1vg(0) ([ :
ol el + 0l + 2YED ([T gtz as) o

2\/p2 2y/pivbo 2\/01\/Z
+ + +
Vk k k

1, 1T 3¢, -
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Agora, veja que ao usar o Lema[.12] obtém-se

€101 C4 3 3
Klos + 015 < bl | (War @) o] + 222 N@NE + |5+ o] IF 12,013, e + 12

1

pv/90) ([, 2
+00z| 2|0z + Ul 12 + IT (/0 —4'(s)In(s)I7» dS) D]l 12

2 2 b 2 /mVb 3
+[*/E+ \/;)_1\/_o+\/;)_1 T

Cq
— | ||F U
N =+t 4 S Pl U

Fazendo uso mais uma vez da Desigualdade de Young com ¢ = k/4 e usando o Lema

pode-se obter

p 9(0 < 2
s + vl < 0l (02, 2) o+ S0l + 2V I ([T gl ds) ol

2

2 2 /pvhe  2pVb 2 1 2§
+[\/@+ vevh 2y tatr e S (Fre) + 2

N ; R 1E g, 1,

Por fim, usando Young com &5, > 0 e 0 Lema4.10 vem que

2 2 /pivh  2vpiVb
(81+82)p1||®H%2+|: \/E+ \/m\/_0+ \/m

k
Flee + 005 < BxI[ (Vs @) | + N - !

L e 2 0a mg( )
oF — F U
o + 2h + 2 + k (2 + 03) T k + ok | Hm” ”Hu

ou ainda,

klos +¥lze < 201X [(Wa, @) 1| + (61 +e2) o1 RN + 5[ Fllgg, 1T 54,

onde
2 2 /vl 2v/pVb 2 1 2 52 0
G _ 2P | m¢_0+m +63+C_§+C_4+_<%+03)+£+p19()_
2 Vk k k 2% 2 k\2 ko eak?
Isto conclui a prova do Lema[.13] [

Lema 4.14. Sejam A € R e U € D(A,) a solugdo da equagao resolvente @.104). Entdo, existe

uma constante cg positiva tal que

pill@lze < 4kl @z + PlILe + coll Flla, 1U 1, -
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Demonstracdo. Considere o produto interno de (#.106) com ¢ em L*(0,1), ou seja,
(A1 ® = k(o 4+ ©)as ) 12 = A1 (P, 0) 12 — k(02 +1)es @) 12 = P1(f25©) -
Integrando por partes e notando que (¢, +1)(0) = (@, +¥)(1) = 0, obtém-se
A1 (P,0) o+ K (0 + U 02) 1o = p1(f2:0) 1o (4.136)
Contudo, observe que a identidade permite escrever
M1 (D, 0) o = —p1 (@ iNg) 1, = —p1 (2, + f1) ,, = —pul @72 — p1 (D, f1) 1
consequentemente, em (4.136) obtém-se que
—pl|®)72 — p1(®, f1) 1o + k(00 + ¥, 02) 1o = p1(f2, ©) 121
ou melhor, somando e subtraindo v, tem-se
p1H®H%? =N (CI), fl)LQ + ko + wu%2 - k(@x + ¢>¢)L2 — p1 (fz: SO)LQ- (4.137)

Assim, tomando a parte real da identidade (4.137), usando que Rez < |z| e em seguida a
Desigualdade Triangular, resulta que

prl| @172 < o1 |(@, 1) o] + Kllga +DNT2 + k| (02 +0,0) o] + o1 | (f2r0) 1] -
Mais ainda, das desigualdades de Cauchy-Schwarz e Poincaré, vem que
pul@lIZ: < pulll @l 2l frallze + Kllow + @72 + Elllow + Dl 2 ¥l 2 + pilll foll z2llall 2

Somando e subtraindo ) e f3 nas parcelas convenientes, usando a Desigualdade Triangular,

segue que

pill@lze < plll@ll el fre + foll 2 + o1l 2 [l foall 2 + Kl + 1172

+hllloe + Dl 2 [10all 2 + prlll foll 20w + M2 + o1l foll 21l 2

2 pll 2 pll2
< Hllpe + 0l e+ sl | 22+ 20 11,
Usando a Desigualdade de Young com ¢ = k/2, obtém-se
3k ki? 2yl 2y/pil?
prll@f3: < 7||%+wr|%2+7||¢m||%2+[ et | Ul
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Aplicando o Lema come; = b /kl?, resulta a seguinte estimativa

3k P1 ]{ZZQC4 1 1
ool < —rm+w|@2+—u@\|%2+WuFHMUHm%+wuL2

RN NN
E

ou ainda, usando mais uma vez a Desigualdade de Young com ¢ = k/2, vem que

1 IE 51U

2/pil 2\/—52 N 204 N ki'c;
i NG 802

[ 13 U 134,

P1
Ellq)lliz < 2kl + Y72 +

Mais precisamente, tem-se
pill®lZe < 4kllpa + ¢lIL2 + ol Fllag, U1l
onde,

Ll | AP | Ko | KIG
VE NG b 42

Ceg —
[ |

Teorema 4.15. Seja g uma funcdo que satisfaz A.7). Se x = 0, entdo o Cy-semigrupo de

Aqt

contragoes S(t) = e™! associado ao sistema Timoshenko com historia e Lei de Fourier é

exponencialmente estdvel.

Demonstragdo. A prova serd realizada mediante caracterizacdo oferecida pelo Teorema de
Priiss (veja Teorema [2.72)). Com efeito, usando a desigualdade (.113)), obtém-se

U5, = pull @7 + o2l Wl72 + b7z + Ellpo + ¥l + pslOllZ: + InllZ:

< pull@lZe + pallWlZ2 + bllvollz: + kllew + ¥lZe + 2l Flly, U]l

Aplicando o Lemal4.11] vem que

1 1 1 1
U3, < pull @l + esllF I3, U3, 19l 2 + esl FIG, MU, e + ¢l 2
H0llvz 72 + Ellps + lI72 + [c2 + s [Fllgy, [|U ]|, -

(4.138)

Utilizando a Desigualdade de Young com ¢ = be posteriormente com € = k, pode-se obter,

respectivamente

1 1 - c2
sl F2 U3, 1]l 2 < bllvbaliZ2 + 4_%||F||H1HUHH17 (4.139)
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1 1 c?
sl FIZ N0 e + Yl e < kllgs + 072 + ﬁ”FH?h”UHHl‘ (4.140)

Substituindo (#.139)-.140) em @.138), resulta que

2 2
018, < pall @I + 28l + 26pn + 6l + eaea+ 2 4 2 1 10T,

Utilizando o Lema[4.12] pode-se escrever

1 1
0I5, < pll@l7e + 2e000)|@l17 + 2eal| FlI3, U, les + 1l 2
2 2

#2hlls + 0l + [aateat D 52| 1L WU,

Aplicando novamente a Desigualdade de Young com ¢ = k, segue que

U3, < pil@l7e + 2e10 19117 + 3kl 0o + ¥ 72

2 2 2
+F+@+E+E+m+ MNMWMﬁ

além disso, do Lema[.14] resulta que

U3, < T7kllos+ 72 + 2e1p1]| @72

(4.141)

2

Plota+ B8 oo+ % ] 1Pl TN
2 3 45 Ak 4 L 6 Hi Hie

Observe que o Lema4.13| fornece
Tkllw + 9ll72 < 14bIX| [(V0, @) o] + T(er + 2)pi | @172 + Tes | Fllyy, 101y, (4.142)
para quaisquer £1, £, > 0. Logo, substituindo (¢.142)) em {.14T])), obtém-se

1UN5, < 14bIx| |(Pa, @) o] + (91 + Te2)pu ]| @122
2 2 2

tleatet Do et Lot Ten| 181 [0,

Usando que p ||®||7. < ||U]|3,,, escolhendo £ = 1/36 e 5 = 1/28, segue que

2 2 2
—HUHHl < 14b|x| | (o, @) | + [CQ +o3+ @ + 2420+ 2 4o+ 7%} IF 2, 1U ||, -

4k k
(4.143)
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Usando a hipotese x = 0,resulta que

1 2 C§ Cg 0121
SN0, < c2+c3+4—5+ﬂ+2c4+z+c6+7(:5 [ E 3, 11U Ml

mais ainda, ao aplicar a Desigualdade de Young com ¢ = 1/4, obtém-se

1 2 G & ’ 2
ZHUHHIS CQ+63+E+4—I€+QC4+E+CG+7C5 ||F||q,_[1

Portanto, conclui-se que existe uma constante positiva c tal que ||U||,,, < c[[F||4,, onde

2 c
c=2 62+03+E+E+204+E+06+7c5 ,

com U € D(A;) a solugdo da equagio resolvente (iA\] — A;)U = F. Consequentemente, vem
que
[GAT = A) " Flly, < cl|Flly. VF € H.

portanto, tem-se que para qualquer A real

<c

9

||(i)‘] - Al)_ch(Hl)

e ainda

lim sup H(MI — A < 0. (4.144)

Alo0 ) e

Finalmente, aplicando a propriedade obtida em (.144) e o Lemal.7]ao Teorema de Priiss (veja
Teorema [2.72)) segue que o semigrupo S(t) = e é exponencialmente estével, isto €, existem

constantes o« > 0 e M > 1 satisfazendo
IS ey = €™l ppry < Me™, £>0, (4.145)

como desejado. |

Nesta parte da secao serd demonstrado que a igualdade de velocidade de pro-
pagacdo de ondas € uma condi¢do necessaria para que o semigrupo associado ao problema
(4.1)-(4.3) seja exponencialmente estdvel. Para tal propdsito, um resultado auxiliar apresentado

originalmente em [17] serd muito util, a saber.

Lema 4.16. Suponha que g satisfaz as condicoes (4.7)). Entdo, existe uma constante ¢ > 0 tal

‘/\/ g(s)e ™ ds
0

que

<c

Y

para todo \ > 0.
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Demonstragdo. Note inicialmente que

o0

/ g(s)e ™ ds = / g(s)ei’\sds+/ g(s)e ¥ ds
0 0 T

A

N

k]

= / g(s)e™% ds + 5/ g(s)e™™ ds + 5/ g(s)e™™ ds
0

i

>3

(4.146)
Lembrando que ¢™ = —1, pode-se escrever
1 00 ) T 00 ) 1 00 )
- g(s)e™ ™ ds = & g(s)e ™ ds = —= g(s)e” =N g,
2 )z 2 J= 2 Jx
A A A
e ainda, fazendo a mudanca de varidvel u = s — /A, vem que
1 > —iAs 1 OO —iAu
5 g(s)e ¥ ds = —3 g(u+m/X)e " du. (4.147)
z 0
A

Substituindo @.147)) em {.146), resulta que

0 ' by ‘ 1 . ‘ ) - |
/ g(S)e_’LAS ds = /A 9(3)6_1/\5 ds —+ 5 / g(s)e—w\s ds — 5 / g(s + ﬂ_/)\)e—z)\s dS,
0 0 X 0

ou entdo, escrevendo

™

_1/ g(s+7r/)\)@—usd3:_1/*g<3+w/)\)6—msd3_1/ g(s +m/X)e ™ ds,
2 Jo 2 Jo 9 x
tem-se

o0 4 X . 1 [3 .
/ g(s)e ™ ds = /A g(s)e ™ ds — 3 /A g(s+m/X)e ¥ ds
0 0

0
(4.148)

_%/00 e [g(s+7/X) — g(s)] ds.

jus

A

A partir deste instante inicia-se estimativas para os termos apresentados a direita da expressao
(4.148), para tanto, defina inicialmente a fungéo

G(A) = sup Vsg(s).

5€(0,%)

Com isto em mente, usando propriedades de integrais e que g € positiva, segue que

[ seas) < [Fosras= [ LIPS

>3
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Da definicao de (; resulta que

Cids 1 B s
/0 g(s)e ™ ds §<1(A)/0 %ds—%l()\)\/; (4.149)

Por fim, veja que como g é decrescente e que s — +/s é crescente, vem que

G < \/§g(0). (4.150)

Usando (@.150)) em (#.149)), pode-se obter a estimativa

>

™ ‘ 9
/Ag(s)eﬂ)‘s as| < 2790 4.151)
O A
Analogamente, defina
G2(A) = sup Vsg(s+m/)),
s€(0,%)
e note que
T
GO < \g g(7/N)- (4.152)

Assim, usando propriedades de integrais, pode-se escrever

S/Ogg(s%—ﬂ/)\)ds:/og ﬁg(i}g”m ds,

/A g(s+m/N)e " ds

0

ou ainda,

g —1iAS § 1 — &
/O g(s+m/X)e M ds §<2(A)/0 %ds_%g()\)\/; (4.153)

Fazendo uso da majoragdo (4.152)) em (.153), segue que

/Ag(s—{—w/)\)e_i’\s ds| < M (4.154)
0

Finalmente o ultimo termo de (4.148)) sera analisado. Utilizando propriedades de integrais,

pOdC-SC escrever

3

/OO e~ [g(s + 7r//\) — g(s)} ds

A

< [roo lg(s+7/X) — g(s)] ds, (4.155)

A

mas devido as condicdes (4.7), tem-se que g é decrescente, portanto, como A > 0,

l9(s+7/X) —g(s)] = g(s) —g(s +7/X).
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Assim (4.155)) pode ser reescrito como

/OO e ™ [g(s+7/X) —g(s)] ds

< /00 g(s)ds — /Oog(s +7r/)\) ds. (4.156)

>3

Todavia, fazendo a substituicdo de varidvel u = s + 7w/, vem que

~ [otsrmnyas=— [ g (4.157)

™

A A

Consequentemente, substituindo (4.157) em (4.156)) e usando que A > 0,

< [Catsrds— [ ats)ds - / " g(s)ds.

A A

/:O e i [g(s + 7r/)\) — g(s)] ds

Considere u = \s, assim

logo,

3

< %/ﬂ Wg(s/)\) ds.

Usando, por fim, a hipétese ¢'(s) < —k19(s), chega-se que

/OO e ™ [g(s+m/\) — g(s)] ds

A

o0

e~ [g(s+7/X) —g(s)] ds !

< —)\Lkl/Tr Wg'(s/)\) ds = —)\—kl[g(Zﬂ/)\) —g(m/N)]
(4.158)

Desta forma, multiplicando (4.148) por A, tomando o mddulo e usando a Desigualdade Trian-

o

gular, segue que

%/A g(s+m/X)e ™ ds

0

i : X ,
‘)\/ g(s)e ™ ds| < )\/ g(s)e ™ ds| +
0 0

%/;Oe_m [g(s +7/X) — g(s)] ds| .

+

Usando as estimativas (.151]), (4.154) e (4.158), vem que

‘)\/ g(s)e ™ ds
0

T 2rg(m/A
2 gA(O) . g(A/ )_%;ﬁ [g(2m/2) — g(m/N)]

< A

< 2mg(0) + wg(m/N) — 2%:1[9(2%/)\) —g(m/N)].
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Consequentemente, veja que

lim ‘)\/ g(s)e” ™ ds| < 3mg(0),
0

A—00

assim, o resultado segue. [ |

A versdo original do Lema foi provada por Rivera & Sare e pode ser
encontrada em [17]. Embora a demonstra¢do recém exibida tenha utilizado as mesmas ideias
que a dos autores apontados, adaptacdes foram feitas buscando manter a proposta dita no inicio
do capitulo, remover hipéteses da fungdo nicleo de memoria g.

Com isto, tem-se o seguinte resultado.

Teorema 4.17. Seja g uma funcdo que satisfaz 7). Se o Cy-semigrupo de contragdes
S(t) = et associado ao sistema Timoshenko com histéria e Lei de Fourier é exponencialmente

estdvel, entdo x = 0.

Demonstracdo. A prova seguird ao observar que o segundo item do Teorema de Priiss (veja
Teorema [2.72)) ndo se verifica quando

pP1 P2
== _ . 4.15
X=7 b #0 (4.159)

Mais especificamente, serd provado que (4.159) implica em

limsup [|(iAI — Al)ich(Hl) = 0.

[A] =00

Para isso, basta mostrar que existe uma sequéncia de nimeros reais {\, },ecy tal que

lim |\,| = oo,
[n]—o0

e uma sequéncia ndo nula e limitada £, = (f}, f2, f3, f4 f5, f5) € H, com

lim ||(i)\n] — Al)_an”H1 = 00.

n—oo

Desta forma, para cada n € N considere
nmx
E, = <O, pfl cos (T) ,0,0,0, 0),
—_———
=2
Mediante a continuidade da fungdo cosseno, tem-se que f2 € L?(0,1). Mais ainda, note que

! "1 nwT l nray |
2(1) do = / - ) de =
/0 fi(z)dx o c0s< 7 ) x o sen( 7 >

0

=0,




ou seja, f2 € L2(0,1). Além disto, usando as identidades trigonométricas

1 1

cos?(u) = = + = cos(2u) e sen’(u) = = — = cos(2u),

2 2 2 2

pode-se obter

nmtx

l 1 l
1Bl = il = o [ 1£2@P de = [ cost (") da
0 P Jo

|
2p1’

90

(4.160)

isto é, F,, é uma sequéncia limitada em H;. Por outro lado, note que iR C p(A;) independen-

temente de (4.159), por isso, para cada n € N existe um tnico U,, € D(A;) solugdo de

(iMeI — AU, = F,.

Em termos de suas componentes, a solugdo U,, de (4.161) satisfaz

IAnon — P, =0,
ZAnplq)n - k‘pn,xm - k¢n,:c = COSs <¥) s

ZAan‘Ijn - Ewn,x:r - / g(S)Un,xx(S) dS + k@n,m + kwn + 59n,x = O,
0

Z)\npden - Ben,mc + 5\Ijn,x = 07

Multiplicando a identidade (#167) por €™, pode-se obter
d iAns - TAnS iAns iAns
d—(nne n ) :z)\nnne " +77n’56 nY = \Ifne "o,
s

Integrando de 0 a s, vem que

nn(s)ew‘"s = \I/n/ S s = .\I;\_”(eikns B 1)’
0

LAn

ou seja,
v,

= Y (1 — e_i)‘”s), s> 0.

Nn(5)

(4.161)

(4.162)

(4.163)

(4.164)

(4.165)

(4.166)

(4.167)

(4.168)

Usando (#.162), (@.164) e (4.168)) nas identidades (4.163)), (4.163)) e (#.166) e, lembrando que

b = b — by, segue que a solugio de [@#.I161) satisfaz

nmwx

- )‘2/919% - k@n,m — kwn,x = COS (T> )

(4.169)
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—ﬁmwwwwm+/ G(5)e= P ds iy o+ Kpnn + Kty + 00 =0, (4.170)
0

A3t — B0nz0 + iAo =0, (4.171)

Devido as condi¢des de fronteira, pressupde-se que

on(x) = A, cos (#) ,

nmx

tn(x) = B, sen (T) :

nmx
On(x) = C,, cos (T> :
onde A,, B, e C,, serdo determinados na sequéncia. Entdo, substituindo ¢,,, 1, € 6,, em (4.169))-
(4.17T)) observa-se que obter a solugdo do sistema ([@.162)-.167) é equivalente a encontrar

solucdes A,,, B, e C,, para o sistema

{—)\im +k (?)2} A, —k (%) B, =1, 4.172)

—k (”l—”) A, + {—Aipz +b (2—”)2 - (”l—”)Q /OO g(s)e= ds + k] B, — 6 (”l—”) C, =0,
" (4.173)

nm

iN,6 ( l ) B, + {any, +3 (?)2} C, = 0. (4.174)

Seja d um nimero real ndo nulo que serd fixado posteriormente e considere {\, },,en como a

seguinte sequéncia de nimeros reais positivos

k onm\2  d]? L di?
A (o R > 7
{Pl<l> Pl] R

Ay = 4.175)
a

0 se n?< .
k2

Com isto, garante-se que |\,| — oco. Desta forma, para n> > di?/kn?, a igualdade

pode ser reformulada como
dA, — k (?) B, =1,

d 1 l

Utilizando a defini¢cdo de \,, vem que

(T)z _ P %, 4.177)

€ consequentemente,
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consequentemente, da identidade pode-se obter que

iAnd nm iAnd nm
Cn == — — ) Bn =~ = — (— ) Bn. 4.178
anngﬂ(”l—“)z(l) an3+ﬂﬂ+ki+%<z) ( )

Substituindo @.176) em @.178)), vem que

Cp = —- ndd i _ (4.179)
iAnpsk + Bpi A2 + Bd iAnpsk + Bpi A2 + Bd

Usando novamente (4.177)), a identidade (4.173)) pode ser reescrita como

2 P, é _ P, é = —iAns
[ )\p2+b< ? +k:) < ? +k i g(s)e ds+ k| B,

_k(1>‘4 _5<z>0 =0

ou ainda

2 2 o] 00
|: )\i 2 + plz)\ pl)\ / g —z)\ns dS _ %/ g(s)e—iAnS dS + k{| Bn
0 0

e

Substituindo as expressdes (#.176) e (@.179) em (4.130), segue que

bA2  bd A2 [ , d [ , d (1
[ A2 pg 4 2 PO 22 pl—"/ g(s)e s ds — —/ g(s)e s ds + k] — —) A,
0 0 k \nm

(4.180)

k k k k

P2 bd A2 /°° L d /°° L 1/ 1
o _)\2 n o n [ nsd - 7 "sd /{ - o
{ P2+ ? + - v g(s)e s= v i g(s)e s+ i =

iA02d nm i, 02 nm
B IS KT P NG
l iAnpsk + Bp1A2 + Bd \ iAnpsk + BpiA2 + Bd \ 1
Multiplicando a igualdade anterior por k (%), obtém-se

2 oo o0 2
b A2 + b_d — %/ g(s)e s ds — g/ g(s)e s ds 4 k — @ —k+EK,| dA,
k k 0 k 0 d

bd  pA2 [ ‘ d [* -
N n/ g(s)ewsds_—/ g(s)e " ds + k + kK,
]{7 k 0 k 0
(4.181)

onde

iAp 02 (mr>2 '

_ " _(or (4.182)
iAnpsk + Bp1 A% + Bd
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k
Uma vez que, por hipétese, x # 0, considere d = % Com isto, segue que
X

Plk)\i _

0.
d

bx A2 —

Por conseguinte, tem-se que (#.181)) se resume a

bd N2 [ - d [~ '
|:_ . P17\, / g(s)efz)\ns ds — _/ g(s>€71)\ns ds + kK, dAn
0 0

k k k
bd A2 [ - d [~ :
= by + — — o1 / g(s)e ™ ds — —/ g(s)e 5 ds + k + kK,
k k Jo k Jo
ou ainda,
P,dA, = bei + k 4+ P,
onde

bd A2 [ . d [* -
P, ==— ’01—”/ g(s)e % ds — —/ g(s)e ™ ds + kK.
k k 0 k 0

Por outro lado, observe que

oo kKL iX 0%k (2m)? L i8N+ d) i
11m = ~ — = - = = = —=,
noeo Ay neoo ) [angkz + Bp1A2 + Bd} n=00 i\,psk + B A2+ Bd S
(4.183)
isto €, existe uma constante c; > 0 tal que
k| K
||>\ T' <cz, VneN. (4.184)

Afirma-se que o subconjunto dos naturais dado por
N={neN | P,#0en®>d*/kr*}

contém infinitos elementos. Com efeito, se P, # 0 para apenas um nimero finito de n’s, vem

que existe um ny € N tal que n > n( implica em

d 2 oo ) oo .
k k: 0 k 0

Além disso, se n > ng e n? > di?/kr?, entdo

P, bd pixn [ —iA d /Oo —iX kK
- — tAnS Jg tAns d = 0. 4.185
. k /0 g(s)e S ), g(s)e s+ " ( )
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Por outro lado, usando as desigualdades Triangular e para integrais, pode-se obter

bd d [* bld|  bold|
- 1 nSd < _ e
T, k:/\n/o 9(s)e S‘ =l TR
isto €,
. bd d x —idns g
nIEEO s /0 g(s)e ds = 0. (4.186)

Consequentemente, usando (@.183)), (@.186) e (4.183),vem que

An [ , 62
lim — 2 / g(s)e s ds = _ZT,
0 5

n—o00 k

ou equivalentemente,

ikd?
P13
A expressdo (4.187) deve ser satisfeita para qualquer fungéo g que respeita as hipéteses (@.7),

lim A, / g(s)e ™ ds = (4.187)
0

n—0o0

particularmente para

com « € R tal que o > 1/b. Assim, se g(s) = e~**, entdo

00 A oo ] —(a+idp)s —(oFiAp)s 1
/ g(S)e_l/\"s ds = / e—(a-i—z)\n)s ds = lim 6— — lim € - — - ,
0 0 s—=0 a4+ 1\, s—oo (o + 1A\, o+ i\,

portanto,

lim A, / g(s)e™ ™ ds = lim = —i. (4.188)
0

Da positividade das constantes k, p1, 3, segue que (@#.188) contradiz @.187). Logo, N’ possui
infinitos elementos.
Com isso em mente, vem que para n € N, o coeficiente A,, é dado por

B O R A O S A |

An P.d Pd  P.d d

Como consequéncia, afirma-se que existe uma constante cg > 0 tal que

P,
"<y, VYneN. (4.189)

n

Com efeito, da Desigualdade Triangular vem que

b,

An

> iy bold|  K|K,|
)\n/ g(s)ens ds‘ + + :
0 KAl [An]

A existéncia da constante s segue de forma imediata ao aplicar o Lema .16 utilizar (4.184) e

bld| P1
Sl E
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observar que

. bld] | bold]
lim — 4+ —— =0.
we K] kDA
Portanto, tem-se da Desigualdade Triangular Inversa que
b2 + k 1
Al > | A58 ]
iz P i
além disso, (4.189) permite escrever |P,| < cs|\,|, logo
bxA\2 +k 1
csld[[Aa] - |d]

Aplicando mais uma vez a Desigualdade Triangular Inversa, segue que

bxyN2| -k 1 b|x k 1
|An‘2¥__:|)‘n’(’|_ 2 )
csld[[An]  |d] csld]  cs|d[AY [d][ A

Uma vez que

li i + !
1m =
e cJdXE T

0,
segue que para todo € > 0, existe n; € N’ tal que se n > nq, entdo

k . 1 -
€.
cs|d|A7 |d][An]

Particularmente, escolhendo € = b|x|/2cs|d| > 0, resulta que para n € N’ com n > n4, entéo
14| > c|Anl, (4.190)
onde ¢ = b|x|/2¢s|d|. Finalmente, lembrando que ®,, = i\, v, pode-se obter

nmwx

! 3 ! 3
100, = Vol = v ( [ @B ) = v [ eot (M) ar)
0 0
Fazendo uso da identidade trigonométrica 2 cos?(u) = 1 + cos(2u), vem que

Ul > V@ﬁu,ﬁlny.

Por conseguinte, utilizando a desigualdade (4.190) vem que para para n € N’ com n > n4, vale

. _ \/E\/Zc
1A — A1) Fllay = [Unlly, > TW!Z-
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Assim, visto que F}, € uma sequéncia limitada em H 1, resulta que

H(i)‘nl B Al)ianH?h

[ = A) 7| 0, = [Fl, o

finalizando a demonstragao. [ |

Com base nos teoremas {.15)e tem-se que a igualdade de velocidade de
propagacdo de ondas € uma condi¢do necessdria e suficiente para que a solu¢do do problema
possua decaimento exponencial. Assim, torna-se razodvel o questionamento em respeito ao
comportamento da solu¢do quando x # 0. A vista disso, na préxima se¢io serd provado que a
solu¢do do sistema decai na mesma taxa que uma funcao do tipo polinomial independentemente

de relacdes entre as constantes do sistema.

4.3 ESTABILIDADE POLINOMIAL

Nesta secdo serd provado que independentemente de relagdes entre os coe-
ficientes, o sistema de Timoshenko com histéria e Lei de Fourier € polinomialmente estivel.
Mais precisamente, para cada dado inicial Uy no dominio de A;, resultard que a solucio do sis-
tema garantida pelo Teorema [4.6|decai para zero com taxa 6tima 1/+/¢. A prova serd realizada
mediante a verificagdo do item (i) do Teorema de Borichev & Tomilov (veja Teorema [2.76).

Considere inicialmente a equagado resolvente
(1Al — AU = F, (4.191)

a qual, em termos de suas componentes pode ser escrita como

idp—®=f em H0,1), (4.192)
iAp1® — k(@s +1)s = prf2 em  L2(0,1), (4.193)
iMp— U =f; em H(0,I), (4.194)

iApa U — l;zﬁm — / 9(8)Nez(8) ds + k(pr + ) + 80, = pafs em LQ(O, 1), (4.195)
0

iAps0 — BOs + 0V, = psfs em  L2(0,1), (4.196)
ixg+n,—V=fs em L3(R* Hy(0,1)). (4.197)

Teorema 4.18. Seja g uma funcdo que satisfaz (A.7). Se x # 0, entdo o Cy-semigrupo de

Aqt

contracdes S(t) = e associado ao sistema Timoshenko com histéria e Lei de Fourier é

polinomialmente estdvel com taxa 6tima de decaimento 1/+/t.

Demonstragdo. Observe inicialmente que a desigualdade (#.143) é obtida independentemente

de relagdes entre os coeficientes do sistema, assim, tem-se que existe uma constante positiva c;
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tal que
U115, < erlxl | (P, @) o] + crllFllyg, U, (4.198)

onde c7 é dada por

2 & 22
c7:max{28b 202+203+—B+%+4c 4+ — 2 +206+14c5}

A partir deste momento, serdo feitas estimativas para o produto interno que encontra-se em
([@.198). Para tanto, observe que a identidade (#.196) fornece 6W, = —i\psh + (0.0 + psfs,

portanto

1, ~ A 3
(V@) o = 5 (N30 Bl 35, ®) 1o = =2 (0,8) 1+ 5 (020,®) o+ 2 (15,9
Integrando por partes e lembrando que 6, € H;(0,1), segue que
A =
(02 @) o = —2(6,9) ?(ez,cb )i+ 2 (£.9) (4.199)

Usando (@.193)), I; pode ser reescrito como

. k
b= 2(0,000) = £ (0. Ko )+ i) o = 5 (0 (0a + 000 1o+ (0. 12) o

integrando por partes, obtém-se

k
I =— g‘; (b 00+ 1) 10+ 226, 12) (4.200)

Por outro lado, da identidade #.192)), vem que ®, = iAp, — f1., consequentemente

Oﬂlmz

.A’v
e (N A P T (AR AT (W (4.201)

OqITI)z

Substituindo as expressdes (#.200) e (@.201) em (4.199), segue que

psk p 1
(\Dxa (I)>L2 = _%(91" Pz + ¢)L2 + 73(07 f2)L2 + T(emgpx)Lz

°'1|Qz

<9x7f1x)L2 %(fEJ?@)LQ?
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ou ainda, somando e subtraindo ) e f3 nos termos convenientes, tem-se

k A P\
(\Dx>q>)L2 = §3 (@u%‘“ﬂ)g 3<9a f2)L2+¥(9xa¢x+¢)L2 _¥(6‘xaw)1)2

OV.IQI
Oql%l

5O fra+ ) o = 5 00 i) o + B (5, 0) (4.202)

Por fim, considerando o médulo da identidade (4.202) e usando a Desigualdade Triangular, vem

que

psk

012’901‘ +,¢)L2|

+M gwyfl,x+f3)L2|+§|(9z’f3)L2|+ |<f5’ ) ‘

j
5 [

(9507 w) L2 ‘ + g
Aplicando as desigualdades de Cauchy-Schwarz e Poincaré, obtém-se

IAIB

P3/€ P3
(02, @) 0] < o Wellzaliee Wl + ZE 10N el foll e + 5= 10allpalliow + 4l

Wﬁl Bl
10l g2 llall L2 + = H%HLszl,x + fallze + S 10l fol 2

P3
+5 sl M2l

P3\/_ | ‘5 Wﬁl

102l 2| U ||, + 1021 21| U ]34, + 1021l 21U ||,
NG NG

IA

5 6l 2,/P3
+ =0l 2| F I3, + —=16all 2l Fll3g, + Fllp U |, -
w%” | 22l F']] 3 5\/1;” 22| F']] 5\/_|| 32, 11U

Usando a Desigualdade de Young com £/3, vem que

3P

€ 3p2k
[(0,0) o < SN0 + 1omas 6l + SNV, + = 100 152

4522

E U 2 =+ 3’)\|2ﬁ2l2

2
V1B, + 2 00

B el 2,/P3
=10l 2| F 3, + Oull 2| F g, + Fllau U,
MH 2l F [l 5f|| 2211 F [l 5f|| lae 10l

3p3k BAPE 3R

_ 2
= 5||U||7-L1+ 4e62p? 4252k 12620 10|72
s il NE
=10l 2 (| F'll3, + —= 0l 21 Fll30, + 12, 1U 134, -
e L e P Ly e T
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Aplicando novamente a Desigualdade de Young, porém, com £ = 1/2, resulta que

(e ®),u] < e+ 1 + 22 I,

Sl A S S s NPT
4622 4ed?k | 4ee2h | 20%k 22| U NET

Além disso, se |A| > 1 segue do Lema4.9|que

v
(2 @) | < Ul + 1Pl + 5 anqun [
3psk | 38 35 P PP
= = | |AI7|| F U
€ [4552p% 45(5216 + 45526 + 252k + 2526 ‘ | H H'H1H HH1

< ellUI, + 1F13, + esIAPIUF e, 1U ], (4.203)

onde

g =

2\/— e 3p2k N 362 3B 2 +52F
6/p1 4ed?p?  4ed?k - 4252 20%k 0 262h )

Usando (4.203)) em (4.198)), pode-se obter

1015, < ecrlxlUNG, + erXIF 15, + cserlxIAPIE g, 1Ullag, + ez Ellag, (UL, -

|A| > 1 vale

3
MU, < erlxlF g + [eserlx] + er] APl 1U ey

Aplicando Young com ¢ = 1/4 e usando que |A| > 1, vem que

1 2 2
SIU1By, < ernlIF s + [eserlx| + e WUIF I, < [erlid + (eserlid + )] NI,

eportanto,
2
1012, < 2 |erlxd + (eserll + en)°| INFIFIZ,.

Mais ainda, denotando por

2
=2 [C7|X\ + (eserlx| + er) } ,

resulta que existe uma constante positiva ¢ tal que ||U|l,;, < ¢|A?||F|,,, com U € D(4,)

solugdo da equagio resolvente (iAl — A;)U = F. Consequentemente, vem que

[GAL = A) 7 Flly, < AP|Flly. Y F €My,
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desde que |\| > 1. Mais precisamente, se |\| > 1 tem-se

| (iAI — A, < e\, (4.204)

~1
)
ou ainda, usando a Notacdo [2.75] pode-se se escrever (4.204) como
| (GA — Al)_lnﬁ(m) =O0(A), X — o0
Desta forma, aplicando o resultado de Borichev & Tomilov (veja Teorema [2.76]), obtém-se
Hs(t)Al_lu”Hl = O(t_1/2>7 t— 00, u € Hla

isto €, )
L IS@AT

t—00 t_1/2

:O, uEHl.

Da defini¢ao de limite no infinito, tem-se que para € = 1 existe ¢, > 0 tal que, se ¢t > ¢, entdo

-1
ISOAT e _

172 NENAS H1,

ou melhor,

1S (8) AT |5, < u € H.

1
\/%7
Para cada dado inicial Uy € D(A;), considere

AUy

U=,
1Toll peay

disto vem que se t > t(, entdo

1Uollpay

Vit

Com isto em mente, seja M = max {1, /o }. Assim, para ¢ € (0,o] tem-se

15 Uoll, <

MHUOHD(Al) < MHUOHD(Al)
Ve TVt

1S Vol < 1Uollpiayy <
Portanto, como M > 1, segue que

M| Uoll .
1S Up|lpy < ——n)

. t>0, 4.205
< 7i ( )

ou seja, semigrupo S(t) = e41* decai polinomialmente com taxa 1/+/%.

A partir deste instante, serd provado que a taxa 1/+/7 nio pode ser melhorada.
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De fato, suponha que existe um nimero v > 0 e alguma constante M > 0 tais que para todo

Up € D(4A)

MU
1S(6) Vo3, < m t>0. (4.206)

t7=

Visto que 0 € p(A;), vem que para cada Uy € D(A;) existe unico I’ € H; de tal forma que
AUy=F <+ Uy=A]'F (4.207)

Usando (4.207), segue que (#.206) pode ser reescrito como

MU,
||s<t>A;1F||Hlsm, t>0.

t7-7

Todavia, lembrando que A; " é um operador limitado, vem da defini¢do de norma de D(A4,) que
M| Uollpeayy = MIAT Fllgg, + [1Flla,) < MIAT ey + DI F g,
consequentemente,

1S(t) AT F |, < M(”Alec(Hl) +1)
1F'[] 4, - e ’

t >0,

para todo F' € H;. Da defini¢do de norma do espaco L£(H;), obtém-se que

MIA gy +1)

_1
t7=

1S AT 2oy < . t>0,

ou ainda
_ 1
IS A ey = O ), t — oc.

Devido as equivaléncias oferecidas pelo Teorema de Borichev & Tomilov, seque que
IGAL = A1)l gy = O(A*T), A — o0,
isto é, existe uma constante positiva ¢, tal que para |\| suficientemente grande
|(iN] — Al)*lFHH1 < é\)\P*WHFHm, VE € H,. (4.208)
Contudo, implica em
NP2 GAL = A) 7 gy, < él|F |y, YV F € Ha. (4.209)

Neste momento, recorde que no Teorema da Secdo ficou provado que existe uma
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sequéncia de nimeros reais {\, } ,en € uma sequéncia { F,, },,cy em H;, tais que

!
(AT — A)) T F ||, > \/p_lT\Q/CMnF — 00, (4.210)

mais ainda, da expressdo (#.160) tem-se que F,, é limitada com

Vi

[ Foll3, = ﬂ—\/p_'
1

Consequentemente, a desigualdade (4.210) pode ser reescrita como
[(iMd = AD) T Full, > prclal? | Fullay,
ou melhor, multiplicando a desigualdade por |\,|7~2, segue que
Al @A = A) T Follsg > prel Al || Fullpy, — o (4.211)
Por outro lado, a identidade (4.209) € satisfeita em particular para \,, e F,,, ou seja,
X2 AT — AD) T Follyy, < EllFnllp, (4.212)

o que contradiz (@.2T1), visto que [, é uma sequéncia limitada em #;. Logo, a taxa 1//t é

6tima, como desejado. |

Vale frisar que em [21]] os autores nao discutem o comportamento da solu¢@o
quando y # 0 e, além disso, resultados equivalentes ao Teorema [4.18| ndo foram encontrados
na literatura.

Dado o exposto, encerram-se as discussoes acerca do problema de Timoshenko
com historia e Lei de Fourier. No capitulo seguinte resultados similares serdo exibidos para o
caso em que a Lei de Cattaneo € considerada para o fluxo de calor. Vale ressaltar que as nota-
cdes adotadas para representar termos ou constantes no presente capitulo serdo reempregadas

em outras partes do trabalho sem que existam relagdes entre as mesmas.
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5 SISTEMA DE TIMOSHENKO COM HISTORIA E LEI DE CATTANEO

O objetivo deste capitulo € fazer um estudo detalhado dos resultados de exis-
téncia e unicidade de solucdo apresentados em [21]]. Posteriormente, serdo exibidos resultados
sobre o comportamento assintdtico da solug@o. Para tal propdsito, as ideias indicadas em [7]]

foram fundamentais. De forma mais precisa, o sistema a ser estudado é

(

p1pu — k(e + 1), =0 em (0,1) x (0,00),
Py — lN)@/Jm — / 9($)Nex(s) ds + k(p + ) + 060, =0 em (0,1) x (0,00),
0
p3‘9t + Qx + 5¢xt = O cm (07 l) X (Oa OO),
Tq + g+ 0, =0 em (0,1) x (0, 00),
L 77t+775—?/1t:0 em(()?l)X(ano)Q?
B.D
com condig¢des iniciais dadas por

90(70) = Yo, Spt(uo) = @1, w(uo) :w(]? 'l/Jt(,O) :¢17 0(7()) :907 (5 2)

Q('ao) = qo; 77("078) =1y — ¢(7 _3) =. 770<'>$) ém (Oa l)>

e condicdes de fronteira do tipo Dirichlet-Neumann, a saber

2(0,-) = ¢u(l,-) = w<0,-> = (1) = q(0,-) = q(l,-) =0 em (0,00),
( )= 77( ;) =0 em (0,00)% (5.3)
h n(-,-,s) =0 em (0,1) x (0,00).

Cabe observar que uma vez imposta a condicdo de fronteira para a fun¢do ¢, obtém-se como
consequéncia da quarta equacdo do sistema que 6 possui condi¢do de fronteira do tipo Neu-
mann, isto é, 0,,(0,-) = 6,(l,-) = 0.

Na Segdo [5.1] mostra-se a existéncia e unicidade de solu¢do do problema
(5.1)-(5.3) assim como feito em [21]. Na Seg¢do [5.2] serd apresentada uma condigao necessaria
e suficiente para que a solu¢@o tenha decaimento exponencial, para tanto, os argumentos in-
troduzidos em [7] foram adaptados para a condi¢do de fronteira (5.3). Por fim, na Se¢do [5.3|
¢ exibido um resultado garantindo que, em um cendrio onde a condigdo descrita na Segdo [5.2]
ndo ¢ satisfeita, a solucdo decai polinomialmente. Ressalta-se mais uma vez que os resultados
serdo exibidos com a auséncia de algumas hipdteses sobre a fun¢do nucleo de memoria g que

normalmente sdo adotadas na literatura, a saber,

ko, ke >0 | —kog(s) <g'(s) e |g"(s)] < kag(s).
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5.1 EXISTENCIA E UNICIDADE DE SOLUCAO

Inicialmente, objetiva-se reescrever o problema (5.1)-(5.3) como um pro-

blema de Cauchy abstrato. Para tanto, considere o espaco de fase
Hy = H}(0,1) x L3(0,1) x Hy(0,1) x L*(0,1) x L3(0,1) x L*(0,1) x LZ(R*, Hy(0,1)),

o qual, serd munido com o produto interno

(U, U)H2 =P ((I), (i))Lg + pQ(\Ija \ij)LQ + B(%,@/;m)p + k(@x + ¢790~x + ,J})L2

X ) i (5.4)
+p3 (97 9) 1.2 + T(Qa q)LQ + (777 77) Lg(Hé)

€ norma

U113, = pill @122+ o2 W12 4Dl a |22+ Ellow 122+ pa |11 22 +7llgl|Z2 + 111172 )0 (5-5)

para quaisquer U = (o, ®, 1, .6, ¢,n) e U = (p, D, 0, 0,0,q, 1) em H,. Considere a notagdo
or =D, =VelU = (¢,0,9,¥,0,q,n) e defina

P2 P2 = Ay U. (5.6)

Considerando Uy := (o, ¥1, %0, V1, 0o, 4o, M0), € possivel escrever o problema (5.1)-(5.3) no

seguinte problema de Cauchy abstrato

—A ¢
{Ut ZU, t>0 5)

U(0) = U,,
onde A, é o operador linear definido em ((5.6)) e cujo dominio € dado por

o€ H*0,1); ., ¥, q€ Hy(0,1); @,0 € HL0,1);

b+ / " gls)nls) ds € H2(0,1); n, € L2(RY, HY(0,1)) e n(0) = 0
0
(5.8)

D(AQ) =< U € Hy
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No que segue, serdo demonstrados alguns resultados preliminares para ga-
rantir a existéncia e unicidade de solucdo para o problema dado. Para tanto, faz-se necessario

assumir as seguintes hipéteses relativas ao nicleo de memoria g:

g€ CRY)NCYRI)NLYRY), g(s) >0, by:= /009(8) ds € (0,b), 5.9
0 .

Fk >0 | g'(s) < —kig(s), Vs> 0.

Lema 5.1. Seja As o operador definido em (5.0) e (3.8). Se g é uma funcdo que satisfaz as

hipdteses (5.9), entdo Ay é um operador dissipativo em H..

Demonstragdo. Dado U € D(As), tem-se

(A2 U’ U)H2 = <mef + /oog<3)nzw(s) ds — ]ﬂ(gpx =+ 1#) - 6017 \Ij) +
0

.2
k(00 +1)ar @) o+ 5(Vay ) o + K (Pu + W00 +0)
_(qgc + 5\11907 Q)Lz - (561 + exa Q)LQ + (\IJ - 775>77)L3(H3)-

Integrando por partes, usando as propriedades de produto interno e observando o dominio do

operador A,, obtém-se

(AU, U),H2 = k(Pe+ U, 00 +0),, — k(02 + 0,2+ 7)), +6(0,%,),,

—0( U, 0) 1+ 0(Vy ) 1o — 0(¥0, Vi) 1o + (¢,0) o — (0,0) . (5.10)

_'_(\Ijzanx)Lg(H&) - (77;10: \IJ‘T)LE(H(}) - ﬁ”q”%ﬂ _A g<8) (st(s)am(s))deS-

Tomando a parte real da identidade (5.10) e notando que

1d 9
Re (nsx(s)vnx(3)>L2 = §£||77I(S>HL2>
adquire-se
Re(A2U7U)H2 = _BHQH%Q_/ g<S>Re(778z(3)>nz<S>)L2d3
0
— lalle =5 [ o)) s G5.11)
a ), ds' TINEEE '

Integrando por partes e usando os mesmos argumentos apresentados em (@.11)) e (4.12)), pode-se

reescrever (5.11)) como

1 [,
Re (42U,0),,, = Allalie + 5 [ 7)), 5.12)
0
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das hipéteses sobre g prescritas em (5.9), segue que
Re (4,0, U),,, < ~Blal% — 2l < 0 (5.13)
2V, V), = qilr2 9 n L2(HE) =Y .

o0 que encerra a prova do Lema [5.1] [

Para demonstrar o proximo resultado, o Lema @ sera fortemente usado.

Lema 5.2. Seja As o operador definido em (5.0) e (5.8). Se g é uma funcdo que satisfaz as
hipdteses (5.9), entdo 0 € p(As).

Demonstragdo. Inicialmente serd provado a sobrejetividade do operador — A,, para tanto, con-

sidere F' = (f1, fa, f3, fa, f5, f6, [7) € Ha, procura-se U = (@, ®, ¢, V. 0,q,n) € D(A,) tal
que (—A2)U = F, ou ainda,

- = fi (5.14)

—k(pe + ) = pifa (5.15)

-V = fs (5.16)

b= [ 0 als) s+ b+ ) 400 = g 5.17)
0 G +0Y, = p3fs, (5.18)

Bg+6, = Tfs (5.19)

ns—¥ = fr. (5.20)

Veja que as equagdes (5.14) e induzem a definir
d:=—f1 € H(0,]) e U= —f3 € Hy(0,1).

Além disso, considere

n(s) = /0 f7(&) d€ + sV, (5.21)

evidentemente segue que 77(0) = 0 e como consequéncia do Coroldrio vem que
ns = fr+ V. (5.22)

Por outro lado, 7, dada em (5.22) pertence ao espago L2 (R™, Hg(0,1)), pois, fr € LZ(R*, H}(0,1))
e ¥ € Hj(0,1). Utilizando os mesmos argumentos empregados para obtengdo de (@.27)), conclui-

se que

> 4
| 96 ma(o) B ds < gy < o, 529
0 1 ’
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isto é, ) definida em (5.21]) pertence a Lg (R*, H(0,1 )) Em contrapartida, definindo

o(z) = ps / *foy) dy — 50(w),

logra-se que ¢(I) = ¢(0) = 0, jd que f5 € L?(0,1) e ¥ € Hj(0,1). Mais ainda, face ao
Coroldrio [2.45]tem-se que ¢ € HZ(0,1) e

Gz = p3fs — 0¥,

ou seja, a igualdade (5.18) é satisfeita. Novamente devido ao Coroldrio 2.43] vem que ¢ dada
por

T 1 l x
o) = [ [rhto) =~ Batw))dy 7 [ [ [rhutw) - Batw)] dy.
0 0o Jo
pertence ao espago H'(0, ). Mais ainda, ndo € dificil notar que esta fun¢do possui media nula,
ou seja, 0 € H.(0,1).

Neste momento, resta apenas encontrar fungdes ¢ e ¢ que respeitem as con-
di¢oes impostas em D(As) e, que satisfagam as equacdes (5.15) e (5.17). Para tanto, observe
o0

inicialmente que devido ao Lema .2} tem-se 9(8)Nwe(s) ds € H(0,1). Além disso, vem
0

([ stmatoras i) = [ amisasi.)

para toda ¢) em H_ (0,1). A vista disso, defina

que

g =pifa € L20,1) e g =pafs +/ 9(8)0a(8) ds — 60, € H(0,1),
0
onde g, é um funcional antilinear e continuo, definido por

g . H(%(O, l) — (C

i o) = ()= ([ oGm(ds i) <0000

Deste modo, o Lema4.3| garante que existe tnico par de fungdes (i, 1)) em H}(0,1) x HZ(0,1)
que satisfaz

—k(ps + ). =g em L*(0,1), (5.24)
e 4+ k(P +10) = g2 em HY(0,1). (5.25)

Usando a igualdade (5.23), tem-se

(—btbas + k(o +1),00) = (g2,00), Vb € Hy(0,1),
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mais ainda, da defini¢do de g, e do Teorema da Representagio de Riesz para L?(0, 1) obtém-se

(0 50) o 4 bl 0.5) = )= ([ 9ol ds,qzx)m 5(0,9) .
ou ainda,

(5% + /OOO 9(s)na(s) ds,%) e —(E(pu + ) — pafa+00,,9) 0 Vb € H(0,1).
Como C1(0,7) C HE(0,1), segue da definicdo de derivada fraca que

bbae + / 9(5)02(5) ds = k(o + ) — pofs + 06, em L2(0,1),

e ainda,

b + /000 g(s)n(s)ds € H*(0,1).

Uma vez que o Lema assegura que p € H?(0,1) e ¢, € HJ(0,1), pode-se concluir que
U= (p,®,v,V,0 q,n) € D(As) e, consequentemente, o operador — A, é sobrejetor.

Para verificar a injetividade do operador — A, serd mostrado que seu niicleo
¢ composto apenas pelo vetor nulo, isto é, Nuc(—A,) = {0}. De forma mais precisa, basta
provar que se U € D(As) é tal que —Ay U = 0, entdo U € o vetor nulo do espago Hs. Assim,

escrevendo — A, U = 0 em termos de suas componentes tem-se

—d =0, (5.26)
—k(pz + 1) =0, (5.27)

—U =0, (5.28)

— by — /OO 9(8)N2z(8) ds + k(pz + 1) + 66, = 0, (5.29)
0 Gw + 0V, =0, (5.30)

Bq+0, =0, (5.31)

ns— ¥ =0, (5.32)

e imediatamente conclui-se de e que ¢ = 0 = ¥. Com isto em mente, a equagao
(5.30) fornece ¢, = 0 em L?(0,1). Visto que ¢ € HJ(0,1), segue da Desigualdade de Poincaré
que ¢ = 0 em L*(0,7). Usando o mesmo argumento com a igualdade (5.31)), conclui-se que
0 = 0em L*(0,1). De (5.32) segue que 1, = 0, assim, da desigualdade resulta que 7 = 0
em Lg (R*, H(0, l)) Resta mostrar que as funcdes ¢ e v sdo nulas, para tanto, considere
g1 =0¢ L0,0) e g» = 0 € H*(0,1). Assim, o Lema[4.3| garante que existem tnicas ¢ e
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em H!(0,1) e H}(0,1) respectivamente, que verificam as igualdades

—k(pz+Y)e =01 =0 em LQ(O,Z),
by + k(s + 1) =g2 =0 em H(0,1).

Contudo, observe que o par (0,0) satisfaz tais equagdes e, portanto, conclui-se da unicidade
garantida pelo Lema[d.3|que ¢ = 0 = ¢. Assim, U = 0 e o operador — A, € injetor.
Visto que o operador (—A,) ! existe, serd provado que 0 mesmo € limitado.

Para tal propdsito, € suficiente mostrar que existe uma constante C' positiva tal que
HUHH2 < C”FHH27 VI € H27

onde U € D(A,) é a solugdo de (—Ay)~'F = U. Com efeito, de posse da equagdo (5.14),
tem-se ||®||2, = || f1]|2. e, usando as desigualdades Triangular e de Poincaré, juntamente com

o Lema[2.29) pode-se obter a seguinte estimativa

2
pil|®)7: < pilP(|| fre + fallze + Ul foll2)

< 2018\ frw + f3ll72 4 2010 foe )72

20102 2,14
{p}; i pg ]||F||§{2. (5.33)

Utilizando (5.16)), obtém-se

pal?

> P[5, (5.34)

W72 = P2l follZ> < p2l?ll fallZe <

Agora, observe que da identidade (5.13), adquire-se

ky

Bllallz + 5||?7||%g(H5) =Re (=4 U,U),, < [Pl )10l

usando que Re z < | Re z| < |z| e a Desigualdade de Cauchy-Schwarz. Portanto, tem-se

1
lqll7> < BHFHHQHUHHQ, (5.35)

2
02 ) < 7 1F e 10l (5.36)

Da igualdade (5.19), tem-se 0, = 7 fs — 5q. Deste modo, usando as desigualdades Triangular,

Poincaré e o Lema[2.29] vem que

2
10122 < Ell7fo — Balls < (vl fell e + Bllall2)” < 2077 foll 72 + 208l 7
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Aplicando a estimativa obtida em (5.33), vem que
10122 < 2271 FI3,, + 28 Bl Flla, 1U [, - (5.37)

Para estimar b||¢),||2, 4 k|| 4|2, toma-se o produto interno de (5.13) com ¢, de (3.17) com
v em L*(0,1) e integra-se por partes, obtendo

k(@w +¢’<'0$)L2 - pl(f%@)Lza

B(¢m7wm)L2 + (UW)LZ(H&) + k(@m + ¢71/))L2 - 5(67¢r)L2 = P2 (f4,¢)Lz

Somando estas igualdades e empregando os mesmos argumentos descritos em na Segédo[d.T|para
a obtengdo da estimativa (4.48)), vem que

Vbo

- )
bllvallZe + Kllps + ¥z < %HUHLE(H(%)“UH’HQ + %HGHLQHUH?-Q

L |vel el el
\/_ \/— \/— [ F N3, 1U 5, (5:38)

De posse dessas estimativas, pode-se avaliar a norma de U e assim concluir a limitagdo do
operador (—Ay)~!. Com efeito, de (53.38) vem que

U1, = pll@lZe + o2l WlZe + blleallZe + kllgs + GlIZe + p3l1011Z2 + TllallZe + InlZ:

Vbo

< pil®lze + p2ll W72 + psllOll7: + Tlallze + Inll7; + ﬁ”nHLg(H(})HU”?{Q

vl Vel el
E VB Vi

aplicando a Desigualdade de Young com ¢ = 1/4, segue que

1 120, 1013,

1)
+%“9“L2HUHH2 +

1 52 bo
S0, < 0l + g+ [ S 101+l + [1+ 2] g

[“_ LU0 T

EVE Vi

Utilizando as estimativas (5.33)-(5.37)), pode-se obter

1 (20112 2p0* pol? 2l27'(52

\/—z \/—12 ‘/_+2l26 LB T2 2
b

LR F .

3k
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Por fim, aplicando mais uma vez a Desigualdade de Young com ¢ = 1/4, resulta que

20112 2p0% pol? 2[27'52

1
—|U3,. < - > 212
0 < [T+ T oty ¢

: IFI,

+

\/_ Vb \/ b8 R ok

Denotando por C? a constante

[ 2 9212352
Vol VPE VRL oppg,  2OT 2 2b°]!l|!%2-

201 2p1t 2l2752

2
c? = 4[ — +’)25 +217ps +

k
2
I LRI G B PO i A 2%]

i b8 R b

tem-se que existe C' > 0 tal que ||(—As) "' F|,, = [|[Ully, < C||F|l5, para qualquer F' € s,

isto é, (—Ay)~! é um operador limitado e portanto 0 € o(A,). |

Desta forma, pode-se enunciar e provar um resultado essencial para garantir

a existéncia e unicidade de solu¢ao do problema.

Teorema 5.3. Se g é uma funcdo que satisfaz as hipdteses (5.9), entdo o operador Ay é o

gerador infinitesimal de um Cy-semigrupo de contragaes.

Demonstragdo. Face ao Teorema de Lumer-Phillips (veja Teorema [2.68)), ¢ suficiente mos-
trar que A, é um operador dissipativo, que existe A\ positivo tal que Im(\g/ — As) = Ho e
m = H,. Segue do Lema |5.1|a dissipatividade do operador A,. Além disso, utilizando os
mesmos argumentos empregados no Teorema pode-se escrever \o/ — As como a compo-
sicdes de operadores bijetores para )\ suficientemente pequeno. Mais ainda, do Teorema [2.61
resulta que o operador \g/ — A, é sobrejetor para qualquer A real positivo, em particular para
Ao = 1. Consequentemente, o Teorema fornece que m = H,, encerrando a prova do
Teorema 5.3 [ |

Assim, segue o teorema mais almejado desta se¢ao.

Teorema 5.4. (Existéncia e Unicidade) Se g satisfaz (5.9) e Uy € D(As), entdo o problema de

Cauchy abstrato possui uma tinica solu¢do
U € C([0,00); D(A3)) N C* ([0, 00); Ha)-
Além disso,
1Tl < NVollze, e MUl = A2 U@)ll30, < A2 Uollae, ¥ 2 0.

Demonstragdo. Consequéncia imediata dos teoremas[2.69]e[5.3] |



112

Teorema 5.5. (Solugcdo Generalizada) Se g satisfaz e Uy € Ho, entdo o problema de

Cauchy abstrato (3.'7)) possui uma tinica solucdo na classe
U € C([0,00); Ha).
Demonstragcdo. Consequéncia do Teorema [

5.2 ESTABILIDADE EXPONENCIAL

Nesta secdo serd estabelecida uma condi¢do necessdria e suficiente para que
o Cp-semigrupo de contracdes associado ao sistema de Timoshenko com histéria e Lei de Cat-
taneo seja exponencialmente estdvel. Como consequéncia, serd possivel concluir que a solugao
do sistema mencionado possui estabilidade exponencial. Para tanto, o ponto de partida da secdo
¢ o resultado de Priiss (Teorema [2.72)) e, faz-se necessdrio assumir as hipéteses sobre a func¢do

nicleo de memdria g mencionadas na Se¢do[5.1] a saber,

g€ CRNHNCHRNH)NLYRY), g(s) >0, by:= / g(s)ds € (0,b),
0
Fki >0 | ¢(s) < —kig(s), Vs>0.

(5.39)

No que segue, serd provado por contradi¢gdo que iR C o(Az).
Lema 5.6. Se g satisfaz as hipdteses dadas em (5.39), entdo iR C o(As).

Demonstragdo. Utilizando os mesmos argumentos apresentados no Lema.8] pode-se concluir
que se iR ¢ o(A,), entdo existem um nimero real positivo w, uma sequéncia de ndimeros
reais {\, fnen C 0(A2) tal que [\,| — w e |\, < w, e existe uma sequéncia de fung¢des
Un = (€n, Pny Yy Uiy Oy @y M) € D(Az) com ||U,, |3, = 1 tal que

(iAp] — A)U, — 0 em  H,,  sempreque n — 00, (5.40)

a qual, em termos de suas componentes, pode ser escrita como

iAon — Pp —> 0 em  HL(0,1), (5.41)
iIMp1®r — k(Pne +Un)e — 0 em  L2(0,1), (5.42)
Mty — U, — 0 em H;(0,1), (5.43)

iIApp2V, — Bwn,xx — / 9(8)Mnzz(s) ds + k(onz + n) + 605, — 0 em L2(07 1), (5.44)
0
iAP30n + Qe + 0V, — 0 em  L2(0,1), (5.45)

iIMTqn + BGn + 0pe — 0 em  L*(0,1), (5.46)
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Inicialmente considere o produto interno de (i\,I — A3)U, com U, em H.s, isto é,

MU, — AU, U = i\ U2 — (AU, U,). — 0,
Ho Ha 5

H

tomando a parte real da sequéncia complexa obtida e observando a identidade dada por (5.12),

conclui-se que

1 o
~Re (AU Un)yy, = Bllanll = 5 [ 96 malo)ds — 0.
0

Visto que (5.39) fornece ¢'(s) < 0, vem que

1 o0
Bladi:—0 ¢ 5 [ g @lna(lids—o, (5.48)

mais ainda, aplicando a hipdtese imposta sobre g, obtém-se
Gn — 0 em L*0,0) e mn,— 0 em LJ(R", Hy(0,1)), (5.49)
sempre que n — 00. Disto, decorre que
iMTq — 0 € Bg, — 0 em L*0,1),

e, por conseguinte, de segue que

One — 0 em L*(0,10).
Da norma do espago H!(0,1), resulta que

0, — 0 em H0,I).

Note que neste momento todos os argumentos descritos a partir da convergéncia (4.74)) do Lema
4.8 podem ser empregados. Por este motivo, as contas serdo ocultas e o Lema 5.6 fica provado.
[ |

Neste momento, serd provado uma série de lemas que auxiliardo no resultado
principal desta secdo. Para tanto, sejam A € R e F' € H,, logo existe U € D(A,) satisfazendo
a equacao resolvente

(1Al — A)U = F, (5.50)

a qual, em termos de suas componentes pode ser descrita por

iNp—®=f em H0,1), (5.51)
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M1 ® = k(pp + ), =prfa em  L3(0,1), (5.52)

i) — U =f; em H0,1), (5.53)

iNo2 U — D)y — / 9(8)N2e () ds + k(pp + ) + 80, = pafs em L*(0,1), (5.54)
0

iAp3l + qp + 6V, = psfs em LZ(0,1), (5.55)
iNTq+Bq+ 0, =71fs em L*0,1), (5.56)
id+n,—V¥=f; em L2(R*" Hy(0,1)). (5.57)

Lema 5.7. Sejam A € Re U € D(As) a solugdo da equagdo resolvente (5.50). Se g satisfaz

(5.39), entdo existe uma constante c, positiva tal que

lallZ + 1172 arg) < exllFllaiy U s -

Demonstracdo. Tomando o produto interno de F' com U em Hs e usando a igualdade (5.50),
obtém-se
(F.U),, =iMUIB, — (AU, U),,.. (5.58)

Considerando a parte real da identidade (5.58) e usando a identidade (5.12)), vem que
1 oo
Re (F, U)H2 = —Re (4, U, U)H2 = Bllql3: — 5 / g (8)|1n:(5) |13 ds. (5.59)
0

Lembrando que ¢'(s) < —k; g(s), usando Rez < |z| e a Desigualdade de Cauchy-Schwarz,

resulta que

ki
Bllallze + S M2z gy < 1F e 10T,

consequentemente,
lgll7= + ||77H%§(Hé) < || Flla, [1U |l
1 2
de,c; ==+ —. n
onde, ¢; 3 + T

Lema 5.8. Sejam A\ € R e U € D(As) a solugdo da equagdo resolvente (5.50). Entdo,

/0 (a3 d < 20 Flly, 10

Demonstracdo. Segue de forma imediata da igualdade (5.59). |

Lema 5.9. Sejam \ € R e U € D(As) a solugdo da equagdo resolvente (5.50). Se g satisfaz

(5.39), entdo existe uma constante cy positiva tal que

10122 < c2 llall 21l 2 + 1 E 112, ULy, |-
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Demonstragdo. Integrando (5.56) de 0 a x, tem-se
/ [z’)n-q + Bq + Qx} dy = z')n'/ qdy+ 6 [ qdy+0(x)—6(0) = 7'/ fedy. (5.60)
0 0 0 0

Multiplicando por 6 e integrando em [0, [], vem que

l T
7'// fodyOdr = 2/\7// qdy@da:+ﬁ// qdy0dx
0 Jo
/|9\ d — (0)/ ddz,
0 0

mas 0 € H!(0,1), o que implica em

l T ! T l T
10|72 = —MT/ / qdy6dx —B/ / qdy@dx—i—T/ / fody 0 dz. (5.61)
0o Jo B 0o Jo o Jo

VvV
=:1

Fazendo uso de (5.53)), integrando por partes e usando que ¢, ¥ € H{ (0, 1), pode-se obter

I, = // qdyz)ﬁdx——// qdy —5‘11 +P3f5]
. l
— _p—// qdyqxdx——// qdy U, da:+7‘// qdy fsdx
3 J0

l T
T g . TO —
= —llgllzz + —(¢, ¥ +T//qd dx.
Mol + 0 W)t [ ady T

Portanto, substituindo em (5.61)), segue que

02 = i+ (g [y
1017, = —llallze + —(a, %) . + 7 qdy fs dx
P3 P3 0 Jo

l T l x
—B/ / qdy@dx—i-T/ / f6dy§dx,
0o Jo 0o Jo

tomando a parte real, usando o fato que Re (z) < |z| e a Desigualdade Triangular, resulta que

// qdy fsdx
Al/ofodyédx,

HQH%? < ||q||L2 + } q7 LQ‘ +7

l x
qdyfdx| +1 (5.62)
0
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mas, por Holder

l T
// qdy fsdx
0 0

Aplicando 0 mesmo argumento nos dois dltimos termos de (5.62), vem que

T

[ l [
<7 / / gl dy | fs) dz < TVTgll o / ol de < 1l fsll e o
0 0 0

T 70
10117> < g!ICJHZLz + EHQHLZH\D”L2 + 7l fsll p2llal 2 + Blllall 2101l 2 + 7L foll 22 161 2

Usando o Lema[5.7]e as estimativas provenientes da defini¢ao da norma do espaco H», obtém-se

70 Tep o 247l
017> < S lalla Iz + Bllall =161 + {EJr s 301U 134
mas, da Desigualdade de Young com ¢ = 1/2
1 76 B2 Tep o 247l
~16]17. < — v —lqll7: + |— Flla, 103, -
o 0llze < lallallPllze + =5 llallze + | ==+ N [ 321U
Finalmente, do Lema[5.7, vem que
270 B2%c; T 2\Tl
)12, < =—llq||,=||¥ +2{ - - Flloy U |2y,
10]]72 p g/l 22 19l 2 5 PRI I 132 11U
isto &,
10172 < c2 |:||Q||L2||\Ij||L2 + ||F||H2||U||H2:|
com

272
02:2maX{T—5, Fla —|—Tcl +2\/Fl}.

P3 2 P3 \V/P3
[ |

Lema 5.10. Sejam A € R e U € D(A,) a solucdo da equagdo resolvente (5.50). Se g satisfaz

(5.39), entdo existe uma constante cs positiva tal que

pll@l72 < {H% + Ol + [l + HFHHQHUHHQ]-
Demonstragdo. Tomando o produto interno de (5.52) com ¢ em L?(0,1), vem que

A1 (2,0) 1o = k((0e +¥)as ) 12 = 21(f2:9) 2

contudo, ao integrar por partes, somar e subtrair 1, segue que

oL (D,0) 1, — k(0o + ¥)ar ©) 1 = iAp1 (P, 9) 1o + Klla + U172 — k(s + 0, ¥)
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logo,
Z)‘pl (CD> SO)LQ _'_kHSDw + W‘%? o k((pa? + ¢7 w)LQ =M (f27 (’D)LQ' (5.63)
————

=:15

Todavia, usando propriedades de produto interno e a identidade (5.51)), vem que
Iy = —p1(®,iNp) , = —p1 (P, @+ f1) 1o = —p1l| @172 — p1 (D, f1) Lo
Substituindo esta expressdo em (5.63)), resulta que
—p1|| @172 = p1(@, f1) 2 + Kllow + VN7 = k(pe +9,9) 1o = p1(far ©) 2
ou ainda,
Pl @172 = —p1(®, f1) 12 + kllwx +0l72 = k(pe + 0, 0) o — p1(f2, ) o

Tomando a parte real, modulo, usando as desigualdades Triangular e de Cauchy-Schwarz, segue

que

pull®@lz: < pullfill 2@l e + Ellos + 01172 + Kl + il 2902 + pill fall 2l

< plllfre + fll2 @l e + o1l ool 2@ e + klles + 21122
ke + Dl 2 [0l 2 + pilll foll 2|00 + Wl + o1l fall 2 10 ll 2
2yl 2y/pil?
< klles +¢lze + Elllws + Pl 2 llvall 2 + + = [ [Fll,[1U I3,
L L L \/E \/g H H
Finalmente, usando a Desigualdade de Young com € = k£, segue que
k12 2yl 2y/pil?
pll®lZe < 2kl @p + YlI72 + — [¥allze + + = | 1F U,
L L 1 L NG \/g H H
ou ainda,
I < co| a4 01 + 19 + 1D U
onde,
k2 2pil  2y/pil?
c3 = max < 2k, —, \/Ejt \/p_f .
4 vk \/g
|

Lema 5.11. Sejam A € R e U € D(As) a solucdo da equagdo resolvente (5.50). Se g satisfaz
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(53.39) e |\| > 1, entdo existe uma constante c, positiva tal que

1

2
waHL2 < ‘)‘|2

les + P72 + [H‘I’Hiz + 10122 + 1 F Ml 10 1, |-
Demonstragdo. Multiplicando (5.54) por ¢» em L*(0,1), vem que

i/\p2(\117¢)L2_(5¢933: +/ g(s>n$z(3) d87¢) +k(903: +¢’¢)L2+5(0$’¢)L2 - p2(f47¢)L2'
0 2
' (5.64)
Como ¢ € H}(0,1), integrando (5.64) por partes, resulta que

bl = —Mpz(w,w)y—( / g(s)nx@)ds,wx)
—_——— 0

L2
=:I3
:k(gpw + ¢: 1/))[/24 +5(‘97 ¢$)L2 + p2 (f4a 'QZ)) 2"
1

Todavia, usando (5.53)), obtém-se

I3 = /02(‘1’70@)3 = pQ(qja v+ f3)L2 = pQH\IJH%Q + p2(\117f3)L27

e

k k k

[4 = a(%—i‘i/fa‘l’—i‘f:a)p = a(%—Hﬂy‘I’)Lz + a(%am"i_wafB)Lw
consequentemente,
1 oo
2 = 222 + 2 (0, ), - —(/ 9(s)n:(s) d&%) +2(f1,0) .
b b b \Jo 12 b
o+ 0. 0) o+ (a0 f5) o 2(00) (5.65)
iAb V) = p L

Desta forma, tomando a parte real da identidade (5.63)), usando que Re (z) < |z|, e as desigual-
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dades Triangular, Cauchy-Schwarz e Poincaré, vem que

(Amg®mx$d&m>p

4]
‘(901 +7’/}’f3>L2’ + Z ‘(&%)LJ
/O 9(s)n.(s) ds

pal
PUlallla + pllen + bl ¥l + 7 oelles + vl

Iallie < NG + 2 (2, f5) o] + 5 + 2 (Fa,9) o]

k 2
IAIb (o +0,0) |+ — G

IN

[l 2

P2 pzl 1
=)l + = ||f3:a||L2||‘1’||L2 T
b b 12

o
+ZH9HL2H¢I”L27

ou melhor, usando |\| > 1, segue que

P2 \/b_o
[9e]l7: < 3II‘PIIiz ~||sox+¢||m||‘1’||m e 1720 22 gy 90 2

N
\/_ Vi
N

Usando a Desigualdade de Young com ¢ = 1/4 nos dois termos que aparece ||1/,]| ., tem-se

4]
10021l + [ E 34, [1U -

P2
[9a]l7: < gH‘I’II%z + IAIbH% + Pl 2 Wllpz + H%Hp + ||77HL2 (H)

VPl VR
Vr Vb

1 52
+1elze + E—QIIGIIia + 301U 14

o que implica, usando o Lema[5.7, em

2p;
Iouls < N + b+l Vs + T ol

2l\/_lbc
[f_ L Pl 0T

Vi

Por fim, usando novamente a Desigualdade de Young com € = 1, vem que

2p2 k,2 2(52
e < piliont vl + |2+ | ol + 22 el

2./pal kl b
[f_ vk + 28 g U

NN
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Mais precisamente, o resultado segue escolhendo ¢4 como

2 k2 252 4./pal 2 kl 2b
Cy = max{ p2+ \/_ 001}
b SV \/_

Lema 5.12. Sejam A € R e U € D(A3) a solugdo da equacdo resolvente (5.50). Se g satisfaz
(53.39) e |A\| > 1, entdo para cada € > 0 suficientemente pequeno existe uma constante cs

(dependendo de <) positiva tal que

W2 < 5z U + esllF lla Uy -

B IAI2

Demonstrag¢do. Multiplicando a igualdade (5.55) por / W dy e em seguida integrando em
0

[0, ], vem que

l T l T l T l T
z'/\pg/ 0/ @dydw%—/ qx/ Wdydx#—(S/ \Ilm/ Wdydx:pg/ f5/ U dy dz.
o Jo 0 0 0 0 0 0

Integrando por partes, é possivel escrever

5||\I/||L2—2)\p3/ / U dy do — q, —p3/ f5/ U dy dz. (5.66)

_I5

Contudo, ao usar a identidade (5.54)), resulta que /5 pode ser escrito como

_n mf- RN = _]

l T
,031{:/ / (@, + ) dydx+p35/ / 0, dydm—pg/ 0/ fadydx
0
p3b P3l~7/l — P3< /oo )
= 0,¢:) . +— 9dx¢x0 - —10, g(s)n.(s) ds
O 0.0) 0+ 27 [0, (0) -2 (s )
/Odm/ nxOsdsqL / / (@, + ) dydx
l T
p35||9||L2—p35/ 0 dz (0 /9/ T dy do
o Jo
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Mas, note que § € H1(0,1) e, portanto fol 0 dz = 0, entdo

b > )
o= =200 2 (0 [T amas) 200,

P2
P3/€
/ / gox—l—w dy dx p3/ / fadydz. (5.67)

Observe que usando as equagdes (5.51)), (3-33) e o fato que § € H'(0,1) é possivel escrever

k l r o __
Iy = —,’i/e/ (s + fr, + T + f5) dy da
iAp2 Jo 0

k k k
- L2 (9,0), - L2 / /wyd:c—”i// ,+ ) dyda,
IAP2 IAP2 IAD2

e portanto, substituindo 75 em (5.67)), segue que

P3b _P3 oo &5 2 Pik
o= =200 = 2 (0 [Catmas) P20l 22 0.0,
l T
p?’k/ / U dy dz — p?’k/ / 4 f) dyda, —,03/9/ T dy do.
TAP2 TAP2 0 0
(5.68)
Finalmente, usando (5.68)) em (5.66)), vem que
~psb p - P g p3k
AV = ~22(00) = 2 (0, [T o) ds) +EoogE - £ 0.0),,
_ U _ 8
( L2 Z)\PQ/ / dy dx i\ P2/ / fl +f3 dy dx
l x
—pg/e/ Fidyde—ps [ 5 | Wayde
0 0 0 0
(5.69)

Assim, tomando a parte real da identidade (5.69), usando que Re (z) < |z| e a Desigualdade

Triangular, obtém-se

1) k
%HNB D2 1(6,9) .|

b
SIWlZ, < 220(0,0,) .|+ 2
e (UL D X2

(o[ atomas) |+

psk
Udyd )dyd
ol | [0 [ Favae + 2 [0 [T Trdvas
l T l r
0 0 0
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Mais ainda, aplicando as desigualdades de Holder e Cauchy-Schwarz e usando que |\ > 1,

chega-se a
P3b p3v bo P30
oz, < ||9||Lz||wz||Lz 2101 eIl 2 wp T ||9||iz+IIQIILzII‘P||L2
pak pskl pskrl
101 L2 @1 2 + 5= MO0l 2 1]l 2 + Sl 12 + Sl 2101 2
"TNles [Alp2 [Alp2

+pslll fall 12101 2 + o3t f5 2 (W] 22

Pb psv'bo )
< = o M0l allvall e + . ——— 101l z2lnll L2 gy + 32 101172 + llgll 212 2+
1| psk pskl VsVl 2 /psl
+ 0 U + F Ull., .
o LQ\/— ﬁ] 1611 211U 34, + [ p N [ N30, 1U 4,
(5.70)

Multiplicando (5.70) por 6! e usando a Desigualdade de Young com ¢ = 1 e € = 1/2, resulta
que

p3bo

1 2 PSb P 2
SNV < ER0alulle + 2y + 2101 + 5glale+

1| psk pskl IR
— + 0 U + + F U .
5 [M ity LU R v s v N
Usando o Lemal[5.7] segue que
2P3b 4ps3 L | 2psk | 2pskl
U2, < 0 el 2 + —|0 — + 10]] 21U
]2 v —5 1002 ¥all e H 172 + N | oo T 5/ 101 22 [U I3,
psboct  2y/psVEL A\ /psl
+ 5 > T + [E 130, 11U 134,
0% 2p0 p20 0v/P2

Novamente usando Young com € > 0 arbitrdrio, obtém-se

o, pshocr 2/psVkl LAl
(52 2p252 p2(5 (5\/_

o)z < H%HLer |Ull3, + 1 122, 1T 132,

S

~ 2
8,0§ b2 dps 2 [ 2psk N 2pskl 102
Ek?p2 52 P2 9 ,025\/5 5\/10_3 L2
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Do Lema[5.T1] resulta que
9 ek | 1
[W]|z. < |)\|2||<Pac+¢||m+C4H‘I’||Lz+C4||9||L2+C4||F||;L¢2||UHH2
£ psboct  2/psVkl  4/p3l
g0l + |+ 2 VR Y U
8|A| 6% 2pa6 p20 6+/P2
N 8p2b®  dps 2 [ 2psk 2p3kl HQHQ
ekp36® ' po NN v
gkc4 € 9
= " ] U
e + Ul S + U,

ekey,  8p3 b2 dps 2 2psk 2p3kl 9
.\ s 2 61
8 ekps o pa €\ p20y/p1 5\/

ekey Lo psboct N 2,/psVkl 4\/—z
8 02 2p2(52 ,025 \/—

+ [ 132110 34,

e ainda, lembrando que k||¢, + v[|3. < [|U|l3,,, pode-se escrever

61{304 £
0], < TH\P”%JFWHUH%Q

i 2

ekey  8p3 oodps 2 2psk 2pskl 9

+ + ;t—+- = | 1101z
8 ekp3d P2 e \ p20+/p1 0/ ps5

ckes ¢ psbocr  2/paVkl 4ypsl
— = Fllal1U |, -
N e Ty T e NG 13, U Nl




124

Por fim, aplicando o Lema[5.9] vem que

8]{304 g
I)Z. < —||‘1’||%2+WHU||3L¢2

~ 27]
ches | 8p3b° dpy 2 ( 203k N 2p3/~cl)
5

+c + +—+
|8 kg3 p p20\/P1 O/ pB

||q||L2||\P||L2

N 2
ekey  8p2b® 4ps 2 [ 2psk 2pskl
3 [ 32, Ul

+c + T+
2 8 5k‘p% 02 P2 3 pgd\/m 5,/p§

N ekey Lo psboc N 2,/psVkl N 4,/p3 1
8 02 2p252 p2(5 5\/5

1 36, 1 3¢,

Usando a Desigualdade de Young com é = ekc,/8 com € > () arbitrério, obtém-se

ckey
[]7. < TII‘I’H%H

9

WHU”?HZ

- 27 2
23 |ekey  8p3b*  4ps n 2 2psk 2pskl lal2
- - 2
e\ p20\/p1  6+/p} L

ekey | 8 ekp2d2 = po

- 2
ekey,  8p3b*  dps 2 [ 2p3k 2pskl
+e + + == Fll, U
S et 2 s ) | F eV
ekcy L a psboct  2/psVkl N 4./p3l

8 02 2p252 p25 (Sw/pg

+ 13, U s

logo, aplicando o Lema 5.7 segue que

gkey €
iz < ==Yl +WIIUH3{2
- 272
2c1c5 |ekey  8p3b* dps 2 [ 2psk 2pskl
T Tt = [ N30, 11U 4,
ekey | 8 €kp3d®  pa e\ p2bypr 083
- 2
ekey,  8p3b®  4ps 2 2psk 2p3kl
c — 4+ - F U
ckes 1 psbocr  2/psVEL 4y /psl
T R L N
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Tomando 0 < & < 3/kcy, obtém-se

2

2
) [ 321U 4,

1 9 2c1c3 | ekey 8p?2)l~)2 dps 2 2psk 2pskl
yLALE + ——+z

= ckey | 8 €kp2d? po p20+/P1 54/ p3

ekey,  8p3 % 4ps 2psk 2p3kl

2
2
te — + - + Fll,, |U
2 8 8kp%52 p2 € <p26 /p_1 5 /pg) H HHQH H'Hg

ckes ¢ psbocr | 2paVEL  4psl e ,
T 2 + [E 3 10U, + 3z 10U 15

0 que implica em

2

2
) I 321U,

8cics | ekey 8p§l~)2 4ps3 2( 2psk 2p3kl
€

Ulf7. < + + =4
11z ekey | 8 ekp3 02 ps P20\/p1 5/ p3

chey  Sp2b? Aps 2( sk 2pskl

+4cy + + 242 +
p20/P1 5/ p3

2
F U
s tage o, te ) 1F N U ey

ckes o1 psbocr  2v/psVEL 4y /psl €
ey o pboa  BVVEL L ABSH oy 0, + U,
8 0% 2p20 p20 0v/P2 Al
isto &,
2 € 2
[P][72 < WHUHHQ + 5[ F 34, 1 U ]34, »
onde
- 27 2
8cics | ekey  8piD? +4p3 2 ([ 2psk N 2pskl
s = = 4=
> ekcy 8 ekp3 02 ~ py e \ p20y/p1  O+/pB

+402

- 2
ekey n 8p2b*  4ps n 2 [ 2psk 2pskl
8 ekp3d®  py e \pdypr 6/

+4

ches L pshoer | 2,/psVkl L Ayl
8 52 2p2(52 p2(5 5@ '

Neste momento faz-se necessario definir Y, conhecido como “ndmero de es-

tabilidade”. Trata-se de uma relacdo entre os coeficientes introduzidas inicialmente por Santos
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et al. em [20]. Mais precisamente, considere

P bpi\ _ Tpid? p1
(- _ _ — A 571
X0 (7' p3k) (,02 i ) Dk ¢ X1 =T Dk (5.71)

Lema 5.13. Sejam A\ € R, U € D(A;) a solucdo da equagdo resolvente (5.50) e g uma fungdo
que satisfaz (5.39).

(i) Se x1 # 0e|A| > max{1,cy} onde

2 |1 pib
d="— |+,
" kbl [2 psk

Entdo, existe uma constante cg positiva tal que

k‘Xﬂ
5 loe + 017 < Ixol [(P, o) o] + co [ 1W172 + Nall 2 [T, + Il 2 gy 1U e,

1
+(/0 —g’(S)Hm(S)HiQdS> 1T, + 1E 31U 345 |

onde xo e x1 estdo definidos em (5.71).

(i) Existe uma constante cg positiva tal que
kllga + )72 < 56|:}<\Ilaq)x>L2‘+||\Ij||%2+|>‘|||9||L2||U||H2
- )
+(/ —g'(s)Ina(s)1 72 dS) ||U||?-L2+HF||H2HU”H2]'
0

Demonstragdo. Inicialmente serd provado o item (i). Tomando o produto interno de (5.54)) com

¢, + ¢ em L*(0,1), vem que

i)‘pQ(\Ij> Pa + ¢)L2 - 5(%:}:, Pz + ¢)L2 - (/O g(S)Uzz(S) dS, Pz + ¢)

+k”90x + r‘/}H%Q + 6(9907 Pz + w)LQ = p2(f47 Pz + w)L2~

L2

Contudo, observe que ¢, + 1 € H}(0,1), portanto, ao integrar por partes vem que

EAPQ (‘llv Pa + w)Li—'— B(wwa (¢ + ¢)$)Li+ (/0 9(8)n:(s) ds, (¢x + w)x)

L2
=:I7 =:Ig ~\~ 4

=Ty (5.72)
_H{H%Dx + ¢||%z :5(97 (pr + ¢)I)Li = P2 <f47 Yr + Q/})Lz-

~~

=:I10

A partir deste momento, os estudos serdo voltados para a andlise dos termos [, Ig, Iy € 4.



Com efeito, das identidades (5.51) e (5.33), segue que

[7 = —pQ(\I’, Z)\QOx + ZAw)Lg = —pP2 (\Ij’ CI)x + fl,a: + v + f3>L2

= =W, D) 1o — pall V72 — (¥, fra + f)

De (5.52)), pode-se obter

b b b
= (A ® = pifa) o = =B (100, @) 1y = B0 (V0 o)

mas, da igualdade (5.53)) vem que i\¢), = ¥, + f3,, consequentemente
p1b p1b
I = =5 (Yot fo0,®) o = 5 (Ve fo) 1

b 1 10
L2 (00, 0) = B2 (o0 @) o — B2 (00 1)

Integrando por partes e lembrando que ¥ € H}(0,1), chega-se a

Plb

15 IB
o (\If ) ) (f3,:v7q))L2 - %(¢wﬂf2)L2

Iy =

Além disso, usando (5.32) vem que

1 o .
I, = E(/ g(8)n.(s) ds, iAp® — P1f2)
0 L?

_ _%(/OOO 9(s)ma(s) ds,q))Lz — %(/OOO 9(8)n:(s) ds,fz)L2

e ao integrar por partes e usar a identidade (3.57)), obtém-se

L - M%(/Ooog(S)T](S) ds, %) L %(/0009(5)%(8) ds,fz) L
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(5.73)

(5.74)

_ %(/O‘X’g(s)[_ no(5) + 0 + fols)] ds,@Z,)LQ —~ %(/Ooog(s)%(s) ds, f2>L2

_ _&(/Ooog(s)ns(s)ds,@x)y"r‘plTbO(\Ij ®,) s +%</OOO (5)fa(s) ds, @ )L2

=N

~|®

(AmQQMAﬁd&ﬁ)B-
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Aplicando a Proposicdo [2.58]e integrando por partes, resulta que

> b
I = -2 / J(s)n(s)ds, @) +20(w 0,) ,
k 0 L2 k

L [Csomeae) B [Taonedr) o 69

Agora, veja que a equacdo (5.52)) permite escrever Iy como

o, IAp10 )
ho = =1 (0:000® = pif) 1o = Z22(0,0) 1+ 220, 1) (5.76)
Substituindo (5.73)-(5.76) em (5.72)), obtém-se
b b
—pQ(KIJ’ (I):L“)LQ - pQH\D”%ﬂ — P2 (\Ija fl,x + fS)L2 + %(qj; (I)x)L2 - %(f?),:m (I))L2

b > b
L) ([ S ase) 10w,

() Q(S)fzz(s)ds,@)p—%< / g($)nx(8)d8,f2>L2+’f|\%+¢Hiz

%

o
(0.9) o + 520, £2) 0 = po(fis 00+ )
e ainda, lembrando que b="b—b, segue que

b b b
o= B 1) I a0 )= O (B ®) = O ()

_% (/Ooo ¢ (s)n(s) ds, <1>) L % (/OOO 9(8) fr.2(5) ds, <1>) L % (/OOO 9(s)nx(s) ds, f2) L

IApP10 P10
thllpo + G + = (0.9) o+ 5 (0, f2) o = 2 (a0 ) o
(5.77)
Além disso, a igualdade (5.77) por ser resumida como
plb 2)\p15
kllpx + 1/’”%2 = [m - 7} (\117 (I)m)LQ ok (0’ (I))LQJ—FRO’ (5.78)
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denotando por R, o seguinte termo

b <
Ry = PzH‘I’H%z +Pz(‘11,f1,x+f3)Lz P2 (¢z>f2)L2 %(/ g'(s)nx(s) ds,CID)
0 L2

+% </Ooog(s)f7,x(8) ds,cp) B + % (/0009(8)%:(5) ds, fz) .

b )
p1 (fsx, ) - e (9 f2)L2 +Pz(f4a90z+¢)
(5.79)

Em [y, serd usado a equagdo (5.53), bem como integra¢do por partes, notando que ¥ e ¢

pertencem ao espago H; (0, 1), assim tem-se

p1o . p1o
by = =57 (06,9),, =~ (—: = Vs + pafs, @),
_pid p10° P10
- pSk(qxa(P) + — pgk (\I[xu(p) L (f5a(I))L2
) p10* p10
- ), D). - B (59,

Mas, note que a identidade (5.51) fornece ®, = iAp, — fi1.., logo

P10 p16° P10
Ill = _i(qw)\@x fl,x)LQ - ﬁ(\:[j,q)w)[/2 — %(‘]‘:’57q))[/2
= o @)t (0 i) e = (W) = S5 (@) (580

— &5 . o p1(5 B
Ly = p3k<l)\q,90a:)L2 T sk ( Bq — 0, +7‘f6,cpx)
__piop _pd pd
= Tp3k’ (qa Spm)L2 7,03/{7 (Gm Som)Lz + p3k' (fﬁ?@x)Lgy (581)

e assim, substituindo (5.81) em (5.80), obtém-se

_ _0155 _ P10 &5

[11 - 7',03]6 (Q7 ‘;Ox)Lz Tpgk <9x7§0:c)L2 + pgk (.fﬁa @x)Lz
p10 ,0152 p10

+p3_k(Q7 fl,{l‘)LZ ,03/{7 (\Ij o ) (f57q))L27
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ou melhor,
p103 p10 p16°
Iy = —— ) s — —(0p,02) . — —(V, D, Ry, 5.82
" Tpgk(q,w ) Tpgk,( Pa) 2 pgk( )+ Ry (5.82)
onde 5 5 5
P1 P1 P1
R T ’ T - T :(I) 2
1= pgk(f(s,%@) 2 T 3k(q 1, ) 2 (f5 )L
Substituindo (5.82) em (5.78)), pode-se escrever
b pd? p103
Klloe + 0% = |po— 22 — 22V (0, 0,) , — 2227 (g, 0,
oz + V|72 { e (0, ®,) ,, Tpgk(q,w ) L2
P10 (5.83)
——— (04, 02),, +Ro + R;.
\Tpgk?( (p)L+ o+ f
—Ts
Note que da igualdade (5.54) vem que
00, = —idpaU + bipyy + / 9($)Nzz(8) ds — k(z + ) + pafa,
0
por conseguinte
]13 = P1 <—Z)\,02‘Ij + b¢;m; / 9(5)77:1:;1:(3) ds — kj((pa} + w) + P2f4; (;Da:)
TP3I<7 0 2
= i/\ppo (\Ij ()0:1:) - pli) (wx:r ()0:1:) - & /OO g<8)77xx<5) ds Pz
\T,Osk? 7 sz Tpsk 7 L= rpsk \ o 7 12
—T4
P1 P1P2
- T sWa)ro — s¥x)ra- 5.84
o et en) = T (fae) (5.84)

Porém, de (5.51)) tem-se

1—14 - — p1p2 (kI}) Z)\SOI)LQ - — p1p2 (\IJ’ @33 + fo)LQ = - p1p2 (\D) QI)LQ - ’Opo (\1}7 fl,x)L27

TPk T3k Tpsk Tpsk
logo, a identidade (5.84) pode ser reescrita como
P1p2 P1P2 p1 o0
[ia = — v o, — U, f1 . _ - (5) ds. o,
13 7—p3k=( ) )L2 T,Oskf( fl, )L2 Tpgk’ (/0 g(S)T] (3) S, )L2
P1 b P1

p1p
(wxm (Pa:)Lz + - Tps (9036 + ¢ (Px) 7_;32 (f47 (pa:)Lz

Tpgk
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Somando e subtraindo ¥ em termos convenientes, segue que

_ PP _ Pip2 ! > B
]13 - Tpgk’ (‘Ij’q)m)L2 7',03]6 (\I[7f1,$)L2 Tpgk </0 g(‘S)nmz(S) dS,QOm +¢ ¢)L2
Pli? P1 P1P2
Tpgk (%x,% +'¢ w)Lz + p3 (5090 +¢a90x +¢ ¢)L2 Tpgk (f4a90z>L2
pP1pP2 P1P2 £1 >
= - v (I)ac - \Ij7 T - 7 rx d y P
Tpgk( D) o Tpgk( i) 2 " </O 9(8)Naa(s) ds, +w>L2
S / Y (s ) — P ()t 2 ()
Tpsk \Jo 7 2 Tpsk ’ L Tpsk L
P 2 Pr _ P1p2
+7_p3||903:+¢||L2 ps (Cpx_f'@bﬂb)[lz Tpgk(f4’¢$)L2'

Neste momento, note que ¢,, ¥ € H}(0,1), consequentemente ao integrar por partes segue que

P1P2 P12 p1 o0
I - - \I] ®$ - ‘117 z » d 7 " N
v Tp3k7( ’ )L2 Tp3k:( h, )L2 + o3k </0 9(s)n2(s) ds, (¢ + 1) )L2

P1 > /)1??
— $)Nz(s) ds, 1, +
([ st
P1P2
3k

P 2 P _
+7_p3||¢a:+1/]||L2 Tps (%ﬁ—d},@/})m -

b
(¢xa (pr + w>I)L2 - %wa"%2

<f47 ¢I)L2' (585)

Da igualdade (5.32) vem que k(¢, + ), = iAp1® — py f2, portanto, usando em (5.83) vem

p1P2 p1P2 p1 o0 .
I = — )\ @x — \Ij, T " d , Ao P —
13 Tpgk‘( ] )L2 7‘,03]{5( fl, )Lg +j‘p3k:2 </0 g(s)n (3) S, tApPL p1f2>L2
=15

P1 > ,01[; . pllN) 5
J— xT d 9 x X A @ - 2 _—— -
ok (/0 9(8)n.(s) ds, )L2 +3-p3k2 (¢ LAPL plfQ)L, Tpng?ﬁ |72

TV
=:I1¢

P1 9 P1 P1P2
- X - xX ) 2 9 X 2 5.86
ol wllhe = (4 0 0) o = 0 () (5.86)

No entanto, lembre que a identidade (5.57) fornece a igualdade i\n, = —n,, + ¥, + f7, em
Lf] (R+, L*(0, l)), consequentemente, ao usar as propriedades de produto interno e integrar por
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partes, segue que

U Y ARy i
he =~ ([Cawimase) (e n)

2 00 2 o0
([ s e) ([T n)

o plbO IO% > / p% >
= D) - L ([Croneae) - Ao [Temeasn)

2 oo
—Tp’;le ( /0 9(8) fra(s) ds, <I>) : (5.87)
L2

Mais ainda, usando (5.53), vem que i\¢), = ¥, + f3, em L*(0,1) e, portanto

pb
]16 - _Tp;kQ (ZA¢17@) 2 Tp ]{32 (¢$7f2)
pib
= _T;ICQ(\III—FJC&:E’@)LZ - Tps k2 (l/Jman)
_ b .
= (), Tpgkg 0 (o @), " L (zﬁx, f2) 12 (5.88)

Substituindo (5.87) e (5.88) em (5.86)), vem que

113 — _p1p2 (W,@

P1P2 (
Tpgk

Tpgk'

pi < o o0
_Tp3k2 (/0 g’ (5)nz(s) ds, <I>) , — " (/0 g(s)n.(s) ds, fg) ,

— '0% > ! >
2 ([ o5t ds@)ﬂ L ( [ ot as)

Lb (f3x; )

pib
CC)LQ - \I’, fl,x)Lz + 7_p1TO(\I]>(Dx)L2

b
PO g) - P el

s k2 s k:2

1 p1 i
+7__p3H901 +1/}||L2 - ;( e+ w w) T,O3 (f47901)L27

mais precisamente, usando que b = b+ bo, pode-se obter

2 .
P1P2 p1b b )
Iia = |— v, .- P
13 [ Tk + kaz} ( ) )L Tpngw |72

2l + 0l = (o + 0.0 1o+ Ry (5:89)
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onde
2 00
P1P2 Pi p1pP2
Ry = — v x)r2 p ds,® - y P )72
b= 2B ) ([T ) P2 (),
pi > pi >
— s)n.(s) ds, $)frz(s)ds, ®
2 ([ somas ) e (/ 0(5)fr.(5) 5.0 )
P1 OO
- T d7 T - ) - T
([T o) =0, - L),
Substituindo (5.89) em (3.83))
b p16%  pipa  pib P1
k T 7 - & - - L \II (I)a: - T 7
s+ VI [m o OB A (W) L+l
p103 P1
2 sy )r2 T T ) 2 R R R )
Tpk HL T,ng(qgo)L 3(90 +w¢)L+ o+ 1ty + [ig
ou ainda,
P1 2 pib ;6 pipy | pib pib 2
- — T 2 = - 7 - \117 CI)J: - 7 || [2
b Lt vl = [m- 8020 - D8y O (0,),, - L
p10f3 P
_Tpgk( z)Lz_ (90:(:‘?'770 ¢)L2+R0+R1+R2
(5.90)
Multiplicando (5.90) por 7 e observando a defini¢do de xo e x1,vem que
;b p19f
kxilles + ¥l = xo(¥,®,),, — = ”wzHL?_pl:g—k(Qa@x)Lz
—&(S% +¢»¢)L2 +T(R0 + Ry +R2)7
tomando a parte real, obtém-se
_pib P13
kxilles + 9l = xoRe(¥,®,),, — = II%IILz— 13k Re (¢,¢2) ,»
=Ty (5.91)

—%Re (¢z +1,9),, +7Re (Ro + R1 + Ry).

7

N
~
=:I13

Somando e subtraindo ¢ em [;7, pode-se obter

p103 p163
- Re 9 T + 2 +
psk (400 +9), psk

Re (q,) .,

Li; =

Visto que para qualquer nimero complexo z vale que Re z < |z|, segue das desigualdades de
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Cauchy-Schwarz e Poincaré a seguinte estimativa

P10 P10l P10 p1031
I S — 9 T +¢ + q T = + = q U :
i < o lalliellon ¥l + =2 lall el e < PR lall 21U
(5.92)
Além disso, usando a igualdade (5.33) em I3, segue que
Lg = WRG(S%JFW‘I’ﬁLf:a)Lz
P1
= _R x ) +—R T ) 25
o e(pe+1¢,9),, T e(pa+0, f3),
como consequéncia das desigualdades de Cauchy-Schwarz e Poincaré, vem que
hs < w o+ sl + T8 o + il ool
< H + |2 | W] + pl HFH 1U1]
> Pz L2 L2 Ho Ho*
Usando que |A| > 1 e a Desigualdade de Young com ¢ = 1/2, segue que
02
i < gl + 013 + 2+ — | Pl [Vl (593)
P3 P3 Vb

Desta forma, tomando o médulo em (5.97)), a Desigualdade Triangular e as estimativas (5.92) e
(5.93)), obtém-se

2

P1b
kixalles +¥ll7. < |Xo||(‘11,<1>x)L2}+ lIYellze + 5oz llee + ¥l + /)12||‘I’Hiz
3

2MI2

P63 pi6Bl ] ol
— + = | gl 211U, + ——=NF 3, [1U 44,
P3 k3 pgk\/g r pg\/E\/l_)

+7(|Ro| + |Ra| + | Ra])-

+

(5.94)

Neste momento, serdo feitas estimativas para 7| Ry|, 7| R1| e 7| R2|. Com efeito, das desigualda-
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des Triangular, Cauchy-Schwarz e Holder, segue que

b )
TIRo| < 7ol W)2 472 |(V, fre + f) L2|+7pl \(wm)pwm (6, 12) .|

([ semas @)L2 ([ storsats)is.a) )

(/Ooog(s>n:r(s) dS, f2> |(f3$: )L2| + T2 ‘(f47(10:r +¢)L2‘
.2

p1b
702l [ Wl 22 + T2l 2|l fre + foll o + == Nball el foll g2 + ——

TP1
* k

TP1
+ k

0 Tﬂlb
+_
k

_|_

7',015

IN

— 1011211 f2]l 2

7p1+/9(0) o 3 ’Tp\/_
VIO (™)) ds) 10+ N ol
Tpl\/_

Tplb

1l g2 a1 f2ll 22 + == sl 2 @l 2 + o2l fall 2l + 0l 12

ol + IO ([t ds) 0,
+[2¢\/— 27\/—\f b | 2yl

IN

[V (E7N L) Fvie

Vk K kym |k

ou ainda,

1
2

T[Ro| < do H‘I’H%fr(/o —g’(s)”nx(s)H%gds) U1l + 1 E 3 U 3, |+ (5:95)

onde

g = Tv/P1v/ 9( 27'\/_ 27\/_\/_ 7'\/_5 27‘@%
0 — Max § 7pP2, L \/E 2 /{:\/_ L .

Por outro lado, somando e subtraindo v € f3 em termos convenientes e usando os mesmos
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argumentos da estimativa para 7| R/, vem que

(ot)ual + 705 10 5.

0 (15, ),.

o I ollpellvall e +
7',01(5

Tp10 10 |

7—’R1| < ‘(f6a(px+w)L2|+ U

01(5 TP
TR (2, f1x+f3)L2\+
7',015

Tp15l T,o15l

— - ldlizell fsallze

IN

I follzzlles + 9l + ===

Tp1(5

— el fra + follpe + == fsll 221l 2

2\/7_'/)6 2\/Tp16l  T\/p1d
< | B DR TR Ul
P3 k pgk\/g

ou seja,

TR < da[Fll, [[U |, (5.96)

com

2y/Tpid | 2y/Tpidl | T+/p10
5 + — + .
p3\/k_ pgk’\/l;

Agora serd feito estimativas para 7| Rs| empregando os mesmos argumentos descritos para obter

([ semase)
(/Oo g(s)n.(s) ds, f2> ,

d1:

as estimativas de 7| Ry| e 7| R;|, mais precisamente

2

]{72

TIR,y| < ’;ﬁ?}(\p f1x+f3)L2\+p1p;|(xlf f3) o] + -

p1p p1p P
o (Frea ) ]+ 22 [ (firw )L2}+pk2

p% > & o0

+p3k2 (/0 9(8) fra(s) d8,®>L2 —l—ka (/ g(s)nz(s) ds,z/;x)H
2h
plk? ‘(f&x’ )L2 (wwafZ)Lg‘

IN

p1p2 p1p2l p1P2
ok el fre + foll e + === ok el foell g + =27 ok 3 fallzallee + 2l

2

1
p1v/9(0) OO 2 p1pal
VIO / _g,<s>|\nx<s>u%2ds) 1152+ 2222 ull sl

psk?
\/_ \/_ ,01\/_

e + == 1f7ll 2y 121 22 +

”77HL2 Hl)waHB

2

”fs:CHLQH(bHLQ + H%Hml\fﬂlm
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Deste modo, vem que

3 00 i
piv/9(0) . p1vbo
T|Ry| < VAV(0) (/0 —g'(8)[1n2(s) 172 dS) 10, + =171l 2 31Ul 3

N p3k? P:’,k/‘\/z

2P1\/_ 201\/_1 2\/_\/_ 2\/_\/_

+ 1Bl Ul
VI3 Dok \/— D3k? p3k? Ha IV 17
ou melhor,
> / 2 %
IRyl < dy ( / —g<s>||nx<s>||pds) 1005, + 1l 23203y 10 W+ 1 s U T |
0
(5.97)
onde

p VAV o 200002 2l 2V 23/p7Vb
2o psk? 3l€\/_ psVk? 3]<;\/_ p3k? psk? '

Por conseguinte, substituindo (5.93)-(5.97) em (5.94), pode-se obter

Plb
kixalles +9l7. < |X0|‘(‘I’7‘Dx)Lz|+ Flleelze + les + ¥z

2IA\2

p103 4 p1051
p3\/F pgk\/z

1
+ela| 0l 2 g2y 1U 13, + [do + d] (/0 —g'(5)lIna ()17 dS) 1013,

2
p
N {_1 +d0] 192, + lall 21U,

+ [ oL +do+di+ dz| [ Fl3,|U 34,
psV'k ViV
Fazendo uso do Lema[5.11] resulta que
1 |1 plb Ple4
Kxalles + 9l < Ixol [(9,82) o] + 7175 e |3t ok e + 1722 + ——=101l7:

ﬂl
2p2

+

p103 p1031
[J7 [ =+ lall 21U 14,
D3 3 p3 \/— L H

1

o0 2
el gy 10T, + Lot ) ([ =m0 ds) 10,

P1 bC4

+do+dy +dy + —— Dok 1 E' {26, 1U [ 4, -
3

k:\/_
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Por outro lado, usando o Lema[5.9] vem que

1 |1 pib p1bCQC4
kpallles + 9172 < Ixol |(¥,®2) o] + =5 BE 5 ok I + 172 + 21| -
n b p1oB | piop
+ +dy + A2y + = | gl 2|U
22 P 7. + [pg\/ﬁ i lall 21U 5,

1

S 2
+dmw%w@ww%+W%+dﬂ(A —¢@Mm@médﬁ 1Ulle,

be besc
Fdo+dy + dy + 2 P10
psk psk

P

PN

e aplicando a Desigualdade de Young com ¢ = 1/2 seguido do Lema segue que

+ [ 32 11U -

P1 504 P1 50204

klxallles +¢lze < Ixol [(¥, @2) o] + 1]z

2

4

— +d
2p§+ o+

psk 2psk
1 (1 pib p1oB  pdpl
T e N T L L N
|)\|2 2 p L P3 k3 p3k‘\/l_) - "

1

+MW@WMWMﬁ{%+M(A<ﬂ%Wm@ﬁM9|WM2

P11~764 0150264 P1501CQC4

k\/_+d0+d1+d2+ )03k p3k 203]€ ”FH’HQHUH')LQ?
ou, adotando a notagao
p_% dy pibes  pibescy  pdf P10l
2p3 psk 2p3k " psVE3 pgk\/l?
Cg = max . . - )
P pibcs  pibeacy  pibeicacy
+do+ dy + dy +
k;\/_ T gk psk 2p3k

pode-se escrever

klxallles + 97 < |X0||(\P7®$)L2‘+C6|:H\I]”%2+HqHL2”UHH2+HUHLE(H(})HUHHQ

+(/0 —g’(S)Ilnz(S)\li2d8> 101l + 1E 3, U [l

1
A2

1 plb
41 |5+ g | e+ VIR
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Contudo, lembre que

2 1 pll; T 1 Pll; APE
AN2>cd=—" |24+ 2 , 0queimplica em -4 — < ——
A " kx| [2 psk a P 2 psk 2

consequentemente, segue que

k’Xl’
2

les + 072 < |X0||(\Ijaq)x)L2‘+CG|:||\I[||%2+||Q||L2||U||’H2+||77||L£2](Hé)||U||’H2

[o¢] 2
+(/0 —g'(5)lIna(s) 122 dS) HUHHﬁHFHHQHUHHQ},

finalizando a prova do segundo item do Lema[5.13]

Neste instante, o item (ii) serd demonstrado. Com efeito, lembre que a identi-

dade fornece

k

p1b
biea 401 = [ = 2] (0.22) -

(0.9),, + Ro. (5.98)

onde Ry é descrito em (5.79). Com isto, tomando o médulo de (5.98) e aplicando as desigual-

dades Triangular e de Cauchy-Schwarz, vem que

p1b p1[A|
et ol < ot B2) (0,2 ] + 22 0 + |

p1b P10|A|
< o+ 22 10 20) )+ Y22 o, + 0

Todavia, de tem-se que

1

H‘PH%ﬁ(/O —9’(8)!\%(8)”%2(18) U132, + 1E 3, U 3, |

d
|Ry| < =
-

consequentemente,

w%+wéf;@h@@ag+ww5+wwmmm%

-

+(/0 —g'(s)lIna(s) |22 dS) HU‘|H2+HF|’H2HUHH2:|7

onde J " 5
Ge = % pio VA
Ce = maX{ T y P2 L ) L } )
como desejado. |

Deste modo, tem-se o principal resultado desta secao:
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Teorema 5.14. Se g satisfaz (5.39) e xo = 0, entdo o Cy-semigrupo de contragées S(t) = e/

associado ao sistema Timoshenko com historia e Lei de Cattaneo é exponencialmente estdvel.

Demonstragdo. Pelo Lemal5.10]obtém-se que

U5 = Pl ®IZe + p2ll Wl + bllballZs + kllox + ¢lL2 + psl01Z2 + TllgllZe + lInllZ;
< (es+k)llww + Wl + (c3 + ) 10allZe + Pl WIIZ2 + psllONT + TlallZe + 072
+es[| Flla, U3, -

Agora, usando os lemas|[5.7]e e fato de que |\| > 1, obtém-se

1013, < 205+ k0] o +wl3e + [ea(es +B) + o 1913 + [eales +B) + po] 013

+ Jea(es +8) + s+ e (7 + 1) | 1F a1 U
ou melhor,
U3, < e {H% + Qe + 272 + 1101122 + HF||H2||UHH2:|7 (5.99)
onde
Cr = max{203+k‘+5, C4(Cg+[~)> + po, C4(Cg—|—l~7> + p3, C4(Cg—|—l~7> +03+01(T+ 1)}

Note que yo = 0 implica em x; # 0, por conseguinte, do primeiro item do Lema|5.13|vem que

206

les +¥lz < Tl {H‘Pllé gl 221Ul + 101l 3 ey [1U

« %
+([:—@%@wh@ﬂ@ﬂw) wnm2+nthmnmJ,

substituindo em (5.99)), resulta que

2¢6C7 2cgC7 2cqC7
U2, < |== U2, + 22 U =2 U 0||?
101, < hmﬂ+4u|m+%wﬁmmnH%+meww%mn%+@nmg

2¢6C1 (/OO / 2 ) ? |:266C7 }
- =g ($)|[n2(8)72 ds Ull, + |=—= +¢ | ||F Ul
k] U, AOIUACH V2 1T, ol [E 321U
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Pela Desigualdade de Young com ¢ = 1/6, deduz-se que

2cgCy 1 6c2c2 1 6c2c?
WIE, < hﬁﬁ+prM¢+ﬂU%2 e lals + G + el

2 1 2 60303 o, 2
+er|| 0|72 + g||U||H2 + P —g'(8)[|n:(s)[ 72 ds
0

20667
[ FE | 1P

0 que implica em

1 2 < |:2CGC7

10T, < 30 e IR+ T [l + | + 01

66%0? /OO / 2 20667
g\, 7Y ($)[1n2(s)[|72 ds | + Tl T 1F e, 1U L, -
Mais ainda, usando novamente o Lemal5.7] seguido do Lema[5.8] segue que

1 2c6C7 2c6C7 6cic2e;  12¢3¢2
U3, < U 0 F Ull4. -
101, < 2% 4o ol | 3% 4 o4 250 4 2L 0,

(5.100)

Lembre que o Lema[5.9]fornece

10122 < callgll 2191 2 + call Fllyg, 1U I,

assim, combinando a Desigualdade de Young come =1/2¢ o0 Lema vem que

(&) C1Co
1613 < 29I + [22 + o] 1Pl U (5.101)
Substituindo (5.101)) em (5.100)), obtém-se

1 2 26607 6207
— < — 4 + — ‘I/

2¢c6C7 6cac2e;  12¢32 cieaer
[MXH o kQTX |2 ]g2|X61|2 92 + cacr| 1Pl U] 34,5

ou melhor, denotando

2c6C7 CoCr 2ceCr 6cicie; 1232 cieacr }
cg =max{ ——+¢ +—, —— +cr + + cocy
{k|X1| 2 7 kx| xal? o k2 xal? 2

pode—se escrever

UM, < esllPlze + sl Pl 1U e,
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Aplicando o Lema para ¢ < 3/kc, a determinar, segue que

1 CsE
§HU||%2 < WHUH?{Q + [es + csCs] | F Il 11U 134, -
. ) 3 1
Mais ainda, usando que |A| > 1 e escolhendo € = min { —, — », vem que
k?C4 408

1
MU < s + cses] I Flla 1Tl
Aplicando a Desigualdade de Young com ¢ = 1/8, obtém-se

1 1 2
;lHUHiQ < gHUHiQ +2([cs + cses) (| I3,

isto &,

2
10113, < 16]cs + cscs] 17113,

Portanto, foi provado que se |A\| > max {1, ¢y}, entdo existe uma constante ¢ positiva tal que
U3, < cllFllyg,, VE € Ha,
com U € D(A,) asolugdo da equagdo resolvente (iA\] — A5)U = F. Mais precisamente, tem-se
I(GAL = A2) " Fllgy, = Ul < cl|Fllygye VF € Ha,
ou seja, se |A| > max {1, ¢o}, entdo

—1
) HE(HQ) -7
o que implica em

lim sup H(MI — A, < 00.

s )z
Desta forma, pelo Teorema de Priiss (veja Teorema tem-se que o Cyp-semigrupo de con-
tracdes S(t) = g2t ¢ exponencialmente estavel, ou melhor, existem constantes & > 0e M > 1
tais que

IS ciay = €™ Nl gy < Me™, £ 20, (5.102)
como desejado. |

Nesta parte da secdo serd provado que o = 0 € uma condi¢do necessdria para
o semigrupo associado ao problema (5.1))-(5.3]) decair exponencialmente. Mais especificamente,
tem-se o resultado:
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Teorema 5.15. Seja g uma fungdo que satisfaz (5.39). Se o Cy-semigrupo de contragoes
S(t) = et associado ao sistema Timoshenko com histéria e Lei de Cattaneo é exponenci-

almente estavel, entdo x, = 0.

Demonstracdo. A demonstracao serd realizada por contraposicao, isto &, se

P1 bpr Tp10°
= - — - — | = 0
Xo (T P3k> <p2 k ) p3k 7

entdo o semigrupo S(t) = e“2* ndo é exponencialmente estdvel. Para tanto, basta mostrar que

existe uma sequéncia de nimeros reais {\, } <y tal que

lim |\,| = oo,
[n]—o0

e uma sequéncia ndo nula e limitada F,, = (L, f2, 3, 2, 3, f5, f7) € Ha, com

n»Jnr

lim ||(i\.] — 142)_11‘7””7{2 = 00.

n—oo

Assim, para cada n € N, considere
F o= (o, prl cos ("lﬂ>o 0,0, 0, 0),
—_——
=:f2

e veja que F,, € Ho, pois f2 é continua em (0, ) e além disso,

! "1 nmx l nrzy |
2(1) do = / - ) dx =
/0 fi(z)dx o cos( 7 ) x P sen( 7 >

0

=0,

ouseja, f2 € L?(0,1). Mais ainda, usando a identidade trigonométrica 2 cos®(u) = 1+cos(2u),

vem que

l l
1 nmTT l
1FullFe, = il £2172 = pl/ |fa (@) da = —/ cos” (—) dr = —,  (5.103)
0 P1 Jo ) 201

isto €, F,, é uma sequéncia limitada em H,. Além disto, observe que iR C o(A5) independen-
temente de consideragdes a respeito de (, por isso, para cada n € N existe uma tnica solugao

Un = (€, Py Un, Vi, Ony @y ) € D(Az) da equagio resolvente
(iAnd — Ag)U, = F,. (5.104)
Reescrevendo (5.104)) em termos de suas componentes, obtém-se

A — P, =0, (5.105)
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IAnp1® — k(Pne + n)s = cOS (@) , (5.106)

dthn — U, = 0, (5.107)

iAnp2 V¥ — Dy g — /O ) 9(8) 2 (8) ds + k(pnz + Pn) + 06n, =0, (5.108)
iMp3On + Gnw + 00, , =0, (5.109)

IATGn + B¢y + 0 =0, (5.110)

Xl + s — U = 0. (5.111)

Note que empregando os mesmos argumentos descritos em (.168)), pode-se obter da equagio

G.111) que
Wy,

ou ainda, da identidade (5.107)), pode-se escrever

1 (5) (1—e ™),

M(s) = n(1—e%), s>0. (5.112)

Além disso, usando (5.110), vem que

1
I T T+ B)

Desta forma, fazendo uso das identidades (5.103), (5.107), (5.112) e (5.113) nas igualdades
(5.106)), (5.108) e (5.109) tem-se que a solucdo U,, da equag@o resolvente (5.104)) satisfaz

On - (5.113)

nmwx

— A2p16n = kpnas — kb = cos (7). (5.114)

2 pthn — by + / G(5)e ™% ds me + kpna + Koy + 0000 =0, (5.115)
0

1
(iAo + B)
Com base nas condi¢des de fronteira e do dominio do operador A,, pressupde-se que

on(x) = A, cos (#) ,

nmx

n(x) = B, sen (T) :

nmwx

On(x) = C,, cos (T> :

com A, B,, e C,, a serem determinados. Por conseguinte, encontrar o vetor solu¢ao (¢, ¢, 0,,)

do sistema (5.114)-(5.116)) se resume determinar os pardmetros A,,, B,, e C,, mediante o sistema
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numeérico

N2p A, 4k (7‘1—”)2 A, — k (?) B, =1,

220y Btb (”T”)Q Bn—/ooo g(s)e= ™ ds (”%)2 B—k (”%) Ap+kBp—6 ("T”) C, =0,

iApsCl + —— (T)Q Cry + iAnd (T) B, =0,

AT+ B\ l
ou equivalentemente,
T, —k (%) 0 A, 1
—k (2%) T, =0 (%) B, [=]0], (5.117)
0 XS (2T) Ty Ch 0
— M,
onde os T;’s sdo dados por
9 n 2
Ty= =Ntk () (5.118)
nm 2 > , nm\ 2
To=-Npy+b(—) — / g(s)e ™ ds (— ) +k, (5.119)
2 2 ( ! ) 0 ( l )
© 2
Aps (it + B) + (2F)
T3 = . 5.120
’ AT + 3 (5-120)

Observe que

Daps(idar 4 B)+ ()] (B=idar)  B(%F)" 43 [Aaps(X272 + 82) = Aur (77)]
R I R ¥ R T |

isto €, da positividade da constante (3, segue que

Re(T3) = B 0 5.121
€ 5) - )\’%7_2 + 62 7£ ) ( . )
ou seja, T3 # 0. Seja d um nimero real que serd fixado posteriormente e considere {\,, } ,cn de

tal forma que Y, = d, mais precisamente

2 > 472 A2
SO S
A, =4 ~ T (5.122)
ME
0 SE€ n2 < W

Com isto, garante-se que \,, € R para todo n natural e ainda |\,,| — oo. Observe que o sistema
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(5.117) tera tinica solug¢@o apenas para os naturais n tais que det M,, # 0. Nestas ocasides, ao

usar a Regra de Cramer, a seguinte expressao pode ser obtida para A,,,

o eo ()2 N\ §2 (nm)?
4, = DTt i ()7 N RS
det M, 105 5 4 iAa0? (22)° Ty — k2 (22)2 1y
ou ainda, denotando
nm 2 (nm)?
K, — Yol 40X, 0" (4 ) — T, + M) (5.124)
Tg T3

pOdC-SC escrever

det M, = T, [Tng . (”Tﬁﬂ e (”ZT) Ts = [T K, — (”l”) } Ty (5.125)

Consequentemente, (5.123) pode ser reescrito como

TgKn . Kn

An - nm 2 o nm 2°
TSK, — k2 (52T, YLK, — k2 (o)

(5.126)

Neste instante, faz-se necessdrio dividir a prova em dois casos, a saber:

1° caso: x1 =T — p_k = 0. Aqui, considere d = T; = 0 em (5.122), assim,
P3

€ consequentemente
nm

det M, — —k? ( z

Usando (5.121)), segue que

) T3 = —kpl/\iTg

li det M, 6/\4
Jim Re(det M,,) = /\27_2 B = —00.
Desta forma, existe um ng € N, tal que se n > ng, entdo det M,, # 0. Por conseguinte, para

n > ng tem-se que

02 ()" (B = N2T) 0% (22)? (iA, 8 — A27)

) 2T
K, =Ty +
T B — T () () T gy (1 ) ()T

Contudo, note que y; = 0 implica em kp37/p; = 1, logo

Kn:T2+

0% (22)? (iA, 8 — A27) 82 /nm\2 AT a2
=Ty+ — (— — .
iAnpsf 2t P3 ( ) " P33 ( )
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Substituindo 15 dado em (5.119), vem que

K, = —Mps+b (nf)Q - /Ooog(s)e“ns ds (T) +k+ i—z <7>2 + MP’Z)T;Q <nl—7r>2

kp2 /OO i ( l )2 82 i\, T0% | 2
= |——+b— sl ds+ k| — | +—+ — .
[ P1 0 9(s) nm P3 Pl ( l )

Voltando em (5.126) e lembrando que d = 0 = T, segue que

K, 1| kp /°° N < l )2 5 idgTH?
Ay, = —=——=|—+b—- sle"ds+ k| —) +—+
k2 (%)2 k2 [ p1 0 9(5) nm P3 psll
pr b 1 ™ N 1/ 1\ &8 i\To?
- 2 _ 2, nsge -~ —) — - .
PR A A

Consequentemente, da Desigualdade Triangular Inversa

b1 [ . L/ 1\ & inTd?
|An| — &__Q_F_?/ g(S)eMnst——(—) . 2_2 T2
mk k k% J, kE \nm psk ps3Pk
\An|ﬂ52 > i 1/ 1\%2 &2
— - =4+ = Prids — — | — ) — .
p3Pk? Plk + gls)e ’ k \nm psk?
—D,
Em contra partida, veja que
0o 2 2
D, = |——-—=+— s gs . — | | —
[Dn| ok T e =TT )~
00 2 2
7oy 7, - iAns g = -

s JETmTel) e N e r) Tk
usando propriedades de integrais e o fato que |e"®| = 1, tem-se que existe uma constante cg
positiva tal que |D,,| < ¢g, mais especificamente,

_ P2 b by 12 52
S T R Ry o W
Portanto,
| T02 A |T62 52
MAZLﬁy—WM2|hQ—szMclj—il) (5.127)
p3Bk p3Bk paBk | Anl

Dado que ¢o/|\,,| — 0, tem-se que para todo € positivo, existe n; natural tal que n > max{ng, n}

implica em c9/|\,| < €. Em particular, escolhendo ¢ = 76%/2p38k* vem que para todo
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n > max{ng, n, }, vale a desigualdade

Co T52
< -

Com isto em mente, segue de que

762 762 > 752

ATL )\TL - = )\n7
401> Il RN

5.128
aBI2  2paBR? (.128)

sempre que n > max{ng, n }.
2°caso: x1 =T — e # 0. Aqui, defina
psk
_P3kX1 _1_ pskT
P1 P

X2 =

Usando a defini¢do de T3 descrita em (5.120), na expressdo obtida para K, dada em (5.124),
vem que
iMa0? ()7 (iNT + 5% (") (ihB — N7
K, ="+ - .(l)( 6)2=T2+. ()" (A5 ")2. (5.129)
iMps(iX,T + B) + (2F) iAnpsf — A2psT + ()

Por outro lado, observe que usando

pr\ L P1
pode-se obter da igualdade (5.129) que
; Tk (nw)2 7d
K, = T2+52 (n_ﬂ>2 ZANB_H(Z) +p_1 P
n . Tk (nm 7d nmw
D7 idapsB — BT ()" + 85+ (°F)
; Tk (nw)2 d
= 10 (M) iAf =5 CF) + 3

iAnpaf + (1 — 2k) (nm)? 4 o

N|3

~
>
S
=
I
%
—~
e
~—
o
+
IR

- e ()
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Visto que 2 # 0, a identidade anterior pode ser escrita como

P1X2 [Mnﬁ - T—’f (”l—”)z + ;—ﬂ

nr)2 Td
P1X2 [l)mp?ﬁ +x2 (25)" + mp—l]

K, = T2—|—52 <nl7r)2

n7r>2 iAnp18X2 — Thxa (n7)2 + TdX2

= Y5+ .
< l P1X2 [Z)mp?ﬁ + X2 (nT)Q + pf%i]

Usando a definicao de -, segue que

_ M)
P1

N|3
~—
_I_
2
S
—

n7r>2 iAnp1B(1 — %) TkX2 (

K = To+ 52(1 1o [zAnpgﬁJer ("T)2+w]

mr)? 2)\np16 - Z)\npngﬁ — TkX2 (% 2 +7d — pskr?d

l P1X2 [Z)mp:aﬁ + X2 ("7)2 + pard]

p1

= T2+52<

2 iAnp1f +7d — Tk [angﬁ T (m) T pspid}

= T+ 62 (T) -
ple[zAnpgﬁ-+zx2("“) +—£%3}
T, 4§ <n7r>2 i1 S+ 7d <n7r>2 TkS?
B 2 0l y nm 2 T a e ’
L7 pixe [z)\nmﬁ +x2 (%) + ”j)—ld] L7 pixe
Da definicdo de T, vem que
2 o0 2 752
Kn _ _)\2p2 + b( 7T> _/ g(S)e iAnS ds (THT) Lk (77,77') T
l 0 l L7 pixe

82 (n7r>2 tApp1 8+ 7d
l P1X2 [i)\npsﬁ + X2 ("7”)2 + %i]

= ) () [ ()
_(nT? Tké? nm? iAyp1 B+ 7d
( ) o < p1X2 [angﬁ +x2 ()" + M]

k > , o> d 1\’ 2
= [b _ / g(s)e s ds — =4 6 F, + (ﬂ + k) (—) ] (@> :
P1 0 P1X2 P1 nm l

anlﬂ + 7d
B ; 7\ 2 rd|’
prx |iAnpsf + xa ()" + 2222

o~

onde
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Além disto, note que

2 A\, rd
lim A, F, = lim a1 £ AnT S
oo " X [i)\nPBﬁ + X2 (%) + ?,3: ]

— lim iN2p1 B+ \,7d
n—oo . 2 N
— P1X2 [2)\”/)35 + % + d% + p;ld]

Bk
_ 252. (5.130)
P1X2

Neste instante, considere d como de tal forma que

(b— Tkd? _@) 4=k

P1X2 P1
isto é,
d— K _ _PlkX1 20
o Tk kpy ’
b P1X2 P12 X0

Com isto, pode-se escrever K,, como

P k‘_z_ > (s)e™™* ds + 02F, + @—i—k‘ € 2 (EY (5.131)
n = y ; g(s)e S n ) ni l ' '

Por outro lado, uma vez que Y7 = d, tem-se de (5.125) que
nm 2
det M, = [dKn -k () } T,
Com isto, afirma-se que o subconjunto de N, dado por

2
N’:{neN ‘ dKn—k;Z(”T”) #Oen22dl2/lm2},

possui infinitos elementos. De fato, se N’ possuir um niimero finito de elementos, entdo para

algum ny € N, n > ny implicard em

dK, — k2 (”7”)2 —0.
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ou seja, usando a expresséo obtida para K,, dada em (5.131)), vem que

0 = d kz—/m (s)e- o ds + 62 F, + (222 4 ) (- 2 ("”)2—k2<””)2
B d 0 gisie ° " p1 nm [ [

_ g (”%)2 /OOO g(s)e 5 ds + 6% F, (“T”) +d (dpl + k)

Lembrando que

segue que para n > no, vale

pir;,  d /OO —iX 2 pA, | d dpa
=—d - S ds 4+ dotF, d{—+k 5.132
0 < T k;) i g(s)e s+ )T ” + ( )

Com maior razdo, da expressao (5.132)) pode-se obter que

d (p A2 d\ [ . . d2F, (p2  d\  d [dps
_ n w iAns ] n e el it k
0 " ( T k:> /0 g(s)e s+ " T N\ +k|,

€ consequentemente,

o] 2 o0
nlggo |:_ dpllf)\n /0 g(s)e—iAns ds — k:d_)\n 0 g(S)G_i/\"S ds

do*F, (p A2 d\ d [d
+= (pz +E>+X—<‘h+k)} 0.

Ora, mas devido a (5.130), pode-se concluir que

P . . d(SQ ,01/\2 d d dp2 Z/Bd52
L o a —iAn s d — ~— |\ — k = ’
ninio{ /\nk/o gle)errids + oy < k +kz>+An(m+ ” X

(5.133)

(5.134)
Assim, usando (5.134) em (5.133), segue que
dpi\, [~ , 3d)>
lim —=2 / g(s)e s ds = i 7
n—00 k 0 X5
ou ainda, ,
o : kBo
lim )\n/ g(s)e ™ ds = ik 5 (5.135)

A expressdo (5.133) deve ser satisfeita para qualquer fungéo g que respeita as hipéteses (3.9),

particularmente para

com « > 1/b. Deste modo, ao fixar g(s) = e~ ** e fazer as mesmas contas apresentadas na
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Segdo[d.2] para obtengio de (4.188)), vem que

lim )\n/ g(s)e s ds = —i, (5.136)
0

n—oo
o que implica, juntamente com (3.133]), que

k362 B
PlX%

_]_’

contradizendo a positividade das constantes k, 5 e p;. Portanto, o conjunto N’ contém infinitos
elementos. Com isto em mente, conclui-se que se n € N/, entdo o coeficiente A,, pode ser de-
terminado. Mais precisamente, A,, é dado pela expresséo (5.126)), ou ainda, usando a identidade
(3.131)), vem que paran € N', A,, é dado por

£ ) 02, + (%4 ) ()]

d [% — fooo g(s)e=Pnsds + 02F, + (% + k) (nl—ﬂ)Q} — k2

A, =
B X g(s)em e ds + 62F, + (2 + k) (L)’
T st 7, ) o7

vy

| S

]{32 1
- 2 o —iAns 2 dp2 L)? ! d

Para n € N, segue que A,, pode ser escrito da forma

4, = alli + o (’“ +L)
n 2 [_)\n fooo g(s)e_i/\"s d8+62AnFn+An(% —|—k) (nl_ﬁ)2] d n d*G, dM, )

onde

00 2
G, = —)\n/ g(s)e™ 5 ds 4+ 82\, Fyy + Ay (@ + k) (L> )
0

P1 nm

Por conseguinte,

2 dps l 2
|G| < + M EL| + [\ +k)(— ),

P1 nm

1 \? I\*
nim nim

portanto, tem-se do Lemad.T6|e do limite (5.130) que existe uma constante ¢y tal que

)\n/ g(s)e™n* ds
0

mais ainda,

|Gn| S C10, Vn e N. (5137)
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Utilizando a Desigualdade Triangular Inversa,

|An| > [An] LA (5.138)
TN @IG] dh]) '

Visto que 1/|d\,| — 0, tem-se que para todo € positivo, existe ns natural tal que se n > ng

implica em 1/|d\,| < €. Particularmente, para € = k?/2d*cio vem que

1 - k>
|d)\n| 2d2010.

(5.139)

Com isto, usando (5.137) e (5.139) em (5.138), tem-se que para n € N’ com n > ns vale

(5.140)

k2 k2 k2
A > Dol ( )

- = An )
d2610 2d2010 2d2010 | ‘

o que encerra a discussao do segundo caso.

Finalmente, note das desigualdades (5.128) e (5.140) vem que existe uma

constante positiva ¢ tal que |A,| > ¢|\,| para pelo menos um subconjunto com infinitos ele-

mentos de N. Portanto, da defini¢cao de norma do espaco H,, vem que

L , > R 2
100 = VAl =7 ([ @) = vl [ eos (*7) dr)
0 0

Fazendo uso da identidade trigonométrica 2 cos?(u) = 1 + cos(2u), pode-se obter

1Unll3, = \/@\/Z!)\nfln!,

o que implica em

: _ vVl
1A — A2) " Fy o, = |Unllpg, > %MQ — 00. (5.141)

Por conseguinte, conclui-se que

n—oo

Mais precisamente, usando que F;, € uma sequéncia limitada em H,, segue que

)1 (AT = Ag) ' Fall,
L(H2) — ||Fn||H2 ’

| (iAnd — As

o que finaliza a prova do Teorema [
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Corolario 5.16. Seja g uma funcdo que satisfaz (5.39). Se o Cy-semigrupo de contracoes
S(t) = et associado ao sistema Timoshenko com histéria e Lei de Cattaneo é exponencial-

mente estdvel, entdo x # 0.

Demonstracdo. Basta notar que xo = 0 implica em

e aplicar o Teorema [5.15] [

O resultado oferecido pelo Corolério [5.16] é um tanto quanto curioso, visto
que, a relagdo xy = 0 implica na falta de decaimento exponencial do semigrupo associado
ao problema. Ocorre que em diversos sistemas de Timoshenko, a igualdade de velocidade de
propagacdo de ondas é uma condi¢ao necessdria e suficiente para que o decaimento exponencial

seja garantido. Um exemplo foi discutido no Capitulo 4]

5.3 ESTABILIDADE POLINOMIAL

O objetivo desta se¢@o ¢ apresentar resultados que garantam que se o # 0,
entdo a solucao decai em uma taxa polinomial. Vale ressaltar que em [[7] os autores apresentam
apenas uma versdo equivalente ao item (i) do Lema [5.13] consequentemente, o decaimento
polinomial apresentado no artigo fica restrito ao caso y; # 0. Para contornar esta situacdo, o
resultado de decaimento polinomial desta se¢do utilizard a estimativa dada no item (ii) do Lema
513

Sejam A € R e F' € H,, entdo existe dnico U € D(A,) solugdo para a
equacao resolvente

(il — A)U = F, (5.142)

a qual, em termos de suas componentes pode ser descrita por

idp—®=f em H0,1), (5.143)
iAp1® — k(py + ), = pifa em L2(0,1), (5.144)
iMp— U =f; em H(0,I), (5.145)

iNoo U — bty — / 9(8)Nee () ds + k(pp + ) + 80, = pofs em L*(0,1),  (5.146)
0

iAp3l 4+ qp + 6V, = psfs em L2(0,1), (5.147)

iNTq+Bq+ 0, =71fs em L*0,1), (5.148)

ixg+n,—V=f em L2(R* Hy(0,1)). (5.149)
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Teorema 5.17. Seja g uma fungdo que satisfaz (5.39). Se xo # 0, entdo o Cy-semigrupo de

Aot

contragoes S(t) = e**' associado ao sistema Timoshenko com histéria e Lei de Cattaneo é

polinomialmente estdvel com taxa étima de decaimento 1/ Vi

Demonstra¢do. Lembre inicialmente da desigualdade (5.99) apresentada durante a prova do
Teorema[5.14|na Segdo[5.2] a saber

U3, < er [II% +[IZ2 + 1L + 10172 + [ F Ml 1T, | (5.150)

onde c; representa uma constante positiva que depende apenas dos coeficientes do sistema.

Porém, de acordo com o segundo item do Lema[5.13] vem que

Ce
et 0l < 2] 10 02) o] + 191 + IO,
1

+</0 —g/(S)H%(S)H%QdS) 10l + 1, [U 13, |- (5151

Substituindo (3.151)) em (5.150), resulta que

CeCr

0, < S| (00 ]+ or+ B i+

AN 21U T, + exlIO1172

C6Cr CeCr

1
9 ([ = O ds) 10T + or+ 5| 1F 0T

e ainda, aplicando a Desigualdade de Young com € = 1/4, segue que

CeCr cz

1
S0, < 5|00+ e ] i+ | B+ | ol

N

~2 .2 CoCr

C:C
+$A f@m@%%+h+—ﬂwmwmf

Fazendo uso do Lema pode-se obter que para || > 1, vale

1 CgCr ~2 2
10, < |00+ e ST i+ | 5 cr| PO
CeC 2czc
e B0 0 (5152

Neste instante, observe que devido a equagdo (5.143)), tem-se que ¢, = i\p, — f1., em L*(0,1),

mais ainda, usando a identidade (5.143)), pode-se escrever
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consequentemente,

(\IJ7®I)L2 = _Z)\(\Ila(px +w>L2 - (\Ijafl,a: + f3)L2 - H“I’”%ﬂ (5153)

Tomando o médulo da expressdo (5.153) e utilizando a Desigualdade Triangular, vem que

(0, @,) o] < M (0,00 + ) o] + (P, frw + f3) o] + 192

Aplicando a Desigualdade de Cauchy-Schwarz, resulta que

(0, 02) | < APlalles + Dl + 190 2l fre + Fll o + (P12

1 1
< =Ml NUll, + 12172 + —=1F N2, 1U ||, -
\/E| N 21U, + 11 @\/EH 262 1U 134,

Da Desigualdade de Young com e, pode-se obter

AP

o Il 10,

WK%hAsﬂUﬁf+[ +@nmm+

1
N

ou ainda, se || > 1, entdo

1 1
(¥, @) .| <ellU3, + {E + 1} IAP[®][72 + m||F||H2||U||H2~ (5.154)
vV P2

Usando a estimativa (5.154) em (5.152)) e escolhendo € = k/8¢sc7, vem que para |A| > 1

3 66 Cr 66 Cr 256 Cr 62 C2
SO, < ort B S (BT ) PR+ | B 4 o] Pl
cgcr  20acE CeCr
F Ull,.
e BT B 4 B Pl 0

Agora, lembre que o Lema [5.9) garante a existéncia de uma constante ¢, positiva tal que
101172 < callall 2121l > + call Fllag, [1U g,

portanto,

3 CeCr  CoCr [ 2CsCr coCec?
SO < ert B4 B (ZT ) [P + [ 25T+ coer| Nl

66 Cr 26% C% 66 Cr (&) 5% C%

k k2 N k2

+

cr + caCy

APIE T3, 1T,
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Usando a Desigualdade de Young com ¢ = 1/2, pode-se escrever

1 1
APl 122 < SIAPllallZe + SIAPIP e,
2 2

consequentemente,

3 CeC ce¢Cr [ 2CgC CaCic2  coc
SO, < [or B4 B (2041 ) o 1 2

k k k? 2k?

M. ~2.2
C2CgCr CoCr
|+ ) Pl

Cecr | 20EcE CeCr CoCec2

k k2 \/10—2@"’_ L2

+ |cr + + caC7 \)\| HF”HQHUHHQ

Aplicando o Lemal[5.7] tem-se que

3 CeCr  CoCr [ 2CsCt CoCc2  cocr
O < fer O S0 (2000n ) O ],

k k
cecr  2Cac3 CeCr 026(2303 C102CEC%  C1Cocy 9
+ |cr + k k2 \/_\/_ k2 + CaC7 + 22 2 |)\‘ HF||7‘L2||UHH2

Por fim, usando o Lema[5.12]com ¢ > 0 dado por

. 3 1 4 5607 4 6607 25607 1)+ CQ&%C% i CoCr !
gE=mms§ -—, = |C —
ke 817 kT kR 2k2 2 ’

segue que

1 56 Cr 66' Cr 26607 (&) 52 02 Co C7
TR, < s for + S04 B0 (2000 11} 4 ST 4 O R 01,

k k k2 2k2
cecr  2Cac3 CeCr CoCict C109CECE  C1Cacy 9
e or+ S+ T4 s S v+ SR SO P U

o que implica, devido a Desigualdade de Young com € = 1/16, em

1 CoCcr  Ccr [ 2CgCr caC2c2  cocy
ST <43 e B0 Fr (Patn ) R ey,

cecr  2Cac3 CeCr CoCict C109CECE  C1Cacy

2
4 2
k k2 \/E\/F—i_ k2 et 2k2 2 ] AP

+4

C7+
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Portanto, existe uma constante c¢ positiva tal que

1Tl < clAP[F Iy,

onde
02 i 5667 6667 25607 626262 CaCr 2
— = 4 |ep+ =L+ +1)+ =2+ ==
g ST TR Uk 2%z 2
[ ~ 9822 ~ ~2 2 ~2 92 2
CeCr CgCr CeCr CaCgCr C1C2CgCr C1CoC7
+4 7 + + + cacr +
kR Vi R TR 2 ]

Visto que U € D(Ay) é solugdo da equacdo resolvente (i\[ — Ay)U = F, segue que
[GAT = A2) 7 Fllyy, < AP Pl VP € Ha,
desde que |A\| > 1. Por conseguinte, tem-se
- -1 2
AT = 4y < AP,
ou equivalentemente,
| (iAT — AQ)*1||£(H2) =0(AP), N — 0.
Assim, devido ao Teorema de Borichev & Tomilov (veja Teorema[2.76)), vem que
IS Ay ullay = o(t™1%), t — 00, u € Ha,

isto &, .
L1547 ull

t—o0 t*1/2

=0, u€H,.

Usando a defini¢ao de limite no infinito, tem-se que para ¢ = 1 existe ¢, > 0 tal que se ¢ > {,

e 15047 ]
S(t 2_ U||H
12 2 < 1, wué€Ho,
ou melhor, )
S(t) A Mullp, < —=, u € Hs.
S04 e < 221w Ha
Para cada Uy € D(A,), considere
AU,
u=—220 9,

B ||U0||D(A2)
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segue que se ¢ > tp, entdo
100l pay

Vit

Com isto em mente, seja M = max {1, /o }. Assim, parat € (0,,] tem-se

15()Uolln. <

MI|Tollpa,y _ MITollpa,)
Ve T Vi

15(®)Uollr. < [[Uollpray) <

Portanto, como M > 1, segue que

M||U,
1S@)Volln, < 1%l t>0, (5.155)

— \/E Y
ou seja, 0 semigrupo decai polinomialmente com taxa 1/+/%.
Neste momento, objetiva-se mostrar que a taxa 1/+/Z nio pode ser melhorada.

Com efeito, suponha que existe um ndmero v > 0 e alguma constante M > 0 tais que para todo

Uy € D(Ag)
MU,
1S(®)Usll, < M t>0. (5.156)

2—y

Uma vez que 0 € o(A,), vem que para cada U € D(A;) existe inico F' € H, de tal forma que
AUg=F < Uy=A'F (5.157)

Fazendo uso de (5.157), segue que pode ser reescrito como

M||Uoll p(a,)
)

7=

1S(£) A3 Fllp, < , t>0.

Todavia, lembrando que A, ' é um operador limitado, vem da definicio de norma de D(A;) que
M|[Uollpaz) = M (142" Fllagy + 1Flla,) < M (145 ] 04z + DIF Nl

consequentemente,

_ —1
1S () A3 F I, < M([[AZ | gy + 1)
154, - ts

, t>0,

para todo I’ € H,. Da defini¢do de norma do espago L£(H), obtém-se que

M (1145 £y +11)
1

7=

1S () A5 | £y < . t>0,

ou ainda,
IS A o) = O 7),  t — oo
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Face as equivaléncias oferecidas pelo Teorema de Borichev & Tomilov, seque que
IGAT = A2) M 2y = O(APT), A — o0,
isto é, existe uma constante positiva ¢ tal que para || suficientemente grande
[GAL — As) ' Flly, < EAPTFlyy,, VF € Ho, (5.158)
0 que implica em
A2 (GAL — A9) ' Fllyy, < el Flla,, VF € Ha. (5.159)

Agora lembre que no Teorema da Secdo foi provado que existe uma sequéncia de

nimeros reais {\, },en € outra sequéncia { F}, },,cy em Ho, tais que

!
|(iA I — Ag) ' Fy |3, > \/p_lT;/CMny? — 00. (5.160)

(veja a desigualdade (5.141])). Mais ainda, ficou provado em (5.103) que

l

1Full3, = 30
portanto, (5.160) pode ser reescrito como
@A T = A2) ™ Fallas, > pr el Anl?[| Fullyy, — o0, (5.161)
ou ainda
X T2 (AT = As) ™ Follag, > prcl X | Foullyy, — oo (5.162)

Contudo, veja que (5.159) deve ser satisfeita particularmente para \,, e F,,, isto &,
Al 2 (AT — A2) T Fyllyy, < EllFnllp,- (5.163)

Lembrando que ||F,||;,, € constante, as expressdes (5.162) e (5.163) geram uma contradig@o,

consequentemente, a taxa 1/ \V/t é 6tima. [ |
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A APENDICE

A.1 UM ESPACO DE HILBERT

Os resultados aqui apresentados dizem respeito a equivaléncia de normas nos
espacos de fase dos problemas, mais especificamente, serd provado que a norma definida em
(5.3) é equivalente a norma usual do espago H,. Com isto em mente, tem-se o seguinte resultado

Proposicao A.1. A norma || - ||, definida em (5.5)) é equivalente a norma usual | - |3,.

3 5 ,,6

Demonstragdo. Dado U = (u',u? v, u*, u®, u®, u") € H,, usando as desigualdades Triangu-

lar, Poincaré e o Lema[2.29] vem que
2
kllug + w72 < k(llugllre + Uz llz2)” < 2kl |l + 2k |uzZ-.
Consequentemente, obtém-se

U, = palle?llZe + pellutllZe + 0l |72 + kil + @17

palle 2 + 7l 2 + |2,

IN

2klubllze + prlluPlze + (0 + 2K0) ludl 7. + pallut 72

tpallu® 2 + Tllu 2 + |2,

IN

A (lluglfe + lw?lZe + Uiz + llutllZe + ullFe + [u®lZ: + lluT]7).

onde
02 = max{?k, P1, B‘i‘ 2kl27 P2, P3, T, 1} :

Observe agora que a® + b? < (a + b)?, portanto pode-se escrever

2
1013, < (luzlle + w2l + Nudllze + llutllze + [ullze + w2 + [u7ll2z)” = U,

e finalmente, conclui-se que ||U||3, < ¢|U|y,. Por outro lado, usando o Lema repetidas

vezes obtém-se

2
Uhe, = (lwlee + lw?llze + luglize + lutllze + lwllze + u®llz2 + [lu"] 2)

< 2lullze + 4wl + 8lluglize + 16]|u(|7s + 32(1w’ (72 + 64]u’ |72 + 64]|uT]|7;.
Além do mais, das desigualdades Triangular e Poincaré, vem que

2luglge < 2(lug + oz + Ul e)” < 4llug +u?lf7a + 42 ]3] 72,
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0 que implica em

Ul < Allug +u?([Z2 + (407 + 8) g7z + 4llu?[[Z2 + 16]|u’| 72

+32[[w’|[ 22 + 64{|u®||Z> + 6477

< E(pillu?ll7e + pallutlfe + Bllud 7o + Kl +u®|Za
+psl|u” |72 + TllulllZ: + [[ullZs),
om 4 41°+8 4 16 32 64
= max{—, —Jr, — T T —764}
k b pr P2 p3 T
Portanto, existe ¢ > 0 tal que |U |y, < c||U||#,, isto é, || - ||3, € equivalente a norma | - |3,,. W

Assim sendo, visto que os espagos L?(0,1), L(0,1), H}(0,1), H!(0,1), e

Lg (R*, H{(0, l)) sdo de Banach, o exposto acima permite afirmar que
Hy = H,(0,1) x L2(0,1) x Hy(0,1) x L*(0,1) x L¥(0,1) x L*(0,1) x LZ(R*, Hy(0,1))

é um espaco de Banach com a norma (5.5)) e Hilbert com o produto interno definido em (5.4)).
Observe ainda que os mesmos argumentos podem ser empregados para obter conclusdes seme-

lhantes em relagcdo ao espago H;.
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