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ANDRADE, Féabio Junior de Andrade. O ensino de sistemas de equacdes lineares
por meio da resolucdo de problemas. 2013. 114 f. Dissertacdo (Mestrado
Profissional em Matematica em Rede Nacional) — Universidade Estadual de
Londrina, Londrina, 2013.

RESUMO

Este trabalho aborda a perspectiva para o ensino de Matematica por meio da
Resolucdo de Problemas, sendo os problemas o ponta-pé inicial para o estudo de
Sistemas de Equacfes Lineares, bem como os métodos de resolugdo mais comuns
nas escolas de Ensino Médio (Regra de Cramer, Método de Gauss - Jordan e
Método da Eliminacdo Gaussiana). A ideia principal defendida no presente trabalho
€ que: quando expostos a situacdes desafiadoras, os alunos sentem a necessidade
de aprender novas técnicas e ferramentas mateméaticas, que proporcionam o
dominio de habilidades e competéncias que podem ser aplicadas situacbes do
cotidiano. Um problema motivador tem a finalidade de motivar os alunos nos estudos
e na pesquisa sobre temas importantes para sua formacdo basica. A necessidade
de aprender um novo conteudo deve partir dos préprios alunos, no momento em que
forem colocados frente a uma situacdo que os desafie e motive. Trata-se de uma
proposta para o ensino de Sistemas de Equacdes Lineares mediado pela resolugao
de problemas. Assim € apresentado um conjunto de problemas resolvidos e
comentados, que constituem uma proposta para introduzir e desenvolver o contetudo
de Sistemas de Equacdes Lineares com alunos do Ensino Médio, tendo por base o
referencial tedrico que orienta o desenvolvimento do nosso trabalho.

Palavras-chave: Sistemas lineares. Resolucdo de problemas. Ensino médio



ANDRADE, Fabio Junior de. The linear equation systems teaching by the
problems solving. 2013, 114 f. Dissertation (Master's degree in Professional in
Mathematics in National Network) — Universidade Estadual de Londrina, Londrina,
2013.

ABSTRACT

This paper approaches a perspective in the math teaching by the Problems Solving,
being them the beginning for the study of the linear equations systems, so as the
most common solving methods in high schools (Cramer Rule, Gauss - Jordan
Method and Gaussian Elimination Method). The main defended idea in the present
work is: when exposed to challenging situations, the students feel the need of
learning new mathematical techniques and tools, so that it can provide the mastery of
skills and abilities that can be applied in daily situations. A motivator problem has the
goal of motivating the students in studies and researches about important topics for
their basic formation. The need of learning a new content must come from the
students, when they are faced to a situation that challenges and motivates them. It is
a proposal for the teaching of linear equation systems mediated by problems solving.
This way, it is presented a set of solved and commented exercises, which consists in
a proposal to introduce and develop the solving teaching of linear equation systems
to high school students, having as a base the theoretical reference that guides the
development of our work.

Keywords: Linear systems. Problem solving. High school.
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INTRODUCAO

Em muitas situa¢des o ensino de matematica se da pelo incentivo
aos alunos a reproducdo de procedimentos e o acumulo de informacdes para,
posteriormente, aplica-los em exercicios metodicos e repetitivos, e na resolucédo de
alguns problemas de aplicacdo de formulas com o intuito de testar se os alunos
conseguem utilizar os contelldos matematicos.

Ha, entretanto, grande quantidade de educadores mateméaticos que
estdo apostando na resolucéo de problemas como instrumento e artificio primordial
para o ensino e aprendizagem de matematica, especialmente na educacao basica
(Ensino Fundamental e Médio). Muito se tem estudado a respeito dessa ideia, de
iniciar a aprendizagem de algum tema de matematica partindo da andlise e
resolucdo de um problema, no intuito de desafiar os alunos a pensarem e
levantarem hipoteses a respeito do assunto em questdo. Neste contexto 0s

Parametros curriculares Nacionais para a Educacéo Basica (1998) indicam que

Essa opcao traz implicita a convicgdo de que o conhecimento matematico
ganha significado quando os alunos tém situacbes desafiadoras para
resolver e trabalham para desenvolver estratégias de resolucdo. (BRASIL,
1998, pag. 40)

Alguns sistemas de ensino, escolas e até alguns professores, por
iniciativa propria, tém utilizado a resolucédo de problemas nas salas de aula. Porém,
esses problemas algumas vezes séo utilizados apenas como uma forma de
aplicacdo de conteudos ou férmulas, como testes para saber a capacidade de
reproducao intelectual dos estudantes. Esse processo vem sendo desenvolvido da
seguinte maneira: os professores ensinam algum contetdo ou método e em seguida
propde aos alunos alguns problemas para verificar a sua aprendizagem. Dessa
forma, a aprendizagem dos alunos esta sendo construida por reprodugdo ou
imitacdo, o que faz da Matemética e dos problemas apenas um grande emaranhado
de simbolos abstratos e incompreensiveis.

Muitos professores apostam na resolucéo de problemas como ponto
de partida para a aprendizagem em matematica, dando aos estudantes a
oportunidade de mobilizar seus conhecimentos e algumas habilidades para a

compreensao do mundo real, conforme afirmado nos PCN (1998).
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A resolucdo de problemas, na perspectiva indicada pelos educadores
matematicos, possibilita aos alunos mobilizar conhecimentos e desenvolver
a capacidade para gerenciar as informagbes que estdo ao seu alcance.
Assim, os alunos terdo oportunidade de ampliar seus conhecimentos acerca
de conceitos e procedimentos matematicos bem como de ampliar a visdo
gue tém dos problemas, da Matematica, do mundo em geral e desenvolver
sua auto-confianca (BRASIL, 1998, pag. 40)

Vale salientar que ndo é qualquer questao ou situacao proposta que
pode ser entendida como problema. O problema néo apresenta solucdo imediata, ou
seja, o0 aluno ndo a visualiza de inicio, mas pode ir construindo essa solucao a partir
do levantamento de hipoteses, observacdes, operacbes matematicas, troca de
idéias e discussdes. Além disso, ha a possibilidade da validacdo da resposta, o que
ja contribui para a compreensao do problema, bem como da matematica usada na
resolucéo.

Nessa perspectiva, a aplicagdo de uma féormula para a resolucao de
um problema, chegando ao resultado correto, pode deixar de proporcionar aos
alunos a construcdo do conhecimento matematico. Segundo os PCN (1998, pag.
42), € importante que os alunos consigam fazer questionamentos, analisar as
condicdes de validade das respostas, elaborar problemas a partir de informacdes ja
conhecidas e refletir sobre a situacédo a que foi exposto.

A contribuicdo da matemética para a formacéo dos alunos tambem é
indicada nos Parametros Curriculares Nacionais para o Ensino Médio (PCNEM), que
associa a formacdo do aluno ao desenvolvimento de algumas competéncias

conforme mostra a figura 1.

Figura 1 — Principais competéncias em matematica para o Ensino Médio

* representagao e comunicagao, que envolvem a leitura, a interpretagdo e a produgao de
textos nas diversas linguagens e formas textuais caracteristicas dessa area do
conhecimento;

* investigacao e compreensao, competéncia marcada pela capacidade de enfrentamento
e resolucao de situagoes-problema, utilizacao dos conceitos e procedimentos peculiares
do fazer e pensar das ciéncias;

* contextualizagao das ciéncias no ambito sécio-cultural, na forma de andlise critica das
idéias e dos recursos da area e das questoes do mundo que podem ser respondidas ou

transformadas por meio do pensar e do conhecimento cientifico.

Fonte: PCNEM (1998, p. 113)
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O desenvolvimento dessas competéncias pode ser associado a
metodologias de ensino, como € o caso da resolucdo de problemas. No entanto os
PCNEM também orientam que a resolugdo de um problema ndo pode ser
demasiadamente simplificada ao ponto de se tornar apenas uma aplicacdo de
conhecimentos ja adquiridos. Existem varias estratégias que podem ser abordadas
em uma situacdo problema instigante e motivadora, colaborando para a
aprendizagem dosestudantes durante a resolugdo. Todas elas servem para
aperfeicoar os conhecimentos e habilidades dos alunos quanto a resolugdo de
problemas matematicos no decorrer do processo ensino — aprendizagem e ao
amadurecimento de alguns conhecimentos mobilizados durante outras situacfes
(Figura 2).

Figura 2 —Estratégias matematicas para o enfrentamento de situacdes - problema

Investigacao e compreensao

Na area Em Matematica

Estratégias para enfrentamento de situacdes-problema

Identificar em « |dentificar os dados relevantes em uma dada situacgdo-

dada situagao- problema para buscar possiveis resoluges; por exemplo, em
problema as situagoes com uma diversidade de dados apresentados por
informacoes ou meio de tabelas, graficos, especificacOes técnicas, reconhecer
variaveis as informacgoes relevantes para uma dada questao que se
relevantes e busca resolver.

elaborar « |dentificar as relagoes envolvidas e elaborar possiveis
possiveis estratégias para enfrentar uma dada situagao-problema; por
estratégias para exemplo, para obter uma dada distancia, saber optar por
resolvé-la. medi-la diretamente, utilizar uma planta em escala, usar

semelhanca de figuras, fazer uso de propriedades
trigonomeétricas ou utilizar um sistema de eixos cartesianos e
abordar o problema através da geometria analitica.

« Frente a uma situacdo ou problema, reconhecer a sua
natureza e situar o objeto de estudo dentro dos diferentes
campos da Matemdtica, ou seja, decidir-se pela utilizagao das
formas algébrica, numérica, geométrica, combinatdria ou
estatistica. Por exemplo, para calcular distancias ou efetuar
medicOes em solidos, utilizar conceitos e procedimentos de
geometria e medidas, enquanto para analisar a relacao entre
espaco e tempo no movimento de um objeto, optar pelo
recurso algébrico das fungoes e suas representacg0Oes graficas.

Fonte: PCNEM (1998, p. 115)

Considerando as orientacdes dos PCN e PCNEM,para o presente

trabalho desenvolvem os um estudo sobre a resolucdo de sistemas lineares por
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meio da resolucdo de problemas. Neste sentido a resolucdo de problemas pode
colaborar para a mobilizacdo dos alunos e a construcdo de conhecimentos
associada a compreensdo, argumentacdo, investigacdo e dedugcdo no estudo de
Sistemas Lineares.

Os PCN (2002)nos orientam para a relevancia que a resolucdo de

sistemas lineares apresenta para os alunos do Ensino Médio.

Com relacdo a algebra, ha ainda o estudo de equacdes polinomiais e de
sistemas lineares. Esses dois contetudos devem receber um tratamento que
enfatize sua importancia cultural, isto é, estender o conhecimento que os
alunos possuem sobre a resolucdo de equacfes do primeiro e segundo
graus e sobre a resolucdo de sistemas de duas equacdes e duas incognitas
para um sistema do tipo 3 x 3[...](BRASIL, 2002, pag. 122)

Levando em consideracdo que a formacédo dos professores da
Educacgéo Bésica precisa ser vinculada as orientacdes dos documentos oficiais e as
metodologias para 0 ensino de Matematica, o Mestrado Profissional em Matematica

em Rede Nacional (PROFMAT, 2011) surge com a proposta de

[...] atender professores de Matematica em exercicio no ensino basico,
especialmente na escola publica, que busquem aprimoramento em sua
formacgdo profissional, com énfase no dominio aprofundado de contetdo
matematico relevante para sua atuacdo docente. O programa opera em
ampla escala, com o objetivo de, em médio prazo, ter impacto substantivo
na formacdo matematica do professor em todo territério nacional.
(http://mwww?2.profmat-sbm.org.br/org_apresentacao.asp)

O presente trabalho de conclusdo de curso no ambito do PROFMAT
visa, portanto, contribuir para a formacdo dos professores de matematica e tem
como objetivo apresentar uma proposta de ensino de sistemas lineares mediado
pela resolucéo de problemas.

A estrutura do texto compreende Introducdo, trés capitulos e
consideracgdes finais. No primeiro capitulo, fazemos uma revisita aos contetddos de
matrizes e determinantes (alguns métodos e regras para o calculo de determinantes
de matrizes quadradas); sistemas de equacdes lineares e 0s métodos mais
tradicionais de resolucédo ensinados no 2° ano do Ensino Médio que sdo a Regra de
Cramer; o Método do Escalonamento de Sistemas e o Método da eliminacdo de
Gauss, juntamente com alguns exemplos resolvidos aplicando os métodos

apresentados. Aléem da resolucdo dos sistemas, ha a necessidade de discutir as
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possibilidades de respostas, através do método do escalonamento, percebendo que
ha diferentes tipos de sistemas 0s quais podem ou ndo apresentar solucéo,

conforme afirmam as Orientacdes Curriculares para o Ensino Médio (2008).

A resolucdo de sistemas 2x2 ou 3x3 também deve ser feita via operacdes
elementares (processo de escalonamento), com a discussao de diferentes
situagbes (sistemas com Unica solucdo, com infinitas solugcdes e sem
solucdes). (BRASIL, 2008, p. 78)

No segundo capitulo, abordamos a resolucédo de problemas como
uma metodologia de ensino de mateméatica. O terceiro capitulo é dedicado a
elaboracdo de uma proposta com problemas cuja traducdo para a linguagem
matematica permita a elaboracéo de sistemas de equacdes lineares, e cuja solugcédo
dos sistemas coincida com a solucéo dos problemas propostos, verificando algumas
condicOes pré-estabelecidas. Cada problema é discutido, e sdo analisadas possiveis
formas de resolugcéo, bem como aquelas mais indicadas, na tentativa de minimizar
0s erros e otimizar o tempo,além de promover a aprendizagem dos alunos sobre
sistemas lineares.

Finalmente apresentamos as consideracdes finais sobre a proposta

desenvolvida, bem com as referéncias bibliograficas que subsidiam nosso trabalho.
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CAPITULO 1
SISTEMAS DE EQUACOES LINEARES

O estudo de sistemas lineares requer o conhecimento de conceitos
basicos sobre matrizes e determinantes, devido a importancia de tais conceitos na
resolucdo dos sistemas a serem estudados. Segundo Lipschutz e Lipson (2011, p.
35), “os sistemas de equacdes lineares e suas solugbes podem ser entendidos
eficientemente por meio da linguagem das matrizes”.

Sendo assim, faz-se necessario um estudo inicial sobre matrizes e
determinantes, destacando tipos especiais de matrizes e algumas de suas
propriedades, bem como alguns métodos para o célculo de determinantes de
matrizes, dentre os quais se destacam a Regra de Sarrus e a Regra de Laplace,
frequentemente estudados no Ensino Médio.

Iniciamos este capitulo, desenvolvendo um estudo sobre matrizes,
seguido do calculo de determinantes. Na sequéncia, abordamos o conteldo de
Sistema de Equacfes Lineares; alguns métodos de resolucdo; a discussédo e a

interpretacdo dos sistemas.

1.1 O ESTuDO DAS MATRIZES

Em muitos problemas, dos mais variados tipos e areas, aparecem
naturalmente, informacgdes organizadas em linhas e colunas, ou seja, organizacdes
retangulares de valores ou medidas, como as tabelas por exemplo. Essas
organizacdes nos fornecem a idéia do conceito de matrizes, as quais possuem um
papel essencial na matematica. Segundo Boldrini (1980) a partir delas podemos
estudar diferentes métodos de resolugdo para determinados problemas, além do
que, os dados organizados em matrizes ficam mais simples de serem analisados.

E valido ressaltar que as matrizes ndo podem ser entendidas apenas
como uma forma de notacdo ou ferramenta para resolver problemas ou sistemas
lineares. Anton e Rorres (2001) afirmam que existe uma rica e importante teoria
sobre matrizes, ampliando vastamente seu campo de aplicacbes ao ponto que 0s

estudos vao se aprofundando.
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Definicdo. Chama-se Matriz A, de ordem m x n, um quadro de m x n elementos
(numeros, polinbmios, fungées, etc.) dispostos em m linhas e n colunas. (Steinbruch
e Winterle, 1987)

&, @, v Ay
A= a; Ay ]
= : (lemos: Matriz A de ordem m x n)
a'nl anz T amn
A matriz A também pode ser representada

porA=[a;]comi, je N. Os indices i e j representam respectivamente a linha e a
coluna em que se encontra o elemento a; na matriz. Por exemplo, o elemento a; é

0 numero gue se encontra na linha 1 e coluna 3 da matriz.
A matriz que apresenta apenas uma linha é chamada de matriz
linha. Ja a matriz formada por apenas uma coluna é chamada de matriz coluna.

Caso tenha o mesmo namero de linhas e colunas, sera uma matriz quadrada.
Exemplos:

A=(2 -1 0)é uma matriz do tipo 1 x 3 (matriz linha)

5
B :(Zjé uma matriz do tipo 2 x 1 (matriz coluna)

2
C =(A 7 Jéuma matriz do tipo 2 x 2, ou simplesmente de ordem 2 (matriz
4 -1

quadrada)

De forma geral, qualquer tabela de dados numéricos, cuja
apresentacado obedeca a uma organizagdo das informacdes em linhas e colunas,
pode ser entendida como uma matriz. Como exemplo, podemos observar a tabela
publicada no Diario Oficial da Unido em 30 de dezembro de 2009contendo 0s precos

(em reais) de cada tipo de plano de saude, de acordo com suas especificidades.
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Figura 3 — Tabela de Precos — Unimed Fesp - Anasps e Tabela de reembolso.

ABRANGENCIA NACIONAL

PLANO PLANDO BASICO  PLANO ESPECIAL  PLANO MASTER
FAIXA ETARIA ENFERMARIA QUARTO INDIVIDUAL | QUARTO INDIVIDUAL
0-18 RS 111,90 | RS 151,26 | RS 206,01
19-23 RS 130,39 | RS 178,56 | RS 243,18
24-28 RS 139,73 | RS 190,56 | RS 259,52
29-33 RS 143,04 | RS 195,65 | RS 266,45
34-38 RS 162,77 | RS 223,64 | RS 304,58
39-43 RS 186,05 | RS 256,04 | RS 348,71
44-48 RS 256,42 | RS 354,17 | RS 482,34
49-53 RS 334,38 | RS 463,89 |RS 631,77
54-58 RS 374,57 | RS 629,58 | RS 857,42

59 OU MAIS | RS 670,96 | RS 907,58 | RS 1.297,82

Taxa de RS 25,00 por contrato pago no ato da adesio

Fonte: Instituto Brasileiro de Beneficios para Cooperativas e Associa¢cfes (DOU, 30/12/2009)

A esta tabela estd associada uma matriz do tipo 10 x 3, de todos os
valores (em reais) dos diferentes tipos de planos de saude. Podemos escrever entédo

a matriz A da forma abaixo.

A= (mu(E(111.90@ 150,590 @139, 730 M 143.04 @ 162,77 @M (186.05@ 25642 P M (334.38@3 7457 @e70.960 ) ) 1 &M (m (151 26@178.00)@1 90.5 el (1

Considerando duas matrizes A=[a;]e B=[b;]comi,jeN,

dizemos que 4 e B s&o iguais, entdo &;; = bij ,parai=1,2,...mej=1.2,..,n.

O conjunto de todas as matrizes de um mesmo tipo recebe uma

conotacéo generalizada como segue na definicdo abaixo.

Definicdo. Designa-se por ¥mx= &) 0 conjunto de todas as matrizes do tipo = *

(e Ié-se "eme-por-ene”) sobre o corpo numérico K.

1.2 OPERACOES COM MATRIZES

As principais operagdes com matrizes sdo a adi¢gdo, o produto de
matrizes e o produto de uma matriz por um escalar, cujas referidas definicées foram
baseadas em Boldrini (1980).
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Definigéo. Dadas duas matrizes de mesma

ordem A=[a;]e B=[b;]; i,je N definimos a matriz soma de A com B como

A+H= Iﬂfi + ﬁf}l]mxl: onde | =1,2,3,....me j =12,3,...,n

A soma das matrizes 4 e 5 pode ser calculada da seguinte forma:

a,; a, - a, bn b12 blm a, +b11 a, +b12 e Qg +b1m
A+B= a 2y ; " 21 bzz E _ a21+b21 a22+b22 :
a, ap Ay bnl bnz bmn a, +bnl an, +bn2 o Ay +bmn
Exemplo
. ) 2 7 3 8
Sejam as matrizes A= eB= , temos
-1 3 0 5
2+3 T7+8 5 15
A+B= = A+B=
—-1+0 3+5 -1 8
Proposicdo.Dadas as matrizes A =[a; ], ,B =[], € C =[¢;],, comi,je N a

operagdo de soma de matrizes satisfaz as seguintes propriedades:

i) A + B =B + A (propriedade comutativa);

ii) A+ (B +C)=(A+B)+ C (propriedade associativa);

iif) Existe a matriz O tal que A + O = O + A = A. Dizemos que O é o elemento
neutro para a adi¢do de matrizes;

iv) Existe a matriz - A=[-a;]1,, fal que A +(-A) =-A + A = O. Dizemos que -

mxn

A é o simétrico da matriz A
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Demonstracgdes:

i) Como A=l[a],.,,B =[b;l.. EMmxn(K)talquei=1,..mej=1,.., n, entdo A+B

mxn 2 mxn

e B+A estdo definidas. Assim, adicionalmente temos (A + B) = [a;] + [bj] =
[ai + bi] = [b + a;] =[by] +[a;] = (B + A)

i) Como A=[a;],,,B =[0;]u, € C=[Cjlu COM i, ] e N EMmnn(K) entdo A +

(B + C) e (A+B)+ C estdo definidas. Assim, adicionalmente temosA + (B
+C) = [ay] + [b + cy] = [a; + (b + ¢ )] = [(a; + by) + ¢; ] = [a; + by] + [c;] = (A
+B)+C

iii) Seja A EMmxn(K) € B = OmxnEMmxn(K). Entéo temos (A + B) = [ay] + [b; ] = [aj +
0] =[aj]=A

iv) Seja A = [aj] EMmnxn(K) e -A = [-a;] EMnxn(K) tal que i =1, ...mej=1, .., n.
Entéo temos (A + B) = [aj] + [-a;] = [a; + (=a;)] = [a; — &;] = [0] = 0

Em algumas situacBes, ha necessidade de se determinar um
maltiplo de uma matriz 4, o qual indicamos por44 . Em casos como esse,
determinamos o produto de uma matriz pelo escalar | multiplicando todos os

elementos da matriz em questdo por 4 , como segue na definicdo.

Defini¢do.Seja a matriz * = [a:]

mzz SObre um corpo £ e 4 £ & um escalar.
Definimos o produto de 4 por A e denotamos por 4% ou & a matriz
g = [oul, . tal que %y = 48y emquet = l..mef = L..n

Proposicdo.Sejam A, B duas matrizes do tipo ™mxn  sobre um

corpoft € A € K dois escalares. As seguintes propriedades sdo verificadas para a

multiplicacdo de uma matriz por escalar:

i) MA+Bl=24 + A8
i) @&+ wd = 24 + w4

iif) A feedt) = {dp)a
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iv) 1= 4 =4 (Oescalar1 designa-se por elemento neutro do corpo ¥ ).

Demonstracdes.

i A+ 8= aflay + 0],
_— [..J: Eﬂ':..f -+ b:'.lt':I]

THAM

= I;’gtl.‘.:; + .91553']

= I";‘ﬂ:-r]:l.“.?t’n + I';‘bt-"-]:l.“_t‘n
= ala]  +Alb]
= A4 + AE

i) Gt wd = @+ Wl
=[x 1 wayl ..,
= [Aay + payl
= fiayl 1 lea]
= Iﬂ:f];wri‘% + W |5-‘:f],-.,u_m

= Ad + pA

i A = 4 (el )
= A I.-‘»«‘ﬂ.*,f-l,,._m
= [dayl..
= {Au)layl

E S ]
= (luda

iV) lLa=1. h:af]zn_:rn
= ['l . I:i‘n']

Rl R ]
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Definicdo. Dadas duas matrizes A e B tais que""'l = |""L’].m-ne §= Ib:-'f]m.xn com
i=12,.me j=12,..r,definimos a matriz produto de A por B como a

matriz& = &.8  onde

n
G = Z aik'bkj
k=1

Cada elemento Cj; da matriz produto #- & é obtido pela soma dos

produtos de cada elemento da linha ¢ da matriz 4 , pelo correspondente elemento

da coluna 7 da matriz 5 . Isso exige que se atenda a condigéo:

A multiplicagéo de matrizes exige que o nimero de colunas de < seja igual

ao namero de linhas de & para que seja possivel formar o produto & & . Se
esta condicao ndo é satisfeita, o produto nédo é definido (ANTON; RORRES,
2001, p. 43).

Exemplo:

5 3

1 2 0

Sejam as matrizes A= (2 ; _?J eB=|0 1| 0O produtode A porBé dado por:
1 2

C=AB= (::]:L'*E‘]:L +@yg. by +@gg by @yl +agg by 'f'ﬂls'bas)
E’n-b:ln +&22-b24 +ﬂ£’a-b31 IE?E'n"&:li +ﬂ£’s-'&22 +'E-"LE'E"E[3'E

_amp- [LBE+20+01 13+ 21-+02y_(5 5
C=48=l954+30-31 23+ 3.1—321‘(? 3)
Proposicdo. Sejamas. E e C matrizes de ordens m ¥ n,inx rerxs

respectivamente, entdo sdo satisfeitas as seguintes propriedades abaixo para a

multiplicagéo de matrizes:

i) AfB.Cr= (4. BLC (propriedade associativa);
ii) Seja a matriz D do tipo © * 5 | entoE-C - D} = B.C -- B.D (propriedade

distributiva)
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Demonstracao:
i) Notemos primeiramente que as matrizes4{@{le 5 sdo do tipo mxs .

Logo temos:

g
ABCY = ) ayBCxy

k=1

= ((-‘;}-B]C}“'
i) Primeiramente percebemos que £ e I séo do tipot * & e & é do tipor *

o0 que indica que as matrizes §C e &L serdo do tipo # * 5 . Entdo temos:

[
(BEC + DY)y, = D bys(C + Dy

=1

= (B‘:]_-:Ii.-_ -+ (BE}].-:IE.-_

Observacgao: Para o produto de matrizes ndo vale a propriedade

comutativa, ou seja, dadas duas matrizes, 4 e B , pode ocorrer A& # Ea |
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Exemplo:

; 3 0 1
Sejam as matrizes “* = (; n) e‘3 = (-2 2)

. LO+3.=2) 11+3z2 -6 7

E=C Ut e-2) b.L+;.2)=(ﬂ 5)
. &1+ 1.5 g3+ 1.0 5 0

B.a=_91425 -2.3+2.n)=(9 —ﬁ)

-G 7 5 0
Percebemos que (ﬂ 5) ® (B -ﬁ:[
1.3 TirPOS DE MATRIZES

Dentro do conjunto de todas as matrizes quadradas, podemos
destacar diferentes e importantes tipos de matrizes, as quais sédo definidas segundo
Lipschutz e Lipson (2011).

Defini¢&o (Matriz Diagonal).Uma matriz quadrada D = (d;;) é chamada de diagonal
se todos o0s elementos que estdo fora da diagonal principal forem nulos, ou seja,
d; =0 parai= j.Uma matriz diagonal pode ser denotada  por

D =diag (d,,,d,,,..,d,,)

Exemplo:
50 0
D = diag (5,8,—1) também pode ser representada por |0 8 0
0 0 -1

A matriz diagonal em que todos os elementos da diagonal principal

1 0 0
A= (ﬂ 1 u)
sdo iguais a 1 € chamada de matriz identidade. A matriz 0 o 1/, por

exemplo, € a matriz identidade de ordem 3. Podemos indicar por I3,
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Vale salientar que a soma, o produto por escalar e o produto de
matrizes diagonais sdo também diagonais. E a multiplicacdo entre duas matrizes

diagonais quaisquer é comutativa.

Defini¢ao. (Matriz Triangular Superior) Uma matriz quadrada A = (a;) € chamada

de triangular superior se todos os elementos abaixo da diagonal principal s&o nulos,

isto €, sea; =0 para i> j.

5 3 4
Como exemplo, podemos citar a matriz A=|0 8 =2 que é uma
0 0 -1

matriz triangular superior, visto que azs = ags = as, = 0.

Definigcdo (Transposta de uma matriz). Chama-se transposta de uma matriz A, e é
denotada por A', a matriz obtida escrevendo-se as linhas de A, em ordem, como
colunas, isto é, se A for tal que A=(a;),com i=12,..me j=123..n, entdo
temos

aip @iz ... din ai]p  asi ... i

o 299 c s {I2n 12 aaa ... (dmo

Oml T2 ... Ogmp Qi Qang ... gy

E facil ver, pela definicdo acima, que a transposi¢cdo de um vetor

coluna gera um vetor linha e vice - versa.

Teorema. Para a transposicdo de matrizes sao satisfeitas as seguintes

propriedades:

i) (A+B)' = A' +B';
i) (A)' = A;
iii) (KA)' = kA'

Obs: Ficam a cargo do leitor as demonstracdes destas propriedades.
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Definicdo (Matriz Simétrica). Chama-se matriz simétrica toda matriz quadrada

A=(a;)em que A' = A.lsto 6, A é simétrica se os elementos simétricos em

relagéo a diagonal principal séo iguais, ou seja, %:s = @t | quaisquer que sejam i e i

Definicdo (Matriz Anti-simétrica). Chama-se matriz Anti-Simétrica toda matriz
quadrada A =(a;)em que A' =—A. Isto é A é anti-simétrica se os elementos

simétricos em relagdo a diagonal principal s&o opostos, ou seja, “if = ~Gx

quaisquer que sejam i e |j.

O exemplo a seguir ilustra uma matriz quadrada de ordem 4, onde
0s elementos simétricos em relagdo a diagonal principal sdo opostos. Trata-se,

portanto de uma matriz anti-simétrica.

0 -2 3 4

2 0 -9 5
A—

-39 0 -6

-4 -5 6 0

Outro conceito importante dentro do estudo das matrizes é o de

matrizes invertiveis, que atendem a certas condic¢des, inclusive a de ser quadrada.

Definicdo. Uma matriz 4 é dita invertivel, ou ndo singular se existir uma matriz B

tal que <& = E.a = {  onde | é a matriz identidade de ordem n. Dizemos que B é a

inversa de A e denotamos por A"

Podemos sem muito trabalho comprovar a unicidade da inversa de
uma matriz A, quando esta existe.
De fato, seja A uma matriz invertivel e B a sua inversa. Suponha que

exista uma matriz B’ que também seja inversa de A. Entdo temos:
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B' = B\.I
B' = B.(4.5)
B = (B'.4).B
B = LY
‘=B

Portanto £ é Unica

1.4 DETERMINANTE DE UMA MATRIZ

A ideia de determinante requer conhecer o que Anton e Rorres
(2001) denominam de produtos elementares de uma matriz.

Definicdo:Seja 4 uma matriz quadrada de ordem 1 . Chama-se produto elementar

de 4 , a todo produto de " de seus elementos tal que ndo ha dois fatores de mesma

linha ou coluna.

Exemplo:Considere as matrizes <« e & de ordens 2 e 3 respectivamente

gy O3z g
4= (2]1 IEﬂ‘:ls) g -(ﬂin Gzs ﬂi’a)
21 Gz (gq gz Cigg

&l y
Os produtos elementares da matriz 4 devem ser&ti1afzz efzafaz . Ja
para a matriz & os produtos elementares devem ser@iafizsfizs, @izfizafa.,
fagfizgafizgg, W2202z01s ) Q202501 e03sf240812,
Percebemos pelos exemplos, que uma matriz de ordem ™ tem

! produtos elementares. Uma matriz de ordem n =4, por exemplo, tera

entdo® — %321 — 24 produtos elementares.

Um produto elementar pode receber o sinal + ou - dependendo da
quantidade de inversdes nas permutacdes dos numeros das colunas dos fatores de
cada produto. Chama-se “inversdo” toda vez que um numero maior precede outro
menor na permutagdo. Para fazer essa andlise os fatores devem estar organizados

com 0s numeros de linhasem ordem crescente.
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Se o numero de inversdes for par, o produto recebe sinal positivo
(+), se esse numero for impar, o sinal do produto sera negativo (-).

Por exemplo, no produto #asitzefiza temos a permutacao (2,3,1)
para 0s numeros das colunas. Essa permutacdo apresenta duas inversfes (par),

logo o sinal é +.

Definicdo: Seja A uma matriz quadrada de ordem n. A fungdo determinante para
essa matriz, denotada por @st4  ou det(4) ¢ definida como a soma de todos os

produtos elementares com sinal de 4 . O numero det(4) ¢ chamado de determinante

de A .

Exemplo:

E-f:ln &12 ﬂ]ﬂ
B = (:‘f:: t'l.‘z: ﬂ:"s |
Considere a matriz g, Gz ﬂzﬁ’*.

Vamos calcular pela definicdo seu determinante.

Produto Permutacao Numero de Par ou Produto
Elementar Associada inversdes Impar elementar com
sinal
@1:82;83 (1,2,3) 0 Par iy Gz
G1302503 (2,31) 2 Par +@ 126256
fyglizafgg (3.1,2) 2 ,Par tagfzgfiyg
faglzgliz, (3.2,1) 3 !mpar — gz iz,
fBaqfigglizg (1,3,2) 1 !mpar =3y 0zgtizg
15 P PR3 (2'1'3) 1 Impar —@1g@z2alzn

A partir dos valores da tabela obtemos o determinante de &

AetH = Gq,@g;035 +aqg Oggfgy +01g Ggqfigg —Qqg GggQgy —Gqy Qggligy —Gqg Ggghgy

O caélculo de determinantes pode ser associado ao conceito de
funcao, visto que para cada tipo de matriz, ha uma lei especifica, uma regra, ou seja,
uma funcdo que se aplica aos elementos da matriz em questao para que se calcule
o determinante. Este € um valor Unico que depende exclusivamente dos elementos

da matriz e a ordem em que estdo dispostos. Podemos dizer que o determinante &
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uma funcdo que leva uma matriz quadrada em um numero real. Segundo Anton e

Rorres, (2001, p 77), “[...] funcBes determinantes, que sdo funcdes reais de uma
variavel matricial, o que significam que associam um nimero real f&3 a uma matriz
quadrada & .

A partir de agora utilizaremos a notacdo @€t4 ou Flsempre que nos

referirmosao determinante da matriz £ .

Dada uma matriz A de ordem 2, em que 4 - Iﬂ;f]:.x:, 0

determinante de 4 pode ser calculado por

detd = @qq.03g1077. 017
Exemplo:

2 B

Consideremos a matriz © = & 3) temos deed — 23-1.2 — 1, Podemos indicar
A : — 5
o determinante da matriz 1 por 4] = E 3|, ou até
_ 5
deca=[ |

Para o calculo do determinante de matrizes de ordem % , com & = 2
podemos utilizar diferentes métodos matematicos, os quais apresentamos nos

proximos topicos.

1.4.1 Desenvolvimento de Laplace

Definicdo. Considere a matriz A de ordem 3, definimos o menor complementar de A
relativo ao elemento a; , também conhecido como menor de i , como sendo o

determinante da matriz que se obtém retirando de A a linha i e a coluna j.

Vamos indicar o menor complementar de 4 , relativo ao elemento

Qi por .'1rilt:Jf.
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Exemplo:

€1y @15 g

= (ﬁzz dag ﬂ‘zs)
SejaA \a, H3zz Ha:/ menor complementar de 4 relativo ao elemento@iz
3,
] 1 — Eal E‘EI
' = 21 g

Definic&o.0Oco-fator do elemento“if é o numero G que se obtém multiplicando o

menor complementar ¥ por {—1**4 . Entao temos

Cip = 1Y0 My

Exemplo:

s M1y g
4= (E‘:Ez €2g a?s)
Seja a matriz €3, @3z ©@3s/ | determinamos Cyifazendo

. = i
Lgg = (-1)°7%, E;: g;:|= (1) (g gy — Gagtig) =~ Bag + Gag by

Assim, temos que Cy; = =15 dzg + gzt

€1, ™ Gy
A= ( ! K !
Definigcdo. Considere a matriz [‘ﬂ ma ™ mn’ | definimos o determinante de

A como segue:

eletsd = g4, Gll-—-“liﬂli + ot ulﬁ'ﬂﬂﬁ'

Exemplo:
1 -2 3
Ad={-2 1 3)
Consideremos a matriz 3 3 4 . Vamos calcular, segundo a definicdo, o
valor de #€t4.

Calculando os co-fatores temos:
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Cha=-lF J|=4-9="-3
Cra=E01* P Jl=-¢s-=17

Cro= (1" Y=-6-3=-9

Assim;
detd=1.0,,-2.0,,4#3.0,,=1.(-8-2174+ 3 (-0)= -5 - 34- 27 = -6
Logo o detd = _06

Podemos ampliar esse método para o calculo de determinantes de
matrizes de ordem n. Basta fazer;
detd =ay, 0y +05.Crp et G o

O método descrito, para calcular o determinante de uma matriz, é
chamado de Desenvolvimento de Laplace e pode ser usado para obter o
determinante de uma matriz quadrada de qualquer ordem. Vale observar que no
caso de uma matriz de ordem n, cada co-fator envolve um determinante de ordem

(r— 1), expresso na definicdo.

Definigcdo. O determinante de uma matriz quadrada A, de ordem n, é igual a soma
dos produtos dos elementos de uma linha ou coluna qualquer pelos seus respectivos
co-fatores.

Cada elemento de uma matriz possui seu co-fator, 0 que indica a
existéncia de um numero de co-fatores igual ao nimero de elementos da propria

matriz. Podemos entdo montar a chamada matriz dos co-fatores, seguindo as

posicdes estabelecidas por i e 7 na matriz inicial.
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€1, H3g g

.ﬁ=("-‘21 tzg H'EE)

Assim, a matriz dos co-fatores para a matriz Cay g Gay

‘E:l 1 t:1 g E:1 E
= (f:zi E:E.": CEE)
'GE:L GE: GEH

A transposta dessa matriz € chamada de matriz adjunta de A e

denotada por @€} (&) que é de grande importancia no calculo da inversa de A, como

definido.

Definicdo. Seja A uma matriz invertivel, sua inversa pode ser calculada por

1
det(d)

A= adj(4)

A seguir abordamos alguns métodos muito utilizados no célculo de

determinantes na Educacéao Basica.
1.4.2 Regra de Sarrus

Trata-se de um método usado para calcular determinantes de

matrizes de ordem 3. Considere a matriz a seguir.

€1, fg Hig
A= (aﬁ'n fhag g
tlg, €3z Hag

Primeiramente repetimos as duas primeiras colunas da matriz A a

direita dela como no esquema

€1, €1, €1, @1, €y,
A= (ﬁz"n g Gz )ﬁz"n dag
gy g

[}

g, €ag Hag
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Entdo, multiplicamos os elementos da diagonal principal e das
diagonais paralelas a ela. A cada produto obtido serd atribuido o sinal de positivo.
Em seguida multiplicamos os elementos da diagonal secundéaria e das diagonais
paralelas a ela, atribuindo-lhes o sinal de negativo. Sendo assim temos 0s termos

para a soma, e o determinante fica definido da seguinte forma:
deta = 1, Qoefllpg + Q1gfogfllny + Qo Qo = @y foglliqy = @pglloglly, = Qg o, Qg

Exemplo:

Seja a matriz

Iniciamos o processo repetindo as duas primeiras colunas a direita

da matriz.

1 ¢ 01 &

A=(3 5 1)3 5

0 -2 20 -2
Aplicando o desenvolvimento da Regra de Sarrus obtemos:

dotd — 152 + 610+ 03.(-2)-056.0-(-2).11-236 — 10+ 2- 30 = =24

Assim, temos que d€t4 = -24

1.4.3 Propriedades dos Determinantes

Dadas duas matrizes <= I""‘tflmn e = Ib-‘:']_-u-_-@e-*:ER, valem as

seguintes propriedades para o determinante.

1. Linha ou coluna nula
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Se uma matriz quadrada possui uma fila (linha ou coluna) nula, seu

determinante é zero.

Demonstracao:

Por definicdo (pagina 29), o determinante de uma matriz quadrada é
a soma de seus produtos elementares com sinal, e cada produto elementar possui
um unico elemento de cada linha ou coluna da matriz (pagina 28). Sendo assim,
uma linha ou coluna nula implica em pelo menos um fator nulo em cada produto
elementar, o que acarretaria em todos os produtos serem nulos.Consequentemente,

o determinante da matriz seria nulo.

2. Troca de filas paralelas

Seja 4 uma matriz de ordem ™ 2 | se trocarmos a ordem de duas linhas ou

colunas entre si, obteremos uma nova matriz &' tal que@et4 = —deta

Demonstracao:

Vamos utilizar o principio da inducéo finita

12 parte:Provemos que a propriedade é valida para matrizes de ordem n =2

Y E“;n ﬁm)
Seja ® T W@z @' Temosdet4 = a@yg.a300a20. 81

Invertendo as linhas 1 e 2 temos a matriz

A = (ﬂ::l ﬂ::}

6111 1z

datd’' = Gg,.09: 101, Bz
= @3y Gzl gy Q1)
= —detAd
Pk A ¥ A E
Portanto A€t4 = -det4
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22 parte:Hipotese de indugdo: Suponhamos que a propriedade seja valida para

matrizes de ordem =1 ;

Tese: Vamos provar que também é valida para matrizes de ordem n
Tomemos a linha 7, admitindo que ela ndo seja nenhuma das duas que foram

trocadas de lugar. Desenvolvendo &¢t4 e @et4’ temos:

Retd = @y Cpy + 0. € + 0+ Epn Cig
ﬂ‘m‘t = ﬂ:ﬂjl{:Fs] +HFEICFS;" + '"+ﬂf1!||:'5'y.

Como cada E‘"I;é obtido de CU trocando de posi¢do duas linhas,

E — T
pela hipotese de inducao temos que‘: g = —Cy para todo/ & t1:2; w1t}

Entéao
detd m dgy, Oy +Quge Cog + -+ Ay G
= =@ gy =g U — 0 = Wy U
= =0, C gy @0 € g + b @3ne € 1)
= —gdeta’
Logo detd = —detd’

Trocando a posicao entre duas colunas a demonstracdo é analoga.

3. Filas paralelas iguais

Se uma matriz de ordem w2 possui duas linhas ou colunas
formadas por elementos respectivamente iguais, entdo seu determinante é igual a

Zero

Demonstracao:
Suponhamos que as linhas ¢ e & sejam formadas por elementos

respectivamente iguais, ou seja, s = &z, para &k € {12, w0}
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i) Pela propriedade anterior, se trocarmos a posicdo entre as
linhasi e & da matriz # obtemos outra matriz 4", tal que
detd = —detd"

i) Mas 4 = 4", pois as linhas trocadas sdoformadas por elementos

. . . . 5 I I J—_—
respectivamente iguais. Sendo assim, #etd’ — deLa

Por i) e ii) temos que

detd = —deta
detd + detd =0
2.detd =0
detd =0

Para o caso de duas colunas serem formadas por elementos iguais,

a demonstracao é anéloga.

4. Multiplicagdo de uma fila por uma constante

Se multiplicarmos todos os elementos de uma linha (ou uma coluna)
por um numero real k, o determinante da nova matriz sera o determinante da matriz

original multiplicado por k.

Demonstracao:

Sejam as matrizes ,

K. Gy

Notemos que os co-fatores da linha » de 4 sdo os mesmo da linha
p de 4

Desenvolvendo &¢t4 e G€€L4A" pela Pastma linha temos
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AetA = Gy Ly +apg. Cpg + o+ Gy Gy

) Ak T, T, T
AetA = H.@py.Cpg +H.Apg.Cpg + 0 + Kl Cpy

Colocando a constante k em evidéncia no desenvolvimento

aet4 temos

ﬂ‘ﬂ&'! = :R-Cﬂ:p]lg‘p] +ﬂp:-gp: + v + ﬂp”lg!}”

detd” = kE.detd

No caso dos elementos de uma coluna qualquer serem multiplicados

por uma constante, o procedimento € analogo
5. Linhas ou colunas proporcionais

Se uma matriz possui duas linhas (ou duas colunas) formadas por

elementos respectivamente proporcionais, entdo seu determinante sera igual a zero.
Demonstracao:

Vamos supor que as linhas i e p sejam formadas por elementos
proporcionais, ou seja, % = @y ¥ € thiy . nkh

Dessa forma temos:
In(ey 118 11 &m(w &ayln 1@ F & 5 Bn(E @a( Lkad pl@n (1@ H@aynl en( Lkl 1@ (o pl® H@aynl 1En(u(k Kkad pr )@a(Ea(ayen® )@u(=&:

Portanto det4 =0

Para o caso de duas colunas serem formadas por elementos

respectivamente proporcionais, a demonstracéo € analoga.
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6. Matriz transposta

Seja M uma matriz de ordem 7 eM* a sua transposta. Entao

temos gathif = t'i‘lﬂtﬂ'fﬁ

Demonstracao:
Vamos realizar a demonstracdo utilizando o principio da inducao

finita sobre 1 .

12 parte:Paran =1 | a propriedade é imediata, pois a matriz s6 ter4& um elemento;
22 parte:Hipotese de indugdo:Suponhamos que a propriedade seja valida para

matrizes de ordem (% —1J ;

Tese: Vamos provar que a propriedade é valida para matrizes de ordem 7 .

De fato, consideremos a matriz ¥ e sua transposta M*.

riu Ajz B3 e By by by by ... by,

821 @np B .. By by b by . by,

M= 3“ ﬂu_ ﬂa.:], T i-_],“ M[ = h]i b‘]ﬂ_ bﬂ.ﬁ. v hﬁl
I_a'nl. 8z dpa .. #nn I:'nl Bna hn]- e q:"r'-n

onde?:s = @ parakf {1.2,..,m}

Calculando o #€tM pela 12 coluna e @8tM* pela 12 linha temos
detM = €1, E‘1Il:l +elz,. E’Ei L O 1ET E?h
detMt =Dy, C'yq +012. €z 4 o By €,

Mas pela definicdo de matriz transposta temos que

ﬁ1==£1'1=i, ﬂg==£;1gi--Fﬂrr-1 =I'E1-1TT
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Pela hipotese de inducao temos que

C1a= €105 €2y = €' gz wep Gy = €y

Entao
@110 €12 4022. 020 + =+ Qe Cpa = 0200 C% 31 +022. 043 4+ o+ B2 O

Logo, concluimos que detM = detl®
1.5 SISTEMAS DE EQUAGOES LINEARES

O estudo dos sistemas de equacdes lineares abrange o dominio de
técnicas e o desenvolvimento de habilidades necesséarias a resolu¢cdo de grande

quantidade de problemas da Algebra Linear, como afirma Lipschutz e Lipson (2011).

Os sistemas de equacdes lineares desempenham um papel importante e
motivador na disciplina de Algebra Linear. Na verdade, muitos problemas de
Algebra Linear se reduzem a encontrar uma solucdo de um sistema de
equacdes lineares. (LIPSCHUTZ; LIPSON, 2011, p.65)

Para que possamos iniciar nosso estudo sobre sistemas de
equacdes lineares é necessério definir equacao linear.

Segundo Lipschutz e Lipson (2011), uma equacao linear em n
incognitas ¥ Xz =Xné uma equagdo da forma @iXyt+ @eXgt+ wt EnXn= p;
onde, #1.  H2...t.e¢ p sdo constantes de um corpo K.Ndo ha perda de
generalidade se supusermosque®i1: €z =€&xe hsjo nimeros reais.

Essa equacdo também pode ser escrita utilizando a idéia de

somatoério como

m
D X =bg,comi=1,2,..,m
i=1

Definicdo. Chama-se sistema linear com n incognitas e m equagbes, o conjunto de

equacées lineares que podem ser organizadas da forma
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G Xe T €135+ wt Ganin =£1:|.
@ga¥y + A2g¥z + wt @an¥p — B
a EMEED Equation. 3 aaa
OmaXy T @pe¥2 T ot Gpais = o (1)

Nesse sistema @tje brsio as constantes (f = 12 ..m
f=1lZwn & K= LZ..M) ek ¥ - % s80 as incognitas do sistema. Dizemos

que o sistema é do tipo m ¥ % |
No caso em que ¥i=bg==0,=0 o sistema (1) é dito
homogéneo. Se algum & = & £ = 1.2, ..., entdo o sistema é ndo — homogéneo.

1.5.1 Forma Matricial de Um Sistema de Equacgdes Lineares

O sistema (1) pode ainda ser escrito sob a forma matricial

comod A =8 considerando as
fgg ™ g i, ¥y
A—(E “ E),s—(i)gﬁ:—(i)
matrizes g Qg B ' onde 4 ¢é a matriz formada

pelos coeficientes do sistema; £ ¢é a matriz formada pelas variaveis e £ é a matriz

formada pelos termos independentes. Podemos ainda escrever o sistema linear (1)

(E‘tii '5‘11:) Crxi \} Gi)
5 iy E . E = E
Rrga ™ St ‘W) ml . (2

Ao desenvolvermos a equacao (2), obtemos o sistema linear de ™

como

equacdes e m incognitas definido anteriormente. Na representacdo matricial de um

sistema linear, se 5 for nula, entdo o sistema sera homogéneo.
O sistema (1) pode ser associado a outra matriz chamada de matriz
aumentada. Essa matriz é formada pelos coeficientes do sistema e pelos seus

termos independentes.

(ﬁ 10 ™ @ By )
oo P 1
Gmes ™ Gmn by
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1.5.2 Solucdo de Um Sistema Linear

Para um sistema linear de n incognitas, a solugéo, caso exista, sera
s

i
i3 = ‘5' = (s= )
uma Muaial (812:82 10 18, que podera ser representada pela matriz n’ , desde

que¥s = J.- X¥g = Tgeem s ¥n = Fn satisfacam as equacdes do sistema.

Sendo assim, os elementos da matriz S serdo a solugdo do sistema

se 4.4 =B desde que X =35 Dizemos gue o conjunto contendo todas as solugdes
do sistema é o “conjunto solugdo do sistema linear”.
Quando um sistema é homogéneo, ele apresenta no minimo uma

solucéo, a solucéo trivial, que € aquela em que todas as incognitas valem zero, ou

seja, a Muplsize..@ é uma solucéo do sistema. Se esse sistema tiver mais incognitas
do que equacdes, entdo tera infinitas solucdes

Segundo Lipschutz e Lipson (2011), podemos classificar um sistema
pela quantidade de solucbes que ele venha apresentar (Figura 4). Tal sistema
podera ter solugdo (nesse caso sera chamado de sistema consistente) ou néo ter
solucdo (sistema inconsistente). No primeiro caso, o sistema podera apresentar

apenas uma solucéo ou infinitas solucdes.

Figura 4 — Classificagcédo dos Sistemas de equacdes lineares

Sistema de equacdes lineares

[

| l

Inconsistentes Consistente
Sem Solugido Numero infinito
solucdo unica de solugdes

Fonte: Figura tirada do livro Algebra Linear, 4 ed. Da Colec&o Schaum

A classificacéo utilizada por Lipschutz e Lipson (2011), em alguns

livros recebem outros nomes. Os sistemas consistentes e 0s inconsistentes também
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sdo chamados de possiveis (sistema que possui solu¢cdo) ou impossiveis (sistema
gue nao possui solucdo, ou, sistemas impossiveis de resolver) respectivamente. Os
sistemas possiveis, que também podem ser chamados de compativeis, podem ter
solucdo Unica ou infinitas solugBes. No primeiro caso sera chamado sistema
possivel e determinado (sistema com apenas uma solucéo), ja no segundo caso, 0
sistema sera chamado de sistema possivel e indeterminado (sistema com infinitas
solugdes).

Posteriormente (p. 58 a 64), esse trabalho tratara da discusséo de
um sistema linear, que consiste em verificar para quais valores dos coeficientes o
sistema sera possivel e determinado, possivel e indeterminado ou impossivel, no
caso de alguns coeficientes serem desconhecidos. Esses coeficientes
desconhecidos sdo chamados de parametros e merecem destaque no estudo dos
sistemas lineares pela importancia que tém no desenvolvimento da solucéo,
independente do método adotado. A partir de agora, para efeito de escrita,

utilizaremos as siglas para nos referirmos aos sistemas lineares.
e SPD para sistema possivel e determinado;
e SPI para sistema possivel e indeterminado e;
e Sl para sistema impossivel.

A figura 5 ilustra esta classificacao.

Figura 5 — Classificacéo dos Sistemas Lineares

sistemas lineares

sistema possivel {SP) sistema impossivel (SI)

sistema possivel sistema possivel
determinado (SPD) indeterminado (SPI)

Fonte: Elaborado pelo autor.
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1.5.3 Resolucédo de Sistemas Lineares

O estudo da resolucédo de sistemas lineares da forma AX=EF ¢gde

grande importancia no ambito do ensino de matematica. Segundo Leon (2011).

Provavelmente o problema mais importante da matematica é o da resolugéo
de um sistema de equacdes lineares. Mais de 75% de todos os problemas
matematicos encontrados em aplicagées cientificas e industriais envolvem a
resolugdo de um sistema linear em algum estagio. Usando métodos
modernos da matematica, é frequentemente possivel reduzir um problema
sofisticado a um simples sistema de equacdes lineares. Os sistemas
lineares aparecem em aplicagfes em &reas comonegdcios,economia,
sociologia, ecologia, demografia, genética, eletrbnica, engenharia e fisica
(LEON, 2011, p. 01).

Dado um sistema linear

GraXy T @pgXs T o Qypdn =0
Ao, Xy fag¥g = -t Gan¥n = 0
# EMBED Equation. 3 aas
X T EprXe + wt @iy = iil-_w.,

quando o numero de variaveis e de equacbes é pequeno, duas, por exemplo,
métodos classicos ja tratados no Ensino Fundamental, como os da substituicdo e
comparacao podem ser usados.
1.5.3.1 Método da substituicéo

Esse método consiste em isolar uma das varidveis em uma das
equacles expressando-a em funcdo da outra variavel. Em seguida € necessario
substituir essa variavel na outra equacao pela expresséo a ela associada, obtendo
uma equacdo com apenas uma variavel. Na sequéncia, utiliza-se do valor

encontrado para determinar o valor da outra variavel.
Exemplo:Vamos aplicar o método da substituicdo para resolver o sistema

{3%‘—_‘:‘ =5 (1)
K+ 85y =7 )
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1° passo: Isolamos 0 ¥ na equacéao (1)

2° passo: Substituimos o V' por #¥ =3 na equacao (2)

a4+ 8.(3x -8 =7
X+ 18x 2B—71
lox = F + 24

layw — 22

3° passo: Atribuimos o valor 2 para o x na equacao ¥ = #¥ =2 para obtermos o

valor da variavel v

¥=2x -5
¥y=32—5
¥=1

Logo, a solucdo do sistema é § = (2.1}
1.5.3.2 Método da comparacao

Esse método consiste em isolar uma das variaveis nas equacdes do
sistema e entdo comparar as expressOes obtidas por meio de uma igualdade,
obtendo o valor de uma das variaveis. Na sequéncia, substitui-se o valor encontrado

em uma das variaveis para determinar o valor da outra variavel.
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Exemplo:

K =2y =6
Vamos resolver o sistema{x +¥ = 12 gplicando o Método da Comparacéo.

1° passo: Vamos isolar a incégnita® nas equacdes do sistema

¥=2y =6 X +y =12

¥ =@+ 2V x=12=-¥

2° passo: lgualando as expressodes obtidas temos

6+2y=12-¥
2y +y =12 —¢
3y =8
y =2

3° passo: Substituindo y por 2 em uma das equag¢des do sistema,temos

¥+2=12
¥ =12-2
x=1C

Sendo assim a solucéo do sistema sera = = (10,2)

Quando o numero de incognitas e equacdes do sistema (1) néo é
pequeno, ou seja, mais de quatro equacdes, a resolucdo pode ser realizada
fazendo, inicialmente, a reducéo do sistema para um sistema mais simples, mas que
tenha a mesma solucao.

Sistemas assim sdo chamados de sistemas equivalentes, e as
operacOes realizadas para obter o sistema mais simples sdo chamadas de

operacOes elementares.

Definicdo (OperagOes Elementares).Para obtermos um sistema equivalente a um

sistema dado podemos:
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1. Trocar duas equacgées do sistema de posicao;

2. Substituir uma equagdo pela mesma equagdo multiplicada por

um escalar ndo nulo.

3. Substituir uma equacgao pela mesma equagdo somada ao produto

de outra por um escalar.

E importante perceber que ao se efetuar uma das operacdes
elementares, as varidveis permanecem inalteradas, enquanto que os coeficientes
das equacOes passam a ter valores diferentes. Logo, ao operarmos com as
equacles do sistema, podemos desprezar por hora as variaveis, ou seja, podemos
efetuar os célculos apenas com a matriz formada pelos coeficientes do sistema e 0s
termos independentes. Mais precisamente, com as linhas damatriz aumentada do

sistema.

Teorema. Sejam =& — BeG.X — P (ojs sistemas lineares escritos na forma de
equacbes matriciais. Se a matriz aumentada de um deles é obtida a partir da matriz
aumentada do outro sistema apos serem efetuadas operagbes elementares sobre
suas linhas, entdo ambos o0s sistemas possuem a mesma solugdo. Ou seja, sao

sistemas equivalentes.

Demonstracao.

Vamos provar que o sistema 44 =8 e LX =D g3
equivalentes, ou seja, que eles tém a mesma solucéo.

i) Se trocarmos a posi¢cao de duas linhas quaisquer do sistema as
equacgdes ainda continuardo sendo as mesmas, e obviamente terao
a mesma solucao;

i) Ao substituir uma linha pela mesma linha multiplicada por um
escalar diferente de 0, obtemos uma equacédo equivalente a anterior.
Veja

(Ray Jxq + :tkﬂ:E}XE + et Eéjka:n}?fn = kb
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Comoka; é multiplo de a:, ka:z é multiplo dea=, e assim com todos
os coeficientes, entdo a igualdade se mantém e temos a equivaléncia entre as
equacgodes, o0 que indica que ambas possuem mesma solucgéo.

Perceba que

(kayJxq + ;[kﬂ;z}xz + -+ Dka, ]x,, = kb

k@lxl+ a2x2+ .+ anxn)= kb
multiplicando ambos os membros por k™ temos
A1X1 + GzXz b wt Gy, = b
0 que comprova a equivaléncia entre as equacoes.

iii) Ao substituirmos uma linha i pela mesma linha somada ao produto

de outra linha (i+k) por um escalar, obtemos algo da forma

(Au + Kagage )%y + (@l +Kag, o0 )5z + ot (@l + Kagap Jve = W01 +kbgag)

A1 -1-1'{&,1,_[{;1_}‘{1 + ayzxz + kﬂﬂ_q.h”j.le + wt AppEn + Kagappay = b Fhbgag

Pela correspondéncia de indices temos
11 X1 + QzXz + 4 e = bye

KAg. k1 X1 + KAg. ma¥e + =+ KAggny, = khgag, ou
seja,¥1.Xz2. .. %, devem satisfazer a equacédo i e a equacgao i+k.

Como isso é verdadeiro por serem equacdes do sistema, entdo

X1.X2... % também satisfazem a nova equacéo

Bd, + kbg.m)d

Sendo assim, fica demonstrada a equivaléncia entre os sistemas.
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Quando aplicamos as operacdes elementares sucessivas vezes
sobre as linhas de uma matriz, até que obtenhamos os elementos iniciais de cada
linha nulos, em quantidade crescente a partir da segunda linha, dizemos que a nhova
matriz esta na forma escalonada. Assim 0 novo sistema associado a essa nova
matriz € um sistema escalonado, equivalente ao sistema inicial, ou seja, possui 0
mesmo conjunto solucao.

Uma forma eficiente de escalonar um sistema de equacdes lineares

é aplicar o método da eliminacao gaussiana.

1.5.3.3 Método de Gauss-Jordan

O método de eliminacdo de Gauss-Jordan para a resolucdo de
sistemas de equacdes lineares, que consiste em aplicar as operacdes elementares
sobre as linhas da matriz aumentada do sistema até que essa se apresente na
forma escalonada reduzida. O sistema associado a essa matriz tem solucéo
imediata, enquanto que para resolver um sistema que estd apenas na forma
escalonada ainda é necessario fazer uma série de substituicbes para obter a
solucéo final.

Para que uma matriz esteja na forma escalonada reduzida, ela deve

atender a algumas condigdes.

Definicdo.Uma matriz esta na forma escalonada reduzida quando ela satisfaz as
sequintes condigées:
1. O primeiro elemento ndo-nulo de cada linha ndo-nula (chamado o
pivé da linha) é igual a 1;
2. O pivé da linha i + 1 ocorre a direita do pivé da linha i;
3. Se uma coluna contém um pivd, entéo todas os outros elementos
desta coluna séo iguais a 0;

4. Todas as linhas nulas ocorrem abaixo das linhas ndo-nulas.
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Exemplo:
Vamos aplicar o método de Gauss-Jordan para escalonar o sistema

—?:14'-?:; —9:E+35*§',_= ﬂ
3?;;‘1"%':_%';_%:'
le_??g -2?6"9—?6‘;

=0
=10

Solucéo:

A matriz aumentada do sistema é

-1 1 -1 3 0
A:( 3 1 —1 —1 ﬂ)
2 -1 —2 -1 0

Aplicando as operagdes elementares sobre as linhas da matriz obtemos a matriz na

sua forma escalonada reduzida que é:
00 -1 0
0 10 1 0
0 01 -1 0
Entdo temos o sistema na sua forma escalonada reduzida

L ]

-,
g + 7%
Vg — T

0
0
Y

1.5.3.4 Método da eliminacdo de Gauss

Se ao aplicarmos as operagcfOes elementares sobre as linhas da
matriz aumentada obtemos simplesmente uma matriz na forma escalonada.
Consequentemente o sistema a ela associado serd um sistema escalonado, e

teremos entdo o chamado Método da Eliminagao de Gauss.

Definicdo.Uma matriz estd na forma escalonada quando satisfaz as seguintes

condigbes:
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1. O primeiro elemento ndo-nulo de cada linha ndo-nula (chamado o
pivd da linha) pode ou n&o ser igual a 1;
2. O piv6 da linha i + 1 ocorre a direita do pivo da linha i;

3. Todas as linhas nulas ocorrem abaixo das linhas ndo-nulas.
Exemplo:

Consideremos o sistema linear

25y T 4%y — 10xg + @xy -+ 1255 — 28

[U + 0 = 2% + 0 + 7xy=12
2?:1"" 4?::_5?:3 + ﬁx'q. _5?:3=_1

A matriz aumentada associada a esse sistema é

0-2 0 712
G 4-10 & 1233)
4-3 & =-§-1

Vamos elencar cinco passos a serem realizados para que a matriz

acima esteja na forma escalonada.

1. Localizar a coluna mais da esquerda que n&o tenha todos os
elementos nulos, que neste caso é a 12 coluna;
2. Permutar se necessario, a 12 linha com qualquer outra de forma

conveniente, a fim de obter um elemento ndo nulo no topo da

coluna;
2 4-1o0 & l22s
0 0-2 o0 7Flz2/-
2 4-5 6 -5 1 (Permuta da 12 com a 22 linha na matriz inicial)

3. Supondo que o primeiro elemento do topo da coluna do item

anterior sejaa,entdo multiplicamos a linha inteira por Yfa de forma a

encontrar um pivé para a 12 linha;
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12 -5 3 6 14
0o Q-2 0 7 1z} 1
4 =3 6 -5 —q (multiplicou-se a 12 linha por 2)

4. Some multiplos convenientes da 12 linha as linhas inferiores afim

de todos os elementos abaixo do pivd seja nulo;

o0 —20 7 12 )1—
00 3 0 - l ?— 29 (Somou-se -2 vezes a 12 Linha com a3? linha)

(12—53 ¢ 14

5. Esconda (ou ignore) agora a 12 linha e aplique novamente 0s
passos acima nas linhas inferiores até que toda a matriz esteja na

forma escalonada;

5 3 6 14
1 0 -35 —6 |-
5 0 =17 =29 (multiplicou-se a 22 linha por -%& )

Ten
[ == == L]

-5 3 6 14
1 0 —35 6|—
noo 5 1 (-5 vezes a 22 Linha somadacom a3? linha )

(== =T ot}

Ton

1 2-5 3 & 14
0 01 0 -35-f)+
o0 0o 1 2 (muttiplicou-se a 32 linha por 2 para obter o pivo)

Essa ultima matriz esta na forma escalonada. Porém, ndo esta na
forma escalonada reduzida, visto que ndo ha somente zeros acima de cada pivo.
Dizemos que a matriz foi escalonada pelo método da eliminacdo gaussiana, ou
simplesmente método de Gauss.

O novo sistema associado a essa matriz fica assim:

Y+ 0l — 451, = —6

[x:l + 2% — g + 3, + 6y = 14
Xg= 2

que € um sistema linear na forma escalonada, equivalente ao sistema inicial do

exemplo.
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De acordo com Anton e Rorres (2001), o método da eliminacdo de
Gauss-Jordan é mais eficiente que o método de Gauss para sistemas pequenos.
Para sistemas mais complexos, com um grande nimero de equacdes e incognitas, a
eliminacdo gaussiana requer, em média, 50% menos de opera¢des que o método de
Gauss-Jordan. Em casos em que o problema necessita da resolucdo de sistemas
muito grande, faz-se necessario a utilizacdo de algum programa computacional para

resolvé-lo de maneira a minimizar os erros e otimizar o tempo de resolucao.
1.5.3.5 Regra de Cramer

Segundo Boldrini (1980), utilizando o conceito de matriz inversa,
podemos caracterizar um novo método para a resolucdo de sistemas lineares de
ordem n x n, ou seja, com n equacdes e n incognitas.

Seja o sistema

R1aWy + @3l t b Gepdy =Dy
BgaXy -+ Qag¥g -+ st fgp¥y = By
¢ EMBED Equation.3 3883
Bp1¥1 T @z T et Gupin = 0

Escrevendo o sistema em forma de equacao matricial temos,

Gaa ™ G [+ by
' ' ] z

fGpa ™ ant VWn n

Considere também as matrizes, obtidas da matriz A trocando a

coluna/ pela matriz £ dos termos independentes.
IE-filz-&n me Q11 'Eli

- u B n L H=

A1= E fn = ‘I'Ai -
n " Bun ﬂl:’-bl: e fEan

Suponhamos que detd = ¢ , 0 que garante que A é invertivel e

vamos representar sua inversa porA™ . Entdo podemos escrever
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A (A Xy - Ak
(A-2.4).X = A2k
I X = 42k

X = Ak

Como ja vimos anteriormente, por Anton e Rorres (2001) temos que

a1 .
A —m-ﬁd}m}

se A é uma matriz invertivel, entao , em que adie a

transposta da matriz dos co-fatores de A | Assim temos

X

Ladj). b

_ 1
" detd
by

(h}) 1 (ﬁ_u - Eew)r (ﬂ )
'3"’:?1' desd’ ':-'1.1-:1 E:;t‘it . i
(I}?) Ellﬁ ( ; E“) C::)
An et C::rr CI:[IT .IT

1
Considerando que detA é um escalar e realizando as multiplicagbes

A_r_ = .ai. E;: + ""‘I"E—I‘ﬁ'- Eﬁﬂ
necessarias obtemos " * decd , onde 4.8 +--4 5 Loy nada

mais é do que o determinante da matriz obtida de A quando trocamos a 12 coluna

pela matriz b dos termos independentes, calculado pelo desenvolvimento de
Laplace sobre os elementos da 12 coluna. Sendo assim, podemos escrever

v o detd,
1T detA

Analogamente podemos obter todas as solu¢des do sistema inicial

gue séo:

X _%. X _EfEf‘AE. . e _FfEfﬁﬁ
M= detd P M et N JatA
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Podemos utilizar esse método somente quando detd = 0, pelo fato

dele compor o denominador das fracbes acima e também por garantir a existéncia

da inversa da matriz dos coeficientes A,

Exemplo:

Seja o sistema linear

A=2V-3Z=-—1

X+V+Z=35
2¥+ YV -2=3

Vamos, a partir da aplicagdo de determinantes, resolver esse
sistema utilizando a Regra de Cramer. Para isso, primeiramente é necessario

calcular o determinante da matriz dos coeficientes escrita abaixo.

1 1 1
.i'-k:(l -2 -3)
Z2 1 -1

Aplicando a Regra de Sarrus temos que

detd = (L.(-2).(-1)+ 1.(-3).2 + 111 — 2.(-2).1 — 1.(-3). 1 — (=1} 1.1)
detd=2—-6+1+4+3+1
detd =5

Precisamos dos determinantes das matrizes <ii.dz €4aque Sao
aguelas obtidas quando se troca a j-ésima coluna pela matriz coluna dos temos

independentes. Para isso utilizaremos a Regra de Sarrus. Assim,
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5 1 1 1 5 1 1 1 5
Ayg=1-1 -2 -3 A;=[1 -1 -3|: Ag=[1 -2 -1
3 1 -1 3 -1 1 3

5 1 1,5 1
Detd, =|-1 -2 -3|-1 -2|=10-9-14+64+15—-1= 20
3 1 -1'3 1
1 5 1,1 5
Detd, =1 1 311 1=1 3031219 |6= 10
2 3 —-1'2
1 1 51
Detd, - -2 -1]1 -2=-6—-2+5+20+1—3=15
2 1 3z 1

Sabemos que para encontrar a solucao do sistema pela Regra de

Cramer, temos que utilizar as formulas:

detd, e = detd; _ detd,
detd T detA’ 7 detd
Precisamos apenas adapta-las fazendo & = *1i ¥ =Xg T = Xy

1=

detd, 20
¥ o= — 2y =— X =4
detd 5
Vo= — e
: datd 5
detd;, 15 2
detd 5

4
Dessa forma, a solucdo nao nula desse sistema é 37,

A regra de Cramer é um instrumento importantissimo na discusséo
de sistemas lineares, quando algum parametro impde condi¢cbes de existéncia para
as solucbes do sistema. A discussdo de um sistema se resume em analisa-lo, em
termo de seus parametros, verificando para quais os valores dos parametros o

sistema sera SPD, SPI ou SlI.
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lezzi & Hazzan (1997), no livro “Fundamentos de matematica
elementar: sequéncias, matrizes, determinantes e sistemas”; propéem a discussao
de um sistema fazendo uso da Regra de Cramer e do escalonamento do sistema.
Observe entéo a discussao do sistema abaixo.

Considere o sistema de equacdes lineares, vamos discuti-lo e

resolvé-lo em termos do parametro m .

XF=¥Y+MMZI=12

Y+Vy+z2=0
my -+ 2y +I=—1

Resolucao:
1 1 1
A= (1 -1 -m)
Considere a matriz dos coeficientes m 2 1Y e amatriz dos
n -
2-(2)
termos independentes %=1, Podemos escrever as matrizes &uéz Az

substituindo as colunas 1,2 e 3 pela matriz linha dos termos independentes,

respectivamente, obtendo:

0 1 1 1 0 1 1 1 0
A -2 -1 ml Az -1 2 m| Az —-{1 -1 2
-1 2 1 m -1 1fle : 2 -1

Pela Regra de Cramer, sabemos que se @€t4 = 0 o sistema possuli

uma solucdo Unica, que sera a solucdo trivial. Dessa forma, os valores de m para 0s
quais @9t4 = 0 fazem com que o sistema seja SPI ou S. Vamos entdo resolver o

sistema supondo que @6t4 # 0
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1 1 1,1 1
ﬂ.‘ﬂt.dr=|1 -1 M1 =1==Tt+m¥+d4m=-22m=T1=m%=m
Tt 2 1 'me 2

0 1 1,0 1
Detd, =2 -1 -mlz -1=f-m+4—1—-U—d=-m+1
-1 2 1'-1 2
1T 0 1,1 0
E}atA;=|1 2 mj1 2=~Z2+0-1l-2m+m-U=-m+1
mo =1 1'm =1
1 1 041 1
E]'HEA==|1 -1 z|1 -i1=l+2m+l-U—2+1l=2m-2
m 2 -1lm 2

Pela Regra de Cramer temos:

detd, -m-+1 -tm-1) 1

YA mr-m mam-1  m

detd; -m+1 -m-1) 1

M- mant—-1) | m

i

< T detd

detd;, 2m-2 2m-1) 2
T detd  mE-m mén-1) m

X

Portanto a solucéo do sistema é:

1 1 2
I= {-Er-ﬁrﬁ)

Agora, se deta =0  temos dois casos a considerar:
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° Sem =0 temos:
K+y+z=0 X+y+z=0 J
E=—¥4+mz—2 ~{x-yp+0=3 I
mE+y+z=—-1 (O+2v4+z=-1 [i

Escalonando o sistema temos

K=-y+l=2 O+2y+z=—1~{0+2v +z2=—1

Y+y+z=10 X+y+z=0 Y+y+z=10
d+2y+z=-—1 yx—y+0=2 J—2v-z=2

x+y+z=14 i
~ L]EH 2y +z=-1 [I
+0+8=1 HI

Por {il temos @=1 (absurdo), logo o sistema é SlI.

e Sem=1 temos:

Xryrz—o x1y1z—40 i
{ K=Y+mi=2 ~ix-y4+z=2 I

mxX+2¥+2=-1 |r+2y+z=-1 [

Escalonando o sistema temos

X—y+z=2 —2p+0=2 O+y+0=-1

[ Y4y +z=0 [x+_k-‘+z=n {x+_k-‘+z:=u
X+2p+z=—1 d+y+0==-1 J—2y+d=2

O+y+0=-1 i

[:r;-i—_‘f-i-z—ﬂ [
U+u+0=4u HE
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Suprimindo a equacdo ## do sistema temos

x+y+z=10 i
EU +¥+0=-1 i

i) Por /I temos que ¥=—1 ;

i) Substituindo o valor de ¥ na equacgdo ! temos

x=1+z=0

¥ =1==

Perceba que temos ¥ em funcédo de Z , ou seja, para qualquer valor
que se atribua a =z , obtemos valor diferentes para * , o sistema € SPI, cuja solucao é

F=01—-a, —1, 0] para5=|:“{_
Resumindo temos a seguinte discusséo para o sistema inicial.

e M7 Uoum+1 .o sistomne &SFD
o M=10 - @ sistema & 5I:

o M=1 — g sigtema & SFI

A discussao de sistemas lineares envolve a Regra de Cramer e 0
processo de escalonamento. Apenas por Cramer ndo conseguimos tirar todas as
informacBes necessarias para uma discussdo verdadeira e precisa. Um exemplo

disso esta na questéo do vestibular da Universidade Federal do Espirito Santo.
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Figura 6 — Exercicio sobre a discussao de sistemas lineares

13.21. (UFES) — Em um livro, o autor fez a seguinte afir-
mag8o a respeito de um sistema de eguacgdes lineares:
“sistema possivel e indeterminado, quando detM; = O e
detM,; = detM,, = ... = detM,, = 0".
Na notacéo do autor, M; é a matriz incompleta (ou matriz dos
coeficientes) do sistema e My, M,s, ..., M,, s80 as matrizes
definidas na regra de Cramer. Discuta o sistema linear, em
funcd@o do parametro real a, e depois opine sobre o citado
trecho do livro.

ax+y-z=1

Xx+ay—-z=1

X+y—az=-2

Fonte: Sistema de Ensino Positivo (Apostila do Curso Pré-vestibular)

Resolucdao:

Pelo sistema temos a matriz dos coeficientes

& 1 =1
A=(:. [ —1)
1 =¢

Pela Regra de Cramer, temos que se D¢t4 =0 entdo o sistema admite solugéo

Unica (SPD), caso contrario teremos SPI ou Sl. Sendo assim temos:

i 1 1sa 1
DM:G @ —1)1 g=-a'-l—l1lta+at+a=-a"+3a-2
1 -a 1

Se DetA =0 temos -a®-+3a—-2 =10 que é uma equacdo de 3° grau de raizes
-2 el .
As matrizes obtidas trocando a j-ésima coluna de A pela matriz dos

termos independentes sao:
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1 1 -1y1 1
Der&1=(1 a —1)1 g=-gi+d-1l—-2a+l+a=-a"-a+2
-2 1 -a@/-2 1

a 1 -1ya 1
DE‘E‘A;:(I 1 —1)1 1 =-g*-1+2+1—-2a+a=-a*-a+2
1 -2 -a/1 -2

&
ﬂﬂf‘ll'g = (1

1va 1
1)1 g=—-2a*+1l+1l-g-at+2=—2a%-2a-+4
1

=241 1

oy

e Set — 1temos

detd, =—-1*-1+2=0
Detdg = -15—1+2=1

Leta, = -21*=-21+2=0

Pela proposta do livro, no enunciado do problema temos um SPI.

Porém, com ¢ =1 | temos o sistema

Y+yp—z=1 i
¥+y=-z=1 I
xty-z=-=2 I
Escalonando o sistema fazendo {=1).1+III temos #=-3 | que é

um absurdo, portanto o sistema é Sl, contrariando a afirmacao do livro
e Sea2=-2 temos:

=X+ y—z=1 i
r=2y-z=1 i
r+y+2z=-1 i



Escalonando o sistema temos:

F=2y-z=1 I
[ J—3v-3z=3 I
I—-0+0=« i

Suprimindo a equagéo {#f do sistema temos

X=—2y—z= [
0—3y—-3z=3 I

Por I{ temos que
-3y -3z =3
Y+I=-—1

p=-z-1
Substituindo ¥ — =% =1 na equacdo ! temos

¥ —2—z—=1F-z=1
¥ 2z 43=-z2—1
¥+Z=-—1

¥x==1-z

Logo, fazendoZ = & temos um SPI de solugdos =& -1, —a -La),

Conclusao da discussao do sistema:

Set=1 temos Sl;se2=-2 temos SPI; se a=1lga=-2  temos SPD.

1.5.4 Interpretacdo Geométrica de Sistemas Lineares

61

Quando tentamos determinar o conjunto solucdo de um sistema

estamos preocupados em determinar uma ou mais solugbes que satisfazem todas

as equacgoOes do sistema. O entendimento e a compreensao dessa solugdo podem

ficar mais acessiveis quando a solucao € analisada por uma perspectiva geométrica.
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Quando tratamos da resolucdo de sistemas com duas equacles e
duas incégnitas (2 x 2), obtemos como solu¢do, um par ordenado de nimeros que
pode ser representado por um ponto no plano cartesiano, que sera o ponto de
intersecdo das retas concorrentes, obtidas da representacdo geométrica das

equacOes do sistema.Neste caso o sistema € possivel e determinado. Abaixoforam
Ez;:- =12
plotadas, através do softwareGeogebra, as retas do sistemal* —¥ = -1asquais se

intersectaram no ponto A de coordenadas (3,4) que é a solucao do sistema. Observe

a figura 7 que ilustra a interpretacdo geométrica do sistema

Figura 7 — Interpretacdo Geométrica do sistema 2 x 2 (SPD)

7 GeoGebra EI@

'\rquwo Editar Exibir Opcles Ferramentas Janela Ajuda

%
I+ Janela de Algebra + Janela de Visualizagdo [x]
|- Ponto

L@ A=(3.4)
|- Reta

@ ardx-y=2
@ bix-y =

Entrada s @

Fonte: Elaborado pelo autor.

Podemos também ter situagcdes em que as retas sdo coincidentes,
que € o caso dos sistemas possiveis e indeterminados, ou seja, possuem infinitas
solugdes. Para sistemas SPI a solucdo € um conjunto de infinitos pontos que
pertencem as duas retas comumente. Quando duas retas possuem mais do que um

ponto em comum, entdo elas possuem infinitos pontos, ou seja, sdo coincidentes.

N—6"=-9
Perceba que as equacGes do sistema & & —21 =3 geraram retas

coincidentes, como podemos visualizar na figura 8, também através do Geogebra.
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Figura 8 — Interpretacdo Geométrica do sistema 2 x 2 (SPI)

%7 GeoGebra (3) [E=H BT

Arquivo Editar Exibir OpcBes Ferramentas Janela Ajuda

luuuuu@uumuu o3
b Janela de Algebra » Janela de Visualizagio B3]
= Reta

@ ark-2y=-3
@ BX-2y=-3

Entrada: s @

Fonte: Elaborado pelo autor.

Quando o sistema é impossivel de resolver (Sl), as suas equacdes
geram retas paralelas, ou seja, ndo ha o ponto de intersecdo entre elas, visto que se
este ponto existisse, ele representaria a solucdo do sistema e o sistema S| ndo
apresenta solucdo, como podemos perceber na figura 9 que ilustra a interpretacao

geométrica do sistema

X-2y=-1
_X+2y =5
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Figura 9 — Interpretacdo Geométrica do sistema 2 x 2 (Sl)

7 GeoGebra (2) (o= e 5

Arguive Editar Exibir Opcles Ferramentas Janela Ajuda

Al AT —. G v ) e @&
Ll s Olo] 4l ]ed o] =) .
» Janela de Algebra » Janela de Visualizagéo
= Reta

) oax-2y=A1
o ex+2y=5

| &

&

Entrada: | m: @

Fonte: Elaborado pelo autor.

Para sistemas 2 x 2, essas sao as trés possiveis interpretacoes
geomeétricas a respeito das suas solucdes. Vale salientar que toda equacéo de duas
variaveis pode ser representada no plano por uma reta, 0 que ndo acontece com as
equacdes de trés incognitas. Estas sdo representadas por planos no espago, com
pontos formados por trés coordenadas cartesianas. Sendo assim, € necessario um
sistema com trés eixos. Essa interpretacdo geométrica para sistemas 3 x 3 ndo € tao
usual quanto a sua construcdo, no Ensino Médio, apesar de ser importante para a
compreensao dos sistemas e suas solucoes.

Os sistemas 3 x 3, quando analisadossob uma abordagem
geométrica, geram trés planos que podem estar no espaco tridimensional
posicionados entre si de diferentes maneiras.

Para os Sistemas possiveis e indeterminados temos a intersecéo
dos trés planos concorrentes formando uma reta, ou até mesmo um plano, no caso

dos planos em questéo serem coincidentes.
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Figura 10 —Planos concorrentes

MmNy =reta

Também podemos ter essa intersecdo de planos quando os trés

planos sé&o coincidentes

Figura 11 — Planos coincidentes

Para os sistemas impossiveis (Sl), as posi¢cées dos planos devem
ser tais que ndo haja nenhum ponto pertencente a intersec¢ao dos trés planos. Dessa
forma os planos podem ser paralelos entre si.
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Figura 12 — Planos paralelos

Podemos também ter situacdes de planos concorrentes dois a dois.
Neste caso existe uma reta como intersecdo de cada dois planos, porém nenhum

ponto é intersecao dos trés planos.

Figura 13 — Planos concorrentes dois a dois

Ty (Mg Mg =@

Temos abaixo uma situacdo em que dois planos paralelos sao
cortados por outro plano transversal. Também é um caso de sistema impossivel,

visto que a interse¢éo dos planos € o conjunto vazio.

Figura 14 — Dois Planos Paralelos e um transversal

TF,_FTF: ﬂTFg :(P
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Ja para os sistemas possiveis e determinados os planos devem se
intersectar de forma a obtermos como interse¢do apenas um ponto do espaco, como
na figura.

Figura 15 — Trés planos concorrentes

Vale salientar que, de acordo com o curriculo oficial, os conteudos
de Geometria Analitica sdo ensinados apd6s os Sistemas Lineares, porém a
interpretacdo geométrica dos sistemas de equacdes lineares pode ser contemplada
de forma a enriquecer o trabalho em sala e dar mais significado aos

desenvolvimentos algébricos nas solucdes dos sistemas.
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CAPITULO 2
SOBRE A RESOLUCAO DE PROBLEMAS

2.1 A RESOLUCAO DE PROBLEMAS EM MATEMATICA

Desde muito tempo, se fala em resolugdo de problemas de
matematica. Chineses, egipcios e gregos deixaram em seus registros da antiguidade
problemas matematicos que sdo analisados até os dias de hoje.

Segundo Onuchic (1999), em muitas escolas da atualidade, a
resolucdo de problemas permeia uma metodologia de repeticdo, com um exemplo
de situacdo-problema que € resolvida na lousa e em seguida uma lista com
inumeros problemas semelhantes aos quais se pode aplicar o0 mesmo método de
resolucao, ou seja, varios problemas com a mesma “cara” ou ideia.

Na sequéncia, Onuchic(1999) também afirma que as mudancas na
sociedade, com a migragcédo de muitas pessoas do campo para a cidade a procura de
empregos e melhor qualidade de vida por conta das industrias, da mecanizacéao e
producdo em massa, que ofertava muitos empregos, houve uma necessidade maior
da populacdo em aprender mateméatica. A procura por aprendizagem matematica,
em funcdo da industrializacdo, do avanco da tecnologia e da globalizacdo, os
educadores matematicos vém se preocupando com a formacdo dos professores e
repensando a Educacdo Béasica e o Ensino Superior, a fim de sanar as exigéncias
da sociedade moderna.

Ha uma luta muito forte travada com sistemas de ensino e
professores ortodoxos que ainda ndo perceberam que a resolucdo de situacles-
problema como aplicacdo de métodos ndo é a solucdo mais viavel para a melhoria
da aprendizagem de mateméatica. Os Parametros Curriculares Nacionais (1998)

Afirmam que:

Os movimentos de reorientacdo curricular ocorridos no Brasil a partir dos
anos 20 nao tiveram forca suficiente para mudar a pratica docente dos
professores para eliminar o carater elitista desse ensino bem como melhorar
sua qualidade. Em nosso pais o ensino de Matematica ainda é marcado
pelos altos indices de retencdo, pela formalizacdo precoce de conceitos,
pela excessiva preocupacdo com o treino de habilidades e mecanizagéo de
processos sem compreensao (BRASIL, 1998, p. 19).
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O século XX foi marcado, ndo s6 no Brasil, mas em nivel mundial,
por uma série de propostas de reforma no Ensino de Matematica nas quais a
matematica é ensinada de varias maneiras. Dentre elas, Onuchic (1999) destaca: o
Ensino de Matematica por repeticdo; o Ensino de Matemética por compreenséo; a

Matematica Moderna e a Resolucéao de Problemas.

2.1.1 O Ensino de Matematica por Repeti¢do

Decorar a tabuada, as formulas, os homes das figuras geométricas
dentre outras coisas, era o instrumento principal do ensino de matemética no inicio
do século XX. Os alunos eram obrigados a repetir nos cadernos aquilo que viam o
professor fazer na lousa. Pela quantidade exagerada de repeticdo de exercicios que
utilizavam a mesma sistematica de resolucdo, alguns alunos conseguiam se sair
bem nas avaliagbes e obtinham destaque escolar. Porém, muitos deles, em
pouquissimo tempo, ndo se lembravam mais do que haviam estudado e seus
conteudos matematicos se perdiam com tempo. Até hoje, algumas escolas ou
sistemas ainda utilizam esse método como ferramenta de ensino matematico,
fazendo da sala de aula um local de adestramento dos alunos em funcdo dos
vestibulares e concursos. Como exemplo, segue um problema do 9° ano do Ensino
Fundamental, onde vemos a aplicacdo de um método muito objetivo de resolucéo
gue nédo oferece desafio, nem coloca os saberes dos alunos a prova em momento

algum. Veja:

“A soma de dois numeros é igual a 15 e a diferencga entre eles é 1.

Quais os numeros em questao?”

Resolucdo: Chamando os numeros do problema de x e y podemos escrever duas

equacdes em forma de um sistema.

X+y =15
r=-y=1

Aplicando o método da adicdo obtemos 2.# =16 , o que indica que

x =8 _E por fim, substituindo * por 8 na primeira equacéo temos que&+¥ = 1§ | E
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aplicando a operacéo inversa concluimos que ¥ = 7 . Logo a solucédo do problema
s&o0 0s numeros 7 e 8.

Em varios livros didaticos, segundo Onuchic (1999), apos a
resolucdo de problemas como esse, segue uma secdo de varios problemas
semelhantes para que os alunos possam memorizar 0 método de resolucdo que, as
vezes, € executado mecanicamente sem mobilizar nos alunos conhecimento algum.
A autora também afirma que a resolucao de problemas desse tipo ndo contribui para
aprendizagem matematica dos alunos que as realizam.

E necesséario que os professores ao inserir um problema para os
alunos possa se questionar quanto a sua adequabilidade, ou seja, se tal problema
mobilizara adequadamente as habilidades e conhecimentos dos alunos, se o0s
desafiard de algum modo e se os motivara a aprenderem matematica com mais
vontade e responsabilidade. E o que afirma Dante (2003) em seu livro “Didatica da

resolucédo de problemas de matematica” ao citar uma frase de Thomas Butts que diz:

Estudar matematica é resolver problemas. Portanto a incumbéncia dos
professores de matematica, em todos os niveis, é ensinar a arte de resolver
problemas. O primeiro passo nesse processo € colocar o problema
adequadamente (DANTE, 2003, p. 43).

2.1.2 O Ensino da Matemética por Compreensao

Durante a reforma, que defendia o Ensino da Matematica por
compreensao,o ensino acontecia sob outra perspectiva, em que os alunos nao
tinham mais a necessidade de memorizacdo como anteriormente. A idéia entéo,
segundo Onuchic (1999) era a de que a compreenséo das operacdes era 0 mais
importante para aprendizagem de matemética. Havia, porém um despreparo dos
professores em trabalhar segundo esse aspecto, pois muitos vinham de uma
formacdo tradicional de memorizacdo e repeticdo. Os alunos eram ensinados por
meio da resolucao de problemas, chamados de problemas — padréo, pelos quais se
treinavam técnicas operatérias que poderiam ser utilizadas na aprendizagem de
novos conteudos.

Essa reforma foi importante historicamente pelo fato de introduzir a
resolugdo de problemas como um meio de se aprender a matematica, embora fosse

de uma forma equivocada, quando comparada com a perspectiva atual.
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Os estudos sobre a resolugdo de problemas realizados até o final da
década de 1950, nos EUA, em sua maioria indicavam que a crianga, para
desenvolver sua capacidade de resolver problemas, deveria exercitar-se
ostensivamente na solu¢do de uma grande quantidade de problemas. Bloon
e Broder ainda na década de 1950 questionavam as pesquisas, até entao
desenvolvidas sobre a solucdo de problemas, pela énfase que vinha sendo
dada aos produtos das solugBes em vez de valorizar os processos implicitos
na resolugdo criativa de problemas. (GAZIRE apud ONUCHIC, 1999, p.
202).

Na reforma descrita, os alunos eram motivados a compreender 0
porqué de se utilizar tal método ou propriedade na resolucéo de alguns problemas.
Porém, o problema n&o era o ponto de partida, lancado como desafio, para
motivacdo dos alunos em aprender determinado contetdo. Para alguns profissionais
da Educacdo Matemética esse foi o ponto falho dessa reforma e também o que fez

com que se pensasse na resolucéo de problemas com outra perspectiva.

2.1.3 A Matematica Moderna

ApOs o fracasso obtido com o Ensino de Mateméatica por
compreensao, ndo s6 o Brasil, mas outros paises passaram a utilizar a matematica
de forma mais sistematica, com uma linguagem prépria e fazendo uso de
propriedades de certa forma abstrata demais ao nivel dos alunos da Educacéo
Basica. Essa renovacdo na forma de apresentar a matematica aos alunos causou
transtornos enormes na educacao, pelo fato de, os alunos ndo conseguirem abstrair
os conteudos em funcéo da linguagem e complexidade com a qual era passada.

O excessivo grau de formalidade, apoiado na Logica, Algebra,
Topologia e na Teoria dos Conjuntos fez com que o0 ensino de matematica a partir
da entdo chamada Mateméatica Moderna ndo obtivesse os resultados esperados
pelos idealizadores do projeto. Além do despreparo e ma formacdo dos professores
da rede, que nado tinham dominio do conteldo e ndo conseguiam fazer com que 0s
alunos enxergassem a ligacdo entre a matematica da sala de aula com os
problemas que enfrentariam na sociedade, ou seja, 0os alunos ndao conseguiam
perceber as aplicagbes dos conteldos que tentavam aprender. Isso levou os
profissionais da época (1960-1970) a se questionarem quanto a credibilidade da
reforma no que dizia respeito a formacdo dos alunos enquanto cidadaos

conscientes.
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2.1.4 O Ensino de Matemética por Meio da Resolu¢cédo de Problemas

Nas décadas de 1980 e 1990, surgiram propostas para mudancas
na educacdo matematica em ambito mundial, as quais dariam énfase na resolucao
de problemas, na exploragdo da Matematica a partir dos problemas vividos no
cotidiano e encontrados nas varias disciplinas, na tentativa de melhorar o Ensino de
Matemética.

No Brasil as recomendacfes para a Educacéao Basica como € o caso
dos PCN, ja incorporam estas indicacdes de necessidade de alteracbes nos

métodos de ensino da Matematica.

Em 1980, o National Councilo Teacherso fMathematics — NCTM —, dos
Estados Unidos, apresentou recomendag¢fes para o ensino de Matematica
no documento “Agenda para Acao”. Nele a resolucdo de problemas era
destacada como o foco do ensino da Matematica nos anos 80. Também a
compreensdo da relevancia de aspectos sociais, antropolégicos,
linglisticos, além dos cognitivos, na aprendizagem da Matematica, imprimiu
novos rumos as discussdes curriculares(BRASIL, 1998, p. 21).

Os processos de ensino da Matematica ainda eram desenvolvidos,
por alguns professores, por meio de aulas em que os alunos sao treinados a partir
de exercicios repetitivos, 0s quais ndo contribuem para a construcdo dos
conhecimentos e habilidades necessarias a resolugcdo dos problemas aplicaveis na
vida pratica, ou seja, problemas reais ou do cotidiano dos alunos. A resolucdo de
problemas como instrumento de ensino pode auxiliar significativamente na
construcdo de conhecimentos mateméaticos, bem como no desenvolvimento
cognitivo dos alunos, o que pode melhorar o raciocinio e capacidade de
interpretacdo e compreenséo de conceitos matematicos.

O ensino-aprendizagem de Matematica com énfase na memorizagéo
de regras e algoritmos ndo proporciona o desenvolvimento de capacidades
cognitivas, de analise e de producdo do conhecimento matemético. O trabalho
educacional na area de matemética por meio da resolu¢cdo de problemas tem
relevante significado na formacdo de um cidaddo consciente e critico em sua
atuacado na sociedade. Diferentemente da metodologia adotada na reforma anterior
(Mateméatica Moderna), nessa havia uma preocupacdo com O processo de
resolucdo, e ndo apenas com os resultados, como questionavam Blonn e Broder em

citagdo anterior. Apesar de recente, essa importancia dada a resolugcdo de
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problemas na Educacdo Matematica tem grande prestigio, pois como afirma
Onuchic (1999), o ensino nessa perspectiva trata o aluno como protagonista, ou
seja, participante ativo na construcdo de seu conhecimento e a resolugcdo de
problemas como instrumento preciso no desenvolvimento do processo de
aprendizagem da matematica.

Esta € uma perspectiva de ensino que além de contribuir para o
desenvolvimento cognitivo dos alunos, promove a inser¢cado social dos mesmos, ja
que estreita a relacdo entre a sala de aula e a realidade, a partir de problemas que
simulam situacdes reais que podem ser vivenciadas pelos aluno sem seu cotidiano.

Quando se fala em resolucdo de problemas, ha a necessidade de
salientar que estes exigem a mobilizagdo ou aprendizagens de habilidades e
competéncias em sequéncia, de maneira que a solugcdo nao se apresente de forma
tao trivial, necessitando de uma construcdo pautada em saberes e conteidos com

significado real. De acordo com os Parametros Curriculares Nacionais:

Um problema matemético € uma situacdo que demanda a realizacdo de
uma sequéncia de acbes ou operacdes para obter um resultado. Ou seja, a
solucdo ndo esta disponivel de inicio, no entanto € possivel construi-la. Em
muitos casos, 0s problemas usualmente apresentados aos alunos néo
constituem verdadeiros problemas porque, via de regra, ndo existe um real
desafio nem a necessidade de verificacdo para validar o processo de
solucdo (BRASIL, 1998, p. 41).

Nessa perspectiva, cabe ressaltar que a resolucdo de problemas
ndo se resume na memorizacdo de conteldos, mas pode ser entendida como um
processo de importancia fundamental para a construcado de conhecimentos, fazendo
dos alunos protagonistas de seu préoprio aprendizado, com a oportunidade de criar
seus proprios métodos e estratégias de resolucédo, construindo, desenvolvendo e
estruturando seu pensamento l6gico matematico.

Para Zorzan (2007), as propostas de atividades sugeridas em sala
devem surgir de situacbes, de exigéncias e necessidades que circundam
determinado contexto histérico, ou até regional. Sendo assim, ao se mencionar a
palavra (termo) ensino, tanto de matematica, como de outras é&reas do
conhecimento, € preciso repensar alguns principios epistemolégicos e ideologias
que permeiam o saber e 0 método de ensino adotado. O ensino por meio da
resolucdo de problemas vem revolucionar a educacéo e o ensino de matematica, ou

seja, é a educacao passando por uma espécie de reforma.
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Como essas reformas, evidenciam-se a énfase na resolucéo de problemas,
a exploracdo da matematica a partir dos problemas vividos no cotidiano, a
compreenséao da importancia do uso da tecnologia, o direcionamento para a
aquisicdo de competéncias bésicas ao cidaddo e a acdo do aluno no
processo da construcao do conhecimento. (ZORZAN, 2007, p. 79)

A aprendizagem da matematica mediada pela Resolucdo de
Problemas surgiu como uma afronta aquela velha metodologia de repeticdo para
memorizacdo, que fazia da matemética apenas uma aplicacdo de férmulas
infundadas, ou métodos préaticos para se resolver um exercicio, ou até mesmo uma
familia de exercicios parecidos. Nessa nova perspectiva,a Resolucéo de Problemas
torna-se um meio de aprender e compreender 0s conhecimentos tedricos e praticos
desta disciplina, os quais se verificam em situagbes de aplicacdo cotidiana. O
processo ensino-aprendizagem parte da analise de uma situagao-problema, partindo
em seguida para o estudo abstrato dos conceitos ou conteddos matematicos, 0s
quais serdo necessarios para a resolucdo. A partir dai, sdo observadas as
operacdes exigidas para os problemas tratados por meio da representacdo simbdélica
pertinente, proporcionando aos alunos:o desenvolvimento de habilidades
matematicas, a construcdo do conhecimento e o desenvolvendo sua propria

compreensao sobre o tema estudado.

Quando os professores ensinam matematica através da resolugédo de
problemas, eles estdo dando a seus alunos um meio poderoso e muito
importante de desenvolver sua propria compreensdo. A medida que a
compreenséo dos alunos se torna mais profunda e mais rica, sua habilidade
em usar matematica para resolver problemas aumenta consideravelmente.
(ONUCHIC, 1999, p. 208)

Os PCN (1998) orientam os professores a ensinar matematica
através da Resolucéo de Problemas, sendo este instrumento o ponto de partida para
atividades matematicas, além de discutir diferentes formas de ensinar (fazer
aprender) matematica na sala de aula, dando devida importancia da Historia da
Matematica e da Tecnologia de Comunicacédo, para uma melhor compreensao dos
conceitos estudados. Os alunos devem pesquisar construir e compreender 0s
conceitos matematicos, bem como suas aplicagbes em situacles
problemas,entendendo a ligacdo existente entre o mundo real e o abstrato.

A resolucdo de problemas estd diretamente ligada com as
descobertas, em diferentes niveis de aprofundamento. Quando uma pessoa tenta
resolver um problema, ela esta utilizando de suas habilidades e competéncias ja
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adquiridas na tentativa de encontrar uma solucdo. Porém, nesse momento, seus
conhecimentos vdo sendo aos poucos mobilizados de forma que se defronte com
descobertas novas, dentro da compreensdo e do entendimento do problema.
Segundo Pdlya (1995), ha sempre uma pitada de descoberta na resolucdo de
qualquer problema, por mais simples que possa parecer. Sendo assim, 0S
professores devem instigar seus alunos a tentar resolver os problemas e instrui-los
sempre que necessario, na tentativa de fugir das operacdes rotineiras. Para Polya
(1995) um problema mateméatico pode ser tao divertido como um jogo. O diferencial
esta na motivacao, na forma como o professor apresenta o problema e como conduz

o trabalho dos alunos.

Um professor de Matematica tem, assim, uma grande oportunidade. Se ele
preenche o tempo que lhe é concedido a exercitar seus alunos em
operacBes rotineiras, aniquila o interesse e tolhe o desenvolvimento
intelectual dos estudantes, desperdicando, dessa maneira, a sua
oportunidade. Mas se ele desafia a curiosidade dos alunos, apresentando-
Ihes problemas compativeis com o0s seus conhecimentos e auxiliando-os
por meio de indaga¢Bes estimulantes, podera incutir-lhes o gosto pelo
raciocinio independente e proporcionar-lhes alguns meios para alcancar
este objetivo. (POLYA, 1995, p. 05)

Quando os alunos se encontram desanimados para aprender
matematica, em funcéo do intenso trabalho mental que Ihe é exigido e por estar em
desacostumados a pensar de forma sistemética e profunda, o professor deve
intervir, fazendo da aula um desafio para seus alunos. Se um estudante encontra
prazer, ou ao menos, satisfacdo na aprendizagem de matemaética, Pdlya (1995)
afirma que h& uma grande chance de enxergar na matematica algo a mais, como um
instrumento profissional, ou até a propria profissao.

Cada vez mais, encontra-se nos jornais e revistas a palavra cruzada
e outros pequenos, porém complicados enigmas. Esse fato nos leva a pensar se por
detras dessa vontade e possivel prazer em passar o tempo resolvendo pequenos
problemas sem aplicacdo prética consistente ndo haveria algo mais profundo.

E importante que o professor saiba dosar a sua participacdo no
processo de aprendizagem de seus alunos, para que nao lhe seja dado todo o
mérito da resolugcdo, para que o aluno possa ter o auxilio necesséario quando

precisar, como afirma Pdlya,
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o estudante deve adquirir tanta experiéncia pelo trabalho independente
guanto lhe for possivel. Mas se ele for deixado sozinho, sem ajuda ou com
auxilio insuficiente, é possivel que nao experimente qualquer progresso. Se
o professor ajudar demais, nada restara para o aluno fazer. O professor
deve auxiliar, nem de mais nem de menos, mas de tal modo que ao
estudante caiba uma parcela razoavel do trabalho. (POLYA, 1995, p. 01)

O professor deve fazer algumas indagacbes que proporcionem aos
alunos ativar sua curiosidade, ou até indicar algum passo, sempre focando no
trabalho e esforco do aluno como ato principal. Dessa forma, podemos instigar os
alunos a pensar de varias formas, através de questionamentos como: Qual é a
incégnita? Do que é que se precisa? O que é que se quer? O que é que se deve
procurar?

E facil perceber que a finalidade de tais indagacdes é direcionar a
atencdo do aluno na incognita, para que se tenha certeza daquilo com que esta
lidando, provocando uma operacdo mental.Uma indagacdo motivadora € sempre
pertinente, independente do tipo do problema ou area da matematica a qual esteja

inserido.

O nosso problema pode ser algébrico ou geométrico, matematico ou nao,
um problema cientifico importante ou um mero enigma. Ndo ha diferenca,
as indagacdes fazem sentido e podem auxiliar-nos a resolver o problema.
(POLYA, 1995, p. 05)

O intuito das indagacdes ou sugestbes, por parte do professor é
levar os alunos a perceberem algo que néo esteja tdo distante de sua linha de
pensamento, mas que por desatencdo ou falta de conhecimento ndo estejam
alcancando. As indagac¢fes geralmente sdo as mesmas que o proprio aluno poderia
fazer a si mesmo, por estar ativo na resolucdo do problema. Se o professor as fizer
regularmente, elas ficardo gravadas na mente dos alunos e estes poderdo ser
capazes de, em momento oportuno, indagar-se a si mesmo, pois sabera que isso
poderd suscitar ideias pertinentes a resolucdo do problema em si.

Para Pdlya (1995), resolver problemas deve ser entendido como
uma habilidade, ou uma competéncia prética, ou seja, que aprendemos fazendo.
Tais competéncias podem ser adquiridas por imitacdo e pratica. Por exemplo,
guando tentamos nadar, aprender alguma arte marcial, ou jogar futebol, imitamos os
atos de outras pessoas que temos como referéncia, entdo aprendemos pela pratica

a partir da imitacdo. Para resolver problemas, o processo € o mesmo, primeiramente
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temos de observar e imitar o que fazem outras pessoas quando resolvem 0s seus
problemas para depois aprendermos a resolver problemas, resolvendo-os, com a
pratica.

O professor que tem a ambigc&do de desenvolver nos seus alunos a
habilidade de resolver problemas deve incutir nas suas mentes algum interesse por
problemas e proporcionar-lhes muitas oportunidades de imita-lo e praticar a
resolucdo dos problemas, ou seja, o professor deve praticar para servir de exemplo
aos seus alunos. Isso € feito durante as aulas, quando o professor resolve um
problema na lousa, indagando-se como faz com seus alunos tantas vezes, com
naturalidade, até que os estudantes possam descobrir 0 uso correto das indagacdes
e sugestdes e que, ao fazer, adquirira algo mais importante do que o simples
conhecimento de um fato mateméatico qualquer, mas a compreensao de como agir,
quais ideias sdo levantadas no enunciado, o que € preciso calcular, qual o objetivo
do problema.

Onuchic (1999) apresenta trés modos diferentes de abordar a

resolucdo de problemas que séo:

e Ensinar sobre resolugdo de problemas, onde o professor pode se apoiar
no método sugerido por George Pdlya em seu livro “A arte de resolver
problemas”, ou em algum outro que se baseia neste. Tal método é
composto por quatro fases que norteiam a resolucdo de um problema,
séo elas: compreender o problema, criar um plano, desenvolver o plano e
revisar o problema (retrospectiva).

e Ensinar a resolver problemas, onde o professor se atém aos contetidos e
artificios matematicos que podem ser aplicados na resolugdo de
problemas sendo eles rotineiros ou ndo. Visto que o intuito principal no
ensino de matematica é que os alunos consigam aplica-la. Sendo assim,
resolvem-se muitos exemplos de problemas, frisando a aplicacdo de
algum conceito ou propriedade matematica ja estudada. Neste enfoque,
a resolucdo de problemas passa a ser entendida como um meio de
aprender e aperfeicoar a matemética, os problemas sdo formulados com
0 propésito de contribuir para a formalizacdo dos conceitos.

¢ Ensinar matematica através da resolucédo de problemas. Nesse caso 0s
problemas sé@o ponto de partida para se aprender matematica, onde um
problema é lancado para que os alunos reflitam sobre o aspecto-chave
do tépico matematico a ser ensinado. A partir dai sdo desenvolvidas
técnicas mateméticas para que se alcance a solucéo de tal problema e
para que o problema de certa forma real possa desencadear a
compreensdo de conceitos abstratos, fazendo uso da simbologia
matematica e suas operacgdes. (ONUCHIC, 1999, p. 206)

Onuchic(1999) também destaca a importancia dos PCN (1998) para
o desenvolvimento da educacédo no pais. Segundo ela esse documento foi elaborado

com base em situacbes educacionais de todas as regides do pais e preza por
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nortear a pratica escolar de forma a proporcionar a todas as criancas e jovens sua
insercdo na sociedade e mercado de trabalho com uma formacdo matematica
completa, focando a formagéo continuada dos professores, a producdo de livros e
de outros materiais de uso em sala de aula ou em fungéo dela.

Os PCN (1998) indicam a resolucédo de problemas como ponto de
partida para as atividades matematicas, com devida importancia a historia da
matematica e a tecnologia da comunicagdo, para que as criangas possam pensar
matematicamente, escrever e criar conjecturas, melhorar seu raciocinio, relacionar a
matematica com outras areas, estabelecer relacbes, levantar e analisar ideias,
desenvolver sua capacidade de resolver problemas e saber se comunicar utilizando
da linguagem matemaética. Esses itens sdo proprios de uma educacao construtivista,
em que os alunos sdo preparados constantemente a construir seu proprio
conhecimento, a partir de saberes prévios que podem ser lapidados em funcéo de
habilidades que se deseja que os alunos adquiram.

Essas reformas pelas quais passou a educagdo no Brasil
aconteceram devido a ineficdcia dos projetos educacionais que nao estavam
rendendo resultados favoraveis dentro da realidade nacional, como encontramos

escrito nos PCN.

Por outro lado, as propostas curriculares mais recentes sdo ainda bastante
desconhecidas de parte consideravel dos professores, que, por sua vez,
ndo tém uma clara visdo dos problemas que motivaram as reformas. O que
se observa é que ideias ricas e inovadoras, veiculadas por essas propostas,
ndo chegam a eles, ou sdo incorporadas superficialmente, ou ainda
recebem interpretacdes inadequadas, sem provocar mudancas desejaveis.
(BRASIL, 1998, p. 21)

E interessante pensar sobre as reformas educacionais ocorridas ao
longo dos anos, pois elas sempre surgem de uma necessidade coletiva. E nessa
dltima, a resolucdo de problemas assumiu seu lugar de destaque, visto que a
matematica quando ensinada através da resolucdo de problemas se torna mais
atraente e produtiva.

Pdlya (1995) ressalta que o mais importante na resolucdo de
problemas e que se permita que os alunos pensem por si sO, e que 0 professor
apenas oriente quando houver necessidade. Aprender o “como pensar” é o foco na
resolucdo de problemas. “O que fazer” e “o que pensar” séo itens simples quando os

alunos percebem que o “como pensar’ pode fazer a diferenga na sua aprendizagem.
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Para que esse processo se concretize é necessario que os professores
proporcionem tempo para 0s alunos pensarem, que nao avancem antes que eles
tirem algumas conclusées ou que possam pelo menos propor justificativas para as
respostas encontradas. Ouvir o que os alunos tém a dizer, indagar constantemente e
provocar sua curiosidade sobre o tema sdo atitudes que tém como consequéncia
uma aprendizagem mais concreta e abrangente.

Os fatores que mais contribuem para os persistentes problemas com
relagdo ao ensino de matematica no Brasil sdo a falta de formacado profissional
qualificada, péssimas condi¢cdes de trabalho em algumas regifes e a auséncia de
politicas educacionais coerentes com a realidade do pais, além de interpretacdes
equivocadas de algumas concepcdes pedagdgicas. Muitas vezes a ignorancia ndo é
dos alunos, mas daqueles que se dizem responsaveis pela educacdo. Nesse
sentido, Onuchic (1999), afirma que: “A preparacao do professor tem um efeito direto
na realizacdo dos alunos, pois ninguém dispende tanto tempo ou tanta influéncia
sobre 0s alunos quanto os proprios professores”. (Onuchic, 1999, p. 211)

Inimeros cursos sdo oferecidos a distancia, para que os professores
possam realizar sua formacdo continuada sem ter que se afastar dos afazeres.
Alguns sistemas de ensino até colocam cursos em horario de aula para que néo
comprometam a vida pessoal dos professores. Porém, poucas sdo as situacdes em
que os conhecimentos adquiridos nos cursos de formacdo séo aplicados em sala,
pois podem exigir um pouco mais de dedicacdo dos educadores em preparar suas
aulas e isso pode nao ser viavel em consequéncia da grande quantidade de aulas

gue os professores brasileiros ministram semanalmente.

2.2 DIFERENCIANDO EXERCICIO DE PROBLEMA

Pela definicdo classica de problema dada por Pozo&Echeverria
(1998) podemos dizer que a situacdo apresentada recebe essa nomenclatura
quando traz algo novo e desafiador para o aluno, ou seja, ndo se dispde de um
caminho rapido e direto que leve a sua solucdo, sem que haja antes, um processo
de reflexdo, uma tomada de decisbes sobre a sequéncia de passos a serem
seguidos. Se dispusermos de mecanismo que nos leve a solucédo de forma imediata
ou direta, caracteriza-se um exercicio. Dessa forma, uma mesma situacdo pode ser

uma problema complexo para uma pessoa a a0 mesmo tempo um exercicio muito
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direto para outra, deixando entdo a classificagdo como tal em funcdo do contexto da

situacao e a mercé do individuo que ponha-se a resolvé-la.

De forma sintética podemos dizer que a realizacdo de exercicios se baseia
no uso de habilidades ou técnicas sobre aprendidas (ou seja, transformadas
em rotina automatizadas como conseqiiéncia de uma pratica continua).
Limitamo-nos a exercitar uma técnica quando enfrentamos situacfes ou
tarefas ja conhecidas, que nao representam nada de novo e que, portanto,
podem ser resolvidas pelos caminhos ou meios habituais. (POZO
&ECHEVERRIA, 1998, p. 16)

Uma situagdo que € estudada e resolvida varias vezes passa a se
tornar rotineira e entdo a ser entendida como um exercicio, pois deixa de ser
motivadora ou ndo oferece mais algo de novo ou desafiador para os alunos.Essa
distincdo deve ficar bem clara ao se trabalhar em sala de aula com a resolucao de
problemas, por isso é importante que o professor conhega seus alunos e os limites
de sua aprendizagem.

A realizacdo de exercicios apesar de ajudar a memorizar técnicas e
métodos, ndo ajuda muito quando os alunos séo expostos a situacfes diferentes
daguelas em que estavam acostumados a treinar. Ha a necessidade de propor aos
alunos problemas bem elaborados, orientando-os para que consigam tomar as
decisbes de forma a se aproximar cada vez mais da solucdo esperada. Para que
isso aconteca, eles devem dispor de conhecimento previamente adquiridos e muito
bem assimilados, com os exercicios que ja foram resolvidos.

Ensinar mateméatica por meio da resolucao de problemas € como
ensinar alguém a andar de bicicleta; podemos andar varias vezes para que 0 outro
veja 0 que e como fazemos, podemos dar todas as dicas e explicar
compassadamente 0s passos a serem tomados da maneira como fazemos, mas o
aluno so irad aprender quando ele for o sujeito da situacéo, quando subir na bicicleta,
cair alguns tombos e por si mesmo poder prever, tomar as decisdes, errar, acertar,

escolher o caminho, tentar.

[...] procurar explicar o que fazemos para resolver um problema, o que deve
ser feito, € como tentar explicar a um amigo que jamais andou de bicicleta
guais sdo 0os movimentos e equilibrismos que realizamos normalmente para
gue a bicicleta ndo somente se mantenha de pé, mas, além disso, nos
transporte na direcdo que desejamos. (POZO&ECHEVERRIA, 1998, p. 18)
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Sendo assim, ao se tratar de resolucdo de problemas, sempre ha a
necessidade do novo, do inesperado, algo que possa colocar 0s alunos em xeque e
que Ihes permita pensar em alguma forma de alcancar a meta, ou seja, o resultado
esperado para aquela situacdo. Para resolver um exercicio, utilizamos de alguma
técnica pré-estabelecida ou um conjunto de operacdes previamente testadas para
aguele tipo de situacdo, diferentemente do problema que requer mais que a
aplicacdo de um método ou uma técnica. Segundo Pdlya (1995), para resolvermos
um problema com exceléncia, devemos realizar varios passos, utilizar de inUmeros
recursos matematicos ou nao, diferentes instrumentos que nos permitam conduzir a
resolucao até o final, sem nos afastarmos do foco.

Nessa perspectiva, elaborou uma sequéncia de passos que,
segundo ele, devem ser seguidos para resolver um problema de qualquer que seja a
area ou nivel de complexidade. Pozo&Echeverria (1998) apresenta um quadro
contendo um resumo dessa sequéncia de passos formulados por Pélya (1995) para

resolver um problemas.

Figura 16 — Método de Pdlya para resolver um problema

Compreender o problema
- Qual é a incégnita? Quais sdo os dados?

- Qual € a condigao? A condigdo é suficiente para determinar a incégnita? E
suficiente? Redundante? Contraditdria?

Conceber um plano

-Ja encontrou um problema semelhante? Ou ja viu 0 mesmo problema pro-
posto de maneira um pouco diferente?

- Conhece um problema relacionado com este? Conhece algum teorema que pos-
sa lhe ser titil? Olhe a incognita com atengao e tente lembrar um problema que
lhe seja familiar ou que tenha a mesma incégnita, ou uma incdgnita similar.

- Este € um problema relacionado com o seu e que ja foi resolvido. Vocé poderia
utiliz4-1o? Poderia usar o seu resultad o? Poderia empregar o scu método? Conside-
ra que seria necessario introduzir algum elemento auxiliar para poder utilizé-1o0?

- Poderia enunciar o problema de outra forma? Poderia apresentéa-lo de for-
ma diferente novamente? Refira-se as definigoes.

- Se ndo pode resolver o problema proposto, tente resolver primeiro algum
problema semelhante. Poderia imaginar um problema analogo um pouco
mais acessivel? Um problema mais geral? Um problema mais especifico?
Pode resolver uma parte do problema? Considere somente uma parte da
condicao; descarte a outra parte. Em que medida a incégnita fica agora de-
terminada? De que forma pode variar? Vocé pode deduzir dos dados al-
gum elemento titil? Pode pensar em outros dados apropriados para deter-
minar a incognita? Pode mudar a incégnita? Pode mudar a incégnita ou os
dados, ou ambos, se necessario, de tal forma que a nova incégnita € os no-
vos dados estejam mais préoximos entre si?

- Empregou todos os dados? Empregou toda a condi¢ao? Considerou todas
as nogdes essenciais concernentes ao problema?

Execucao do plano
- Ao executar o seu plano de rescolucao, comprove cada um dos passos.
- Pode ver claramente que o passo € correto? Pode demonstra-lo?

Visdo retrospectiva
- Pode verificar o resultado? Pode verificar o raciocinio?

- Pode obter o resultado de forma diferente? Pode vé-lo com apenas uma
olhada? Vocé pode empregar o resultado ou o método em algum outro problema?

Fonte:Solugdo de problemas: aprender a resolver, resolver para aprender.POZO, |. Juan (1998, p. 23)
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Essa relacdo entre a resolucdo de problemas e a aprendizagem
matematica deve ser percebida pelos alunos, por meio das intervencdes feitas pelo
professor no decorrer das aulas, o qual deve despir-se daquela ideia de que
matematica se aprende com repeticdo e aplicacdo de conceitos transferidos
previamente. O professor de matematica, enquanto educador matematico deve

saber que:

[...], a solucdo de problemas requer que o treinamento técnico seja
complementado por um conhecimento estratégico que permita utilizar essas
técnicas de modo deliberado, no contexto de tarefas ou situages abertas,
gue admitem solucdes diversas, as quais chamamos de problemas.
Somente quando o aluno tiver praticado com situacdes desse tipo, e ndo
somente com tarefas rotineiras fechadas, estard em condi¢des de transferir
estrategicamente seu conhecimento para outros problemas. (POZO&
ECHEVERRIA, 1998, p. 31)

Contudo, ha sempre a necessidade de conhecer bem os contetdos
relacionados ao problema em questdo, visto que a eficiéncia na solucdo de
problemas depende muito da disponibilidade e da ativacdo de conhecimentos
conceituais adequados. A base teorica e conceitual ndo pode ser abandonada em
detrimento da resolucdo constante de problemas, pois ambos os enfoques se
complementam, quando a aula é bem direcionada e preparada de acordo com um
fim claro e especifico. Assim, ndo restardo duvidas ao professor, quanto a
classificacdo da tarefa em exercicio ou problema, desde que suas estratégias para
alcancar a aprendizagem dos alunos sejam muito bem elaboradas.

Nesse sentido, no proximo capitulo apresentamos alguns problemas
que contextualizam os conteddos de Sistemas de Equacdes Lineares, cuja
resolucao € mediada pela Resolucao de Problemas.
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CAPITULO 3
UMA PROPOSTA PARA O ENSINO DE SISTEMAS DE EQUACOES LINEARES
MEDIADO PELA RESOLUCAO DE PROBLEMAS

Nesse capitulo apresentamos alguns problemas que podem ser
aplicados durante a introducdo do conteudo de sistemas lineares, ou no decorrer do
processo para que os alunos se sintam motivados e desafiados a encontrar as
solucdes, estabelecer estratégias de acdo executa-las,além revisar alguns
conteudos sobre sistemas lineares ja estudados em anos anteriores.

Esses problemas tém a finalidade de suscitar nos alunos a
necessidade, a curiosidade e a vontade de aprender novos conteddos, 0s quais
serdo necessarios para resolver os problemas propostos e outros no decorrer do
processo. As resolucdes apresentadas fazem parte da proposta, porém nao sédo as
Gnicas formas possiveis de resolver cada problema. A ordem em que estdo
apresentados ndo €, necessariamente, a ordem de aplicacdo em sala, visto que nao

se trata de uma sequéncia didatica, mas de uma proposta de atividades resolvidas.

3.1 PROBLEMA 1: QUANTO CUSTA?

Uma entidade filantropica que abriga criangas carentes numa cidade
do interior, necessitando de recursos para melhorar suas instalacées, promoveu
uma festa beneficente para arrecadar fundos. Os funcionarios foram divididos em
trés equipes de trabalho. Cada equipe montou uma barraca, as quais foram
chamadas de Bsj(barraca 1), B, (barraca 2) e Bz (barraca 3). As trés barracas
vendiam os mesmos tipos de alimentos que eram: espetinhos, pastéis e cachorros-
guentes. Cada uma dessas opgoes tinha 0 mesmo preco em todas as barracas.

No fim da festa,ao ser realizado o balan¢o sobre o consumo nas trés

barracas,foi constatado que:

* Na barraca 1 foram consumidos 28 espetinhos, 42 pastéis e 48
cachorros-quentes;
* Na barraca 2 foram consumidos 23 espetinhos, 50 pastéis e 45

cachorros-quentes;
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* Na barraca 3 foram consumidos 30 espetinhos, 45 pastéis e 60

cachorros-quentes.

Sabendo que as barracas lucraram R$ 102,00, R$ 95,00 e R$
117,00 respectivamente,qualé o preco de cada espetinho, pastel e cachorro-quente

nas barracas?

3.1.1 Resolugéo

Compreendendo o problema
e Quais as incognitas, os dados do problema?

e As condicionantes sdo suficientes para determinar as incognitas?

As incognitas do problema séo os precos de cada um dos alimentos
vendidos nas trés barracas. Temos a arrecadacdo total de cada barraca e a
quantidade de unidades vendidas em cada uma. A condicionante é que 0s pregos
dos alimentos em cada barraca sdo os mesmos e essa informagéo é o suficiente

para determinarmos o valor das incognitas

Estabelecendo um plano para a resolucéao:

Consiste em determinar as estratégias que serdo usadas para
resolver o problema.

Primeiramente, como 0s pre¢os sao 0s mesmos em todas as
barracas, podemos associar o valor de cada produto a uma incognita. Assim temos
uma equacao para cada barraca, relacionando os pre¢os de cada alimento entre si e
o valor total arrecadado. Nesse caso podemos elaborar trés equacdes com trés
incégnitas, formando um sistema linear.

O plano é esse, elaborar o sistema e resolvé-lo para determinar as
variaveis que representam os precos de cada alimento vendido. Usamos a Regra de

Cramer para resolver o sistema.

Execucdo do plano:
Primeiramente consideremos X sendo o preco de um espetinho; V

o preco de um pastel e £ o preco de um cachorro-quente em cada barraca.
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e Pelas informacbes de consumo da barraca 1 podemos escrever a seguinte
equacdo 28x + 42y + 48z = 10z ;

e Para a barraca 2 escrevemos a equagdo 23% + 2@y + 45z = 95 .

o J4 para a barraca 3 podemos escrever 30X + 45y + 60z =117
Como as trés equacgles apresentam as mesmas incognitas e possuem o0 mesmo

conjunto solugcéo, podemos montar o sistema

28r -+ 42v + 48z =102
23x + Joy + 45z = 93
0x + 45y + 6oz =117 (1)

O sistema sera resolvido a partir da aplicacdo da Regra de Cramer.

Consideremos entfio a matriz 4 dos coeficientes para o sistema (1)

e aplicando a regra de Sarrus temos.

28 42 4828 42
det4 =123 50 45|23 5o
Z0 45 60'30 45

detd = 28.50.60 + 42.45.30 ++ 482345 — 305048 — 4545.28 — 602342
detd = 84000 + 36700 + 49680 — 72000 — 536700 — 57960 =

gdatd = d/4U0 = (

Como f€ta #=0  podemos seguir com o plano. Entdo sejam &1.4s € 4z as

matrizes obtidas de 4 ao trocar a j-ésima coluna pela matriz & dos termos

102
B= (95 )
independentes que é 117" . Temos:

102 <42 48 28 102 48 2e 42 102
Ay = (gs Bo 45) Hg = (23 g5 45); Ag = (23 50 95 )
117 <45 &0/, 20 117 o 30 45 117

Calculando os determinantes de cada matriz pela Regra de Sarrus temos:
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det4, = 102.50.60 + 4245.117 + 48.9545 — 117.5048 — 45.45.102 — 60.9542 = 5580
detd; = 289560 + 10245630 + 48.28.117 — 309548 — 1174528 — €0.23.102 = 148
getd, = 28.50.117 + 42.95.30 + 1€2.23.45 — 30.50.102 — 45.93.28 — 117.2342 = 2348

Sendo assim, pela Regra de Cramer temos:

5580  l4gs 0.40 3348
= 3720 ¥ =3730 " 04 =370

090

Logo a solugéo do sistema é § = (1,30; 0,4% 090)

Resposta: Cada espetinho custa R$ 1,50; cada pastel custa R$ 0,40 e cada

cachorro-quente custa R$ 0,90.

Retrospectiva:
e E possivel verificar o resultado?
e E possivel aplicar o mesmo método em outro problema?

e Ha outra forma de resolver o problema?

Para verificar a validade da solucdo, podemos substituir as

incégnitas das equacdes pelos devidos valores encontrados e efetuar as operacdes

pertinentes. Ao substituir * por 1,50, ¥ por 0,40 e Z por 0,90, respectivamente
verificamos que as equacfes sdo satisfeitas, o que comprova a validade da solucéo
encontrada.

Esse problema pode ser resolvido de outra forma aplicando outros
métodos para resolver o sistema como, por exemplo, o Método de Gauss-Jordan ou
o Método da Eliminacdo de Gauss, ambos resultardo no mesmo resultado. Vale
salientar que o mesmo método usado nesse problema pode ser aplicado em outros
problemas, desde que possam ser traduzidos por um sistema do tipo 3 x 3, em que

a matriz dos coeficientes tenha determinante ndo nulo.
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3.1.2 Interpretacdo Geométrica do Sistema

Cada equacéao do sistema pode ser representada por um plano no espaco.

2ex | 4zy | 48z = 102
23x + Doy + 45z = 93
Jox + 45v + 6oz = 117

Como o sistema apresentou como solucdo § = {1,50: 0,40: 0.80) e
essa solucdo é unica, entdo podemos classificA-lo como um sistema possivel e
determinado. Os valores encontrados serdo as coordenadas do ponto P de
intersecdo dos trés planos no espaco. A figura construida com auxilio do software

Winplot ilustra a situacgéo.

Figura 17 — Trés planos concorrentes

28x+ 42v+ 48z =102

23x + B0y + 45z = 95

\

30x + 45 + 80z = 117

\

P (1,50; 0,40; 0,90)

Fonte: Elaborado pelo autor.
3.2 PROBLEMA 2: UMA DIETA BALANCEADA

Uma alimentacdo diéria equilibrada requer uma dieta balanceada a
qual deve constar del70 unidades de vitamina A, 180 unidades de vitamina B, 140
unidades de vitamina C, 180unidades de vitamina D e 350 unidades de vitamina E.
Cinco alimentos foram estudados a fim de se obter uma refeicdo que atenda a essa

dieta. Para cada 1grama de cada alimento,ficou determinado que:
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O alimento | tem 1 unidade de vitamina A, 10 unidades de vitamina B, 1

unidade de vitamina C, 9 unidades de vitamina D e 2 unidades de vitamina E;

O alimento Il tem 1 unidades de vitamina A, 1 unidade de vitamina B, 1

unidades de vitamina C, 2 unidade de vitamina D e 13 unidade de vitamina E;

O alimento Il tem 2 unidades de A, 2 unidades de B, 5 unidades de C, 1
unidade de D e 2 unidades de E;

O alimento IV tem 9 unidade de A, 1 unidade de B, 0 unidade de C, 1 unidades
de D e 1 unidades de E.

O alimento V tem 1 unidade de A, 10 unidade de B, 1 unidade de C, 2 unidades
de D e 2 unidades de E.

Podemos organizar essas informagdes na seguinte tabela.

Figura 18 — Distribuicdo de unidades de vitaminas A,B,C,D e E entre os alimentos |,

I, 11, 1V, V para uma dieta balanceada

VITAMINAS | ALIMENTOS Total de
I Il 1] v Vv vitaminas

A 1 1 2 9 1 170

B 1 1 2 1 10 180

C 1 1 5 0 1 140

D 9 2 1 1 2 180

E 2 13 2 1 2 350

Fonte: Elaborado pelo autor

Pensando em uma alimentacdo diaria equilibrada, obedecendo

rigorosamente os dados da tabela, qual a quantidade de cada um dos alimentos |, 1,

[, IV e V devemos ingerir?
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3.2.1 Resolucao

Compreendendo o problema:
e Quais as incégnitas, os dados do problema?
e As condicionantes séo suficientes para determinar as incognitas?

¢ O que podemos observar no problema?

As incégnitas do problema séo as quantidades (em gramas) de cada
alimento que deve constar em uma refeicdo para termos uma alimentacao
equilibrada. As condicionantes sdo as quantidades de vitamina contidas em cada
alimento e o total de vitaminas que devemos ingerir. Essas informacdes sao
suficientes para encontrarmos os valores das incognitas. Podemos observar que os

dados ja estdo organizados, o que facilita nosso trabalho.

Estabelecendo um plano:

Vamos estabelecer as estratégias que serdo usadas na resolucao.
Visto que esse problema é parecido com o das trés barracas, porém com mais
incégnitas. Podemos elaborar com as informacdes do problema 5 equacoes,
formando um sistema do tipo 5 x 5. Como néo é viavel a resolucdo desse sistema
pela Regra de Cramer, pela quantidade de opera¢des necessarias, vamos resolvé-lo
aplicando o método de Eliminacdo de Gauss, ou seja, por meio do escalonamento

da matriz aumentada do sistema. Esse é o plano.

Executando o plano:

Podemos chamar de ¥i-%z.4z- % %8 cada uma das quantidades de
gramas dos cinco alimentos que devemos ingerir. Como os dados ja estdo bem
organizados em uma tabela, ndo temos dificuldade em escrever o sistema abaixo
que traduz a situacao.

1% + 1%z 4 205+ 9%, + L = 170
1%, = 1%+ 2%, + 1%, + 1 3, = 180
1%y + 1xg+ 8% + 0 + L ag = 140
9%y -+ 2xg 1¥g + Ly + 2 xy — 180
2%, + 133; + 2% + 135, + 2 2, = 350
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Vamos aplicar o método do escalonamento de Gauss. Para isso,
seja A, a matriz aumentada do sistema.

(1 1 2 9 1 170

1 1 2 1 1o 180
A-l1 1 35 o 1 140l
kg 2 1 1 2 180)

2 13 2 1 2 350

Substituindo a 22 e a 32 linha pela subtracdo entre a 12 e essas duas temos:

1 1 2 ¢ 1 170
0 0 0 g -9 =1
0 0 -3 9 o 3o
9 2 1 1 2 180
2 14 2 1 2 3Bo

1 1 Z 9 1 170
2 13 2 1 2 350
9 A 1 1 p 180
0 0 —_3 e 0 S0
0 0 0 g —¢ =1c

Substituindo a 22 linha pela diferenca entre o produto da 12 linha por 2 e a 22 linha; e

substituindo a 32 linha pela diferenca entre o produto da 12 linha por 9 e a 32 linha

temos:
1 1 2 o 1 170
o0 -11 2 17 0 —10
0 7 17 Ao 7 13%R0
g 0 -3 9 0 30
g 0 0 o 9 10

Substituindo a 32 linha pela soma entre os produtos da 22 linha por7 e da 32 linha por
11 temos:

1 Z 0 1 170
-11 p 17 o 1o
0 201 999 77 14780
—3 g 0 30

1
0
0
a 0

) 0 H g -¢ —=10
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Permutando a 32 com a 42 linha temos:

(s 1% Ze0t -10& 200% Oh-nRM( 9% & U0@ & 0 -10@ 9% 0 el

Substituindo a 42 linha pela soma entre o produto da 32 por 67 e a 42 linha temos:

1 1 2 9 1 170

0 -11 2 1z o =1lo

0 U -3 g o0 30

L] e 0 ladgz f¢ 1&g
g a 0 8 -9 =1d

Substituindo a 52 linha pela diferenca entre o produto da 42 linha por 8 e o produto
da 52 linha por 1602 temos:

mp(le 1& 2008 -11& 2006 0% -36H( 9% & 170@ 17%&% 0k -108 9% 0&

A partir dessa nova matriz podemos montar o sistema equivalente ao sistema inicial.

Esse sistema possui a mesma solu¢cdo que o sistema inicial do
problema. Podemos resolver esse sistema de baixo para cima.

Pela 52 equacao temos:

15034x, = 150340

. 150340
¥ 15034



Substituindo esse resultado na 42 equacao temos:

lodzx, + 77xg = 1679

letzx, + 7710 = 16790

= 16790 — 770
&7 T 102

Xg = 10

Substituindo o valor % por 10 na 32 equagao temos:

— 3%, + 00, = 30

gy, — 9,10 = 30
g0 - 90
5T -3
Xg = 20

Substituindo os valores encontrados na 22 equagao temos:

_11?;'5 'I" 2??'5 'l" 1?%'._ = —1'.']
-1l.x; + 220+ 17.10 = -10

-10-170- 40
-11

s

Por fim, substituindo todos os valores na 12 equagao temos:

1%, + 1% + 2% +9%. + 1 2, = 170
Ly - 240 -- 2,240 - 9.10 - 10 = 170

_lru-1lo-90-40- 20
L= 1

¥, = 10

Logo a solucéo do sistema é5 = (10,20, 20, 10, Lo)

92
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Resposta: Pelos valores encontrados podemos concluir que para que se tenha uma
alimentacéao diaria equilibrada deve-se ingerir 10 gramas do alimento I, 20gramas do
alimento Il, 20gramas do alimento Ill, 10gramas do alimento IV e
10gramasdoalimento V.

Retrospectiva:
e E possivel verificar o resultado?
o E possivel aplicar o mesmo método em outro problema?

e Ha outra forma de resolver o problema?

Podemos verificar a validade da solucdo, substituindoas incognitas
das equacdes pelos devidos valores encontrados e efetuar as operagcdes
pertinentes. Ao substituir ¥1-%3z-%z. ¥geXz por 10, 20, 20, 10 e 10 respectivamente nas
equacgOes, Percebemos que todas as equacdes sdo satisfeitas, o que garante a
validade da solugédo encontrada.

Esse problema também pode ser resolvido aplicando o método de
Gauss-Jordan, ambos resultardo na mesma solucdo. Apesar de que pelo método de
Gauss-Jordan seria necessario um namero muito maior de operacdes para deixar a
matriz na forma escalonada reduzida. Muitos outros problemas (sobre alimentagéo,
vendas, dentre outros) com grande numero de variaveis, cuja traducdo para a
linguagem matematica dé origem a sistemas lineares podem ser resolvidos por esse

mesmo método.

3.3 PROBLEMA 3: O PRECO DA LIGAGCAO

Pensando em aumentar a quantidade de clientes, uma empresa de
telefonia mével elaborou a seguinte promocédo. Para ligagfes feitas entre aparelhos
habilitados por ela (mesma operadora), o valor de cada minuto édeR$ 0,20. Quando
a ligacdo é feita para aparelhos de outras operadoras, o valor cobrado é de R$ 0,30
por minuto. Um cliente cadastrado nessa promoc¢ado pagou R$ 24,00 referentes a
100 minutos de ligagOes, tanto entre aparelhos da mesma operadora, quanto para
outras. Determine a quantidade de minutos que foram utilizados entre aparelhos

habilitados pela empresa de telefonia e para aparelhos de outras operadoras.
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3.3.1 Resolucao

Compreendendo o problema:

e Quais as incognitas, os dados do problema?

e As condicionantes séo suficientes para determinar as incognitas?

As incégnitas do problema sdo as quantidades de minutos em que
foram feitas ligacdes para telefones de mesma operadora e para operadoras
diferentes. Temos o valor de cada tipo de ligacdo, bem como o total pago pelo
cliente e o total de minutos que foram utilizados. As condicionantes sdo que cada
tipo de ligacdo tem um preco diferente,0s quais sao conhecidos totalizando R$
24,00, e que o total de ligacdes resulta em 100 minutos.Essas informagOes sao

suficientes para determinarmos as incognitas do problema.

Estabelecendo um plano:

Vamos determinar quais as estratégias que serdo usadas para
resolver o problema.

Percebemos que sua estrutura ja € conhecida, pois no Ensino de
Matematica sdo abordados problemas relativos a moedas de diferentes valores,
veiculos com quantidades de rodas diferentes, animais e suas quantidades de
pernas, 0S quais apresentam a mesma estrutura de organizacédo das informacdes
que o problema em questdo. Nesse caso poderemos elaborar duas equagdes com
duas incognitas, formando um sistema linear. Uma equacéo relaciona o tempo de
duracédo das ligacdes de cada tipo e o total de minutos, a outra relaciona o total de
reais pagos pelas ligagdes e o valor de cada uma.

Sendo assim, o plano é elaborar o sistema e resolvé-lo para
determinar as varidveis que representam as quantidades de minutos gastos em
ligacdes dos dois tipos. Como o sistema € do tipo 2 x 2, resolveremos pelo Método
da Substituic&o.

Execucao do plano:

Primeiramente consideremos * sendo o tempo gasto em ligacdes

entre aparelhos da mesma operadora e ¥ o tempo gasto em ligacbes entre
aparelhos de operadoras diferentes.
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Como o tempo total das ligacbes é de 100 minutos, podemos
escrever a equacdo ¥ ¥ — 190
Visto que nas ligagBes entre mesma operadora o preco € R$0,20 por

minuto, e entre operadoras diferentes R$0,30 o minuto entdo podemos escrever a
equacio.2ex -+ 0,30y = 2¢

{xw = 100
Temos entdo o sistema (9.20x% + 0,30y = 24

Isolando 0 ¥ na 12 equacdo temos: ¥ = 180 -y
Substituindo essa expressao na 22 equacao podemos encontrar o valor de ¥ .
0oy + 030y = 24

0,20.(100 — ¥} + 0,30y — 21
20 — 0,20y + 0,30y — 34

0.loy = 24— 20

Para determinarmos o valor de ¥ basta substituirmos o valor encontrado para o v

na 12 equacao.

Y+y=10—=x+40=100—-x = 00

Logo a solucdo do sistema sera & = (&0, 0)

Reposta: Pelos valores encontrados podemos afirmar que foram realizadas ligacoes

entre aparelhos de mesma operadora num total de 60 minutos. Ja as ligacdes para

aparelhos de outras operadoras as ligacfes totalizaram 40 minutos.
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Retrospectiva
e E possivel verificar o resultado?
e E possivel aplicar o mesmo método em outro problema?

e Ha outra forma de resolver o problema?

Para verificar a validade da solucdo, podemos substituir as
incégnitas das equacgfes pelos devidos valores encontrados e efetuar as operacdes

pertinentes. Ao substituir * por 60 eV por 40 verificamos que as duas equacodes
sao satisfeitas, 0 que comprova a validade da solucdo encontrada.

Esse problema também pode ser resolvido pelo método da
comparacao, ambos resultardo na mesma solucdo. Esses métodos (substituicdo e
comparacao) podem ser aplicados a qualquer problema que possa ser traduzido por

um sistema do tipo2 x 2.
3.3.2 Interpretacdo Geométrica

Como sabemos cada equacédo do sistema pode ser representada
por uma reta no plano cartesiano. O sistema apresentou uma unica solucédo, ou seja,
€ SPD, a solucdo do sistema representa o ponto de intersecdo das retas das

equacdes no plano. A figura 19 ilustra a situagao.

Figura 19 —Duas retas concorrentes

S A = (60,40)
m,

Crtracs )

Fonte: Elaborado pelo autor
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3.4 PROBLEMA 4: JOGO DE CARTAS

Um campeonato de jogo de cartas foi disputado em quatro dias, de
forma que em cada dia foi realizada certa quantidade de rodadas do jogo. As
rodadas tém pontuacdes diferentes em dias diferentes, e quando um jogador ganha
a rodada ganha os pontos referentes a ela, se perde, perde os pontos da rodada.
Quatro amigos que participaram desse campeonato marcaram seus desempenhos

na tabela da figura 20.

Figura 20 —Desempenho dos competidores nos quatro dias de campeonato

Participantes | Desempenho (vitorias, empates ou derrotas) Total de
1°dia 2° dia 3 dia 2° dia pontos
Lucas 2 1 0 -1
Pedro 0 -2 3 1 4
Paulo -1 1 5 0 12
Matheus 2 -3 -1 1 -5

Fonte: Elaborado pelo autor

Na tabela, os niumeros positivos indicam o niumero de vitérias a mais
gue as derrotas, 0s negativos indicam o nimero de derrotas a mais que as vitérias, e
o zero indica que ndo houve vitéria nem derrota.

Por exemplo: Lucas teve 2 vitérias a mais que as derrotas no 1° dia,
no 2° dia teve 1 vitoria a mais que as derrotas, no 3° dia, venceu 0 mesmo numero
de rodadas que perdeu, ja no 4° dia teve 1 derrotaa mais que as vitérias. Seu total
de pontos foi de 1 ponto.

Com base nas informac6es acima, determine qual é a pontuagéo de

cada rodada nos quatro dias de campeonato.

3.4.1 Resolugéo

Compreendendo o problema:
e Quais as incégnitas, os dados do problema?

¢ As condicionantes séo suficientes para determinar as incégnitas?
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As incognitas do problema sdo as pontuacdes referentes a cada
rodada nos quatro dias de campeonato. Temos o desempenho dos quatro amigos,
que nos fornece as vitorias e as derrotas em cada dia, além da quantidade total de
pontos acumulados no jogo. As condicionantes sdo que a cada vitoria sdo somados

0S pontos da rodada e a cada derrota os pontos sao subtraidos.

Estabelecendo um plano:

Precisamos deixar claras as estratégias que serdo usadas para
resolver o problema, que € bem parecido com o problema da quantidade de
vitaminas para a dieta balanceada, porém com menos equacfes e incognitas.
Vamos, a partir dos dados do problema, montar um sistema do tipo 4 x 4 e resolvé-lo
aplicando o Método de Gauss-Jordan, que consiste em transformar o sistema em
outro equivalente a ele, porém na forma escalonada reduzida, onde os pivés sdo

todos iguais a 1, unico elemento ndo nulo na sua coluna. Esse € o plano.

Execucédo do plano:
Primeiramente consideremos ¥i:¥z.%ze%kas quantidades de pontos
das rodadas nos quatro dias respectivamente. A partir dos dados da tabela podemos

escrever o sistema de equacoes lineares

2%+ X — X -1, =1
n;‘:i -2?;;"" 3?6"5 '|"1F'i~",|= 4
—15’6‘;+X=+5?‘?;+ﬂx,= 12
2?;1 - 3?&"; - 95'5'1" 1?:'_= _5

Considere a matriz aumentada do sistema

-1 1 5 o0 12
0 =2 3 1 4
2 1 0 -1 1
2 3 1 1 &
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Multiplicando a 12 linha por 2 e somando com a 32 e 42 temos:

-1 1 5 0 12
0 -2 a1 4

0 3 10 -1 Z5
[ o 1 19

Permutando a 22 com a 42 linha temos:

-1 1 5 o0 12
0 -1 9 1 19
0 3 1o -1 35
0 -2 3 1 4

Multiplicando a 22 linha por 3 e somando com a 32; multiplicando a 22 linha por -2 e

somando com 52 temos:

-1 1 5 Q 12

1 -1

-1 -5 0 -12
01 -9 -1 -19

z @z
0 0 1 37 37
0 0 11 34
15 g

Somando a 32 linha com o oposto da 42 linha temos:

-1 -5 0 -—12
0 1 -9 -1 =19

2 8
0 0 1 37 37
0 0 0 -7 Zg

555 55a
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555

Multiplicando a 42 linha por ~ ~ 7 _ temos:

-1 -5 0 -12
0 1 -¢g =1 -1ip

0 0 3?—? %
0 0 0 1 4
z

Substituindo a 32 linha pela diferenca entre o produto da 42 linha por 37e a 32 linha
temos:

1 -1 -5 0 -12

01 -9 -1 -19

0 0 -1 0 =2

0 0 0 1 1

Substituindo a 22 linha pela soma entre ela e a 42 linha temos:

1 -1 —5 0 -12
0 1 -0 0 =15
0 0 -1 0 -2
0 0 0 1 4

Substituindo a 22 linha pela diferenga entre o produto da 32 linha por 9e a 22 linha

temos:

1 -1 -5 o0 —-12
0 -1 0 € -3
0 0 -1 0 =2
0 0 0 1 4

Substituindo a 12 linha pela diferenca entre o produto da 32 linha por 5 e a 12 linha

temos:
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Substituindo a 12 linha pela soma dela com a 22 linha temos:

-1 0 g P -1
0 -1 g 0 -3
c o -1 0 =2
B 0 1 4

Multiplicando as trés primeiras linhas por -1 e substituindo-as temos a matriz na sua

forma escalonada reduzida:

100 01
0 10 0 32
¢ ¢ 1 0 2
00 0 1 4

Perceba que ao escrevermos o novo sistema, a partir da matriz obtida, este estara

na forma escalonada reduzida.

X

e Dol o =

Ya

Por fim, obtemos o valor das incognitas do problema que sdo & =1;

x'g=3ix'g=2 e:".?',=-l

Logo a solucgéo do sistema serd 5 = (1,3, 2,4)

Resposta: Pelos valores encontrados como solucédo do sistema podemos concluir
gue cada rodada vale 1lponto no 1° dia, 3 pontos no 2° dia, 2pontos no 3° dia e 4

pontos no 4° dia de realizacdo do campeonato.

Retrospectiva:
e E possivel verificar o resultado?
e E possivel aplicar o mesmo método em outro problema?

e Ha outra forma de resolver o problema?

Para verificar a validade da solucéo, substitui mosas incognitas das
equacoOes pelos devidos valores encontrados e efetuamos as operagdes pertinentes.
Ao substituir &1-&z.A5 Xz por 1, 3, 2, e 4 respectivamente nas equagdes, percebemos
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que todas as equaclBes sdo satisfeitas, o que garante a validade as solucao
encontrada. Esse problema pode ser resolvido de outra forma aplicando o Método
da Eliminagdo de Gauss, ou pela Regra de Cramer, que ndo é recomendada pela
quantidade de opera¢fes necessarias.

E bom percebermos que quando aplicamos o método de Gauss-
Jordan, ao resolvermos o sistema ja escalonado a solucao € imediata. Isso acontece
pelo fato do sistema estar na forma escalonada reduzida, onde os pivos s&o iguais a
1 e s&o os unicos elementos nao nulos de suas colunas. Porém, durante o processo
de escalonamento da matriz aumentada, o niumero de operacdes € bem maior do
gue no Método da Eliminacdo de Gauss, quando o sistema tem grande nimero de
equacdes e incognitas (4 ou mais).

Se aplicassemos o0 método de Gauss-Jordan para o sistema 5 x 5 do
problema das quantidades de vitaminas teriamos muito trabalho para escalonar o
sistema até sua forma escalonada reduzida. Quando o sistema € grande, ou seja,
namero de equacbes maior do que quatro, o numero de opera¢fes durante o
processo de escalonamento é cerca de 50% maior pelo Método de Gauss-Jordan do
que pelo Método da Eliminacédo de Gauss. Ja para sistemas pequenos o humero de

operacdes é praticamente o mesmo.

O Problema 5 € uma adaptacéo baseada no artigo de Silva (2009)
intitulado “Aplicacdo da Algebra Linear na Engenharia Quimica”, postado no site

http://lwww.ebah.com.br

3.5 PROBLEMA 5: A DISTRIBUICAO DA TEMPERATURA INTERIOR EM PLACAS

No estudo da transferéncia de calor podemos saber como fica a
distribuicdo da temperatura assintética de uma placa fina visto que sado conhecidas
as temperaturas em pontos de seu bordo. A Figura 20 representa uma secao
transversal de uma barra de metal, onde o fluxo de calor é desprezivel na direcdo
perpendicular a placa. Sejam Ti:Ts.:Ts as temperaturas nos seis vértices
interiores 1, 2, 3, 4, 5 e 6 da Figura 20. A temperatura num vértice interior é
aproximadamente igual a média aritmética das temperaturas dos quatro vértices

vizinhos mais préximos a ele.
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Figura 21 —Seccéo transversal de uma barra metalica

20° 20° 20°
10° T, T2 Ts
40°
10° T4 T 5 T6
40°
20° 20° 20°

Fonte: Construida pelo autor

A partir das informacgGes faca uma estimativa dos valores de Ta- Tz ... Te

3.5.1 Resolucéo

Compreendendo o problema

e Quais as incognitas, os dados do problema?

e As condicionantes séo suficientes para determinar as incognitas?

As incégnitas do problema sdo as temperaturas nos Vvértices
interiores da secgao da placa. Temos todos os valores dos bordos. A condicionante
€ que a temperatura de cada vértice interior da sec¢do € igual a média aritmética
das temperaturas dos veértices vizinhos mais proximos. Essa informacao é suficiente
para determinarmos os valores das incognitas, pois a figura nos fornece os valores

ja organizados.

Estabelecendo um plano:

Para dar inicio a resolucdo, € necessario determinarmos as
estratégias que serdo usadas para resolver o problema.

Com as informagfes do enunciado e os dados da figura podemos
escrever seis equacBes nas incognitas 7Ti-7z-...deque SH3O0 as temperaturas

desconhecidas. Sendo assim, o plano é elaborar um sistema do tipo 6 x 6 e resolvé-
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lo para determinar as temperaturas. Para isso, serd utilizado o Método da

Eliminacédo de Gauss.

Execucdo do plano:

Primeiramente consideremos 1 Tz- .... Te sendo as temperaturas dos
vértices 1, 2, 3, 4, 5 e 6 respectivamente. Com base nas informacdes podemos
escrever as relagdes:

T _1U+ZU+T=+T,,IT _20+T, +T:+ T4, T _ 20420+ T; + T,
i = '] - '] -

4 & 4 B 4

4+ 20+T;+ T,
A

';r}=1ﬂ+ 2”&1-1-‘}"1-1-‘}‘}11 P -

n 1?_i-=

204+ T; + T4+ Ty
4
A partir delas escrevemos as equacoes:

4T, — T, — T, = 30
4T; =T, -Tg - T3 = 20
4T - T - Teg= 00
41, =T, — T3 = 30
4l — T, — Ty —Tg = 20
4T - Ty - Ty = G0

Assim, podemos escrever o sistema de equacgdes lineares:

4f, =T, =T, =30
4, =T, =T =Ty =120
‘1:?_5 ‘.IT_: ?—5-60
4Ty -T,-Ta =30
'1?-3_?_9 _?—*_?-E= 20
4Tg Ty Ty =00
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Organizando as equac0des do sistema obedecendo a ordem crescente de indices

temos:

4?_1 - T-; - ?—‘= Eﬂ
_T1+1T2'TE_TE= Eﬂ
-?-g'f' 'i:l:_s -?-5,— Gﬂ
-T_q'l"'i:!_'_-?_ﬂ: Eﬂ
—T, =Ty + 4T, - T, = 20
-‘.I?_g -?_a'i" *F&— Gﬂ

A matriz aumentada do sistema é:

A=z(ue(@W({ 4& -1D&EO&E -1&N] 0z 0& 30neM(M( -1 4)&H(-1&

Aplicando as operacdes elementares sobre as linhas da matriz A obtemos sua forma

escalonada
120
1& =5

Podemos entdo resolver o sistema

i T:"‘Tg'i"?_s'i"?a:_zﬂ
Tg+?_4-'i?_g+?_5.=—2ﬂ
T, + 8T, — 16T, -+ 4T, = =70

17 10
T‘—TTE-T'._-T
120 _ 2250
287 F 287

r _ 65550

€~ 241s

Ty

Fazendo as substituicdes de baixo para cima obtemos:

Ty l17,1% Tox2lA4% Fpuxd7le T, 171 Togx2lde T,xl71-

Esses valores indicam como fica, aproximadamente, a distribuicdo da temperatura

no interior da placa, conhecendo-se a temperatura em pontos do bordo.
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Resposta: Pelos valores obtidos podemos concluir que as temperaturas nos
vértices inferiores 1, 2, 3, 4, 5, 6 sdo0 aproximadamente 1717 2147 27,1 : 171" .

214° e27,1" respectivamente.

Retrospectiva:

e E possivel verificar o resultado?

e E possivel aplicar o mesmo método em outro problema?

e Ha outra forma de resolver o problema?

Podemos verificar a validade da solucdo substituindo as incoégnitas
das equacdes pelos devidos valores encontrados e efetuar as operacées
pertinentes. Mas temos que lembrar que os valores obtidos sdo aproximados por
causa das aproximacdes decimais feitas em cada diviséo.

Esse problema pode também ser resolvido, aplicando o Método de
Gauss-Jordan, ambos resultardo na mesma solucdo. Vale salientar que esse
sistema possui grande numero de equagbBes e incognitas, sendo assim sua
resolucdo pelo Método da Eliminacdo de Gauss, economiza operacdes elementares
aos escalonar a matriz aumentada. Porém ao resolver o sistema equivalente, a

solucéo nao € imediata.

O Problema 6é uma adaptacdo de um exercicio proposto por Dante

(2011) em seu livro “Matematica: Contexto e Aplicagbes”.

3.6 PROBLEMA 6: BALANCEAMENTO DE EQUACAO QUIMICA

Ao escrever uma equacdo quimica, é importante verificar se o
ndamero de atomos de cada elemento € o mesmo em ambos 0s membros da
equacao. Caso ndo seja, é necessario realizar o balanceamento da equacéo. Ou
seja, € necessario determinar os coeficientes estequiométricos(os numeros que
antecedem cada férmula quimica em uma reacédo indicando a quantidade de mols
de cada substancia quimica presente na reacdo). Esses coeficientes sdo sempre 0s
menores numeros inteiros possiveis.

Faca 0 balanceamento da equacao guimica

LeHe + 0 = C0; + H:0 determinando seus coeficientes estequiométricos.
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3.6.1 Resolucao

Compreendendo o problema

e Quais as incognitas, os dados do problema?

e As condicionantes séo suficientes para determinar as incognitas?

As incognitas do problema s&o os coeficientes de cada atomo ou
molécula para que a equacgdo fique balanceada. A condicionante é que apds o
balanceamento, 0 nimero de atomos de cada elemento deve ser o mesmo em
ambos os membros da equacado. Essa informacéao € suficiente para determinarmos o

valor das incégnitas do problema.

Estabelecendo um plano:

Precisamos determinar quais sao as estratégias que serdo usadas
para resolver o problema.

Percebemos que este é um tanto diferente dos anteriores, visto que

€ uma aplicacdo de sistemas lineares na Quimica. Com as informacdes do

enunciado podemos escrever quatro equacdes nas incognitas %1z et que Sao 0S
coeficientes desconhecidos.

A estratégia a ser usada para resolver esse problema seré traduzir
essa equacao quimica para a linguagem matematica, através de equacgdes lineares.
Sendo assim, o plano € elaborar um sistema e resolvé-lo para determinar as

temperaturas. Para a resolucao sera utilizado o Método da Eliminacédo de Gauss.

Execucdo do plano:

Primeiramente consideremos as variaveis - ¥, Z et como
os coeficientes estequiométricos desconhecidos. A equacédo balanceada ficara da

seguinte forma

XCH e + v0, =200, + wh O
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Com base na equacédo quimica, podemos escrever as equacdes

Gy =2z
fiv = 2w

2y = 2z + W

Podemos organizar esse sistema da seguinte maneira

Gy —==2=10
Gy —2w =10
2

¥ =22 - =10

Percebemos que esse sistema é do tipo 3 x 4. Nao é possivel sua
resolucdo pela Regra de Cramer pelo fato da matriz dos coeficientes ndo ser
quadrada. Sendo assim sera utilizado o Método da Eliminacdo de Gauss. A matriz

aumentada desse sistema sera a matriz A, onde

Vamos realizar algumas operacdes elementares sobre as linhas
dessa matriz para deixa-la na forma escalonada.

Substituindo a 22 linha pela diferenga entre a 12 e a 22 temos:

L | ¢ 0
00 -1 2 ﬂ)
N2 -2 -1 0

Permutando a 22 com a 32 linha obtemos:

¢ -1 0 0
0 2 —I -1 ﬂ)
e o0 -1 2 0

O sistema na forma escalonada sera

0x -+ 2y =22 =wW=10

6+ 0y —Z+0w=1(
0X -+ 0y —Z + 2w =0
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Resolvendo o sistema de baixo para cima obtemos na 32 equacao que

-Z+2w =10
-z = —2w
Z=2Iw

Pela 22 equacéo, ao substituirmos z pela expressao encontrada temos:

2y 22w —w=10

2y = 5w
aw

v =—
: 2

Por fim, obtemos da 12 equacao

—

_ (35
Logo a solucéo do sistema sera (2'2“_ ) e percebemos que é
um sistema possivel e indeterminado, com as solucdo em funcdo de w. Porém, ha
uma condicdo para a validade da solucdo que é a de que cada coeficiente deve ser
sempre 0 menor inteiro possivel. Para que essa condicdo seja satisfeita, €
necessario fazermos w=6&  que € o minimo multiplo comum entre 2 e 3. Assim

teremos 5 = €2,15,1%,6). Portanto a equacgao balanceada fica da forma

20, H, +150, — 1200, +6H,0
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Retrospectiva:
e E possivel verificar o resultado?
e E possivel aplicar o mesmo método em outro problema?
e Ha outra forma de resolver o problema?

Podemos verificar a validade da solucdo substituindo as

incognitas*:¥.Z e W das equagles pelos devidos valores encontrados2-15.12 ¢
6 respectivamente e efetuar as operacdes. Percebemos que essa solucdo é uma
das infinitas solucbes desse sistema, porém € a Unica para o problema por ser a
Gnica que satisfaz a condicdo de que cada coeficiente deve ser o menor inteiro
possivel.

Esse problema pode também ser resolvido, aplicando o Método de
Gauss-Jordan, ambos resultardo na mesma solucéo. Pelo fato de ser um sistema3 x

4, usar a Regra de Cramer nao € pertinente para resolvé-lo.
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CONSIDERACOES FINAIS

O desinteresse dos alunos gera, em muitas situacdes, desconforto e
preocupacao para professores. Essa é uma realidade na vida de muitos professores
gue ndo conseguem dispor de situacdes pelas quais consigam motivar os alunos,
que os desafiem e facam se interessar pela Matematica. Sabemos que elaborar
problemas verdadeiros, interessantes e desafiadores, estabelecendo relagdes entre
o contetido da sala de aula e o cotidiano néo é facil. E, porém, importante.

Por meio deste trabalho percebemos, mesmo sem a aplicacdo das
atividades propostas,que a resolucdo de problemas pode viabilizar o
desenvolvimento de habilidades que os ajudaréo os alunos a solucionar problemas
nas mais variadas areas de atuacdo na sociedade. Além de tornar as aulas de
matematica mais atrativas, pois os alunos fazem parte do processo, participam da
construgdo do seu conhecimento. Sua criatividade é agugada e eles comegam ter
mais facilidade em desenvolver estratégias que possam ser aplicadas em diferentes
situacoes.

Ao iniciar o estudo de Sistemas de Equac¢des Lineares por meio da
Resolucdo de Problemas que dizem respeito a situagdes ndo matematicas, eles
podem apresentar suas ideias e sugestdes. Nesse momento, conseguimos comque
os alunos participem das aulas, interagindo com o professor e com 0s pares.
Percebemos assim a importancia da Resolucdo de Problemascomometodologia
para o Ensino daMatematica.

As atividades contempladas no capitulo 3 foram elaboradas com o
intuito de proporcionar ao leitor uma reflexdo sobre a metodologia adotada no
Ensino de Matematica das salas da Educacdo Basica, dando condicbes aos
professores re repensarem suas praticas, colocando seus alunos em contato com
situacdes cotidianas que possam instiga-los, dar animo para que estudem
matematica com mais dedicacao e seriedade. Neste sentido, o trabalho representa
uma proposta da qual os professores podem se valer para tratar do estudo de

sistemas de equacg0es lineares em suas aulas de Matematica.
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