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RESUMO

Encontradas na formula da energia livre de Frank, as constantes elasticas de
volume dos cristais liquidos nematicos sao computadas neste trabalho através de
uma generalizacdo do meétodo de transformacdo afim. Este consiste na
deformacdo das moléculas esféricas de um fluido isotropico em moléculas
elipsoidais. Com o método proposto neste trabalho, leva-se em consideragao a
distribuicdo ndo-homogénea dos diretores, que sédo definidos pelos potenciais
elipsoidais, é realizado o calculo da métrica que descreve a transformacdo de
coordenadas capaz de tornar efetiva a deformacgao desejada. Um resultado obtido
€ a constatacdo de que o espaco que embebe o fluido isotrépico, tornando-o
anisotrépico, tem uma curvatura intrinseca. Isto implica que, ao calcular as
grandezas do cristal liquido, deve-se empregar ferramentas matematicas
adequadas para operar nessa espécie de espaco. As relacdes apropriadas para
tal fim pertencem ao arcabougo da geometria diferencial e sdo empregadas ao
longo deste trabalho.

Palavras-chave: Geometria diferencial. Cristal liquido nematico. Elasticidade.
Constantes elasticas. Conexao afim. Transformacgao de coordenadas. Métrica.
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doctor: an geometric approach to the nemtic elastic constants research. 2007.
86f. Dissertation (Master Degree in Physics) — Universidade Estadual de Londrina,
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ABSTRACT

Found on Frank free energy relation, the bulk elastic constants of the nematic
liquid crystals are computed in this work through an approach based on the affine
connection method. This consists in the deformation of the isotropic fluid spherical
molecules until they acquire an elipsoidal shape, likely the estimated nematic
molecules form. Herewith the method presented in this work, is taken in account
the inhomogeneous director arrangement. Here the metric calculation is done. It
describes the coordinates transformation that realizes the desired deformation. A
result that arises is the inherent curvature of the space comprising isotropic fluid, in
which became an anisotropic one. So must be used suitable mathematics tools in
this curved space. The appropriated ones belongs to the differential geometric
framing, and they will be used in the course of this labour.

Keywords: Differential geometry. Nematic liquid crystal. Elasticity. Elastic
constants. Afim conection. Coordinate transformation. Metric.
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CAPITULO 1
INTRODUCAO

A determinacdo do carater termodindmico das constantes
elasticas dos cristais liquidos nematicos [1-3] € um velho problema para cuja
solugdo os métodos experimentais[4-8], numéricos[9,10] e analiticos[11-16] foram
empregados. Para cada um desses métodos conjuntos complementares de
resultados foram encontrados. Apesar de tantos desenvolvimentos, a
compreensao das constantes elasticas ndao esta completa[17]; apenas a
dependéncia dos seus termos principais com o parametro de ordem escalar esta
estabelecida com solidez[18], e at¢é memo ha algum tempo a natureza do
ancoramento ("anchoring") das moléculas do cristal liquido a superficie de contato
da amostra com o recipiente foi tema de intensa pesquisa[19-22].

Alguns anos atras Hess, conjuntamente com outros
pesquisadores[23-27], propds um metodo para obter as propriedades reologicas
anisotrépicas de um cristal liquido. Parte-se de um fluido isotrépico de moléculas
esféricas, e, por meio de uma transformagao afim, deforma-se os potenciais
esféricos dessas moléculas para que eles assumam a forma elipsoidal dos
potenciais de interagdo dos aglomerados moleculares dos cristais liquidos. Uma
limitacdo desse formalismo proposto € que ele ndo contempla o carater nao-
homogéneo da distribuicdo dos diretores no material, ou seja, em cada posigao
dentro do cristal liquido nematico os potenciais definem uma direcao diferente.

Devido a dependéncia com a posicdo dos diretores, as
ferramentas matematicas empregadas nessse método devem levar em conta essa
dependéncia. A principal meta deste trabalho é a sugerir de um método
geométrico que considera a dependéncia posicional do diretor. Com ele espera-se
obter um método mais geral que o apresentado por Hess, e que produza
resultados mais fidedignos.

Ferramentas da geometria diferencial concomitantemente com

uma abordagem pseudo-molecular[28-31] sao utilizados para obter o valor das
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constantes elasticas. A aplicacdo desse estratagema mapeia a textura nematica
numa superficie curva. Isso implica que o calculo diferencial usual ndo pode ser
empregado, visto que as derivadas comuns ndo se transformam como vetores. O
procedimento adequado é a substituicdo destas pelas derivadas covariantes[32],
construidas para operar sob essas condigdes.

As ferramentas matematicas que descrevem essas mudancas das
propriedades do espaco sdo conhecidas usuais em varios ramos da fisica, no
entanto, até onde tém-se conhecimento — exceto para os casos onde os defeitos
dos cristais liquidos sdo empregados para simular as caracteristicas do caminho
que a luz percorre nas vizinhangas de singularidades césmicas[33,34] — tal
método ndo é comumente empregado na fisica dos cristais liquidos.

Um resultado absolutamente n&o-trivial pode ser obtido com este
método, justificando a introdugdo desse formalismo aos estudos correntes de
cristais liquidos. Trata-se da obtengao do valor das constantes elasticas de cristais
liquidos nematicos a partie de consideragdes simples: a energia livre deve ser um

escalar construido com os objetos matematicos fundamentais da teoria[35].
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CAPITULO 2
CRISTAIS LIQUIDOS[34-36]

Todo organismo vivo na face da Terra é feito de células. A prépria
vida € mantida pelas células interagindo umas com as outras — absorvendo
nutrientes e devolvendo proteinas. Contudo estas mesmas células, tdo delicadas
constituem os corpos de até mesmo as maiores e robustas criaturas. Existe um
tipo de material perfeitamente adequado para ambos que pode prover a forga e a
flexibilidade necessarias para uma célula viva: o cristal liquido!

Cristal liquido!?! Cristal ou liquido? Nem cristal, nem liquido;
cristal-liquido! Pois, embora as substancias que recebem esse nome apresentem
propriedades de liquidos, tais como viscosidade, fluidez, assumam a forma de seu
recipiente, ndo suportam cisalhamento, elas nao podem ser colocadas na mesma
categoria dos liquidos. Esses compostos organicos exibem uma caracteristica
prépria de solidos cristalinos: a anisotropia das propriedades fisias. Isto €, a
maneira e/ou intensidade com que tais substancias interagem com campos
magnéticos, elétricos e a luz varia com a dire¢gao de propagacao desses campos.
E essa combinacdo incomum de propriedades macroscépicas que o tornaram t&o
fascinante para os pesquisadores que os estudaram e tdo importantes para as
aplicacbes em que sdo empregados hoje em dia: mostradores de reldgio,
celurares e monitores de video. E isto é sé 0 comego de sua aplicagado, muito mais
esta a caminho, desde uma compreensado maior dos mecanismos de proliferagao
do cancer até simulacbées do principio do universo, passando por células
fotovoltaicas, fibras 6ticas e polimeros com propriedades inimaginaveis[34].

Os cristais liquidos estdo continuamente revelando surpresas aos
cientistas até hoje, mais de um século apds sua descoberta. Os primeiros a avista-
lo foram cientistas que estudavam, por volta de 1850, um material branco e
gorduroso, a mielina, que recobre as fibras nervosas do corpo humano da mesma

forma que o plastico isola os cabos elétricos:
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Figura 1 — Mielina; o cristal liquido que guarda os nervos.

Esses cientistas notaram que a mielina torna-se liquida quando
colocada na agua. Este liquido era distinto dos outros, e sob certas condi¢gbes de
iluminacédo produzia cores espetaculares. Apesar disso e de outras propriedades
estranhas, eles ndo consideraram que se tratava de uma novo estado da matéria.
Foi apenas em 1888 que Reinitzer relatou sistematicamente as propriedades do
benzoato de colesterol que se considerou como descoberta uma nova fase.

A fonte de tantas peculiaridades reside na sua anisotropia, de
origem microscopica. Embora as moléculas que constituem os fluidos ordinarios
tenham em geral formato anisométrico, esta anisometria tem pouca importancia no
comportamento macroscoépico do material. Todavia, existe uma grande quantidade
de moléculas altamente anisométricas que dé&o origem aos comportamentos
incomuns, fascinantes e de potencial tecnoldgico relevantes. Entre eles figuram os
cristais liquidos. Eles s&o compostos por moléculas organicas de tamanho
moderado que costumam ser alongadas, como um lapis. A mudancga de fase pode
ser causada pela mudanca de temperatura — neste caso a subastancia é
conhecida como cristal liquido termotrépico, ou ainda ela pode ser deflagrada pela
variagdo na concentragao de cristal liquido em meio a um solvente — estes sdo os
cristais liquidos liotropicos. Para os termotropicos, acima de uma certa
temperatura, as moléculas ficam arranjadas aleatoriamente, como num liquido
convencional. E esta configuracdo que torna o liquido isotrépico. Porém, ao

ultrapassar o ponto critico da temperatura, o cristal liquido comecga a manifestar
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suas propriedades peculiares; suas moléculas se alinham paralelamente umas as
outras. Esta ordem orientacional ja é suficiente para imprimir ao material certas
propriedades do so6lido; entretanto as moléculas ainda séo livres para circular pelo
fluido. Esta fase constitui o chamado cristal liquido nematico. E importante
salientar que o nome "cristal liquido" tem duas conotagbes, uma serve para
denotar o estado da matéria, apresentado por alguns compostos, compreendido
entre os solidos e os liquidos, a outra nomeia os compostos que apresentam esta
fase. Nao apenas ordem orientacional pode surgir, ao se reduzir ainda mais a
temperatura, ordem posicional também pode ocorrer. Nesta fase, chamada
esmeética, os centros de massa das moléculas se dispoem em camadas; cada vez
mais propriedades da fase solida se manifestam, mas ainda resta algum
movimento, que fica restrito principalmente ao interior de cada estrato. Ao se
abaixar a temperatura além de outro ponto critico, 0 movimento dentro do fluido
cessa, as moléculas ficam presas em seus lugares, o material torna-se sélido e as

propriedades de liquido desaparecem completamente.

- - I'-.-
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Figura 2 — llustragcdo do alinhamento das moléculas em alguma fases de um
cristal liquido

Na fase nematica do cristal liquido as moléculas estdo
aproximadamente alinhadas paralelamente umas as outras. Em cada r um vetor

unitario pode ser definido, parlelamente a direcdo média do eixo maior das

moléculas na vizinhanga adjacente ao ponto. Este vetor, conhecido por diretor e
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denotado por n, ndo é constante ao longo de toda a amostra, mas € uma fungéo
do espaco, n(r). Outra importante variavel no cristal liquido nematico € o
parametro de ordem, que mede quao alinhadas com o diretor estdo as moléculas.
A figura abaixo mostra a estrutura molecular de uma tipica
molécula de cristal liquido com formato de bastonete. Ela consiste de dois ou mais

sistemas de anéis conectados por um grupo de ligagao central

Grupo . G LIUEPG . Cadeia
Terminal Ligacdo Lateral

Figura 3 — Estrutura tipica de uma molécula de cristal liquido

Os anéis sao a fonte das forgas moleculares de curto alcance
necessarias para formar a fase nematica, mas eles também afetam as
propriedades elétricas e elasticas. A estabilidade dos cristais liquidos depende
fortemente do grupo de ligagdo central. Compostos com uma ligagdo simples no
meio estao entre os mais estaveis. De um lado dos anéis existe uma longa cadeia
que exerce grande influéncia sobre as constantes elasticas e na temperatura de
transicdo de fase dos cristais liquidos. Na outra ponta é conectado um grupo
terminal, que determina a constante dielétrica e a anisotropia. Alguns exemplos de

moléculas que exibem a fase cristal liquido sdo apresentadas a seguir:

Figura 4 — PAA
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o

H,C
N

Figura 5 — MBBA

C,H,

Figura 6 — MHPOBC

Além destes exemplos simples, modos mais complexos de
encadeamento s&o possiveis, originando muitos outros tipo de cristais liquidos.
Moléculas quirais, aquelas sem simetria especular, formam hélices que
correspondem a fase colestérica do cristal liquido. Em cristais liquidos
ferroelétricos ou antiferroelétricos as camadas esméticas possuem uma
polarizagao permanente que € constante ou se alterna entre camadas suscessivas
respectivamente.

Também ocorrem moléculas com formas mais elaboradas que a
de bastonete, tais como discos ou bananas, que dao origem a outros tipos de
ordenamento. As moléculas de cristais liquidos discéticos podem se empilhar,
formando uma fase colunar, por exemplo.

O alinhamento no interior do cristal liquido tem profunda influéncia
na maneira como a luz e campos elétricos e magnéticos se comportam dentro do
material. A anisotropia uniaxial gera diferentes parametros eleticos, magnéticos e

oticos se considerados ao longo do diretor ou no plano perpendicular a ele. Isto
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faz surgir interessantes possibilidades tecnoldgicas. Dois fenbmenos incomuns
sdo a reorientacdo das moléculas num campo elétrico e birrefringéncia 6tica das
moléculas[36].

A polarizagdo elipsoidal da luz pode ser decomposta numa
superposi¢ao de polarizagdes lineares ao longo de dois eixos perpendiculares.
Num meio isotropico ambas as polarizagdes lineares se movimentam com a
mesma velocidade. Quem determina a rapidez de uma onda € o indice de refracao
do meio. Num meio constituido por um cristal liquido uniaxial, a luz percebe
indices de refracdo diferentes quando oscila no plano perpendicular ou ao longo
do diretor. Esta anisotropia uniaxial do indice de refracdo € chamada
birrefringéncia. Por isso, uma componente da polarizagdo atravessa mais
rapidamente o meio que a outra componente, o que acarreta uma diferenca de
fase entre os dois modos. Ao emergir do cristal liquido, esta diferenca de fase
entre as duas componentes resulta numa polatrizagao diferente da iicial. Portanto,
a birrefringéncia permite a manipulagdo da polarizacdo da luz que se propaga
através de um cristal liquido.

No principio da década de 30 alguns cientistas tentaram aplicar
essa propriedade numa nova forma de mostrador de dados, onde suas
propriedades oticas — e portanto o que aparece no display — seriam controladas
por mudancas de temperatura. Porém os cristais liquidos conhecidos naquela
época eram instaveis para pequenas variagdes de temperatura, e seu
comportamento era muito irregular para usos praticos[34].

A reviravolta veio apenas 40 anos mais tarde, nos laboratérios de
quimica da Universidade de Hull. George Gray e seus colegas obtiveram sucesso
em sintetizar o primeiro cristal liquido realmente estavel. Mais conhecido como
alquilcianobifenil nematico, ele era barato assim como estavel — e suas
propriedades Opticas podiam ser controladas com precisdo através do uso de
pequenas cargas eléticas ao invés do calor Devido a anisotropia uniaxial, um
campo elétrico experimenta constantes dielétricas diferentes ao oscilar na diregao

paralela ou perpendicular ao diretor.
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Esta diferenca € nomeada anisotropia dielétrica. Se a constante
dielétrica na direcao definida pelo diretor € maior que na diregao perpendicular, a
anisotropia é positiva. Por causa também da anisotropia, o vetor deslocamento
elétrico e o0 momento de dipolo induzido ndo séo paralelos ao campo elétrico, a
nao ser quando o diretor é paralelo ou perpendicular ao campo elétrico. Como
consequéncia, o diretor sofre a aplicagdo de um torque. Para materiais com
anisotropia positiva, o diretor tende a se alinhar paralelamente ao campo. Cristais
liguidos com anisotropia negativa se orientam perpendicularmente ao campo
elétrico. A importancia tecnolégica da reorientagdo € débvia: com uma simples
variagao do campo elétrico aplicado tem-se um meio comutavel.

A reviravolta provocada pelo alquilcianobifenil marcou o inicio do
que se tornou a multi-bilionaria industria internacional dos display's de cristal
liquido (LCD). Primeiramente eles apareceram em reldgios e calculadoras como
numeros pretos contra um fundo opaco. Ao contrario dos diodos emissores de luz
(LED) que eles substiruiram, seu consumo elétrico € irrisério. Ao final da década
de 80 entretanto, minusculos aparelhos de televisdo a cores comegaram a
aparecer, baseados em diferentes cristais liquidos. Atualmente os LCD's sao
utilizados em monitores de computador, celulares, projetores e aparelhos de TV
que consomem muito menos energia que os tubos de raio catddico convenvionais
e as modernas TV's de plasma.

Mas estas aplicagbes tecnolégicas mascararam a importancia bem
maior dos cristais liquidos. Algumas das quais s6 foram descobertas recentemente
por bidlogos que tentavam comprender suas propriedades[34].

Os cientistas agora sabem que as paredes das células vivas s&o
constiuidas de um tipo de cristal liquido chamado fosfolipidio. Uma ilustracao
dramatica da forca e da vulnerabilidade é dada pelas bactérias que habitam as
profundezas oceanicas sob toneladas de pressdo por metro quadrado. Os
fosfolipidios a estas pressdes retém suficiente estrutura de crital liquido a
temperatura ambiente para dar a membrana celular a for¢ca para resistir as
tensdes. Mas quando as bactérias sao levadas para a superficie, alivio da pressao

reduz a temperatura de transi¢ao de fase, e as paredes da membrana ndo podem
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mais manterde sua estrutura. Ela torna-se liquida: a bactéria se desmancha e
morre.

Cientistas descobriram que organismos vivos aprenderam a
controlar as propriedas liquido-cristalinas de suas células com precisao, de modo
que a temperatura critica de transigdo para liquido puro estd sempre um pouco
acima da temperatura do ambiente. Pois, assim como as paredes da célula devem
permanecer suficientemente fortes para proteger os conteudos, elas devem
também ser suficientemente permeaveis para permitir que os processos vitais
continuem.

Os seres-humanos contam com as propriedades dos cristais
liquidos naturais para o seu bomfuncionamento também. A ruptura da mielina
provoca efeitos graves no sistema nervoso — incluindo esclerose multipla. Embora
a causa desse colapso ainda seja misterioso, pensa-se que ele esteja ligado as
prorpiedades liquido-cristalinas da mielina, das quais sua qualidade isolante
depende. uma falha na estrutura liquido-cristalino da mielina causa uma faléncia
no isolamento, que arruina a transmisdo de impulsos nervosos. A anemia
falciforme — a enfermidade sanguinea na qual as os gldbulos vermelhos assumem
formas peculiares e nao funcionam devidamente — é outro exemplo da importancia
dos cristais liquidos. Por causa de defeitos genéticos, os portadores desta doenca
carregam em suas células sanguineas moléculas de hemoglobina anormais com
propriedades liquido cristalinas indesejadas. Estas moléculas dédo as hemacias
uma viscosidade que reduz drasticamente sua eficiéncia em carregar oxigénio, o
que deixa os enfermos que sofrem dessa doenca fracos e febris.

Também é possivel gie cristais liquidos naturais tenham um papel
semellhante no cancer — essencialmente a multiplicagdo descontrolada das
células, conhecido por iniciar-se em um orgao e se espalhar (metastase) pelo
organismo todo. Comumente, as células sadias sao cercadas por estruturas
semelhantes a microtubos. Assim como os padrdes regulares das moléculas de
cristal liquido, estas estruturas parecem dar uma relativa rigidez estrutural que
supdes-se controlar o movimento das células. Nas células cancerosas, entretanto,

esses microtubulos ndo sao tdo ordenados, e portanto sdo menos habeis em
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interromper a fuga de células para outras partes do corpo. O conhecimento da
razao destes microtubos terem propriedades de cristis liquidos, e porque eles as
perdem, mostrar-se-a util na guerra contra o cancer.

Estes sdo apenas alguns exemplos da importancia que os cristais
liquidos vém assumindo nos ultimos anos. Recentemente cientistas conseguiram
aplica-los no estudo da cosmologia, simulando com os cristais liquidos situagoes e
eventos da escala do Universo. Fendmenos que ainda n&o foram observados,tais
como lentes gravitacionais e a formagao de singularidades, foram reproduzidos no
laboratério com o uso de cristais liquidos[33,34].

Embora os cristais liquidos sejam conhecidos ha muito tempo, s6
agora a sua real importdnca em diversas areas do conhecimeno humano esta
sendo descoberta. O presente trabalho visa ajudar a compreender um pouco mais

estas substancias fantasticas que nos sustentam vivos.
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CAPITULO 3
GEOMETRIA DIFERENCIAL[32,38,40]

3.1 INTRODUCAO

O objetivo deste capitulo € apresentar a ferramenta matematica
que € utilizada ao longo deste trabalho. Desse modo aqueles que ainda nao
conhecem a geometria diferencial poderao encontrar nas paginas que seguem um
material para se familiarizar com os termos e métodos deste ramo da matematica.

A geometria lida com o estudo das relagdes e propriedades de
figuras que simbolizam corpos materiais[39-41]. Nem todas as propriedades sao
importantes. Interessam aquelas que sdo compartilhadas pelas figuras ditas
congruentes. Duas figuras sdo consideradas congruentes se e apenas se uma
delas puder ser colocada sobre a outra de forma que as duas figuras coincidam
exatamente.

Para ressaltar quais atributos de uma figura sao pertinentes a
geometria, Felix Klein, um notavel gedbmetra alemao do século XIX, afirmou: "As
propriedades geométricas de qualquer figura devem ser exprimiveis em formulas
que ndo mudam quando mudamos o sistema de coordenadas. Inversamente,
qualquer formula que nesse sentido é invariante sob um grupo de transformagbes
de coordenadas deve representar uma propriedade geométrica". Ou seja, a
geometria trata do estudo de invariantes sob movimentos rigidos. Estes
movimentos podem ser definidos como aqueles sob os quais os pontos de uma
figura ndo se distanciam entre si. Considerando a incansavel busca da
termodinamica pelos invariantes macroscopicos, € com a imagem da geometria
acima delineada, fica evidente o uso desta no estudo das propridades dos cristais
liquidos por aquela.

Neste trabalho, os objetos matematicos serédo definidos em termos

de suas propriedades de transformagao sob mudanca de sistema de coordenadas,
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da mesma maneira que se faz em calculo tensorial[37,42]. Além disso, a
abordagem a ser feita se dara por meio de diferenciais, visto que a geometria trata
de problemas locais. Para atingir uma extensao global seria preciso empregar a
topologia[41].

Uma das prinicipais questdes da geometria € como formular uma
definicdo e caracterizacdo de uma superficie ou de um espaco[37]. Carl Friedrich
Gauss descobriu que de fato a curvatura € uma propriedade intrinseca da
superficie, o que corresponde a dizer que aquela pode ser calculada em termos de
medi¢des realizadas completamente dentro da superficie e sem referéncia ao
espago em volta. Motivado por tal descoberta, este capitulo se ocupara de

explorar a curvatura de superficies e estabelecer uma relagao para ela.

3.2 CURVAS EM EsPACOSs CURVOS

A posicdo de qualquer ponto num espago plano pode ser
determinada pela intercessao de planos mutuamente ortogonais entre si; sendo
que o numero de planos que se interceptam deve ser igual ao numero de
dimensdes do espago. Cada um destes planos constitui uma familia de planos
paralelos entre si, que preenchem todo o espaco. Posto isso, para se identificar
um outro ponto, basta obter a intercessdo de outro conjunto de planos
mutuamente ortogonais entre si e, um por vez, paralelos a cada um dos planos
originais. A propdosito, os versores normais a esses planos constituem a base
ortonormal desse espago Euclidiano. Isto é, eles formam um conjunto de vetores
unitarios reciprocamente ortogonais entre si, com os quais qualquer elemento
desse espaco pode ser descrito[43].

Uma vez que se consegue localizar um ponto no espacgo, pode-se
avancar, e passar a descrever nao apenas pontos isolados, mas conjuntos

especiais formados por eles: curvas e superficies — os objetos de interesse da
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geometria diferencial. A equacdo de uma curva pode ser escrita na forma

paramétrica:

r=r(t), (1}

onde r é o vetor que fornece a posigdo de um ponto '¥1:*2: %3} ng curva. Na forma

decomposta
=3 (£} 1+ (£) J+x3 (£) Kk (23

Assume-se que r=r (t)possui derivadas de todas as ordens, e
exclui-se o caso de r constante. A curva representada pela equagao paramétrica

(1) € chamada curva analitica. Se dr/dt#0 no ponto P, entdo o ponto P é

-

chamado de ponto regular. Uma curva analitica composta de pontos regulares
chamada de curva analitica regular.

Pode ser mais conveniente, ao invés de relacionar uma curva ao
parametro & 1 =t=1. gnalisa-la em termos de um outro parametro s. Para garantir
que a cada ponto da curva apenas um valor de s estara relacionado, faz-se mister

que exista uma correspondéncia univoca entre os parametros t e s. Por isso
afirma-se que t € uma fungao analitica de s, ou seja, {=15). com & =1(s1),
e dt/dsz0em s =s=5;. Egtas condigdes implicam que a fungéo inversa =50

existe e é analitca em "=1=% ¢ que dsédt ndo se anula em "=!=%_ Portanto,
como ha uma correspondéncia univoca entre os pontos da curva e f, também
existe uma correspondéncia univoca entre os pontos da curva e s.

Um parametro freqiéntemente utilizado é o comprimento de arco,
que da a distancia, sobre a curva, entre dois pontos compreendidos na mesma.

Do calculo, o elemento de comprimento de arco é

a |I f d}:]_ y 2 f d}:g y 2 f d}:g y 2
2= _1 + + R
Wb ode bodte bodte

)

dt. (2)
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3.3 BASE MOVEL

rif

Seja P um ponto fixo, dado pelo vetor posicdo "'#' e Q um ponto

.y . . ~ Ve 1 +'
variavel, cujo vetor posicdo é F't'. ambos estando sobre uma curva. O vetor

Y ST N . .
FU=r(f)-1lk) tom 2 mesma diregdo que o vetor

A medida que t se aproxima de t,, este vetor atingira um limite,
que, caso exista, é denotado por

dr rit) - {tg)

I = =
dt t=t

O vetor 97/dt tem a direcdo da tangente & curva no ponto P e
sentido de t crescente.

O versor tangente T é

e

T = : (4)

e

Quando o parametro escolhido € o comprimento de arco s, tém-se

T

que T=T pois ds?= dr?, de modo que * é um vetor unitario. Neste caso o versor

tangente aponta no sentido do crescimento do comprimento de arco.

Como o vetor T tem uma unidade de comprimento, por definigdo,
o vetor T espressa a taxa de mudanca da direcdo de T com relagdo ao
comprimento de arco s. Logo, pelo fato de T°=T.T=1, diferenciando, segue que:

—_— —F |:|
-1 - - "

Ou seja, T ¢ perpendicular a T . Em vista disso, pode-se

escrever
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_. dr .

I" = — = kI~ ':5:'
da !

onde ™ é um versor perpendicular a T , ele é chamado de vetor normal principal.

A direcdo de ™ é escolhida de modo que k seja ndo-negativo.

Outro vetor que pode ser definido € o binormal B, que recebe

esse nome pelo fato de ser ortogonal a ambos os vetores ja definidos, T e N :

ou seja, B, é um vetor unitario. Deste modo fica evidente que os vetores T, ™ e

B, nesta ordem, formam um sistema dextrégiro de versores ortogonais em cada

ponto da curva. Como os vetores T ,% e B, mudam de um ponto para outro ao
longo da curva, o sistema de coordenadas com tais versores € chamado triedro

movel.

3.4 PLANOS DA BASE MOVEL

. (it .~
Seja ""'#) o vetor posi¢cdo de um ponto P numa curva. Os planos

que contétm P e s&o perpendiculares a T, ®n e B, sdo nomeados,

respectivamente, normal, retificante e osculante.

Seja ") o vetor posicdo de um ponto arbitrario de cada um dos

planos por turno. Entdo a equagao do plano normal é

a equacao do plano retificante é
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e, a equacao do plano osculante é

I

|

}
s ]

I

I

L]

3.5 ORDEM DE CONTATO

O plano osculante a uma curva num ponto P é um plano tangente
a curva em P. Em certo sentido (depende-se do conceito adotado), o plano
oculante é mais proximo a curva do que qualquer outro plano tangente a curva em
P. Para tal propésito far-se-a uso da idéia de ordem de contato de um plano e uma
curva:

r—a)b= 0

“Diz-se que uma curva "=7(s} e um plano com um

ponto P em comum na localidade ™'30) tém contato de ordem n se e apenas se a

distancia de um ponto *(s) da curva ao plano é uma fungao ‘(%) tal que

g ey =0, k=0,1, ..., n;
nelt

1]

gt (=251 =0,

onde ¢ denota a k-ésima derivada de ¢ com relagéo a s.

A distancia de um ponto *'¥ sobre uma curva até o plano

osculante é

onde E=Biso)l' o versor binormal. Pode-se notar que a distdncia 9 é nula, haja
vista que esta é a equacdo do plano osculante. Quanto as duas primeiras

derivadas tém-se que:
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&% (8g) = £r"(5q) . B.

Como " (so)=Ter"(sp)=xM, implica que:

=
st

Assim sendo, o plano osculante tem um contato com a curva de
pelo menos duas ordens.
Supondo que exista um segundo plano tangente a curva no ponto

P, sua equacéo sera:

A distancia 9(s) de um ponto sobre a curva até o plano é

Sis) =2 [ris) - {s)]. A
Rz
A derivada (o) & ¢"(50) g30:
o r'(5g). ¢
U(5gl== —,
W AZ

5" (5q) = = L o0)- A

Va2

Se ambas as derivadas se anulam, entdo A é perpendicular a

T e ™ conseqiientemente & é paralelo a B.. Portanto a ordem de contato de

qualquer plano que ndo seja osculante é menor que dois.

3.6 CiRCULO OSCULANTE

A equacéo da esfera pode ser escrita na forma:
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; 3 =2 -
(r-zg)° =a*, (6}

onde "o é o vetor posi¢cao do centro da esfera.

Seja P, Q e R trés pontos distintos sobre uma curva com ¥ (510

e com vetores posicdo Tl%o). TISi) & TSz} regpectivamente. Ademais, por

suposicdo, estes pontos se encontram sobre a esfera (6). E possivel encontrar, &

medida que Q e R se aproximam de P, as equagdes das esferas que contém os
trés pontos citados.

Para obter esse resultado, pode-se definir uma fungdo que fornega
a distancia de um ponto da curva até a superficie da esfera (6):

fis) = (&)

ol -1 al,

onde s é o comprimento de arco da curva. Do fato de que os pontos P, Q e R se
situam sobre a esfera decorre que

= " £ ¢
I 5 r |

v =
Vgl = 3 I

[8,) =L (8] = 0.
Pelo teorema do valor médio segue que:

£y
I

ry

s e ae s -
1) =L (£z2) =0, Sp=g1 =882 8

A . P, 5y, 52, &, &5 8 &
A medida que Q e R convergem para o ponto ' *~1' T2 ET 52 Fs2
se aproximam de s, . Portanto:
f (=) =0 on riggl -l = | al,
£ (=p) =0 ou 1’ (=2g) r (8g) -xg | =0, (7)
£" (@) =0 ou " (&, ro(Eg) -rp | < [r (81 1% =0

Fo__ . .'S_ _
Como =T, a segunda destas equagdes mostra que " o) = 7o
situa-se no plano normal a curva em P. Por isso pode-se expressar essa relagao

como uma combinagéo linear de ™ & E:
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I {@g) —Ig=A1 M+ 5. (2

Visto que " =«M, g (ltima das equagdes (7) pode ser reescrita na

forma:

]
E
=
]
)
|
=
L)
+
'—'
1]
=]

ou ainda

[

M.[r {(8g) -]l +o0=20 (9]

onde P é o reciproco de k, definido em (5); ou seja, #=1/% . Realizando o

produto escalar da equagao (8) com Y. obtém-se:

1= I (&g —Tal,
= i=—p.
de onde segue que, pela equagéo (9), £- . Elevando ao quadrado ambos os
lados equacgéo (8), obtém-se:
v (8g) —xrpld =A% -3 =228 + 0"
Comparando este resultado com %) =0:
-'I-;E = = ".II.L:-|2 - :E
Finalmente obtém-se que:
¥y, =T (8g) + oM =+/aZ - o2 B. (10}

Portanto, para qualquer raio ?~ #:, existem duas esferas cujos
centros sdo dados pela equagédo (10). Para =7 a esfera tem seu centro no plano
osculante. A intercessao desta esfera com o plano osculante € um circulo, de raio
# , conhecido pelo nome de circulo osculante, ou ainda, circulo de curvatura.
Porque 7 é o raio do circulo pelo qual a curva pode ser aproximada naquele

ponto, ele € nomeado raio de curvatura; e * , o reciproco de F , chama-se
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curvatura, pois quantifica o quanto varia a direcado da curva a medida que se

caminha sobre ela.

3.7 FORMULAS DE FRENET

Além da curvatura pode-se encontrar outra quantidade
imprescindivel para se descrever uma curva no espacgo. Para acha-la realiza-se
procedimento analogo aquele utilizado para a otengédo de # : inpecionar as

derivadas dos versores base em relagao ao comprimento de arco s.

Como os versores I. ™ & B g30 lineramente independentes,

k&

pode-se representar a derivada do vetor ™ em funcao deles:

M = a1 T+az:M+a,3;

a determinacao dos coeficientes a1, a2 e a3 é a ultima porta que resta atravessar

K

para encontrar aquilo que se busca nesta secdo... Ora, o fato do vetor ser
unitario implica que ™ e ™' sdo perpendiculares:

N.N=1,
diferenciando em relacéo a s:

ZWN.N' =0,
e portanto

M.{lagT+azMN+a;B) =0.
Este resultado demonstra que a2 = 0. Por causa disso:
H =a,T+azE. (11}

Multiplicando por T



T.H =T.{a1T+-a;E) =a;.
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{12}

Basta diferenciar a relacdo de
descobrir o que representa T¥':

.
4
[
-
1ﬂ
i
=]

T.N +xN.N=10

ou seja,

a; =T.N = -x.

O valor do ultimo coeficiente segue do produto vetorial

td
i

(il

a1 T+a3EB) = a;z,

que demanda diferenciar a relacdo de ortonormalidade B-¥=0:

Para se compreender o significado desta relagdo, é mister que se

descubra um modo de representar E° em funcdo de quantidades conhecidas. Ao
derivar a relagédo de ortogonalidade B.T=0 obtém-se:

" B=-xMN.E=0,

ou seja, T e B sjo perpendiculares. A partir do carater unitario do vetor B.
descobre-se também que este versor é perpendicular a B

E.B" =0.

Como ™ também é perpendicular a T2 E. entdo pode-se dizer
que:

B =1H,

ortogonalidade T™=0 para
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onde a constante de proporcionalidade ™ é nomeada torcdo da curva no ponto,

pois & medida que se percorre a curva, o vetor B’ torce o versor B na diregcdo de
™ , provocando, com o movimento ao longo da curva, uma tor¢gdo do plano
osculante e da proépria curva.

Em posse dessa informagéao, e juntando as equacgdes (11), (12) e

(13), pode-se expressar apropriadamente o versor ™ em termos de T&E:

M =-xT+tT

[

Da-se o nome de Férmulas de Frenet-Serret ao conjunto de
equacgdes que relacionam os versores da base ortonormal T. ™ € B com suas

derivadas T'. M eB":

M'=-xkT+tE, (14}

[
i

3.8 EQUACOES NATURAIS DO ESPACO CURVO

Duas curvas sédo congruentes se, com um movimento rigido, elas
forem colocadas uma sobre a outra e coincidirem exatamente. Certas
propriedades caracteristicas da curva, tais como a curvatura « e a torcédo 7 ,
permanecem inalteradas durante o movimento. Como elas sao fungédo da posi¢cao
dos pontos na curva, podem ser expressa em fungdo do comprimento de arco s

em relagdo a algum ponto de referéncia sobre a curva. As equagdes

. - LR - T
R FOoL&E) [ C=T7 18]

sdao conhecidas como as equagdes intrinsecas, ou naturais, da curva, pois
fornecem informacgdes a respeito da curva por meio de quantidades que podem
ser obtidas sobre a propria curva, ndao sendo preciso recorrer a mensuragoes

feitas num espaco de dimensdes superiores as da curva.
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Pode-se mostrar que duas equacdes com as mesmas equacgdes

naturais sdo congruentes. Considere duas curvas =718/ € T=125l  Com um
movimento rigido coloca-se o ponto de referéncia de ambas as curvas em
coincidéncia, de forma que os triedros moéveis de cada uma coincidam nesse
ponto. Pelas formulas de Frenet (14):

d Z:T]_ ,1-2 + ?:]_.:':2 + 31 ,32:: = ?_1_ K N'g = ¥ :’:]_1':'2 +
i
By .i=-kgTo+tTola) +Ma. (-1 Ty =71 M) -BE1.T28s-Bz.Ty By .

I
ki)
B
I
Ll
5]

portanto, em s = 0,

T1.Tz+HM1 .Mz +B1.Bx = 3. (15}

Como os vetores T. ™ e B s3o unitarios e visto que a soma de

seus produtos escalares na equacao (15) é trés, segue que para todo s

T1.Ts =K1 .Hz=5E;.Bx=1

Da igualdade T =T3, obtém-se

'y =Tz,

e consequentemente,
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onde ¢ é um vetor constante de integragcdo. Para determina-lo, utiliza-se as

condicdes iniciais ** ‘°! =%z (%) que implica em =0 Portanto, para todo s

e o teorema esta provado.

3.9 EspACO BIDIMENSIONAL CURVO

Qualquer superficie tem uma dimensao a mais que uma curva.
Portanto apenas um parametro nao é suficiente para localizar adequadamente um
ponto sobre qualquer superficie; uma representacdo paramétrica apropriada de

superficies deve ser feita em relacédo a dois parametros u e v:

XK1 =21 (U, V), Xo=3Xz iU, V) Ha =Xz (U, v). (16)

[}

A eliminagdo dos paréametros u e v geralmente resulta numa
equacgao com a forma:

Filxi, %2, X3) =0, (17)

Entretanto, a exclusdo desses parametros nem sempre resulta
numa relagdo com a estrutura da equacgéao (17). Por exemplo, tomando-se as duas
primeiras equacdes (16), para que seja possivel resolvé-las em u e v em termos
de *1 %2 & preciso que o jacobiano YXn*zlU.V) geja diferente de zero. Se
apenas Jxi. xz1u.v)=0 entdo pode-se resolver o sistema de equacdes em u e v
em termos de *1 € *2 ou em termos de *2 © *z-_ Ou seja, para se obter a equacgéo

(17), pelo menos um dos jacobianos nao pode se anular. Considerando a matriz

AT}
B
=
iy
-
L&
]
d
i

wn
[=]
W
c
X

T (1a)

¢
B
oy Ly
A
L
M
i
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0 requerimento acima citado equivale a dizer que pelo menos um dos
determinantes de segunda ordem deve ser diferente de zero. Neste caso a matriz
€ de segunda ordem.

Se as trés fungbes *i- *2 € ¥a2 sjo constantes, entdo tém-se um
ponto. Nessa situagao todas as derivadas parciais na mariz (18) sdo nulas e a sua

ordem é zero.
Um outro caso é aquele em que as fungdes sao relacionadas de

+ Foa .
I =Hu, v

tal forma que elas sédo redutiveis a funcbes de um unico parametro,

Trata-se de uma curva, e os elementos da matiz jacobiana podem se reescritos do

seguinte modo:

= At 3 S 3 P i
3t Su st Su acr  du |
p
» r
Sx) Bt Gxp Br Bxy At |
at  ov at  Sv st sv

e uma inspegao desta matriz mostra que todo determinante de segunda ordem é

zero; assim essa € uma matriz de posto um.
Pode-se, em vista da discussdo acima, concluir que a ordem da

matriz jacobiana (18) determina o que as equagdes (16) representam: uma
superficie, uma curva, ou um ponto.
Seja T o vetor posicdo do ponto F¥1:¥2.%3) |ocalizado sobre a

superficie S dada pela equacéao (17). Entao

r=r{u, v,
gr ar
d: = E dL‘l+ 3 d"r‘r

As derivadas parciais 9r/9Y € 4r/dV  definem duas diregbes
tangentes a superficie S no ponto P. Assim elas definem o plano tangente a S em

P, cujo vetor normal é
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Este versor, juntament com as derivadas @r/du € dr/dv. define um

sistema de referéncia que varia ponto a ponto sobre S. Se u = cte, entdo

dr = =% aw,

e as equagbes *1=X1lC. V), X2 =x2(C, V) & X3=X3(C. V] representam uma curva sobre
a superficie S, formada pela intercessao desta com o plano u = cte. Se v também

for constante, entdo obtém-se uma outra curva que intercepta a primeira no ponto
P. Por isso, u e v sdo chamadas coordenadas curvilineas de superficie.

Como a matriz jacobiana (18) é de posto dois, infere-se que

or/duxdrjdv & diferente de zero sobre toda a superficie. Assim sendo, os vetores

(=T}
o

U g 9r/8¥ n3p sdo nem paralelos, e portanto, ao atribuir valores a u e v,

T/
pode-se alterar " de forma a dar-lhe qualquer direcdo que se queira no plano
tangente.

O elemento de arco ds na superficie r=r{u.v).  chamado de
primeira forma fundamental da superficie, € dado por

s Ao 2 PR T .
de? mdr.dr= (22 ) w2 (22 25 auav- |

Ju i L au

Aoy 2 .
S 119)
v ._| dr (19}

ou, escrita de forma compacta com a notacdo de soma de Einstein:

A =
da? - :.;2 ;::" LM dgy dgy = g dgq day

onde ‘"' da as componentes da matriz identidade 1

Sx1 S¥m  1m
56_{_-[ 3

gl =

4
=

€ a métrica, com i e j variando de um a dois, pois 0 espaco considerado nesta
secao é bidimensional, suas componentes sdo as quantidades fundamentais de

primeira ordem; e 91 =Y € §2=V. Se or/3q: e 8v/892 f5r0m perpendiculares, entdo
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[8Gy, Or[6Gy o v [3qyx8r[dgy g

g'=0 para i#J ¢ g base vetorial formada por °"
ortogonal; ela pode ser reescrita em termos das componentes da métrica, como se

segue:

11 22 . e . .- ,
onde 9=9 9 é o determinante da meétrica; os versores assim definidos também

'#1. ©2. %3} em cada ponto da superficie.

constituem uma base ortonormal
A meétrica especifica a natureza do sistema de coordenadas e é
suficiente para caracterizar um espaco curvo. Por exemplo, num plano a distancia

entre dois pontos é dada pela lei de Pitagoras

da® = dq, ® + dg.=.

Comparando-a com a primeira forma fundamental da superficie,
equacgao (19), conclui-se que a derivada de s em relagdo a ambas coordenadas é
igual a um, ou seja, a métrica é equivalente a matriz identidade:

g =t - :é 2'

A forma da métrica esta sujeita ao sistema de coordenadas eleito
para representar o espaco. Por isso a descricdo da curvatura de uma superficie
em termos da fungdo métrica é inconveniente. Mas existe uma funcdo que
depende exclusivamente das propriedades intrinsecas da superficie. Ela é
encontrada ao se retratar uma superficie através da métrica e suas derivadas. Ao
adota-la fica evidente o carater geométrico da curvatura, pois esta passa a ser
descrita sem referéncia a nenhuma quantidade externa a propria superficie; torna-

se independente de qualquer sistema de coordenadas.

Os vetores 97/9G:.9r/342 €N g30 |inearmente independentes.

Portanto as derivadas da funcdo métrica podm ser escritas em termos deles:
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5 s,

- = (gl ey| =a; el+ a;e? + a; e?,
Say =L I
8%r 8 ==

- = II"-p'g"22 :E'Qll =.b]_ 'I':l+_b2 E2+b3 E'3,
dgs Sgz !

o'r orelsoe?ioye?
— =01 + Op € 1e”.
5!{]’]_ 5(3’2

Mais adiante, ver-se-a, que, para o calculo da curvatura, sao

importantes apenas os coeficientes #: %3 ©2 chamados de quantidades

fundamentais de segunda ordem:

3% _ 8%r B 31
az =M. = hg:?u. = = o3 =N —,— (20)
=Ly 2d; Sqy 2z
A diferenciaciode™. 2L =0 e "::I.;—’ =0 com relagdo a gy e a g2 resulia em:
&q1 4z

. 2

SN 9T .2 g,

Sq1 Sdn aqi
- 2 -

=hi) 1 dz T < -0,

Sgz Oq =k =k

N  dr &r

Sqy " fqx  daidgr
. 2.

EN, oz —_":.é_ =0,

dgz  Odz 3 g2

Ajuntando as equacdes (20) com estas expressdes obtém-se:

)] Jr
. = -4z,
5':'._{]_ l'_'-:'q_'[
()] Jr dM ar
. = . = — 3, ':21:'
dq1 a2 Sdqz Jddq1
()i} gr
. =-bs.
dqz 22

Num triangulo retangulo, a razdo entre um dos catetos e a
hipotenusa informa a inclinagdo desta em relagao ao outro cateto. A curvatura da
superficie num ponto P, localizado pelo vetor posigdo 791 92 pode ser obtida de
maneira analoga. Basta relacionar a distédncia de um ponto Q vizinho a P, situado
pelo vetor posigdo "4~ 241. 92292} com o elemento de comprimento de arco ds.

Este ja é conhecido, aquele € obtido pela projecéo:
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L

= Ar .M,

onde ™ é o versor normal a superficie em P e

Ar =r(gs + Agy, g2 + Aqz) - ¥(g1, Ga).

A expansdo de 4r numa série de Taylor resulta em

[ gr ar

A = | Ay + —— Aga| +
T =il 5q. = |
1 | a2 o a2r gy b - . -._qz". .
1 -_5qfl_l éql'qq =41 =4z 5q§—'2; -

Se forem considerados até termos de segunda ordem obtém-se,
pelas igualdades (21):

7 dz—v- 2o 2o

2S5 =H.|—— Agf+2 — — A ¢,,__:¢2"-
|_. 5‘]1 ) + éqlﬁqiz g1 =9z ﬂng qEJ

- . . -]
3 '_.ql + O3 |_'ql .'_qE + b_‘.] _'.qz-u

Esta expressao é conhecida como segunda forma fundamental da
superficie. Dividindo este termo pelo comprimento de arco ds2 chega-se a uma

expressao para a curvatura da superficie num ponto P:

ax dgi + o3 dq, dg; - by dg?
" glldgi +g'?dq; dg; + g2 dg3

Também se chega a esta mesma conclusdo através de outro
raciocinio: para uma curva numa superficie:

T.H=0. (22}

Seja ™ a normal principal a curva. A diferenciacdo da equacéo
(22) em relacdo ao comprimento de arco s produz:
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que, pelo uso das férmulas de Frenet-Serret (14), torna-se:

xn.M+r" K =0.
Portanto
. Jdr &M  B8r.oN
.k. I. }-\J = — — =
g Os L
Como
gr ar
d:‘" = d - d
B d1 5q 3
e
AN AN
dm = + deo,
Sdq 1 =l ) 1z
entdo o produto escalar
dr.dmM =
r OM s [ 8r o8H 5r  OM gr OHM 5
L A e | ; * ] | dg, dq5 - L= AgLE.
lﬂql 5‘3"]_ ql L] 5‘3’]_ lﬂqg lﬂqg ﬁql ! ql q 5‘3"2 lﬂqz qi

Substituindo os coeficientes pelos valores dados pelas equacgdes
(21) chega-se a:
—~dr.di = a,dq’ + c3dg, dg, - by dgz =2 &,
e, finalmente

a3 dgi + 3 dgy dgz - by dgi

= . )]
gl dgs + g2 dg, dgy - g22 dg? (22)

O lado direito desta equacdo depende apenas do ponto '91: 92} e
da diregéo definida por du/dv. Assim sendo, kn é o mesmo para toda curva
que passe por aquele ponto e tenha a mesma dire¢cao nesse ponto.

Como ambos m ™ s3o perpendiculares a T. o angulo 6 entre

nef™ ¢ o angulo entre m e o plano osculante. Como kn.™ ¢ constante num
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ponto, entdo para todas as curvas formadas pelas secbes de planos com a

superficie que contém T

Fooa S = constante.,

Em particular, a curva formada pela intersecao da superficie com o

planode Ten tem c0sf ==1.Se kn é a sua curvatura , entdo

- o .
| xcoa s | = Kg.

Seja 1 =991/492.ent50 a equacdo (23) torna-se

1 \ig .1~2+C:3 .-\:x—bg I:j.lill
E - gll _]‘E + q12 3+ 9-22 ! ==

onde R=zpn=%1/ta.. Como os coeficientes desta espressdo sdo quantidades

fixas num dado ponto, R é funcédo apenas de . isto é, da diregcao determinada por

d91/d9z Ao calcular os valores de  para os quais a derivada d(1/R)/dl ¢ nula,

encontra-se as diregdes em que R € maximo e minimo:

a2 ::g'12 as - g”‘ a3} + A ::c_{22 as - g”‘ bal + -jg22 oy - g” ki) = 0. (25)

As duas solugdes para ' sdo chamadas dire¢bes principais no
ponto. Substituindo estes dois valores na equacdo (24), obtém-se os raios
principais de curvatura da superficie naquele ponto. A sua soma é dada por

1 1 gilbi-2gfcirg-a

2H= — + —

Ry Rz gll g22 — (g12)2

[}

e o produto desses raios de curvatura é

1 a.:-l3b3 - I:C'3::2

K: =
Hy Rz =

As quantidades H e K sao conhecidas como curvatura média

(extrinseca) e curvatura de Gauss (intrinseca) respectivamente.
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Numa dada superfice, € chamada linha de curvatura qualquer
curva cuja tangente em todos os pontos tenha a diregao principal, isto €, a diregcao
para a qual a curvatura € maxima ou minima naquele ponto. Estas curvas sao
obtidas a partir da equacéao (25). Uma condigao necessaria e suficiente de que as
linhas de curvatura sejam as linhas paramétricas, definidas por
ol EQQ:égE:Gg:D.

Isto pode ser provado supondo que as linhas de curvatura sao as
curvas paramétricas. Como estas s&o ortogonais, g'?=0. Consequentemente elas
sd0 representadas por 91 =1 & 92=¢€:2. Entag as equagdes diferenciais destas
curvas sdo d41=0 e d42=0. Que implica em 99:992=0.Entao, a partir da equagao

(25), deduz-se que:

12 11 22 12 3
g ay-g Ca=g Tt oy-g by =10,
ou, come g - =0,

gles =g?tes=o0.

Wisto que g” e g~ ndo s3o nulos, entdo ¢z = 0.

Com estas consideragdes e escrevendo os coeficientes a; e b; em

funcao dos coeficientes da métrica, a curvatura de Gauss assume a forma:

1 qiqll C—..EQEE
KE=- 5 | ,.:_2 q_E | *
<g | dgz dgy )
i o (z6)
2z agll 522 ‘ 5qll |2} 11 Aall  Ag22 ' Bg2? |
g 2 | -qg g + | .R_ | I+ g 2 | y g + 1 F- | I
g Jqi1  dan , day | ] 4g= | 89z Jq: . G

que € independente do sistema de coordenadas adotado. Ela € uma funcio valida

em cada ponto da superficie, e depende unicamente da superficie em questao.
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3.10 EsPACO N-DIMENSIONAL CURVO

Sabe-se que uma porgdo extremamente pequena de uma curva
pode ser aproximada por uma reta. Do mesmo modo, para qualquer espago curvo
de dimensdes arbitrarias, pode-se encontrar um sistema de coordenadas para o
qual, numa porgéo diminuta de sua extensao, é valido o teorema de Pitagoras, isto
€, 0 espaco pode ser tratado como se fosse plano. Mas isto s6 é valido para
pequenas regides, que compreendam um ponto e sua vizinhanga, ou seja, esse
sistema cartesiano de coordenadas s6 tem validade local, ndo pode ser aplicado
globalmente, em todo o espaco.

Certa vez Gauss argumentou que todas as propriedades inerente

de um espacgo curvo podem ser descritas em termos das derivadas 9*a/9Gp 4q

fungdo *=l9)

que define a transformagao 4 — ¥ de coordenadas de algum sistema
de coordenadas curvilineo geral gb que cobre todo espagco para o sistema
cartesiano xa local[32].

Num espaco Euclidiano é valida a relagéo

IjS: = Ij}{1: + d.‘x’.zz o= d:l(a dx,-:,

que define a distancia entre dois pontos. A menor distancia entre esses pontos,

nesse espaco, € uma reta, descrita pela equagao

2
d* x5

ril‘_-;i = I:|-|

Esta reta pode ser a aproximagao de uma curva num ponto, vista
de um referencial local *='9!-Entdo, quando ela for observada de um sistema de

coordenadas curvilineo global:

0 el Gxy  dgg
de ' dgy da )
_ Oxa d? Im 8% x5 de, dgg
T 3qm da?  3gpdgn ds ds
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Multiplicando por ¢91/9%=- ¢ utilizando a regra do produto

T
A

(a7}
)

]
-

(a7}
I
3
]
n
[

resulta a expressao:

d*qy  _gn day  de

da? 1 T3s de

onde I é a chamada conexo afim, definida por

. . (zg)

o significado de seu nome ficara evidente mais adiante. Antes sera investigado a

que classe de entidade matematica a conexdo afim 7" pertence, através de suas

propriedades de transformagao numa transformacéao de variaveis.

Numa mudanga de sistema de coordenadas 9™~ 9m a base
ortonormal se transforma conforme a regra

.9'1 _ ar / :31.,1.1
dr/ duy
S v oEae o2 = - . _3
DX A0Uf) 87+ |OX S DUy) 87 + |OXHz /DUy ) £
- ] : 2 2 !
Woida, S duy)c + (Oxs S Suy = (dxy fJuy
ista &,
3
el oo 321 o
=l

Todo objeto que se transforma de acordo com essa mesma regra

€ chamado de covariante. Por exemplo, o gradiente é um vetor covariante

pois segundo a férmula de transformagéo
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°dn ya,
3y

oMo

Por outro lado, todo aquele que se trasforma segundo a regra

contraria é dito contravariante:

Cdm g
Fdn -

Lr.m =
Uma amostra de vetor contravariante é a diferencial das coordenadas

. 8g'y
dqrr.= 5ql'l'

dn

No caso da conexdo afim I, definida por (28):

a2 xs dqi
T4 Sqmdqn 93X

onde *s9) refere-se ao sistema local de coordenadas Euclidiano. Passando de

Gm para um outro sistema 9m encontra-se

2q'; '529':&

Gxz; JdgmIdn

dg'; dgr a { dgs
dgr Sxz dgy |39, Sds

_ 8g'; Sgr | 3gs Sxa + Sge  Sgr 82, |
T 2gr Oxsz |\ 3qndg, 9gs 09, 9, 3g:3gr |’

rMn _
- I

dx5

e comparando com a equacao (28):

E o r
— 891 27 dr 591 Zd9a I
mn L 2 rts, (29)

1 = -+
1 789 59no9n 94dr 2d9n 9dn

O segundo termo a direita da iguadade € o que se esperaria caso

l-r""'l . . . ~ ~ e 7. 7
1 fosse um tensor; o primeiro termo n&do-homogéneo € que destroi o seu carater

tensorial.
Um pouco de analise tensorial fornece uma relagao simples entre

N rs s 7
I;7" 29" De inicio, percebe-se que
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5g.-n|n - = "grs Zgr dgs
Sgig  Sgix | dq'm Sg°g!
_ dg™® Sg¢ dgr dgs
© 8gr &gy 99’y 99,
ra 5% gr 9gs g*e Sgr 5% gs
g x99’y 39 g g’y S9 k3g "

g

partanto

59. kn . ég’ mk _ 5g|.'|'ﬂ'|.
59 m == g 39k
dg:r dgr Ogsz | Ggte Sgtt Sgre Jgs 32 qgr

, - - + - | +2g " — : — .
Sq'y Sy G9°p \ Edr Jde Sage ! Sy 29 g Sd,

De onde segue que

{mn.'f= équ 5‘3"_' 5‘]3 {mn}+ 5qJI 52‘3':
15 8gr gy 8g, * 1 8gr 99 pnddy

onde

mrn, 1 cagtn aghm agnn '.

{ 1 }: < 91k Tl | (30)

: ~ I™ menos { o),

Subtraindo estas duas equacdes, nota-se que ' { 17 é

um tensor:

Como ja foi dito, existe um sistema de coordenadas especial x*(q)

no qual, num dado ponto P, pode-se considerar qualquer curva como uma reta.

Neste sistema 7" é nulo, para que a equagao (27) se reduza a equagao linear.
Também nesse sitema, como a métrica é igual a identidade, suas derivadas séo

nulas.

r{"“_{ﬁinl

Como se anula nesse referencial, e levando em

consideragao que a nulidade de um tensor € um invariante por transormacao de

mii -
mn_ { y

~ T ; . . .
coordenadas, entao * sera nulo em qualquer referencial, e assim
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(31}

g ag™ Ly
qm Sdn gk

E util ter & disposigdo uma férmula alternativa para o termo néo-

homogéneo da conexao afim Ii". Ao diferenciar a identidade

&

T

r =1
=

A’
"’qJ.
Sgr &

n

T

com relacdo a ¢ ™ encontra-se de imediato que

3 q

a2 I
= "
Tz ddr

oy
i

r _ =l
m

d'n

oy
'Q |Q
5]

[+ 1}

] Cu

[T} 'Q\
S o]

8d

L B [T

Portanto pode-se escrever a equacgao (29) sob a forma

= e

=-r - r r "
8 n 89 q Sd9g9dr

(&}
(%] ]
Chi ]

qt
q'n

H

3
|

q 1 qJa
Jr I m

Tl

mais afundo na busca pelo significado de T, de

Prosseguindo
longe se avista que a derivada de um tensor ndo se comporta como um destes.

Uma amostra pode ser obtida ao diferenciar um vetor contravariante Ur, cuja lei de

transformacao é

&

T = 2 MW orr
Um = 3d: Up.
De tal procedimento surge
SUn _ 59w 29 ST 2de _Tdm g, (33)
Zq'p 89r O9'n 99s Sqdpn 29sTdr

na qual se avulta o termo ndo-homogéneo que perverte mais um aspirante a
tensor. Se a derivada Un/2d'n fosse um tensor, apenas o primeiro termo a

direita da igualdade deveria existir.
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Entretanto é possivel encontra um meio de extrair aurum ex
estercore ("ouro de esterco"). Combinando a equagao (32) com o vetor

contravariante Urobtém-se:

—

ngn e (291 99 Ode pe 7dh Ody 99e )| O9n gy
' 3dr 3q'm Sdn 89s39r 99'm S9n! S9n
_ 591 99t sy 3*q1 34:

dqr o9y ' ° Odeldr o9 g

m
1
(34)

Adicionando (33) com (34), consegue-se eliminar o termo abjeto,

formando-se:

ST 7
=

Sq 7 " [l i
ST U, = S °dce [ O0  crsq),
que conduz a definicao da derivada covariante:

. S .
U']_;mE L +TTEU9. (35)
'

Trata-se de um objeto bem comportado, que obedece a risca os

protocolos de transformacao dos tensores:

m_ 991 99: ;o
Sgr 99y

Também é possivel definir uma derivada covariante de um tensor
covariante V.

Basta utilizar a forma (29) da transformagdo de I ao invés da

forma (32). Por causa disso, ha uma troca de sinais, e chega-se no resultado

VI 2 __rphryE,
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mn
It se anula

A derivada covariante, num referencial em que
localmente, reduz-se a derivada usual.

Quando o tensor T(s) € definido apenas ao longo de uma curva
9m'S) n3ao existe sentido em tomar a derivada covariante em relagéo a 9=, visto
que ele nado ocorre em todo o espago. Porém consegue-se definir a derivada

covariante sobre a curva com relagao ao invariante s que parametriza-a.

Considerando primeiramente um vetor contravariante 45}, cuja

regra de transformacao é:

Bq (8] . (26}

Deve-se atentar para que a derivada parcial “In/99n gseja
resolvida sobre a curva 9% Por causa disso, ela torna-se dependente de s.

Conseqglentemente ao diferenciar com relacédo a s encontra-se dois termos:

Shn _ 59 w S&q . 52q’m gd1 kN
ds Ggpn da dgqp dqy da

A derivada mista que aqui se insinua, € a mesma que ocorre na

~ mn " " ~ . 0
transformacao de I Isso sugere a definicdo da derivada covariante ao longo da

curva Gmls):
I;E:'_:" = Cj';:::" +1—mnl iiil B, . (28]}
As equagdes (32), (36) e (37) mostram que esse objeto € um
vetor:

Dh'm &g, Dhn .
= . 299
e dqn da V3

As mesmas consideragbes conduzem a definigdo da derivada

covariante de um vetor covariante B"(s} ao longo de uma curva 9m(3)-
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DBm = dBm _—||T|]. dq]. B]'I..'

I (407
da da n de '

Do mesmo modo, a derivada covariante de um tensor geral T(s)

G miS)

ao longo de uma curva é definido pela adigcdo a 97/95 de termos tais como

os de (38) para os indices inferiores, e pela subtracdo de termos como os de (40)

para os indices superiores. Por exemplo:

Eanr. _ ’iTﬂm +—.rl dq; T —nl dq_: T

da da I I o T oods e

que segue a regra de transformagéo de tensores.

e n . N mE
LI i _ ﬁq m éqm LI r
da dgr g, ds

Supondo o caso em que um vetor, percorrenco uma curva em

Iml3) seja constante ao longo de s se visto do referencial plano local *s'9'. Isso

ocorre, por exemplo, com o vetor tangente a curva. Nesse referencial em particular

a conex&o afim, assim como a derivada 42« / 42 se anula, de forma que:

Dag

=,
da

Como ja foi dito, a nulidade de um tensor € um invariante por
transformacgdes de coordenadas, de modo que essa quantidade continuara sendo

zero em qualquer outro referencial mais geral. Assim, descobre-se que o vetor

An(s) & sujeito a equagao diferencial de primeira ordem

que define #n para todo s, dado #+(9), Diz-se que um vetor AnlS) | assim definido

ao longo de uma curva 9m'3) foi definido por tranporte paralelo.
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Agora torna-se patente o significado da conexao afim. Ela conecta
os elementos no espaco afim, transmitindo a cada um deles, em cada ponto, os
efeitos da curvatura do espaco. De modo que para se comparar a variagao de um
objeto matematico ao longo do espago deve-se descontar as alteragdes geradas
pela curvatura do espaco. Essa é a fungdo da conexdo afim na derivada

covariante.

3.11 TENSOR CURVATURA

Embora a conexdo afim seja suficiente para caracterizar a
curvatura do espago, seu uso € desvantajoso, por causa do fato dela ndo ser um
tensor. Isto é, sua regra de transformagdo numa mudanga de coordenadas nao é
homogénea.

Para evitar essa inconveniéncia, pode-se utilizar um tensor
definido a partir do simbolo de Christoffel. Tal tensor € uma fungcéo da métrica e de
suas derivadas primeiras e segundas. De fato, se fosse pretendido um tensor em
funcdo apenas da métrica e suas derivadas primeiras o resultado, em um sistema
plano local de coordenadas, dependeria unicamente da métrica, e, em se tratando
de uma igualdade entre tensores, ela seria valida em qualquer sistema de
coordenadas.

Para calcular o tensor que descreve a curvatura pode-se recorrer
a transformacao da conexao afim. Assim como ja foi feito, ao eliminar dela o termo
inomogéneo, encontrase um tensor. Como ja foi mostrado, a conexdo afim

transforma-se de acordo com a regra:

[}

oy [,

s ]
|Q T
5]

L8]
|Q 'Q_

i

1

g — T2 8q1
-t
n

i
0,
LA ]
s
3

by
m

|t
|Q IQ

g
. d

L=}

L

para eliminar o termo inomogéneo é preciso isola-lo:

52':-!?.-_ - '5":-11; TTD_ qu— 'fqg T rs‘ I:-Iilll
SmEdn =k §] dm Edqn
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Uma maneira de se livrar do lado esquerdo desta equacdo é
utilizar a propriedade da comutatividade das derivadas parciais. Derivar em

relacdo a 9 resulta em:

g’y _ g, . ST arm g, 2q s rre _
I I

gy dgmdgn OqgrdqgI dgq1 dqx 3gr 3gqm ©9gn t
. = . . . : T
5qr @qa I8 5qr éqa 5‘3';': 51—'_':|“B

3qm O9kodm 8qn 9gn Og9rx 29y’

de acordo com a equagao (41), pode-se substituir as derivadas mistas do lado
direito da igualdade:

53qat _ _—:|l11n f ﬁq;t rkl _ §q§r 5q:s —rral
39k 9dm Idn -

T dqr Sq1 - !

_T IS =X~ | == e l—l_rlnk _ 3q'n &d'; r rhi
Y 3gqn | 2qn dqm dgqr %/

_T IS gy | 5q's l_l'}lm _ gy &d'y r rhi
' 3gqn | @qn 9k dd9n  ° !

L39 8T{" 39y 39, Jg9h ST¢°
dq1  ddx Sqm S9n 9k 9d'p

Se os termos similares forem agrupados, e os indices mudos

renomeados, tal equagao pode ser reescrita como se segue:

g _Sde ST . o k|
59k 5qmOdn o ¢ oge " 1
e
Sdm Fdn (42)
5qn [ ST¥" vl ohs _ oo ls ool '
qu ] ﬁq'h 1 - i

—re 29 s | o Sq'y + T JK k3 + 1';["]'c 29y |

-1 I .
Y Eq: V1 Sgr ! Sqm San |

Ao subtrair a mesma equagado com m e n trocados, encontra-se

que todos termos que contém produtos de I' com I’ se anulam, restando:
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équll_- §3q,t
Sqrdgmign Sqedgnddnm
_ Sg': |"5‘?fm 3T ok pmk - hn|
- -4 =1 —-in i1

3gx  Odn & I
_2g'y 89 Sd
8qm 29gn Jgx

=X i

(aI'fe  grvEh

| —+la ~+hr _—-1h —.a_e.rlf
- N i -

=T 3q' & - ot

Este resultado pode ser reescrito como uma regra de

tranformacéo:

- g’ 3
R.t]_ah - q t q-'m 5qJn ﬁq}h’. le:l'l.kj (43:‘
Sq1 Od'y Sds Oy

através da qual define-se o tensor curvatura de Riemann-Christoffel:

gy [ET™  aTPk \

.'
S Faqr | oax Fn !

Este tensor pode ser escrito numa forma completamente
covariante com o auxilio do tensor métrico:

lenk - 1= Rsrm'Llr.r

=

Como a conexdo afim é dependente da métrica, também é

possivel representar o tensor curvatura como funcdo da métrica:

p ke _ i | a2 gl:n ﬁﬂgmn 529

5 - - +

1k &2 grn.n

+
Ve Fdm F9k 1 fdn Sdm Fgr Sd1 ) {45}
ha -—nll—m}: -kl —rmm .

g ln g —<h -2 !-

O tensor curvatura possui tanto a prorpiedade de simetria:
Eilmnk = Boklm. (46)
quanto a de anti-simetria:

Eimnk = ~Emink = Bimkn = = Fmlkn - (47)

Além disso, ele é ciclico:
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Elmmk + Elkm + Blnkm = . (423)

Regressando ao tema do transporte paralelo ao longo de uma
curva, poder-se-ia questionar sobre os efeitos que a curvatura do espaco inflige a
um tensor que caminha ao longo de um circuito de acordo com a expressao do
transporte paralelo

a1l
Fa Y o ol (49)

=-1

da da

Esta questao pode ser respondida aplicando-se o0 mesmo método
empregado para provar o teorema de Stoke's: dividir a superficie A, cujas bordas
sao definidas pela curva fechada C, em células limitadas por pequenos circuitos
Cn. A mudancga ocorrida em Sm quando ele € transportado paralelamente em volta
de C pode ser escrita como a soma das alteragdes em Sm quando levado ao redor

de cada uma daqueles pequenos circuitos:

s L_'ﬂ'.. - (500

Como a variacdo de Sm em torno de qualquer célula interna é
cancelada pelas mudangas nas células adjacentes, sobram apenas as
contribuicdes dos perimetros das células externas que compoem C.
Consequentemente a questio inicial se reduz a saber se ocorrem mudangas em

Sm quando transportado paralelamente ao redor de um pequena curva fechada.

"nr'l:x:

Se esta é suficientemente pequena, pode-se expandir T em torno de algum

ponto X =X(0) na curva:

=
- M -

T (®) = T{™ (K) = (3y - Xy M X + ... (51)

e

Também Sm pode ser expandido em torno desse ponto,

resultando, até primeira ordem, em:
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dgm
g™ gy = 8" (ag) + (8 -a3g) Founa (52)
day
Ou, pela equacgao (49):
8M ey = 8" (ay) + T (X)) (3 (8] -Xp) 8" (3g) = ... (53)

Ao utilizar as equacgdes (51) e (53) em (49) obtém-se uma
equacao valida até segunda ordem:

S™ g} = 8™ (84) + [_imn (X)) + ({xr - Xz} AY 1'15'“" (X) = .. ]
""313 r
- Ay (=)
« [81 (8q) +TIT (X) (3 (8) —Xz) 8% (8g) + -..] —;i‘; — da;

Sm T
e dxn (= =
8™ (gq) +TM (X) 51 fr-.J:J ds « | —— TM (X +
o da Vax,
s iy, (=)
- 1r - - . B - L
r.t(x) o™ -_.1,} 2% (=) (3, - X, 3a =
“ag

Se *mls) retorna ao seu valor original em %m em algum ponto

5=751, entdo segue que:
g dx, (=)

[f 2o o
Zq

de modo que a variagdo de =™ devido ao transporte paralelo ao redor de pequeno

circuito *m'®) & de segunda ordem:



56

28" = 8" (2,0 - 87 (=2,)
3 -
=4 — ™ (X} +
- a3¥ (54)
g
T (% ™ x) ) 28 (e xy dog
Jag
onde
ma ~a d}:ﬂ =3
xpdu, = | X —as da.
“ &y =~ 8 =

Esta integral n&do tem o habito de se anular; por exemplo, se a

curva em questdo em um pequeno paralelogramo com bordas “?r- ibr. ela vale:

(I}.xr du, = Jay dhy - Jag dhe.
o

No entanto, ela é sempre anti-simétrica em r e n, como pode ser

observado pela integragao parcial:

.~ 81 d 8 d}_ [
¢.xr dsp, = (3 Hp) da - = L ds = - (T dxy.
N : ds : T oda i

o By <8

Portanto o coeficiente desta integral em (54) pode ser reposto pela

sua parte anti-simétrica, que € justamente o tensor curvatura (44), de forma que:

_'E:m= %Rgmrssoxrd}:n1 |:55:|
Daqui pode-se concluir que um vetor arbitrario S™ nao se altera
quando é paralelamente transportado ao redor de uma pequena curva fechada

[jalyl
R

. ra . . ra r ra r .
arbitraria em X . E mais além, se o tensor curvatura € nulo sobre a superficie

~ e o ~ P
A, entdo um vetor arbitrario =™ n&o se altera quando € paralelamente
transportado ao longo da curva fechada C que percorre o perimetro da superficie
A.
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~ o
Se de fato o tensor curvatura for nulo, entdo um vetor “m sofre a
mesma variagdo quando transportado paralelamente ao longo de dois caminhos

distintos, mas com extremidades coincidentes:
Sejam dois segmentos A e B que conectam os pontos *n © Xm- A
A o
variacdo do vetor “m ao ser carregado paralelamente de x para X ao longo de A

~ o
deve ser cancelada pela alteragdao em ~m quando for paralelamente transportado

por B de X até x, isto é:

- S L R

Entretanto, a mudanca em S™ por causa do transporte paralelo de

x até X através do segmento B € inversa aquela quando o vetor segue de X para x

via B:
=] m A m
L &7 = -Lx x5,
e assim
A m a m
'_x_x .g = —_'x__:,: .g "

Isto €, 0 mesmo valor é obtido para Sm por transporte paralelo de
X até x, independentemente de qual caminho € percorrido. Pode-se mostrar[44]

mmr -~ .
que o numero de elementos do tensor de curvatura R, que sao algebricamente

independentes, num espago com d dimensdes € igual a
1

Ca=—d? (d®-1). (56)
1z

Em duas dimensdes, tém-se apenas uma componente

independente, que pode ser a R™'?; as outras sdo relacionadas a ela pela
equacéo (47):

-
R1212 - —R2112 - _R.'I.E._l - R2121

-
Rllll - R1.122 - RE._ll - R2222 =0,
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Estas igualdades podem ser resumidas num formato mais
elegante:

plmnk _ :-gln gﬂk _ gll-'. gmn

_ 11,22 (11272 L .
onde g é o determinante 9=9 9 1971 do tensor métrico. Contraindo / com n
resulta no tensor de Ricci

K plziz

g

Rmk_

e a contragao de m com k gera a curvaura escalar

plziz

2]

R=2

[}

de modo que o tensor curvatura pode ser escrito como

lenk - 21 [= [_Qh gn‘nk _ glk Q’an:l.
A curvatura de Gauss K, discutida na secao 3.9, é definida por
K= -

B R1212
2

" g

Realizando esta expressao por meio das equacoes (45) e (31), e

considerando um sistema de coordenadas ortogonal lg=0J. chega-se a:

1 1 atgll a2gl?
K=-— (29 _ .29 1.
=g | &q adgy !
22 11 22 o om 11 4 2y 11 ;o5 11 SR T RO 1
=i | 8g g™ | 2g g | =g g gg=" |
= | = — : [ i = | . sl =1 .
4g | dqn S =<1 ) 4g< | gz &g gq1 | |

que é exatamente a equacgao (26)

Em trés dimensdes, a equacao (56) mostra que o tensor curvatura

R:"™ possui apenas ©3=f componentes independentes. Este também ¢é o

numero de componentes independentes do tensor de Ricci em trés dimensdes.
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Este tensor é formado pela contragdo de indices anti-simétricos do tensor

curvatura de Riemann-Christoffel:

Rmk=g]_nP_lmnk, (57}
Em conseqiiéncia dessa semelhanca, R™™ pode ser expresso em

k
termos de R™" apenas:

plmmk _ gln g _ gl}: pmo_ grnn gk . gn]-: gpin _ ::gln grn}: _ glk gmn:: B.

b3 | =

Onde

B = g B™. isg)

Por causa dessa possibilidade, a curvatura, em trés dimensoes
. . . k
pode ser completamente descrita pelo tensor de Ricci R

L d%(d?-1) Rimnk
Embora as 12 * componentes de descrevam a

curvatura de um espacgo d-dimensional, elas ndo o fazem de maneira invariante,
visto que os valores destas componentes dependem ndo apenas das
propriedades intrinsecas do espago mas também do sistema de coordenadas em
particular escolhido. Como foi visto para o caso bidimensional mais acima, para se

caracterizar um espago curvo de modo invariante, deve-se fazé-lo em termos de

. ' Imnk sgs ”
escalares contruidos a partir do tensores curvatura " e métrico 9mn- O ndmero

de escalares que podem ser construidos a partir destes dois tensores é:

Is=

1{ did-1) (d-2) (d+2].

O caso bidimensional é uma excecéo a essa expressao. Para trés
dimensdes, essa equacgao revela que existem trés escalares para descrever a

curvatura., que podem ser escolhidos como as raizes da equagao secular

det |R™®-ag™ | =0, (59}
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ou ainda, de modo equivalente, as trés quantidades que aparecem como
coeficientes na equacao (59):
det | R"D |

, Epn B™2 e - . (G0
m I det | g"m | 18
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CAPITULO 4
ALTERANDO AS MEDIDAS

O modelo mais largamente utilizado para descrever o
comportamento dos cristais liquidos € aquele que assume que o fluido € composto
de moléculas com formato elipsoidal. Emprega-se a palavra "formato" num sentido
mais amplo que o puramente espacial, com fronteiras bem delimitadas, visto que
as moléculas ndo tém uma superficie de contato definida. Por isso a palavra
"formato" deve ser entendida no sentido de "superficie de interagao", isto €, numa
conotacdo que transmita a idéia de como uma molécula percebe e reage as
outras.

Partindo dos modelos mais simples, e dirigindo-se até o mais
elaborados, a cada passo dado se agrega mais e mais elementos a relagédo que
descreve as superficies dos potenciais de interagdo. O modelo mais simples
considera apenas a distancia entre os centro de massa das moléculas, ou seja, é
o modelo dos gase ideais. Um nivel de sofisticagdo mais alto é galgado ao levar
em conta o formato elipsoidal das moléculas e o alinhamento relativo entre elas.
Quanto mais elaborado, maior o grau de complexidade, e tanto mais arduo
encontrar uma solugdo analitica ou mesmo numérica. E em geral tanto trabalho
nao é recompensado pelos resultados encontrados que diferem bastante dos
dados experimentais.

A mudanga de métrica mostra-se-a uma ferramenta poderosa,
uma vez que obtém resultados em o6tima concordancia com os dados
experimentais, além de tratar-se de um instrumento bem simples.

Para encontrar a fungdo métrica adequada ao objetivo proposto
convém primeiramente recordar que a anisotropia dos cristais liquidos, observada
na escala macroscopica tem sua origem na anisotropia das moléculas que
constituem o fluido. De fato, quando se analisa os agrupamentos formados pelas
moléculas, elas podem se combinar de modo a cancelar mutuamente a

anisotropia dos individuos, isso ocorre devido ao carater aleatério da distribuigao e
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alinhamento dessas moléculas dentro do fluido. Em situagdes especiais, as
moléculas se alinham em grandes grupos locais que herdam a anisotropia de seus
constituintes. Nesses casos a anisotropia € percebida macroscopicamente.

Analogamente ao que é feito em Cosmologia, pela Teoria da
Relatividade Geral, em que os efeitos da gravitagdo podem ser entendidos e
descritos a partir da funcdo métrica do espago em consideragao, na Fisica da
Matéria Condensada pode-se trabalhar com a hipdtese de que a anisotropia tem
relagao direta com a curvatura do espacgo

Assumindo que a interagao dos aglomerados dependa apenas da
distancia, pode-se levantar a questao sobre a existéncia de um espacgo curvo que
imprima nesse modelo todas, ou pelo menos algumas propriedades dos cistais
liquidos que existem por causa da anisotropia.

O principio da equivaléncia da Teoria da Realtividade Geral
encontra um analogo na geometria em uma afirmagéo de Gauss, feita na época
em que ele buscava provar a dispensabilidade do quinto axioma da geometria

Euclidiana. Trata-se da alegacdo de que todas as propriedades de um espaco
podem ser descritas em termos da métrica gij definida pelas derivadas dx/dg gq

fungdo *(9) que define a transformagdo * 9 do sistema de coordenadas curvo

global g para um sistema coordenadas plano local x:

dxy  dw,
13 km (61
-_ e J " | ||
dgy dqj ’

A métrica desse espaco curvo deve ter uma forma tal que no

sistema plano de coordenadas local os dominios elipsoidais

Elj qlqj =1 'ﬁﬁE'J
assumam o formato esférico
s xixy=1 (53)

onde

g1 2 51
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para uma esfera de raio unitario.

Operando a transformagdo de coordenadas * 9 em (63), e

comparando-a com (62) obtém-se que:

EM qp dn | (64)
dgy, day "

Tk Gm

de onde segue que:

dxy  dx
oid i 1 _ gkm I
s d : _d E " ': rJI_:?,I

Comparando a equagao (65) com a definicdo (61) da métrica,
pode-se tomar a equagao caracteristica do elipséide como a métrica do espaco
curvo equivalente.

Num sistema de coordenadas com eixos coincidentes aos do

elipsoide, a forma dessa matriz caracteristica é:

1
L 0 o

Ed - 0 & o . (66)
o0 =

No caso de se tratar de um elipséide prolato b = ¢ < a, se for

oblato entdo b = ¢ > a. As diregbes dos eixos principais sdo dadas pelos trés

versores ortonormais ' 2“2} onde:
e, = (1,0, 0]; €3=(0,1,0); £1= (0, 0, 1. (67)

A matriz diagonal (66) € completamente caracterizada pelos seus
auto-vetores (67) e pelos seus auto-valores:

F11 1
el R N

A partir deste ponto assume-se que b = ¢, ou seja, o eixo definido
por 1 é o eixo de simetria do elipddide.
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Este mesmo eliisdide uniaxial num outro sistema de coordenadas

sera descrito pela matriz EY, obtida de (66) por uma rotagdo do elipséide, indo da

base {1:¢2.%2) até um novo conjunto de auto-vetores [P-4.71. Apds essa

E

N =
operagao, a matriz =+ assume a forma:

1 1 1 -
Bl- PP Ay (68)

Isto pode ser demonstrado pela contracdo de E'. com cada um

dos auto-vetores (P: . 1}

1
Edpy=—ps  Elagy-

1 1
L= - bE

1
qi i Elj I'q = -— I
= | 3 B2

onde foram utilizadas as propriedadas de ortonormalidade dos auto-versores

{p,q.r}, e de onde decorre que ! T T o) sdo os auto-valores de (68). Como

uma matriz € completamente caracterizada por seus auto-vetores e auto-valores,
entdo (68) é de fato a versao rotacionada de (66).
Uma propriedade fundamental que decorre da ortonormalidade da

base é a relagdo de completeza:

PaPy+d1dy Ty =344 (59)
Utilizando esta equagao com a (68) obtém-se:

1 1 - .
Ed = PP+ g (57 -p P
L (70)

=g—Z (87 -ep Pl

onde
e=1-h

€ a excentricidade e p corresponde ao eixo de simetria do elipséide uniaxial. O
valor do semi-eixo a foi fixado em a = 1 para fins comparativos com a esfera

unitaria de raio r = 1. A excentricidade e fornece a magnitude da elongacéo
elipsoidal; diferentes excentricidades correspondem a distintas formas
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moleculares; quando e < 0, b > 1, 0 que corresponde a fase discoética e, quando
e> 0, b <1, corresponde a fase calamitica.

No limite em que a excentricidade e vai a zero, o elipséide E

reduz-se a uma esfera de raio r = 1. Em consequéncia disso, a anisotropia do

material pode ser quantificada ao medir-se quanto o elipsoide difere da sua esfera
equivalente. Esta é formada a partir do elipséide quando os semi-eixos desta
tornam-se iguais. Uma relagao plausivel para r que satisfaga esta defini¢ao é:

1

]-_'2

(71}

1 q
=5 Tr (E) = \ 11 -

|_|_,| [ 1]

De acordo com ela, o quadrado do inverso do raio da esfera é

dado pela média do inverso do quadrado dos semi-eixos do elipsoide. Assim, dada

a matriz E° caracteristica de um elipséide, a matriz caracteristica da esfera
equivalente sera:

oil _ =i Tr (E)
[ = T

e consequientemente a diferenga entre os dois é:

[

cEV o g o1 s T (E)
.3 L1 L |
que pelo uso das equacgdes (70) e (71) torna-se:
pli_ _5 | 144 i j}
s - S T

Ou seja, a deformagdo 4E do elipsdide é determinada pelo

produto de dois termos distintos, o escalar €/1-2, e o tensor

et 1 _
'-agj =3 &1 -PI P: .

Este tensor € a componente anisotrépica da deformagdo do

elipsdide. Ele coincide com o tensor momento de quadrupolo[45] e tem o formato
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similar a expressao do tensor parametro de ordem de um cristal liquido nematico.
De fato, segundo de Gennes[35], o tensor parametro de ordem pode ser medido
pela diferenca entre as partes anisotropica e isotropica de uma dada propriedade
fisica.

A matriz do elipsoide (71) agora pode ser reescrita como:

=
el -gi. = 03

i 1941
Slj*":'-'QEj'.

n

1

]
|-

onde o primeiro termo corresponde a parte isotrépica de £’ e o segundo descreve
seu desvio do formato esférico. Neste termo, e fornece a magnitude do desvio, ao

passo que Qg da a diregao desse desvio.

De acordo com a definicdo dada por Hess[23-27], o método da
conexao afim pode ser realizado pela deformacdo de um potencial de interagcao
esférico até o ponto em que ele assume a forma elipsoidal dos dominios
nematicos. Desta consideragdo e da comparagao entre as equagdes (61) e (65)

segue que uma forma adequada para a métrica pode ser obtida da equagéao (72),
de modo que ela consista de uma parte isotropica, proporcional a i e outra parte
anisotrdpica, proporcional a Ql.

Antes de proceder com o calculo da métrica g’ , € importante

i R
esclarecer alguns pontos acerca do tensor Ue-. Embora ele e o tensor parametro
de ordem tenham uma forma idéntica, esta igualdade fica restrita ao ambito

matematico, pois conceitualmente eles descrevem objetos diferentes, sendo este

o motivo da introdug¢do do indice E em DE

No entanto, esta igualdade de forma pode ser dilatada a ponto de
abranger ambos os conceitos. Uma consequéncia crucial da equiparacédo destes
dois objetos é tornar a métrica dependente da temperatura; este resultado
constitui a esséncia que causou o emprego do método de Hess; e sua motivagao
fisica pode ser prontamente compreendida: para temperaturas T maiores que o

ponto de transicdo de fase nematico-isotropica, o cristal liquido é isotrépico e
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nenhuma diregcdo € privilegiada; para temperaturas T menores que o0 ponto de
transicdo de fase, o liquido se torna anisotropico e, em cada ponto muitas
propriedades fisicas adquirem preferéncia por uma direcdo. Essa quebra de
simetria, ja abordada anteriormente, conduz a definicdo dos parametros de ordem
microscopico e macroscopico, visto que a anisotropia é observada nestes dois
niveis de escala; em medidas termodinamicas ela aparece macroscopicamente,
no entanto sua origem é microscopica: as moléculas/miscelas do cristal liquido
tém uma anisotropia microscopica intrinseca que, quando observadas em conjunto
se combinam de forma que podem, ou n&o, ser observadas em medidas

macroscopicas, o resultado depende da temperatura. E recomendavel fazer uma

distingdo entre a natureza macroscépica e a microscopica de @' colocando-se um

acento circunflexo sobre seu paradmetro vetorial m quando este denota um versor

microscopico. Portanto ') significa que ™ é uma varidvel microscopica
aleatéria e o pardmetro de ordem associado € um parametro microscépico. Da
mesma forma, sem o circunflexo em ™ Qlim)  denota que ™ & uma variavel
macroscopica, chamada diretor, e o parametro de ordem correspondente € um
parametro macroscopico. O sentido que o diretor aponta ndo é importrante,
apenas modulo e diregao tém sentido fisico, visto que as miscelas sdo simétricas
em relagao ao plano formado pelos eixos menores do elipséide. A conexao entre

estas duas quantidades € feita ao assumir que variavel aleatoria microscopica n

oscila tdo freneticamente que quando se toma a média de ©"("). no tempo e/ou na

vizinhanga de um ponto, ela determina um parametro de ordem macroscopico

TP . . . - o .
Qm). g partir do qual a anisotropia macroscépica uniaxial pode ser medida. Em

termos matematicos[35]:
(@) = S Qlm), (73)

onde ‘* ! simboliza a médica estatistica da variavel aleatéria x. A variavel S da a
intensidade pela qual a oscilagao aleatéria faz com que a anisotropia microscoépica
seja observada na escala macroscépica. Para obter o valor do parametro de

ordem escalar S basta multiplicar o lado esquerdo da expressdo (73) pelo
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R - iy ~
parametro de ordem macroscopicco, (" e calcular o traco da expressdo
resultante,

Q;i(m) (Q%R)) = S Qym) QYm), (74)
para obter[35]:
.9:% |-%—:’:j:“‘..1:j:2:-:|, 175)

Se a superficie do potencial de interagdo de cada

molécula/miscela de uma amostra de cristal liquido nematico for aproximada por

uma equipotencial elipsoidal, entdo pode-se representa-la pela matriz E’

Quando, na vizinhanga de um ponto, uma grande quantidade desses objetos séo
analisadas em conjunto, pode-se considera-los, em analogia com a equagéao (73),
que as moléculas em tal aglomerado podem estar (ou n&o) alinhadas, produzindo
(ou ndo) uma fase nematica. A representagao do resultado macroscopico deste
alinhamento microscopico pode ser feita através da matriz el assumindo-se que

ela satisfaz a mesma relacdo de um paradmetro de ordem microscopico:

(ogd (i)} =sgld (my, (78]
a qual indica que a anisotropia microscépica de cada dominio nematico torna-se
acoplada com seus vizinhos, com o eixo maior de cada um oscilando ao longo da
mesma dire¢cdo, gerando uma fase nematica. Uma importante consequéncia do

raciocinio acima € que as consequéncias macroscopicas surgem a partir da

i
anisotropia elipsoidal microscopica de cada molécula do nematico. Assim que Qe
aparece na definicdo de E’, a equagdo (72) revela que a matriz do elipséide E’

foiy
também tem um equivalente macroscoépico. Isto €, ao dar significado a \Qej um

siginificado correspondente também deve ser legado a (E" . Tal matriz mede a

passagem de uma simetria macroscépica isotrépica (o termo "), para um simetria
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macroscopica elipsoidal da fase nematica. Assume-se aqui que essa anisotropia é
. . - - i s ol = N ET

atingida através da métrica macroscopica 9°- Iste & g7 =N(EY. o:

- {% Tr (Z) s+ 5 ot a)y)

1-e (77)

= - { [1-— | sz ::1".::},

onde N é uma constante de normalizagao introduzida para garantir a normalizagao

do diretor:
nt Iy = glj nyng = 1.
O valor de N é obtido de maneira trivial, mostrando que:
gt = = {(2-ey s izegot? )y (78}
= 3-e(l-28) “ : R (
e
1 Il sl -y i~ 1 § o % 1
glj=m{“3_e"6_l"" Ulj—_:l'e&'h_-'ij .__-.'}- |:?_Q.I

Nestas equagdes assumiu-se que a métrica induzida pela

anisotropia elipsoidal depende do pardmetro de ordem escalar S e, portanto, ele é

macroscopico e determinado pela temperatura nematica; na fase isotropica (5="0)
a métrica é esférica e medidas macroscopicas devem ser isotropicas. A medida
que a temperatura é reduzida, a transicao de fase nematico-isotrépica cria um S
nao nulo, que induz uma anisotropia macroscopica.

Embora a fungcdo métrica determine todas as propriedades
intrinsecas de um espago métrico, uma analise superficial ndo permite dizer se ela
descreve um espaco curvo ou plano[46]. Esta dificuldade decorre do fato de que a
métrica depende de como se escolhe a malha de coordenadas, pois uma
mudanca, pois uma mudanca de coordenadas altera a aparéncia da funcao
métrica. De fato, a métrica de um espaco plano em coordenadas polares nao se
parece nem um pouco com a métrica de um espacgo Euclidiano.

Como fora demonstrado no capitulo 3, o objeto que permite

afirmar com seuranga o carater curvo do espagco € o tensor de Riemann-
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Christoffel, ou ainda, em trés dimensdes, sua forma contraida, o tensor de Ricci.
Para se chegar até estes elementos é preciso computar o valor da conexao afim,

dada pela equagao (31). Apds longo e exautivo trabalho consegue-se determinar

seu valor quando a métrica € dada por (78):

—11 e s
k= p _— o
2{3-=2(l+25) (2 -2(1l-58)
i ant { 8m, ant
{?—t":l—z.g |J';I.r|w-1 - = |+J'I"| 1"——1Fi|—
Fqgy F g R =N~ [=X+ !
[ Fny and i and S |
[ = ".. - 4+ i - + - ".. .
(2-=(1-28 r:I:’q —B—F|—_:'-E'SIIIJ'I"-,:II_|.;R + :}
|-\.fq_"| -\.fq" 1 1 = -\.-li:rm-

Com o valor do simbolo de Christoffel em maos pode-se encontrar
o valor dos tensores curvatura e dos escalares de curvatura. O mais simples, e

que é de interesse, € o traco do tensor de Ricci, pois ele é depende de fungdes de

até segunda ordem do diretor [, e portanto mais simples de se calcular. Seu valor

pode ser computado como funcdo das relagbes presentes na equacido mais

abaixo (82) que simbolizam as configuragdes elementares do campo de diretores

desde que se considere as seguintes igualdades:

o ﬁnj

— == = (7v.m) " - [T+ 02T xm] (g0
dqy S9-°

SRESE .
Ny —— = VvV . Il
pCER IR '

52k
py — = _
k gql Sy

k2
s

&
n'nl n, ——
C‘ql o q]

O escalar de curvatura *=Fi pode ser escrito como:
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92 52 3es e
R= - E_ :LL._x'.ZE—;_.::'.'._.:.—:.-_xL'.]. (21)
Z2(2-2(1-58))= I-a{l-8}

Este resultado justifica todo o desenvolvimento feito até entdo. Ele
revela que a curvatura escalar, associada com a textura de uma amostra de cristal

liguido nematico, é diferente de zero. Além disso ela resulta da combinacédo de

dois termos comuns de textura nematica, o termo de twist, -V * “-‘:, e o termo de
saddle-splay, 7 -[®7-n+n=7=n] Como R é uma quantidade escalar, esta sera
sempre a mesma em todos os sistemas de coordenadas e, portanto, ele ndo pode
ser eliminado. A curvatura que ele expressa € uma propriedade basica do método
da conexao afim; ela asssocia de maneira intrinseca as texturas nematicas com a

superficie curva.
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CAPITULO 5
ELASTICIDADE

O principio da equivaléncia estabelece que a partir da fungéo
métrica € possivel encontrar um referencial local onde os efetios da curvatura néo
se manifestam, ou seja, um espacgo local plano. Nos calculos realizados acima

para encontrar a métrica operou-se uma transformacado de coordenadas de um

espaco plano, com métrica ¢' e coordenadas *

K para um espago Curvo com

i .
métrica ¢ e coordenadas 9«

dk = ddxq; A
onde, de acordo com a métrica (78),
degy Ve -2 (2281 e+ (1l-8-28% 2 =8
= o= -
iy I+ (-1+-8 8 -
1+ (-1+8 e+ Vo3 (2+8 e+ (l+8-282) e° n?n
1. (-1+8) = Tk

Logo, para voltar ao espaco plano, basta realizar a transformacao

inversa de coordenadas

.
dqj

Hp = g

Nesse espaco plano, as superficies equipotenciais dos dominios
nematicos assumem a forma esférica, que valida a aplicagdo de modelos de
interacao mais simples, conforme discutido anteriormente. Através desse modelo
o calculo das grandezas reoldgicas do material torna-se simples. Para encontrar a
forma correspondente destas equacdes para os aglomerados elipticos basta fazer

uso de um algoritmo baseado no principio de equivaléncia[32]:
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. _ " e . K K.
e & Substituir a métrica unitaria ¢ "Prg .

e & Trocar todas as derivadas comuns por derivadas covariantes:
dy = Dy=ady+T.

As equacbes obtidas por este processo serao validas na presenca
da curvatura, ou seja, serao validas para o nematico com dominios elipticos.
As configuracdo do campo de diretores pode ser descrita como

uma combinagao dos termos de splay, bend, twist e de superficie:

(7.m) 2 (.7 xm) 2 (L7 «m)?

faz)
Splay Twist Bend

A configuracéao preferida pelo cristal liquido é aquela em que todas
as moléculas estdo alinhadas uniformemente. Nesta situacdo ideal existiria um
unico dominio nematico. Porém na realidade isto ndo ocorre, e cada grupo local
de moléculas se alinha numa dire¢cdo, dando origem as singularidades e defeitos
no alinhamento.

Tais dislocagbes formam diversos tipos de texturas. Estas
armazenam energia elastica pelo fato de estarem em configuragdes mais

energéticas que no caso de alinhamento total. De acordo com a teoria elastica dos

cristais liquidos, a energia relacionada a variagao do diretor ™ no espago pode ser

escrita como:

1 N ) ) . ) .
F=— d* r [Fq7 (7 ,1"._:2 + Faz im.7 =11 2. Faz (=7 =m)* +
=

Fja 7.im 7.1} — {Bop + By 7.[017 .00+ 10 «T1] }

Esta equacdo é conhecida como energia livre de Frank. As trés

constantes elasticas Ki1. Kaz & Kaa acompanham os termos relacionados a
elasticidade do interior da amostra (bulk): splay, twist e bend respectivamente,

ilustrados abaixo:
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Twist Bend

Figura 7 — llustracdo da conformacéao dos diretores nos trés tipos de distor¢oes
elementares.

Os outros dois termos correspondem ao alinhamento dos diretores
com a superficie do recipiente que contém o cristal liquido. Calculos do equilibrio
da distribuicdo de diretores implica na minimizag&o da integral (83).

Como demonstracdo da simpicidade deste método, e também
para mostrar o que pode motivar doravante a sua aplicagdo, um modelo ingénuo
para descrever a energia elastica sera desenvolvido neste breve capitulo. As

constantes elasticas de volume (K1t Kzz, Kza)

serdo computadas com o uso da
regra proposta logo acima, e os reultados serdo comparados com aqueles obtidos
utilizando-se derivadas comuns.

Uma extensao direta da lei de Hooke para o meio liquido cristalino
deve ser coerente com a idéia de que, no entorno de determinado ponto, a energia
elastica deve ser pelo menos proporcional a variagdo do diretor. Essa
generalizagdo também deve ser proporcional ao quadrado do parametro de ordem
escalar[47]. Isto é:

E=ag® (a;07) 7.

Utilizando as regras de derivadas (80), sucede que, em termos

das expressdes usuais das texturas da fase nematica, esta equagao pode ser

reescrita como:

E=a8? (7.0} %+ (n.7«n) 2+ (m+7+m)°_7.[m7.0=mx7Txn]} ([24)
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De acordo com este modelo simples, todas as constantes
elasticas do cristal liquido nematico seriam idénticas, e nenhuma diferenca entre
seus valores seriam observada. Todavia, quando a derivada comum ¢€ sibstituida

pela derivada covariante, depara-se com:

. 4, 2 - 4. p .
E=af8® (8;n )" = ag? (D;n?) (D! ny)

= a 52 gjk g™ (Dy ng) (Dpng)

Apos calculos corriqueiros, encontra-se:

{a5)

Revelando uma expressao nao-trivial para as constantes elasticas:

K11 = a8,
f e(a-2 (E+2))y .2

Fz=all- g sm-2! % (36
i e (6-2 (8+21) 9 a2 g2 3

Koz = 1- - — |.‘::2

| 232 iB8-11)% _2:j3-+e:j:’::—l:nj:2_,

A introdugdo da derivada covariante neste modelo produz um

Koz /Ky

resultado promissor. A razao de constantes quando comparda com o0s

dados experimentais € satisfatoria, entretanto o valor da razao Kaa/Ki1 esta

completamente equivocado. Uma analise preliminar revela que, mesmo para 0s
mais simples dados experimentais de compostos calamiticos '€~ ':", as constantes

elasticas estdo relacionadas pela regra Koz < K <Kz[35] N3zo obstante, as

expressdes acima obedecem a relagdo K32 < K22 < Ki1 Mesmo assim este resultado

nao invalida o método proposto, pois € conhecida a dependéncia de
a interacdo multipolar entre os dominios nematicos[17], uma propriedade que nao

é observada em fz22/K1s.
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Um modelo mais elaborado deve considerar, além da distancia
entre as moléculas, a orientagao relativa entre elas. A interagao angular[48] pode

ser formulada em termos do produto tensorial do parametro de ordem:
13 (B, @) =2 (p) Qry (a) - (87)

Esta é uma funcdo de variaveis aleatérias, P € 9. localizadas em

diferentes  pontos T+ €Tz  respectivamente. Apenas as quantidades

termodinamicas geradas por ela tém significado macroscopico. Para obté-las

. i folk (B O FEYY
assume-se que as partes conectadas da funcdo de dois pontos W@ (P) @iy (9

pode ser omitida, permitindo que se faca a aproximacgao[49]

(I3 (B, @)y = (@ (B1) (Org (@),

Aplicando a equacéo (76) nesta igualdade obtém-se:

2 ik

(I3 (P, ) = 8° 0" (p) Q4k (a@)
= 2215 (p, 9 -

rae)

| ]

Esta € a equacdo basica a partir da qual as constantes elasticas
podem ser calculadas[47]. Para formar escalares invariantes com este tensor
pode-se contrai-lo com o raio vetor que representa a distancia entre os dominios

nematicos FeTq:

2

i(ry, r2) = {(xr'r? Iy (@, A}y =&° ' v Iy (m, n) {ga)

Através do produto T ' o escalar i acopla as moléculas

nematicas com interagao angular separadas pela distancia anisotropica.
A mudanca de coordenadas "2="1 7" resulta em:
Oy (T3] = Qpy [Ty =)

(90)
™ " Dp Dy Qg (T1) -

B3| =

= Qpy (zy) + 2" Dy Qpy (T1) =

Utilizando a aproximagao de campo médio encontra-se:
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(Igy (z1, T2)) = (QF (1) Ok (z1-2))
= (0% ir1) Qg (m1) )+ (@ (T T Dy Oy (1)) - (81}
1 _ .
= (QYF (21) ™ ¥" Dy Dp Qky (21) ) -
Uma substituicdo util para o produto de variaveis ™ r" pode ser
feita. Como ="x" €& um tensor simétrico de segunda ordem, ele pode ser

decomposto em termos dos tensores simétricos de segunda ordem naturais da

teoria[18,28], 9" & ™™

Myl _AQ"™ ,BSs™, (92)

Ary & Bir)

onde sdo constantes a serem determinadas. O siginificado fisico

destas tem importancia fundamental para a interpretagao das constantes elasticas.

Como o traco de @™ & nulo segue que:

2
2irl = —.
] II 3

Isso mostra que B(r) mede a componente isotropica de *™r",

como ja era evidente na equacdo (92). Entretanto o significado de #(*} n&o é tao

an[:'mq = EI-'IS' =] Of"‘l‘lJr“n:

evidente. Utilizando as relagdes ¥ obtem-se

A () = % ™ Qo
evidenciando que Aln) g proporcional ao termo de energia quadrupolar, no ponto
r[42].
Utilizando estas definicdes em ‘11 (F1r 2212 optém-se:
(Iyy (ry, E2bl = :ZQ“"' Dy = -:Qik (ry) " Dy Qpy (rpli =

1 ey . N (93)
5 Q¥ () (AQM™ B g™) DpDp Oy (1) k.
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Nesta equacao foi realizada a mudanca 3" - 9" conforme indicado
no principio deste capitulo.
Reunindo todo o formalismo desenvolvido até este ponto pode-se

prosseguir com o calculo das constantes elasticas nematicas. Assume-se que o

termo 1 (r1. ¥z} equacdo (89), contribui com a energia livre através de um termo

com a forma

Fy =Fp+ | Ay {Ta=-111] i:l'l rd I:Lj (m, )% d? 1 d? Ta. (94)
-l

Onde a equacéo (92) foi empregada. O fator ®t !¥2 ~*1! expressa
os coeficientes da energia em termos de ‘It1 (¥1. 21} Mudando os paradmetros
de integracao, definidos acima, obtém-se
l"“

— |as (r) [¢((aQ¥P +Bgil) Of (r) «
z ] (95)

(AQ™ -Bg™) DpDpQky (r1)0} A ry 4% ra.

[

Pl =F.:| +

Onde os dois primeiros termos de (93) foram emitidos por n&o

serem termos nematicos. Realizando as substituicdes

-~ 1

o1 = |a; (r) (Bir}12®d*r= 5 rta; vy d’r,

(i A oy 3 (2 m_n, PR 1
gz = |lay (XA B(rydr= | " Quma; (r) d° r,

d -
cy= |ag (x) (A dir= [P rP O Qop ag () 4,

chega-se a equagao:
1 IHr Foy 2 ~11 ~ 11 mn # ML 19 2 1. ko
F_-[ =F.:|—? -_i_:_;l [ —;l.l‘:-l'.:- g +;l.l‘:-¢'.c- g - B g PRy LD s
Dy Dn Oy (1) 31 d? 1y & rz

Utilizando as definicbes de derivada covariante dadas no capitulo
3, pela equagao (35), junto com as transformagdes (80), obtém-se uma equagao

com o formato da Energia Livre de Frank, eq. (83):
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1 [
Fi=Fo+ = | {Kn (7 N 2 K (DT em)} 2+ Ky (¥ xm)? + K, Tal d° r,

o

onde as constantes elasticas valem:

- — 21 a2
Kip = o
N = g7 3-e(l-8)j2 (3-e(1=28))

. Ie (B-—2 (5+2]1 )

Kaz = :-1_ 7 Ta-ele-1))2/ K1, (36]
—::132 ~

27 (2-2(1L-8))° '

=]

1 =9({3-e{l-8})%(62-23e(la+8) +a® (T=8+102%) +
_3g8(a0egt, (3_g)
((3-e1>+52 (3-e}?ef=33(23-e)e?8%-22"828%)) o1 =
-28% (4 (3-e)*+18(3-e)le8-3 (3-e)e’8%+10e8Y)
(3-2(l+28)) o=
Hy= {9 (2 +2 (-1+8)) (B2 -6 (T+28)] +2? (7248 (1+42)1) =+
-38(-19 (-3 +e}° +
48 (-3 +e}?eg8-12 (-3 :e) e?2?+64e?*3%) oy - (97)
+28%2 (5 {-3:e)?:242(-3:2)%281

12 (-3 +e) e? 82 + 32 &% 82} pa}

[F2r™ r? Qun ay (r) d* r

(a1 (m BB () & r

o9 — =2 =
Jai (xr) (Bir))*d*r Ir‘ a{ () 42 r
[ay (x) (B jr))*dr " " % rF Qpp Qep &y (z) &' ¢
O3 = — = = .
Jai (r) (Bir))2d®x J“:r."1 ay (r) d3*r

Um aspecto notavel das relagbes (96) é que a razao

Koz e (E-=(8+2))
I = —= =1 - v .I
21 K1 Z (3+e(B-1332° (9g)

€ exatamente igual a razdo obtida com os valores dados na equacéao (86). Ela ndo
depende do momento de quadrupolo da molécula nematica, € determinada

completamente pela excentricidade e e pelo pardmetro de ordem escalar S. No
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entanto, ao contrario desta propriedade, a relagdo =1 = Kaz/Ki1 também depende

do parametro de ordem @

Portanto, um grafico dos dados experimentais de 2! como fungéo
de S pode ser utilizado para determinar os valores de e. E, em seguida, apds obter
o valor da excentricidade, um grafico de "1 em fungdo de S pode ser utilizado

para encontrar ' £F2. Como as constantes elasticas dependem de e,

. - F o . ~ , . .
F1. P28 0182 5 determinacdo de c1 é suficiente para determinar os valores de

Ki1, Kz2 e K22 como fungao de S.

De acordo com as relagdes encontradas acima, através da

excecntricidade e e do pardmetro de ordem escalar S, a razdo 2! fica
determinada completamente pela geometria das células nematicas. Enquanto que
fa1. depende do momento quadrupolar das moléculas nematicas. Esta
dependéncia é traduzida pelas constantes A1 € £z- | A primeira mede o momento
de quadrupolo, e a segunda da uma medida do "momento quadrupolar
quadratico".

Estes resultados concordam muito bem com dados experimentais,
fato este que valida a aplicacdo do método proposto neste trabalho. No entanto

essa comparacao esta fora do escopo deste.
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CAPITULO 6
CONCLUSAO

Neste trabalho mostrou-se que uma amostra de cristal liquido
nematico, com uma distribuicdo de diretores ndo-homogénea, pode ser descrito
por uma variedade diferenciavel nao-plana com curvatura escalar nao-nula
determinada por dois tipos comuns de texturas nematicas: os termos de twist e de
saddle-splay, ambos relacionados com a elasticidade nematica. Um aspecto
interessante deste resultado é que exibe um contraste interessante entre a
elasticidade e a curvatura de um material nematico; existem deformacdes
elasticas que ndo contribuem com a curvatura assim como existem ternos de
curvatura que nao contribuem para a elasticidade. Isto é, enquanto os termos de
splay e bend contribuem para a elasticidade, eles nao apresentam nenhuma
contribuicdo direta a curvatura escalar e, por outro lado, enquanto o termo de
saddle-splay contribui para a energia elastica na superficie da amostra, sua
contribuicdo para a curvatura se espalha por todo material nematico.

Como consequéncia desses resultados, a regra para se operar a
diferenciagao foram modificadas pela introdugcao da conexao afim que imprime os
efeitos da curvatura na derivada, ou seja, fez-se o emprego da derivada
covariante. A conexao foi calculada a partir da métrica que torna real a hpétese do
método da conexao afim: o potencial gerado por uma molécula elipsoidal de um
nematico pode ser obtido através da distorcao do potencial de uma molécula
esférica, que é deformada até assumir a forma do elipsdéide correspondente. Como
a deformacdo da esfera em um elipsdide € descrita por um objeto que tem a
mesma forma do tensor pardmetro de ordem, ela pode ser tomada como o
parametro de ordem microscopico e, na passagem deste para o parametro de
ordem macroscopico, a métrica deduzida torna-se dependente da temperatura.
Este resultado é crucial.

Como indica o desenvolvimento do inicio da se¢ao 3.10, o simbolo

de Christoffel pode ser interpretado como o campo de forgcas que gera, entre
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outras propriedades, a elasticidade caracteristica do meio nematico. Com efeito,
no primeiro modelo apresentado, quando se fez uso apenas das derivadas usuais,
nao havia distingdo entre os diversos tipos de constantes elasticas, foi com a
introdugéo da derivada covariante que surgiram as diferengas entre elas. Ademais,
pode-se notar na férmula da derivada covariante, equacgao (35), que a conexao
afim é responsavel pela transmissdo dos efeitos da curvatura do espaco aos
vetores que se distribuem sobre este. Mas apenas quando se considera a
anisotropia macroscopica € que o modelo gera resultados similares aos dados
experimentais. Pode-se dizer que a anisotropia microscopica gera uma superficie
curva. Uma consequéncia direta desta interpretacdo € que a métrica pode ser
entendida como o potencial de energia armazenada no cristal liquido, que se
converte numa miriade de outros tipos de energia, entre os quais a elastica pode
ser contada.

Como exercicio da aplicagdo deste formalismo, ele foi aplicado na
descricdo dos termos de elasticidade de volume (bulk) de um cristal liquido
nematico, e comparado com o resultado obtido sem a utilizagdo de derivadas
covariantes. Um outro modelo, mais elaborado também foi proposto e, confrontado
com dados experimentais, revelou a qualidade dos resultados e a validade do
método.

Finalmente, deve-se salientar que o uso do método apresentado
néo se restringe ao calculo de constantes elasticas. De fato, a técnica da conexao
afim principiou-se com o calculo da viscosidade de nematicos, e a abordagem aqui
introduzida pode ser utilizada no calculo de qualquer grandeza da dinamica dos

fluidos nematicos, e até de outras fases de cristais liquidos.
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