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RESUMO

Neste trabalho estudamos, via Semigrupos Lineares, questoes relativas a existéncia,
unicidade, dependéncia continua e taxas de decaimento de solucdes para algumas equagdes de
Timoshenko com acoplamentos viscoeldstico e termoeldstico, onde sdo consideradas dois tipos
de condicdes de fronteira, Dirichlet e Dirichlet-Neumann. No segundo capitulo revisamos al-
guns conteudos e colecionamos uma série de resultados provenientes da teoria geral de analise
funcional e semigrupos lineares. No Capitulo [3] abordamos uma equagdo com acoplamento
viscoeldstico no momento fletor, ou seja, com termo de memoria na equagdo do angulo de ro-
tacdo. Neste capitulo, estudamos a estabilidade exponencial, taxa de estabilidade polinomial e
falta de estabilidade exponencial, conforme se d4 uma relagao entre os coeficientes do sistema,
mas independente das condi¢des de fronteiras. No Capl’tulo estudamos, na mesma ordem, um
sistema termoeldstico com lei constitutiva para a conducio de calor, a qual é denominada ter-
moelasticidade do tipo III. Neste caso, para o estudo de estabilidade polinomial e exponencial
usaremos um resultado comumente chamado por alguns autores de “desigualdades de obser-
vabilidade”, para uma classe ampla (e abstrata) de sistemas do tipo Timoshenko. Finalmente,
no quinto capitulo, independentemente de qualquer relacdo entre os coeficientes do sistema e
da condi¢do de fronteira considerada, mostramos que a solucdo decai para zero a uma taxa ex-
ponencial no sistema termo-viscoeldstico. Aqui, novamente a lei constitutiva para a conducao
de calor € considerada com sendo termoelasticidade do tipo III e é usada a desigualdade de
observabilidade, agora associada a um caso particular de equagdo de ondas.

Palavras-chave: Timoshenko, desigualdades de observabilidade, equacgdes diferenciais, semi-
grupos lineares.
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ABSTRACT

In this work we study, via Linear Semigroups, questions related to the existence, uni-
queness, continuous dependence and decay rates of solutions for some Timoshenko systems
with viscoelastic and thermoelastic couplings, where two types of boundary conditions are con-
sidered, namely, Dirichlet and Dirichlet-Neumann. In the second chapter we review some con-
tents and collect a series of results from the general theory of functional analysis and linear
semigroups. In Chapter [3| we approach an equation with viscoelastic coupling on the bending
moment, that is, with memory term in the equation of the rotation angle. In this chapter we study
the exponential stability, polynomial decay rate and lack of exponential stability, according to a
relation of the coefficients of the system, but independent of boundary conditions. In Chapter ]
we study, in the same order, a thermoelastic system with constitutive law for the heat conduc-
tion, which is called thermoelasticity of type III. In this case, for the study of polynomial and
exponential stability we will use a result commonly called by some authors as “observability
inequalities” for a wide (and abstract) class of Timoshenko type systems. Finally, in the Chapter
5 regardless of any relation among the coefficients of the system and the considered boundary
conditions, we show that the solution decays exponentially to zero in the thermo-viscoelastic
system. Here, again the constitutive law for the heat conduction is the thermoelasticity of type
III and it is used an observability inequality, now associated with a particular case of wave
equation.

Keywords: Timoshenko, observability inequalities, differential equations, linear semigroups.
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1 INTRODUCAO

Analisar questdes relacionadas a existéncia, unicidade e dependéncia continua de Pro-
blemas de Valor Inicial e de Fronteira (PVIF) constitui um primeiro passo na abordagem dos
problemas dentro da linha de pesquisa de equagdes diferenciais parciais. Além disso, faz-se
necessario estudar também as propriedades (qualitativas) das solu¢des globais obtidas a priori,
como por exemplo, o comportamento assintético de solugdes que consiste, basicamente, em
decaimento exponencial ou polinomial de solucdes, além de outras estabilidades.

O sistema de Timoshenko, assim chamado em referéncia ao engenheiro ucraniano
Sthephen P. Timoshenko (1878-1972), é um sistema de equagdes diferenciais parciais que des-
creve a vibragdo de uma viga levando em considerac@o o deslocamento transversal (vertical) e
o angulo de rotagdo. Por este motivo, o sistema de vigas de Timoshenko é considerado mais
geral (e realista) que o sistema de vigas de Euler-Bernoulli, tendo suas origens nos trabalhos de
Timoshenko [32, [33]].

Como mencionado acima, as duas variaveis consideradas no sistema de Timoshenko
sao o deslocamento vertical e angulo de rotacdo de uma secdo transversal com relacdo a secao
normal, as quais denotamos por ¢ = p(z,t) e ) = 1(x, t), respectivamente, ambas dependendo
da posicao x € [0, L] e do tempo ¢ > 0, onde L é o comprimento da viga.

No que segue, apresentamos uma ideia geométrica para as varidveis o e 1.

-

Sec¢do longitudinal | l |

Figura 1.1: Viga de Timoshenko.
Fonte: [31, Secdo 4.6]

De acordo com Timoshenko [32,,33]] as Equacdes de Momento para as varidveis ¢ e ¢

sdo dadas por

pA(,Dtt = SQC7 (11)
pIpy = M, — S, (1.2)
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onde p é a densidade de massa, A e I representam drea e o momento de inércia de uma se¢ao
transversal da viga, S designa forca de cisalhamento e M o momento fletor. De acordo com
(32, 133]] as Leis Constitutivas Eldsticas para a for¢a de cisalhamento e momento fletor sao dadas

por

S = KGA(ps + 1), (1.3)
M = EI,, (1.4)

as quais, de maneira ilustrativa sdo representadas na Figura [[.2] onde as flechas representam a

forca aplicada sobre a se¢do transversal.

AR ERE

l T T l
Figura 1.2: Forg¢a de cisalhamento e momento fletor.
Fonte: [31, Secdo 4.6]

7z

Nas equagdes (I.3) e (1.4), &’ é um fator de corre¢do de cisalhamento, G e E denotam os
modulos de cisalhamento e de elasticidade de Young, respectivamente. Fisicamente, todas as
constantes do sistema sao positivas.

Substituindo (1.3)-(1.4)) em (1.1)-(1.2) e denotando as constantes por

p1=pA, po=pl, k=KGA, b= FI, (1.5)

chegamos ao seguinte sistema eldstico (conservativo) de vigas de Timoshenko

(1.6)

1w — k(e + 1), =0 em (0,1) x (0,00),
pothie — by + k(pz +9) =0 em (0,1) x (0,00).

Nos Capitulos [3| [] e [5] apresentamos trés variagdes do sistema de Timoshenko ori-
ginal (I.6). Em todos os problemas, consideramos condi¢des de fronteira do tipo Dirichlet e
Dirichlet-Neumann, sendo que somente a varidvel de deslocamento vertical ¢ recebe a condi¢dao
de Neumann no tipo misto. Vale a pena ressaltar que a condi¢c@o de fronteira mista considerada
em [30], a qual extraimos os sistemas dos Capitulosd|e[5] ¢ diferente da que estd presente neste
trabalho. Para ambas as condi¢des de fronteira, em cada caso fizemos inicialmente uma breve

deducdo do problema, exibindo suas caracteristicas fisicas e apresentando sua versao autonoma.
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Em seguida, a existéncia, unicidade e estabilidade de solucdo serd estudada via teoria de semi-
grupos lineares. No que segue, daremos uma ideia mais especifica das leis consideradas em
cada um dos Capitulos 3} 4] e [5]

No Capitulo [3|estudamos o sistema de Timoshenko com acoplamento viscoelastico no
momento fletor, ou seja, com termo de memoria na equagdo do angulo de rotagdo. Tal sistema
origina-se considerando as equacdes de momento para o sistema de Timoshenko (I.T)-(1.2)),
mas considerando a viga em meios viscoeldsticos e, portanto, uma lei constitutiva viscoeldstica
para o momento fletor M, em vez da relagdo (1.4). Neste caso, a lei constitutiva (1.3) perma-
nece inalterada. Assim, conforme Muifioz Rivera et al. [4, 26]], consideramos as seguintes leis

constitutivas

S=h(pet1) e M=bp,— / g(sVu(t — ) ds, (1.7)

onde k e b também sao definidos em (1.5]) e a funcdo g é chamada de nicleo da memdria, sendo
a principio considerada uma fung¢do positiva e integravel sobre (0,00). Note que usamos o
principio de Boltzmann [6, 5] para a relacdo de tensdo-deformacdo do momento fletor M. Os
trabalhos pioneiros no estudo do sistema de Timoshenko com memoéria (com e sem historia)
podem ser vistos em [4, [26]. Para uma referéncia em portugués, ver também o livro [24]]. O
sistema que surge ao substituir as identidades em ((I.1))-(1.2) foi apresentado inicialmente
em [26]] sem a prova de existéncia e unicidade de solucdo. Em [31] foi apresentado esta de-
monstracdo com detalhes na Secao 4.8. Motivados por [30, Secdo 7], neste trabalho estudamos
mais uma vez a existéncia e unicidade de solu¢cdo. Além disso, analisamos o comportamento
assintotico de solugdo, que consiste em estudar a estabilidade polinomial e exponencial do sis-
tema (3.13)-(3.15). O tipo de decaimento depende do nimero y := ZL — £2, mas independe
das condicodes de fronteira. No caso particular da estabilidade polinomial, aplicamos apenas
teoria de semigrupos lineares, diferentemente da técnica de perturbacio de energia usada em
[26]. Todos os detalhes mencionados neste paragrafo serdo esclarecidos no Capitulo

No Capitulo[]apresentamos um sistema termoeldstico. Como encontrado na literatura,
o estudo da termoelasticidade comegou com o fisico Clarence Zener (1905-1993). A termoelas-
ticidade estuda efeitos do campo de temperatura sobre a tensdo-deformacao de sélidos eldsticos
em determinadas condi¢des térmicas, ou seja, o estudo aplica-se a sélidos eldsticos submetidos
a pequenas deformacdes e flutuacdes infinitesimais de temperatura. Se a variacdo de algumas
propriedades mecanicas e térmicas com a temperatura puderem ser desprezadas, entdo a equa-
cdo termoeldstica resultante € linear. Nesse caso, vinculamos a equacdo de movimento € o
balanco de energia (I.1)-(I.2)) a lei de condug@o de calor denominada termoelasticidade do tipo

111, a saber,
P3Vr = —qp — 0(Pg + V), (1.8)

onde v € a diferenca de temperatura, o € uma constante de acoplamento e ¢ é o fluxo de ca-
lor. Conforme apresentado em [30, Secdo 1], a teoria ndo convencional de condug¢do de calor

proposta por Green e Naghdi [15, [16] fornece uma estrutura geral para modelar uma gama
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mais ampla de problemas térmicos do que a teoria padrdo. A teoria € subdividida em trés tipos
distintos que diferem em sua generalidade: o tipo I que, em circunstancias especiais, engloba
a teoria padrdo baseada na prescri¢do constitutiva de Fourier para o vetor de fluxo de calor;
o tipo II permite a propagacio de ondas térmicas sem dissipa¢do interna de energia; € o tipo
IIT visa fornecer uma estrutura para descrever uma gama ainda maior de problemas. De fato,
Green e Naghdi desenvolveram suas teorias independentemente do tipo dentro de uma estrutura
termodinamica que, além de propagacao de calor em um condutor rigido, consideraram sufici-
entemente robustas para lidar com um nimero de fendmenos acoplados como aqueles cobertos
pela termoelasticidade em [17], ou pela teoria dos fluidos termoviscosos em [[18}19]. Com isto,
no capitulo mencionado consideramos um sistema de Timoshenko termoeldstico unidimensio-
nal, onde a condugdo de calor € dada pelas teorias de Green e Naghdi para o tipo III. Assim, as

leis constitutivas empregradas sao

S =k(ps + ) — ov, M=bp, e  qg=—0p,— VPu, (1.9)

onde p € o chamado deslocamento térmico, cuja derivacdo temporal é a temperatura empirica
v, ou seja, p, = v. As constantes b, k, p; e ps sdo consideradas como em (I.5). Neste caso,
substituindo (1.9) em (I.1)-(I.2) obtemos um sistema termoeldstico de Timoshenko, o qual foi
apresentado inicialmente em [30], onde os autores mostraram que a estabilidade do problema
(ver por exemplo o sistema (4.12)-(@.13) no Capitulo ) depende das condi¢des de fronteira 14
consideradas e do ndmero x. Com efeito, seguindo [30, Teoremas 4.2 € 5.9], podemos constatar
que (@.12)-(@.13) com condigdo de fronteira do tipo Neumann para v e 6 e tipo Dirichlet para
¢ € exponencialmente estdvel se, e somente se, Y = 0. Ja no caso xy # 0, € mostrado em
[1, Teorema 6.2] que o sistema (4.12))-@.13)) com a condi¢do de fronteira mista que acabamos
de mencionar decai polinomialmente com taxa ¢t~"/> e taxa t~'/* para a condicdo de Dirichlet,
ver (#.144d). Isso ocorre devido obtengdo de estimativas diferentes para os termos pontuais das
condicdes de fronteira. No presente trabalho mostramos que a taxa de decaimento ¢ a mesma,
e corresponde a taxa 6tima ¢~ /> para todas as condig¢es de fronteira deste trabalho. Isso serd
melhor discutido e apresentado no Capitulo {] ver Secao bem como todas as questoes
relativas a este problema em todo o capitulo. Aparentemente, [2] é o primeiro trabalho da
literatura a fazer algo nesse sentido, ou seja, a unificar a mesma taxa de decaimento polinomial
para condi¢des de fronteira diferentes quando nao é assumido igualdade de velocidade (y = 0),
onde sdo considerados sistemas de Timoshenko com acoplamento termoeléstico sob a lei de
Fourier.

Novamente motivados por [30, Secdo 7], apresentamos o sistema termo-viscoeldstico
no Capitulo[5] Para tratar do assunto termoviscoelasticidade, falaremos primeiro de viscoelasti-
cidade. Os materiais viscoelasticos sao fluidos que possuem caracteristicas de liquidos viscosos
com propriedades elésticas e de s6lidos com propriedades viscosas, ou seja, possuem proprie-

dades eldsticas e viscosas acopladas. Quando submetidas a uma tensdo de cisalhamento, estes
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tipos materiais sofrem naturalmente uma deformacdo e, quando esta cessa, ocorre uma certa
recuperacdo da deformacao sofrida, a qual € conhecida como comportamento eldstico. J4 um
material termo-viscoeldstico € a classe de materiais que sofre simultaneamente deformacoes
elésticas e viscosas levando em consideragc@o sua temperatura, ou seja, estamos em meios ndo
isotérmicos. Neste caso, consideramos um sistema de Timoshenko e termo-viscoelastico uni-
dimensional, onde a condugio de calor ¢ dada também pelas teorias de Green e Naghdi para o
tipo III, ou seja, assim como no sistema anterior, vincularemos a (I.1))-(1.2)) a lei de condug@o

de calor do tipo IIT em (I.8). Aqui, as leis constitutivas empregadas sdo

S = k(‘;px + w) —ov, M = wa - / 9(5)%(15 - 5) ds c q= _5px — YPaxt,
0

onde as constantes k, g, b, 9,y s@o consideradas como no problema termoelastico e a fungdo g
como no problema viscoeldstico. Novamente usamos o principio de Boltzmann para a relagcao
de tensdo-deformacdo do momento fletor M. A grosso modo, este sistema € a “juncdo” dos
sistemas termoelastico e viscoelastico ja mencionados. Em [30, Secdo 7], os autores sugerem
que usando as ideias descritas, e com adaptagdes necessdrias, poderia se obter os resultados
para os principais Teoremas nas Se¢des 4, 5 e 6 daquele trabalho. Sugerem também um estudo
para mostrar a taxa de decaimento polinomial 6tima da forma ¢~/ para o sistema (5.16)-(5.17)
deste trabalho, com as condigdes de fronteira 14 apresentadas, quando x # 0. No presente tra-
balho mostramos que o tipo de decaimento, independentemente do valor de x e da condicdo de
fronteira, é exponencial. Logo, apresentamos um tipo de decaimento melhor do que o sugerido
em [30]. Isto serd esclarecido no Capitulo [5] em particular na Sec¢do[5.5]

Por fim, no Capitulo [2]a seguir, apresentamos uma série de resultados classicos e fun-
damentais em Andlise Funcional, teoria de Espagos de Sobolev unidimensionais, dentre eles
se destaca o Teorema de Lax-Milgram. Além disso, na parte de semigrupos € apresentado
o importante Teorema de Lumer-Phillips. Tais resultados serdo utilizados frequentemente nas
provas de existéncia e unicidade dos problemas apresentados acima. Para finalizar os resultados
preliminares, sdo apresentados os Teoremas de Priiss e de Borichev e Tomilov, os quais serdo

usados para obter os resultados de estabilidade.
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2 RESULTADOS PRELIMINARES

Definicao 2.1. Sejam X e Y dois K-espacos vetoriais. Uma aplicacdo a : X xY — K é

chamada de forma sesquilinear em X X Y se satisfaz as seguintes condicoes:
(i) a(x +y,2) = a(z,2) +a(y,2), Ve,ye X e Vz€Y;

(ii) a(z,y +2) =a(x,y) +a(z,2), Ve e X e Vy,z€Y;

(iii) a(az,y) = aa(z,y), Ve € X, VyeY e VaecK;

(iv) a(x,ay) =aa(x,y), Ve € X, VyeYe VYaeck

No caso K = R, a é chamada de forma bilinear.

Definicao 2.2. Sejam X e Y dois espagos vetoriais normados e a : X X Y — K uma forma

sesquilinear. Dizemos que a é

(a) coerciva quando existe uma constante C' > 0 tal que Re (a(x,x)) > C||z|
r e X.

2., para todo

(b) continua (limitada) quando existe uma constante C' > 0 tal que |a(x,y)| < C|lz| x|y

Y
para todo par (z,y) € X X Y;

(¢) hermitiana quando a(z,y) = a(y, x), para todo (x,y) € X x X.

Definicao 2.3. Sejam X um K-espaco vetorial uma forma sesquilinear hermitiana.

a: X x X — K é chamada de produto interno em X se satisfaz as seguintes condicoes:
(i) a(z,x) >0, Voe X;
(ii) a(z,z) =0< z =0.

Denotamos um produto interno em X por (., .)x.

Definicao 2.4. Sejam X um espaco vetorial e (.,.)x um produto interno em X. A fungcdo
1

I.lx = (.,.)%, define uma norma em X. Esta norma é chamada de norma proveniente do

produto interno (.,.)x. Um espaco de Banach (H,||.|n) é chamado de espaco de Hilbert

quando a norma ||.|| € proveniente de um produto interno em H.
Teorema 2.5. Todo espaco de Hilbert é reflexivo.

Demonstragdo. Ver [20]], pagina 242, Teorema 4.6-6. O]
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Teorema 2.6 (Representacdo de Riesz). Seja H um espaco de Hilbert sobre K. Entdo, cada
funcional linear limitado f definido em H pode ser representado em termos de produto interno,
ou seja,

f(z) = (x,2)y, Vx € H,

onde z é unicamente determinado por f e ainda

[z = N2 -

Demonstragdo. Ver [20]], pagina 188, Teorema 3.8-1. U

Teorema 2.7 (Teorema de Lax-Milgram). Sejam H um espago de Hilbert real (complexo) e
a: H x H— R (C) uma forma bilinear (sesquilinear) continua e coerciva. Entdo, para todo

f linear (antilinear) e limitado, existe um tinico x € H tal que a(x,y) = (f,y), Yy € H.
Demonstragdo. Para o caso real ver [8], pagina 140, Corolério 5.8 e para o caso complexo ver

[27], pagina 595, Corolario 6.6.2. O]

2.1 ESPACOS LP

Defini¢fio 2.8. Seja Q C RY aberto e 0 < p < oo. Seja LP(2) o conjunto de todas as fungées

mensurdveis [ : Q0 — R tais que | f|P € integrdvel (no sentido de Lebesgue) em 2, ou seja,

ZLP(Q) = {f :Q — R; f émensurdvel e / |f(z)Pdx < oo}
Q

Dizemos que duas fungées f,g € LP(2) sdo equivalentes (f ~ g), se f = g quase sempre em
Q.

Indicamos por LP(2) o conjunto
LP(Q) = LP(Q)\ ~.
Para p = 0o definimos L= () = {f : Q = R; fé limitada quase sempre (q.s.) em 2}

Observacdo 1. Os elementos do conjunto LP(£2) sdo classes de equivaléncia de fungdes em
ZP(Q). Entretanto, é conveniente olhar esses elementos como sendo fungdes. Assim, escre-
vemos f € LP(2) no lugar de [f] € LP(£2), admitindo que f € o representante da classe de

equivaléncia.
Proposicdo 2.9. (i) Se 0 < p < oo, entdo LP()) é um espago vetorial.
(ii) O conjunto L>(2) é um espago vetorial.

(iii) Se f € L*(Q2), denotamos por

T ( / If(Q)Ipdx) " 0<p<os
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eparap = oo,

|l = sugess|f(x)] = 1inf{c > 0; [f(z)] < cgq.s. em Q}.
Te
Demonstragdo. Ver [8]], pagina 93, Teorema 4.7. [l
Corolario 2.10. Seja Q2 um aberto de RY.

(i) Sel < p < oo, entdo a fungdo

||.||Lp(Q) : LP(Q) — R

7 [ fllancen = ( / \f(:c)\pd:v)p

é uma norma para o espago vetorial LP(€)).
(ii) A fungcdo
[-llpeey : () = R
S ey = supess|f ()]
e
é uma norma para o espago vetorial L>((2).
Demonstracdo. Ver [8]], pdgina 93, Teorema 4.7. [

Definicao 2.11. Seja 1 < p < oo. Dizemos que um niimero real q é expoente conjugado de p

1
quando — + —=1sep € (1,00),g=oc0sep=1leq=1sep= .

P q
Lema 2.12. Se 1 < p < oo ea,b> 0, entdo a? + b < (a + b)? < 2P~ (aP 4 bP).
Demonstracdo. Ver [1], pagina 23, Lema 2.2. [

Lema 2.13 (Desigualdade de Young com ¢). Dados a,b > 0,1 < p,q < oo conjugados e
e > 0, vale
ab < ea? + C(e)b?.

Demonstragdo. Ver [[12]], pagina 622, Secao B.2. [

Teorema 2.14 (Desigualdade de Holder). Seja Q@ C RY aberto e sejam p e q expoentes conju-
gados, 1 < p<oc. Se fe LP(N)ege LIN), entdo fg € L'(Q) e

1 fallzr@) < I fllee@llgllLa)-

Demonstragdo. Ver (8], pagina 92, Teorema 4.6. [
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Teorema 2.15 (Desigualdade de Minkowiski). Sejam f,g € L(Q) e, 1 < p < co. Entdo,

If + gller) < [ fllze@) + gl ze@)-

Demonstragdo. Ver em [20], paginas 13-15. 0

Defini¢iio 2.16. Seja Q um aberto do RY e ¢ : Q0 — R uma funcdo continua. O Suporte de ¢ é

0 conjunto

supp(6) = { € O 6(x) £0} -
Denotamos por Cy(2) = {¢p € C(R2); supp(¢) ¢é compacto}.

2.1.1 Espacos de Sobolev Unidimensionais

Esta se¢do define e caracteriza conceitos muito importantes relacionados aos espacos

de Hilbert e/ou Banach que sdo utilizados ao longo do trabalho.

2.1.2 Os Espagos W?(I)
Seja I = (a,b) com —c0c <a<b<+ooep € Rcoml < p < 0.

Defini¢iio 2.17. O espago de Sobolev W'P(I) é definido por

Whe(I) = {u € LP(I); 3g € LP(I) com /ugp’dm = —/ggpd:c, Yy e Cé([)}.
I I

No caso particular p = 2, denotamos W*(I) = H'(I), ou seja,

HY(I) = {UE L*(I); 3g € L*(I) com /ugp’dx: —/g(pdx, Vo € C’é([)}.
I I

Observacio 2. Dada v € W'?(I), a fungio g é chamada de derivada fraca de u em W'?(I) e
sera denotada por u/'.

Proposi¢ao 2.18. (i) O espaco WP(I) é um espago vetorial normado, munido da norma

(usual)
lullwrey = lulloy + 1l zory,  Yu € WH(I), 1 < p < oo,
Além disso, se 1 < p < oo, entdo podemos definir a norma

1/p
lelly = (el + 1150

em WYP(I), a qual é equivalente & norma usual.
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(ii) O espaco H'(I) é um espago vetorial com produto interno e norma definidos, respectiva-

mente, por

(u,V)gr = (u,0)2 + (U, Vz) 2 = /uﬁdm%—/uxv_xdx, Vu,v € H'(I)

1 1

1
P 1
lll = (/ s+ [ |ux\2dx) — (lallZe + s 22)?

Demonstra¢do. A demonstragdo dos itens (i) e (i) seguem mostrando as propriedades de

norma e produto interno para os espagos definidos. 0

Lema 2.19. Seja I um intervalo ilimitado e sejau € WYP(I), com 1 < p < oo. Entdo,

xh_{glo u(z) = 0.

Demonstragdo. Ver [8]], pagina 214, Corolério 8.9. O]

Teorema 2.20 (Imersdo de Sobolev). Temos que se I é limitado (|I| < oc), entdo W'P(I) C

C(I), para todo 1 < p < 00, com inclusdo compacta.
Demonstracdo. Ver [8]], paginas 212 a 214, Teorema 8.8. O]

Corolario 2.21 (Derivagio do produto). Sejam u,v € WHP(I) com 1 < p < co. Entdo, temos

uv € WHP(I) e (wv) = v'v + wv'. Além disso, vale a férmula de integragdo por partes

Demonstragdo. Ver [8], pagina 215, Corolério 8.10. 0

2.1.3 Os Espacos W, 7(I)
Definicao 2.22. Seja 1 < p < co. O espago VVO1 P(I) é dado por
Wi = am”
No caso de p = 2 denotamos por
Hy (1) = Wy*(1).

Observacio 3. O espaco W, ”(I), também é definido como

W(]Lp(I) ={ue WLP([); u(z) = 0 parax € OI}.
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Quando p = 2,
Hy(I)={u € H"; u(z) = 0parax € OI}.

Teorema 2.23 (Desigualdade de Poincaré). Seja I um intervalo limitado. Entdo, existe C' > 0,

tal que
lullwismy < Cllu ooy, Yu € W (I).

Demonstragdo. Ver [8]], pagina 218, Proposi¢ao 8.13. [

Observacio 4. Do Teorema vem que [|u|y10y = [[u']|Lr(r) define uma norma equiva-
lente em W, ”(I). Além disso, é possivel mostrar que C' = |I|.

2.1.4 Os Espacos L2(I) e WlP(T)

Defini¢ao 2.24. Denotamos por LP(I) e WLP(I), respectivamente, os espagos de média nula,

o (1) = {u e I7(1): ﬁ/lu(x)dx _ 0}
We(1) = {u e Whr(I): |—}|/lu(x)da: - o} | @0

No caso de p = 2 denotamos por
H,(I) = W*(I).

Observagio 5. Os espagos WP (I) e H!(I) sdo subespagos de W'P(I) e H'(I), respectiva-
mente, com norma e produto interno induzidos de W' (I) e H'(I).

Teorema 2.25. (i) Se 1 < p < oo, entdo W} P(I) sdo espagos de Banach.
(ii) Se 1 < p < oo, entdo WIP(I) sdo espagos reflexivos.
(iii) H!(I) é um espaco de Hilbert com produto interno e norma induzidos de H'(I).

Demonstragdo. As demonstragdes dos itens (i) e (ii) sdo consequéncias da Observacdo [5] e

resultados de Andlise Funcional que podem ser encontrados em [8]] e [[10]. L]

Teorema 2.26 (Desigualdade de Poincaré para espaco de medida nula). Seja I um intervalo

limitado. Entdo, existe C' > 0, tal que

ullwrody < Clllzeq, Yu € Wor(D),
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onde WEP(I) é dado em 2.0).
Demonstragdo. Ver 31} P4dgina 34, Teorema 2.87]. O

Observacio 6. Do Teorema vem que ||ul[y1» = ||u'|| L» define uma norma equivalente em
wWhe(r).

Notaciio 1. O dual dos espacos W,”(I) com 1 < p < oo e H}(I) serdo denotados por
1, 1 - 1,1 _

W=h4(I) e H™(I), respectivamente, onde ~ + - = 1.

2.1.5 Os Espacos W™?(I) e Wy (I)

Defini¢do 2.27. Dado m > 1,1 < p < oo e I C R, os espacos de Sobolev W™P(I) sdo
definidos como
WmP(I) = {u e LP(I); 3o/, u”, ..., u™ e LP(I)},

onde as funcdes u',u”, ..., ™) sd@o chamadas de derivada fraca de ordem 1, 2,..., m, respecti-

vamente. Além disso, se u € WP (I)

/uDjsodw = (—1)j/u(j)90dx7 Vo € (1), 1<j<m,
I I

onde D’ representa a derivada cldssica de ordem ;.

Observacao 7. (i) W P(I) é um espago vetorial normado com norma

ullwemery = lulleay + > 1Dl o)

J=1

(i) Quando p = 2, denotamod W™?2(I) = H™(I) é um espago de Hilbert com o produto

interno e norma dados por

(u, ) gm(ry = (u, )21 +Z (Diu, D7v) 2 ()5

Jj=1

1
2

el gomry = (”u”%w) Y ”Dj“Hi”‘”)
j=1

(iii)) Param > 2e 1 < p < oo. Também podemos escrever
WP ={ue W P(I); o' € W™ (1)}

Entdo, W™?(I) C WP(I), ¥m > 2, com inclusio continua.
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Teorema 2.28. (i) W™P(I) sdo espacos de Banach para 1 < p < oc.
(ii) W™P(I) sdo espagos reflexivos para 1 < p < oo.
(iii) H™(I) é um espaco de Hilbert.

Demonstragdo. Ver [9]. ]

2.1.6 Definicoes e Resultados Particulares
Teorema 2.29. Seja V = H}(0,L) ouV = H!(0, L). Dada u € V, temos —0p,u € V.
Demonstracdo. Podemos definir

—Opet 0 V—R

v > (Opptt, V) 1= (00, Opt)s.

O operador —0,,u estd bem definido. Agora, note que —0J,,u € continuo e linear. De fato,

utilizando as desigualdades de Cauchy-Schwarz e Poincaré, obtemos
[(=Ouzts, )| < |0zv]la]|Opull2 = [[ullv[[v]lv

Ou seja,
| = Opatt|| g-1 < ||ul|v, Vu € V.

. z 7 . . , . . ’
Assim, —0,, é continua, a linearidade é verificada facilmente e, portanto, —0,,u € V. O]

Teorema 2.30. Sejam X um espaco de Banach e By € L(X) um operador invertivel tal que
Byt € L(X). Se By € L(X) é tal que

1
|Ballz(x) € 57—
1B1 leex)
entdo o operador By + By ¢ linear, limitado e invertivel.

Demonstracdo. Ver [24]], pagina 90, Lema 2.12.1. [

Teorema 2.31. Seja V = L?*(0,L), L%(0,L), H}(0,L) ou H!(0, L) e considere u,,v, €V,
para todon € N. Seu, — 0eu, +v, — 0em V, entdo v, — O em V.

Demonstragdo. Basta notar que,
[onllv: < lun + vnllv + [Junllv,

paratodon € N. [
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Definicdo 2.32. (i) Diz-se que
f=0(g9) quando = — x,

se existe uma constante C tal que

|f(z)] < Clg(z)],

para todo x suficientemente perto de xy.

(17) Diz-se que
f=o0(g9) quando x — x,

se o seguinte limite ocorre
@)

=0.
=0 [g(2))]

Observacio 8. A expressdo “O(g)” (ou “o(g)”) ndo estd definida por si s6. Ela deve ser sempre

acompanhada do limite, por exemplo “x — xy”.
Definicao 2.33. Escrevemos, paran, p € Ne f, : R = R,
fon=cnf, ¢>0, n— oo,

para indicar que f, se comporta como um polinémio de grau p na varidvel n.

2.1.7 Espacos com Peso

No decorrer do trabalho serd utilizado a notagdo R*, para o conjunto (0, 00), isto é
rERT,se) <z < o0.
Seja g € C*(RT) N L*(R) uma fungdo positiva com g(0) > 0.

Definicao 2.34. Seja X um espaco de Banach e 1 < p < oo. Definimos espago com peso g por
LA(RT, X) = {7] : [0, 00) = X /0 g(s)|In(s) |5 ds < oo} : (2.2)

Serd comum, neste trabalho, a notagdo L, (R*, Hg(0, L)) := M.

Proposicao 2.35. Se 1 < p < oo, entdo o espagco LTg’(R+,X ) € um espago de Banach com

norma

1
- ( / g<s>un<s>||szds) .
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Em particular, se X é um espago de Hilbert, entdo LL(R™, X') é um espaco de Hilbet com

produto interno definido por

(moﬁmtm:ZKMQQXM@£@DX@.

Demonstragdo. Ver [34]]. O
Proposicao 2.36. Seja 1 < p < oo. A aplicacdo
Z,: L’;(R*,X) - X
0 T = [ aons)ds

é limitada com

(p—1)

IZo(mllx < llgll o Il s x), Y € LY(RT, X).

Demonstragdo. Da desigualdade de Holder, temos

/oco g(s)lIn(s)llxds = /OOO g7 ()97 (5)ln(s) | xs

(p—1)

< (/ g(s)dS) 171l 2 @+ x)
0

(p—1)

gl ey Il 2z s ).

IN

Assim, Z, estd bem definida e vale

(p—1)

IZs()llx < N9l gy 1l g e x): Y € LE(RY, X).
(RF)

A linearidade de Z, € imediata. O]

O Teorema caracteriza o conceito de Convolugdo que serd utilizado para a de-
monstragao do Lema [2.3§]

Teorema 2.37. Sejam f € L'(RY) e g € LP(RY) com 1 < p < oo. Entdo, para quase todo

r € RY, a funcdo

F:RY - R
y = Fy)=flz—y)gy)
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é integrdvel sobre RN . Definimos convolucdo de f com g por
(f *g)(x) = / Fly)dy = | f(z —y)g(y)dy.
RN RN
Entdo, fxg € LP(RY) e
1 * gllr@yy < N lle@vy gl ey

Demonstragdo. Ver [8]], pagina 104, Teorema 4.15. U

Lema 2.38. Sen € L2(R*, X), com X = H;(0, L) ou H(0, L) espago de Hilbert. Entdo, a
fungdo ¢, dada por

Pn(s) = /O S e n(y)dy

pertence a L2(R*, X). Em particular,

/ g(s)/ e’ n(y)dyds < +o0.
0 0

Demonstragdo. Sejan € L2(R*, X). Observe que

/OOOQ(S)H(%):C(S)H%QCZS = /0 8)((6n)a(5), (1)a(8))2ds

= /Ooog </0 '™, y/os nx(w)dw)L2d8
= /Ooog /Oe /Oe *(n2(y), M (w)) 2 dwdyds
[ o ([ e tnloar) ([ e tntwlpan) s

s 1
e1(s) = e e ea(s) = [g(s)]2 [ (s) ]| 2,
temos que ¢; € L'(RT) e g5 € L*(RT), logo &1 * €5 € L*(R™) pelo Teorema[2.37, em que

IN

Denotando por

(1 % £2)(s) = / ey — s)ealy).
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Portanto, utilizando novamente o Teorema [2.37] obtemos

[ on@noids < [T ([ e nmled) ([ e intwloa) s
/OOO (61 % £2)(s)ds

= |le1 x 52”%2(R+)

< lelZi@nlle2lzz

u ([ s e )

=1

= Hn|’%2(R+,X) < 0.
g

2.2 SEMIGRUPOS LINEARES

A teoria de semigrupos de operadores lineares em espacos de Banach tem um papel
importante no estudo de Equagdes Diferenciais. Historicamente, teve seu grande avango a par-
tir de 1948 com a demonstragdo do famoso Teorema de Hille-Yosida, ver por exemplo Pazy
[28]. Decorrente deste, temos o principal resultado do presente capitulo, a saber, o Teorema de

Lumer-Phillips.

2.2.1 Definicoes e Propriedades

Definicao 2.39. Diz-se que uma aplicagédo S : [0,00) — L(X) é um semigrupo de operadores

lineares limitados de X se
(i) S(0) = Ix;

(ii) S(t+ s) = S(t)S(s), para todos t, s € [0, 00).

Além disso, diz-se que o semigrupo S é de classe Cy, ou é um Cy-semigrupo, se

(iii) lim ||S(t)x — z||x =0, paracadax € X.
t—04

Proposicao 2.40. Seja S(t) um semigrupo de classe Cy. Entdo,

i PUSOlleco) _ WOSOlec) _

t—o00 t t>0 t

com —o0 < wy < oo. Além disso, para cada w > wy, existe uma constante M > 1 tal que

1S()]lexy < Me*, Vit > 0.
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Demonstragdo. Ver em [28], pagina 4, Teorema 2.2. O]

Definiciio 2.41. Quando w = 0, tem-se que ||S(t)||z(x) < M, para todot > 0. Neste caso,
diz-se que S(t) é um semigrupo uniformemente limitado. Se, além disto, M = 1, S(t) é dito
um semigrupo de contragaoes.

2.2.2 Gerador Infinitesimal de um Cj-semigrupo

Definicao 2.42. Seja S(t) um Cy-semigrupo em X. O operador A : D(A) C X — X definido

por
D(A) = {m € X; lim (S(h)_—&) x existe}
h—0 h
‘ S(h) -1
Az = lim (L> z, v € D(A),
h—0 h

é dito o gerador infinitesimal (g.i.) do semigrupo S(t).
Observacdo 9. D(A) é um subespago vetorial de X e A € um operador linear.

Proposicao 2.43. Sejam S(t) um Cy-semigrupo e A seu g.i. As seguintes propriedades sdo

vadlidas:
(i) Se x € D(A), entdo S(t)x € D(A) paratodot > 0 e

%(t)x = AS(t)x = S(t) Az, vt > 0.

(ii) Se x € D(A), entdo

S(t)yr — S(s)x = / AS(&)zdé = / S(&)Axde, 0 < s < t.

t
(iii) Se vz € X, entdo/ S(&)xds € D(A) e
0

A </Ot S(g)xdg) — S(t)r — .

Demonstracdo. Ver [28]], pagina 5, Teorema 2.4. [

2.2.3 Teorema de Hille-Yosida

Teorema 2.44 (Hille-Yosida). Seja A : D(A) C X — X um operador linear. Entdo, A é g.i.

de um Cy-semigrupo se, e somente se, sdo vdlidas

(i) A éfechado e D(A) é denso em X ;
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(ii) existem niimeros reais M e w tais que para cada A\ € R com \ > w, temos \ € p(A;) e

M

R\, A" <
1RO A € 5=

para todon € N, onde p(A;) e R(A\, A). Neste caso,

1Sl zx) < Me*t, t> 0.

Demonstragdo. Ver [28]], pagina 20, Teorema 5.2. OJ

O Teorema nos d4 condi¢des necessdrias e suficientes para a caracterizagdo de um Cjy-
semigrupo, mas a verificacdo de suas hipéteses ndo sdo simples. Deste modo, serdo apresenta-
dos na préxima secao alguns resultados preliminares para a verificacdo de um resultado muito
importante para este trabalho, o qual decorre do Teorema de Hille-Yosida. Além disso, a verifi-
cacdo de suas hipdteses sdo bem mais simples como veremos.

2.2.4 Teorema de Lumer-Phillips

Definicio 2.45. Escrevemos A € G(M,w) para exprimir que o operador linear A é o gerador
infinitesimal de um Cy-semigrupo S(t) que satisfaz

1Sl ex) < Me*', ¢ > 0.

Observacio 10. (i) Nocasoem quew = 0, temos que A € G(M, 0) e significa que {S(¢) }+>0

¢ um semigrupo limitado com

1Sl exy < M, t>0.

(ii) No caso particular em que M = 1, e w = 0, entdo A € G(1,0), significa que A é g.i. de

um Cjy-semigrupo de contragdes, pois
1S®)]lex) <1, t=>0.

Proposicao 2.46 (Hille-Yosida para Contragdes). Um operador linear A é um g.i. de um Cy-

semigrupo de contracoes (A € G(1,0)) se, e somente se,

(i) A é um operador linear fechado e densamente definido, isto é, D(A) = A.

(ii) Paratodos A\ >0 e \ € p(A), temos

IR Allex) <

> =
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Demonstragdo. Ver [28]], pagina 8, Teorema 3.1. [

Definicao 2.47. Uma aplicacdo dualidade, é qualquer aplicacdo j : X — X' tal que para
cada x € X, temos j(x) € F,, onde

Fp={a" € X' (v, o) x = l2"|% = I|=[I% } -

Definicao 2.48. Um operador linear A é dito dissipativo relativamente a aplicacdo dualidade

J» se
Re(j(x), Az)x x <0, Vo € D(A). (2.3)

Se A é um operador dissipativo (relativamente a alguma aplicacdo dualidade) e, além disto,

Im (Ix — A) = X, dizemos que A é m-dissipativo.
Demonstracdo. Ver [28]], pagina 14, Teorema 4.2. [

Teorema 2.49. Sejam H um espago de Hilbert e A : D(A) C H — H um operador linear
dissipativo. Se Im (\oI — A) = H para algum Ny > 0, entdo Im (\[ — A) = H para todo
A > 0.

Demonstragdo. Ver [28]], pdgina 15, Teorema 4.5.

Teorema 2.50. Seja A : D(A) C X — X um operador dissipativo tal que Im (I — A) = X.

Se X é um espago reflexivo, entido D(A) = X.
Demonstracdo. Ver [28]], pagina 16, Teorema 4.6. [

Teorema 2.51 (Lumer-Phillips). Se A é um g.i. de um Cy-semigrupo de contragbes em espacos

de Banach, entdo
(i) A é dissipativo relativamente a qualquer aplicagcdo dualidade,
(ii) Im (Mx — A) = X, para todo \ > 0.

Reciprocamente, se

(iii) D(A) é denso em X,

(iv) A é dissipativo relativamente a alguma aplicacdo dualidade,
(v) Im (Aolx — A) = X, para algum Xy > 0,

entdo A é um g.i. de um Cy-semigrupo de contragaoes.

Demonstragdo. Ver [28]], pagina 14, Teorema 4.3. L]
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Observacao 11. As aplicagdes dos proximos capitulos serdo realizadas em espagos de Hilbert

(H, () [1-]m)-
Deste modo, nos préximos capitulos utilizamos a aplica¢do dualidade j(z) = x. Neste caso,
(2.3) resumimos a Re (Ax,x)y <0, Vax € D(A).

O Teorema [2.52] é um resultado muito importante e bastante utilizado na parte de
existéncia dos problemas apresentados nos proximos capitulos. Esse resultado € consequéncia
do Teorema[2.51| com a dualidade definida na Observagao[I1]

Teorema 2.52. (Lumer-Phillips 1) Se A é um g.i. de um Cy-semigrupo de contracdes em es-
pagos de Hilbert (H, (., .)u, ||.||n), entdo

(i) A é dissipativo, isto é, Re (Azx,z)y <0, Vo € D(A).
(ii) Im (Mg — A) = H, para todo \ > 0.
Reciprocamente, se
(iii) D(A) é denso em H;
(iv) A é dissipativo;
(v) Im (Aoly — A) = H, para algum Xy > 0,
entdo A é um g.i. de um Cy-semigrupo de contragoes.
Demonstragdo. A demontragio segue do Teorema [2.51] 0

Corolario 2.53. Seja A um operador linear dissipativo com dominio D(A) denso em um espaco

de Hilbert H. Se 0 € p(A), entdo A é um g.i. de um Cy-semigrupo de contra¢ées em H.
Demonstragdo. Ver [24]], pagina 88, Teorema 2.12.3. [

Definicao 2.54. A grosso modo, um sistema de equacdes diferenciais é chamado auténomo,
quando suas equacoes ndo dependem explicitamente da varidvel temporal t. E dizemos que o

mesmo é ndo autonomo em caso contrdrio.

Teorema 2.55. Considere o problema de Cauchy abstrato

du
d_g()t) = A(u(t)), t>0, (2.4)
u(0) = uyp.

Se A é o g.i. de um Cy-semigrupo {S(t)}i>0 em um espago de Banach X, entdo para cada

up € D(A) (ug € X ), existe uma tinica func¢do na classe

u € C([0,00); D(A)) NCHR*; X) (u e C([0,00), X))
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que ¢é solugdo cldssica (generalizada) do PVI (2.4), dada por u(t) = S(t)ug. Além disso, se

{S(t) }+>0 for um Cy-semigrupo de contragdes, temos que

du
lu@)x < lluollx e ‘ — @] =< [[Auollx.
X
Demonstragdo. Ver (8], pagina 185, Teorema 7.4. 0

2.2.5 Resultados de Estabilidade

O primeiro resultado é uma versdo ja adaptada para espacos de Hilbert e fornece uma
caracterizacio de estabilidade exponencial para Cy-semigrupos de contracdes, ver por exemplo

At

os artigos [13} 29] ou o livro [23, Teorema 1.3.2]. A partir deste momento, e¢”* indica um

Cp-semigrupo cujo g.i. é o operador A.

Teorema 2.56 (Priiss). Um Cy-semigrupo de contragoes T(t) = et definido em um espaco de

Hilbert H é exponencialmente estdvel se, e somente se, valem as duas condicoes a seguir

(1) iR C p(A); (2.52)
(#7) limsup ||(iAlg — A) 7| gy < oo (2.5b)
[A| =00
Demonstragdo. Ver [13}129]123]. O]

O préximo resultado foi recentemente estabelecido por Borichev e Tomilov no artigo
[7] e fornece uma caracterizacio de decaimento do “tipo polinomial” para Cj-semigrupo limi-
tados. Uma versdo completa do Teorema a seguir pode ser vista em [7, Teorema 2.4]. Aqui,

vamos resumir apenas nos casos em que aplicamos aos problemas de Timoshenko estudados.

Teorema 2.57 (Borichev e Tomilov). Suponhamos que T(t) = e?' seja um Cy-semigrupo

limitado definido em um espaco de Hilbert H tal que iR C p(A). Entdo, vale a seguinte

equivaléncia:
T (A ey = O(tY*)  se, e somente se, ||(iMy — A) 7| ey = O(JA[%),  (2.6)

parat — oo e |\| = 00, e alguma constante fixada o > 0.
Demonstragdo. Ver [7]. O

O resultado seguinte € bem peculiar da teoria de semigrupos lineares. O mesmo pode
ser usado para mostrar que o resolvente p(A) de um operador linear A contém o eixo imagindrio
iR, hipétese fundamental na estabilidade de semigrupos e requerida nos Teoremas e
No que segue apresentaremos uma versdo que resume dois resultados do livro de Engel and

Nagel [11], a saber, o Corolério 1.15 e Proposi¢do 5.8. Vejamos:
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Teorema 2.58. Sejam (X, || - ||x) espago de Banach e A : D(A) C X — X um operador

linear com conjunto resolvente p(A) ndo vazio.

B1. O operador A tem resolvente compacto (isto é, existe X € p(A) tal que (\[; — A)~' é
compacto) se, e somente se, a aplicagdo inclusdo i : (D(A), | - ||pw)) = (X, | - ||x) €

compacta.
B2. Se o operador A possui resolvente compacto, entdo o espectro o(A) de A é composto
apenas por autovalores de A.

Demonstragdo. Ver [11]]. O

2.3 PROBLEMAS VARIACIONAIS

Nesta secdo, separamos alguns resultados tteis de unicidade de solucdo para alguns
problemas variacionais, as quais serdo utilizados nas Se¢des [3.2]e[5.2]dos capitulos seguintes.

A partir deste momento, usaremos || - || para indicar || - || z2(0,z)-

Lema 2.59. Considere g, € L*(0,L) (L%(0,L)), go € H'(0,L) e g3 € H (0, L). Entdo,
existe uma tinica terna (p, 1, 0) no espago Hy (0, L) x Hy(0, L) x H} (0, L) (respectivamente,
H(0,L) x H}(0, L) x H}(0, L)) tal que

—k(pz +¥)e =g em L*(0,L) (ouLZ(0,L)), (2.72)
k(py + 1) — Boge =go em H'(0,L), (2.7b)
— 004, = g3 em H'0,L), (2.7¢)

e ainda, p € H*(0, L), com ¢, € H}(0, L) no caso g, € L*(0, L).

Demonstracdo. Para que possamos provar o lema de uma forma dinamica, definiremos V; =
H3(0,L) e Vo = H!(0, L) e usaremos a nota¢do V; para indicar que estamos apresentando o
caso em que g; € L*(0, L) ou g; € L?(0, L) a0 mesmo tempo.

Mostraremos que existe uma dnica solucdo (¢, v, 0) € V;x H} (0, L) x H3 (0, L) := A;

para o seguinte problema variacional

al(p,1,0), (3,9,0)) = Z(§,¢,0), V(3,4,0) € Ay, (2.8)

onde a((¢, v, 0), (¢, QZ, 5)) : A; x A; — C é uma forma bilinear, dada por

~ o~ L JR— = = —
a((p,¢,0), (¢,¢,0)) = /0 [F(pa + ©) (0 + ) + Boatds + 60,0:]dz. (2.9)

e =: A; — C é um funcional dado por

~ o~ ~ o~ L J— —_ _~
=(5.49.0) —s (3, ,6) = / (05 + 20 + gs0) da 2.10)
0
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Pelas propriedades de produto interno, vemos que a forma a, definida em (2.9), é
claramente sesquilinear. Vamos mostrar que a € continua e coerciva. Usando as desigualdades

de Cauchy-Schwarz, Holder e Poincaré, teremos

klls + Yll21Ba + Pll2 + Bllvsllalltall2 + 61l6: 211622
klloall2|Ballz + ELlallalve |z + ELIv |2 Ball2
kL[ lall sl + Bllwellallvellz + 011621216212
Cllleallz + 1tallz + 102 112) (1Ball2 + 1all2 + 162]12).

la((@, 9. 0), (3,.,0))]

IA

IN

IN

onde C' := max{k, kL, kL* + 3,5}. Assim,

a((p,%,60), (3, 9,0))] < Cll(2, 0, 0)lla, (B, 0) 1,

Quanto a coervidade, usando o fato de que (a1 +az+az+as+as)? < 8(a?+a3+a3+aj+a?),

temos
0 < b0l
< (el + sl + 8]
< (a0l + bl + 6l + ]2
< Sllge+ UIE 8L + 12wl + 8103
8 8L+ 8
< llee+ ol + 8L g + 63
< Re(]?'G((%?ﬂ,@)»(%%@))),

onde p = max {8/, 82 +1%/3,8/5}. Se p1 = /p, entdo Re (a((¢p, ¥, 0), (¢, ,0))) = pull(0, 4, O)|[3,
como queriamos.
Mostraremos agora que =, definido em (2.10)), é antilinear e limitada. De fato, segue

das propriedades de produto interno que = € antilinear. Além disso,

1Z(¢, YL §)| < (g1,9)2] + ’(92,7;)2’ + ’(93,5)2|
< NgillzBllz + g2l 1912 + lgsll -1 11112
< c(I1Ballz + 10xll2 + 1162]12)
= <(I8llv, + ¥l sz + 1161l s12)
= <@, ),

onde ¢ = L([lg1ll2 + llg2llz— + llgsll ).
Pelo teorema de Lax-Milgram, existe uma tnica terna (¢, 1, §) € A; solucdo de (2.8).
Em particular, a identidade (2.8)) é vélida para ¢ = 0 = 0. Aplicando o Teorema da
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Representacdo de Riesz, deduzimos

(k0 + 1), 0) = (Bibu, ¥a) = (g2,0), Vo € Hy(0, L),

ou, equivalentemente,

k(gpx + @D) - 51%:5 = (g2 €m H_l((), L)

Como a identidade (2.8) é valida para ¢ = zZ = 0, procedendo de modo andlogo ao caso
anterior, obtemos
00, = g3 em H'(0,L).

Além disso, observando que a identidade (2.8 também & vélida para ) = 0 = O e

procedendo de modo anédlogo ao apresentado acima, segue que

L L
k‘/ (P + V) Puda =/ g@dr, VP eV (2.11)
0 0

A partir deste momento, teremos que analisar separadamente 0s casos em que g; €
L*(0,L)e g, € L2(0, L).

Caso 1. g1 € L*(0, L);
A igualdade em (2.17)) é valida para qualquer fun¢do @ € HJ (0, L). Assim,

L L
/ k(pu + ) Bode = / (—g1)3dz, V3 € H(0, L), 2.12)
0 0

Como k(p, + 1), —g1 € L*(0, L) e vale (2.12) em particular para ¢ € C;(0, L), entdo
¢, € H'(0, L) € ainda

k(s + ) =—g1 em L3(0,L).

Caso 2. g; € L0, L).
Dado ¢ € H'(0, L), aigualdade (2.17]) é vélida para a seguinte fun¢do de média nula:

1 (L
=1 i
o= L/Ogoa:

Substituindo, entdo, a fungdo acima em (2.11)), podemos escrever

L _ L 1 /T L
[ Meeroiar — [wero(q [ par) o= [ o
0 0 0 T 0
L #
— /gl(—/ @dx)d:z:. (2.13)
0 L 0
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Usando que v € HJ(0,L), g, € L%(0,L) e <% fOL gZd:E) = 0, temos

L L
/ k(pe + )@, dr = — / (—g1)@dz, Vg € H'(0, L). (2.14)
0 0

Como k(¢, + ), —g1 € L*(0, L) e vale (2.14) em particular para ¢ € C}(0, L), entdo
¢, € H'(0, L) € ainda

E(pe +1)e =—g1 em L*0,L). (2.15)

Substituindo em (2.14)) o resultado obtido em (2.13)), segue que

L B L B
/ ko, p,dx = —/ k@ pdx.
0 0

Integrando por partes o lado direito da igualdade acima, deduzimos

z=L

2(x)p.(z)]  =0. (2.16)

=0

Escolhendo ¢ € C'([0, L]) com (L) = 1 e $(0) = 0, segue de 2.16) que ¢,(L) =0
Além disso, escolhendo ¢ € C*([0, L]) com $(L) = 0 e $(0) = 1, obtemos ¢, (0) = 0.
Portanto, o, € H}(0, L).

Isto termina a prova do lema para ambos os casos. [

Como caso particular (f = 0 e g3 = 0), temos o seguinte lema:

Lema 2.60. Considere g, € L*(0, L) (L?(0,L))e go € H (0, L). Entdo, existe um tinico par
(¢, ) no espago HL (0, L) x HL(0, L) (respectivamente, H}(0, L) x HJ(0, L)) tal que

{ et o em L*0,L) (ou L(0,L)), (2.17a)
k(py +1) — Bhpe = go em H 0,L), (2.17b)

e ainda, p € H*(0, L) com p, € H}(0, L) no caso g, € L2(0, L).
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3 UM SISTEMA VISCOELASTICO DE TIMOSHENKO

3.1 DEDUCAO DO SISTEMA DE TIMOSHENKO COM MEMORIA

Nosso ponto de partida sdo as equagdes de momento para o deslocamento transversal

e angulo de rotagdo para sistemas de Timoshenko

p1pw =Sz € pathy =M, — S5, (3.1)

onde p; e po sdo introduzidos em (1.5). Além disso, de acordo com o exposto inicialmente na

Introdugdo, consideramos as seguintes leis constitutivas

S=k(ps+v) e M=b, — /Ooog(s)wm(t — s)ds, (3.2)

onde k e b também sao definidos em (I.5]). Logo, substituindo (3.2) em (3.1)), obtemos o seguinte

sistema de Timoshenko com memoria

P — k(0e + 1)z =0 em (0,L) x R,

pathy — bbas + K + 1) + /OOO o()a(t —$)ds =0 em (0.L) xR, O

o qual sera considerado com condig¢des iniciais

90('1'? O) = 900<x>7 Sot($70) = 801<x)7
W(x,s) = o(x,s), v(z,0) = Ob(x,t)|i=0 := U1 (z), € (0,L), s<0. (3.4)

e condicdes de fronteira do tipo Dirichlet

oz, t) =Y(z,s) =0, x=0,L, t>0,seR, (3.5)
ou do tipo Dirichlet-Neumann

or(z,t) =(x,8) =0, z=0,L, t>0,seR. (3.6)

Observe que o sistema em (3.3)) € ndo-autdnomo. Com efeito, veja que do termo inte-
gral terifamos um coeficiente dependendo explicitamente da varidvel ¢ e, entdo, pela Definicdo
[2.54 ndo temos uma equagdo auténoma. Logo, para aplicar a teoria de semigrupos lineares
vamos transformar o problema (3.3)-(3.6) em um sistema autdbnomo. Para tanto, seguiremos as
ideias de Grasselli e Pata [[14] introduzindo uma nova varidvel no sistema. Definamos a seguinte
varidvel

n=mn(x,t s)=v(xt)—¢Yx,t—s), xe€(0,L), t>0,s>0, (3.7)
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a qual € conhecida como histéria de deslocamento relativo. De (3.7), temos

/OOO 9(8) s (t — 5)ds = (/OOO g(s)ds> Ve — /OOO 9(8)Nax(t, s)ds. (3.8)

Além disso, derivando (3.7) com relagdo a t e s e considerando as condi¢des iniciais e de

fronteira para v, podemos escrever

Ne+1s =Py em (0,L) x Rt x R*,

n(x,t,s) =0 emz=0L t>0,5>0, 30

n(x,t,0):= 111%77($,t, s)=0 emz € (0,L),t>0, (3-9)
S—r

n(x,0,s) = o(x) — o(x, —5) :=no(x,s) emzx e (0,L),s>0.

De (37)-(39) e denotando por 3 = b — [~ g(s)ds, podemos reescrever (3.3) no
seguinte sistema de Timoshenko com memdria

prpw — k(pz + 1)z =0 em (0,L) x RT,

/)2?/% - meﬁ + k(@z + 1/1) - / g(S)nx:r(S)dS = O cm (07 L) X R+7 (310)
0

e+ 1s = P em (0,L) x RT x RT.

Para que (3 > 0, vamos assumir que g € L' (R") satisfaz by := [, g(s) ds € (0,b). Mediante

a (3.4)-(3.6), acoplaremos ao sistema ((3.10) as seguintes condigdes iniciais e de fronteira

@(xvo) = ‘;00($)’ @t(xvo) = (P1($)7 @0(%0) = @Uo(iﬂ)» %(%0) - 1/11(93)7 (3.11)
n(x,0,8) =no(x,s), x€(0,L), s>0, .
e
{ 30(07t) = 90(L7t> - ¢(07t) - 77ZJ(L7t) =0,t>0, (3.12a)
n(0,t,s) =n(L,t,s) =0, t >0, s> 0,
ou
{ 90:5(07t) = SDI(Lvt) - ¢(07t) - ¢(L7t) =0,t>0, (3.12b)
n(0,t,s) =n(L,t,s) =0, t >0, s> 0.

No que segue, considerando algumas hipéteses adicionais para a funcdo g, mostraremos a exis-

téncia e unicidade de solugdo via teoria de semigrupos lineares para o PVIF (3.10)-(3.12).



3.2 EXISTENCIA E UNICIDADE

Considere o seguinte sistema

prps — k(z + 1)z =0 em (0,L) x RT,
patu — Bbus + k(pr + 1) — / 9(8)7z2(s)ds =0 em (0, L) x R,
0
Ne+1s = em (0, L) x R* x R¥,

com condig¢des iniciais

QO(ZL‘,O) = QDO(ZE)’ QOt(IE,O) = 901(‘73)? S (O’ L),
@D(ZE,O) = 7700(55)7 Q/Jt(xvo) = 1/11($), VS (O’ L)’
n(x,0,s) =no(x,s), n(z,t,0) =0, =€ (0,L), s>0,t>0,

e condi¢des de fronteira do tipo Dirichlet

©(0,t) = (L, t) = (0,t) = ¢(L,t) =0, t >0,
n(0,t,s) =n(L,t,s) =0, t >0, s>0,

ou Dirichlet-Neumann

©02(0,t) = (L, t) =9(0,t) = (L, t) =0, t >0,
n(0,t,s) =n(L,t,s) =0, t >0, s>0.
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(3.13)

(3.14)

(3.15a)

(3.15b)

Assumiremos que o nicleo de memoria g pertence a classe C([0,00)) N C'((0, 00)) e satisfaz

0< / g(s)ds<b e 0<kyg(s)<—g(s), seR",
0

para algum k; > 0.

(3.16)

Mostraremos que o PVIF (3.13)-(3.135) possui uma unica solug@o utilizando teoria de

semigrupos lineares. Para isso, denotamos ® = ¢;, U = ¢, e U = (p,®,4, ¥, n)T. Para

contemplar as condi¢des de fronteira (3.13)), consideramos o espago de fase

Hy, = Hy(0,L) x L*(0,L) x Hy(0,L) x L*(0,L) x M (para (3.154))

Hy = H(0,L) x L2(0, L) x H3(0,L) x L*(0,L) x M (para (3.15b)),
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onde M ¢ dado como na Defini¢do [2.34] Consideramos o produto interno dado por

(U W), = p1(®,B)s + pa(U, W)y + Bty n)s + k(s + 1, 5r + 0)a
o 1T )2dls,
+/0 9(5) (10, 7 )ods

€ norma
1015, = pull @13 + o2l I3 + Blla |3 + Ellps + 13 + / g(s)lln.(s)3ds,
0

para os elementos U = (p,®,1, ¥, n)T e W = (5,®,4, ¥, 7)7 € H;, j = 1,2. Assim,
podemos converter (3.13)-(3.15)) no seguinte problema de Cauchy Abstrato

{Ut:AjU, t>0,

(3.17)
U(O) = UO = (SOOa ¢law07¢lan0)Ta
onde A; : D(A;) C H; — H,;,j = 1,2, é definido por

0 I, 0 0 0 |

k k

—0yr O —0, 0 0

P1 P1

Ai=1 0 0 0 I 0 :
k k o] 1
-0, 0 ——I;+—0,, 0 — 8)Opz(+, 8)ds
P2 P2d P2 102‘[0 g() ( )
0 0 0 Iy s |
onde ~ _
)
- x + x
o (0o + )
AU = v (3.18)
1 o0
Py (B + [ g(s)n(s)ds) ,, — pCR)
U —n;

para todo U no dominio
D(A,) = {U € Hi|®,¥ € Hy(0,L), n, € M,n(0) =0,

©, B + /000 g(s)n(s)ds € HZ(O,L)} (para (3.154))
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D(A;) = {U € Hy|® € HN0,L), 00, W € HN0, L), 15 € M,7(0) = 0,
©, BY + /000 g(s)n(s)ds € H*(0, L)} (para (3.15b)).

O objetivo é usar o Teorema de Lummer-Phillips para mostrar que A;, definido em (3.18), é
gerador infinitesimal de um Cj-semigrupo de contracdes e/ sobre o espaco H;,paraj =1,2.

Iniciaremos mostrando alguns lemas:

Lema 3.1. Suponhamos que g satisfaz (3.16). Entdo, A; é dissipativo em H j, ou seja,
Re (A;U,U)y; < 0paratodoU € D(A;), j=1,2

Demonstragdo. Seja U = (¢, ®,¢, ¥, )T € D(A;) e relembrando A;U dado em (3:18),

temos

(AU Uy, = (k(pe +10)a, @)y + (6% — k(s + ) + /Ooog<s)nm(s>d8, ‘I')
+B(Vs, ¥s)2 + /OOO 9(8) (¥ = 15(5))s M (5))2ds + k(Po + W, 0 + )2
- k((%+¢)x,<1>)2+/Ooog(s)<\11x,m(s>)zds—/Ooog(s)wsx(s)mx(s))gds

+ (61/}901 + /0 g(s)nm(s)ds, \I[> —k (gpx + % \Ij)2 + B(Wﬂcu 77bm>2
2

Integrando por partes e usando as condicdes de fronteira, obtemos

(AU, 0)n, = Bl (B Bada + (o, th)a] + / T () (Ve mi(5))2 — (To(), (el
- / 9(5) (s (5). 7 (5))odls.

Tomando a parte real e lembrando que Re (z — Z) = 0, vem

L
Re (AU U, = —lim [ g(o) 5 (o) s
Y
1 ”

1/y
= —5lim <9(3)|l7]m<5)“% —/ g’(S)an(S)H%dS)- (3.19)

Y
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Como n € M, segue que g||n.(-)||3 € L'(R") e consequentemente
lim g(1/y)|[n:(1/y)ll3 = lim g(2)[ln.(2)]3 = 0. (3.20)
y—0 Z—00

Além disso, usando que g € decrescente e positiva, pela desigualdade de Holder, podemos

escrever

Yy 2

0< g3 = 9 (ns)a,-( )ds 2

g (/ 1) (s Hm)
B ( 1/2/ 1 \|2ds>
- (/0 a0 )()|\2d5>2

y / 9l (ns)als) |12ds

< y-lInslig, Yy e RY.

IN

De novo, usando que 7, € M, deduzimos
< i 2 <1 2 —
0 < lim g(y)lIn.(s)ll2ds < lim yln|l34 = 0,

ou seja,
lim g(y)||n.(v)|I3ds = 0. (3.21)
y—0

Logo, em (3.19)), usando (3.20) e (3.21)), deduzimos
1 oo
Re (A;U,U)y, = 5/ g (s)||n«(s)||3ds < 0. (3.22)
0

Portanto, da condi¢do (3.16)), concluimos que A; € dissipativo em H,, j = 1, 2.

Lema 3.2. Suponhamos que g satisfaz (3.16). Entdo, 0 € p(A;), para j = 1,2.

Demonstragdo. Afirmacio 1: O operador —.A; definido em (3.18) é sobrejetor, para j = 1, 2.
Com efeito, dado F' = (fy, fa, f3, f1, f5)* € H; obteremos U = (p, @, ¢, ¥, )T
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D(A;) tal que —A;U = F, para j = 1,2, ou seja,

(- = fi, (3.23a)
k
— — (2 + V)2 = fo, (3.23b)
1
- U= fs, (3.23¢)
1 o0 k
- — (w + B/ g(S)n(S)dS) + —(pg + 1) = fu, (3.23d)
P2 0 ox P2
(s — V¥ = f5. (3.23¢)

Com base nas equacdes (3.23a)), (3.23¢) e (3.23¢), devemos tomar

(I):_fleHéa)vL) (OuHi(OvL))v \Ij:_f3€H[%(07L) € ns:fS_f3€M~

Integrando de 0 a s, lembrando que ¥ ndo depende de s e como queremos

n(xz,s = 0) = 0, entdo deduzimos

n(s) = /0 F(OdC — sfs. (3.24)

Para mostrar que 7 definido em (3.24)) pertence a M, usando as hipdteses de g em (3.16) e

integrando por partes veja inicialmente que, para y € R, vale

Ly 1 Ty 1/y d
[ s is <~ (@B~ [ oL nelks) . 629
Yy 1 y Y §

Da desigualdadade de Cauchy-Schwarz e da igualdade £ ||n, (s)[|3 = 2 Re (1,(s), 145 (5))2, tam-

bém novamente das hipéteses sobre g em (3.16) obtemos

%Hm(S)H% < 2lma()2llmes()l2 e = g(V)lIna(f)ll5 < 0.

Consequentemente, temos por (3.25) que

Yy Yy
[ oo < Fawlm 1+ [ ool .

Usando a desigualdade de Young na desigualdade acima com £ = *1/1, podemos es-
crever

l/y 2 4 1/y
/ 9(8)[Ina(s)ll3ds < —g(y)llm(y)|!§+—2/ 9(s)Ines(s)l3ds. — (3.26)
y ki kl Yy
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Por (3.21) e n € M, vale que liII(l) g |In=(y) |34 = 0. Assim, (3.26)) nos fornece
y—

o 4
| sl < i (3.27)
1

o que nos garante 7 € M, visto que 75 € M.
A partir do Teorema [2.29] note que

/000 9(8)ne(s)ds € H (0, L),

€ temos

</0°° g(S)Uxa:(S)ds,i/;> =— (/Omg(s)nm(s)ds,@;)Q, v € HY(0, L).

Vamos definir

g1=p1f2 € L*(0,L) (ou LZ(0,L)) e go=pafs +/ 9(8)1ea(s)ds € H(0, L).
0
(3.28)

Como H}(0,L) € H~*(0, L), ento € antilinear e continuo o funcional abaixo

920 Hy(0,L) — C

R P S s ( / mg(s)m(s)ds,{ﬁ)Q.

Portanto, segue do Lema que existe um dnico par de fungdes (p,1)) em HJ(0,L) x
H}(0,L) (se gy € L*(0,L))ouem H!(0,L) x H}(0,L) (se g1 € L?(0, L)), tais que

—k(pz +¥)e =0 em L*(0,L) (ouL%(0,L)), (3.292)
k(pz+10) = Blow = g2 em H (0, L). (3.29b)

O Lema nos fornece p € H?(0,L). O mesmo lema também nos diz que, se
g1 € L%(0, L), entdo ¢, € H}(0, L). Da igualdade em (3:29b), temos

k(o + 1) — B, 0) = {g2,0), Vb € HY(0,L).

Usando agora a defini¢do de g, em (3.28)) e aplicando o Teorema da Representacdo de

Riesz, podemos escrever

k(%+¢,1;)2+5(%,%)2=pz(f4,i5)—</o g(s)nm<s>ds,zl)7 Vi € H(0,1). (3.30)
2

Em particular, (3.30) é vélida para qualquer fungdo ¢ € C(0, L) C HZ(0, L). Pela definigdo
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de derivada fraca, concluimos que

/0 0(5)00(8)ds + Bibua = k(i +0) — pofu em L*(0, L)

B + /000 g(s)n(s)ds € H*(0, L).

Logo, U = (p, ®,1, ¥, n)T como considerado acima pertence a D(A;) para j = 1 ou
2. Isto completa a prova da Afirmacdo 1.

Afirmacio 2: O operador —A;, definido em (3.18), € injetor para j = 1, 2.

De fato, considere U € D(A;), j = 1 ou 2, tal que —A;U = 0. Mostraremos que

U = 0. Escrevendo _.AjU = 0 em termos de suas componentes, temos

(—® =0, (3.31a)
— k(ps + )z =0, (3.31b)
-v =0, (3.31¢)
- (ﬁw +f g<s>n<s>ds) (gt ) =0, (3314)

O T
\7ls — v =0. (3316)

Das igualdades em (3:3Td), (331¢d) e (331€), obtemos @, ¥ e 1, nulos em H}(0,L) (ou
H(0,L)), H)(0,L) e M, respectivamente. Usando a desigualdade dada em (3:27), segue
quen = 0 em M.

Note que (v, ) = (0, 0) satisfaz

— k(ps +1)e =0 em L*(0,L) (ouLZ(0,L)), (3.32a)
E(pp + 1) — Bowe =0 em H 0,L). (3.32b)

Da unicidade de solugdo para (3.32a)-(3.32b), garantida pelo Lema[2.60} segue que ¢ = ¢) = 0.
Portanto, concluimos que U = 0, o que mostra a Afirmacéo 2.

Das Afirmacdes 1 e 2, concluimos que o operador A, inverso do operador definido
em (3.18)), existe para j = 1, 2.

Afirmacdo 3: O operador A", inverso do operador definido em (3.I8)), é limitado
paraj =1,2.

E suficiente mostrar que existe uma constante universal C' > 0 tal que
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com U solugdo da equacao resolvente
— AU =F, (3.33)

que ja estd descrito em termos de suas componentes no sistema (3.23a)-(3.23¢)).
Das equagdes (3.234) e (3.23¢) e da desigualdade de Poincaré, obtemos imediatamente

pil|®l3 < 2L%pi|fie+ f3ll3 + 2L o1l f |l

< 22 (14 Ca IF| (3.34)
> P1 2 3 H; .
€
2 L2 2 L2
pall¥llz < o2 { 5 ) Bllfsallz < pagHFHHj- (3.35)

Tomando produto interno de (3.33) com U em 7, e usando (3.22) e (3.16), segue que

1

k/, oo
§1||TI||M < 5/0 —g'(s)|Im=(5)l12ds = Re (=A;U, U)y, = Re (F.U)s; < U, |1 F ;.

Portanto, 5
Inll3, < k—lllUllajHFlm. (3.36)

Tomando produto interno em L?(0, L) (ou L?(0, L)) de (3:23B) com ¢, de (3.23d) com
¥ e, por fim, somando as igualdades obtidas, podemos escrever

Ellps + 013 + Bllvall3 = — (/0 g(S)m(S)dSWO + p1(f2, )2 + pa(f1, 1)
2

Com isto, usando a desigualdade de Chauchy-Schwarz, temos

b
Ellow + 012+ Bllnl? < anHM(ﬂH%H»+L\/%<m|f2||z><mm+w||2>

+L2\/%<muf2ug><mm|m
+L\/%<¢mf4\m<m|wxuz>.

Usando a desigualdade de Young para ¢ = 1/2, segue da estimativa acima que

klloz + 13 + Blvalls < CillUl |1 F Nl + Cllnllia (3.37)

_ bo [, 1 P2
Cl —2LmaX{m7\/;,L\/%+ \/%}

Desse modo, somando membro a membro as estimativas obtidas em (3.34)-(3.37),

onde
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deduzimos

2 2 2 o (1, L L? 2
U], < | G+ T [Ula; [1E' 3¢, + Culimllag + |2L7p1 P Kl + 02E 1|, -

Usando novamente a estimativa para 1 dada em (3.36)), podemos escrever

1015, < CallUll I1F I, + CollF3,.

onde 2 2C 1 L2 L?
C, = Ci+—+ ok (4= ——
2 maX{1+k1+k1, p1(k+5)+P26}
Finalmente, aplicando a desigualdade de Young com £ = /2, concluimos que
U5, < C2(2C2 + 1) | FIf3,,,
0 que prova a Afirmacdo 3 e conclui a demonstragdo do Lema 3.2 [

Teorema 3.3. Suponhamos que g satisfaz (3.16). Entdo, o operador A; definido em (3.18) é
um gerador infinitesimal de um Cy—semigrupo de contragdes eit em H;, j=1,2
Demonstragdo. Face ao Teorema de Lumer-Phillips (ver Teorema [2.51)), é suficiente mostrar
que A; é linear, dissipativo, D(A;) = H,; e que existe A positivo tal que Im (Ao — A;) = H,.
A linearidade é facilmente verificada, j4 do Lema segue a dissipatividade do operador A;.
Deste modo, definindo S como sendo o operador identidade do espago H;, tem-se que S €
linear, limitado e invertivel com [|S||z¢z,) = [|S™" | 22,) = 1.

Definindo também B = \o(—.A;) ", observe que em virtude do Lema vem que B

¢ linear e limitado para qualquer )\ € C. Além disso, se

1
(=AD" g,

| < (3.38)

entao
1

||B||»C(H}) = |>\0|||(_Aj)_1||£(Aj) < 1 - 571—
I

Deste modo, segue do Teorema que se )\ satisfaz (3:38), entdo S + B = I + \g(—A;) !
¢ um operador linear, limitado e invertivel. Mais ainda, concluimos que o operador Aol — A; é

bijetor, uma vez que pode ser escrito como a composicao de operadores bijetores
Aol — A; = —A; (T4 xo(—A)7).

Portanto, existe )\, real positivo e suficientemente pequeno tal que Im (Ao —A;) = #; e, como
consequéncia do Teorema[2.49] resulta que o operador Ao/ — A; é sobrejetor para qualquer Ay
real positivo, em particular para \y = 1. Assim, do Teorema obtemos D(A;) = H,;. Isto
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completa a demonstracdo do teorema. [

Como consequéncia dos Teoremas [3.3]e [2.55] temos o

Teorema 3.4. Suponhamos que g satisfaz (3.16). Entdo, para cada vetor Uy € D(A;), o

problema (3.17) possui uma tinica solucdo na classe
U € C([0,00), D(A;)) N CY(RT,H,;),

dada por U(t) = e?it j = 1,2.

Demonstragdo. Segue dos Teorema [3.3]e Teorema [2.55] O

3.3 ESTABILIDADE

Nesta secdo, apresentaremos os resultados de estabilidade para a solugdo U(t) =

e?itUy, j = 1,2 do problema (3.17) e, portanto, para a solu¢io do sistema (3.13)-(3.15). Fare-
mos uso da relacdo de velocidade de ondas dada como segue

P2y (3.39)

k b

Teorema 3.5. Suponhamos que pi, p2,b, B,k > 0 satisfacam (3.39) e que g satisfaca (3.16).

Entdo, existem constantes C, m > 0 independentes do dado inicial Uy € H; tais que
U@ 3, < Ce™ [ Usllag,, >0, j=1,2. (3.40)

A demonstracdo do Teorema [3.5] seguird como consequéncia imediata do Teorema a

seguir.

Teorema 3.6. Sob as hipéteses do Teorema temos que et é exponencialmente estdvel, ou

seja, existem constantes C,w > 0 tais que
e ey < Ce™, VE>0, j=1,2.

Face ao Teorema de Priiss (ver Teorema [2.56)), para concluir o Teorema [3.6]¢é suficiente
provar que iR C p(A;) e limsup ||(iA; — A;)~"
[A]—o00
nas subsecdes que seguem.

|22,y < oo. Tais condig¢des serdo mostradas
J

O segundo resultado, o qual versa sobre uma estabilidade do tipo polinomial, € mos-

trado sem o uso da condig¢do (3.39). Vejamos:

Teorema 3.7. Suponhamos que p1, p2,b, 5,k > 0 e que g satisfaca (3.16). Entdo, existe uma
constante C > 0 independente do dado inicial Uy € D(A;) tal que

C
U@, < mHUoHD(Aj), t — oo. (3.41)
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Em outras palavras, o sistema de Timoshenko viscoeldstico (3.13)-(3.15)) é polinomialmente

estdavel com taxa dependendo da regularidade dos dados inciais.

As conclusdes das provas dos Teoremas [3.5] [3.6 e [3.7] serdo feitas nas Subsegdes [3.3.3]
e[3.3.4] respectivamente, como consequéncia dos resultados contidos nas préximas duas subse-

¢oes via Teorema de Priiss e Teorema de Borichev e Tomilov (Teorema[2.57).

3.3.1 Primeira condicao do Teorema de Priiss e condicao do Teorema de Borichev e Tomi-

lov

O resultado principal desta se¢do é mostrar que iR C p(.A;) é valida independente-
mente das condi¢des de fronteira em (3.15]) e do valor de x definido em (3.39).

De fato, suponhamos que ndo ¢é valida iR C p(A;), j = 1,2. Entdo, pelo Teorema
(presente no Apéndice A deste capitulo), existe w > 0, uma sequéncia (&, ),eny C R com

& — w, |€,| < w e uma sequéncia de elementos
Un = (1 P n, Wi, 0, O, )" € D(A;)  com  [|U]l3, = 1, (3.42)
tais que
i& Uy — AU, — 0 em H;, j=1,2. (3.43)

Observacio 12. Da propriedade de (U, ),en em (3.42)) é facil ver que se n — oo, entdo
[Unll3, — 1, § = 1,2, (3.44)

Escrevendo em termos de suas componentes, temos

(€00 — ©, — 0 em H.(0,L)ou HY(0, L), (3.45a)
i&np1®y — k(0ne + Un)e — 0 em L*(0,L)ou L?(0,L), (3.45b)
i&pthy — U, — 0 em H}(0,L), (3.45¢)

&2V + K(One + Un) — (ﬁwn + /0 N g(s)nn(s)ds) — 0 em L*0,L), (3.45d)

| 2&ntn + Thns — W — 0 em M, (3.45¢)

onde -
by = / g(s)ds, B :=b—by. (3.46)
0

Lema 3.8. Considere j = 1, 2. Suponhamos que p1, p2, b, 3,k > 0, que g satisfaca (3.16)) e que

seja vdlida a convergéncia em (3.43)). Entdo,

/ () mn()[Bds — 0 e -0 em M.
0
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Demonstragdo. Tomando produto interno de (3.43) com U,, em 7, e tomando parte real na

convergéncia resultante, obtemos
Re (-.AjUn, Un)H] — 0. (3.47)
Usando (3.22)) e (3.16) na convergéncia (3.47)), segue que

ky [ 1 [
0< 5 [ 9(s)llmma(s)llzds < 5/ =9/ (8)|1nna(5)l3ds = Re (= A;Un, Un)p, — 0,
0

2 Jo
(3.48)
e o lema segue pelo Teorema do Confronto. 0
Lema 3.9. Sob as mesmas hipoteses e notacoes do Lema vale
U, 10, — 0 em Hy(0,L). (3.49)

Demonstragdo. Vamos inicialmente mostrar dois resultados fundamentais para este lema, a

saber, que W,, é limitada em H} (0, L) e que

lim g(y)n=(y) = lim g(y)n(y) = 0. (3.50)

Y—00

Para isso veja que, derivando e tomando o produto interno com V,,, em L*(0, L),
concluimos que

Agora, observe que da desigualdade de Cauchy-Schwarz, temos

H\Ijn,ng = ’ZSn(¢n,x7 \Ijn,x)Q - H\Ijn,zH% - Z€n<wn,za an,x)Z’

Aplicando a desigualdade de Young para ¢ = 1/2 em (3.52)), podemos escrever

1¥nellz < 2li&n(¥Yna, Yna)2 — | Wnall2] + &llUnall2 (3.53)

Por fim, usando a convergéncia (3.51), a limitagdo de &, e a desigualdade |1 [|5 < 511U |13,

(3.53) nos fornece a limitacdo para a sequéncia (||V,, .||2)nen. Quanto ao segundo resultado,

lembrando que (3.20) e (3.21)) nos da
lim g(4/s)l|n.(1/y)lI2 = lim g(y)lln: (1)1 = 0,
y—0 y—0

podemos usar o fato de que lin% |lu(y)||2 = 0 implica lin% u(y) = 0 e que a fungio g/ é limitada
Yy— Yy—
para inferir que (3.50) acontece.
Veja agora que s +— gin\Ifn € M, para todo n € N. Tomando o produto interno de
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com 5%\I/n em M, temos
n

v, 1 1
l (nn(-), 5—2) + 5—2 (Mnys (), i) g —5—2 (U, ¥y,) y — 0. (3.54)

-

=Sn

Mostraremos agora que S,, — 0 quando n — oo. Para cada n € N, integrando S,, por partes

com relagdo a s, usando o Lema[3.8] que (¥,,),,cx € limitado em H_ (0, L) e Fubini, temos

1

- / T () ha(3), T s

- g [T (s = [Tt ) o

0
1 [es)
5—2H\I/n,x’|2 : ‘ / g/(s)nn,z<3)d8
n 0 2

oo 1/ o o
< é(/o —g/(S)ds) (/0 —g/(3)||nn’$(s)||§ds> NWalls — 0.

Portanto, (3:54) nos d4 ¥,, — 0 em H}(0, L). Consequentemente, da convergéncia (3.45¢),
concluimos que ¢, — 0 em H}(0, L). O

‘Sn’ = ‘

IN

Lema 3.10. Sob as mesmas hipoteses e notacoes do Lema temos

Demonstragdo. Tomando o produto interno de com p,®,, e de (3.45b) com P, ambos
em L?(0, L), por fim somando os resultados obtidos, temos

ip1€n[(9n Pn)2 + (Pus 0n)2] — p1l|Balls = k((Pna + ¥n)a, 0n)2 — 0.

Integrando por partes, tomando parte real (e lembrando que Re i(z + Z) = 0) em ambos os

lados do limite anterior, podemos escrever
- leq)nH% + kRe (90n,ac + wna Spn,:v)Q — 0. (356)

Agora, tomando produto interno de (3.45d) com p,¥,, e de (3.45d) com 1),,, ambos em

L?(0, L), por fim novamente somando os resultados obtidos, segue que

il (] = ( (80,4 /0009<5>’7”<3>d5)m’¢”)2

+ k(SOn,m + wna wn)Q - IOZH\Ijan — 0.
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Integrando por partes e usando os Lemas [3.8]e[3.9] segue da convergéncia acima que
kRe (¢nz + tn, ¥n)2 — 0. (3.57)
Somando e (3.57), concluimos que
= pill®ull3 + Ellons + ¥nlls — 0. (3.58)

]

Para chegar na contradi¢do desejada, temos ainda que: tomando o produto interno de
(3:45d) com k(p,, . + ,) em L?(0, L), segue que

ZﬂnPQk(\I]m Pzt 2/}n)2 - <(Bwn + /0 Q(S)Un(s)d5> ) k(‘Pn,x + ¢n>>

+E*||@ne + Unlls — 0.

2

Fazendo integragio por partes, usando que 1, — 0 em M, v,,, ¥,, — 0 em H}(0, L) e que
(One + ¥n)nen é limitada em L?(0, L), vem

L

+ k2||90n,m + ¢n||§
0

(B0 [ o6 mals)ds) - (s + T

+ (61/}71,1 + /Oo g(s)nn,ax(s)dsu k(@n,z + ¢n)z> — 0. (359)
0

2

Por outro lado, tomando o produto interno de (3:45b) com S, + [ g(s)nn.(s)ds em
L*(0, L), podemos escrever a seguinte convergéncia

i, (Ww i / g(s)nn,z@)ds,cbn)
2

- <5¢n,x + / g(s)nn,x(s)dsa k(@n,x + ¢n)w) — 0.
0 2
Usando que ®,, ¢ limitada em L2(0, L) e que ||Btn, + [° g(s)nn,m(s)ds”2 — 0, segue da

convergéncia anterior que

— (5¢n,x +/0 9($)Nn 2 (8)ds, k(ona + wn)z) — 0. (3.60)

2

Somando (3.59) e (3.60) concluimos que

L

+ k|| pnz + Unllz — 0, (3.61)
0

- (ﬁww v mg(s)nn,xw)ds) o

para ambas as condigdes de fronteira (3.154) e (3.15b).
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Lema 3.11. Consideremos as mesmas hipdteses e notagées do Lema[3.8, Para a condi¢do de

fronteira (3.15b), obtemos ||U,||», — 0, o que é uma contradi¢do com (3.44).

Demonstragdo. Para a condigio de fronteira (3.13b), temos por (3-61) que ||@y.2 + Unll2 — 0.
Logo, pelo Lema temos p;||®,||3 — 0 e, portanto, disto e dos Lemas obtemos

1Unlf3, — 0,

o que é uma contradi¢io com (3.44). O

Com o Teorema[2.3T]e os Lemas [3.8{3.10jem maos, (3.45)) implica

(i€0pn — @ — 0 em H(0,L)ou H(0,L), (3.62a)
i&np1®pn — kpppe — 0 em L*(0,L)ouL?*(0,L), (3.62b)
kone — (51% +/ g(s)nn(s)d5> —0 em L*0,L), (3.62¢)

0 Tx
[ n,s(8) — 0 em M. (3.62d)

Lema 3.12. Consideremos as mesmas hipoteses e notagoes do Lema Para a condigdo de
fronteira (3.154d), também obtemos ||U,, ||, — 0, 0 que é uma contradig¢do com (3.44).

Demonstragdo. Tomando o produto interno de (z — £/2)- (8. + [, 9()Tnzds) com (3.62c),

obtemos a seguinte convergéncia

(Kowe o= 119 B+ [ alomantolts)
- ({5% + /OOO g(S)nn(S)dS} - (x = L), B+ /OOO g(s)nn’x(s)d5> 0

2

Usando, na convergéncia anterior, o fato de que [|3¢n. + [3° 9($)Mna(s)ds||s — 0 e que

(©n.2)nen € limitada em L?(0, L), por fim tomando parte real na expressio resultante, temos

—re ([0 [ o =) Bt [ SV ma(s)ds) .

2
2)
2
— 0.
2

Agora, usando que £ |u|? = 2Re (T - u,) ¢ integrando por partes, concluimos

g (’wa(o) + /Ooo 9(8)1n,2(0, s)ds 2 + ‘Wn,w(L) + /OOO 9(8)1hn, (L, s)ds

- Hﬁwn,x +/(; Q(S)Un,x(s)ds
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Usando novamente que || 3¢y + [3° 9(5)1n.z(s)ds||2 — 0, segue que

Bwn’x(0)+/o 9(8)1.2(0, s)ds, ﬂ¢n7$<L)+/o 9(8)Nn,(L, s)ds — 0. (3.63)

Por outro lado, tomando o produto interno de (3.62b) com (z — L/2) (¢n . + 1) em
L*(0, L), temos

, L L
2 2
(3.64)
Pelas convergéncias dadas em (3.62al) e (3.45¢), deduzimos

_Zgn(SOn,z + ¢n) - ((I)n@ + \Ijn) — 0 em LQ(O, L)

Tomando o produto interno da sequéncia acima com p;®,, - (x — L/2) em L*(0, L), vemos que

L L
2 2

Somando as convergéncias dadas em ([3.64) e (3.65)), podemos escrever

L L
2 2

-—
=Ry

(3.66)

Integrando por partes, obtemos

Re (@n-<x—£>,®nz) =
2 “/a

1
2

= 1 ($ — £) |q)n|2
2 2 0
L
4

1
(124 (0)” + |®a(L)[*) — §||‘Pn||§- (3.67)

L L\ d
— =) —[®.|%d
[ () aptearas

L
1
— S loa3

Analogamente, vale

L 1

Tomando parte real em ([3.60) e usando as identidades dadas em e (3.68)), obte-

mos

P (B, O + [ 8u(L)P) — 2210l + L (000(0) (O + (D) + (D))

k
—§|Ison,x T+ )2 — 0. (3.69)
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Agora, combinando (3.44) e os Lemas deduzimos

k 2, P1 2 1
S 1Pn,z n —_— (I)n — —.
K+ B+ 2205 —

Somando a convergéncia acima com (3.69), concluimos que

L
5 (011Pa(0) + pr| Pu( L) + Kl 2(0) + ¥ (0)* + klgn (L) + ¥n(L)[*) — 1. (3.70)
Veja que (¢5,2(0))nen € (@nz(L))nen sdo limitadas. Com efeito, considere inici-

almente p € [0,L]. Como H}(0,L) tem inclusdo continua em C([0, L]), entdo [¢,(p)| <

C||tn,2||2 e, portanto, do Lema[3.9] temos |1, (0)|, |1, (L)| — 0. Além disso, como |, ,(p)|* <

2|0n.2(p) + ¥n(p)]? + 2|1n(p)|?, em particular para p = 0 ou p = L, (3.70) nos fornece a limi-
tacdo desejada.

Portanto, segue das convergéncias dadas em (3.63) que

L

— 0.
0

(ﬁwn@ i g(S)m,x(S)dé’) o

Como consequéncia de (3-:61) segue que ||, + 1|3 — 0 e, pelo Lema[3.10|temos
p1]|®n||3 — 0. Portanto,
1Uall3, — 0,

o que é uma contradi¢do com (3.44). O

Em ambos os casos temos uma contradi¢do com (3.44). Com isto, fica mostrado o

seguinte teorema:

Teorema 3.13. Suponhamos que p1, p2,b,k,ps > 0 e que g satisfaca (3.16). Entdo iR C
p(Aj), 7 =1,2, onde A; : D(A;) = H,; é dado em (3.18).

3.3.2 Lemas técnicos

Com o intuito de aplicar as condigdes (2.5)) e (2.6) dos Teoremas [2.56]e respecti-
vamente, e entdo concluir as provas dos Teoremas [3.5]e [3.7] referentes a estabilidade exponen-

cial e polinomial, nessa ordem, do sistema (3.13)-(3.15)), nosso ponto de partida é considerar a

seguinte equacdo resolvente para o operador A; definido em (3.18):

iNU—AU=F, j=1,2, (3.71)
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a qual, em termos de suas componentes, pode ser escrita como

(iNp — D = fi, (3.72a)
iz — U = f3 (3.72¢)
ot = (pot [Taonels) FRe 0 = G720

0 T
LiAn + 15 — U = [, (3.72e)
onde -
by = / g(s)ds, B:=b—by. (3.73)
0

A seguir, apresentaremos alguns lemas auxiliares que nos permitirdo confirmar nosso
objetivo, a saber, o de obter resultados sobre estabilidade polinomial e sobre estabilidade expo-
nencial, conforme a condi¢io (3.39). No que segue, todas as constantes “C” no enunciado dos
lemas serdo universais e independentes do parametro . Isto ficard claro até o Lema|3.20} onde
vamos exibir uma expressao para cada constante. Em seguida, procederemos de modo andlogo
e as constantes permanecerao universais, sendo denotadas por “C”, conforme a Observagao

mais adiante.

Lema 3.14. Considere j = 1, 2. Suponhamos que g satisfaca (3.16). Se U € D(A;) é solugdo
da equagdo resolvente (3.71)), entdo existe Cgg tal que

/0 —g'(s)lIns(s)l2ds < CazallUlls, | F I, (3.74)

Demonstragdo. Tomando o produto interno em H; de ambos os lados em (3.71)) com U, temos

por (3.22) que

1 o0
5 / ¢ ($)Ine(9)|2ds = Re (—AU, U, < |Re (AU, U, | < 10l | F o,
ou seja,
/0 () Ima(5) 135 < CerlUla, |l
onde Cigg = 2. O]

Lema 3.15. Com as mesmas hipéteses do Lema e notacdes anteriores, existe uma cons-
tante positiva Cgg > 0 tal que

I < Cazall Ul [1F N1, - (3.75)



56

Demonstragdo. Por e (3.16)), temos
Inll3e < Cezall Fllag, (Ul

onde (g = 1?21 [

Lema 3.16. Com as mesmas hipdteses do Lema e notagoes anteriores, existe Cgtg > 0 tal

que
(@) poll @3 < CazallUllog, I Fllae, + Cemall Ul N E I, (1bellz + lles + 1), (3.76a)

Além disso, vale

o
®) pzn\vn%soan||H,-||F||Hj+om||nHM(H 2

R

||2) ; (3.76b)

para |\| > 1 suficientemente grande.

Demonstragdo. Tomando o produto interno de (3:72d) com [;~ g(s)n(s)ds em L?(0, L) e fa-
zendo integracdo por partes, deduzimos

me / / $)Un(s) dsdx+ﬁ / / e (8)udsd + /O "
—i—k‘/ / $) (@ +U)n( dsdx—pg/ / s) fan(s)dsdz.

Usando a igualdade (3.72e)) em Rgg, resulta da identidade acima que

p2// s)|¥| dsd:v——pg// s)W f5(s dsdx+p2// \11775 )dsdx

2

dx

/ " o) (s)ds

5/ / 1o (8)pdsda —I—\/OL /Ooog(s)'r]m(s)ds de
;e
/ / )z + @b)@dsdw —,02/0 /0 g(s)ﬁ@dsda& (3.77)

Integrando Rggp por partes e aplicando a desigualdade de Cauchy-Schwarz, obtemos

1/2

el < pa/50) 1911 (— / ) g’(s)ﬂn(s)n%ds) . (3.78)
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Usando a desigualdade de Poincaré e a desigualdade de Young (com £ = 1/2), temos

p2b p2g(0)L* [*
] < 220 + 240 [T 6ol (3.79)

Além disso, pela desigualdade para integrais e de Holder, segue

/OL /Ooog(S)m(S)ds 2alar: < /OL (/OOO g(s)!m(s)lds>2dx < bollnl%,. (3.80)

(a) Usando a desigualdade de Holder em (3.77) e aplicando a desigualdade de Poin-

caré para 7 e f5, obtemos

p2b p2g(0)L* [
pabol[ T3 < pa/boL|[W|l2| fllama + %II‘PHS + QQT —g'(8)|1n2(5)|5ds
0

+8v/bo |21l ax + BollnlI3 + ELA/Doll @ + 2]l a
+p2v/ Do L ||| mall fall2

pab p2g(0)L> [
< Ly pabo (Wl ¥ [2) | fsllm + = 0II‘I’H2 QQT i —g'(s)[In:(s)|I3ds
+hollnl34 + Bv/Bollwall2lnllv + ELV Bollpw + ll2]I7 ]| a
+v/ pabo L1 m (Vo2 full2)- (3.81)

Usando os Lemas [3.14] [3.15]e os resultados obtidos em (3.78))-(3.80), a desigualdade acima nos
fornece

PQbo ,029( )

123 < |20V pebo + =5 Cama + Cizmabo | U1, 1 F [l

+%¢(mﬁ+m NI (sllz + Nz +10]l2). (3.:82)

Multiplicando ambos os membros da desigualdade acima por 2/y,, concluimos que

1 1
2|3 < Dil|U s, [ Fllse, + DillU NG IE N (allz + 0w + ll2),

onde

Cizy
N

2 p29(0)L?
Dl—\/—b_omax{QL\/E+ 2\/_

0 que prova (3.764).
(b) Voltando a (3.77)), segue das equacdes (3.724) e (3.72c)), que

/ / dsq)dx——/ / 1 (5)ds frd
/ / W) dsvd + / / 1(s)ds fadz.

, Czma(B + kL)},
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Assim, usando a desigualdade de Poincaré para 1, f; e f3 e Desigualdade de Cauchy-Schwarz,

podemos escrever

kv/bo
A

kL b kL
L 1)) Bl ol + &?WWWz (3.8

VboL

| Rgru| < o

Inllall@ll2 + == lnlla (Bl frz + fsll2)

Procedendo de modo andlogo ao feito para obter (3.81)), mas agora usando a estimativa (3.83))

para Rg1gy, vemos que

2 P2bo p2g(0)L* [ 2
paboll I3 < L/ pabo(v/pal W ll) | follae + =195 + T s —4'(8)|Inz(s)[|3ds
kv/by
+8v/bol[Callzlnll e+ v/ p2boLlnllaa(v/p2ll full2) + e —7 Inllmll@]

\/_ kL bo
Y R |( +1) EHU”M(\/BH]E390”2>

kL\2 pab
+bollnlie + ¢_M|||n||M ( : 0||\IV||2> . (3.84)

Il (VEI e + fall2) +

J/

e

Usando a desigualdade de Young com € = 1/2 em Rgg; ¢ Lema m segue que para [\| > 1

que

kv/bo
R

PQ bo

213 < VooBlnlladltellz + =5 nllad|@lla + MUl 1 Fll,

onde

{L\/_(Q\/_+\/_+ (L\/gl))erO(erng() G + OEkaLQ}

Multiplicando ambos os membros da desigualdade anterior por 4/, deduzimos

]
plOIE < Dl 1P, + Delle (ol + 2.

provando (3.76b)), onde
4
Dy = i max {M7 \/%57 k\/b—O} .
0

Assim, (3.76a)) e (3.76b) seguem para Gz1g = max{D;, D5 }. N

Para obter uma estimativa para o termo |1, |2, introduziremos a varidvel w satisfa-

zendo os problemas:

— Wee = ¥, w(0)=w(L)=0, (paraa condi¢do (3.15d)) (3.85)
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— Wy = Yy, w,e(0) =w(L) =0, (paraa condigio (3.15D)). (3.86)

Note que w pode ser determinado como

“1Axwu»mr+§iﬁ b(a)de = G(¥)(x). (no problema BB3))  (3.87)

L
= / Y(s)ds = G(¢)(z), (no problema (3.86)). (3.83)
Com isto, temos o seguinte lema:

Lema 3.17. Com as mesmas hipéteses do Lema e notagoes anteriores, para cada €1 > 0

existe C., > 0 tal que

(@) Bllvull} < CollUla IFllag, + Co IU I IF N ps + w2 + 2101 |3, (3.892)

Além disso, vale

(6)  Bllvzllz < Cazall Ul I1F I, + %mll% + Y]l 92 + Cazall V113, (3.89b)

para |\| > 1 suficientemente grande.

Demonstragdo. Tomando o produto interno de com v em L%(0, L), deduzimos

Do /0 ’ fabdr = idps /0 Uopdx +3 / |9, ?dx + / / )y dsda

*321

L —
+k /0 (2 + ) de. (3.90)

Substituindo 1) dado em em Ry, obtemos

8 /OL\wdex - / / $)Padsdz — k /OL<sox+w>Eda:

Vv
:=Ra2

L L L
+P2/ fatbdz + ,02/ U fydr + pg/ |W|*da. (3.91)
0 0 0

(a) Tomando o produto interno de (3.72b) com w em L?(0, L), segue que

L L L
iAp1 / dwdr — k:/ (pz + V) wdr = py / fowdzx. (3.92)
0 0 0
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Uma vez que valem
L
k/ O Wpdr = —k:/  dz, / Ywdr = / lw, [*dx
0 0
e iNG(Y)(x) = G(V)(x) + G(f3)(x), podemos reescrever (3.92) como

L L L L
—k;/ %de—k/ |w$|2d:t:p1/ @[G(W)+G(f3)]dx+p1/ fowdx.  (3.93)
0 0 0 0

Somando membro a membro as igualdades (3.91) e (3.93), obtemos

L L L
Blenlz = k(w2 — []2) + 2 / Jibda + s / Usde + py / fowda

L
ol W[ / / S indsdz + pr / ST f5)dz

+p1 / G (W)dx. (3.94)
0

Agora, se u € L*(0, L), segue que

2

cwr = |- /jwy)dwi [ty

L
< 2(/ \u(az)]d:l:) +—(/ u(z |d:c)
0
< 4L|ull3
e, consequentemente,
|G (u)ll2 < 2L|Jull2, (3.95)

para a condigdo (3 . Também, pela desigualdade de Holder, podemos escrever

u)f? < ( / ) |u<s>\ds)2 < Ljul?.

1G(u)|)3 < L?|ull3, (3.96)

Portanto,

para a condigdo de fronteira (3.15b). Observe que, ao se precisar majorar |G(u)||2, para ambos

os casos de fronteira em (3.15)) podemos usar somente a constante "2L", uma vez que 2L > L.
Usando (3.85)) ou (3.86), se j = 1 ou 2, respectivamente, temos (W, w)s = — (1, w)s.

Integrando por partes, usando as condi¢des de fronteira e aplicando a desigualdade de Cauchy-

Schwarz, concluimos que
lwell5 < [I9113- (3.97)
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Assim, majorando o lado direito da igualdade em (3.94), usando (3.93) ou (3.96) ¢
aplicando a desigualdade de Holder, obtemos

Bl < pall@llall fallz + o2l %2l fallz + prllwllall foll2 + o2l %02 + V/bollwx 2l e
+o1[|@[|2|G(f3) |2 + pr]|@[|2]|G(P)]]2.

Aplicando a desigualdade de Poincaré para ¢, f3 e w, e usando (3.93)), a desigualdade

anterior implica

Blval2 < L %(\/E||%||2)(\/P_2||f4||2)+L %(@||\If||2><ﬂ||f3,xn2>
w) %(ﬂnwxugwufzug+p2u\vu§+muwxugumm
+2L2\/%(\/E|!‘I>Hz)(\/EHfs,tz) T pr | @ (2L W), (3.98)

Usando a desigualdade de Young com £; > 0 e o Lema [3.16] (estimativa (3.76a)),

observe que

€1
Pl ll5 + prll @l LW l) < (1@l + Lo s

&
prg 1213 + C, Cerall Ul 1 F e,
+C2 Crmall U I FI (ell2 + llgs + 1l2), (3.99)

IN

4p1 L2CL po
" €1
onde C7, = —————

Lema e Young com £ = 8 /25, , concluimos que

e C, provém da desigualdade de Young jd mencionada. Aplicando o

s bo
Vooll@ell2lnllve < S1ell3 + == 1T, 1l (3.100)
2 Bk
A partir de (3.98) deduzimos, usando (3.99), (3.100) e os Lemas[3.14]e[3.13] que

2 /ps+ (1+2L §
Dol < o (BEEE SN oo | WP, + e ol

+C2 Cazall U121 F 115, (a2 + [z + 12 >

Por fim, usando a desigualdade de Young com € = #/1 e redefinindo £, podemos escrever
1 1
Bllvallz < ColU I, | Fllag; + Ce, U] /2||F|| P llw + Ull2 + 11| @2,

C! CGgg

ondecgl:z;[L(%) C“om(u 5

) + 3 ] Isto prova (3.89a)).
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(b) Voltando a (3.91)) e usando (3.72c) em Ry,, obtemos

B/OLI%\Qd:C = // 5)Ne(s wxdsdwr—/ (¢ + ) Vdx

T O e P T

0
L
p2/ ‘\D‘leﬂ
0

Aplicando desigualdade de Holder, em seguida desigualdade de Poincaré para ) e f3, podemos

escrever

b k
Bllal < \/%(ﬂnwmuz) e + 1yl + BRI + ool 01

\[|A|<f”%+¢” (VB fazll2) + L ” (V/BII:ll2) (Vo211 full2)
+L\/%(\/P_2H‘I’H2)(Hf3,x!\2)-

Usando a desigualdade de Young para ¢ = 1/2 na estimativa anterior e Lema|3.15| concluimos

k
Bl < 2( JE \[ S+ omm\/;) U1, 1,

II%: + a2l + 202 P[5

que

IM

Portanto, se |\| > 1, (3.89b) fica provado com
Cgmm=2-maxy | L p2—|—L k Q‘g:a—{—L kK, p2
V 5 BT B V ﬁ

Lema 3.18. Com as mesmas hipoteses do Lema e notagoes anteriores, para cada €5 > ()

O

existe Cy, ., = C(e1,e2) > 0 tal que

z=L

bl vl2 < csl,@HUHHjHF||Hj+Re([W”/O sms)is| 7 )

=0

+ (e1 + &2) || 213,

onde €, é dado no Lema[3.17|(veja estimativa (3.894)).
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Demonstragdo. Tomando o produto interno de (3.72d) com ¢, + 1 em L?(0, L), obtemos

L L 00

iAps /0 V(s T 0)de — /O <5w+ /0 g(s)n(s)ds) (P T P)da
L L

+k/0 Isom+¢\2dx=p2/0 falpe +)da

Fazendo integragdo por partes e usando condigdes de fronteira dadas em (3.13)) , segue

que

L L L
0 0 0
:21%511 ::S@,WZ

+ /OL {ﬁ% + /O ) g(S)%(s)ds} (0o T )ud

e

~([poet [ oo )

Substituindo ¥ dado em (3.72a) em Rgyg ¢ ¥ dado em em Rggp obtemos,

respectivamente

z=L

(3.101)

L L L
T, / UFiadz — iAps / Bz + po / fiEde  (3.102)
0 0

0

€
L
R = —pal|9[2 - po / U Td. (3.103)
0
Além disso, substituindo (¢, + v), dado em (3.72b), temos
L
Rems = —m%/ o, Bde — P / o Fadz — NP / / 5)ds®dx
0

/ / s)ds Fadz. (3.104)

Substituindo 7 dado em (3.72¢), segue que

/ / s) f5.2(s Y®dsdr — —/ / s)W, ®dsdx
/ / 773[:5 dS(I)dx
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Além disso, substituindo W dado em (3.72c) e integrando por partes, concluimos que

/ / ) o5 Bz — NI / 0, Bda
plbo/ Foa B — L // s)dsPd. (3.105)

Usando que 3 = b — by e (3.102)-(3.103) em (3.101)), obtemos

k/OL\%Jr?/J!le’ = (222 /Lwcﬂw (pz—pl—bo)/ foaTolr
—i—pg/OL\IfEda:—i-plﬂ/ by foda
/ / s) f5.2(s @dsdx+p2/ || 2da (3.106)
/ / o) Bdsdr + - / / s) fadsda
v [ 1T+ ([wz + [ ot >ds} 7) -

Usando o Lema [3.16] (estimativa (3.76a)) e aplicando a desigualdade de Young, temos

=0

1 1 1 1
el W13 < CrmallUllog, I F e, + Camall U I E I el + Caall Ul 1 F 15 lpw + 112

1 1
< Ciom |1+ Ceam 55+ ) | W0, + Sl 4 018+ S0 2107

Por outro lado, usando o Lema[3.17] (estimativa (3.89a)) e aplicando a desigualdade de

Young com € = 1/4, segue que

15} D, D, €
Thinly < B2 (Da 52 ) 10t IF W, + e w03+ 2203 3.108)

onde D, se origina da desigualdade de Young e da estimativa (3.89a). Desse modo, temos por

(3.107) e (B.108) que

D, D, 1 1 k
plol < |52 (e 22 ) o (14 55+ 1 )| 1006 I + Sl + 01

€
+2 | (3109

Note também que pela desigualdade de Holder e desigualdade de Young com 4 > 0,
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podemos escrever

L ) o)
[ gemeEasa < el [ gem s
0 0 0

E
EL Ul | Fllse, + 5 12113, (3.110)

2

IN

onde £, = £ %52(0) E., > 0, sendo que a constante E., = F(g2) > 0 provém da desigualdade
de Young. Assim, aplicando as estimativas (3.109) e (3.110) a partir da parte real, médulo e
desigualdade de Cauchy-Schwarz em (3.106), deduzimos

/w(I) dz| +

#2(Jyp) +0n (P g ) ¢

koo +9l3 < 2b|>\| = — 5| Re

{% AN bOT

+ (e1 + )| P12

VP 1 1 vV p1b
+2715 + 2Cem (1 Ta5t ) +2E, 4+ 2¥ 0] U |34, 11 F |l
o0 x=L
o (oot [ atemtoras] 72)
0 =0
Portanto, o lema esta provado com
2 | p L V1B D,
Coiey = —=|—=—0b 2 2 D, | D,
: ﬁ\/_ok+\/—(\/_ f)+ Pl 2k
1 1 Vp1b
+2qm(1+%+ )+2E’ +2 ’]’; 0

]

Lema 3.19. Considere as mesmas hipoteses do Lema e notagoes anteriores. Entdo, to-
mando a fungdo real ¢ € C*([0, L)) satisfazendo q(0) = —q(L) = 1, existem C;, C, ., > 0 tais

(i) - (% —i—/ooog(s)nx(s)ds )

+ Cylleallal e + llz + Coc UL NF I g + 2l + 21Copr |2, (B.111a)

que

=L
< CollUl3, [1F [l

=0

Além disso, vale

i) = (")

Demonstragdo. (i) Tomando o produto interno de (3.72d) com ¢(z)J, em L?*(0, L), onde ¥ =

z=L

< CllU s, [|F N1, + Colllpw + )13 + p1[|®]13). (3.111b)

=0
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Wx) =Y+ [ g s)ds, temos

L L L L
i)\pg/ Uq(z)0,dx +k/ q(2)(0p + )0pdx — / V0 (1)0dw = pg/ faq(z)0,de.
0 0 0 0

A mn
(3.112)
Substituindo 1) dado em e n dado em (3.72¢)), obtemos
L o L L
Regm = —m/ Vq(z)BV,dr — p28 | Vq(x)fs.dx
0
+p2/ / st \Ddex - p?/ / \ijS :c( )deZE
—pg/ Vq(z )/ 9(s)V,dsdx. (3.113)
0 0
Usando que § = b — by, podemos escrever
L 0o r=L
T I _ bp2 2
—pate [ wate) (5T [ ot ads ) ar ( 2 ) ) )
0 0 2=0

N J/

onde pelas condi¢des dadas sobre U em D(A;), j = 1,2, vemos que Rgygz = 0. Substituindo
a igualdade acima em Rggy, segue que

Re (Rcm) - bg2 / o e+ Re { = 3 / o) o

—pg/ / x)Un,(s dsdx—pg/ / )W fs5 (s )dsd:z} (3.114)

Além disso, fazendo integracdo por partes, concluimos que

Re (Aamm) = —(@-'ﬁwﬁ | atomsyas )
+%/0 ¢ (z) +/Ooog(s)nx(3)ds dz. (3.115)
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Tomando parte real em (3.112) e usando (3.112)-(3.113), temos
2\ |2=L
b
) _ p2 / “I/|2 /

~Re k /OL () (pz + ) (ﬁ% + /OOO g(S)m—(S)dS) dx

- (@ : ‘5% + /Ooog(S)m(S)dfv

+Re B,og/ Vq(x )fgxd:x—l—Re ,02/ / (2)Un,(s)dsdx
0 7
~—B13:55
1 L 0o 2
R )V f5.(s)dsdr —Re = ! c(s)ds| d
wren [ ot (Wl 05 | d@ |t [ s d
e
L . 00 -
+Re py / faa(x) (5%+ / g(s)m(s)ds) dz. (3.116)
0 0

Seja O, = max {Ori?chﬂq(xﬂ}, Oglfg%{]q’(xﬂ}}. Aplicando os Lemas [3.16|e|3.17

(estimativa (3.89a)) e a desigualdade de Young diversas vezes, podemos escrever

C
el < 001, |Co+ B (14 L) g

+bCh 4 (Cal + m) U3 lpa + ¢l + c1p1 @13 (3.117)

Aplicando as desigualdades de Young (com ¢ = 1/2) e de Holder, vale que

L ') 2
Rem| < 03,qr\\1f||§+03,q/0 UO ) - 1) s )|ds] i

< CB,q!\‘Ifl\§+Cs,qg(0)/0 —g'(s)lIn=(s)|12ds,

onde Cs , = /2 - max{p39(0)C7 ,, 1}. Pelos Lemas”en (estimativa (3.76a)), segue que

051 O 2 1/2
|Fgmw| < Csg (—ﬁ +2g(0)) 1T 124, 1E 3¢, + ;qOEIIIUHl/ 11 e + 12
C
+ 20 03 (3.118)

B

Por fim, usando a desigualdade de Young (para ¢ = 1/2) e de Holder, temos

L L e
Ram| < C1o8 / |2z + Ci / / o(s)na(s)ds
0 0 0
< C1gB2 a3 + Crag(0)]Inllas-

2

dx




68

Assim, segue pelos Lemas [3.15]e (estimativa (3.89a)) que

|Razm| < Cug (B+ 9(0)Cama) 1U I, [ Fllag, + CrgCe BIUIZIEIR I + 12
+CLqe1 || @2 (3.119)

Portanto, de (3.117)-(3.119)), temos por (3.116) que

)

x=L
< Dl,q

- (@ | 'ﬁ% * /0 9(s)x(s)dv Ul I F I, + Drgerpnl| @13

=0

1 1
+ DU NEN lpa + 2,

onde

Dy, = max {Cl,q {(\/,015 +2v/pabo + V/p2BB) + B+ b (Cm + (]3_:@)

2
meCqu Clq (% n zg(o)qm> +g(0)] )

165 15}
OB:m Cs,q
b (C’gl + T) +Cy, (5017(1 + ﬁ) + k3, Cqu}.

(77) Tomando o produto interno de por q(z)@, em L*(0, L), deduzimos

L L L L
z')\/ q(z) PP dx — k/ q(2)prePrda —k/ q(2) . prdr = ,01/ q(z) fopzdz. (3.120)
0 0 0 0

e =

Substituindo ¥ dado em (3.72c|), podemos ecrever

L L
Stm = 1 / 4(x)|*dz — py / 4(2)®Trd. (3.121)
0 0

Além disso, fazendo integragcao por partes, obtemos

5 / 2l (3.122)

Usando (3.121)-(3.122) em (3.120), segue que

=L L L L
= pl/ q(x)fgﬁda:—l—pl/ q(x)]CI>|2dx+p1/ q(z)® frdx
0 0 0

L
__/ oo 2 d:p+k:/ ¢(2) b, pada (3.123)

/

e,
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Segue pelas desigualdades de Holder, Poincaré e triangular, que

S < \/ECl,q(\/EHszz)(@H%+sz)+\/%Lcl,q(\/p_ﬂ!fz!\z)(\/BH%Hz)
< Cqu( — f) 101l |l (3.124)

Também, pelas mesmas desigualdades, temos

kCh L2

k
S < 5C0allenl < KO gllon + 01 + S 5
Usando o Lema [3.17] (estimativa (3.89a)) e a desigualdade de Young (com ¢ = 1), deduzimos
kC, ,L* L?
S < G (14 ) BB 0y g+ Cugk (145 ) s+ w1
kCy,L?
+—g—pill®ll, (3.125)

onde Cgyg provém do Lema[3.19|para ¢y = 1. Além disso,

kEC kEC
S < KCuIlallenle < S5 + i+ 25 (5 +2) Bl

Aplicando novamente o Lema [3.17] (estimativa (3.89a)) com 1 = 1 e a desigualdade de Young

(com £ = 1), obtemos

kEC :
S < 5t (L G s + ¥I3 + (kCl,qQBIQIzOB:m + ) 1T 13,
+hC o Clzmpr @1, (3120

onde temos (g = 53 Portanto, segue por (3.123)-(3.126) que

(W) [

Doy = emas{m(p+ 75) 51 e (145

I? k kL2
kUmszm+Cm Bﬁa ( + Ggzm), p1, —— 5 p17kCBIElZPI}

< CollUllglIF NI, + Collla + ¢15 + prll@113),

=0

onde

Portanto, o lema fica provado com C, = max{D; ,, Do ,}. O

Lema 3.20. Com as mesmas hipéteses do Lema e notagoes anteriores, existe Cgzg > 0 tal
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que

pill @1 < Cazl|Ullag, | Fllae, + 4kllea + 13-

Demonstragdo. Tomando o produto interno de (3.72b) como ¢ em L?(0, L), obtemos

L L L

i)\/ dpdx —k/ (%—l—?ﬁ)x@daj:pl/ foddx. (3.127)
0 0 0
= Rgzm

Substituindo ¢ dado em (3.724), segue que

L
R = —p1 |2 — 1 / STy, (3.128)
0

Substituindo (3.128) e fazendo integracdo por partes no segundo termo em (3.127) por

partes, concluimos que

L L L
Pl @2 = & / (s + V)Padz —p1 / Jo®de — py / SFdr.  (3.129)
0 0 0

R

Observe que, aplicando as desigualdades de Cauchy-Schwarz, triangular e de Poincaré (para
1)), temos

L?k

2(
3k k £1

< Slow + VI3 + B0l |1 Fllg, + 5 llee + 013 + 203,

3k
R < Slentoli+ (55) sludg

onde £ = ’“2—%2D (";—L; - D) > 0, sendo que D > 0 provém do Lema 3.17|(estimativa (3.89a))),

para ey = 8/r2k, e da desigualdade de Young usada. Podemos reescrever a estimativa acima

como
P
Remp < E|Ulw IFlw, + 2Klles + 015+ 51203 (3.130)

De (3.129) e (3.130)), obtemos

20l < Ly PRI R+ k) + 223 IR Bl )
Bl 1Pl + 2Kl + 615 + (VAR (il el

Logo,
P2l @5 < Gzl Ullag, | Fllae, + 4kllow + 113,
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onde

Ceog = 2-maX{E,1,L\/%, L2\/%}.

Observacao 1. A partir deste momento, para resultados futuros (inclusive de outras secoes)

O

ndo explicitaremos as constantes que acompanham os termos que fazem parte das limitagcoes
das normas. Nomearemos todas pela mesma letra. Isto pode ser feito sem maiores problemas
usando estratégias andlogas as feitas nos lemas anteriores e, paralelamente a isso, a cada
passo podemos redefinir as constantes e denominar a referente ao passo atual como sendo uma

constante universal “C'”.
Corolario 3.21. Sob as notagoes acima e hipoteses do Lema temos:

(1) Se tomarmos x = 0, entdo existe C' > 0 tal que

1Ull; < ClIF ;- (3.131)
(17) Se tomarmos x # 0, entdo existe uma constante C' > 0 tal que
1Ull3; < CIAPIE 134, (3.132)

para |\| > 1 suficientemente grande.

Demonstragdo. Inicialmente, observe que do Lema[3.16](estimativa (3.76a), para cada 5 > 0,
existe C, > 0 tal que

g €2
polWlle < O U N F e, + 5 Neell3 + 2kl + 013 (3.133)
Além disso, pelo Lema [3.17] (estimativa (3.89a)), existe C;, ., > 0 tal que
€
Bllvalz < CE1,€2||U||H_7||F||HJ-+§2k||90x+¢||3+51p1“q)”§- (3.134)

Somando (3.133)) e (3.134)), obtemos

B
p2|[ P2 + §sz||§ < Coy Ul | Fllag, + 2klln + 0115 + c1p1|®]f5. (3.135)
Por outro lado, usando que

Re (2173) < d*|21]* + Cy|z|?, paratodo 21,2, € Ced > 0,
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temos
Re <{wa+/ooog(3)77x(s)d3] @) ;OL < —Cy <q(:1:) 5%+/OOO g(s)n(s)ds 2) :::
—d (q(z)|ea]?) izj

A partir de agora, vamos fixar um ¢ satisfazendo as condi¢gdes do Lema[3.19] Por exemplo, uma

escolha que podemos fazer ¢ tomar a fungdo linear ¢(z) = 2z + 1. Pelo Lemas [3.19(¢) ¢[3.17|

(estimativa (3.89a)) e desigualdade de Young, podemos escrever
2)

para algum Cy ., = C(d)(e1) > 0. Agora, pelo Lema(3.19}(i7), temos

z=L
< Caar Ul [|Flla; + Casrprl| @]

—Cy <Q(9€)

BYs + / " g(s)na(s)ds

=0

k
2l + V1B,

=L

—d (q(z)leal”) < dCy Uk, [ Fllae, + dCo(lloa + I3 + pall@13).

=0

Combinando as trés ultimas estimativas, deduzimos

Re ([ﬁ% + /Ooo 9(8)%(8)6&9] @)

+p1 [E1(Ca+ 1) + Cy) || 2]3.

r=L
k
< CaallUlla 11 F I + 5 - Callpw + [k

=0

Aplicando o Lema[3.18]e a estimativa anterior, segue que

k k
Slor + 01 < CacaalVlag ¥l + (5 + 4C) lin + w1

L PR
/ VO, dx
0

k

+0|A|

1 P2
b

_I._
+ p1 [elCd—l—dC—l— 81p 52} | ®]|3.
1

Para d < %, concluimos que

k
e+ 015 < CorcaalUllg IFllas +BIA |2 = 22 (3.136)

L —
/ V&, dx
0

e1+¢€
b [esCar a0+ 22 o
P1
Usando o Lema[3.20] podemos escrever

2017(|@[I3 < TCNU g, [1F N30, + 8k7]lp0 + 13- (3.137)
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Somando membro a membro as desigualdades dadas em (3.133)), (3.136) e (3.137)), segue que

1
p2llll2 + Bllallz + & (5 — 87 — 82) les + 13 + 20179112 < CepeprallUlla 1 F N1,

L
Hm|ﬁ—3-/mﬂim
0

2
ol

e1+e¢
+m{qmy+n+dc+lp ﬂnm@
1

Ou seja,

E1+ &9

1
pr 27 (Gt )= dC = 2 ol k(5 =87 - )l + V1B + pllWIB

L —
/ VP, dx
0

Tomando d = !/i128c na desigualdade acima, C; serd uma constante universal. Assim, para

+B11¥all3 < Ceyeamall Ullag [1F llae; + 01N : (3.138)

p_ P2
kb

T =1/32e 1,69 > 0 suficientemente pequenos, obtemos de (3.138)) que
L —
/ VP, dx

0

Com isto, estamos aptos a provar os itens (i) e (i¢) do presente coroldrio.

(i) Se x = 0, a desigualdade (3.13T)) segue imediatamente de (3.139).

(i7) Primeiramente, vamos obter uma estimativa mais “refinada” para ps||¥||5 utili-
zando as desigualdades (3.76D) e (3.89b), obtidas nos Lema[3.16)e Lema[3.17] respectivamente.

Combinando estas duas estimativas, podemos escrever

U1, < Al |2 - 2

1 P2
k

+ ClUlag 1l (3.139)

para alguma constante C' > 0.

C
eIl < CHUHHJ-HFHHJ'+WH77||MH(I)H2

1
A2

1 1 1 1
+C'lnll (IIUHﬁHFHﬁ + e + w1212 + |mf||2) ,

para alguma constante C' > 0. Aplicando os Lemas [3.15] e [3.16 na estimativa anterior e desi-

gualdade de Young, concluimos que

C
pl Wl < ClUNs 1P NI, + 157

1 1
lox + ¢15" G\
. A

||n||M||q>||2+c<||n||ﬁ||\v||2/2>( e
Usando novamente a desigualdade de Young e o Lema[3.15] obtemos
2 C
poll V15 < CI |, + 75 laal Ul (3.140)

Suponha agora que x = 4+ —£2 # 0. Usando as equagdes (3.72a) e (3.72]) em (3.139),
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deduzimos

10N, < CIMITlalles + il + CIANl2llvell + CIIFIE,
FCAU 3 1 Ml (3.141)

para algum C' > 0 e para |[\| > 1. Aplicando a desigualdade de Young nos dois primeiros

termos em (3.141)), concluimos que

10N, < CINPIEIS+CIEIR, + CIMIU g 1 N, (3.142)
N——

=1

para alguma constante positiva C'. Pela desigualdade de Young e estimativa (3.140)), deduzimos
I < CPPIUg I E Nl + (CIMIAONT 1,

Substituindo a estimativa acima para / em (3.142), aplicando novamente a desigualdade de
Young e o Lema [3.15]|segue que

105, < CIAPIUIIF e, + CIE G,

para alguma constante positiva C'. Aplicando a desigualdade de Young na estimativa anterior,

concluimos para j = 1,2. O

3.3.3 Conclusao da Prova do Decaimento Exponencial (Teorema l

A conclusio da prova do Teorema ¢ baseada na caracterizagdo de estabilidade ex-
ponencial para Cy-semigrupos de contragdes, conforme relembrado no Teorema[2.56]e afirmado
no Teorema

Do Teorema ja sabemos que a primeira condigdo iR C p(A;), 7 = 1,2 do Teo-
rema de Priiss € satisfeita. Quanto a segunda condicdo de (2.5)), relembrando a equagdo resol-
vente e aplicando o Coroldrio [3.21}(i), concluimos

1A g — Aj) " Flly, < CllF [, Al = o0,

0 que prova a segunda condicdo de (2.5).

Finalmente, aplicando o Teorema [2.56] concluimos a prova do Teorema [3.6) e, con-
sequentemente, do Teorema isto é, concluimos que o sistema € exponencialmente
estavel com (3.40) sendo satisfeita, desde que x = 0, como em (3.39).
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3.3.4 Conclusao da Prova do Decaimento Polinomial (Teorema

A conclusio da prova do Teorema [3.7/|€ baseada na recente caracterizagdo de estabili-
dade do tipo polinomial para Cy-semigrupos limitados, conforme relembrado no Teorema [2.57]
Do Teorema m ja sabemos que iR C p(A;), j = 1,2. Resta provar a condi¢do necessdria de
(2.6) do Teorema a qual serd feita para o = 2.
Com efeito, obtemos em virtude da equagéo resolvente e do Coroldrio [3.21}(ii)
que
1GALs = A) "l < CAPIE]l,, 1A = oo,

para alguma constante C' > 0, provando a condi¢do necessaria de (2.6) do Teorema com
a = 2. Portanto, da prépria equivaléncia em (2.6), obtemos

1S®)A; |2y = OE),

onde S(t) = e™i' é o semigrupo gerado por A; em H; definido em (3.17). Disto e como

0 € p(A;), concluimos que existe uma constante C' > 0 tal que
1@, = 1SOUllag, = ISOA Fllag, < Ct 2 Usllpayy, ¢ — o0,

para Uy € D(A;), o que prova (3.41), para j = 1,2, no caso geral em que x # 0, ou seja, (3.39)

ndo é assumida.

3.4 FALTA DE DECAIMENTO EXPONENCIAL

Na sec@o anterior, provamos que o sistema (3.13)-(3.15) é exponencialmente estavel
quando x = 0, conforme o Teorema[3.5] No que segue, mostraremos que 0 mesmo sistema nao
¢ exponencialmente estavel se x # 0. Isto justifica um estudo de outro tipo de decaimento no
caso y # 0, como o polinomial, obtido conforme o Teorema[3.7 O método usado para mostrar
a falta de decaimento exponencial é baseado no Teorema de Priiss para sistemas dissipativos

(ver, por exemplo, [13]).

Lema 3.22. Suponha que g satisfaca (3.16)). Entdo, existe uma constante positiva C' tal que

‘)\/ g(s)e™™ds| < C,
0

uniformemente em \ € R.

Demonstragdo. Usando a igualdade ¢’ = —1, note inicialmente que

/ e ™g(s)ds = —5/ e~ AT g (5 47\ )ds + 5/ g(s)e ™ 4ds.
s 0 g

A
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Consequentemente,

0o ] By . 1 X .
/ g(s)e ™ds = /A g(s)e ds — 5 /A e (s +7/\)ds
0 0

0

1 ~ —i\s S+§
—5/ e~ [/ g (y)dy
T/ S

a qual chamaremos os termos da direita da igualdade acima de R, R e Rs.

ds, (3.143)

Das hipéteses para g, dadas em (3.16), temos

lim v/sg(s) = 0.

s—0

Assim, como (;()\) :== sup +/sg(s) < g(O)\/§, entdo

s€(0,7/2)

5 , X V/sg(s X ds 7
Rl < [ e las < [T <o) [T =20

Quanto a R?,, conseguimos a mesma estimativa, bastando notar que

G = sup sgls +7h) < g(”/w\/? < g(o>\f§.

s€(0,7/x)

Quanto a 173, usando primeiramente desigualdade de modulo para integrais, obtemos

2R3 <

/OO e [g(s+7/X) —g(s)] ds

A

g/oo lg(s+7/X) = g(s)] ds. (3.144)

s

A

3

Usando as condigdes (3.16), tem-se que g é ndo-crescente. Assim, como A > 0, (3.144)) pode

Ser reescrito como

2R; < /Oog(s) ds—/oog(s—l—ﬂ//\) ds. (3.145)

A A

Fazendo a substitui¢ao de varidvel u = s + 7/, a desigualdade acima pode ser reescrita como

27

oms < [ Cgtsrds— [ alsras= [ ats)ds

s

TR

Fazendo agora substituicdo de varidvel v = As no ultimo termo integral na desigualdade acima,

obtemos

27

/;A g(s)ds = %/ﬂ%g(v/)\) dv.

Logo,
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Usando, por fim, a hipétese ¢'(s) < —k19(s), podemos escrever

Rs < —%kl[g(%r//\) —g(m/N)]. (3.146)

Voltando a (3.143)), multiplicando-a por \ e usando as estimativas obtidas para Ry, Ry

e I3, o lema segue. L]

Teorema 3.23. Suponhamos que (3.39) ndo seja vdlida. Entdo, o semigrupo e*?* associado ao

sistema (3.13)-(3.15), com condi¢ébes de fronteira
0:(0,t) = @ (L, t) =(0,t) = (L, t) =n(0,t,s) =n(L,t,s) =0, s,t>0, (3.147)
ndo é exponencialmente estdvel.

Demonstragdo. De acordo com o Teorema de Priiss, € suficiente mostrar que ndo vale

limsup ||(iA; — Ap) 7Y < oo.

A—00

Para tanto, basta mostrarmos que existe uma sequéncia de nimeros reais (\, ),y com
lim |A,| = oo, (3.148)
n—oo

e uma sequéncia de vetores U,, = (¢, Pp, ¥, Uy, nn)T satisfazendo a equagdo resolvente

(iAnly — AU, = Fy, (3.149)
para fungdes limitadas (F,,) C Ha (|| Fy||n, < 1) tais que
7}1_2}0 [Unll3, = nh_{lgo [(Anla — As) ™ Fy I, = oo (3.150)
Com efeito, denotaremos

Seja

T _ P
p_— 5T com neN e §: - (3.151)

Assim, € claro que ) satisfaz (3.148). Tomamos F = (0, f5,0, f4,0)T, com f5 = cos (6)\z) e
f1 = sin (6Az). A solugdo U = (¢, ®, v, ¥, n)T de (B.149) escrita em termos de suas compo-
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nentes fica

iNp—®=0 em (0,L), (3.152)
A ® — k(py + ), =pifa em (0,L),  (3.153)
iMp— T =0 em (0,L), (3.154)

(

iAW — (ﬁ¢ + /mg(s)n(s)ds) + k(e +¥) = pafs em (0, L), (3.155)
0 Tx

ixn+n—¥=0 em (0,L), (3.156)

onde 3 = b — fooo g(s)ds. Isolando ® e ¥ dadas nas igualdades (3.152)) e (3.154), respectiva-

mente, e substituindo nas igualdades restantes, o sistema (3.152))-(3.156)) se resume a

~Np1p —k(py +)s =pifa em (0,L),  (3.157)

N2pg) — Bife — / 9(5)0a(s)ds + k(e +0) = pofs em (0,L),  (3.158)
0

N+ —iMb =0 em (0,1).  (3.159)

Para (3.157)-(3.159)), consideramos solug¢des da forma
p(x) = Acos (0Az), (x) = Bsin(dA\x), n(x,s) = C((s)sin (dAz), (3.160)

onde A, B,C e ((s) dependem de A e serdo determinados posteriormente. Note que ¢, 1) e

n dados acima satisfazem (3.147). Sendo assim, o sistema (3.157)-(3.139) é equivalente ao

seguinte sistema linear

~ N1 A+ kS*N?A — kOAB = p; em (0, L), (3.161)

— N0y B + B8N’ B + §°\? (/ ((s)g(s)ds> C —kéANA+ kB = py em (0,L), (3.162)
0

(iXC(s) + ('(s))C —iAB =0 em (0,L).(3.163)

Resolvendo a EDO dada em (3.163)), obtemos
C((s) = B(1—e™™),

onde usamos que 7)(z,0) = 0. Assim,

/OO g(s)C((s)ds = Bby — B/Oog(s)ei’\sds. (3.164)
0 0
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Usando (3.164) em (3.161)-(3.162)), deduzimos

(k6* — p1) A*A — k6AB = p; em (0, L), (3.165)

(B6% — pa) N°B — 6°N° (/ g(s)e ™ ds — bo) B — kOAA + kB = pyem (0, L).(3.166)
0
Como kd? — p; = 0 (por (3.131)), entdo a igualdade em (3:163) nos fornece

L /p
B=—<\/7- 167
AV k (3.167)

Substituindo (3.167) em (3.166)) e usando que 5 = b — by, concluimos que

b/pi  p2 pP1 /Oo A P2 1
A= (o), B g — P2 _ 3.168
(5P e A VAPt (169

Assim, pela igualdade para ® dada em (3.152) e de (3.160), podemos escrever

I N O R L. )
(ID—[ k:>\<k: b>+k2)\/0 g(s)e™"ds ok cos (0Ax).

Usando (3.15T]), temos fOL |cos (0Ax)|* dz: = L /2. Assim,

LI b o/pt p\, pr, [T - p2 1
o2, = ———>\<———> —)\/ Ngs — L2 2
ol = 5 | (5= )+ o [ ateas = 2 S
L 1 po  m /OO Y LV rp1 p2\2 .,
> D2 _ Py 5 —-<———) A2,
= 2‘ Xk T ), e o (T

Uma vez que P, € limitado quando A — oo pelo Lema [3.22] finalmente obtemos
lim U3, > lim p1]|®[]72 = oo, (3.169)
A—00 A—00 *
O

Observacdo 2. A escolha da condigdo de fronteira mista (3.15b)) foi necessdria para haver
compatibilidade com as solugdes apresentadas em (3.160). Notamos ainda que encontrar um
contraexemplo que produz a falta de decaimento exponencial para o sistema viscoeldstico com
condi¢do de Dirichlet (3.15a)) na fronteira parece ser mais complicado, permanecendo um caso

em aberto.

3.5 APENDICE A

Provaremos neste apéndice um resultado considerado inicialmente em [23, pg. 25],

o qual versa sobre uma propriedade de limite obtida como consequéncia de assumirmos que
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iR ¢ p(A), onde A é um operador linear ndo limitado. Todos os detalhes serdo exibidos no
Teorema [3.29] a seguir.

A fim de deixar este apéndice autossuficiente quanto aos resultados principais utiliza-
dos, enunciaremos inicialmente algumas definicdes e consequéncias obtidas da teoria de analise
funcional.

Para os resultados abaixo, serdo considerados sempre X e Y espagos normados, 7',.S

e A operadores lineares e D(T") C X o dominio do operador 7.

Definicao 3.24. Dizemos que T : D(T) — Y é fechado se o grdfico
G(T) ={(z,y)lz € D(T),y = T(x)},

for um subconjunto fechado de X x Y.

Teorema 3.25 (Gréfico Fechado). Se T' : D(T) — Y ¢é fechado com D(T) fechado em X,

entdo o operador T’ é limitado.
Demonstragdo. Ver [20]], pagina 292, Teorema 4.13-2. U

Teorema 3.26 (Operador Linear Fechado). T : D(T) — Y € um operador fechado se, e
somente se, satisfaz a seguinte propriedade: se (x,)nen C D(T) étal que x,, — v e T (x,,) —
y, entdox € D(T) ey =T (x).

Demonstragdo. Ver [20]], pdgina 293, Teorema 4.13-3. [
Teorema 3.27. Se o inverso T~ de um operador fechado existe, entdo T~ é fechado.
Demonstragdo. Ver [20]], pagina 296, Exercicio 5. [l
Teorema 3.28. Se S : X — Y é fechado el : X — Y é limitado, entdo S + T é fechado.
Demonstracdo. Ver [20]], pagina 296, Exercicio 12. [
Dito isto, estamos aptos para mostrar o principal resultado deste Apéndice, a saber:

Teorema 3.29. Sejam H um espago de Hilbert e A : D(A) C H — H um operador linear
com D(A) denso em H. Suponhamos ainda que 0 € p(A) e denotamos { = 1/||(—A)~"||zz). Se
vale iR ¢ p(A), entdo existe um niimero real w € (0, (], uma sequéncia (\,)neny C R com

M| < we || = weuma sequéncia de fungoes U,, € D(A) com ||U,||ly = 1 tais que
(i Iy — AU, — 00, se n — 0. (3.170)

Demonstracdo. De 0 € p(A), temos que se A € R € tal que |A\| < ¢ entdo o operador I; +
iA(—A)~! é um operador linear, limitado e invertivel. Uma vez que vale a composi¢do de

operadores bijetores

iy — A= —A(l;+ iX(—A)),
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concluimos que ¢:A\I; — A € invertivel.

Como D(.A) é denso em H por hipdtese, segue que A é fechado. Observe também
que 1Al € limitado, para qualquer que seja A € R fixado. Consequentemente, do Torema |3.28|
conluimos que é fechado o operador iAl; — A : D(A) C H — H. Se A € Rétal que |\| < ¢,
entdo o Teorema e 0 Torema do Grafico Fechado no dizem que (iAI; — A)~! é fechado e

limitado, respetivamente. Portanto, temos
Be(0,d) C p(A), (3.171)

onde B¢ (0, /) representa a bola aberta do plano complexo centrada em 0 e de raio /.

Agora, suponha que iR ¢ p(A) e considere w € RT o nimero dado por w =
inf{|A| | i\ ¢ p(A)}. Entdo {i)\| |A\| < w} C p(A). Além disso, nos fornece ¢ < w.
Pela definicdo de infimo, temos ainda que, para qualquer € > 0, vale

{iN[ A <w+e} & p(A). (3.172)
Suponha, por absurdo, que

sup [[(AMy—A) |z = M < o0.

[A]<o0
Consequentemente, dado |\o| < w, temos i\g € p(A) com |[(iNoly — A) ) < M. Por
outro lado, defina S como sendo o operador identidade de H e T = i(A — \g)(iNgly — A) L.

Entdo, se |\ — \g| < !/m, decorre que

1

1T ey < 1= ———r.
*0 15~ 2

Do Teorema [2.30} temos que S + T = I; + i(XA — I\g)(iAgLy — A)~* é um operador limitado e

invertivel. Portanto, se |\ — A\g| < !/m, também € invertivel o operador
iMg— A= (iXolyg — A)(Ig+i(N— Xo)(idoly — A)7H).

Como consequéncia imediata do Teorema [3.28] o operador iA\l; — A : D(A) C H — H é
um operador fechado. Portanto, se |\ — \g| < 1/m, 0 operador (iAl; — A)~! é fechado pelo
Teorema e, consequentemente, (¢A\/; — A)~! limitado, pelo Teorema do Grafico Fechado.

Conluimos, portanto, que
) 1
{z)\ | A= Xo| < i |Xo| < w} C p(A). (3.173)

Note que se !/m > w, entdo existe um € > 0 tal que w + ¢ < !/m. Para \g = 0 em (3.173)),
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temos

{MHM<w+5}C{MHA—M%@%}CMA)

Agora, se w > 1/m, note que para A € R tal que |A\| < w + 77, é imediato que i\ € p(A) para
IA| <w. Sew < A\ < w+ 1/am, considerando Ay = w — 1/am, segue que

1 1

_ < |\ — _ < T =
A= o] <A —w|+|w Ag]_2M<M,

e por (3.173), temos iA C p(A). Por fim, se —(w + /am) < A < —w, basta tomarmos
Ao = —w + 1/am para concluirmos que iA € p(A). Consequentemente,

{MHM<w+?%}CMA%

que é um absurdo, uma vez que (3.172) é vélida em particular para ¢ = 1/m. Portanto,

sup ||(iAIq — A)leL(H) = 00.
[A|<o0

Provaremos agora que é continua a seguinte funcao:

(:(~ww) —R
A= |G — A7 e

De fato, dado \g € (—w,w), para cada A\ € (—w,w) e F' € H nao nulo, existem vetores U e U,
tais que
(Mg — A)'F=U e (iNly—A)'F=U,.

Com isto,

Somando AU —i\oUy em ambos os lados da igualdade acima, em seguida tomando a composta

com (i\gIy — A)~! em ambos os lados da igualdade resultante, segue que
i\ — Xo)(iXgly — A) U = Uy — U.
Usando a igualdade acima e o fato de que (i\gI; — A)~! é um operador limitado, chegamos a

1T = Ullae < 1A = Xolll@doTa — A) 2ol U I
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Somando e subtraindo U e aplicando a desigualdade triangular, podemos escrever

1Uo = Ullwe < [A=Xolll(iXoLs = A) Ml eap U — Uoll
+IA = Xol|| (PN g — A)AHE(H)HUOHH-

Subtraindo |\ — Aol|| (iAoLg — A) M| 20 |U — Uyl em ambos os lados da desigualdade acima
e, usando que (iXgly — A) ' F = Uy e ||Uplln < || (iXoda — A) Y| 230 || F']| 24, concluimos que

[T =X = Xolll(xoda — A) o] NUo=Ullae < IA=Xolll(iAoda—A) 2 |1 Flla- (3.174)

Dado £ > 0, consideraremos

: 1 13 }
d = min - ) : )
{ 1(GA0da = A) e Edola = A) M Z gy + €A La = A) M 2
Assim, se A € (—w,w) étal que |A — N\g| < 9, entdo (3.174) nos fornece

106 = Ullpe 1A = Aolll(GAoZs = A 750
IFll — 1 =[x = o[l (Aol — A) ey’

para todo /' € H ndo nulo. Portando, da definicao de norma em £(H), obtemos

IA = Qolll(iAoLs — A) |7

iNlyg — A) = (iMy— A)7! < , . (3.175)
@oda =AY = (M = AV le00 < T35 T = A oo
Por outro lado, a desigualdade triangular inversa nos fornece
IC(No) — CN)] < |(iAoLa — A) ™ = (iMg — A) | £30)- (3.176)

Portanto, usando que |A—\g| < 9, as desigualdades em (3.175)) e (3.176)) nos fornecem
IC(N) = C(N\o)] < & Ouseja, ¢ : (—w,w) — R é uma fungéo continua.

Observe que, para qualquer ¢ € (0, w]|, a fungéo ( restrita ao conjunto [§ — w,w — ] é

continua em um compacto, portanto, sua imagem € limitada. Assim,
. . -1
lim ||[(iA g —A)" ||z = 00.
A= w

Consequentemente, para cada n € N, existe A € R, com |\, | < w, tal que
| (iAnIa — A) Y| £3) > n. Mais precisamente, para cada n € N, existe F,, € H ndo nulo, tal

que
[(iAnLs — A) "l 2em
1 F I -

Seja U,, = Un/|Un |2, onde U, € D(A) satisfaz (i\,I; — A)ﬁn = F,,. Com notagdes

(3.177)
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anteriores, podemos reescrever (3.177)) como

A
(i Iy — AU,

o que implica _
[(idda = ATl _ 1
1Unll9 on

concluindo o dltimo objetivo (3.170) e, portanto, o teorema fica provado. [

1A La = A)Unll3 =

Y

3.6 RESULTADOS E DISCUSSOES SOBRE O CAPiTULo

Na Secao mostramos existéncia e unicidade de solucdo para o problema (3.13))-
(3.13). Sozzo, em [31], apresentou esta demonstragdo com detalhes na Se¢do 4.8. Em nosso
caso, a diferenca estd nas entrelinhas da demonstracdo, em que mostramos 0 € p(.A;) para
j = 1,2. Isto serviu para podermos usar 0 mesmo argumento, presente pela primeira vez
em [23| pg. 25], e agora demonstrado também ao longo da Secdo [3.5] que nos fornece uma
consequéncia de assumirmos iR ¢ p(.A;), dando origem as sequéncias obtidas no segundo
pardgrafo da Subsecao |3.3.1l Com isto, argumentamos por contradi¢do, mostrando que R C
p(A;), j=1,2no Teorema principal resultado daquela subsecao.

Um dos principais resultados da Secdo [3.3| ¢ o Teorema onde provamos que o
problema (3.13)-(3.15)) é polinomialmente estdvel com taxa dependendo dos dados iniciais, mas
independente das condi¢des de fronteira consideradas em ((3.13)). Foi obtido taxa de decaimento
polinomial ¢~"/ via Teoria de Semigrupos Lineares, mostrada em (3.41)), para Uy € D(A;) e
independentemente da condi¢do de fronteira em (3.15)) (isto é, para j = 1 e 2). Este resultado
equivale ao mostrado por Rivera & Sare em [26, Secdo 5], onde foi obtido esta mesma taxa
via perturbagdo de energia. Os Teoremas [3.5]e[3.23|foram apresentados de forma andloga aos

considerados em [26].
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4 UM SISTEMA TERMOELASTICO DE TIMOSHENKO

4.1 DEDUCAO DO SISTEMA TERMOELASTICO COM LEI TERMICA DO Tr1po III

Neste capitulo, consideraremos um sistema de Timoshenko e termoeldstico unidimen-
sional, onde a condugdo de calor é dada pelas teorias de Green e Naghdi para o tipo III. A

equac¢do de movimento e o balanco de energia nesse sistema sao dados por

P1Pt = va
patby = My — S, 4.1)
P30 = =Gz — 0(Px + 1)t

As duas varidveis consideradas no sistema sdo o deslocamento vertical e angulo de rotagao
de uma secdo transversal com relagdo a secéo normal, as quais denotamos por ¢ = @(z,t) e
Y = 1(x, t) respectivamente, ambas dependendo da posi¢do = € [0, L] e do tempo ¢ > 0, onde
L € o comprimento da viga. Além disso, v € a diferenca de temperatura, o € uma constante
de acoplamento, ¢ € o fluxo de calor, S denota a for¢a de cisalhamento e M o momento fletor.
Nesse caso, as leis constitutivas empregadas para essas trés dltimas componentes mencionadas
sdo as seguintes:

S = k(s +1) — ov,

M = by, 4.2)

¢ = —0pz = YPat;
onde p € o chamado deslocamento térmico, cuja derivacao temporal é a temperatura empirica
v, ou seja, p; = v. As constantes b, k, p; € py serdo consideradas como em ({1.5)).

Substituindo (4.2)) em (4.1)), derivando (&.1)) com respeito a ¢ e usando p; = v, obtemos

prow — k(e + )z + 0v, =0 em (0, L) x R,
P2ty — bbyy + k(pp + 1) —ov =0 em (0, L) x R, 4.3)
P30Vt — OVpy — YUzat + 0(0z + ) =0 em (0, L) x R,

com condig¢des iniciais dada por

p(z,0) = 900(55),%(%0) = p1(z),
1/}(5(3,0) = ¢0($>7¢t(x70) = ¢1(x>a (4-4)
v(x,0) = vo(x), ve(z,0) = vy (),

o(x,t) =(z,t) =v(x,t) =0, 2=0,L, t>0. (4.5a)
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ou
op(x,t) =¢Y(x,t) =v(z,t) =0, x=0,L, t >0. (4.5b)

A fim de exibir a natureza dissipativa do sistema (4.3]), introduzimos uma nova varigvel

t
O(z,t) = / v(x,s)ds + %z(az‘), (4.6)
0

onde z € H}(0, L) € solugdo do problema de Cauchy

{ Zow = P3V1 — Voux + (1. + 1), x € (0,L), @)

z(z) =0, x=0,L.
Observe que da terceira equagdo de (4.3)), segue que
_5vwx + 8t(P3Ut — YVzx + 0-((;0;1: + w)t) =0.

Integrando ambos os membros da igualdade acima de 0 a ¢ e pondo ¢ em evidéncia nos termos

convenientes, deduzimos:

t 1
- {/ Vg (-, 8)ds + 5[93“1 — Y02z + 0(P14 + wl)]} + p3Vt — Yz + 0 (@ + ) = 0.
0

Note também que, por (4.6), temos 6;(x,t) = v(z,t). Portanto, a partir de podemos
reescrever a igualdade acima como

p39tt - 569:9: - fyex:ct + 0(901 + ¢)t =0. (48)

Usando (4.6)-(@.8)), podemos reescrever (4.3))-(4.5]) como

P11t — k(pr +10)e + 004 =0, em (0,L) x R¥,
ptht - bwmx + k(@x + w) - O-et = 07 cm <07 L) X R+7 (49)
P39tt - 56‘931‘ - Vex:ct + 0(§0x + w)t = Oa cm (Oa L) X R+>

com condig¢des iniciais dadas por

p(x,0) = po(z), ¢ (
77ZJ($7O) = @ZJO )v¢t(x70) = 1/11(93)7 VS (OvL)v (410)

—~
&

e condicdes de fronteira

oz, t) =Y(z,t) =0(x,t) =0, x=0,Lt>0, (4.11a)
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ou
palw,t) = V() = 0(,) =0, ==0,L,t>0, (4.11b)

onde a relacdo de (6, 61) com (vg, v1) é dada por

91 = Vo,
P31 = 500,&:3: + /701,303: - 0'(901@ + %Ul)

Na proxima se¢do apresentamos um resultado de existéncia e unicidade para o PVIF

(4.9)-(4.11)) via semigrupos lineares.

4.2 EXISTENCIA E UNICIDADE

Considere o seguinte sistema

prow — k(op + 1)y + 001, =0 em (0, L) x RT,
P2l — Doy + k(pz +10) =00, =0 em (0,L) x RT, (4.12)
P304 — 000 — VO0put + 0(pe + )y =0 em (0,L) x RT,

com condig¢des iniciais

QO(ZL’,O) = 900(17)’ %(%0) = Spl(x)’ S (O,L),
¢(9€70) = wo(ﬂﬁ)a 77Z)t(xa0) = 77Z)1($)7 YIS (OvL)v (413)
0(x,0) = 0o(x), O4(x,0) =61(z), z€(0,L),

e condi¢des de fronteira do tipo Dirichlet
©(0,t) = p(L,t) =(0,t) = (L, t) = 0(0,t) =0(L,t) =0, t >0, (4.14a)
ou Dirichlet-Neumann
0:(0,t) = @ (L, t) =(0,t) = (L, t) =0(0,t) = 0(L,t) =0, t > 0. (4.14b)

A ideia é reescrever o problema (4.12))-(@.14) como um PVI abstrato de primeira or-
dem. Para isso, denotamos ® = ¢;, ¥ =1y, © =0, e U = (o, P,2, ¥,0,0)T. Consideramos

o espago de fase

M, = H0,L) x L2(0, L) x H2(0,L) x L*(0,L) x HL(0,L) x L*(0, L) (para (@I%a))
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Ha = H(0,L) x L2(0, L) x HY(0, L) x L*(0, L) x HA(0, L) x L*(0, L) (para @T4B)),
com produto interno dado por

U W), = pi(®,®)s+ pa(W, V)5 + p3(0,0)s + b(¢y, be)o + 0(0,,60,):

€ norma
U1, = prll @3 + p2l[ I3 + p3ll O3 + bz + dl16:[15 + kllw. + I3,

para os elementos U = (¢, ®, 1, ¥,0,0)T e W = (, %,J, \Tl,a,é)T € H;, j=1,2. Assim,
podemos converter (4.12)-(4.14) no seguinte problema de Cauchy Abstrato:

{Ut:AjU, t>0,

4.15)
U(0) = Uy == (0, ¢1,%0, ¥1,60,61)7,
onde A; : D(A;) C H; — H;, j = 1,2, é definido por
_ o i
k o
P1 P1
L
AU = b k o (4.16)
P2 P2 P2
C)
1
— (00 +70),, — (P, + V)
L p3 P3 .
onde ~ -
0 1, 0 0 0 0
k
20w 0 T, 0 o -Za,
P1 P1 P1
0 0 0 1, 0 0
A= &k kb ,
7 Y9, 0 —“n+20, 0 o 2,
P2 P2 P2 P2
0 0 0 0 0 1,
)
O —gag; 0 _gld _a:c:r: 7 axx
L P3 P3 P3 3 |
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para todo U no dominio

D(A;) = {U €EH,|D, 0,0 € Hy(0,L), ¢,60 ++0,1 € HQ(O,L)} (para (@.144d))

D(-AZ) - {U € Ho | S H:(07L)7§0I7\I[7@ S H&(O, L)?
.00+ 36,0 € H(0,1) | (para @TID),

Com as notagdes anteriores, mostraremos que A, é gerador infinitesimal de um Cj-semigrupo

.Ajt

de contragdes 7" sobre o espago H;, j = 1,2 e, consequentemente, podemos aplicar a teoria

de semigrupos lineares para concluir o seguinte resultado:

Teorema 4.1. O operador A;, definido em (4.16), é um gerador infinitesimal de um semigrupo
Cy de contragées e’ em H;, j = 1,2.

Demonstracdo. Pelo Teorema de Lumer-Philips, € suficiente mostrar que:

() D(A)) = H,;, j=1,2;

(ii) A; € dissipativo em #;, ou seja, Re (A;U,U)y,; < 0 paratodo U € D(A;),j =
1,2;

(iii) Is — A; : D(A;) C H; — H;,j = 1,2 é sobrejetor.

O item (i) serd deduzido posteriormente como consequéncia dos itens (ii) e (iii). Co-
mecaremos entdo mostrando o item (ii).
Seja U = (¢, ®,94,¥,0,0)" € D(A,) e relembrando que A;U em @.16), temos

(AU D)y, = (k(@x +¥)s — 00, P)y + (0se — k(z +¥) + 00, W), + b(Va, ¢hy)2
+ ((59 +70)40 — 0(Py + ¥),0), + 8(04,0,)2 + k(Py + W, 0, + 1)
= k((pe+¥)z, P)2 — (O, P)o + b(Vpz, V)2 — k(s + ¥, V)s + 0(O, V),
+(00 +70)4s,0)s — (P + U, 0)a + b(V,, 1y )2 + (O, 02)2
+k(®, + VU, 0, + ).

Integrando por partes e usando as condi¢des de fronteira, vemos que

(AjU7 U)’Hj = k[(q)m + ¥, 0, + ¢)2 - ((I)af + ¥, 0, + ¢)2] + b[_(\llma 1/)27)2 + (qua Q/Jr)?]
+0[—(Os, 02)2 + (O, 02)2] — V1025 + o[(Pr + ¥, )y — (P, + U, O)y].

Tomando a parte real e lembrando que Re (z — Z) = 0, concluimos

Re (A4;U,U)y, = =705 (4.17)
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Portanto, .A; € dissipativo em H;, j = 1,2.
(iii) Caso 1: Condi¢do de Dirichlet.

Dado F' = (fi, fo, f3, fa, f5, f6)T € Hi, vamos mostrar que a equacdo resolvente
(14 — A1)U = F possui uma tnica solugdo U € D(A,). Para isto, reescreveremos a equagio

U — AU = F em termos de suas componentes

(0 — @ = fi, (4.182)
k o

D — —(pp+ V) +—06, = fa, (4.18b)
P1 L£1

== fs, (4.18c¢)
b k

U — —t + —(pz +0) — Zo= fa, (4.18d)
P2 P2 P2

0—0=f, (4.18e)
1

O — —(00470)s + —(®, + T) = fs. (4.180)

\ P3 Ps3

Usando (.184a), (4.18c)) e (4.18¢e) nas equagdes restantes, obtemos o seguinte sistema

reduzido
P19 — k(0o +0)s + 00y = p1(f1 + f2) + 0 f5.0, (4.19)
path + k(z + 1) — 00 — biboe = po(fs + fa) — 0 f5, (4.20)
p30 — 0040 — V0ue + 0 (00 +10) = p3(fs + f6) — Vfs.0a + 0(fra + f3). 4.21)
Definindo
g = pi(fi+fa)+0ofsa, (4.22)
g2: = pafatfu)—ofs e (4.23)
g3: = p3(fs + fs) = Vfowa +0(fre + f3), (4.24)

podemos reescrever ({.19)-@.21)) como

p1o — k(e + ) + 06, = g1, (4.25a)
P20 + k(pz + ) — 00 — by, = go, (4.25b)
p30 — Kby + 0(0r + ) = g3, (4.25¢)

onde denotamos x = § + . Pelo Teorema segue que g3 € H (0, L) e g1, 9, € L*(0, L).
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Considere o seguinte problema variacional

L _ _ —_ _ J— e -
/ [pl@@ + pﬂ/ﬂﬂ + P399 + k(@x + ¢)(QO$ + ¢) + 0016 + b%% + %9;3‘9:6
0

_~ L J— _ _
000 + o(pn + 0)lda = / (05 + 920+ gs0)dz,  (426)
0

para todo (3,7,0) € Ay = HE(0,L) x HL0,L) x H(0,L). Vamos mostrar, utilizando o
Teorema de Lax-Milgram, que existe um tnico par ((¢, ¥, 0), (2, {/;, 5)) € Ay x A satisfazendo

(4.26). Considere agora a seguinte forma sesquilinear

a((2:9,0), (8,,0)) : Ay x Ay — C,

dada por

a((9,1,0), (3,%,0)) = pi(, )2 + p2(t0, )2 + p3(8,0)2 + k(0r + ) (@s + ¥)s

+0 (02, B + b(a, Ur)s + (02, 02)> — (6, )

+0(pz + 1, 0)2. (4.27)

Vamos mostrar que a € continua e coerciva. Usando as desigualdades de Cauchy-Schwarz,
Holder e Poincaré, segue que

a((0,,0), (3,9,0)| < pllelallBllz + pall ol ]2 + ps 161121181l

ks + Vllal|Ps + D2 + oll0al2llBlle + bl ]|l
+5]|0a 12162112 + 101|201l + oIz + 0 ]|2]10]]:

o1 Plleallall@alla + p2 L2 lallthe |2 + psL2|18c 116z 12
+Ellall2l|Ballz + kLl all2llallz + KL[ts]l2]1 2212
+E L[ l2ll sl + oL 0all2 Bz ll2 + bllwallallve 2
+6]10a 12110212 + L2 0al2l[s |2 + oL@z l2]10x]|2

+ L[, 121012

< Cll@allz + 1allz + 16al12) 1Z2ll2 + 1¥all2 + [162]l2),

IN

onde C' := max{p1L? + k, (ps + k)L*> + b, p3L* + k,0L(1 + L), kL}. Assim,
|CL((907 1/% 0)’ (&7 {/\;a 5))' < CH((,D, %U, 0) ||A1 || (67 77,57 5) ||A1'
Veja que

a((,1,0), (0,10,0)) = pillells + pallll3 + psllOll3 + Ell oz + ¥|15 + (62, )2 + bl|Yall3
+k|0.]15 — 0(0,1)2 + o (pr + 1, 0)s. (4.28)
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Integrando por partes e usando as condigdes de fronteira (4.14a)), podemos escrever

0<0:c7 90)2 - 0(97 ¢)2 + 0(9090 + 7% 9)2 = 0—(9036 + @D» 9)2 - 0—((1050 + % 0)2

Tomando a parte real em (@.28), utilizando o fato de que (a; +as+az+as+as+ag) <
8(a? + a3 + a3 + ai + a2 + a3)?, deduzimos

o
IN

1,9, )13,

(lpallz + 1tall2 + [162112)*

(les +ll2 + lollz + 11l + l19all2 + 16]]2 + 116z]12)*

8llpx + ¢lI5 + 8llell; + 8H¢H§ +8[1¥all3 + 8116115 + 8H9 I3

8%\% +9l3 + 8—||90|!2 + 8 ||¢||2 + 8—||9||2 s s + k2 2 10z]l2

Re (ps - a((¢, ¥, ),(Wb, ))),

IN N IN A

IA

onde ps = max {8/p1,8/p2, 3/ps, 8/k,3/b}. Se pg = 1/ps, entdo
CL((QO, wu 9)7 (907 wu 0)) 2 p6||<307 2/}7 9) ||3\1
Agora definamos
= A1 — C
~ o~ L J— —_ =
(6a,¢)7€) — El(&vqﬂae) = / (91$+92¢+930> dr.
0

Observe que =, € antilinear e limitada. De fato, € trivial ver que =; € antilinear, agora note que

E1@ 0.0 < (91,2l + (92,92 + 1(93,0)s]
< Algill=llllz + llgallolllla + lgsll -1 116]]2
< sUlellz + [192ll2 + 1162112)

(1Bl + 10 zrg + 161122
= (&9, 0)]a,,

onde ¢ = L([|g1]l2 + [lg2ll2 + llgsll 1)
Pelo Teorema de Lax-Milgram, existe uma tnica terna (i, 1, 0) € A4, tal que

CL(((,OJ#,Q), (&7 QZ: g)) = E1(@7 QZ: 5)7 v(&u 777;’ a) S Ala

ou seja, (p,1,0) € Ay é atnica solugéo de (#.26).
Sendo (p,1,0) € Ay, temos ® = ¢ — f; € H}(0,L), ¥ = — f3 € H}(0,L) e
O =0 — f5 € H}(0, L) satisfazendo as equagdes (4.18a)), (@#.18¢) e (#.18¢)), respectivamente.
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Usando (@#26) com & = w € C}(0, L) e 1 = 6 = 0, obtemos

L 1 L
0 0

Como ¢, (p1p — kb, + 00, — g1) € L*(0, L) e vale @.29), entdo p, € H'(0,L). Logo,
¢ € H?(0, L). Além disso, pela defini¢do de solugdo fraca

key = p1o — ki + 00, — g1 em L*(0, L).

Lembrando que g1 = p1(f1 + f2) + 0 f5. ¢ ® = ¢ — f1, podemos escrever
k o 9
P1 P1
Portanto » € H?(0, L) N H}(0, L) e satisfaz (#.18b).
Usando #26) com ¢ = ¢ € CL(0,L) e § = 6 = 0, deduzimos
L 1 1L —_
| wnGde == o+ 0) = 84 pav - G, WC e CROL). @D
0 0

Como v, (k(p, + 1) — 06 + patb — go) € L*(0, L) e vale (31)), entdo ¢, € H'(0, L). Logo,
v € H*(0, L). Além disso, pela defini¢do de derivada fraca

bipyy = k‘(@m + ¢) — 00 + pa1) — g2 em L2(0, L)

e ainda, lembrando que g, = pa(f3 + f1) — o fs e ¥ = 1) — f3 segue que

b 2
U L+ (e + ) — 2O = frem LX0, L).
P2 P2 P2

Assim, ¢ € H}(0,L) N H*(0, L) e satisfaz (4.18d).
Aplicando em @F26) 0 = . € CL(0, L) e § = ¢ = 0, temos

L 1 L
/ R / (30 + 0 (pa + 1) — gslide, Ve € CL(0, L). 432)
0 0

KR
Lembrando que g3 = p3(f5s + f6) — Vf522 + 0(fi1o + f3) € © = 0 — f5, deduzimos
L L
/ (60,47 (0— f5).]tadr = —/ (03040 (0ut0)—ps(fs+fo)—o(fi+f3)]idz, Ve € Cy (0, L).
0 0

(4.33)
Como 66, +70,, psO+o(ps+v)—ps(fs+ fs) —o(fiz+ f3) € L*(0, L) e vale (@.33)), entdo
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60, +~v0, € H'(0, L) e ainda

(59 + 7@)xx - /039 + U(pr + w) - p3(f5 + f6) - J(fl,x + f3) ém Lg(oa L)'

Lembrando que ¢ = ¢ — f;, podemos escrever

1
O — — (60 +7O)ys + — (D, +T) = fs em L2(0, L).
P3 P3
Assim, 60 + O € H?(0, L) e a equagdo ({.181) é satisfeita.
Portanto, fica provado que existe um tnico U = (¢, ®,v, ¥, 0,0)T € D(A,) tal que
U—-AU=F.

(ii1) Caso 2: Condi¢ao de Dirichlet-Neumann.
Dado F' = (fi, fo, f3, fa, f5, f6)T € Ha, vamos mostrar que a equacgdo resolvente
(14 — A2)U = F possui uma tnica solu¢do U € D(Ay). Para isto, reescreveremos a equacao

U — AU = F em termos de suas componentes

(0 — @ = fi, (4.342)
k
O — (g +P)a+ —O,p = fo, (4.34b)
P1 P1
Y=V = fs, (4.34¢)
b k
U — Lty + — (00 + 1) — —0 = £, (4.344)
P2 P2 P2
0—0=f, (4.34e)
1
O — —(00470)s + —(®, + T) = fs. (4.34f)
\ P3 P3

Substituindo (@.344d), (¢.34c) e (@.18¢) nas equagdes restantes, obtemos o seguinte sistema re-
duzido

p1e — k(op + )y + 00, = p1(f1 + f2) + 0 f5.0, (4.35)

P20 + k(9 + 1) — 00 — bber = po(fs + f1) — 0 fs, (4.36)

P30 — 60,0 — VO0re + (0 + ) = p3(f5 + f6) = Vfsma T 0(fra + f3)- (4.37)
Definindo

g = pi(fi+f2) +ofsa, (4.38)

g2 = pafatfu)—ofs e (4.39)

g3: = p3(fs + f6) = Vfswe T 0(fre+ f3), (4.40)
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podemos reescrever (4.35))-.37) como

P2 + k(pz + ) — 00 — bibyy = go, (4.41b)
p30 — KOy + 0 (@ + ) = gs. (4.41¢)

onde denotamos x = § + . Pelo Teorema|2.29} segue que g3 € H1(0, L) e g1, 9> € L*(0, L).

Considere o problema variacional

L = = = = e~
0

—_ L —_ —_ _
—00y + o(p, + V)0)dx = / (919 + 9200 + g30)dzx. (4.42)
0

Se Ay, = H!(0,L) x Hj(0,L) x Hy(0, L), vamos mostrar, utilizando o Teorema de Lax-
Milgram, que existe um tnico par ((, 1, ), (3,1, 6)) € Ay x A, satisfazendo @F42). Consi-

dere a seguinte forma bilinear

d((9,9,0), (§,9,0)) : Ay x Ay — C,

dada por

d((,,0), (3,1,0)) = p1(p, @)+ pa(0, )2 + ps(0,0)3 + k(pw + 1, F + 1),
+0(pr +1,0)2 + 0 (0, )2 + D(1hs, )2 + (0., 0)2. (4.43)

Considere também o seguine funcional

EQIAQ — C

~ o~ L J— ~ ~
(3.0,0) — Z2(@0.0) = / (015 + 928 + ga0)da (4.44)
0

Lembrando que a desigualdade de Poincaré também € valida para espacos com média
nula com |/| < oo (ver Teorema (2.26)), podemos mostrar de maneira totalmente aniloga ao
Caso 1 que a forma d dado em (4.43) é sesquilinear, continua, coerciva e que =, definido em
(4.44), é antilinear e limitada. Pelo Teorema de Lax-Milgram, existe uma dnica terna (¢, ¢, 0) €
A,, tal que

d((0,1,0), (3, 8,0)) = E2(5,4,0),  ¥(5.9.0) € Ag,

ou seja, (p,1,0) € Ay é a tinica solugdo de (4.42)).
Sendo (p,1,60) € Ay, temos ® = o — f; € HY(0,L), ¥ = — f3 € H}(0,L) e
© =0 — f5 € H}(0, L) satisfazendo as equagdes (#-34a), [@#.34c) e (4.34¢), respectivamente.
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Aplicandoem @42) g = ¢ — T fOL ¢dx, com ¢ € H'(0,L) e ) = 6 = 0, deduzimos

L o 1 L N
/ OpPpdr = _E/ (prp — kY + 00, — g1)ddx, Yo € Hg(O, L). (4.45)
0 0

Substituindo @ = ¢ — fOL ¢ dx em (@.43]), obtemos

/OLk%%da:—/OL%(%/Ostdx>md:c= —/OLmsOdeJr/opr(% /Oqud:c)d:v
+ /0 ’ kb dda — /O ’ k%(% /0 ’ gbdx)dx— /0 " 00, pdx: (4.46)
+/0L00x(%/0L¢dx)dx+/oLgladx—/0L91<%/0L¢dx>dx.

Usando que ¢,0 € H}(0,L), g1 € H}(0,L) e <% fOL gzﬁdx) = 0, temos

L L
/ ki, dr = — / (prp — kb + 00, — g1)ddx, Vo € H' (0, L). (4.47)
0 0

Como ¢, € (p1p — ki, + 06, — g1) € L*(0, L) e vale em particular para ¢ € C;(0, L),
entdo segue pela defini¢do de derivada fraca que o, € H'(0, L) e ainda

kpew = prip — ki, + 00, — g1 em L*(0, L). (4.43)
Lembrando que g1 = p1(fi + f2) + 0f5.. ® = ¢ — f1 € © = 6 — f5, podemos escrever
PP — k(p; + 1), + 06, = p1 fo em L*(0, L).

Assim, ¢ satisfaz (#.34d) com ¢ € H?(0, L) N H}(0, L). Além disso, substituindo em (#47) o
resultado obtido em (#.48), segue que

L B L B
/ ko,o,dr = —/ kpprodx.
0 0

Integrando por partes, deduzimos

z=L
=0. (4.49)

=0

O(x) s ()

Escolhendo ¢ € C1[0, L] com ¢(L) = 1 e ¢(0) = 0, obtemos de #.49) que (L) = 0. Além
disso, escolhendo ¢ € C'[0, L] com ¢(L) = 0 e ¢(0) = 1, segue que ¢, (0) = 0. Portanto,
. € HY(0,L).
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Aplicando em @42) ¢ = ¥ com ¥ € H'(0, L) e $ = 6 = 0, podemos escrever

L L
/ b,V dr = — / [k(pg + ) + path — go — 00]9dx, Y9 € H' (0, L). (4.50)
0 0

Como v, k(ps + ) + pop — go — 00 € L*(0,L) e vale em particular para todo
¥ € CL(0, L), entdo 1, € H'(0, L). Portanto, 1 € H?(0, L) e ainda

Wpe = k(pp + ) + patb — go — 06 em L*(0, L). 4.51)

Lembrando que ¥ = ¢ — f3, © =0 — f5 e g2 = pa(f3 + fa) — 0 f5, obtemos
b k o 9
U — — e + —(pr + ) — —0O = frem L7(0, L). (4.52)
P2 P2 P2

Assim, 1) satisfaz a equagdo @34d) e » € H?(0, L) N H} (0, L).
Aplicando em @42) 6 = 7 ¢ § = ¢ = 0, temos

L L
/ KO, Todr = —/ [p30 + o (@, + ) — g3]Tdx, VT € Hl(O, L).
0 0

Lembrando que g3 = p3(f5 + f6) — Vfs00 + 0(f1 + f3) € © = 0 — f5, deduzimos

L L
|60, 90 s = [T+ 0len +0) =l + fa) — ofuIdn v € HYO,L),
0 0
(4.53)

Como 80, +vO,, p30 + o(p. + V) — ps(fs + fo) — o(f1. + f3) € L*(0, L) e vale (@33) em
particular para 7 € Cj(0, L), entdo 66, +v0, € H'(0, L). Logo, 66 +v© € H*(0, L), e ainda

(60 + 7O)ue = p3b + o (x +¥) — p3(fs + fo) — o(f1,0 + f3) em L*(0, L). (4.54)

Lembrando que ® = p — f1, U =19 — f3e © = 6 — f5, obtemos

O — l(é& +90)es + E(CI)m + W) = fs em L*(0, L).
P3 P3
Assim, 50 + vO© € H?(0, L) e a equagdo @34) é satisfeita.
Portanto, fica provado que existe um tnico U = (p, ®,¢, ¥, 0,0) € D(A,) tal que
U—-AU=F.
(i) Como I; — A, é sobrejetor e H; é reflexivo, entdo D(A;) = H;, j = 1,2 pelo
Teorema [2.50 [

Teorema 4.2. Para cada vetor Uy € D(A;), o problema (4.15) possui uma vinica U solugdo na

classe

U € C([0,00), D(A;)) N CHRT, H,;)
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dada por U(t) = etUy, j = 1,2.

Demonstragdo. Segue do Teorema.1|e Teorema[2.53] O

4.3 ESTABILIDADE

Nesta secdo apresentaremos os resultados de estabilidade para a solugdo U (t) = el
do problema (4.15) e, portanto, para a solugdo do sistema {.12))-(4.14).

Para o resultado de estabilidade exponencial, faremos uso da relacao de velocidade de
ondas como segue

Y (4.55)

k b
Teorema 4.3. Suponhamos que py, p2, p3, k,b,0,6,7v > 0 e x = 0. Entdo, existem constantes
C,w > 0 tais que
1), < Ce ! |Tollzys ¢ >0, j=1,2. (4.56)

Em outras palavras, o sistema de Timoshenko termoeldstico (4.12))-@d.14) é exponencialmente

estdvel.

Se considerarmos x # 0, entdo teremos um resultado de estabilidade polinomial como

segue.

Teorema 4.4. Suponhamos que p1, ps, p3, k,b,0,0,7 > 0e x # 0. Entdo, existe uma constante
C > 0 independente do dado inicial Uy € D(A;) tal que

C )
|U@#)]]2, < WHUOHD(AJ-), t— 400, j=1,2. 4.57)

Em outras palavras, o sistema de Timoshenko termoeldstico (4.12)-(4.14) ¢é polinomialmente

estdavel com taxa dependendo da regularidade dos dados inciais.

Para a demonstrac¢do dos Teoremas [4.3|e [4.4] mostraremos nas préximas subsegdes as
condic¢des do Teorema de Priiss e do Teorema de Borichev e Tomilov. Em seguida, com ajuda da
Desigualdade de Observabilidade mostrada no Apéndice B deste capitulo e resultados tedricos

da teoria de semigrupos, concluiremos as provas dos Teoremas [4.3|e 4.4 nas Subsecoes d.3.3]e

4.3.4] respectivamente.

4.3.1 Primeira condicao do Teorema de Priiss e condi¢cio do Teorema de Borichev e Tomi-

lov

Lema 4.5. Seja A; : D(A;) — H;, definido em (&.16). Entdo, vale que iR C p(A;), para
=12

Demonstragdo. Para j = 1,2, temos D(A;) C H; com inclusdo compacta e, portanto, segue

pelo Teorema que o(.A;) é formado apenas por autovalores de .A;. Suponha, por absurdo,
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que iR ¢ p(A;). Entdo existe A € R tal que i\ ¢ p(A;) = C\o(A;). Portanto, iA € o(A;).
Considere () # U € D(Aj) autovetor associado a ), isto €, A,;U = ¢AU. Escrevendo em termos

de suas componentes, obtemos

(idp—® =0, (4.582)
2
iIND — (g + ) + —O, =0, (4.58b)
P1 P1
iNp— T =0, (4.58¢)
b 2
INU — 2y + (g + 1) — —O =0, (4.58d)
P2 P2 P2
N —© =0, (4.58¢)
1
iINO — — (60 +10),. + L (D, + T) = 0. (4.581)
\ P3 03

Substituindo (#.58a)), (4.58¢) e (@.58¢) em (@.581), chegamos a seguinte equacdo

— A2030 — 60,0 — iMY0pe + iAo (0r + 1) = 0. (4.59)

Para j = 1, 2, tomando o produto interno em #; de A;U — iA\U com U e parte real, podemos

escrever
Re (iA[|U3,, = (A;U, U)ay,) = 0.

Assim, da dissipatividade do problema @.16) (ver (¢.17)), segue que

0 =Re (=AU, U)z, =7/0.]5- (4.60)

Por (4.60), obtemos imediatamente da desigualdade de Poincaré que © = 0. De (4.58¢)), temos
0 = 0. Consequentemente, de (4.59) chegamos a ¢, + ¢ = 0. Com isto, segue novamente da
equacdo (4.58b) que & = 0. Da equagio (4.58a), obtemos ¢ = 0. Deste modo, 1) = —¢, = 0
e, por fim, ¥ = 0, pela equagao (4.58c)).

Portanto, U = 0 o que é um absurdo. Logo, iR C p(A;), j =1,2. N

4.3.2 Lemas técnicos

Com o intuito de aplicar as condigdes (2.5)) e dos Teoremas e respecti-

vamente, e entdo concluir as provas dos Teoremas @.3|e[4.4] nosso ponto de partida é considerar,

para F' € ‘H; dada, a seguinte equagdo resolvente para o operador .4, definido em (4.16):

iU —AU=F, j=1,2 4.61)
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a qual, em termos de suas componentes, pode ser escrita como

(iNg—® = fi, (4.62a)
iIAN1P — k(py + 1) + 00, = p1fa, (4.62b)
iXp— W = fs, (4.62¢)
iRV — b)yy + k(i + 1) + 0O = pafy, (4.62d)
iN — O = f, (4.62¢)

L 1A030 — (60 +7O)ae + (P2 + V) = p3 f. (4.62f)

A seguir, apresentaremos alguns lemas auxiliares que nos permitirdo confirmar nosso
objetivo, a saber, o de obter resultados sobre estabilidade polinomial e sobre estabilidade ex-
ponencial, conforme se dd a relacdo entre os coeficientes py, po, k € b. No que segue, todas as
constantes “C”” no enunciado dos lemas serdo universais e independentes do parametro \. As
que tiverem indices com rela¢do a e, como no Coroldrio.TT]adiante, dependerdo somente deste

indice real.

Lema 4.6. Sob notagées anteriores, seja U € D(A;), j = 1,2, a solugdo da equagdo resol-

vente (4.61)), entdo

10113, 18:]15 < ClU Nl 1 F ll2;, (4.63)
para alguma constante C' > (.

Demonstragdo. Tomando o produto interno de ambos os lados em (4.61) para A € R, temos

por que
MOl = Re (=AU, Uy, < [Re (=AU, Uyl < [[Ulls; || Fll3e; -
Finalmente, usando a desigualdade de Poincaré,
10113, 10115 < ClIU 14, 1 F Il

onde C' = L max{1, L?}. O
v

Lema 4.7. Sob condigéoes do Lema existe uma constante C' > 0, tal que
102113, 1166z + ¥O[* < ClU 3, [|F 13, - (4.64)
Demonstragdo. Tomando o produto interno de (4.62¢]), por 6, em L?(0, L), obtemos
L L
A0, 15 — / 0,0, dr = / f5.20- dx. (4.65)
0 0

Assim, para j = 1, 2, aplicando a desigualdade de Young (come = !/2) e 0 Lema podemos
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escrever

162113 < ‘HU“H 1Fll3, + 52 ||UHH 1, + 5 H9x||§,

A |A?

para alguma constante positiva C'. Assim, para |[A| > 1, o resultado para ¢, segue. Por fim, a
estimativa para 06, + 7O, segue da estimativa anterior para 6, e da estimativa de ©, dada no
Lemald.6 ]

No que segue, a fim de evitar termos de fronteira e estimativas diferentes para os termos
relacionados ao deslocamento vertical ¢ como em [30], usaremos fungdes de corte, ou seja,
definidas localmente, obtendo assim estimativas locais que serdo estendidas a todo intervalo
(0, L) posteriormente.

Consideremos nimeros arbitrdrios [y € (0, L) e § > 0 de forma que o intervalo (ly —
8,lp+ ) C (0, L) e uma fungio s € C?(0, L) satisfazendo

supp s C (lp — d,lp+0), 0 < s(x) <1, z € (0,L) (4.66)

s(z) =1 para 1z € [lg — /2,1y + /2] (4.67)

Lema 4.8. Sob as notagdes acima e condigoes do Lema existe uma constante positiva C'

tal que

1+3/2 C
/Z (Ipa + 1 + |0 do < w—%(uw F A0 IO + U2 IFILE ) 10,

0—9/2

1 4
| Wgnae +70 5" [U13, + ClIU s, | Flle,

”FHH ”5‘91: +70a 21U |3, (4.68)

I [Al

para |\| > 1 suficientemente grande. Em particular, dado £ > 0, existe uma constante C. > 0

tal que
l0+5/2

| (et P +19P) do < U, + CLIFI, (69
l

0—9/2

Demonstragdo. Derivando (4.62a)), adicionando a (4.62¢)) e inserindo a expressdo resultante em

(4.621), obtemos

iAp3O — (00 +7O) e + 1A (0r + V) = p3fe + o(f1e + [f3). 4.70)



102

Tomando o produto interno de (#.70) com sk(@, + ) em L?(0, L), chegamos a

L - L L L L
pg/ feks(pr + ) de = i)\pg/ Oks(p, + ) dx —/ (00 +740) puks(pp + ) dx
0 R 0 Jo

J/

Vv TV
=1 =1o

L e —
+i>\a/ (pz +V)ks(pr + 1) dz
0
L e —
o / (Fio + Fo)ks(on T 0) de. @71)
0

Das equagdes (4.624) e (#.62c)), segue que

L L L
L = pg/ (ks©),® dx — p3/ OksV dr — pg/ Oks(fi. + f3) dx.
0 0 0

Agora, integrando por partes, temos

L L -
I = — / (602 + 7¥Oz)ksa (s + 1) dz — / (00s +70q)ks (e + U)o do.
0 0

J/

~
=13

Da equagdo (#.62b)), concluimos que

L L o L o
I; = —/ (00, + vO,)s(iAp1 @) dx — / (00, +70,)0s0, dx + / (00, +vO,)p1sfa dx.
0 0 0

Substituindo a estimativa /3 em I, em seguida substituindo as estimativas dadas em I e I; em

(4.71)), obtemos

L — L — L —
iAo / (0o + ks (o T ) do —ps / Joks(pn + 0) do + o / (Fio+ fo)ks(pn + ) da
0 0 0
L —
— [ (66, 10k T+ 0 o
OL o L o
— / (60, +v0,)0sO, dr + / (00, +vO,)sp1fa dx
’ L B L ’ B
— pg/ (ks©),P dx + pg/ OksV dx
OL ’ L B
+ pg/ Oks(fi. + f3) do — / (00, +v0,)iAsp1 P dx.
0 0

Tomando moédulo em ambos os lados da igualdade acima, aplicando a desigualdades triangular,

de Holder e de Poincaré e, por fim, usando que s é limitada e supp s C (Il — 9/2, [y +9/2), segue
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que
lo+5 lo+6 1/2
N sl +uftdr < 0|A|||5ex+v@xu2(/ s|<1>|2das) O, 1 F
lo—0 lo—0
66, +1OuallU e, + €196, + 104 | Fll,
OO, U T, + 1166, + 7 a2l “472)

Finalmente, usando a desigualdade de Young e os Lemas [4.6] e em (4.72), em seguida

dividindo ambos os membros da desigualdade resultante por

lo+6 lo+6 1/2
[ st vPar < 0||59z+7@z||2< / s|<1>|2dx)
l l

0—9¢ 0— 5

|)\|||UHHJHF||HJ (4.73)

,IIG 2l U]l + |||59 +70u2|Ufl2; + HFH?{].-

T A [Al

Por outro lado, tomando o produto interno de (4.62b) com —s@ em L?(0, L), inte-
grando por partes e aplicando (4.62a)), vem

L L L
pl/ 5|2 da::k:/ 8|z + |2 d:c—k;/ 5(%+1p)@da:+[4+15, (4.74)
0 0 0
onde
ic [T L L L
I, = ~ $OL(P + f1)dx — pl/ s(Pfi + fop)dx e I5= k:/ s (e + )P dx.
0 0 0

Da desigualdade de Poincaré, podemos concluir facilmente que

1] < <0 Ul + 57 SHT [E 194+ CNU 3, 1 E s

Al RY

para alguma constante C' > 0. Somando as equagdes (4.62a)) e (4.62c) e fazendo integrag@o por

partes, segue que

Re /5] < ”UHH |F |13,

!
[Al Al
para alguma constante C' > 0. Logo, tomando parte real em (4.74)), observando que supp s C
(lo — 6,1p + 0) e usando a desigualdade de Holder, obtemos

lo+6 lo+6 lo+9 1/2
[ stepa e [ e opare ([ sta i ae) ol
1 l

0—0 lo 1) )
C
’/\|||9 221U |3 +’ |||@x||2||F||Hj+C||U||Hj||F|IHj+WI|U||3{J-
F
’)\||| ||H]
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Da estimativa e da desigualdade de Young, resulta que

lo+0 lo+6 1/2 C
/ s|®|? dv < C|60, + 7O, 2 (/ s|®|2dx) +
I I

T l©zll2lU 2,
0—6 0—8 |)\| '

C
+ oxg7m (106 + 90l WU+ OIS + 1T, ) 191
% 2 c 2
+ 13711982 + 90ullllU e, + ClU o 1Pl + CIF W, + 51U,

1/2 lo+9 1/4
+C168, 0, ([ slopan) e+ lelal
.

| WH@ IO 19l 475)

Usando a desigualdade de Young, os Lemas [4.6] e 4.7] e a igualdade em (4.62¢)), a estimativa
(@.73) nos fornece

foto C 1/2 1/2 1/2
sl do < oo [ (100 + 90l + 1) WUIRE + 1l | (100, + 11,
"

C
| Wgnae +70: 5" (1011, + 1F1135) + CIU s, 1l + CIF I,

<o
TN e

para |\| > 1. Aplicando a desigualdade de Young e o Lema mais uma vez, obtemos

oto C 1/2 1/2 121 1111/2
[ sloP dr < s (190410 IVIGES + I I) 10,
.

2/3 4/3
+0||U||Hj||F||Hj + CIFI3, + s l106: + 10,13 10113

C
\|4/3

—U||? 4.76)

Combinando (4.73)) e (4.76) concluimos, para |\| > 1 suficientemente grande, que

o 2 10 dr < —— ¢ 60, + O, |1V U I + WU F 1/2 U
- s (lgs + 012+ |®]?) do wg/z 1602 +vOu 2 Ul + Ui, 1 ;) 10114,
-

19 121U 13, + 15775 1802 + 7€ 151U 1377

e il
R A2
+ ClU o, | Flla, + ClIF I3,

onde usamos a desigualdade de Young e novamente o Lema [4.6] donde da defini¢do de s em

(@.66)-(@.67) a estimativa (4.68) segue.

Em particular, usando a desigualdade de Young e o Lema [4.6] vdrias vezes, também
usando as propriedades de s em {.66)-[@.67), a estimativa em ({#.69) segue. O
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Observacio 3. Vale a pena observar que as estimativas (4.68)-(.69) sdo as mesmas para
ambas as condigoes de fronteira, o que diferencia-se das estimativas dadas em [30, Lemma 5.4],
onde foram obtidas desigualdades diferentes, via Teorema do Trago para espagos de Sobolev,

para cada condigdo de fronteira.

Vamos considerar outra fungfo auxiliar s; € C?(0, L) satisfazendo

supp s1 C (lo — /2,10 +0/2), 0<s(x) <1, z€(0,L), 4.77)

si(x) =1 para x € [ly—9/3,1y+ /3] (4.78)

Lema 4.9. Sob as notagdes acima e condi¢oes do Lema existe uma constante positiva C'

tal que

l0+(5/2
/ sllwx\zdx < C|A|
!

l0+6/2
o [T e vl ds
0—0/2 l

k 0—06/2

lo+6/2 lo+8/2 1/2
+c/) oo + 0P da + CllU I, / o0 + 2 da
[

0—3/2 lo—58/2

C
+CllOu 2T, + ClIU s 1F 130, + CIEIG, + WHUH?AJ-- (4.79)

Demonstragdo. Tomando o produto interno de (4.62d) com s; p—i@ em L*(0, L) e integrando

por partes, chegamos a

b2 L L . bk’ L o
— 51|¢m|2 dr = — i)\b/ 519 dx — —/ $1(e + ) dx
P2 Jo 0 P2 Jo
be [L _ L o p2 L _
+ — 510 dr + b/ S1fa dr — —/ s ) de. (4.80)
P2 Jo 0 P2 Jo

Agora, derivando (4.62b)), tomando o produto interno em L?(0, L) com s;b¢) na expressio

resultante e por fim integrando por partes, obtemos

L L L
_b/o fo(s190)dx = i)\b/o 51 @xad:v—k%/o sl[k;(goanzb)x]Exde

%
b [F — ob [T —
+ — 51713[]{7(3090 + @b)x}dj dr —— 990(8177/))1; dx. (481)
PrJo P Jo

~
=17
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Integrando por partes e usando a equagdo (@.62d), podemos reescrever I e I; como segue

kf L . k.Q L k; L —
Is — \iP2 81(90:c+¢)\1fdx——/ 31’@x+¢|2d$+—0/ s51(pz + )0 dw
P1 Jo P1 Jo P1 Jo
kepo L _ bk [t —
+ ﬂ Sl(gpm + 1/})f4 d$ - _/ Sl,z(gpm + 1/1)1% dl’,

p1 Jo P1Jo

bk [* — bk [T _
Ir = —— Sl,mx(gpw + ¢)¢ dr — — / Sl,x(QOx + ¢)¢x dz.

p1 Jo P1Jo

Substituindo I e I7 em @.81), somando a expressdo resultante com (4.80), usando novamente

as equacdes (4.62al) e (@.62c)), e por fim fazendo integrag¢do por partes, obtemos

b? L boi — k L o k2 L
Y ol de = ix [u] / 51(00 + )T dr + —/ 51l + V[ da
P2 Jo P1 0 P1 Jo
L /b b _
+ k/ (—Sl’m — —81) (pz + V) do
0 P1 P2
bk [t _
+ Qp— 81 (e + )0, dx + Ig + Iy, (4.82)
1J0

onde

L

—_ L —
(51 fa)e do + b / 5% dz

0

L L
Iy = b/ Sl‘IfEdSL’—b/ 81(f1,x+f3)§dx—b/
0 0 0
k L — bo (B — ko [* —
_ fp2 sl(gox—l—w)f4d:c+—g/ 31®¢dq:——0/ s1(ps +1)O dx
P2 Jo P1 Jo

Pr Jo

L o o

€

b2 L .
Iy= —— | s\, 0da.

P2 Jo
Aplicando o Lema4.7] vemos que
1] < CllO:2lU 1w, + ClIU 3, | Fllae, + ClIF I3,
para alguma constante C' > 0. Além disso, integrando por partes e usando (4.62c), segue que

C 2 ¢ 2
Re Io| < WHUHHJ + WHFHHja

para alguma outra constante C' > 0. Por fim, voltando a (4.82)), tomando a parte real e lem-
brando que
supp s] C supp s; C supp s1 C (lo — /2,1y +8/2),
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obtemos
l0+§/2 lo+§/2
[ s ar <N B =22 [T o+ ul0] da
lo—d/2 lo—6/2
lo+5/2 l0+5/2 1/2
w0 [ ot ude+ Ol ([ le v de
lo—6/2 lo—0/2
2 ¢ 2
+ Cl1Oal2/|Ull; + ClU s, 1 Flle; + ClIF N3, + WHUHH]-'
Isto completa a prova de (4.79). ]

Lema 4.10. Sob hipoteses e notagcoes do Lema existe uma constante C > 0 tal que

lo+4/2 0 D2 lo+6/2
[ spar o2 [T st vl s
10*6/2 1075/2

lo+6/2 lo+6/2 1/2
e / oo + 0P do + CllU |, / oo + 0P da
[ l

076/2 076/2
(4.83)

C
+ CllOall2llUllse, + ClIU s, | Ellg, + CIF N, + WHUH%J--

Demonstragdo. Tomando o produto interno de (4.62d) com —s1¢ em L?(0, L), em seguida

fazendo integracao por partes e usando (4.62c)), obtemos

l l
pgb/ S1 ’\11‘2 d$ = bz/ S1 |¢x|2 dl’ =+ .[10 =+ .[117 (484)
0 0

onde
L . L . L .
Ly = —Pz/ 51 \I’f3d$—02/ $1f4¢d93—05/ 519¢ dz,
0 0 0
L . L .
fa=t [ silet0)Fdo b [ sbe
0 0
Da equacdo (4.62c)) € facil ver que existe C' > 0 tal que
C C 9
(10| < CllOal2||Ulls; + CllUl3¢, [ Fllse, e [In] < WHUHHJ-HFHHj+WIIUHHj-

Usando estas duas udltimas estimativas em (4.84), em seguida aplicando (4.79) e lembrando que
supp s1 C (lp — /2,1y + 0/2), por (4.83) o lema segue. O

Observacao 4. Usamos fungoes de cortes para evitar termos pontuais de fronteira nas inte-
gragoes por partes. Nesses casos, todos os termos de fronteira se anulam nas integracdes por
partes realizadas nos Lemas .8 H.9 e[d.10|devido as fungdes s e s1. No entanto, as estimativas
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obtidas sdo localizadas e, assim, temos a seguinte consequéncia.
Corolario 4.11. Considere as hipoteses e notacoes anteriores e dado £ > 0, temos:

(1) Se x # 0 em (4.55)), entdo existe uma constante C. > 0 tal que

lo+d/3
[W3Wﬁ+MﬂMSdM&+QWﬂW% (4.85)
-

(1i) Se x = 0 em (4.55)), entdo existe uma constante C. > 0 tal que

lo+6/3
L, (el 19F) d < U1, + CPIR, (50
lo—6/3

Demonstragdo. Somando as estimativas dadas em ({#.79) e (4.83)) fornecidas pelos Lemas[4.9]e
4.10] respectivamente, em seguida usando a desigualdade de Young e as condi¢des (@.77)-@.78)
sobre s;, obtemos

p_ P
k

l0+5/3
[ G oy a < e |- &
l

2 lo+5/2
/ (0o + 2 di + C||Oullal|U 1,
0—0/3 l

0—5/2

lo+0/2
+C [ put bl da + U |l + CIFIE, @87
lo—68/2

l0+5/2 1/2 C
e [ oot Ve | U, + 1510

0—6/2

para alguma constante C' > 0. Assim, temos:

(i) Se x # 0, entdo £ — £2 7 0. Para |A| > 1, da estimativa (4.87), da desigualdade de Young
com ¢ > 0 e do Lema[.7] chegamos a

lo+46/2

lo+4/3
/ wx+m%msﬂm&+mw&+w2@/
l l

075/3 076/2

oz + de> ,

para alguma constante C. = C'(¢) > 0. Agora, usando a estimativa (4.69) dada no Lema(4.8| a
desigualdade de Young com ¢ > 0 e o Lema[4.7] concluimos que

lo+5/2

g
C. or +9* de < 51U 3, + C-(1+ NP FIIF,-
lo—8/2 Al

Logo, fica mostrado (#.85).

(i) Neste caso, x = 0 implica 58 — £2 = 0. Para |A| > 1 suficientemente grande, de (4.87),
das estimativas dadas no Lema em ([4.69), do Lema 4.8 e da desigualdade de Young com
e > 0, a desigualdade desejada em (4.86) segue. O
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4.3.3 Conclusao da Prova do Decaimento Exponencial (Teorema

A conclusdo da prova do Teorema [4.3] é baseada na caracterizagio de estabilidade
exponencial para Cy-semigrupos de contragdes, conforme relembrado no Teorema [2.56]

Do Lemal4.5]jd sabemos que a primeira condigdo de (2.5]) do Teoremal[2.56]¢ satisfeita.
Para concluir a segunda condicdo de (2.5), consideremos inicialmente ¢ > 0 dado e x = 0.

Aplicando o Coroldrio [4.11} (i) temos de (4.69) e (4.86)), que

lo+6/3
L et b 108 4l + 10F) do < U, + CAFI,  @89)
lo—6/3
para alguma constante C, > 0.
Agora é 0 momento preciso em que aplicaremos os resultados de observabilidade apre-
sentados no Apéndice B para “esticar” a estimativa (4.88)) a todo (0, L). Com efeito, de (4.62al)-

(@.62d), vemos que V = (i, @, 9, ¥) € a solugdo de (4.117))-(4.120)) com
g="r, g=pfo—(00), g=/fs, gi=pafs+00,

e, entdo, a condi¢do (4.130) é verificada para a; = ly — 0/3 e ay = ly + ¢/3. Deste modo,
aplicando o Coroldrio o Lemal4.6)e a desigualdade de Young, deduzimos

L
/ (Ipw + 0 + B[ + [l + [UP) dr < eC|UIE, + CIFIZ,.  (489)
0

para constantes C', C. > 0. Vale a pena ressaltar que a aplicacdo do Coroldrio foi fun-
damental na estimativa {#.89)), o qual é consequéncia imediata do Lema [4.14] que estabelece a
desigualdade de observabilidade para sistemas do tipo Timoshenko.

Agora, combinando (4.89) e o Lema[4.6] obtemos

U5, < eClUI, + CellF 13,

Portanto, tomando ¢ > 0 suficientemente pequeno e relembrando a equagéo resolvente (4.61),
concluimos
1(iMa — A;) " Fli, < ClIF |l [\l = o0,

o que prova a segunda condicdo de (2.5).
Finalmente, aplicando o Teorema [2.56 concluimos a prova do Teorema [4.3] ou seja,

que o sistema (4.13) é exponencialmente estavel com (4.56) sendo satisfeita no caso y = 0 em

(4.55). O
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4.3.4 Conclusao da Prova do Decaimento Polinomial (Teorema

A conclusdo da prova do Teorema [4.4] ¢ baseada na recente caracterizagdo de esta-

bilidade do tipo polinomial para Cj-semigrupos limitados, conforme relembrado no Teorema

.57

Do Lema4.5|ja sabemos que iR C p(.A;). Resta provar a condigio necessdria de (2.6)
do Teorema[2.57] Com efeito, seja ¢ > 0 dado. Do Lema[.8| (desigualdade (4.69))) e Coroldrio
4.111(i), existe uma contante C. > 0 tal que

lo+0/3
[ G+ 108 + i+ 9E) de < el + CAFIPIE,
.

Usando novamente que V = (¢, @, v, ¥)7 satisfaz (4.117))-(4.120) com
G=f, @=pfo—(00), g=f3, ga=pafs+006,

e que (4.130)) ¢ verificada para a; = lp — /3 e ap = Iy + 6/3, entdo o Coroldrio[4.15] Lemal4.6|
e a desigualdade de Young implicam

L
/ (lox + 9P + @ + vl + [U) do < ClU I3, + CA|IF I3, (4.90)
0
para algumas constantes C, C, > 0. De (#.90)) e novamente do Lema 4.6 chegamos a
10153, < eClUII, + CIAIF I,

e escolhendo € > 0 suficientemente pequeno, obtemos em virtude da equagao resolvente (4.61)
que
1A g = Aj) " Fllag, < CIAPIF [l 1A = o0,

para alguma constante C' > 0, provando a condi¢do necessaria de do Teorema com

a = 2. Portanto, da prépria equivaléncia em (2.6), obtemos
_ _1
1S(t)A; ey = Ot 2),

onde S(t) = e”' é o semigrupo gerado por A; em H; definido em lb Disto e como
0 € p(A;), concluimos que existe uma constante C' > 0 tal que

_ _1
U@, = 1S Vollae, = 1SOA; Flln, < Ct72|[Usllpayy,  t— oo,

para Uy € D(A;), o que prova (4.57).
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4.4 FALTA DE DECAIMENTO EXPONENCIAL

Na sec@o anterior, provamos que o sistema (4.12)-(@.14) é exponencialmente estavel
quando x = 0, conforme o Teorema[d.3] No que segue, mostraremos que 0 mesmo sistema nao
¢ exponencialmente estavel se x # 0. Isto justifica um estudo de outro tipo de decaimento no
caso y # 0, como o polinomial, obtido conforme o Teorema 4.4, O método usado para mostrar
a falta de decaimento exponencial é baseado no Teorema de Priiss para sistemas dissipativos

(ver, por exemplo, [13]).

Teorema 4.12. Consideremos Uy = (o, 01, Yo, U1, 00,01)T € D(Az) e suponha que
P1 P2
== 240 491
X=7 77 (4.91)

Entdo, o semigrupo et associado ao sistema @& 12)-@14), com condigées de fronteira
00(0,1) = u(L,t) = (0, 8) = (L, t) = 0(0,£) = O(L,t) =0, >0, (4.92)

ndo é exponencialmente estdvel.

Demonstragcdo. De acordo com o Teorema de Priiss, € suficiente mostrar que nao vale
limsup ||(iA g — Ay) 7Y < oo.
A—00

Mais precisamente, mostraremos que existe uma sequéncia de nimeros reais (A, ),ecny com

lim |\,| = oo,

n—o0
e uma sequéncia de vetores U,, = (0, @, ¥, ¥, 0,,, 0,,)7 satisfazendo a equagio resolvente

(iAndg — A2)U,, = F,, (4.93)

para fungdes limitadas (F,,) C Ha (|| F, |2, < 1) tais que

Tim [[Unlzg, = lim [[(AnZa — Az) ™' Fyllag, = o0. (4.94)

Denotaremos
A=\, U=U, e F=F,.

Para cada n € N, tomamos F = (0,0,0, f4,0,0)”, com f; = sin (“Zz). Escrevendo #93) em
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termos de suas componentes da solugio U = (¢, ®, 1, ¥, 0, 0)T temos

iNpg—®=0 em (0,L), (4.95)

A1 ® — k(pp + 1), +00, =0 em (0,L), (4.96)
iM)—T =0 em (0,L), (4.97)

iV — bhyy + k(uy +v) — 0O = pofy em (0,L), (4.98)
iN—0=0 em (0,L), (4.99)

iAp3© — 00, — VO + (P, +¥) =0 em (0,L). (4.100)

Isolando @, ¥ e © dadas nas igualdades (.93), (@.97) e (4.99), respectivamente, e substituindo

nas igualdades restantes, concluimos que

~Np1o — k(py + 1), +iXal, =0 em (0,L), (4.101)
~ N poth — Wby + k(pp + ) — iAol = pofs em (0, L), (4.102)
~ N30 — 004y — iMNY0pp +iXo(0r +) =0 em (0,L). (4.103)

O sistema reduzido (4.101))-(@.103)) pode ser resolvido por
nm . (nm . /T
o(r) = Acos (Tx>, Y(z) = Bsin <Tx>, f(z) = C'sin <7x>, (4.104)

onde A, B e C' dependem de )\ e serdo determinados posteriormente. Note que ¢, 1) e 6 dados
acima satisfazem (4.92)). Portanto, o sistema (#.101))-(@.103)) € equivalente ao abaixo:

PiVA— k%B + i)\a%(] =0 em (0,L), (4.105)
—k:n—LWA + Py(\)B —iXoC =p, em (0,L), (4.106)
—MU%A +ioAB + P;(\)C =0 em (0,L), (4.107)
onde
)2 nmy?
PiA) = —pi A2 + k ( L) , (4.108)
2 nmy?
Py(\) = —pa) +b<L> +E,
2 ' nmy?
Py(X\) = —psA* + (0 +i\y) < 7 ) .

Observe que, se D e Dp sdo, respectivamente, a matriz dos coeficientes e a matriz dos coe-

ficientes substituindo a segunda coluna pelo termo ndo homogéneo (0, po, 0)7 associadas ao
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sistema (4.103))-(@.107)), entdo

1
det D = 75 [R(\) = 0*X*m*n® (Po(N) — 2k) = X’ L70* Pi(V)]

1
det Dg = 5 (L2p2P1()\) - Py(\) — )\202772712) 7
onde
R(\) = Bs(A)(L2Py()) - Py(N) — k*7*n?).

Veja que det D = 400, uma vez que
Im RN ~c-n",n—00 e —a?X2n?n?(Py()) — 2k) — NL*0?Pi(\) =~ n®, n — co.

Com isto, o sistema (@.105)-(@.107) possui solu¢do. Usando a Regra de Cramer, temos B =

det D B
S Portanto

L2paPy(N) - P3(\) — N2 papo?m?n?

B= .
RO\ — 02 X212n2(Py () — 2k) — A2L202P; ()

(4.109)

Considere A tal que
™m

L
onde a constante A, que nao dependera de n, serd determinada posteriormente. Observando
primeiramente que (110 e (#.108) nos fornece p1poxn’n? + p1 L2A — p1 Lk = po L2P1()),
temos

2
Py(A) = —pad2 + b ( ) k= A, (4.110)

(A
R(A) = B0 {L? [prpaxn®n® + pi LA — pi LK) A — pok®n®7®} . (4.111)
P2

2
Tomando A = pl’;—LQ, segue por (A.110) que

1 ™ 2 k?
A=4/— |k+bl—) — ——]|. 4.112
\/Pz { " < L > PlXLQ] ( )

Além disso, concluimos a partir de ({.1TT)) que

_ pnL?P(A)

R P2

AAN—Fk)=c-n*, ¢>0,n— oo
Com isto,
R(\) — a? X2 12n2(Py(A) — 2k) — N2L20?Py(\) = c-n, ¢>0, n — oo,

e como temos também L?py Py () - P3(\) — A peo?m?n? ~ ¢ -n°, n — oo, para um valor
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grande de n, deduzimos

B=c-n, ¢>0,n— .
Finalmente obtemos

2

™
dr = 00.

L
lim U2, > lim pzuxyug—mygw/ ’cos (F2)
A—00 2 A—00 0 L

O

Observacao 5. Assim como na Observagdo 2| destacamos que a escolha da condigdo de fron-
teira mista (4.14Y) foi necessdria para haver compatibilidade com as solugcdes apresentadas
em (@.104). Novamente, ressaltamos que encontrar um contraexemplo que produz a falta de
decaimento exponencial para o sistema termoeldstico com condigdo de Dirichlet na

fronteira parece ser mais complicado, também permanecendo um caso em aberto.

4.5 OTIMALIDADE DO DECAIMENTO POLINOMIAL

Teorema 4.13. Suponhamos que py, pa, ps, k,b,0,8,7 > 0 e x # 0. Entdo, a taxa t~'* dada
pelo Teorema ndo pode ser melhorada para 7 = 2. Em outras palavras, o decaimento
polinomial a seguir é otimo

U @) [l < \Uollp(as), t— +oo. (4.113)

C
t1/2|
Em particular, o sistema de Timoshenko termoeldstico (.12))-(@.14), com condigbes de fronteira
(@#14b), é polinomialmente estdvel com taxa 6tima t~* dependendo da regularidade dos dados
inciais.

Demonstracdo. Suponha, por absurdo, que a taxa do tipo t~'/? niio é 6tima. Entdo, existe ¢ > 0

tal que
_ C
1S(t)A; Flly, < i |Uollpasy, t— 00, VF € Ha,
2—¢

onde S(t) = e*i' é o semigrupo gerado por A; em H;. Usando defini¢io de norma em £(Hs)
e Defini¢do [2.32] podemos escrever

1

1S() A |20y = O(t™75), ¢ — o0. (4.114)

Aplicando o Teorema de Borichev e Tomilov em (4.114)), deduzimos
1A s — A2) Ml i) = O(APTS), A — o0,
Da igualdade acima, concluimos

U3, < CIAP 8| Fllay,  VE € Hay A — 00, (4.115)
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Por outro lado, para cada n € N, dado F), = (0,0, 0, sin (”L—”x) ,0,0)T € H,, conseguimos (no
Teorema4.12)) A\, real e U,, € D(.A) tais que

1Unll32 = ClA P Fn |- (4.116)

Em particular para estas sequéncias vale (por (@.113]) e @.116)) que

M2 < CINPE, YneN,
o que é um absurdo, pois A\, — oo (ver (4.112))). O

4.6 APENDICE B

4.6.1 Desigualdade de Observabilidade para Sistemas do Tipo Timoshenko

No que segue mostraremos duas desigualdades, as quais sdo comumente chamadas
por alguns autores de “desigualdades de observabilidade”, para uma classe ampla (e abstrata) de
sistemas do tipo Timoshenko. Mostraremos uma inequacao de observabilidade para o problema
homogéneo relacionado ao sistema de Timoshenko. Tal resultado é provado pela primeira vez
por Mufioz Rivera e Avila em [25]. Este resultado também pode ser visto em [3]].

Iniciamos considerando o seguinte sistema de equagdes:

iNu—v=g¢g; em (0,]), (4.117)

iAp1v — (k(ugy +w)), = g2 em (0,1), (4.118)
iw—z=yg3 em (0,]), (4.119)

iAp2z — (bwy)z + k(uy +w) = g4 em  (0,1), (4.120)

onde g; € Hj(0,1) ou H(0,1), g3 € H}(0,1), go € L*(0,1) ou L2(0,1), g4 € L*(0,1), e

p1, P2, k, b satisfazem

p1, P2, k, b > 0. (4.121)
Denotaremos por V e G as seguintes fungdes vetoriais V' = (u,v,w,2)T e G =
(91,92, 93, 94)". Além disso, dados quaisquer ay,as € [0,1], com a; < az, a notagao || - ||a;.as

significa

a2
VIR, = / (g + w? + [0 + a2 + |2]?) .

ai
Lema 4.14. Sob as notagées acima, seja V = (u,v,w, 2)" uma solugdo regular de [#I117)-
(4.120) e suponhamos que 0 < a; < as < l. Entdo, existem constantes Cy, Cy > 0 tais que,
paraj = 1,2,
|z (ag) + w(ag)|* + [v(ag)]* + fwe(a)® + |2(a;) [ < CollV[3, 0y + CollGllg s (4.122)

ai,a2
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V1 0s < Cr [luaay) +w(ag)]? + [v(ay)[? + fwe(a)* + |2(a;) ]
+ C1||Gl5..- (4.123)

Demonstragdo. Consideremos uma fungio fixada ¢; € C* [a1, as). Tomando o produto interno

de q1k(u, + w) com 4.118) em L?(ay, as), obtemos

az a2
/ q1kge(uy +w)de = — / @ o1k v[iN(u, +w)] dx

al ay

_ /a2 k(s + )] Flas + )] dz. (4.124)

ai

Denotemos o lado direito de (#.124) por .J; + Jo. Usando as equagdes @.117), (4.119) e inte-
grando por partes, segue que

a2

1 [
i1 / (piklalof? de

1
Re J, = — thﬂﬂf v 5

al al
az a
—Re (/ qp1kvz dﬂf) —Re (/ qip1kvgi . + g3 dﬂ?) ;
al al
e a
Lo of 7 1 [ 2 2
Re J, = — 5(11/%’ luy +w|*|  + 3 Q1K Juy + w|* dz.
al ai

Assim, tomando parte real em (4.124)) e usando estas igualdades, obtemos

az

1
—§(Q1P1k|v|2 + @k |ug + w]?)

1 [
T3 / (1K) 0] + q1.2k?|ue + w]?) da

al ai

az a2
= Re/ qpikvzdr + Re/ Q1k [plv(gl,x + g3) + g2(us + w)}da:. (4.125)

al al

Agora fixando uma outra fung¢éo ¢, € C'[ay, ay]. Multiplicando (4.120)) por ¢2b W, e integrando

sobre (ay, as), temos

a2z a2 a2 -
/ qzbg4@a,dx:—/ Gapab z[ilw,] dx—/ @ (bw,)(bw,) dx

ail al aj

az
+ / q2kb (u, + w)w, dz. (4.126)

al

Denotando o lado direito de (4.126) por J; + J4 + J5. Entdo, integrando por partes Js, .Jy e
usando a equagdo (4.119), resulta que

az

1 as az
+§/ [q2p2b]x|z\2dx—Re/ G2p2b 2G5 , dx

al al al

1
Re J3 = — 5&72,025 ER
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1 a2 1 ao
Re J, = — §qu2|wx]2 + 5/ q27x62\wx|2da:.

al ail

Além disso, integrando por partes em .J; e usando ({.118)-(4.119), temos

a2 a2z
) —I—Re/ qop1b vz dx
al ail

ag 1 az
- Re/ ¢02b (p1vg5 + gow) dx — X Im / k(q2b)(uy + w)z dx
ai

ay

Re J; = Re (ngk (uy +w)w

1 a2
~{m / k(gab) (1t + )55 d.

Retornando a (.126)), tomando sua parte real e substituindo estas trés dltimas identidades, de-
duzimos

a2z

1 [
3 [ (1ol + et ) d

al 2 ai
ag)
ai
az
+ Re/ q2b(p22G3 , — p1G3 + gaW, — goW)dx (4.127)

ai

1 o 1 "
+ X Im / k(q2b)z(uz‘ + w)zdm + X Im / k(QZb)x(um + w)% dr.
al ai

1
D) <Q2;02b |Z’2 + Q2b2|wz|2>

S Re/ q2p1bvzZdr — Re (ngk (up +w)w

al

Combinando (#.123) e (#.127), chegamos a

a2
/ <Q1,:pk2‘uz + w‘z + (Q1P1k)x|U’2 + q2,xb2’wx|2 + <Q2pzb)z|zl2> dx

al
az

= <q1k2|ux + w|2 + i1k |v|2 + q2b2|w$|2 + qap2b |z|2> (4.128)

al

a2
+ 2Re / (q1p1k — @2p1b) vZdx + P(a;) + Jo + J7,

ai
az
)
ai

2 2
Jg = X Im / k(qab).(u, +w)z dx
ai

para quaisquer ¢, go € C*[ay, as], onde

P(aj) = —2Re <quk (g +w)w
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a
Jr = 2Re/ q2b(p22G5 » — P1VG3 + g4, — goW)dw
ai
az

2
+ 3 Im k[gob) . (uy + w)g3 dx

ai

+ 2Re / g1k (plv[gl,x + g3] + gofu. + w]> dx.

al

Agora estamos aptos para concluir (4.122)-(4.123). Com efeito, vamos considerar

primeiro o caso j = 2. Assim, escolhendo ¢; e ¢ de forma que

wpb)a) = [ e dr e (o)) = [ e

ai ai

para z € [ay, as] e n € N. Logo, de (4.128)) temos

a2
/ (CIl,sz’uac + w‘2 + [Q1P1k]x‘v|2 + q2,xb2’wx‘2 + [Q2pzb]z|/3’2)d$

= (@1k?)(a2) [uz(az) + w(az)[* + (qupik)(as)|v(az) [ (4.129)
+ (920°) (az)we (az)* + (gopab)(az)|z(az)[* + P(az) + Jo + Jr,

com

P(as) = =2Re { (gabh) (a2) [tz (a2) + w(az)|ew(az) }
Agora observe que

<

Jg| <

VIz.e € 17l < ClVllay,allGllo,,
para alguma constante C' > 0. Mais ainda, da equagdo (4.119), da desigualdade de Young e da

imersdo H'(ay, as) < L*(ay, as), obtemos

@

c :
P(a)] < jluelas) +wla) + 5

<™ |2(a2)|* + CIIG g -

Portanto, substituindo estas trés dltimas estimativas em (4.129) e tomando n e |A| > 1 suficien-
temente grandes, as estimativas (4.122))-(@.123)) sdo verificadas para j = 2.

O caso 7 = 1 € similar. De fato, para este caso escolhemos ¢; e ¢» tais que

(@1p1k)(2) = _/ e "dr e (qpib)(r) = —/ e " dr,

para x € [a1,as] e n € N. Portanto, retornando a (4.128) e procedendo similarmente como
acima, as estimativas (4.122)-(@.123)) podem ser concluidas para j = 1. O
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Uma importante consequéncia do Lema.14]¢ o coroldrio a seguir, o qual sera o resul-

tado utilizado nas aplica¢des para recuperar estimativas globais. Vejamos:

Corolario 4.15. Seja V = (u,v,w, 2)T uma solugdo regular do sistema (4.117))-(4.120). Se

para algum subintervalo (ay, as) C (0,1) tivermos que

Vs = [ (h+ P 4o + i +12F) do < A (4.130)

ai,az
ai

entdo existe uma constante C' > 0 tal que
l
VI = [ (juo 0l 0P 4wl 4+ |2P) do < CA+ CIGIR, 13D
0

Demonstragdo. A prova segue combinando (.122))-(@.123) com a hipétese (@.130). De fato,
de @.122)) e (.130), para j = 1, 2, temos

[ua(a;) +w(a)|* + [v(a;)[* + [wa(ay)[* + |2(a;)[* < CoA + Col|Gl - (4.132)
Usando (4.123)) com a; = 0 e (4.132) com j = 2, obtemos
az
| (bl s o 4 a4 1) do < Coh o+ GG,
0

onde Cy = C1Cy + C; > 0. Analogamente, usando (4.123)) com a; = as, as = [ e (4.132) com
j = 1, também concluimos que

l
/ (Jta w2 + [0 + a2 4 |2) do < Co A + GG

az

Portanto, adicionando estas duas tdltimas desigualdades, a estimativa (4.131)) segue como dese-
jado. [

4.7 RESULTADOS E DISCUSSOES SOBRE O CAPiTULo

Observe que a condicado de fronteira mista presente em [30, Secdo 2], dada por
o(x,t) = Pp(x,t) = 0,(x,t) =0, z=0,L e t>0, (4.133)

é diferente da presente neste trabalho, dada em (4.14b)). Também, vamos notar que a constante x
presente em (2.6)-(2.7) daquele trabalho faz o mesmo papel da constante k presente em (4.12).

Os autores mostram em [30, Secdo 4] que o sistema (1.14)-(1.17) daquele trabalho
(que, a menos da condic@o de fronteira (.14b)), equivale ao sistema (#.12)-(@.14))) ndo é expo-
nencialmente estavel se x = &+ — £2 # 0. Na Sec@o 5, € provado que o sistema com condigdes

de fronteira (4.133) é exponencialmente estdvel se, e somente se, ¥ = 0; com condicoes de
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fronteira (4.14a)) é mostrado que € exponencialmente estdvel se x = 0. Por fim, na Secdo
6, € mostrado que se y # 0, entdo o sistema (1.14)-(1.17) com condi¢des de fronteira mista
(@133) tem decaimento polinomial com taxa Gtima da forma ¢~'/?; é provado que o sistema
com condig¢des de fronteira tem decaimento polinomial com taxa da forma ¢ ~"/*,

Um dos principais resultados da Secao 4.3 é o Teorema [4.4] onde provamos que o
problema (4.12)-(4.14) é polinomialmente estidvel com taxa dependendo dos dados iniciais,
mas independente das condigdes de fronteira consideradas em (4.14). Com isso, este resultado
(via estimativa (4.57)) contribui com a literatura no que concerne estabilidade para sistemas
de Timoshenko (e sistemas relacionados) no seguinte aspecto: como a taxa de decaimento
polinomial ¢~'/> mostrada em (#.57), para Uy € D(.A;), é a mesma para ambas as condi¢des de
fronteira em (4.14), entdo no caso particular da condi¢@o de fronteira de Dirichlet (isto
€, 7 = 1), melhoramos a taxa de decaimento t~"/4 obtida em [30, Teorema 6.2]. Isto se deve ao
fato de termos usado estimativas localizadas e o resultado de observabilidade do Apéndice B ao

invés de estimar termos de fronteira via Teorema do Trago como em [30].
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5 UM SISTEMA TERMO-VISCOELASTICO DE TIMOSHENKO

5.1 DEDUCAO DO MODELO TERMO-VISCOELASTICO COM LEI TERMICA DO Tipo III

Consideraremos um sistema de Timoshenko e termo-viscoeldstico unidimensional,

onde a conducdo de calor é dada também pelas teorias de Green e Naghdi para o tipo III,
dado em [15]. A equacdo de movimento e o balanco de energia no sistema Timoshenko sao
dados por

P = Sz,

paty = M, — S, (5.1)

PV = —Gy — 0(0p + V).
As duas varidveis consideradas no sistema sdo o deslocamento vertical e angulo de rotagdo
de uma secdo transversal com relag@o a secio normal, as quais denotamos por ¢ = @(z,t) e
Y = 1(z, t) respectivamente, ambas dependendo da posi¢do = € [0, L] e do tempo ¢ > 0, onde
L é o comprimento da viga. Além disso, v € a diferenca de temperatura, o é uma constante
de acoplamento, ¢ € o fluxo de calor, S denota a for¢a de cisalhamento e M/ o momento fletor.
Neste caso, as leis constitutivas empregadas para essas trés ultimas componentes mencionadas

sdo as seguintes:
S = k(ﬁpx + w> —ov,

M = by, — /oo g(s>¢x(t - S) ds, (5.2)
0
q = —0DPz — YPut;

onde p € o chamado deslocamento térmico, cuja taxa de variacdo temporal é a temperatura
empirica v, ou seja, p, = v. As constantes b, k, p; e py serdo consideradas como em (I.5). A
fun¢do g é chamada de nicleo da memoria, sendo a principio considerada uma fungdo positiva
e integravel sobre (0, c0).

Substituindo (5.2)) em (5.1)) e usando que p; = v, obtemos o seguinte problema:

pl@tt—k(90x+¢)x+071x =0 em (O,L) X R+,
Pt — Woas + [ 9(8)0ua(t — 8)ds + k(s + ) —ov =0 em (0,L) x RY, (5.3)
P3Vg — 5Ux:v — VVgat + O-((;Ox + ¢)tt =0 cm (07 L) X R+a

com condig¢des iniciais dada por

70) = 900<x)790t(x70) = ng(ZL"),
¢(1‘a S) = ¢0<I78)71/)t(x7 0) - atw(‘r7t)’t:0 = 1/11(35); S S 0; (54)

o(x), ve(x,0) = v1(2),

5
=

I~
—
8

]
~—

I

<
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e condi¢des de fronteira dadas por

t) = t)=20 =0,L
@(l‘7 ) U('r7 ) 7 :'U Y Y (5_53)
Y(z,t) =0, x=0,L, t eR,
ou
X 7t - 7t - 07 - 07 L7
P(z,t) =0, x=0,L, teR.

Assim como no problema termoeléstico da Se¢do [.1] a fim de exibir a natureza dissipativa do

sistema ((5.3)), introduzimos uma nova variavel

t
O(x,t) = / v(x,s)ds + %z(x), (5.6)
0

onde z € H}(0, L) (ou z € H(0, L)) é solugdo do problema de Cauchy

Zxz = P3V1 — YV0,zz + O-(Spl,x + wl)v HAS (07 L)7
(5.7
z(z) =0, x=0,L.
Observe que da terceira equacgdo de (5.3)), podemos escrever
— 0z + Op(p30r — Vaz + (0 + ¢¥)¢) = 0. (5.8)

Integrando ambos os membros da igualdade acima de 0 a ¢ e pondo ¢ em evidéncia nos termos

convenientes, deduzimos

t 1
_5 {/ Uac;t('u S)dS + S[p?)vl - ’YUO,.Z’Z‘ + 0-(901,33 + 77Z)1)]} + P3Vs — YVUza + O-((;Ox + w)t = 0
0

Note também que, por (5.6), temos 6;(x,t) = wv(z,t). Portanto, a partir de (5.7) podemos

reescrever a igualdade acima como

p39tt - 68xw - Vemmt + U(pr + w)t = 0. (59)

Por outro lado, assim como feito para o problema viscoeldstico na Se¢do 3.1 devemos
introduzir a histéria de deslocamento relativo com respeito ao angulo de rotacdo v, ou seja,

definamos a seguinte varidvel
n=n(zt,s) =v(t) =Pt —s), z€(0,L),t=0,s>0 (5.10)

De (5.10), podemos reescrever o termo integral de (5.3]) como

/Ooog(s)wm(t — s)ds = (/OOO g(s)ds> Ve — /OOO 9(8)Nax(t, 5)ds. (5.11)
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Além disso, derivando (5.10) com relagdo a ¢ e s e considerando as condigdes iniciais e de

fronteira para 1), podemos escrever

e+ s = P em (0, L) x R* x RT,

n(z,t,s) =0 emz=0,Lt>0,5>0 s 1

n(m,t,O):hr%n(x,t,s):O emz € (0,L),t>0, (-12)
5—

n(x,0,s) = o(x) — o(x, —8) :=no(x,s) emx € (0,L),s>0.

Definindo 3 = b —by = b — [~ g(s)ds > 0 e usando (5.6)-(5.12), podemos reescrever (5.3)-
(5.5) como

P1oe — k(P + 1) + a@m =0 em (0,L) x R,
P2 — Bhae — [ 9(5)Nea(s)ds + k(pp + 1) — 06, =0 em (0,L) x RY,
pSQtt 50$$ 7€$zt + 0-(901’ + 77/})2? =0 cm (Oa L) X R+7
Nt +ns = U, em (0, L) x R* x R*,
(5.13)
com condig¢des iniciais dadas por
([ o(@,0) = wo(x), :(2,0) = pu(x), @ € (0,L),
U(x,0) = tho(x), (2, 0) = ¢ (z), = €(0,L),
0(z,0) = Oy(x),0:(x,0) = 0,(z), x€(0,L), (5.14)
n(x,0,s) = no(x,s), z € (0,L),s >0,
( n(z,1,0) =0, z € (0,L),t =0,
e condi¢des de fronteira
t) = t) =0(z,t) =0 =0,L,t>0
gp('r7 ) rQD('I”U7 ) (‘r7 ) ? x Y Y — ) (5.15a)
n(x,t,s) =0, x=0,L,t>0,5>0,
ou
xT 7t - 7t - 0 7t - Y - 7L7t 2 Y
P, t) = Ua,1) = (e, t) = 0, w=0,L,t20 5,15
n(x,t,s) =0, xr=0,L,t>0s5>0,

onde as relagdes de (g, 1) com (v, v1) € 19 com 1)y sdo

91 = Yo,
P31 = 590,x:{: + ’701@:0 - 0(901732 + 7#1) €
mo(z,s) = vo(z) — Yo(z — s).

Na proxima secdo apresentamos um resultado de existéncia e unicidade para o PVIF

(5.13)-(5.15) via semigrupos lineares.



124

5.2 EXISTENCIA E UNICIDADE

Considere o seguinte sistema

([ 10w — k(s + )0 + 00 = 0 em (0, L) x R,
P2l — Bee + k(0 + 1) — / 9(8)Nex(8)ds — 08, =0 em (0,L) x R,
0
p39tt - 60:{:1‘ - Vexxt + 0-(9090 + ,lvb)t - O cm (07 L) X ]RJF,
| s = em (0,L) x Rt x R*,
(5.16)
com condig¢des iniciais
90(3:70) = (100('17)7 QOt(.T,O) = (pl($)7 YIS (Oa L)a
U(x,0) = vo(x), Yu(x,0) =th1(x), x€(0,L), 5.17)
6(x,0) = y(x), 6u(x,0) = b3(x), « € (0,L),
| 7(2,0,5) = no(w,s), n(x,t,0) =0, € (0,L), s>0,t>0,
e condicdes de fronteira do tipo Dirichlet
©(0,t) = (L, 1) = 9(0,t) = ¢(L,t) = 06(0,) = 0(L,t) = 0, £ = 0, (5.189)
.18a
n(0,t,8) =n(L,t,s) =0, t >0, s>0,
ou Dirichlet-Neumann
02(0,1) = pa(L,t) = ¥(0,1) = (L, 1) = 6(0,1) = 6(L,t) = 0, t > 0, (5.185)
n(0,t,5) =n(L,t,s) =0, t >0, s>0. .

Assumiremos que o niicleo de memdria g estd na classe C([0,00)) N C((0,00)) e
satisfaz -
0< / g(s)ds <be0 < kig(s) < —g'(s), s e RT. (5.19)
0

Com isto, mostraremos que o PVIF (5.16)-(5.18)) possui uma tnica solugéo utilizando
teoria de semigrupos lineares. Para isso, denotamos ® = ¢;, ¥ = ¢, © = 0, e U =
(o, ®,%,¥,0,0,n)T. Para contemplar as condig¢des de fronteiras em (5.18), consideramos o

espacgo de fase

H, = Hy(0,L) x L*(0, L) x Hy(0,L) x L*(0,L) x Hy(0, L) x L*(0, L) x M (para (5.18a))

Ho = H(0,L) x L2(0, L) x H3(0, L) x L*(0, L) x H3(0, L) x L*(0, L) x M (para (5.18b)),



125

onde M = L?(R", H}(0, L)), com produto interno dado por

<U7 W)Hj = pl(cba 6)2 + pQ(\IJ7 E’)? + P3(®> é)? + B(1/}x’ 1/;;)2 + 6<0x> 9’;)2

*%WwH%@+Jb+AwMQ%$%m@m@

€ norma

10N, = pull®l3 + 2l WIS + psll Ol + Bllvvall + 01102113 + kllex + 113

+Awﬂ$MAQ%@,

para os elementos U = (¢, ®,9, ¥, 0,0, n)T e W = (&,5,@2,@,5,@,77? € H;, J=1,2
Assim, podemos converter (5.16)-(5.18)) no seguinte problema de Cauchy Abstrato:

U, = AjU, t >0,
(5.20)
U(0) = Uy := (0, 1, %0, Y1, 00, 01,m0) 7,
onde A; : D(A;) C H; — H;, j = 1,2, é definido por
_ o -
k o
P1 P1
g
1 o k o
AU = | — (B + [ g(s)n(s)ds),, — —(pz + 1) +—O (5.21)
P2 P2 P2
C)
1 o
—(00 +v0),, — — (P, + U
(50 +90) — (B, + 1)
I V= ]
onde A; € igual a
[0 I 0 0 0 0 0 |
LT o, 0 o -Za, 0
P1 P1 P1
0 0 0 1, 0 0 0
k k 1
L L P W 0TI = [ g(s)0ua(-s)ds |,
P2 P2 P2 P2 P2
0 0 0 0 0 1, 0
)
0o -Zo, 0 21, Lo, Lo, 0
P3 P3 P3 3
0 0 0 1, 0 0 —0,(-, s) |
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para todo U no dominio
D) = {U € #|2.,0 € H(0.1), 1. € Mo3(0) =0,

p.d0+90, 50+ [ glsin(ss € 1. L>} (para (5.15))
0

D(A2> = {U S HQ | S Hi(oa L),(px,\ll7@ € H(}(07L)7775 S Mﬂ?(o) = 07
0.0 470,00+ [ glsmis)ds € B, L)} (para (5:T85))
0

O objetivo é usar o Teorema de Lumer-Phillips para mostrar que A;, definido em
(5.21)), é gerador infinitesimal de um Cy-semigrupo de contragdes S(t) = e”i* sobre o espaco

‘H;, para j = 1, 2. Iniciaremos mostrando alguns lemas:

Lema 5.1. Suponhamos que g satisfaz (5.19). Entdo A; é dissipativo em H , ou seja,
Re (A;U,U)y; < 0paratodoU € D(A;), j=1,2

Demonstragdo. SejaU = (p,®,1,V,0,0,n)" € D(A;) e relembrando .A;U dado em (5.21),

temos

v, = (o0 [ st b+ ) 400, w)
PR+ U, 0+ )+ (00 +10)s — o(By + 1), 0), + BT )
#000:,0.02+ [ g0 = n(6)) e ())ads
= + (k(pe +9)y —00,, ),
= k((pe + 1)z, P)2 — 0(Op, @)z — k(e + 1, V)2 +0(0, V),
H(08+90)00. 02+ [ 9(6) (Ve (s))ads

+ (50 [ atomisas) . \P) (s 4 W,0)s + BT, )
#0(02,0.)2 + h(y + Vo + 002 = [ 0(6)a(s) (5.

Integrando por partes e usando as condi¢des de fronteira, obtemos

(AU Uy, = k[(Po 4 T, 00 +1)a = (P + W, 05 + ¥)o] + 8[=(Ou, 02)2 + (O, 62)2]
+U[((I)Z + \117 ®>2 - ((I):Jc + \I/, @)2] + ﬁ[—(‘lfz’ ¢x)2 + (‘Ijocy %)2]

n / T (Vo 1))z — (o (), 7 ())alds — 10,2
- / " () s (3), 7 (5))ads.
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Tomando a parte real e lembrando que Re (z — Z) = 0, vem

Re(AU.Uhy = —ll6.]3 — 5 lim / D (s
1
= leud3+ / g (ne(s)]3ds <0, 5.22)

onde procedemos como em (3.19)-(3.22)). Portanto, da condi¢do (5.19)), concluimos que A; é
dissipativoem H;, j = 1,2.
0

Lema 5.2. Suponhamos que g satisfaz (5.19). Entao, 0 € p(A;), paraj =1e 2.

Demonstragdo. Afirmacio 1: O operador —.A; definido em (5.21)) é sobrejetor, para j = 1, 2.
Com efeito, dado F' = (f1, fa, f3, f1, f5, f6, f7)T obteremos U = (p, ®, 1), ¥, 0,0, n)T
em H; tal que —A;U = F, para j = 1,2, ou seja,

- o= fi, (5.23a)
k o

— —(pe +¥)s + —6y = fo, (5.23b)
P1 P1

U= fs, (5.23¢)
1 % k

- — (w + / g(s)n(s)ds) + (et ) — 2O = fu, (5.23d)
P2 0 sz P2 P2

-0 =, (5.23¢)

—lwmw@m+£@%+®=k, (5.23f)
P3 P3
- =/ (5.23g)

Com base nas equagdes (5.23a), (5.23c)) e (5.23€)), consideraremos

®=—f € Hy0,L) (ouH(0,L), ¥=—fs€Hy(0,L) e ©=—fs€ Hy(0,L).

Além disso, com base na e e na escolha de V feito acima, tomaremos 7, = fr— f3 € M.
Procedendo de modo andlogo ao apresentado em (3.24))-(3.27)), obtemos n € M.
O Teorema nos fornece

/ () (s)ds e 1,0 € H(0,L).
0

Vamos entdo definir

</0009(s)77m(s)ds,{/;> = - (/Ooog(s)m(s)ds,ﬁl, v € HY(0, L)
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(040,0) = —(0,,6,), VO € HL0,L).

Considerando ainda

g1 = p1f2 _U@x € L2(0> L) (Ol,l Li(Oa L))a gs = p3f6 - U((I)a: +\Ij) +7@zx € H_l(oa L)
(5.24)

g2 = pafs+ / 9(8)Nee(s)ds + 00 € H1(0, L), (5.25)
0

segue de H}(0, L) € H~'(0, L) que sdo antilineares e continuos os funcionais abaixo

ga: Hé(O7 Ly — C

T oo e = plfe - ( / mg(s)m(s)ds,%)Q

(g3, 5) = p3(fs, 5)2 — 7(O,, @)2 —o(®, + ¥,0),.

gs: Hy(0,L) — C
6 —

Portanto, segue do Lema que existe uma tnica terna de fungdes (¢, 1, 60) em Hy (0, L) x
H}(0,L)xH}(0,L) (g1 € L*(0, L))ouem H}(0, L)x H}(0, L)x H}(0, L) (se g; € L*(0, L)),

tais que

— k(o + V) = em L*(0,L) (ouL}(0,L)), (5.262)
k(pr + ) — Btoue = g em H (0, L), (5.26b)
— 00, = g3 em H '(0,L). (5.26¢)

O Lema nos fornece ¢ € H 2(0, L). Além disso, 0 mesmo lema nos diz que, se
g1 € L0, L), entdo ¢, € H}(0, L). Da igualdade em (5.26b), temos

k(s + 1) = Btbuw, ) = (g2, ¥), VO € HY(0, L).

Usando agora a defini¢do de g, em (5.25)) e aplicando o Teorema da Representagdo de

Riesz, podemos escrever

k(%+¢@)z+ﬁ(%@ﬁz=pz(f4,@5)—(/0 g(s)m(s)ds,%) Co(©.) (527)

2

para todo 1) € HZ(0, L). Em particular, (3.27) é vlida para qualquer fungdo ¢ € C1(0, L) C
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HJ (0, L). Pela defini¢do de derivada fraca, concluimos que

(/000 g(s)n(s)ds + 5¢> . = k(gy + 1) — pafs em L*(0, L)

B + /0 " g(s)n(s)ds € H2(0, L),

Procedendo de modo andlogo ao caso anterior, a partir da defini¢cdo de g3 dada em
(5-24)) concluimos que 60 + O € H?(0, L), e ainda

(60 +7O)pe = (P, + ) — psfs em L*(0,L).

Logo, U = (p,®,9¢,¥,0,0,n)" como considerado acima pertence a D(.A;) para
j = 1 ou 2. Isto completa a prova da Afirmacao 1.

Afirmacio 2: —A;, definido em (5.21) € injetor, para j = 1 e 2.

De fato, considere U € D(Aj), j = lou?2, tal que —A;U = 0. Mostraremos que

U = 0. Escrevendo —A;U = 0 em termos de seus componentes, temos

(- =0, (5.282)
— k(pz +1)e + 00, =0, (5.28b)
- =0, (5.28¢)
- (/w | g<s>n<s>ds) k(s + 1) — 0O =0, (5.284)
0 T
-0 =0, (5.28¢)
— (00 +70) 4y + 0(®, + ) =0, (5.28f)
(7, — U =0. (5.28¢)

Das igualdades em (5.284), (5.28¢), (5.28€) e (5.28g)), obtemos ®, ¥, 6 e 1, nulos em H} (0, L)
(ou H!(0, L)), Hy(0,L), Hy(0,L) e M, respectivamente. Usando a desigualdade dada em

(3.27), segue que n = 0 em M.
Note que (¢, 1, 0) = 0 satisfaz

— k(pe + )z =0 em L*(0,L) (ouL?(0,L)), (5.29a)
k(op +1) — B =0 em H'(0,L), (5.29b)
— 80, =0 em H '(0,L). (5.29¢)

Da unicidade de solugdo para (5.292)-(5.29¢)) garantida pelo Lema [2.59] segue que ¢ = 1) =
6 = 0. Portanto, concluimos que U = 0, o que prova a Afirmacao 2.
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As Afirmacdes 1 e 2 nos garantem que o operador A, definido em (5.21)) existe, para
j=1,2.
Afirmacio 3: O operador Aj_l definido em (5.21) € limitado para j = 1, 2.

E suficiente mostrar que existe uma constante universal C' tal que
1Ulln, < ClIFlls,, VFeH;, j=1,2
com U solugdo da equacao resolvente
- AU =F, (5.30)

que jé estd descrito em termos de suas componentes no sistema (5.23a)-(5.23g)).
Das equagdes (5.234), (5.23c), (5.23¢) e da desigualdade de Poincaré, obtemos imedi-

atamente

pll®lz < ClIFN7,,  pell¥IZ < CIFIG, e Ol < ClIF,. (5.31)

para alguma constante positiva C'. Agora, tomando o produto interno de (5.30) com U em H,; e

usando (5.22) e (5.19)), segue que

Kk 1 [
MO+ Gl < A€ +5 [~ ()n(s)ds < Re(~AU U,
< N0l I F

Portanto, 5 .
I3 < k—lHUIIHjIIFIIH]-, e [|6.]3 < ;HU”’H]'”FHHJ" (5.32)

Tomando o produto interno em L?(0, L) (ou L%(0, L)) de com ¢, de com 1),
fazendo integracao por partes e, por fim, somando as igualdades obtidas, podemos escrever

k|m+w|r§+ﬁrm|r§=—( / g<s>m<s>ds,wx) o1 (s D)o pafas )2+ (O, 9+ ).
2

Com isso, aplicando a desigualdade de Chauchy-Schwarz, temos

kloa +9ll2 + Bllval; < \/%IIHIIM(\/EII%Hﬁ + %H@Ib(ﬂlls@x +¢l2)

FCNU |34, | F |24,

para alguma constante C' > (. Usando a desigualdade de Young para ¢ = 1/2, segue da estima-

tiva acima que

klloa + 015+ Blvalls < ClU N I, + Cllmllag + 1O112)-
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Deste modo, somando membro a membro as estimativas obtidas em (5.31))-(5.32), ob-
temos
1013, < ClUlg 1F N, + CUmllaa + 1©115) + ClEI,-

Usando novamente a estimativa para n dada em (5.32) e para © dada em (5.31)), podemos
escrever
1015, < ClU s, 1 Flla, + CIE G,

para alguma outra constante positiva C'.

Finalmente, aplicando a desigualdade de Young com £ = 1/2, concluimos que
U113, < ClIFI,,

o que prova a Afirmacdo 3 e conclui a prova do Lema[5.2] [

Teorema 5.3. Suponhamos que g satisfaz (5.19). Entdo, o operador A;, definido em (5.21), é

um gerador infinitesimal de um semigrupo Cy de contragdes S(t) = e?it em H;, j =1,2.

Demonstragdo. Segue como consequénica dos Lemas [5.1]e[5.2]e fazendo consideragdes andlo-

gas a demonstracdo do Teorema 3.3 O

Teorema 5.4. Suponhamos que g satisfaz (5.19). Entdo, para cada Uy € D(A;), o problema

(5.20) possui uma tinica solug¢do na classe
U € C([0,00), D(A;)) N CHRY, H,;),
dada por U(t) = et j = 1,2.
Demonstragdo. Segue do Teoremal[5.3|e Teorema[2.53] O

5.3 ESTABILIDADE

Nesta sec@o apresentaremos os resultados de estabilidade para a solucao
U(t) = e*'U, do problema (5.20) e, portanto, para a solugdo do sistema (5.16))-(5.18).

Teorema 5.5. Suponhamos que p1, p2, ps3, k,b, 3,0,0,7 > 0 e que g satisfaca (5.19). Entdo,

existem constantes C,w > 0 independentes do dado inicial Uy € H; tais que
|U#)|ln, < Ce™"|Upllp,, t>0,5=1,2. (5.33)

Em outras palavras, o sistema de Timoshenko termo-viscoeldstico (5.16)-(5.18) € exponencial-

mente estdvel, independente de qualquer relacdo entre os coeficientes.
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Para a demonstra¢do do Teorema[5.5] mostraremos nas proximas subse¢des as condi-
coes do Teorema de Priiss e, em seguida, com ajuda da desigualdade de observabilidade mos-

trada no Apéndice C deste capitulo e resultados tedricos da teoria de semigrupos, concluiremos
a prova do Teorema [5.5/na Subsegao

5.3.1 Primeira condicao do Teorema de Priiss

O resultado principal desta subsecdo € mostrar que iR C p(A;) € vélida independen-
temente da condicéo de fronteira (5.18a)) ou (5.18b) e do valor de x definido, por exemplo, em

(-39.
Suponhamos que nao seja vélido iR C p(.A;). Entdo, pelo Teorema (presente no

Apéndice A do Capitulo 3, existe w > 0, uma sequéncia (&,)nen C Rcom &, — w, |, < w

e uma sequéncia de funcdes
Un - (@na(bn»wn)q/mem@mnn)T S D(Aj) com ||Un||"HJ - 17 (534)

tais que
& U, — AU, — 0 em H;, j=1,2. (5.35)

Escrevendo em termos de suas componentes, temos

([ itpn — D — 0 em H(0,L) ou HN0,L),
i1 P, — k(pne + VUn)e + 0605, — 0 em LZ(O7 L) ou LE(O, L),
&nthn — ¥y — 0 em H(0,L),

— (B0 + fooog(s)nn(s)ds)m —00, — 0 em L*0,L),

i&,0, — 0, — 0 em H;(0,L),
i&np3On — (00, + 704 zx + 0(Pp oz + V,) — 0 em L*0,L),

. annn + 77n,s - \Iln — 0 cm M7

onde -
by := / g(s)ds, B :=b—by. (5.36)
0

Lema 5.6. Considere j = 1,2. Suponhamos que U, satisfaca (5.35) e que g satisfaca (5.19).
Se n — oo, entdo
On, 0, — 0, em H}(0,L).

Demonstragdo. Tomando o produto interno com U,, em H; no limite em (5.35) para &, € Re
parte real, temos por (5.22)) que

1 o
NOwall+5 [ =5l ()]s = Re (AU, Uy, — 0.
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ou seja,
vmm%+4—4@mwwwwﬁo

Logo, usando que g(s) > 0, s > 0, o lema segue pelo Teorema do Confronto e usando

a quinta convergéncia de (A). O

O sistema (A), via Lema [5.6] nos fornece

o — P — 0 em H)(0,L) ou H(0,L), (5.37a)
i&np1®n — k(Qne + n)e — 0 em L*(0,L) ou L2(0, L),  (5.37b)
} i&nthn = U — 0 em H; (0, L), (5.37¢)
i&np2Vn + k(@ne + ) — (ﬁwn + /OOO g(s)nn(s)ds) —0em L*(0,L), (5.37d)
\z’&mn + s — U, — 0 em M. (5.37e)

Observe que (5.37a)-(5.37¢) € exatamente igual ao sistema (3.45a)-(3.45¢) e, procedendo da

mesma maneira a apresentada na Se¢ao a partir do sistema mencionado, concluimos que
as demais componentes de U,, também convergem para 0, o que constradiz (5.34). Portanto,

temos o resultado seguinte.

Teorema 5.7. Sob mesmas hipdteses do Teorema o operador A; : D(A;) C H; — H;,
dado em (5.21)), é tal que iR C p(A;), j=1,2.

5.3.2 Segunda condicio do Teorema de Priiss

Nesta se¢do provaremos a segunda condi¢@o para o Teorema de Priiss, a qual podemos
escrever como
: , _1 .
lim [|(IM g — Aj) " o) < oo, j=1,2,

[Al—o0
onde o operador A; : D(A;) C H; — H; € definido como em (5.21)). Para tanto, ¢ suficiente
provar que existe C' > 0 tal que ||U ||y, < C||F||3, paratodo F = (f1, f2, fs, fa, f5, f6. f2)" €
H; e U € D(A,) solu¢do da equagdo resolvente (iA[; — A;)U = F, j =1,2.
Note inicialmente que, se g satisfaz (5.19), entdo (5.22) nos fornece

1 [,
Re (AU U, =5 [ 9)n(s)lds ~ 163 (538)
0
€ L oo
Re (AU U, < = [ a(o)ln(s)lds — 2.1 (5.39)
0

Dados A € R, F' € H; e considerando j = 1, 2, nosso ponto de partida € considerar a
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seguinte equagdo resolvente para o operador A;, definido em (5.21):
iNU—-A,U=F, ;=12 (5.40)

a qual, em termos de suas componentes, pode ser escrita como

(iAp — D = f1, (5.41a)
iIA1® — k(0p + )2 + 00, = p1fa, (5.41b)
i) — U = f3, (5.41¢)
iAW — (5¢ + / 9(5)77(5>d5) +k(ps + ) — 00 = pafy, (5.41d)

0 T
iA0 — O = f5, (5.41e)
iAp30 — (00 +70O),p + 0(Pyp + W) = psf, (5.41f)

LA +1ns — ¥ = fr. (5.41g)

A seguir, apresentaremos alguns lemas auxiliares que nos permitirdo confirmar nosso
objetivo, a saber, o de obter um resultado sobre estabilidade exponencial. No que segue, todas
as constantes “C”” no enunciado dos lemas serdo universais e independentes do pardmetro \; as
que tiverem {ndices com relagdo a ¢, como no Coroldrio [5.14] apresentado adiante, dependerdo

somente desta varidvel.
Lema 5.8. Suponhamos que g satisfaca (5.19). Se U € D(A;), j = 1,2, é solugdo da equagdo
resolvente (5.40), entdo

!@%J@A%A-v%ﬂm@%mgﬂWMﬂmw, (5.42)

para alguma constante C' > 0.

Demonstragdo. Tomando o produto interno em H; de ambos os lados em (5.40) com U para
A € R, temos por (5.38) que

Re (—A;U, U)zy, = 7[10a ]l +/0 —g'(s)lIna(s)l2ds < |Re (=A;U, U)a, | < U3, [ Fll2e,

donde segue as duas dltimas estimativas em (5.42). Finalmente, usando a desigualdade de

Poincaré,
10113 < ClU [, [ F I3,

0 que completa a prova do lema. [

Lema 5.9. Sob as mesmas hipéteses do Lema existe uma constante positiva C' tal que

Inll34 < CNU N2, |1 |l - (5.43)
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Demonstragdo. Por (5.39)), temos
ki, o
?HUHM < Re (=AU, U)y,.
Aplicando a desigualdade de Cauchy-Schwarz, segue que
1134 < CIE N3, 1T ;.

onde C' = k% ]

Lema 5.10. Sob mesmas hipoteses e notacoes do Lema existe uma constante positiva C' tal
que
10113, 11002 +vOsl15 < ClU 3,1 F ll2,- (5.44)

Demonstragdo. Derivando com relagdo a = e tomando o produto interno da equagdo

resultante com 6, em L*(0, L), obtemos

L L
i/\||9x\|§—/0 @dex:/O f5.20, d. (5.45)

Assim, isolando ||6,||3 em (5.43)), em seguida aplicando a desigualdade de Young (com & = 1/2)
e o Lema[5.8] temos
C

1
Ully || Fllay. + =116,
IV lE s + 510215,

C
165 < WIIUH%HFH% +

para alguma constante positva C' > 0. Portanto, para |A\| > 1, o resultado para 0, segue. Por
fim, a estimativa para 66, +~0,. segue da estimativa anterior para ¢, e da estimativa de ©, dada
no Lema[5.8] Isto conlui a prova de (5.44). O

No que segue, usaremos funcdes de corte, ou seja, definidas localmente, para obter
estimativas locais, mas independente das condi¢des de fronteira. Consideremos nimeros arbi-
trarios [y € (0,L) e 6 > 0 de forma que o intervalo (lp — 0,1y + ) C (0, L) e uma fungéo
s € C*(0, L) satisfazendo

supp s C (lp — d,lp+0), 0 < s(x) <1, z € (0,L) (5.46)

s(z) =1 para 1z € [lg — /2,1y + /2] (5.47)

Lema 5.11. Sob as mesmas hipoteses e notacoes do Lema e notagoes acima, existe uma
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constante positiva C' tal que

lO+6/2 C 1 1 1 1
[ o+ ioP)ds < o (100, + @I + WU ) 10T
0—9/2

C 1 4
+ 13196 + YO NU N, + CIU [l I1F I3,

i <

+
A R

1|3, + 71062 +7Oal2]|U s, (5.48)

para |\| > 1 suficientemente grande. Em particular, dado £ > 0, existe uma constante C. > 0

tal que

l0+5/2
| (et P +19P) do < U1, + CLIFI, (5:49
l

0—9/2

Demonstrag¢do. Derivando (5.41a)), adicionando a e inserindo a expressao resultante em

(5.411), obtemos
iAp3O — (00 +vO)py + iAo (. + ) = psfo + (i + f35). (5.50)

Tomando o produto interno de (5.50) com sk(@, + 1) em L?(0, L), temos

L L
i)\pg/ Oks(py + ) dx —/ (00, + 704 )cks(pp + ) dx
0 0

J/

-~ -~

=1 =12

L L
~ i / (2 + V)ksTpn T 0) da + ps / foks(pn T ) da
0 0
L
+ O'/ (fiz + f3)ks(ps + 1) dz. (5.51)
0

Das equagoes (5.414) e (5.41c)), segue que

L L L
I, = p3/ (ks©),® dv — p3/ OksV dx — p3/ Oks(py + ) dz.
0 0 0

Agora, integrando por partes, temos

L L
L = - / (662 + 702 )ksa (00 + ) da — / (00; +78z)ks (e + 1), da .
0 0

N J/

—~
=13

Da equacgdo (5.41b)), concluimos que

L L L
I3 = —/ (00, +7O,)s(iAp1P) dx — / (60, +~0,)0s0, dx + / (60, +v¥O,)p15f2 d.
0 0 0

Substituindo a estimativa /3 em /5, em seguida substituindo as estimativas dadas em /5 e /; em
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(5.5T)), obtemos
L — L — L -
i\ [ ot OsToa T D) o= o [ fiksTar T D oo [ (ot a0 da
0 0 0
L
= [ (60410, ks, T 50 do
0L o L o
— / (00, +vO,)0s0, dx + / (60, +vO,)spy fo dx
’ L _ L ’ B
— p3/ (ks©), P dx + pg/ OksV dx
DL ’ L B
+ p3/ Oks(fiz + f3) dx — / (00, +vO,)isp1 P dz.
0 0

Tomando médulo em ambos os lados da igualdade acima, usando a desigualdade de Poincaré

para © e supp s C (lp — 9/2,1y + 9/2), segue que

lo+5 lo+68 1/2
N[ s+ dPde < CIN06, +1©s ]l (/ s|<1>|2das) O, 1 F
lo—0 lo—0
66, + 4O allU e, + €196, + 100 | Flle,
OO, + 56 + 101204 |2 (5.52)

Finalmente, usando a desigualdade de Young e os Lemas [5.9) e [5.10| em (5.52), em seguida

dividindo ambos os membros da desigualdade resultante por |\

, temos

lo+8 lo+8 1/2 C
[ st var < onaemﬂ@muz( / s|<1>|2dx) - C Ul 1 F
lo—0 lo—0 |)\|

C C
+m||@x|!2!|U||Hj + |—A||l591 +76: 2| U]l

C

—|F? . 5.53

Por outro lado, tomando o produto interno de (5.41b) com —sp em LQ(O, L), inte-
grando por partes e aplicando (5.41a), vem

L L L
pl/ 5|2 da::k:/ slpe + ]? d:c—k;/ s(pp + ) dx + Iy + I, (5.54)
0 0 0
onde
ic [T L L
I, = ~ $OL(P+ f1)dx — pl/ s(Pfi + fop)dx e I5= k:/ s (e + )P dx.
0 0 0
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Das desigualdades triangular, Poincaré e Holder, podemos concluir facilmente que

1) < <6, 10Ul + 57 SHTE [E 3, + ClIU N E 345

Al RY

para alguma constante C' > 0. Somando as equagdes (5.414) e (5.41c)), segue que

C
Re /5] < WHUH?{J- ‘HFHH :

|A

para alguma constante C' > 0. Logo, tomando parte real em (5.54)) e observando que supp s C
(lo — 6,1p + 0), obtemos

lo+6 lo+6 lo+6
[ slepar<e [T sleruPderc [ sleaullvl do " 0l U,
l l

0—0 0—9¢ lo—6 |

C C
+ Wll@mllzllFIIHj + ClU g, [1F I, + WIIUH% + WHFH%

l0+6 l0+5 1/2
<o st o disc ( [ sl v ur dx) 1l
lo—0 lo—9
C C C
IOl Pl + O L, + IO, + IR,
C
+ 0 lall Ul
o

Da estimativa (5.53)), da desigualdade de Young e (5.42)), resulta que

lo+96 lo+6 1/2 C
/ s|®|? dz < C|60, + VO, 2 (/ s|<I>|2dx) +
! !

T l©zll2lU 2,
0—6 0—8 |)\| '

C
+ rxg7m (1062 + 20l + OIS + 1F T, ) 191
¢ 2 c 2
+ 13711982+ 98ullllU e, + ClU o 1Pl + CIF N, + 51U,

1/2 lo+6 1/4 C
L Cl56, + 70, (/ 5 s|<1>|2dx) foll + 1€ lal
-

Usando a desigualdade de Young, (5.44) e (5.42)), segue da equagdo que

lo+6 C
/l 5 s|<1>\2dmswg/2 (100, + 4011y + 1FISL2) 10152 + 11, | (101, + 1)
-

4 4
Wguae 905" (U115 + I FI5) + ClU g, | Flle, + CIIF I,

—U||?

para |\| > 1 suficientemente grande. Aplicando a desigualdade de Young e (5.44) mais uma
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vez, obtemos

oo, C 1/2)177111/2 12} 1y1/2
[ sloP de < s (106 90 10T + 105 1F IR ) 10

ot = AP
C
+wwmwm+am&+ (106, + 40,15 U113}
X[/
Combinando (5.53) e (5.53)), concluimos que
o+ 2 C 12117 7111/2 1/2) 111/2
s (oo 0l +101) da Wmmw+wuwwm+wwum Y 1,
-~
C 2/3 4/3
+MNGHHWM~+ngwe+v@H/Mw4

+ ClU o, | Fllae, + ClIF I3,

onde usamos a desigualdade de Young e novamente a estimativa (5.42)). Da defini¢do de s em

(5.46)-(5.47), a estimativa (5.48)) segue.

Em particular, usando a desigualdade de Young e aplicando (5.42) e (5.44) vdrias ve-
zes, também usando as propriedades de s em (5.46)-(5.47), a estimativa em (5.49) segue.  [J

Lema 5.12. Sob as mesmas hipdteses do Lema[5.8} existe uma constante C' > 0 tal que

1]l

02+ ol ).

MWMSQWMMNw+QWW(

Demonstragdo. Tomando o produto interno de (3:41d) com [ g(s)n(s)ds em L*(0, L) e fa-

zendo integracao por partes, temos

// f4n Ydsdx = z)\pgb// \1177 Ydsdx — O’// dsdm

1

—R
+5/ / wmdsdan/OL
+k / / $) (0 + ) (s)dsdz.

2
dx

L[E@m@%
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Usando a igualdade em Ry, resulta que

/ / )T dsdz = p / / \IJf5dsdx—p2 / / ) Ui, (s)dsda
,R2 g
5 / / (&) adsdz — b /O ’ /0 " () a(s)ds
~
K / / 8) (e + V)7 dsdx+p2 / / $) fan(s)dsda

*R4

+J/ / dsdm (5.56)

Integrando 7, por partes e usando a desigualdade de Cauchy-Schwarz, obtemos

2

dx

ol < o/l (- [ g’(S)Hn(S)H%dS);-

Usando a desigualdade de Poincaré e a desigualdade de Young (com £ = 1/2), temos

b L? [
Ral < 2221018 + 255 [~/ (5) (o) s (557

Além disso, pela desigualdade para integrais e de Holder, chegamos a

/OL /Ooog(s)ﬁz(s)ds de < /OL </Ooo g(5>|nx(5>|d8>2d‘r < bo|n|34- (5.58)

Observe que as equacdes (5.41a) e (5.41c) nos fornece

/ / $)ds®dr — = / / 1 (5)ds frda
/ / n(s)ds fgder— / / n(s)dsWdz.

Assim, usando a desigualdade de Poincaré para 7, f; e f3, podemos escrever

C
Ry < Cllnllml[®llz + Clinllmll fra + fsll2 + WHT}HMHfs,xIb

1
+W||7IHMH‘1’||2, (5.59)

para algum C' > 0. Usando Holder em (5.56)) e aplicando as estimativas (5.57)-(5.59), podemos
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escrever

|23 < C'H‘IfllzllfsﬂM+CH\I’||§+C/O —9’($)|\77x(5)\|§d8+CH77H34

+CH%||2H77HM + CH??IIMIIf4IIz MY HUHMH<I>||2 + Cllnllml©]l2

|A

| HnHMHfl =+ fal2+ 15 | HTIHMHfsxlb N < e (122),

~~

:=Rs

B A 1A

para alguma constante C' > 0. Aplicando a desigualdade de Young com £ = r2/2 em Rj, segue

para [A| > 1 que

P2l Iz < ClIU s, 1F N3, + Cllnllaallibollz + |||77HMH(I)H2 + CllnlladO]]2-

|A

Fazendo uso dos Lemas[5.8|¢[5.9] deduzimos

1]l
VI < Ul + Clllaa (ol + 13
para alguma constante positiva C'. [

Lema 5.13. Sob as mesmas hipéteses e notacdes do Lema existe uma constante positiva C

tal que

Blivballs < CNUl 1 F 13, + ’”9090 + [Pl + CIEIS,  j=1,2.

|A

Demonstragdo. Tomando o produto interno de (5.41d) com ) em L?(0, L), temos

me/O \Ifwda;+ﬂ/ |2 da;+b/ / z/;xdsdx—i—k/OL hde

I - .
—|—k/ ]w|2dx—a/ OYdzx :[)2/ fabdz. (5.60)
0 0 0

Substituindo 1) dado em em S, segue que

5 /0 e = b / / S)Tadsdz — k /0 (0o + 0

=S5

L L L
+p2 fabdx + po / U fadz + po / |U|?dx (5.61)
0 0 0

L
—i—a/ Oydz.
0
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Usando (5.41c) em S5, obtemos

L L
8 /0 [affds = —b / / S (ndsds + % [ (g + )T+ o /0 .
L
— - fad Ud U fad U%dz.
+/\/0 (pz + ) f3 $+P2/0 Jap $+P2/O /3 $+P2/0 V| dx

Aplicando desigualdade de Holder, em seguida desigualdade de Poincaré para ¢ e f3, podemos

escrever

C
Blvl < Clivallalinllac+ WH% + 921 Wl2 + CIPNZ + ClPl2] 5012
+Cll@a + Yol fazlla + Clivallal fall2 + O l2l42 ]2,

para alguma constante positiva C'. Usando a desigualdade de Young para ¢ = #/1 na estimativa

anterior, concluimos que

C
+ mll% + [T ]2 + CIP 3.

para algum C' > (. Portanto, a estimativa deste lema fica provado com |A| > 1. 0

Blvalz < ClUIIIF Il

Corolario 5.14. Com as mesmas hipdteses dos Lema m, para cada € > 0 dado, existe
C. > 0 tal que
[all5 < ellU15, + ClIF I3,

Demonstragdo. Segue diretamente dos Lemas|[5.12)e[5.13|que

. 1 o [ 11@]5 1
IE 11 10 3¢, + lll ( i el

121l
Al

Ol (

Hz) Ol Il

para alguma constante positiva C. Usando que |, + Y|z, ||®[]2, [[¢ell2 < K||U||3, para

algum real K > 0 e considerando |A| > 1, deduzimos
3 1 3 1
[all3 < CIUIGAIFIZ + CIOI LS + CHU s Il + CHU s [ Fllae,, - (5.62)

para algum C' > 0. Usando a desigualdade de Young em com os pares conjugados (4/3,4)

e com (1/2,1/2) para e > 0, obtemos

9
ol < 51Ul + ClIF I, + Cellnllia:

Aplicando o Lema [5.9) e fazendo uso da desigualdade de Young mais uma vez, o coroldrio

segue. [
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5.3.3 Prova do Decaimento Exponencial (Teorema

A conclusdo da prova do Teorema [5.5] é baseada na caracterizagio de estabilidade
exponencial para Cy-semigrupos de contragdes, conforme relembrado no Teorema [2.56]

Do Teorema [5.7] ja sabemos que a primeira condi¢do de (2.5) do Teorema [2.56] ¢ sa-
tisfeita. Para concluir a segunda condi¢do em (2.5), consideremos inicialmente ¢ > 0 dado.

Temos de (5.49), que

lo+3/2
[ (Ipe + 0 + ) dz < e|UIE, + C-IFIE,,

0—9%/2

para alguma constante C. = C(¢) > 0. Consequentemente,

lo+5/2 L
/ (Ipal? +|9P) dz < U2, + CL|FIZ, +C / [, Pde,
l 0

0—9/2

para constantes C', C. > 0. Aplicando o Coroldrio concluimos que

lo+5/2
[ el 10P) do < <R, + CLIFIR
lo—3/2
para alguma constante C. > 0.

Agora é 0 momento preciso em que aplicaremos os resultados de observabilidade apre-
sentados no Apéndice C. Com efeito, de (5.41a)-(5.41b), vemos que V = (i, ®)T € a solugdo

de (657)-(E50) com
g = h e g2 = p1fa — (0 ©), + ki),

e, entdo, a condigdo (5.71)) é verificada para a; = ly — %/2 e as = ly + 9/2. Deste modo, apli-
cando o Coroldrio[5.16] o Lema[5.8] o Coroldrio [5.14]e as desigualdades de Young e Poincaré,

deduzimos
L
/0 (Ipal? + |9) dv < cC|UIZ, + CLIFIZ, + ClnlZ + CIFIZ,,  (5:63)

para alguma constante C', C. > 0. Vale a pena ressaltar que a aplicacdo do Coroldrio foi
fundamental na estimativa (5.63)), o qual é consequéncia imediata do Lema[5.15|que estabelece
a desigualdade de observabilidade para sistemas do tipo ondas, que é um caso particular do tipo
Timoshenko.

Aplicando a desigualdade triangular e de Poincaré, segue que

les + 915 < 2lleall3 +2L% [0 ]l3,
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donde, redefinindo ¢, nos fornece

L
| ot 0+ 18P) do < eUI, + CAFIE, +Clluslh, 664
0

para algumas outras constantes C', C. > 0.
Somando membro a membro as desigualdades obtidas em (5.64) e nos Lemas [5.12]e

[5.13] em seguida usando a desigualdade de Young, chegamos a

L
/0 (I0a + ¥ + Bltbal® + 1 + 22| V%) dz < el|Ul3,, + Cl| Flls, + Cllvell;
£

Sl 23+ el

+O||Flf3, +
A partir da dltima estimativa, usando os Lemas [5.8] [5.9]e[5.10]e o Coroldrio [5.14] em seguida
aplicando a desigualdade de Young com o mesmo £ > 0 na desigualdade resultante, podemos

escrever
9

U5, < ellUl3, + CellF Iz, + BY

12113-

Tomando € < p; e |A| > 1 suficientemente grande, e relembrando a equagao resolvente (5.40),
concluimos
1(iMa = A;) " Fll, < ClIF |l [\l = o0,

o que prova a segunda condi¢do de (2.5)). Isto prova o Teorema [5.5] ou seja, concluimos que o

problema (5.20) é exponencialmente estdvel com (5.33)) sendo satisfeita.

5.4 APENDICE C

5.4.1 Desigualdade de Observabilidade para Sistemas do Tipo Onda

No que segue vamos mostrar duas desigualdades, adaptadas para a equac@o da onda,
a qual podem ser vista como um caso particular ao provado para o sistema de Timoshenko, no
Apéndice B do Capitulo 4]

Iniciamos considerando o seguinte sistema de equagdes:

iu—v=g, em (0,1), (5.65)
iApv — (kug), = g2 em (0,1), (5.66)

onde g, € H}(0,1) ou HX(0,1), go € L*(0,1) ou L%(0,1), € p1,k > 0. Denotaremos por V
e G as seguintes fungdes vetoriais V = (u,v)T e G = (g1, g2)". Além disso, dados quaisquer

ai,az € [0,1], com a; < ag, anotagdo || - |4, 4, significa

az
VI o= [l + o) do

al
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Lema 5.15. Sob as notacdes acima, seja V- = (u,v)” uma solucdo regular de (5.63)-(5.66)
e suponhamos que 0 < a; < ay < l. Entdo, existem constantes Cy, Cy > 0 tais que, para
J=12

[ua(a;)]” + [v(a)* < CollVIIG, o, + CollGIIG - (5.67)
V12,0 < Ch [[ua(ay)” + [v(a) "] + C1lIGIIG, .- (5.68)

Demonstragdo. Consideremos uma fungio fixada ¢ € C'[ay, as]. Tomando o produto interno
de (5.66) com gku, em L*(ay, as), obtemos

/ qkgoty do = —/ qplkv(i)\uz)dx—/ q(kug).(ku,) dz. (5.69)

ay al al

Denotemos o lado direito de por J; + J2. Usando a equagdo (5.65) e integrando por

partes, segue que
a2 1 az ) a2
+ 5/ (gp1k)z|v]” dz — Re (/ qp1k VgL dx) ,
al ai al

a2 1 ao
+ 5/ Gk u,|? dx.

al al

1
Re J; = — §CI,01]f |v|?

Assim, tomando parte real em e usando as igualdades para .J; e J; acima, obtemos

1 a2
—5(61,01k‘|v|2 + qk?|uy|?) 5

al ai

az
= Re / gk (p1vg1. + 9otz ) da . (5.70)

al

e
5 [ (gl + k) do

[

-~

=J

para qualquer ¢ € C'[ay, as).
Com isso, estamos aptos para concluir (5.67)-(5.68). Com efeito, vamos considerar

primeiro o caso j = 2. Assim, escolhemos ¢ de forma que

@) = [ e dn

al

para x € [a1, as] e n € N. Observe que
I < ClIV lar,ax 1Gllo.1;

para alguma constante C' > 0.

Logo, substituindo a estimativa para J em (5.70) e tomando n e |A| > 1 suficiente-
mente grandes, as estimativas (5.67)-(5.68)) sdo verificadas para j = 2.
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O caso j = 1 é similar. De fato, para este caso escolhemos ¢ tal que

(@)=~ [ ar,

para © € [ay,as] e n € N. Portanto, retornando a (5.70) e procedendo similarmente como
acima, as estimativas (5.67)-(5.68) podem ser concluidas para j = 1. O

Uma importante consequéncia do Lema[5.15]¢ o coroldrio a seguir, o qual sera o resul-

tado utilizado nas aplicag¢des para recuperar estimativas globais. Vejamos:

Corolario 5.16. Seja V = (u,v)T uma solugdo regular do sistema (5.65)-(5.66). Se para

algum subintervalo (ay,as) C (0,1) tivermos que

Ve = [ (jual + 10) do < A, 571

al

entdo existe uma constante C' > 0 tal que
1
VI = | (jual + 0F) dz < €A+ CYGIR . (572
0

Demonstragdo. A prova segue combinando (5.67)-(5.68) com a hipétese (5.71). De fato, de
e (5.71)), para j = 1,2, temos

e (a)]* + [v(a;)]* < CoA + Coll G5 - (5.73)
Usando (5.68) com a; = 0 e (5.73) com j = 2, obtemos
a2
| ( + 10P) de < G2+ alGIR
0

onde Cy = C1Cy + C; > 0. Analogamente, usando (5.68) com a; = ap, ay = [ e (5.73) com
J = 1, também obtemos

l
| (f + o) de < €28+ GG

a2

Portanto, adicionando estas duas dltimas desigualdades, a estimativa (5.72)) segue como dese-
jado. [

5.5 RESULTADOS E DISCUSSOES SOBRE O CAPiTULo

Observe que a condi¢do de fronteira mista presente em [30, Secao 7], dada por

o(x,t) = Yp(x,t) = 0, (x,t) = n(x,t,s), €0, L, e t>0,s>0, (5.74)
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¢ diferente da presente neste trabalho, em (5.18b). Também, vamos notar que a constante x
presente no sistema (7.1) do mesmo artigo faz o mesmo papel da constante k presente em
(5.16)) da presente dissertagao.

Os autores indicam em [30, Se¢do 7] um estudo de um sistema que dé origem a (5.16)-
(5.18)), porém 14 ocorre a seguinte diferenca: a condi¢do de fronteira ¢ considerada no
lugar de (5.18b). Sugerem ainda que usando as ideias descritas, com adapta¢des necessdrias,
poderia se obter os resultados para os principais teoremas nas Sec¢oes 4, 5 e 6 daquele trabalho.
Na Sec¢do 4 ¢ mostrado que o sistema (1.14)-(1.17) de [30] (que, a menos da condi¢ao de fron-
teira (4.14b)), equivale ao sistema (4.12))-(d.14)) deste trabalho) ndo é exponencialmente estdvel
se x = Bt — £2 # 0. Em suma, os autores sugerem que o sistema (3.16)-(5.18), com a diferenga
de condi¢do de fronteira mencionada no caso misto, em geral ndo € exponencialmente estavel.

No entanto, o principal resultado da Sec¢do [5.3]é o Teorema [5.5] onde provamos que
o problema (5.16)-(5.18)) € exponencialmente estavel, ou seja, a taxa é independente dos dados
iniciais em H;, j = 1, 2, das condicdes de fronteira consideradas em (5.18) e de x. Com isso,
este resultado (via estimativa (5.33)) contribui com a literatura no que concerne estabilidade
para sistemas de Timoshenko (e sistemas relacionados) no seguinte aspecto: como a taxa de
decaimento esperada com base na Secdo 6 e sugestdo dos autores em [30, Secdo 7] seria po-
linomial na forma ¢~'/* para U, € D(A;) no melhor dos casos (isto €, considerando y = 0),
melhoramos a taxa de decaimento para um nivel exponencial, a qual foi obtida no Teorema
5.5] bem como ficou evidenciado que esse decaimento é o mesmo para qualquer condigdo de
fronteira em (5.18)) e independente da relagdo dos coeficientes dado por meio de letra y, usados
em [30, Secdo 6].
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