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Resumo

O modelo de Ising é amplamente utilizado no estudo de transicoes de fase e fenémenos
criticos. Neste trabalho apresentamos a solucao exata do modelo de Ising em d = 1, a
aproximacao de Bragg-Williams e também a teoria fenomenolégica de Landau. Por meio
da solucao exata em d = 1 detectamos que o modelo apresenta somente a fase paramag-
nética, enquanto as solugoes de campo médio sugerem uma transicao de fase. Em todos
casos encontramos uma simetria por inversao global dos spins e, portanto, seus estados
sao degenerados. Para investigar um pouco mais essa degenerescéncia relacionamos o mo-
delo de Ising ao modelo ¢* por uma transformacao de Hubbard-Stratonovich. O estudo
dessa teoria de potencial quartico permite a compreensao de como o modelo de Ising po-
deria sofrer uma inversao global espontaneamente. Essa inversao é analisada resolvendo
a equacgao de movimento no espaco Euclidiano e tem como resultado a solugao classica de
instanton. O modelo de Ising pode também ser estendido para o estudo de teorias com
simetrias locais, que compdem uma parte importante da fisica. A adequagdo para esse
caso ¢é feita descrevendo interacoes entre plaquetes. Ao estudo dessa teoria, aplicamos o
teorema de Elitzur e por meio de expansoes em altas e baixas temperaturas de loops de
Wilson detectamos duas diferentes fases. Neste trabalho ainda apresentamos a descrigao
quantica do modelo com simetria local, fixamos o calibre e entao mapeamos uma relacao
de dualidade com o modelo de Ising com simetria global. Apresentamos também o modelo
O(N) e em seguida aprofundamos no caso especifico de N = 2, conhecido como modelo
XY . Neste caso verificamos uma transicao de fase através de expansoes a altas e baixas
temperaturas. No contexto do modelo O(N) apresentamos o teorema de Goldstone e
demonstramos como o bodson de Goldstone é interpretado em um modelo com quebra
espontanea de simetria. Apresentamos também a renormalizagio do modelo O(N) para
encontrar seus expoentes criticos. Por fim, construimos o modelo Abeliano U(1) com
simetria local, que pode ser comparado a teoria eletromagnética Euclidiana discretizada.
Este modelo gera interesse, pois no limite de acoplamentos fortes surge naturalmente uma
fase confinante. Ja no limite de acoplamentos fracos nao é possivel encontrar o mesmo
comportamento, o que significa uma transi¢do de fase. Analisamos também o caso de
d = 2, em que é impossivel uma quebra espontanea de simetria, portanto o modelo

apresenta somente uma fase.

Palavras-chave: 1. Fisica Estatistica. 2. Transi¢oes de Fase 3. Invariancia de Calibre

CINEL, Heitor Casagola. Transicoes de Fase e Invaridncia de Calibre em Modelos
Estatisticos. 2020. Dissertagdo de Mestrado em Fisica — Universidade Estadual de
Londrina, Londrina, 2020.
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Abstract

The Ising Model is largely utilized in the study of phase transition and critical phenom-
ena. In the present work we show the exact solution in d = 1, the Bragg-Williams
approximation and Landau phenomenological theory. In the exact one, we found only the
paramagnetic phase, while in two mean fields solutions there is a phase transition. In all
cases the system have a symmetry by a global inversion of spins, therefore, its states are
degenerated. Intending to investigate more about this degenerescence, we relate the Ising
Model to ¢* Model performing the Hubbard-Stratonovich transformation. Studying the
quartic potencial allow us to understand how the Ising Model could spontaneously flip
all spins at same time. This flip is analised solving the motion equations in the Euclidian
space and the result is the classical action of Instanton. The Ising model also can be
extended to the study of theories with gauge symmetry, that form an important part of
Physics. The adequation for this case is made describing interactions between plaquets.
In this study we apply the Elitzur’s theorem and, using high and low temperature ex-
pansions of Wilson loops we could detect two different phases in this model. From this
theory is also presented a duality relation of the quantum version with the global sym-
metric Ising model by fixing the gauge. Following, we presented the O(N) models and
then we foccused in the specific case N = 2, known as XY model. In this case we verify a
phase transition through high and low temperatures. In the O(N) models context we in-
troduced the Goldstone theorem and demonstrated how to interpret the Goldstone boson
in a model with spontaneous symmetry breaking. We also shown the O(N) model renor-
malization and this critical exponents. Lastely, we constructed the Abelian U(1) Gauge
Model, which is related to Euclidian lattice eletromagnetic theory. There is interest in the
model because in the strong coupling limit naturaly raises a confining phase. In the weak
coupling limit we could not to find the same behaviour, that means a phase transition.
The d = 2 case is also analised, in which is impossible a spontaneous symmetry breaking,
therefore, the model exhibits only one phase.

Keywords: 1. Statistical Physics 2. Phase Transition 3. Gauge Symmetry.

CINEL, Heitor Casagola. Phase Transition and Gauge Invariance in Statistical
Models. 2020. Masters of Science in Physics Thesis — Universidade Estadual de Lond-
rina, Londrina, 2020.
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1 Introducao

A partir de meados do seculo XIX, modelos microscépicos do magnetismo esta-
vam em ascensao e, utilizando a ideia de particulas indivisiveis portadoras de momentos
magnéticos intrinsecos, desejavam explicar as propriedades macroscopicas dos materiais
[1]. O modelo de Ising surgiu em 1920 como uma proposta de explicar o ferromagnetismo
nos materiais e se trata de uma evolugdo destas teorias e conceitos da época. Em 1925,
Ernest Ising apresentou a solugao exata em uma dimensao do modelo de interacao entre
primeiros vizinhos, que viria a ser conhecido como modelo de Ising [2]. O resultado obtido
em d = 1 descreve uma tnica fase para este modelo, diferente dos resultados posteriores
de solugoes de campo médio e da solugao exata em d = 2, obtida por Onsager em 1944
3, 4].

Hoje em dia o modelo de Ising possui diversas aplicagoes e é um “toy model” da
mecanica estatistica utilizado no estudo de transi¢cbes de fase e fendmenos criticos. A
partir desse modelo, outros foram derivados, como o modelo de Ising com Simetria Local
(ou Zy Gauge Theory), o modelo XY, o modelo Esférico e o modelo O(N).

No presente trabalho apresentamos alguns destes modelos e demonstramos que
sao relevantes ainda hoje. A primeira parte foca no modelo de Ising e sua versao com
simetria local. Iniciamos apresentando a solucao exata do modelo de Ising em d = 1,
a aproximagao de Bragg-Williams e também a teoria fenomenolégica de Landau [5, 6].
Por meio da solugao exata em d = 1 detectamos que o modelo apresenta somente a fase
paramagnética, enquanto as solu¢oes de campo médio sugerem uma transicao de fase. Em
todos casos existe uma simetria por inversao global dos spins e, portanto, seus estados sao
degenerados. Para analisar melhor essa degenerescéncia, relacionamos o modelo de Ising
ao modelo ¢* por uma transformacio de Hubbard-Stratonovich. Em geral, os modelos
de campos podem ser mapeados em teorias em redes. Este mapa é feito relacionando

7 a altas energias com o parametro de rede do modelo, tal que o limite de

o “cuto
altas energias no modelo de campos ¢é equivalente a teoria na rede no limite do continuo.
Uma vez que esta relacgao é feita, algumas ferramentas de mecanica estatistica podem ser
aplicadas a fim de retirar informac¢oes do problema original [7].

Ao analisar os niveis de menor energia da teoria de potencial quartico, é possivel
notar que o modelo de Ising tem somente dois estados permitidos e estes sao separados
por uma regiao classicamente proibida. Tais estados referem-se ao ordenamento total
positivo e negativo que, embora sejam separados por uma regiao proibida no minimo de
energia, uma transicao de um estado totalmente ordenado para outro também totalmente
ordenado nao tem gasto energético. Neste caso, a transicao s6 ¢ possivel a partir de um
tunelamento e a probabilidade de transicao pode ser dimensionada pela acao classica de

um instanton [8, 9].



2 Capitulo 1. Introducio

Em seguida, apresentamos um estudo do modelo de Ising com simetria local, pro-
posto por Wegner em 1971 [10]. Ao estudo dessa teoria, aplica-se o teorema de Elitzur,
segundo o qual o valor esperado de quantidades que nao apresentam a simetria local da
hamiltoniana serao sempre nulos [11]. Deste modo, a magnetizacdo deixa de ser um pa-
rametro de ordem adequado para a analise deste modelo, uma vez que esta é nula, nao
sendo capaz de detectar uma transicao de fase. Entretanto, por meio de expansoes em
altas e baixas temperaturas de uma quantidade adequada é possivel detectar duas dife-
rentes fases neste modelo, chamadas de fases topolégicas. Esta quantidade se trata de um
contorno fechado, conhecido como “loop de Wilson”, por ter sido proposto por Kenneth
Wilson em 1974 no contexto de confinamento de quarks [12]. Neste trabalho ainda é
discutida uma conexao com o modelo de Ising de simetria global, cuja solugdo exata ja é
conhecida, a partir de uma fixacao de uma fixacao de calibre.

A segunda parte deste trabalho é dedicada aos modelos derivados do modelo de
Ising. Um destes derivados, o modelo O(N) foi proposto em 1968 por Stanley como
uma generalizagdo dos modelos de spin [13]. Este modelo considera varidveis de spin N-
dimensionais, e descreve o modelo de Ising, o modelo XY e o modelo de Heisenberg para
N =1, 2 e 3 respectivamente. Apresentamos este modelo e em seguida aprofundamos no
caso especifico do modelo XY, que é um modelo com simetria de calibre. Para este modelo
detectamos uma transicao de fase através de expansoes a altas e baixas temperaturas. No
contexto do modelo O(N) apresentamos o teorema de Goldstone e demonstramos como
o béson de Goldstone é interpretado em um modelo com quebra espontanea de simetria.
Apresentamos também a renormalizagao do modelo O(N) para encontrar seus expoentes
criticos.

Apresentamos por fim o modelo Abeliano U(1) com simetria local, equivalente
ao modelo XY com simetria local, que pode ser comparado a teoria eletromagnética
Euclidiana discretizada [14]. Neste contexto realizamos expansoes para acoplamentos
fortes e fracos (analogamente a altas e baixas temperaturas) e encontramos decaimentos
com lei de area e de perimetro, respectivamente, o que significa uma transicao de fase.
Ao fim demonstramos que o potencial para interacao particulas-antiparticulas apresenta
uma estrutura confinante. Esta estrutura surge naturalmente na teoria de calibre na rede,
levantando o interesse em seu estudo [12, 15, 16, 17]. Analisamos também o caso de d = 2
em que é impossivel uma quebra espontanea de simetria, portanto o modelo apresenta

somente uma fase.



2 Modelo de Ising

Neste capitulo introduzimos o conceito de teorias na rede no estudo da mecéanica
estatistica apresentando o modelo de Ising. Em seguida apresentamos a solucao exata
do modelo de Ising em d = 1, demonstrando que esta nao apresenta transicao de fase.
Em contraste com a ultima solucao, apresentaremos a aproximacao de Bragg-Williams e
a teoria fenomenoldgica de Landau em que é possivel detectar transicao de fase. Neste
capitulo ainda discutiremos a transformacgao de Hubbard-Stratonovich e entao faremos o

mapeamento exato do modelo de Ising no modelo ¢?.

2.1 Teorias na Rede e o Modelo de Ising

Para construir uma teoria estatistica de interacao entre spins, que ocupam dife-

rentes sitios em uma rede d-dimensional, podemos definir uma hamiltoniana

N
H=— Zjijaiaj_HZUi- (2.1)
i, i=1
em que o; pode assumir os valores +1, J;; descreve a energia de interacao entre os spins
localizados nos sitios ¢ e j, H se trata de um campo externo que interage com o sistema
e a primeira soma é sobre todos os possiveis pares de spins em uma rede com N sitios.
Essa é a descrigao mais geral sobre interagoes entre pares. Entretanto, podemos restringir
a hamiltoniana para interacoes de curto alcance, considerando que os spins interagem
fortemente entre os primeiros vizinhos com a mesma energia J e desprezando as outras

interacoes. Essa consideragao é o que caracteriza o modelo de Ising, expressado por

N
H=-J> oioj—H)> o (2.2)
(i,5) =1
tal que a notacdo (i,j) no somatodrio representa a soma sobre interagbes de primeiros
vizinhos. A energia de interagao J caracteriza o modelo de Ising como ferromagnético ou
antiferromagnético para os casos de J > 0 e J < 0, respectivamente. No caso ferromag-
nético, os niveis de menor energia ocorrem quando os spins se ordenam paralelamente,
enquanto no caso de interagoes antiferromagnéticas as configuracoes de ordenamento an-
tiparalelas levam a menor energia. Tomando o caso ferromagnético unidimensional, os
estados de menor energia estao representados pelas figuras la e 1b, enquanto um estado
desordenado esta representado pela figura 1c. Neste caso, o ordenamento de todos os spins
para cima ou todos para baixo sdo dois estados degenerados do nivel de menor energia
do modelo de Ising. Essa degenerescéncia esta associada a simetria por inversao global e

ocorre em todos os estados do sistema.



4 Capitulo 2. Modelo de Ising

trerrreetr bbbl

(a) Rede com ordenamento positivo. (b) Rede com ordenamento negativo.

Tttt

(c) Rede desordenada.

Figura 1 — Exemplos de redes unidimensionais.

2.2 Solucao Exata em d = 1

Dada a hamiltoniana de Ising, eq (2.2), podemos resolver o modelo em d = 1
considerando condigbes periddicas de contorno, o1 = o1, [18, 19]. Por conveniéncia
escrevemos a funcao de particao em uma forma mais simétrica,

N N
K Y 0ioi1+E% S (0i40i41)
Iy = Z e i=1 i1
{oi}
N L
_ Z H oKoigit1+3(0itoit) (2.3)
{o;}i=1
emque K =3J, L=0Hep =1/(kpgT). Adotamos o método de matriz de transferéncia

definindo a matriz

T(UZ',JiJrl) = (24)

oK+L K ]

e—K eK—L

. - . I Ao .
cuja as entradas sdo os valores possiveis que ef%i%i+1t3 (0i+0it1) pode assumir conforme
as combinagoes de 0; = +1 e 0,41 = +1. E facil notar que qualquer 7 resulta na mesma
matriz e, portanto, o produtoério nos leva a T(ai,aHl)N . Por fim, ao considerarmos

condigoes periddicas de contorno, a fungao de particdo pode ser expressa como
Zy =Tr (TV). (2.5)

A matriz T pode ser escrita em uma forma diagonal,

N
_ [Ag AO{V] , (2.6)

em que A\g e A1 sao os autovalores de D. Por meio de transformacgoes ortogonais U, tais
que T = U_lDU, e entao

Zy = Tr(U'DU)Y

= Tr(D)Y
>\N

= Tr |7 0
0 AV

= A+ (2.7)



2.2. Solu¢io Frata em d =1 5

Através da equagao det (T — A) = 0, podemos encontrar os autovalores de T, sendo eles

1/2
Mo = ef cosh L + [e2K cosh? L — 2sinh (2K)} / (2.8)
e
K 2K 1.2 : 1/2
A1 =e" cosh L — {e cosh” L — 2sinh (2K)} . (2.9)
No caso de campo nulo, L = 0, os autovalores se tornam
Ao = 2cosh K e A1 = 2sinh K. (2.10)

Podemos notar que o sistema apresenta uma degenerescéncia quando K — oo, ou seja,
no limite 7" — 0. Essa degenerescéncia esta relacionada ao ordenamento total do sistema
no estado fundamental (todos os spins para cima ou todos para baixo). Para o caso de
K finito obtemos Ay > A1, relacdo que vale mesmo para H # 0, e tomando o limite

termodinamico, N — oo, encontramos

A N
7 N A
Z = Jm Ay {1 + (A()) }
A N
= N +o0 <1> . (2.11)
A partir da equagao (2.11) podemos obter a energia livre do sistema,

anN
o

g(T,H) = lim [_

N—oo
In Mg
B

e, entao, é possivel obter também a magnetizacao,

: (2.12)

m(T, H) — _w (2.13)
_ sinh(SH) (2.14)

[sinh2 (BH) + exp(—46J)] 0

Neste caso, a magnetizacao é nula na auséncia de um campo externo, ou seja, o modelo
nao exibe transicao de fase em d = 1 para temperatura finita. Para entender o que ocorre
em T = 0 é conveniente calcular a correlagao entre dois spins na auséncia de campo
externo, pois neste caso a magnetizacao é indeterminada. Considerando que o;0; = 1,

podemos introduzir a variavel t; = 0;0;41 a fim de obter

<O'Z'O'j> = (0} 0410i+1 0i+20i+2 - .. 0j-10j-1 (7j> = (titi+1 .. .tj,1> . (2.15)
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Em termos de t; a correlagao se fatoriza (assim como a fungao de parti¢do) e podemos

encontrar

1 J—1 J—1
<titi_|_1 .. .tj_1> = Vi H taeKta) (H eKta)

= tanhV 7 (K). (2.16)
Este resultado pode ser reescrito como
(oioj) = exp[|j — i|Intanh (K)]. (2.17)

Desta forma fica destacado que para qualquer valor finito de T a correlacao decai ex-
ponencialmente como a distdncia entre os ponto, entretanto, para 7' = 0 (isso significa
K — o0) a correlagdo nao mais decai com a distancia, apresentando um comportamento
diferente e os spins passam a estar correlacionados independente da distancia em que se

encontram um do outro [20].

2.3 Aproximacao de Bragg-Williams

E interessante ressaltar que, partindo da mesma hamiltoniana de Ising, um célculo
de campo médio em d dimensodes leva a resultados que apresentam a fase ferromagnética
e transicao de fase a campo nulo enquanto o calculo exato em d = 1 nao apresenta tal
resultado, como vimos na sec¢ao 2.2.

Uma outra proposta para o modelo de Ising é a aproximacao de campo médio de
Bragg-Williams, em que é possivel encontrar uma transigao de fase [5]. Para esta solugao,

partimos da hamiltoniana do modelo de Ising, Eq. (2.2), consideramos
(oios) = (o) (o) = m?, (2.18)
o que significa desprezar flutuacoes, e propomos de inicio
Ny — N_ =mN, (2.19)

em que m ¢é a magnetizacdo média por spin, N4 e N_ sdo os numeros de spins que
assumem respectivamente os valores +1 e —1. Portanto, N;. + N_ = N, ou seja, o total

de spins do sistema.
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A energia total é encontrada por

N
U=(H)=—IY (o)~ HY (o). (2.20)
(ij) =1
Como a primeira soma da equagao (2.20) corre sobre todos os pares de primeiros vizinhos
(em uma rede d dimensional com N spins tem um total de dN pares), a energia livre
assume a forma
U= —JdNm?* - HNm. (2.21)

A entropia é encontrada pela equacao S = kgln ), em que () é a quantidade de micro-

estados acessiveis. Logo,

N!
S = kgl [Mwu]

= NkpIn(2) = Nkg[(14+m)In(1+m) + (1 —m)In(1 —m)]. (2.22)

Pelas relagoes termodinamicas, podemos obter também a energia livre por spin,
1
N

= —Jdm*— Hm — ;m(z)

4—iﬁ@+mnmﬂ+mH{LﬂMMQ—mﬂ. (2.23)

Como é natural que o sistema se acomode nos valores minimos de energia, podemos obter

g(T,H;m) = lim(

N—oo

(U - TS))

os valores de m que levam a esse estado,

dg 1 1+m
ou seja
m = tanh (25Jdm — SH). (2.25)

Esta é uma equagao auto consistente, diferente do resultado encontrado na solugao exata
do modelo de Ising em d = 1. A solugao para a Eq. (2.25) para campo nulo, H =
0, esbocada graficamente na figura 2, reflete o comportamento da magnetizacao. Para
26.Jd < 1, o inico valor que m pode assumir é 0, caracterizando um estado paramagnético
e no caso de 25.Jd > 1, m assume dois valores simétricos nao nulos, caracterizando uma
fase ferromagnética. Portanto o modelo apresenta dois comportamentos distintos, o que
reconhecemos como uma transi¢cao de fase. Notando que o ponto que separa essas fases é

243 Jd = 1, encontramos a temperatura critica como kT, = 2Jd.
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m m

/ tann(@ fldm)

tanh(2 gJdm)

(a) Caso 28Jd < 1. (b) Caso 28Jd > 1.

Figura 2 — Andlise grafica da Eq. (2.25). As figuras 2a e 2b mostram os gréficos para o
lado direito da Eq. (2.25) a campo nulo em fun¢do de m e uma reta tracejada
representando o lado esquerdo. As intersec¢oes das curvas com a reta sdo os
valores que satisfazem a equacao.

2.4 Fenomenologia de Landau

A fim de uma melhor compreensao dos fenémenos de transicao de fase continuas,
em 1937, Landau propds uma teoria baseada no conceito de parametro de ordem e na
expansao da energia livre em quantidades invariantes do pardmetro de ordem [6]. O
parametro de ordem é uma quantidade que muitas vezes pode ser definida e descreve a
forma como ocorre a transicao de fase. Em geral, este parametro assume valores diferentes
de zero para fases menos simétricas e igual a zero em fases mais simétricas [18, 21].
Um exemplo de parametro de ordem é a magnetizagdo para o modelo de Ising: na fase
ferromagnética (ordenada) temos m # 0; e na fase paramagnética (desordenada) temos
m = 0. Para um caso simples, consideremos um parametro de ordem escalar ¢ e entao
teremos a expansao da energia livre como
c

d
3 4

b
F(p) = ao+ap+ 59+

em que a,, a, b, c e d sao parametros que podem depender das variaveis termodinamicas
do sistema (temperatura, pressao...). Vale ressaltar que o pardmetro de ordem nao precisa
ser um escalar, mas a expansao da energia livre necessita ser em termos de quantidades
invariantes. A principio, em sistemas fisicos podemos ter termos de todas as ordens,
mas para essa andalise é suficiente assumirmos termos até quarta ordem. FEntao, para
garantir que a energia seja uma funcao que tenha pontos de minimo, a condicao d > 0 é
suficiente. Em diversos sistemas, a fenomenologia de Landau pode descrever transicoes
de fase continuas. Entretanto, por simplicidade, focaremos na fenomenologia de sistemas
magnéticos que apresentam degenerescéncia por uma inversao global, como o modelo de

Ising. Neste caso, a energia livre deve ser invariante pela transformacao

¢ = —p, (2.27)
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portanto, a = 0 e ¢ = 0. Sob estas condigoes, F'(¢) pode ser descrito graficamente como
na figura 3. O parametro a, representa a energia no ponto minimo, é um valor constante
que simplesmente desloca a energia livre para valores mais altos ou mais baixos, portanto

tomaremos a, = 0.

| \

(a) Caso b > 0. (b) Caso b < 0.

Figura 3 — Gréficos do Potencial F(¢y).

Os pontos ¢min que minimizam F'(¢) devem satisfazer
d’F
=0 e L)) > 0. (2.28)

dF(p)
L PR A

Encontramos entdao como pontos de minimo ¢ = 0 com a condicado de b > 0e ¢ = j:\/%
com a condi¢do de b < 0. E possivel associar um parametro de temperatura 7' a b, ou
seja b — b(T) = (T — Te)b,, tal que b, é uma constante positiva e T, é a temperatura
critica. Deste modo para T' > T, temos b(T') > 0 e consequentemente F () tem um tnico
minimo em ¢ = 0 e para T < T, temos b(T) < 0 e entdo existem dois pontos de minimo

simétricos em oy = 44/ ]
P+ g eem p_ 7

Deste modo, concluimos que o potencial quartico do tipo
V() = (T = T)boy? + dip’ (2.29)

descreve uma transicao de fase continua entre as fases ferromagnética e paramagnética
para T' < T, e T' > T,, respectivamente.

No caso da solugao exata em d = 1 apresentada na secao 2.2, podemos compa-
tibilizar os resultados tomando 7. = 0 e entao teremos sempre T > T., ou seja, a fase

paramagnética.

2.5 Transformacao de Hubbard-Stratonovich

O objetivo da transformacao de Hubbard-Stratonovich é obter uma teoria de cam-
pos a partir de uma teoria discretizada. Por meio desta transformagao, o modelo de Ising
pode ser formalmente mapeado em um problema de campo continuo. Essa proposta se

trata basicamente de aplicar uma identidade gaussiana nas varidveis em questao [22].
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Para uma hamiltoniana do tipo
1
H= —3 Z Jij 050}, (2.30)
ij=1
obtemos a seguinte funcao de partigao
Lo
Z=2N ¥ eg@jz:lmj Mj, (2.31)
{oi}==%1
em que K;; = BJ;;. A matriz J ¢é responsdvel por descrever o tipo de interacao, por
exemplo, no caso do modelo de Ising de campo médio temos J;; = J/2N, para o caso
de interagoes entre primeiros vizinhos temos J;; = J; j+1, etc. Ao definirmos K =
K,I + K;j;, a funcao de particao pode ser reescrita como
7 — 9N o—KoN/2 Z e%i,jzleij 00
{oi}==1

(2.32)

Considerando a integral funcional
1 1
—5¢° Mop+po
/D(’O e 2% oy y

em que o e ¢ sao dois vetores N dimensionais com todas as suas entradas reais, M é uma

matriz N x N positiva definida e

too [ N
/Dgp = /_OO (11;[1 d%-) . (2.33)

A partir de integrais do tipo gaussiana, podemos encontrar
N/2
27 1 _Tar—1
@Gm) o 7, (2.34)
vdet M

que é uma identidade valida para toda matriz M.

/Dgp o390 Motpo _

Sendo K,x; > 3°; K;jr; para qualquer vetor positivo z, K sera uma matriz positiva
definida, portanto podemos aplicar a identidade da Eq. (2.34) na Eq. (2.32), e encontrar
_ - T o
Z =9 N KoN/2 (90 N2\ gt -1 T /Dgp oK + oo (2.35)
{oi}==1
Como a soma sobre as configuragoes de o; estao desacopladas,
N
> oipi

Y [peet i o [pp it 5 G
{oi}==1 {o;}=%1

1 Tyg—1 N
= /D(p e 2¥ K SDH ( ePi + e_80i>
7

= 2 /Dgpe 2¥ ?1] cosh (i)
i

N
—5¢ K¢ + > Infcosh (¢)]
(]

- 2N/Dg0e . (2.36)
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obtemos,

2<p e cp + Zln [cosh (¢;)]
/ Dy e (2.37)

7 = o KoN/2 (27r)7N/2 (d tK

= @Y € ‘ ’

_ -1/2
em que A = e KoN/2 (277) N/2 (d tK) .
Até este ponto, a transformacao é geral, isto é, podemos relacionar qualquer pro-
blema descrito por variavel que assuma valores £1 a um problema de campos classicos

segundo essa descrigdo. Seja

K1t = (KJI+K)!
= K,! (]1 - K‘lK)_
K, Z -K/K,) (2.38)
podemos aproximar o resultado para

Kt'=K1-K. (2.39)

Para justificar essa aproximacao, podemos considerar um sistema de poucos sitios,

tal que
0 b cdef
b 0 b ¢ d e
b 0 b d
K=|°¢ ¢ , (2.40)
d ¢ b 0 b e
e d ¢c b 0 b
f e d c b

em que b representa a interacao entre primeiros vizinhos, ¢ entre segundos e etc. Neste
caso, considerar interacoes de primeiros vizinhos quer dizer que as interagoes do tipo ¢,

d, e e f nao sao da mesma ordem que b, portanto a contribuicao dominante sera

0b 0000
b 0 b 000
K =~ 060600 (2.41)
000b60VDbLO
00 0%DbO0D
000O0VDbDO

Além disso, como b/ K, < 1, podemos aproximar para o primeiro termo da expansio,

levando ao resultado descrito na equagao (2.39). Considerando interagdes de segundos
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vizinhos, além de manter o pardmetro ¢, é necessario considerar termos de (b/ KO)Q,
assim como para terceiros vizinhos teremos termos ctbicos e assim por diante. Como
estamos interessados no modelo de Ising, agora podemos analisar o caso de interagoes de

primeiros vizinhos, ou seja, K ~ b d; j+1. Desta forma, encontramos

N N
> wiKiler = KUY el — KoY gip

ij=1 i=1 (i.4)
= K_l Z (902 + sz - 2901@1—5-1) - ‘]\[[(0_1
=1
N C o h. 2
= K1Y (% 801+1) _NEKL (2.42)
i—1 a

em que a é o parametro da rede. Podemos notar que este termo é o responsavel pelas
derivadas que podem aparecer na teoria no limite do continuo, ja que este é o Unico
termo que envolve interacoes entre diferentes sitios. Caso fosse considerado interagoes de
segundos vizinhos ou outros, encontrariamos derivadas de ordens mais altas.
A contribuic¢ao do potencial pode ser encontrada pelo termo
o?

In(cosh ¢;) = In(1 + ? + E +0(£9)). (2.43)

No limite em que tomamos o espacamento entre os sitios pequeno o suficiente para con-

siderar ¢; como um campo continuo, ou seja, a — 0 e N — 0o, obtemos
i T i o(F) e (W> N G (2.44)
a
Portanto teremos a funcao de particao do modelo de Ising escrita como

d 7) 2(2) Ao (7 6(7
7= 5 [ Do) e - [t { (Vo) -me? (1) -3 (+ O () | (2.45)

em que N sao as constantes de normalizacao que nao participam da integracgao.

Se considerarmos a agao adimensional completa,

S = /dd {wsf Zal ¢Z} (2.46)

em que a soma em ¢ temos uma série infinita, em que «; sdo as contantes de acoplamento.
Como o campo ¢ tem dimensdao (d —2)/2 em unidades de massa, os pardmetros «;
tem dimensdes i + d(1 —i/2). Podemos definir constantes de acoplamento adimensionais
N = A d0-i/2) o em que A = 1/a, e entdo

S= /ddr {(ngﬁ(f’))z A2 $ ¢z} . (2.47)

=1

A integracao nos modos de energia £ < A levam a

AATA(1=1/2) /ddT¢i _ )\i(E/A)fifd(lfi/Q). (2.48)
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Deste modo, os termos que implicam [—i —d(1 —14/2)] > 0 contribuem cada vez menos na
agao conforme (E/A) < 1 e se tornam irrelevantes. Os termos com [—i —d(1—i/2)] =0
contribuem sempre na mesma forma na acdo independente da escala de energia (ou seja,
efetivamente contribuem a baixas temperaturas), sao os termos marginais e, por fim, os
termos —i — d(1 —4/2) < 0 sdao os mais importantes a baixas energias, portanto sao os
termos relevantes [23].

Se considerarmos o caso d = 4, os termos em que —i —4(1 —i/2) > 0 serdo
irrelevantes, ou seja, ¢ > 4. Isso quer dizer que podemos desprezar os termos de ordem
(gzﬁ?) e de ordens mais altas, que se tornam operadores nao renormalizaveis. Por fim,
encontramos

2= [po) ! atr{ (Vo) -me (1) -2} (2.49)
ou seja, podemos concluir que o modelo ¢* é a teoria de campos que descreve o modelo

de Ising em d = 4.
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3 Instantons

Utilizando o conceito de integracao funcional, nosso objetivo é analisar a possibi-
lidade de inversao global espontdnea no modelo de Ising e calcular o propagador entre
esses estados. Nesse sentido, apresentamos a solugao classica de instantons e também a

contribuicao de multi-instantons.

3.1 Integracao Funcional

O objeto central de estudo da mecanica estatistica é a funcao de particao, da
qual podemos extrair diversas outras quantidades de interesse fisico, como energia livre,
magnetizacao, susceptibilidade magnética, calor especifico, dentre outros. A funcgao de
particao também pode fazer o papel do propagador de um operador de evolugao temporal
Euclidiano, conectando problemas da mecanica estatistica a modelos de teorias de campos.

Para construir essa conexao, primeiramente devemos definir o propagador. Dada

uma hamiltoniana

H= 2]);—1—‘/(96), (3.1)

em que p é o momento, m a massa e V (x) um potencial que depende somente da varidvel de
posicao x, podemos escrever o operador de evolucao temporal para um pequeno intervalo

de tempo € como

T(e) = exp {—Z (279; + V(x)> } A exp {—;;i} exp {—ievh(x) } : (3.2)

considerando que as contribuigoes provenientes do comutador de p e V(z) sdo proporci-

onais a €2 < 1. Sendo um intervalo de tempo t = Ne, em que N é um niimero inteiro,

podemos escrever a evolugao do estado z(0) = g até z(t) =z como

He He

(x| e~ iht |zg) = (zn|exp {—zh} ...exp {—zﬁ} |zo) - (3.3)

N vezes

Entre cada exponencial pode ser inserida uma relagao de completeza,

+o00
= / dz; |z:) (@il (3.4)
—00
0 que resulta em
. N too H
H €
(axle o) =TT [ i <xi\exp{—iﬁ}\x“>, (3.5)
=17

ou seja, em um produto de N integrais com a mesma forma.
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O termo a ser integrado pode ser reescrito conforme a aproximacao feita na equacao

(3.2) e pode ser inserida uma relagdo de completeza na base de momentos, a fim de

encontrar
+V too iR _Viwi)e
e IO [ do i) (e %07 i)
—00
+o0 i [P v (e e —ai
_ /_OO dpe ﬁ|:2m+ (3:'1)6 p(ajz 73 1):|’ (36)

sendo

eI

(3.7)

}. (3.8)

}, (3.9)
com a seguinte medida de integragao

[pr= (2mﬁ>€§ ( /dxz> . (3.10)

A partir do limite do continuo, N — oo e ¢ — 0, da Eq. (3.9) podemos interpretar

(zilp) = ﬁ

A integragdo na equacao (3.6) tem forma gaussiana e resulta em

(wile” it (Fa V(@) ii1) = ] eXp{“ [m(lﬂll) SV ()

2imhe h |2 €2

Neste caso, o propagador pode ser reescrito como

. n 1 . —_ . 2
(axleH jag) = [ Drexp {h > [2(“2) V()

i—1 €

o somatorio como uma integragao e o termo no expoente passa a ser exatamente a integral

no tempo da Lagrangiana, ou seja, a agao do sistema (S[z]),

, ot
(zN| it lzg) = /Dx exp {;’L/o dtl (z, x)}

Portanto, podemos concluir que a probabilidade da particula chegar a um estado xy,
partindo de xg pode ser encontrada a partir da integracao funcional da exponencial da
acao. Se tratando de uma exponencial complexa, a contribui¢ao da integracao serd maior
na regiao em que S|z] for minimo, pois o termo 7 faz com que essa integral oscile muito,
contribuindo menos nessas regioes. Este resultado é compativel com nossa experiéncia,
pois as trajetérias classicas sao aquelas que minimizam a agao, portanto as mais relevantes
para calcular essa probabilidade de transicao. Isso também implica que podemos fazer
expansoes em torno da trajetéria classica para obter os principais termos do problema

proposto.
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Todo esse desenvolvimento poderia ter sido feito utilizando uma rotagao de Wick,

que ¢é do tipo t — —iT e o resultado final seria
(x| e FT |zo) = /Dm e~ hS5lal, (3.12)
sendo Splz] a agdo Euclidiana,
Sglz] = /dT Lp= /dT %iQ +V(x), (3.13)

em que Lpg é a lagrangiana Euclidiana do sistema e & agora é definido como & = dx/dr.
Vale observar que neste caso também temos as maiores contribuigoes quando Sg|x] é

minima.

3.1.1 Conexao com a Mecanica Estatistica

A partir da identificagao 1/(kpT) = it podemos relacionar o operador de evolugao

temporal com o peso de Bolztmann,
. 1
o itH — o HpTH, (3.14)

0 que nos sugere uma relagdo entre o propagador da mecéanica quantica com a funcao de
particao na mecanica estatistica.

A funcao de particao é definida como a soma sobre todas configurac¢oes do sistema,
Z = Y exp(-fE))
J
= > (ile™)

J
= Tre P (3.15)

em que Ej é a energia de um dado estado j, 8 = 1/(kgT) e (j| é a base que diagonaliza
‘H, a hamiltoniana do sistema.
Por outro lado, a amplitude de transicio de um estado ¢ para um estado ¢’ no

intervalo de tempo entre t =0et = —if é

K (¢, =iB;q,0) = (¢]e" M |q)
= ({135 Gl

J

= e B (d115) (il la) - (3.16)

J

Se impormos ¢ = ¢’ e integrarmos em todo o espaco de ¢, encontramos
[ da K (a,=i8:0.0) = e | [da la) (d] 1)
J

— ZefﬁE' — Z’ (317)
J
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ou seja, conduzindo a prépria fungao de particao do sistema|20, 24].

A funcao de particdo surge naturalmente na mecéanica estatistica como um fator
de normalizacdo das probabilidades. Para tanto ela é definida como a partir da soma
sobre todas as configuragoes acessiveis do sistema termodindmico (de onde surge seu
nome em alemao: “Zustandssumme”). A identificacao t = —if3, ou seja, a associagao de
[ ao parametro que permite a evolucao dos estados, permite a descricao dessa soma via
integrais de trajetodrias.

Como os vetores |j) podem representar também spins, tomemos por exemplo o
caso de spin % em uma base que diagonalize a hamiltoniana. Neste caso |j) pode assumir
somente dois estados, sem um estado intermediario entre ambos. Estes dois estados de
spin sao estados bem definidos e que nao sao ligados por uma trajetoria. Portando, a
integracao funcional para variaveis de spin requer uma interpretagdo um pouco mais geral
do que uma integracao exatamente de “trajetorias”, sendo de fato integragao sobre todas

configuragbes que o sistema possa assumir [20].

3.2 Solucao de Instantons

No modelo de Ising, nao ha gasto energético para inverter todos os spins de uma s
vez, mesmo que um estado s6 possa chegar a outro através de um tunelamento, pois estes
estados se encontram no mesmo nivel de energia. Naturalmente pode ser questionado qual
a probabilidade de todos os spins inverterem espontaneamente. Transformando o modelo
de Ising em uma teoria quartica, a resposta dessa pergunta sera entao o propagador, como
sera demonstrado abaixo.

A amplitude de probabilidade de transicao de um estado centrado em x = —a

para outro centrado em x = a durante um intervalo de tempo T' ¢é

{a o~ WHT |—a) = N/Dxe%fdt(%i2_v(m)). (3.18)
O potencial
e
V(z) = g(xQ —a?)? (3.19)

tem minimos em z = +a. Para o caso de E = 2#? — V(z) = 0 ndo podemos fazer
expansoes em torno da trajetoria classica, uma vez que a barreira de potencial impede
que existam tais trajetérias. Neste caso, uma opcgao ¢ levarmos nosso calculo ao espago
Euclidiano por meio de uma transformagao t — —it [8, 9]. Desta forma, 2 — —i% eo

expoente se transforma com

i [ (7;932 - V(x)) — = [ @gﬂ + V(a;)> = _ Sp, (3.20)
ou seja, a transformacao da coordenada temporal efetivamente inverte o potencial na

acao, conforme representado na figura 4. A definigdo de Sg ¢ o que chamaremos de acao

Euclidiana.
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\ /) |

—a a

Figura 4 — Inversao do potencial V (x) pela transformacao t — —it.

Agora, para o potencial invertido, podemos encontrar uma trajetéria que minimize
a Sg e que conecta os pontos x = —a e x = a. A transformacao na variavel temporal é uma
rotacao de Wick. Essa transformacao é um artificio mateméatico que facilita os calculos
levando um problema do espago de Minkowski para o espaco Euclidiano. Do ponto de
vista do plano complexo da variavel ¢, desde que nao haja nenhum polo no primeiro e
no terceiro quadrante, a integral de caminho deve ser nula, portanto sdo equivalentes as
integragoes em Re(t) ou em Im(t), e a transformagao ¢ — —it pode ser aplicada [25].
Como o potencial proposto se trata de uma funcao analitica, a rotacao de Wick pode ser
aplicada.

A equagdo de movimento de Sg tem a forma

2
. g
mie — ?("Egl —a®)zg =0 (3.21)
e a solucao desta equagao é
t—1
zq(t) = + atanh M(QC), (3.22)

2 = ¢%4® e o r6tulo adicionado & funcdo x(t) é por se tratar da trajetéria

tal que mw
classica. A fungdo xy(t), expressada graficamente na Figura 5, tem como caracteristica
a aproximacao assintotica do ponto £a conforme ¢ — +oo. Entretanto, a maior parte
da transicao entre estes dois pontos efetivamente ocorre em um intervalo muito curto do
eixo t, centralizado em t = t..

Segundo Coleman [9], esta solucao é conhecida como “solucao de Instanton” devido
a ‘t Hooft, o qual utilizou o final “-on” em referéncia as solu¢oes de particulas para campos
classicos (como solitons) e o inicio “instan-" por ser localizada no tempo. Pela mesma
razao, Polyakov sugeriu o nome “pseudoparticles”, que também pode ser encontrado na
literatura, bem como sao encontrados os nomes “solugoes de kink” para a solucao que
recebe o sinal positivo e “anti-instanton” ou “anti-kink” para a solucao que recebe o sinal
negativo.

Os limites assint6ticos de x(t) sao os pontos de minimo do potencial V(x). As-
sumindo que o sistema nao tem energia maior que a barreira de potencial que separa estes

dois pontos, essa transicao representa um tunelamento. Portanto, permitindo a evolugao
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no limite de ¢ — oo, esta solucao descreve que, se ocorrer, a transicao de um estado
localizado em x = —a para outro localizado em = = a serd instantdnea (em um intervalo
muito curto de tempo) e bem localizada no eixo t. A constante ¢. define o centro da

transicdo e nao pode ser determinada de uma forma geral, surgindo como um reflexo da

i1s

?f(_/

/

/

-0

invariancia translacional temporal.

~l

Figura 5 — Solugao da equacao de movimento.

Para encontrar uma expressao para a (3.18), podemos expandir a a¢ao Euclidiana
em torno da trajetoria classica até segunda ordem. Assumindo uma pequena perturbacao

em torno das trajetérias classicas,

#(t) = wa(t) + n(t), (3.23)
podemos expandir a acao em

(52815' [Id]
0z (t1)dz e (ta

Splz] = Splzd) —|-;//dt1dt2 n(t1) )T](tg). (3.24)

A partir da trajetéria classica, dado que £ = 0 implica em

m

V(.Tcl) = 5 i'gl, (325)

a acao Euclidiana assume a forma

+o00 +a 2
Sglza) = LOO dt m i% =m » dxg Vo V(z), (3.26)

e portanto, definindo S, = Sp[z] obtemos

mw [t 9 9 2m2w3
So = %/_a dxe (xcl—a ) T (3.27)

Ao expandir a acao em torno da trajetoria classica, a nossa variavel de integracao
Dz passa a ser Dn), ja que z(t) se trata de uma trajetéria tnica e bem definida. Deste

modo, podemos escrever o propagador de um tnico instanton como

22 1 _ PSplea]l
<a| ei%’HT |—a>0 ~ Ne 392 /Dn e 2 ffdtldt2 n(tl)5mcl(t1)5$cl<t2)n(t1)' (328)
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Para realizar a integracao, podemos expandir a nossa varidvel 7(¢) em um conjunto com-
pleto de fungoes 1,. Primeiramente, notamos que a expressao no expoente pode ser

entendida como a atuagao de um operador sobre a funcao 7(t), pois

5:16;(;?;;5[23](152) - /dt 5$cl(t1()55$cl(t2) [Tg (iﬂﬂ) +V($)1

= /dt 5(t —t1) <—mj:2 + Vv’ (x(t))) §(t —t2)

— <_mdQ + v (x(tl))> 8(t1 — to). (3.29)

dt?

Logo o termo completo toma a forma

/ / dt dty n(t) 5x22(;9)]f5[9ijl(]t1)"(t1) — / dt n(t)O(t)n(t), (3.30)

2
O(t) = (—mjt2 +y @(t))) | (3.31)

Sendo 1y, (t) uma base completa de autoestados ortonormais do operador O(t),

tal que O(t)n(t) = Mtbn(t), podemos escrever a fungdo 7(t) como

n(t) = Y catnl(t), (3.32)
n>0
em que ¢, sao os coeficientes da soma. Entao, obtemos
/ it S b (OB emtbm(t) = 3 (cn) A (3.33)
n,m>0 n>0

A dltima integracao funcional poderia ser operada segundo a identidade gaussiana

1 Z (CH)Q)‘N 1
/ D =3 ] dt n(OWn(1) — / T] den =0 _ (3.34)

n>0 \/det O(t).

Entretanto, derivando a equac¢ao de movimento em relacao ao tempo podemos encontrar

ot (a0 V') = (md2 ~ V) aa) = OWa(t) = 0. (339

dt?

Ou seja, a funcdo 2. (t) o 1,(t) é uma das fungoes 1, (t) cujo autovalor é igual a zero.
Este fato implica det O(t) = 0, o que configura uma divergéncia ao nosso propagador.
Uma opcao ¢ extrair da integragao todas as informacoes fisicas possiveis, isolando somente

a divergéncia. O que pode ser obtido entao é

Cn 2An Cn 2An +00
/DU o3 [ din(®)O)n(t) — / H dey, enzzzo( ) — / H dep enz>:O( ) / dc. (3.36)
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Para encontrarmos o pardmetro ¢, a partir da equacao (3.23) utilizamos a orto-
normalidade das fungoes que compdem 7(t),
[ordeat+ o) = [ dt [alt+t) +n(t+1)] vo(t)
-7 -7
%
= / T dt |y (t + tc) + Z ann(t =+ Zfc) ¢o(t)
2 n>0
(3.37)

!

T (6) 1o (t)dt + ¢, .

-/

S

A funcao 1,(t) é encontrada normalizando #4(t), Eq. (3.22),
+o0 +oo 2 D)
— 2
/dt |x'cl(t)|2: /dt ‘awsech2 (w(t tc)>| = cu’ (3.38)
2 2 3
—00 —00
tal que
m
5o(0) = [ alt) (3.:9)
(0]
(3.40)

Sabendo que
g . xcl(%)
/_I dt xcl(t) Icl(t) = /ac (_I) dxcl xcl(t) = 0;
2 cl\™73

podemos encontrar agora
T
¢y = / D dt a(t 4 te)vo(t). (3.41)
-2

Ou seja, a integracgao sera determinada em termos de t., logo ¢, = ¢, (). Para mudar a
varidvel de integragao ¢, para t. na Eq. (3.36), precisamos calcular o jacobiano,

T de(t+ tc)wo(t)

deolte) _ %
dic -7 dt
T
_ 2 d$cl(t) dqu)n(t)
= [y ( i T g | ve®)
17 .
S\?2 (2 , r i
= (%) [t )P + [ dt e, dt( ) )
: 2
T
N dipn (1)
+ dt Cn wo(t)
rgo/g dt
So\ 2
S ! 42
(%) +om .
POI‘tant()’ obtemos
; 2
/ 2 Z (en)*Mn
<a|e—%HT|—a)O ~ N e FSo0 <SO>2/Hdcn Z, /dtc
m L
al sk b
7i80 ( 0) 2
e h — dtc, (343)
S

2
o
g
S
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em que det’ O(t) é o produto dos autovalores de O(t), a menos do autovalor nulo, e
T — oo. Nesta tltima expressao é possivel observar explicitamente que a divergéncia esta
relacionada com a variavel ., ou seja, com o centro do instanton que pode se posicionar
em qualquer ponto do eixo temporal. O determinante sem o autovalor nulo pode ser

calculado e é expresso por

N - QmwK N
det’ O(1) o Jdet [§ (—my +ma?)]
2mw mw wT
= — K ) — e 2 3.44
% peal B (3.44)

em que utilizamos na ultima passagem o resultado conhecido do propagador de um osci-

lador harmonico. Por conveniéncia definimos

2mw 1
r=4"rK e 7%

> (3.45)

para obter o propagador na forma

T
7 mw wT 2
(e~ FHT |—a) = (,/ez> r [ dte (3.46)
o wh -z ¢

E possivel observar entdo que a solucio do propagador de um potencial quartico
é o produto de dois termos, o primeiro (entre parénteses) é exatamente a contribuigao de

um oscilador harmonico e o segundo é a contribuicao de um instanton.

3.3 Contribuicao de Multi-Instantons

Considerando um sistema inicialmente centrado em z(t;) = —a, vimos que pela
acao de um instanton este sistema pode evoluir para x (¢ f) = +a. Entretanto, o sistema
pode chegar a mesma configuragao pela agdo de um instanton, um anti-instanton e mais
um instanton, ou seja, ir para a configuragdo x(t1) = +a, retornar para z(t2) = —a
e entdo ir novamente para z(t f) = +a. E possivel notar que a acdo de um instanton
seguida de um anti-instanton retorna o sistema para a configuracao inicial, independente
de quantas vezes essa sequéncia ocorra. Portanto, ao calcular o propagador deste sistema
devemos levar em conta todas essas possibilidades e somar sobre todas as configuracoes
possiveis: um tnico instanton; um instanton e um anti-instanton (possibilidade do sistema
se encontrar ao fim com a configuragao inicial); um par instanton e anti-instanton seguido
por mais um instanton e assim por diante.

Para calcular o propagador de n instantons, podemos considerar n pontos sobre
o eixo temporal entre —T/2 e +T/2, tal que —T/2 < t1 <ty < --- < tp, < T/2e

centralizamos em cada ponto um instanton, conforme a figura 6.
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Figura 6 — Disposi¢ao de n Instantons no eixo temporal.

Para o caso do instanton centrado em %,,, observamos que os limites de integragao
sdao T'/2 e t,—1. Ja o instanton centrado em t,,_1 terd como limites T'/2 e t,_o e assim
por diante até a ultima integragao, centrada em ¢, que sera integrada sobre todo o espago

entre —1'/2 & +T/2. Deste modo, no propagador a contribuicao que antes era de um
Unico instanton passa a ser

[ dte o [Coan [Tt [Tatg - [T dt, = s (3.47)
7 -3 1 t2 tn-1 n!

Podemos agora, a partir do ultimo resultado, somar todas as contribui¢oes de

multi instantons. Sempre que n for par o sistema inicia e termina na mesma posi¢ao logo

i mw ol o= 1"
bl = ([ ) Sl
n=0 :

= < 7:;; e_w2T> cos (rT). (3.48)

Ja para n impar o estado final sera sempre diferente do inicial tal que

7 w 0 TTL
e T _ ( mw —5) nd”
(—ale™m" Ja) Vo © HZZIT nl

= ( % e—”zT) sin (rT). (3.49)
Definindo E+ = h(w/2 +r), podemos encontrar uma expressao geral
, 1/ -E L .—E
ta| e 7HT | —q) = (mw)z c_Fe ) 3.50
(o] —HHT | ) = (1 : (3.50)

Assumindo grandes valores para T' (tempo longo), identificando os estados de minima
energia da Hamiltoniana como |£), tal que H |£) = FE. |£), escrevemos a relagdo de

completeza como I = |—) (—| + |+) (4], e encontramos entao
(deal e FHT |—a) = e~ (kal—) (—| — @) + e~ (xal+) (+] - a). (3.51)

Comparando agora as equagoes (3.50) e (3.51) podemos concluir que

(Eal I = (el = (al=) (-] =) = = {al+) (+] = a) = (2)7, (3.5
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ou seja, os autoestados de energia minima sdo combinagoes pares e impares de estados
de osciladores harmonicos centrados nos pontos + = +a e em x = —a. Podemos notar
que entre estes estados (as combinagdes pares e impares) hd uma diferenga de energia que

pode ser determinada por
AE =E, — E_ = dw2a\2mh e~ 55, (3.53)

Essa diferenca de energia entre dois estados, que a principio pareciam ser degenerados, se
deve a diferenca de penetracao na barreira de potencial. Do ponto de vista dos estados
simétrico e antissimétrico (construidos como combinagdo linear dos estados fundamen-
tais), a penetragao na barreira de potencial quebra a degenerescéncia elevando a energia
do estado que tem combinacao impar, logo encontramos a combinagao par como o es-
tado fundamental [9]. Entretanto, ndo se trata de uma quebra esponténea de simetria,
este resultado demonstra que, como héa possibilidade de tunelamento, os dois estados

classicamente separados estao, na realidade, conectados.
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4 Modelo de Ising com Simetria Local

Neste capitulo construiremos o modelo de Ising com simetria local a partir de
quantidades que sdo invariantes pela inversao dos links conectados a um sitio. Neste
modelo, introduziremos o teorema de Elitzur analisando que (o) vai a zero sempre, de-
monstrando a impossibilidade da quebra espontanea de simetria. A partir de expansoes
a altas e baixas temperaturas, detectaremos que, para d > 3 este modelo apresenta uma
transicao de fase. Demostraremos também que este modelo em d = 2 nao apresenta
transicao de fase e pode ser mapeado no modelo de Ising de simetria global em d = 1.
Por fim, discutiremos uma relagao de dualidade entre os modelos com simetria local em

d = 3 e de simetria global em d = 2.

4.1 Construcao do Modelo com Simetria Local e Impossi-

bilidade de Quebra Espontanea de Simetria

No fim da década de 1960 e inicio da década 1970, havia um grande interesse em
explicar o fendmeno de confinamento de quarks'. Uma das principais linhas de estudo
utilizava o conceito de liberdade assintética no contexto de grupo de renormalizacao de
teorias nao abelianas [27, 28]. Em contraponto foram desenvolvidas teorias de calibre
na rede que expressavam resultados similares através de expansoes em altas e baixas
temperaturas (ou acoplamentos fortes e fracos) [12]. Um modelo simples com simetria
local na rede se trata do modelo de Ising, proposto por Wegner em 1971, que apresenta
uma relagdo de dualidade com o modelo de Ising convencional [10].

Para implementar a simetria local no modelo de Ising, primeiramente construimos
uma rede com spins situados nos links e nao mais nos sitios. Para cada primeiro vizinho
de um sitio n temos um link o(n, i), em que i é o vetor unitério que especifica a dire¢ao
em que se encontra o vizinho. Os links o(n, i) podem assumir os valores +1 ou —1 e
serao as varidveis de interesse [14, 7]. A figura 7 esboga a rede com as novas variaveis.

O produto de todos os links que formam um contorno minimo é chamado de

plaquete, e pode ser representado por

[[oc=0(n2)o(n+2 9)o(n+2+9 —2)o(n+7, —§) = £1, (4.1)
Lep
em que oy é uma notagao compacta para descrever os links e p refere-se a um plaquete.
Portanto o produto corre sobre todos os links pertencentes a um plaquete. A inversao

de um spin nesta rede equivale a inverter todos os links conectados a um sitio, conforme

1 Em 2005 foi feito um relato histérico interessante por Wilson [26], disponivel em arXiv:hep-lat/0412043
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o (n+y, x)
—_ Q
> —
c 3
= x
I I =
| | o (n, x)

Figura 7 — Representacao 2d da rede com variaveis nos links e de um plaquete. Os sinais
+ e — representam os valores de J(n, ﬂ) e o contorno em destaque representa
um plaquete. Neste caso as dire¢oes de /i podem ser somente 2 e §, e o(n +
2+ 9, —1%) é equivalente a o(n + 9, %) bem como o(n + §, —9) é equivalente a
a(n, 7).

demonstrado na figura 8. Como um plaquete tem sempre dois links que se conectam
ao mesmo sitio, esta inversao nao afeta o produto dos links de um plaquete. Esta sera
a quantidade invariante por transformacgoes de calibre que utilizaremos para construir a

hamiltoniana:

H:—JZHUg—HZU(n,,&), (4.2)
n,

P lep

em que H é o campo externo.

Figura 8 — Representacao da transformacao dos links da rede conectados ao sitio indicado
pela seta.

Em analogia com o modelo de Ising usual (simetria global), podemos calcular a
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quantidade
(o(nisv) = 5 S oni,v) exp S o+ # o (43)

{o} D Lep

Aplicando uma transformagao local nos links que partem de n;,
o(ni,v) — o(ng,v) = —a(ni,v), (4.4)

encontramos no expoente uma variagao no termo de campo proporcional a

do=o'({) —a(l), (4.5)
ou seja,
—20(n,v) caso seja n = n;
do(n,v) = (n.v) ) ' (4.6)
0 caso contrario,

e devido a simetria, o termo de interagao entre plaquetes nao se altera. Entao, o valor

médio transformado, pode ser escrito como

(o' (n;,v)) = ——Z o(n;, v exp[ﬁJZHag—i—HZ o(n, u —QHZ o (no, )]

{a} P fep

72HZ a(ng,u)
= (—o(n;,v)e ). (4.7)

Podemos notar que a diferenca do valor médio antes e depois da transformagao é

_QHZ nzvu

(o' (ni,)) = (o (niv))| = ‘<—o<m, v)e ) = (o (ni, u>>‘
= (o (ni,v))|[e™* —1]. (4.8)

No limite H — 0, notamos que (o (n;,v)) = — (o(n;,v)) = 0, ou seja, o valor esperado
do parametro de ordem do sistema é nulo independente da variacao de outros parametros
[7, 14]. Esta é uma forma de demonstrar o teorema de Elitzur o qual afirma que, dada
uma teoria com simetria local, é impossivel uma quebra espontanea dessa simetria, e isso
implica que parametros de ordem que nao refletem a simetria do problema sao sempre
nulos [11]. Entretanto ainda é possivel a existéncia de diferentes fases, que podem ser

analisadas por parametros que apresentem a mesma simetria da hamiltoniana.

4.2 Expansao a Altas Temperaturas

Podemos analisar o comportamento deste sistema por meio de expansoes de uma
quantidade invariante por transformagoes locais. A quantidade a ser analisada é a corre-

lagao de links que compdem um contorno fechado C,

(ILo(0), (4.9)

LeC
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também conhecida como “loop de Wilson”. Essa quantidade é invariante de calibre e no
limite do menor contorno possivel retornamos ao caso de um plaquete.

Primeiramente, consideramos temperaturas altas o suficiente para que os spins nao
se ordenem espontaneamente. A partir desse ponto consideramos as menores estruturas
que podem ser formadas com as interagoes entre links que, em ordem crescente, sao:
um plaquete, dois plaquetes vizinhos, dois plaquetes separados e assim por diante. E

conveniente expandirmos o peso de cada plaquete como

exp {BHJ(K}} - ZM

Lep =
e.¢] e.¢]
p" p"
= ol +][o(0) > ol
n=0 n. Eep 71;:1 *
n=par n=impar
= cosh (8) + [J o(¢) sinh (3)
Lep
= cosh (8) |1+ ]]o(¢) tanh (B ] (4.10)
lep

Dessa forma, a correlacao do nosso contorno invariante, considerando somente a primeira

contribuicao, é

> ILo(O)T] [1 + tanh (ﬁ i a(é)ﬂ

([Lo(0) =12 o (4.11)
teC {Z}l;[ [1 + tanh (ﬁ [To(l ))1

Podemos notar que

Y. IIe@=1I > o =0, (4.12)
{0} teC (eC o==%1
o que significa que todas os termos impares terdao contribui¢oes nulas. No limite de altas

temperaturas o argumento da tanh é pequeno o suficiente para que possamos expandir,

tanh (51‘“(6)) = (5Ha(£)> —= (ﬁ]‘[ )3 125 (6H0(€))5+... (4.13)

LeC LeC LeC LeC

e entao realizar o produto nos p plaquetes. Portanto, o produto dos links do contorno
precisam ser multiplicados por termos provenientes da expansao da tanh, para obter o (0)
para todo ¢ pertencente ao contorno para gerar contribui¢oes nao nulas. Como os termos
provenientes da expansao sao também plaquetes, os links internos também precisam ser
repetidos para que sejam obtidas contribui¢coes nao nulas. Desta forma, em altas tempe-
raturas ¢ necessario o produto de todos os plaquetes contidos no contorno para que sejam

obtidas contribuicdes efetivas. Este produto é alcancado em ordem de (tanh 3)Vr¢ em
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que Npc € a quantidade de plaquetes contidos em C, e a primeira contribuicao ¢

(I] o(0)) o (tanh B)NPC +0 ((tanh ﬁ)NPC) ,

leC
= Mpolntanhi (4.14)

Interpretando a quantidade de plaquetes interna ao contorno como sua area, ou

seja, A &~ Npc, podemos concluir que ( [] o(¢)) se comporta como e_f(ﬁ)A, por isso o
teC

comportamento ¢ conhecido como “area law” (lei de &rea).

4.3 Expansao a Baixas Temperaturas

Para a expansao a baixas temperaturas teremos efeitos diferentes em d = 2 e em
d > 2, portanto esses casos serdao analisados separadamente. Consideremos inicialmente
d > 2 e temperaturas baixas o suficiente para encontrarmos todos os spins com a mesma
orientacao que, arbitrariamente, tomamos como +1. A expansao agora se trata de anali-
sar contribui¢oes que variam minimamente a energia partindo da configuragao totalmente
ordenada. Quando um tnico link é invertido, 2(d — 1) plaquetes terao o seu valor inver-
tido, o que chamaremos de frustrados e este caso é a primeira contribuicdo. A proxima
contribuigao se dd quando dois links de um mesmo plaquete sdo invertidos, entéao (4d — 6)
plaquetes sao frustrados, em seguida dois links invertidos que nao pertengcam ao mesmo

plaquete... . Na figura 9 podemos observar como a inversao dos links afetam os plaquetes.

V.

Figura 9 — Representagao de plaquetes frustrados em d = 2 ao lado esquerdo e em d = 3
ao lado direito para um link invertido acima e dois links invertidos no mesmo
plaquete abaixo.
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A expansao nesses termos serd entao

eBNp [(Ny— L) — L] eB{INp=2(d—=1)]-2(d-1)} |

<&1_£ o(l)) = eBNp Nzeﬁ{[Np—Q(d—l)]_z(d_l)} T

1+ (N —2L)e 408 4 15
B 1+ Npe—4d=18 1 7 (4.15)

em que L é o comprimento do contorno e Ny é a quantidade total de links do sistema.
Os termos do numerador e do denominador podem ser identificados como uma

séries de fungdes exponenciais,
Y e PUd-1) (N, — 2L)" /n!
) = =
<£61_£v 0'( )> > efn54(d71)(Ng)”/n!
= exp {—2Le‘4(d_l)ﬁ} = AL (4.16)

e entao notamos que para baixas temperaturas a correlagao se comporta como uma ex-
ponencial que decai com o perimetro L.

Esse procedimento de expansdes nos mostra que o modelo muda seu comporta-
mento de acordo com a faixa de temperatura analisada. Como consequéncia, podemos
afirmar que hd uma transicao de fase nesse sistema, ou seja, uma transicao de fase sem

uma quebra espontanea de simetria [7, 14].

4.3.1 Analise da Degenerescéncia em d = 2

Quando expandimos a correlacao em altas temperaturas, foi possivel obter um
resultado independente da dimensao. Entretanto, para baixas temperaturas, evitamos
trabalhar com d = 2 pois esse caso apresenta uma degenerescéncia especial que nao esta
presente em dimensoes maiores. Trata-se do caso de dois links invertidos que podem gerar

a mesma energia que n links paralelos invertidos, conforme representado na figura 10.

Figura 10 — Representacao de duas configuragoes degeneradas em d = 2.

No caso de n links paralelos invertidos, tomando um contorno C' que contenha

somente um dos plaquetes frustrados, a correlacao tera uma quantidade impar de links
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invertidos. Podemos encontrar N, configuragoes, em que N, é a quantidade de links

contidos no contorno C, que levam para esse caso. Portanto, a correlacao pode ser reescrita

como
o) ~ 14+ (N =2N)e ™ + ...
EECU - 1+ Ne 46+ ... ’
= exp|-2eN,|. (4.17)

Essa correlacao depende de N, que, no limite termodindmico, N, =~ 2A, ou seja,

(TLo@) = explH(B)A]. (4.18)
leC
Portanto, podemos dizer que para d = 2 o modelo nao apresenta transi¢ao de fase, pois
a correlacao tem o mesmo comportamento para altas e baixas temperaturas.
Podemos ainda relacionar uma dessas dimensoes a dimensdo temporal 7 e fixar
o(n,?) = 1. Realizar tal imposigao é equivalente a fazer transformagoes locais na rede de
modo a ordenar todos os links de uma direcao sem fazer alteragoes na energia do sistema.

Fixando o calibre, a acao do sistema se resume a

= —JZ o(n+7,%). (4.19)

Essa hamiltoniana expressa exatamente o modelo de Ising em 1D com simetria global na
auséncia de campo externo.
Podemos observar que um contorno quadrado de lados R e T', nas direcoes & e 7

respectivamente, é

R
[[e() H oln+jz,2)o(n+T7+ ju, ). (4.20)

LeC j=0
Como todos os links que contribuem efetivamente estdo agora na direcao &, podemos
simplificar a notagdo somente localizando os links de forma que o(jz +i7,2) — o(7,7).

Dessa forma, reescrevemos a correlacao como

R R R
(IT o) = I (0(0,jz)o(T, jz)) = (o(0, jz)o (T, jx))" = [ef} = e M8 (4.21)
leC' 7=0

em que A = RT e o valor de (o (0, jz)o(T,jz)) ja é conhecido do modelo de Ising em

1D. Podemos entao afirmar a equivaléncia,
Modelo com Simetria local 2D < Modelo de Ising 1D, (4.22)

em relacdo ao ordenamento dos plaquetes e spins (em cada caso) em relagdo a transigao

de fase, que nao ocorre em ambos [14].
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4.4 Mapeamento da Hamiltoniana Quantica 3D com Sime-

tria Local

Para relacionar o modelo com simetria local em 3D a um modelo quantico, pri-
meiramente passaremos a interpretar os ¢ como vetores de dois estados, um associado ao
valor +1 e outro ao —1. Fixamos entdo o calibre temporal como o(n,?) = 1 e a agdo
pode ser escrita separando os plaquetes pr que tém ligacdes na direcao 7 e em plaquetes

com ligagoes somente espaciais (ps), nas diregdes representadas genericamente por Z,

= _JTZ H Oy — Jsz H y. (4'23)

br Equ— Ps gﬁps

O termo temporal pode ser reescrito em

— Y ] oe= Z (n+71,%) U(n,ﬁ)]z, (4.24)
pr lepr
a menos de um termo constante adicional. Entao, a acao pode ser redefinida como
72 (n+7,%) (n,i’)]z—JSZ 11 o (4.25)

Ps Leps

e a funcao de particdo como

[o(n+7,2) —U(n,i)]2}exp {ﬁJSZ 11 04}, (4.26)

DPs Leps

Z:Zexp{_ﬁ T

{0}

n,o

em que a soma do termo temporal representa que & pode assumir duas direcoes espaciais.
Observando o termo temporal, as diferentes configuracdes que pode assumir a

quantidade exp {—(.J./2[0(n+ 7,2) — o(n, )]} podem ser interpretadas como uma ma-

triz

1 e—20Jr
7 = ) 4.27
e—QBJT 1 ( )

A partir da matriz de Pauli 0%, podemos obter a relagao
@ 1 tanh 6

(cosh§) 71 7" = o (4.28)

tanh 0 1

e entao podemos reescrever a matriz temporal como
1 -
T = (cosh (KT)) exp (KTaﬁj), (4.29)

em que 0% , = 00 (n,7) e tanh K, = e~ 277,
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Ja no termo espacial da acao, podemos notar que [] oy depende somente das
Leps
varidveis oy. Podemos utilizar as matrizes de Pauli para escrever este termo como [] o7,
Leps
7 =o0%0y. E truca 1 funcao d tica
em que o; = 0*0y. Essa construcao nos leva a funcao de particao

z = Y1177 (on,) exp{ﬁJsZ I1 ag}

{o} n,& Ps Leps

= Y (cosh (IN(T))_1 exp{KTZUﬁﬁ—i—ﬁJsz 11 af}. (4.30)

{0} n,& Ds Leps
Tomando 3Js/ K, = X, podemos enfim escrever a Hamiltoniana quantica em 3D na forma

Hy=—Y ot~ AY [ of. (4.31)

n,T Leps

Podemos agora definir um operador G(n) como
G(n) =[] o"(n,2), (4.32)
2

ou seja, um operador que atue ¥ em cada link espacial conectado do sitio n. O efeito
desse operador é equivalente a inversao de um spin no sitio n. A acao desse operador
sobre um plaquete com links denominados ¢ = 1,2,3 e 4, em que 1 e 2 estao ligados ao

sitio n, sera

= [ *(n. 2). (4.33)

Como G(n) comuta também com o primeiro termo de H,, podemos afirmar que [Hq, G(n)]
0. Assim, a hamiltoniana preserva a simetria de calibre e pelo teorema de Elitzur o es-
paco de Hilbert formado pelos estados também sera invariante por operadores que fazem

transformacoes locais,
G(n)l¥) = |v). (4.34)

Desta forma, uma quebra espontanea de simetria nao é possivel, o que podemos confirmar

e1m

(Wlo*(n,2)[v) = (¥|G~H(n)G(n)o*(n,2)G™(n)G (n) |v)

- - <¢| Jz(na j\:) |7,/)> ) (435>

e portanto (| o%(n, %) |¢) = 0.
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Segundo a equacao (4.34), o operador G(n) pode ser visto como uma identidade.

Escrevendo explicitamente G(n) nas diregoes £ e §, obtemos

I = o¢%n,2)0%(n,—2)c"(n,9)c"(n, —9) (4.36)
a’(n,9) = o"(n,2)c"(n,—2)o"(n—y,q). (4.37)

o’(n,9) = o"(n,2)0"(n,—2)c"(n—y,2)0"(n —y,—2)o"(n—y,—4). (4.38)

Este processo pode ser aplicado recursivamente a fim de obter uma expressao para o (n, §)
que depende somente de links na direcao z.
Eliminando toda a dependéncia de o®(n,§) de H,, vemos que [Hq, 0*(n,§)] = 0.

Portanto, podemos fixar
o*(n,9) =1, (4.39)

sem alterar o sistema. Essas manipulagoes nos levam a uma hamiltoniana quantica com
dependéncia explicita somente de 0®(n, %) e 0%(n, £). Podemos ainda construir uma rede
em que um sitio n* seja dual a um plaquete p e entdo definir dois novos operadores para

a rede dual,

pt(n*) =1]o* e pr(n*) = [ o*(n—n'9,2), (4.40)
lep n’>0

que satisfazem a relagdo [p* (n*)]2 = [u® (n*)]2 = 1 e as regras de comutacgiao para m* #

n* e de anticomutacao em n*

[ (n*), = (m*)] = {p*(n"), u*(n*)} = 0. (4.41)

O operador p*(n*) pode ser interpretado como um operador de desordem (ou operador
de torgao) pois o efeito da atuacao deste na rede inicial é a inversao de todos os links até

o sitio n. Podemos também recuperar termos de o%(n, %) com o operador p?(n*) segundo
w(n ) (n* —1) = o"(n, 2). (4.42)
Nesse sentido, a hamiltoniana da (4.31) assume a forma

Hy = - %uz(n*)uz(n* ) =AY (")

. —z*mn*)—igeu%n*mnw) | (4.43)
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que nos leva a

HSimetria Local ()\) = XHIsing Quéntico(A_l) . (4'44>

que ¢ a relagao de dualidade entre os modelos quénticos tridimensionais [14].

Sabendo que A~! ~ T, conseguimos entdo um mapa do comportamento do modelo
de Ising com Simetria Local a baixas (altas) temperaturas no comportamento do modelo
de Ising de simetria global quantico a altas (baixas) temperaturas. Entao é possivel
caracterizar uma transicao de fase no modelo com simetria a temperatura 7.. Na rede
dual, encontramos um parametro de ordem local que podemos associar a um parametro

de ordem estendido (ou “nao local”) modelo com simetria local,

(O] (n) [0) = (0] [T o"(n—n"y,2)]0), (4.45)

n'>0

ou seja, podemos afirmar que

=0 paraA>1

(O] TT o*(n—n'y. %) |0} (4.46)

n'>0 #0 para A< 1 .

Um parametro de ordem que nao vai a zero nao contradiz o teorema de Elitzur,

j& que este apresenta simetria local como a hamiltoniana. Para A > 1 (ou seja, baixas
temperaturas) o valor esperado do operador de desordem é zero, o que significa que nesta
fase o estado nao apresenta tor¢oes na sua rede e os links se encontram ordenados. J& para
A < 1 (ou seja, altas temperaturas), o valor esperado diferente de zero leva a interpretacao
de que esta fase se trata de um condensado de kinks, ou seja, de tor¢oes da rede, o que

também pode ser reconhecido como a fase desordenada.
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5 Modelos O(N)

Neste capitulo apresentamos algumas formas dos modelos O(N) que, diferente do
modelo de Ising, apresentam simetrias continuas. No contexto deste modelo abordamos o
teorema de Goldstone e investigamos como o béson de Goldstone pode ser encontrado a
partir de uma quebra espontanea de simetria. Além disso, estudamos o modelo XY, que
se trata de um caso especifico do modelo O(N). Em particular verificamos a existéncia
de diferentes fases em d > 2. Como o modelo apresenta simetria local, analogamente
ao caso do modelo de Ising com simetria local, calculamos a funcao de correlacao de
uma quantidade que também apresenta tal simetria local por expansoes a altas e baixas
temperaturas. Ao fim do capitulo apresentamos as leis de escala e o procedimento de

renormaliza¢ao de uma forma geral do modelo O(N) e calculamos os expoentes criticos.

5.1 Modelos O(N)

Os modelos O(N) podem ser construidos em uma rede com N campos escalares
reais dispostos em cada sitio de modo que a energia livre apresente simetria O(N). A

construcao mais simples é arranjar os campos em um vetor de N componentes,

O(7) = (¢1, 02, - s ON) (5.1)

tal que as quantidades escalares construidas a partir de @ (%) invariantes por rotagoes N

dimensionais, R € O(N), sdo adequadas para comporem a energia livre,

F[@]:/ddx Bwp(f)-vq>(f)+’;2q>(f).q>(f)+g(q>(f).q>(f))2+... . (5.2)

em que
VO - VP = ;¢4 Jida, (5.3)

sendo ¢ o indice de coordenadas espaciais, ¢, e ¢p se tratam da a-ésima e b-ésima compo-
nentes de ®(7), respectivamente, e a e b assumem valores de 1 & N.

Podemos verificar que F[®] é um invariante. Considerando

(b; = Rab¢b7 (54)

temos

(ba(ba = Ra®p Racoe
= b, (5.5)



40 Capitulo 5. Modelos O(N)

desde que R seja ortonormal,
RpaRac = Ope, (5.6)
ou, como convencionalmente é encontrado,
RTR=1 (5.7)
Portanto basta
V(R®) = RV®, (5.8)

ou seja, as rotagoes nao dependerem da posicao, mas se tratarem de uma rotacao interna
nas componentes do vetor ®(Z), para que F[P] seja um invariante [29, 30].

A partir do modelo O(N') podemos encontrar alguns casos recorrentes na literatura
[13]. O modelo O(1) trata-se do modelo de Ising, apresentado no capitulo 2. O caso O(2)
trata-se do modelo XY que descrevemos a seguir. Embora nao tenha sido abordado no
presente trabalho, o modelo O(3) trata-se do modelo de Heisenberg, que aborda spins

com trés graus de liberdade.

5.2 Modelo XY

O modelo XY pode ser definido a partir de produtos de dois vetores unitarios
situados em sitios vizinhos. Em analogia ao modelo de Ising, se trata de uma generalizacao
das variaveis de spin para o caso que representam um vetor unitario descrito em um plano.

A hamiltoniana neste caso é

He=—1 Y ()i (5.9)
()

em que a soma ocorre sobre os primeiros vizinhos, 7(7) é o vetor unitario referente ao

sitio localizado por 7 e vamos considerar J > 0. Este modelo pode ser definido em uma

rede d dimensional, entretanto as varidveis 7(7) serao sempre definidas em um plano (e

por isso nomeado XY'). Definindo os mesmos vetores de base para todos os planos, 7 e 7,

as variaveis 77 podem ser decompostas e entdo podemos reescrever o produto em termos

da diferenca angular dos vetores,
() - 7i(i) = (icos(0) + jsin(0)) - (2cos(6') + jsin(6'))
cos () cos(8') + sin(#) sin(¢')
= cos(0—10'), (5.10)

em que 6 se trata do angulo de 7i(7) em rela¢do a um eixo coordenado comum a todos as

varidveis 7i. Assim podemos reescrever a hamiltoniana (5.9) como

H=-J Y cos(0(7) —0()), (5.11)

")
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pois desta forma fica evidente que o modelo é invariante por uma transformacao que

rotaciona todos os 7(7) em um mesmo angulo,
G(0(r)) = () + o, (5.12)

visto que a diferenga entre os angulos 6(7) e 6(7’) é mantida. Essa transformagao é equi-
valente a reparametrizar o eixo coordenado a qual o angulo 6 é medido e trata de uma
simetria global do sistema. Este modelo apresenta também uma simetria por transforma-

coes
T(0(r)) = 0(F) + 2mm, m € Z. (5.13)

Entretanto, diferente da rotagao global, essa transformacao pode ser aplicada a qualquer
variavel do modelo o mantendo invariante. Portanto, trata-se de uma simetria local.

Considerando varidveis continuas, a funcao de particao é dada por
2(K) = [Tldn(7)exp [K > i) -ﬁ(F’)]
7 (77
_ /H do(r)
N 2w
-

i)
em que K = (J e as varidveis # sao integradas no intervalo de 0 e 27.

exp {K > cos (9(?) — «9(?’))] : (5.14)

(77)

Pelo teorema de Elitzur, o valor esperado de quantidades que nao tenham a invari-
ancia do modelo vao a zero, assim uma quantidade adequada para investigar a existéncia
de fases neste modelo deve ser ser invariante pela transformagao (5.13). Vamos analisar

a quantidade
Gap(F—7") = (P00 0 (5.15)

em que A\ e Kk sao constantes que podem assumir somente valores inteiros para que a

periodicidade em intervalos de 27 seja mantida. Aplicando a transformacao (5.12),

G (Gon(F— 7)) = (P00 Gintli™) gibolxin))
e/ G (7 ), (5.16)

podemos verificar que G, (7 — ') é invariante pela transformagao global,

Gan(F—7") = PR Gy (7= ), (5.17)

somente se
Gau(F—7) =0 ou Ak =0. (5.18)
Por conveniéncia escolhemos a solugdo nao trivial mais simples, A = —x = 1 e omitimos

os subindices de G, (7 — 7). Notando que G(7— 7’) depende somente da diferenga entre
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os vetores, centralizamos a origem no ponto 7, e renomeamos a diferenca entre os vetores

como (7" —7) — 7, tal que
G(7) = { ei(0(6) - 0(7)) ). (5.19)

A quantidade definida na equagao (5.19) é invariante local e a partir dela podemos analisar

o comportamento no limite de altas e baixas temperaturas.

5.2.1 Limite de Altas Temperaturas

No limite de altas temperaturas temos K ~ 1/(kpT) — 0, portanto G(7) pode

ser expandido em potencias de K,

G(F) = ;/Hdez(;) (00)-6(M) ¢

L G000 [ (14 i con (67) - 0) + .. )

7 (7
1 do(r) (@) - o)
- Z /1;[ 2w ¢
y [1 N f2< <ei(0(F) - 0(™)) | o—i(0(0) - e(F’))) 4 ] . (5.20)
()
Como
2 .
do ¢ = 0, (5.21)

o termo dominante da expansao ¢ aquele em que as exponenciais se cancelam, gerando

um fator de K",

G = 1/H do(r) (o) - o))

_ 1/Hd9(F) (C(TL) Kn+O(Kn+1)>, (5.22)

em que n ¢ o nimero de vetores unitarios que precisam ser somados para chegar ao ponto
7 partindo da origem e C(n), conhecido como “Manhattan distance”, é a quantidade de
menores trajetérias possiveis entre esses pontos. Trés exemplos de diferentes caminhos
que compde C(n) estdo representados na figura 11. Vale ressaltar que quando os pontos
sao colineares existe somente uma trajetéria minima entre os pontos.

Podemos definir

§(K)=In YK, (5.23)
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=
|
|
|

|

Figura 11 — Representagao de diferentes trajetérias que contribuem para C'(n) no caso de
d=2.
e entao teremos
K™ = exp l—L] (5.24)
§(K)

e, por fim, a correlacdo pode ser reescrita como
G(P) = e ¢E) [14+0(K), (5.25)

ou seja, decai exponencialmente com a distancia entre os pontos.

5.2.2 Limite de Baixas Temperaturas

Para o caso de baixas temperaturas, consideramos que os spins estdo em uma fase

ordenada, tal que
o(7) —0(7") < 1 e K> 1. (5.26)

Neste caso, podemos expandir cos(6(7) — H(F ")) para angulos pequenos,

exp | Y KCOS(G(F)—H(F'))] = exp Z K(l——( (7"’)—9(7""))2+...)

(7 ()

exp ; K] exp[ (Z) 22K (9(;)23(77/))2]

 won| g (anzarsy]

~ A exp [—5 / dr (V@(F))z], (5.27)

Q
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em que A é a colecao de parametros constantes, a é o parametro da rede, @; sao os vetores
de base da rede e o indice ¢ refere-se as possiveis dire¢oes da rede. No limite do continuo
a somatoria entre primeiros vizinhos pode ser convertida na integral do gradiente de 6(r).
Vale destacar que deste modo fica evidente a invariancia por transformacoes de calibre

do tipo
0(r) = 6(r) + 0o, (5.28)

em que 6, ¢ um parametro que nao depende de 7.

No caso do modelo de Ising em d dimensoes em um estado totalmente ordenado,
no limite de baixas temperaturas a primeira perturbacgao se trata da inversao de um tnico
spin e tem custo energético proporcional a quantidade de vizinhos. Fazendo uma anélise
semelhante no modelo XY, esta perturbagdo representa um spin rotacionado por um
angulo 7. Entretanto, como as variaveis 7 sdo continuas, ao invés de discretas, podemos
perturbar todos os vetores de uma regido L%, tal que em pequenas distancias temos sempre
uma transformacao suave, mas a grandes distancias identificamos uma rotacao completa

de 27, como uma onda de tor¢ao, conforme demonstrado na figura 12.

Figura 12 — Representacao de uma onda de torgao.

No caso de uma torgao completa, como encontrado pela expansao (5.27), a densi-

dade de custo energético é proporcional a

JE =~ /ddr (VO(7))*
~ L2 (5.29)

A partir desta analise dimensional, é possivel notar que:
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e em d > 2 as excitagoes devem ser suprimidas em pequenas regioes, ou seja, L
deve ser pequeno, para que o custo energético seja baixo. Deste modo, pequenas
excitagdes sao permitidas por flutuagoes de energia, sem que a ordem do sistema

seja afetada;

e em d < 2 as excitagoes se espalham por longas regioes, mantendo o custo energético
baixo. Assim, qualquer perturbagao no sistema afeta sua ordem e um ordenamento

rigido ¢ impossivel;
e em d = 2 temos 0 caso marginal que requer uma anélise mais cuidadosa.

O teorema de Hohenberg-Mermin-Wagner diz que em d < 2 nenhuma simetria
continua pode ser quebrada espontaneamente [31, 32]. Posteriormente & esses resulta-
dos, Coleman apresentou argumentos mais rigorosos e estabeleceu o mesmo resultado no
contexto de teoria de campos relativisticos [33].

Considerando o resultado qualitativo da Eq. (5.29) em d > 2, que nos indica
que as excitacoes devem ser suprimidas, podemos concluir que o sistema se encontra
fortemente correlacionado a baixas temperaturas diferente do caso encontrado para altas
temperaturas, indicando, portanto, uma transicao de fase. O célculo explicito em d = 2

demonstra que a funcao de correlagao decai com poténcias da distancia,

1

G(F) - TU(K)7

(5.30)

portando continua indo a zero no limite em que r — oo para temperatura finita, o que
indica que nao ha correlagdo ha longas distancias [22, 14, 20]. Mesmo a correlagdo indo
a zero tanto a altas quanto a baixas temperaturas, a nao analiticidade do decaimento
indica que ha uma transicao de fase. Neste caso trata-se de uma transicao de fase mesmo
sem quebra espontanea de simetria, ou seja, nao estd associada ao parametro de ordem,

conhecida como transicao de Kosterlitz-Thouless.

5.3 Boson de Goldstone

Como vimos na Secao 2.4, para um potencial quartico a quebra espontanea de uma
simetria leva a um estado em que a energia minima tem somente duas possibilidades,

0] 6]

(@) =+ ou (0) =—\ - (5.31)

Pela relacdo do modelo de Ising com o modelo ¢*, podemos entender que a quebra de
simetria, ao definir dois valores possiveis para o estado fundamental, impoe uma restrigao
aos campos ¢. Entretanto, os dois valores se alteram por um sinal, que é um reflexo da

simetria por uma inversao global. Isso quer dizer que essa restricao esta relacionada com



46 Capitulo 5. Modelos O(N)

a magnitude do valor de (¢), mas ainda resta um grau de liberdade relacionado a diregao
em que a maioria dos spins se ordenam.

Podemos analisar também o modelo XY, em que ocorre um resultado semelhante.
No caso d = 3 e baixas temperaturas, os spins tendem a se ordenar na mesma diregao.

Como vimos na Eq. (5.2) a energia livre, para N = 2, pode ser escrita como

2

o) = [ dla (901 (2)) - (V(w) = & (o) + g o) (5:2)

em que ¥ (x) é um campo complexo. Como estamos interessados em fazer uma analogia
com o modelo ¢*, mantemos apenas termos até quarta ordem. Neste caso, vemos que o

potencial é

,UQ 2, g 4
Viz) = 5 [ (x)|” + 1 ()], (5.33)
e se parametrizarmos o campo complexo em
Y(x) = M(x)e), (5.34)

obtemos um potencial quartico semelhante como da fenomenologia de Landau apresentada

anteriormente, Eq. (2.29),

Viz) = —M;Mz(x) + %M‘l(x). (5.35)

Deste modo, sabemos que a partir de uma quebra espontanea de simetria o estado fun-

(lv)) = i\/f = M,. (5.36)

Ao escrever a energia livre em termos da parametrizagdo do campo complexo

damental assume os valores

obtemos
2
FIM.§] = / g %v (M(2)e @) 7 (M()e?®) + %M2(x) + %MZ*(J,-)
=[x 2 [(VM(@)e @ —iM(2) (V(x)) O] [(TM () e+

+ iM(x) (VO(x)) ™)) 4 “;M%) + %M‘l(:ﬂ)

_ / d %Mz(a:) (VO(2))* + % (VM (2))* + ‘;M%x) + %M‘*(m), (5.37)

tal que a partir de uma perturbacdo em torno do estado fundamental,

M(x) = My + M(z), (5.38)
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pode ser escrita como

F[i1,6) = /dd (M, + 1 (x))” (V( )’ + 5 (Vi (2 ) +
+“2(MO+M(:C))2+4(M + N (z )4
[t 2 (M, + i ) (v + 1 (Vi )+
+ ao—l—aM(a:) + b3 () —i—cM3(x) + ZMA‘(:E), (5.39)

em que a,, a, b e ¢ sao novos parametros construidos a partir de p e g. Podemos observar
que o termo de fase apresenta somente uma parte cinética, (VQ(x))Z, e nunca termos
como 62 ou #%. A conclusdo que podemos tomar é que em torno do minimo do potencial,
o termo de fase se comporta como um grau de liberdade.

Se seguirmos o mesmo procedimento para o caso O(3), podemos parametrizar o

campo ® em coordenadas esféricas,
®(z) = M(z) (sin(f) cos(p),sin(f) sin(p), cos(6)) , (5.40)
tal que
% () = M*(x), (5.41)

ou seja, temos novamente o potencial quartico. Ao expandirmos a energia livre em torno

dos valores minimos do potencial, encontramos
- 2 ) 2
F[iT,0,¢] = / d'z 5 (Mo + J(x))" [(VO(2) +sin?(8) (V())’] + 5 (VA ()
+ a4+ aM(x) + b (z) 4+ M3 (x) + %M4(x), (5.42)

ou seja temos novamente uma parte da energia livre que apresenta somente termos
cinéticos, consequentemente, dois graus de liberdade. Neste caso, as flutuagoes em
torno do estado fundamental correspondem & uma superficie esférica S? com métrica
ds? = d#? + sin Odp?.

Esses dois casos exemplificam o teorema de Goldstone, que diz: em qualquer
sistema, a quebra espontanea de uma simetria continua gera a possibilidade de excitac¢oes
sem gap (gapless). Esse tipo de excitacao é conhecida como béson de Goldstone. Para
cada gerador das simetrias que foram quebradas, um modo de excitagdo pode surgir, ou
seja, temos um béson de Goldstone para cada gerador de simetria quebrado [29].

Na linguagem de teoria de grupos os modelos O(N) sdo descritos por vetores do
tipo @ = (¢1, ¢2,...,¢nN) com simetria O(N). A quebra espontinea de simetria fixa um
grau de liberdade, e entdo o vetor passa a ser do tipo ® = (M,, ¢1,¢2,...,dN-1), € a
simetria passa a ser O(N — 1). Dos estados que se distribuem sobre uma variedade RY,
os que representam o estado fundamental estao compreendidos no coset

a1 __O()

= otV =T (5.43)
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A quantidade de bosons de Golstone geradas a partir da quebra espontanea de simetria é

#b. Goldstone = #Geradores O(N) — #Geradores O(N — 1)

_ ;N(N— 1) - ;(N— 1)(N - 2)
~ N_1. (5.44)

Este resultado ¢ compativel com o encontrado para o modelo XY, N = 2, portanto um

tinico bdson, e no modelo O(3) com dois bdsons.

5.4 Grupo de Renormalizacao

Motivado pelo interesse na quebra espontanea de simetria, ¢ natural surgir o ques-
tionamento sobre as transi¢oes de fases nos modelos O(N). A transigao de fase de um
modelo pode ser caracterizada pela nao analiticidade das quantidades termodinamicas em
torno da temperatura critica 7.. Estas nao analiticidades sao governadas pelos expoentes
criticos [21].

Dado um conjunto de expoentes criticos, obtém-se a descri¢ao de toda uma classe
de universalidade. Isto quer dizer que todos os modelos que tém o mesmo conjunto de
expoentes criticos apresentam o mesmo tipo de comportamento em torno do ponto de
transigdo, portanto pertencem a mesma classe de universalidade [34, 35]. O que difere
estes modelos, além da escala de energia, sao os detalhes microscopicos nao relacionados
as simetrias. Para identificar a relagdo entre estes modelos, foi desenvolvida nas décadas
de 1960 e 1970, principalmente por Kenneth Wilson, Michael Fisher e Leo Kadanoff, uma

poderosa ferramenta chamada de Grupo de renormalizacao.

5.4.1 Propagador, Leis de Escala e Expoentes Criticos

Como apresentado na secao 2.4, o parametro que acompanha o termo quadratico
carrega certa informacgao de transicao de fase e dependéncia de temperatura. Represen-

tamos de uma forma geral este pardmetro como
po = tY, (5.45)

em que t = |T' —T¢| e v é um expoente critico.

Para uma energia livre do tipo

1 . ~
Flol = [ e 5 (4(Vo(@)? + 126%(@)) (5.46)
que é a parte livre da teoria de potencial quartico, adicionamos um termo de campo
externo H (%) e ao fim tomamos o limite em que este campo se anule, H(Z) — 0, mantendo
a teoria original inalterada,

dl'
Pl = [ s (960 + 126 (@) + H(@)o () \H(H. (5.47)
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Assim a func¢ado de particao assume a forma

v @] (5.49

A partir da Eq. (5.48) verificamos como a funcao de correlagdo de dois pontos pode ser

escrita como derivadas funcionais,

1 62Z[H|
3222 5H (7)0H (7)

d
— 51225[{(55)/2%5 o (Y) expl ﬁ/ d Vﬁb(f))
+ 1@ +H@e@)]] [0,

d
= % [D66(@o(@) exp[ 5 [ g [ (Vo@)”

+  W26(F) + H(E)o(x)]] \H(f):o. (5.49)

(0(D)e(7)) =

Chamaremos de fungao de correlagao conectada a expansao de cumulante de ¢(z),

(0(z)0(¥)). = (6(Z)9(Z)) — (o()) (&(7)) , (5.50)

que podemos verificar que é gerada por derivadas funcionais do logaritmo da funcao de

particao,

1 6*InZ[H]

g

1 6 [(10Z[H]

B ()(ZéH(§)>

1 52Z[H] 1 0Z[H]6Z[H)|

H(§)6H (%) 22 §H (%) §H(y)

(&) = (¢(2)) (o(9)) - (5.51)

Para calcular tais integrais é conveniente trabalhar nos espago de Fourier, portanto

sao aplicadas as identidades de transformacao de Fourier
d% s A%
)= [ —— T o H(Z) = / W H .52
o (%) / (2m)d e oy ¢ (@) (27) ¢ (5.52)
a fim de obter

dy [ dks 1 - T
Flol = / / / da | So5 6 (—oki R+ i) + o5 Hg| )7

= /ddkl(k2+ D) op o p+opH ; (5.53)
— ) @nd2\! R '

ISH
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A funcao de particao pode ser escrita como

Z[H] = e PFoexp [g/ddx dly H(Z) Gz —y) H(D) (5.54)
em que
A ik (TF-7)
Glz—y) = / . 5.55
= =v) (2m)" vk? + p? (5:55)
Para identificarmos esta forma, integramos a parte quadratica,
g dlk  |Hy :
Z[H] = e PP f/ k 5.56
H] P {2 (2m) VK% + 412 (550
e, aplicando a transformacao de Fourier inversa,
= / dlz =T [ (7), (5.57)
encontramos
2
/ d'k ‘HE _ / 'k /dd (37) H(Z) H{Y) ifi(z-g)
(2m) k2 + 2 (2m)* 'yk? + 12
A e—ik-(TF-7)
— [ ats dyH(Z) H(F /
/ @ H@) [ i S
- / dlz dYyH(T) Gz —y) H(7). (5.58)

Como descrita na Eq. (5.51), a fungao de correlagdo conectada agora pode ser

encontrada como

5(()5;1() n <e—/3Fo exp [g / d%u d%v H (@)

52 B _
= SHEOHG) (—ﬁFO - §/ddu d H(@) G(u

(z —y).

(0(#)o(7)). =

‘,_. \(b‘b—‘

I
Q™

G(u—v) H(U)D
) H(ﬁ))

(5.59)

Podemos verificar que G(z —y) é a funcao de Green do operador (—yV2 + u?),

A e—ik(T-7)

(V2 +12) Gla—y) = (V24 [

(27r)d 'yk2+u2
(2m)* W + 2
d o
_ /(j ’;d o ik (E-7)
m

(5.60)
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A fungao G(x —y) também é conhecida como “propagador” e é similar ao propagador
definido na teoria quéntica de campos [8].

Aplicando a identidade

M - /ooo dt e, (5.61)

o propagador pode ser escrito como

d 00 .
Gy = - [ [Tttt
(2m)? Jo

Y
d "
T By e L
v (2m)" J0
— 1 > dt t—d/ze_%_tlﬁ/’y
oy (4m)d/z Jo
1 00 r2
= Sy fy AT (5.62)
Utilizando o método de ponto de sela, como descrito na secao 3.2, podemos definir a
funcao
2 2
r t d
f(t) = 4t+’;+21nt (5.63)
e entao

1 o0 " (to) 2
- dt o= (to)+—=>t
v (4m)/2 /0

1 T
7]" to
S gy >0

em que t, é o valor que minimiza a funcao f(t),

el =o (5.65)

t=to

ou seja,

~ d 2 22
to==—5|—= — 5.66
(em que consideramos apenas os valores de ¢t compreendidos no intervalo de integragao).
A partir da Eq. (5.66), notamos que a quantidade p?r?/~ deve ser adimensional, portanto
podemos definir a quantidade

1/2
e=1"" (5.67)
14

que tem dimensao de comprimento e é conhecida como “comprimento de correlagao”.

Desta forma, o propagador pode ser escrito como

1 /2 ,ﬁ,t 2/y_dint
G = = —ton 1=t
d/2 r2 d
7(47T) 23 T u2
1 /2 -4 _ 2, 2,
= to 2 e o oM/ (5.68)
Y (Um)2 N s -
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A andlise do comportamento da Eq. (5.68) é feita nos limites r > £ e r < £. Para

52 r2
o (5.69)

o caso de r > & temos

to

Q

Q

e portanto

1 /2 2 2 d
6 = LIEI VTS I
T

/2 d
7 (4m) 5~ o
1 /2 ré _d
v (4m)d/2 4 2 (5)

1 &3 ré _d _r
B (4m)d/2 | 8 (5) ze s

Y
1 1 e ¢
~

_r_r
e 26 2¢

(5.70)

ou seja, para G(7) tem seu comportamento dominado pela fun¢ao exponencial.

J& para o caso de r < &, temos

o~ S(did A
© 2 2 2 d2¢2

Q

&

‘ e
/N
L
_I_

—_
_|_
[\
ﬁl\)
SN——

_ (5.71)

2\ ~ r2
¢ = () e

(5.72)

ou seja, decai com a funcdo r~9t2. A menos de fatores constantes, podemos agrupar estes

resultados em
e~ T/
a1 Se > f

(0(7)0(0)) = (5.73)
Td%g se r<LE,
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portanto, o comprimento de correlagdo gera diferentes tipos de comportamento para a
funcao de correlagao entre dois pontos.
De uma forma geral, a partir das Eqs. (5.45) e (5.67) podemos encontrar o com-

portamento do comprimento de correlacdo em funcdo da temperatura é expresso por
E~|T - TC]_”. (5.74)

Portanto, em torno da temperatura critica o comprimento de correlacao diverge e v é o
expoente critico relacionado ao comprimento de correlacao.

Utilizando anélise dimensional, verificamos a dimensao da funcao de correlacao

[(¢(2)(0))] = d -2 (5.75)

em unidades de massa. Entretanto, considerando ¢(z) uma fun¢iao homogénea, ao aplicar

um processo de reescalonamento,
/
r— 1 =ax, (5.76)

os campos também se reescalonam,

¢'(a") = ¢'(az)
= aPog(x), (5.77)

e entdo a dimensdo de ¢'(x) passa a ser

d—2

&) = 8y + — (5.78)

Desta forma, a dimensdao da correlagdo para o campo ¢'(z) é

[(¢/(2)8/(0))] = d—2+ 2. (5.79)
Isto quer dizer que

SO ~ (5.80)
em que 1 = 2A4 ¢ o expoente critico conhecido como “dimensao anémala”, justamente
porque refere-se a um fator que diferencia o expoente de r da dimensao das correlacoes,
d — 2. O expoente n tem relagdo com corre¢oes quanticas e geralmente é encontrado a
partir dos calculos de corregoes do propagador considerando termos de segunda ordem
da constante de acoplamento. A partir dos expoentes criticos definidos, v e 1, podemos
encontrar uma relagdo com outros expoentes a partir da analise dimensional.

O calor especifico, ¢,, ¢ a derivada segunda da densidade de energia energia livre,
F(t), em relagdo a temperatura. Como ¢, também diverge em torno da temperatura

critica com ¢t~ seu expoente critico a pode ser determinado utilizando o mesmo processo



54 Capitulo 5. Modelos O(N)

de reescalonamento. Como F(t) tem unidade de energia dividida por volume, estimamos

que
F(t) ~ P79, (5.81)

em que A¢ ¢ um parametro a ser determinado. As quantidades com unidade de tempera-

tura, T', T, e t, tem seu reescalonamento determinado por &, pois

t(a) = t'(a) = a %t(a). (5.82)
Como & ~ t77, temos
§— & = ag, (5.83)
0 que nos leva a
(a®tt)™V = a"Bt7 = at ™V, (5.84)

Assim verificamos que ¢ reescalona com uma poténcia Ay = 1/v. Como F(t) ¢é invariante

de escala em torno da temperatura critica, temos
Aep—d _ pghe S5 dod
F(t) ~mtRee ~tBeava= % (5.85)
e A¢ = dv. Podemos entao obter uma expressao qualitativa para a energia livre,
F(t) ~ . (5.86)

A partir da definigao do calor especifico, e da Eq. (5.86) verificamos o comportamento

02
Cy — W.F(t)
~ iztdl’
oT?
~ o~ 2 (5.87)
conduzindo ao expoente critico a, ¢, ~ t7%,
a=2—dv, (5.88)

que ¢ uma das leis de escala, também conhecida como relacao de Josephson.
O expoente critico relacionado a magnetizacao, 3, pode ser encontrado a partir da

dimensao do campo ¢, desde que
m = (¢) ~t°. (5.89)
A partir de um reescalonamento no campo,

¢ — ald=2tm /24 (5.90)
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obtemos
t’ﬁ — aﬂ/’/tﬁ ~ a(d_2+77)/2t57 (591)
tal que
d—2
B = (;W (5.92)

que é mais uma relagao de escala.
O expoente critico v, relacionado a susceptibilidade magnética x, é encontrado
utilizando o mesmo procedimento acima. Da defini¢ao
_ORF(t)
- OH?

e da dimensao do campo magnético, [H] = (d+ 2 —1n)/2, ao fazermos o reescalonamento

~ T, (5.93)

chegamos a
X=X =t =a vt (5.94)

A partir da segunda derivada da energia livre,
PF() | PF() _ o a0PF ()
OH? OH" OH?

encontramos a lei de escala conhecida como Identidade de Fisher,

= a7, (5.95)

v=v(2—n). (5.96)
Analisando o comportamento da magnetizacao em relagao ao campo H,
m~ H3, (5.97)

fazemos novamente um processo de reescalonamento e obtemos

mom =a" T me~a T H (5.98)
e
m' ~ H'S ~a 5 HE, (5.99)
portanto,
d+2—n
0= ———. 5.100
d—2+n ( )

Deste modo, a partir da consideracao de que a energia livre se comporta como uma
fungdo homogénea e utilizando processos de reescalonamento, obtemos as Eqgs. (5.88),
(5.92), (5.96) e (5.100) que relacionam os seis expoentes criticos. Assim, ao conhecer
dois deles, todos os outros podem ser determinados e o comportamento critico do sistema
passa a ser conhecido [19, 21, 30, 36].
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5.4.2 Renormaliza¢do do Modelo O(N)

Ao aplicar um processo de renormalizagao no modelo O(N) é possivel encontrar
os expoentes criticos desses modelos e, portanto, conhecer a classe de universalidade
que ele pertence. A sequéncia de passos deste processo é: integrar os modos de altas
energias; reescalonar o momento; e reescalonar os campos. Ao fim, os pardmetros que
acompanham os campos na expressao da energia livre apresentam uma dependéncia de
escala, e é possivel encontrar os pontos fixos, ou seja, os pontos em que essa dependéncia
de escala desaparece.

O comportamento dos parametros em torno dos pontos fixos diz como o parametro
se altera conforme é mudada a escala de energia, se tornando cada vez mais relevante ou
irrelevante, ou até mesmo o caso marginal em que o pardmetro nao se altera [29]. Como
serd apresentado a seguir, o ponto fixo nao trivial também tem relagao com o expoente
critico e ajuda no processo de encontrar estes expoentes.

Primeiramente redefinimos os campos da Eq. (5.2) para que o pardmetro 7 seja

absorvido juntamente com um fator 5, ou seja ¢, — ﬁqﬁa,

a1 Mg 2
BE [®] = /d T [QV%V% + 7%% + go (Patha)” + ..., (5.101)

em que p2 = 1>y?B e go = gy*B?. Para saber a relevancia dos parametros, podemos
aplicar um procedimento parecido com o realizado ao fim da secao 2.5. Sendo a dimensao

dos campos

6] = 52 (5102)

encontramos entao
ue) =2 e [90] =4~ d, (5.103)

Segundo o critério de que os parametros com dimensao negativa sao irrelevantes, o para-
metro pu, ¢ sempre relevante e g, ¢ relevante para todas as dimensoes menores que d = 4.
Neste caso, a dimensao critica superior é d = 4, isso quer dizer que para todos os casos
de d > 4 o modelo apresenta expoentes criticos de campo médio. Neste processo, consi-
deramos uma dimensao proxima da dimensao critica superior, isto é, d = 4 — € em que
e < 1. E comum a extrapolacdo destes cdlculos para e = 1, para comparar 0s expoentes
criticos com solugoes em d = 3.

Utilizando a linguagem diagramaética de Feynman, o propagador sera representado

por

a p = G(k)dap. (5.104)

Ja o termo que trataremos como interacgao,

BFntl®] = [ d2g5(6a6a)?, (5.105)
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é semelhante ao da teoria ¢*, mas, ao invés de conectar quatro campos iguais conecta dois
pares que nao sao necessariamente iguais, seja, ¢q0, € dpPp podendo ser a = b ou a # b.

Por isso, vamos representar esse vértice de interagao como

a c

2 GoOabed. (5.106)

b d

Em ordem g, temos as contribuicoes de um loop para as fungoes de dois pontos de duas

formas,

dok dok
:%/@y%%mmm:%% ?fmm(mm

0 (2m)°

em que 8 é o fator numérico referente a quantidade de permutagoes possiveis, e

dk dk
- 490/(2)déab50dG(k)5cd — 4N906ab/(27r)dG(k)’ (5108)

™

em que 4N é o fator numérico referente a quantidade de permutacoes possiveis. O dia-
grama adotado para o vértice é conveniente para identificar que quando um loop é fechado
com as duas pernas do propagador do mesmo lado da pequena elipse vermelha surge um
fator numérico N, devido a todas as possibilidades de contracao dos campos. Diferente-
mente, do caso em que o loop é fechado com uma perna de cada lado da elipse, restringindo
as contragdes e mantendo o fator numérico como 8.

A funcao completa do propagador em primeira ordem é

O —— 4

d%k
(2m)”

= 3uG(P) +0uG(P) 90 42+ N) [ G (k). (5.109)
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Como o propagador tem a forma

1
R

G(k) (5.110)

sabemos que a contribuicao de um loop gera divergéncias ultravioletas para d > 2. Para
remover essas divergéncias é suficiente adicionar um contra termo no parametro de massa

com a mesma divergéncia, ou seja,

9 A ddg 1
1 — i, =u3+4(2+N)go/

S 5.111
A/C (2m) K%+ 1 (5111)

em que A é o cutoff de momento de altas energias e ( é um parametro adimensional. O
parametro de rede é o comprimento caracteristico do sistema, isto é, a escala de compri-
mento tem um limite minimo que é a e comprimentos menores nao devem influenciar na
fisica do sistema. Ao mapear o problema na rede no espago de momentos, o cutoff deve
ser definido como A =1/a.

Para as funcoes de 4 pontos temos contribuicdes em ordem g2 de trés tipos,

A dU
= 28 gg/ (QW)dW 5ac(5bdG(k) 5eg5th(l) 5C€5df

— G*(k), (5.112)

dk  dll
28 42 / o @) 0acOdG (k) 0es0gnG (1) deedas

dk
(2m)”

em que 28 é a quantidade de permutacoes possiveis em ambas equacoes, e

= 2% g2 dudgn [ g G*(k), (5.113)

A%k dil

dek

) G2(k), (5.114)

= 20 g2 Subn N /
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em que 2N e a quantidade de possiveis permutacdes. A funcdo completa para o vértice

pode ser representada por

>< +
8 8 6 go 'k 2
= 2 9o ab(scd+ 2 +2°42 N 5ab50d 7d G (k)
(2m)
dek 1
— 36,000 0o | 1+4(8+ N gO/ . (5115
o ( R ) A

ou seja, ¢ log-divergente em d = 4. Neste caso ¢ suficiente subtrair de g, um contra termo

divergente,

A gl 1
90%92290_4(84‘]\[) gg/ (5.116)

A/C (2m) T (K2 + u2)®

Por conveniéncia, parametrizamos ( como ( = e °. Pode-se aplicar agora um

processo de reescalonamento no pardmetro g, assim como realizado na secgao anterior, e
é obtido
9(s) = e “g,
= e g, — e Pg24(N 4+ 8)A(A, 1o, 5), (5.117)

em que, a integral do termo divergente pode ser calculada e expressa em termos do cutoff,

A gie 1 2m)e A 1
/ L = (”)4/ Kpdhp [ 40—
res () (@)t (2n) e (Kt 12)
(2m), o (A ki
= (2 )427T / s dkE2—22
T Ae (_kE+M0)
A
(2m)1 2 2 1o
= I (k2 — 42) —
sz g | () k2 — 12 ]| poms
_ (@n) A —
= 16n2 In A2c=25 _ ;2

2 2
- = 2+A26_2S_Mg] (5.118)
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e definimos

_ (2n) A’ -yl e re
A(A, 1o, 8) = 62 In =E —Ou3 ~ A2 —Ou% + A2e—2§— 2| (5.119)

Invertendo a Eq. (5.117) obtemos

go = €%g(s) — AN +8) A(A o, 8) g2
= g(s) — AN +8) A(A.pio,5) (€%g(5) ~4(N +8)A(A, 1o, ) g2)
= g(s) — AN +8)e** ¢2(s) A(A po,8) + O(6%(5)). (5.120)

Sendo a fungao 3, definida como

4, = dgd(ss)’ (5.121)
temos
d o d €s €S
Yo —0 = 2 (e%g(s) — AN +8)e** g3(s) A(A, o, 5))

= ee“g(s) + e B, + 2e4(N + 8)e* g*(s) A(A, pto, 5)

4+ 4(N +8)e* <A(A, Los5) +2g(s)Bg + gQ(S)CM(Ad’;LO"S)> ,(5.122)

em que a derivada da func¢ao A(A, e, s) pode ser facilmente calculada,

dA(A, po, 8) (2m)° [ 2A%e % 2A%e=252
ds 1672 | A%e=25 — 2 (A2e=25 — M(Q))2
2m)°© Ade=4s
_ 2 AT (5.123)
8 (A e % — :uo)

Para descrever uma funcao adimensional, define-se

g(s) = A" g(s), (5.124)
tal que

o _dg(s) _
g=—7 " = AP, (5.125)

Esta fun¢ao § (adimensional) é adequada para a realiza¢do da expansdo € a fim de en-

contrar pontos fixos nao triviais,

N+8 A*§(s)
212 (A2 —42(s))

B3 = €q(s) — +e O(3%(s)) (5.126)

em que

/A A<k 1

2 — 25 2 2s
= 424+ N .
pi(s) =e” us+e ( ) 9o e (2 )4_6 1.2 g

(5.127)
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A expanséo é escrita até termos de ordem € pois no limite em que € — 0 todos os outros
termos sdo suprimidos. A funcdo 3,2 também pode ser calculada seguindo o mesmo

procedimento. A integral da Eq. (5.127) em termos do cutoff é

/A =k 1 212 (27)¢ /A 1

= kp——
et (27) T REF 2 m)t Jaes =k 4 2
9 A
T (27)¢ o 271 7.2 2
= kt — psIn kg —
(2m )¢ ( E — HoMFp Mo) s
(27T)€ 5 B 5 A2€—2$ - ,LL2
= A“(1 —e % In——5——2 5.128
de onde obtemos
pi(s) = € pg+ e 42+ N) A G(s) BN, ho: 9o), (5.129)
com
_ @) o - oy A% —
Para encontrar a fungdo 8,2 invertemos a relagio (5.129),
€ € = 2 © -
s~ A2+ N) A G(s) ELA2(1— e2) 4 pi2(s)e (5.151)
o — ~ ¢ 20—25_,,2 ) :
14 poes€ 4(24+ N) A€ g(s) (1267;)2 In AXQ_Mg“"
tal que
€ € ~ 2m)° —
dpy _ o @ =" 42+ N) A g(s) o A2 (1= e7) + 7(5)e (5.132)
N or)e 20—25_ 2 :
ds A5 14 oo™ 42+ N) A () oy In A2
e consequentemente
dp?(s) (2+N) A? §(s)
2 =B =24(s) + 53 . (5.133)

ds

Conhecendo as fungoes § podemos encontrar os pontos fixos, ou seja, valores de g

e p? que satisfacam Bg =0e B,2 =0. Para funcio f, temos

8+N Al
g ( - +2 29*) =0, (5.134)
217 (A% 4 p?)
neste caso, dois pontos fixos,
g =0, (5.135)

conhecido como ponto fixo Gaussiano, e também

*

€ 272 (A2 + M2)2
g =

S Ty v (5.136)
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que podemos aproximar em primeira ordem para

272
Y= e—— 5.137
conhecido como ponto fixo de Wilson-Fisher. Para a fungdo 3,2 temos,
A% 2+ N
P = —¢ + g(s). (5.138)

2 8+nNY
Agora que os pontos fixos sao conhecidos, podemos linearizar as func¢oes [ em
torno destes pontos, isto é, encontrar o comportamento das fung¢ées em torno do ponto

fixo. Para isso consideramos (445 e 5#3 +s- No caso do parametro g, temos

Bgrss = elg" +0) = =5 (9" +0)°
~ N+8 *\ 2 N+8 * 2
N+8
~ 65—;259*. (5.139)
272

Portanto, no ponto fixo de Wilson-Fisher ficamos com

N +38 272
ﬁg*Jr(S ~ Eé—w2(5€m
~ —ed. (5.140)
Para a funcao Bui 5
2+ N) A4
~ 2246 ( )
Buﬁ—&-é (:u* + )+ 272 A2 + (MZ+5) (g + )
2+ N) A?
~ 22 4\ 1—6)(g* +6)+20
(24+N) A*
~ 20 ) 141
T e G141
obtemos o comportamento em torno do ponto fixo de Wilson-Fisher
(24 N) A? 22
Buars = 20+ 2 AZ 24N _ 272 \9° 0
27 (A% —e 5 Snestn)? 8N
(2+ N)
2—e ——= 0. 5.142
( 8+ N (5.142)
Como o ponto fixo é constante, a equacao acima pode ser reescrita como
d(u?2+46) ds (2+N)
A TP (9 ~ 2| 4. 14
ds ds TSN (5.143)

Esta equacao diferencial implica que a funcao delta tem o comportamento

2+ N
2+e <8+N) ) S

5~ e( (5.144)
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Lembrando que ¢ se trata de um termo da expansdo em torno do ponto critico, este
comportamento deve ser o mesmo para u?(s) ou seja, a linearizacdo em torno do ponto
fixo descreve como o parametro u? deve reescalonar.

Utilizando o comportamento descrito na Eq. (5.45) encontramos

__(2+N)
13 (s) = e<2 “EN )St_”. (5.145)

Como este comportamento deve ser mantido mesmo apds o processo de renormalizacio,

podemos escrever na forma
p2(s) = t7V(s) = PV, (5.146)

Finalmente, obtemos uma expressao para o expoente critico

-1
2+ N 1 2+ N
po (oo CEN )1 BEN) (5.147)
8+ N 2  4(8+ N)
Sabendo que o expoente critico relacionado a dimensido andmala estd relacionado com a
correcio de segunda ordem em ¢ do propagador, sabemos que tem ordem €2, entdo para
a aproximacao de primeira ordem podemos tomar
n =~ 0. (5.148)

A partir destes expoentes criticos e das leis de escala os outros expoentes podem ser

determinados. Da Eq. (5.88) encontramos o expoente «,

o = z-@—q<1+(2+N)>

2 TA8+N)
N 2N (5.149)
AETCES ‘
da Eq. (5.92) o expoente 3
_ @d=2) (1  (2+N) 2
b= 5 atierm) TO)
1 3
~ 1 5.1
2 A8+ N)’ (5.150)
e da Eq. (5.96) o expoente =
v o= 2w+ 0(H)
(2+N)
14+ —Fe 151
Gl (5.151)
Por fim, a Eq. (5.100) leva a
4 — 2 1
0 = mif2+0@%=2m—dﬂ+d%+0@%

~ 3+ (5.152)
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que é um expoente critico que nao depende de N.

Como o conjunto de expoentes criticos descrevem toda uma classe de universali-
dade, para cada valor de N estes resultados descrevem uma série de modelos. Portanto,
este processo de renormalizacao é capaz de gerar uma diversidade de resultados e, desta

forma, o comportamento critico de todos os modelos da classe O(N) pode ser conhecido.
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6 Modelo Abeliano U(1) com Simetria

Local

Neste capitulo, apresentamos o modelo Abeliano U(1) com simetria local e o cal-
culo da correlagdo de um contorno invariante por transformagoes locais utilizando expan-
soes a altas e baixas temperaturas. Este modelo é construido a fim de ser equivalente ao
modelo XY mas com simetria local e apresenta naturalmente uma estrutura de confina-
mento [14, 7].

6.1 Construcao do Modelo com Simetria Local

O modelo Abeliano U(1), como o nome sugere, é invariante por transformagoes do
grupo unitario U(1), com regra trivial de comutagao (6,(n)6,(m) = 6,(m)0,(n)). Em
geral, as transformagoes U (1) sdo conhecidas como transformagoes de fase, e podem ser
parametrizadas como

o™X,
em que x ¢ o parametro da transformagdo. No caso de x ser uma transformagdo que
depende da posi¢ao, ou seja, x(z), trata-se de uma transformagao local, enquanto no
caso de yx igual para todos as posigoes, trata-se de uma transformacgao global.

O modelo Abeliano U(1) com simetria local pode ser visto como uma versiao
Euclidiana da teoria eletromagnética. Ele pode ser construido a partir do modelo XY,

promovendo a simetria global do modelo a uma simetria local. Seguindo a hamiltoniana
da Eq. (5.11), o modelo XY ¢ descrito por

H=—J> cos(A,0(n)), (6.1)
o
em que
Af(n) =6(n+p) —0(n), (6.2)

n é a variavel que localiza o sitio e ji ¢ um vetor de base unitario que pode assumir as
dire¢oes da rede.

Levando em conta a simetria local, primeiramente redefinimos a rede do modelo,
conforme demonstrado pela figura 13. Os vetores planares passam a se situar nos links
da rede e a varidvel ganha um subindice 6(n) — 6,(n) que indica a direcdo do link ao
qual estd localizado. A direcao da seta colocada sobre o link esta relacionada ao sinal

do subindice. H4 uma ambiguidade na notacao para descrever um spin sobre um link,
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nofied Pa it
<
6., n+v)yY A 0, (n+y)
n- il n n+ i
i > u
N T 0, ()
1%

A

U

Figura 13 — Representacao de 6 sobre os links da rede.

entretanto, adotaremos a convencao de um sinal negativo entre as duas descrigoes,

0u(n) =—0_,(n+p). (6.3)

A interpretacao deste sinal é devido a inversao do eixo ao qual se mede o angulo, conforme

representado na figura 14.

Figura 14 — Representacao da ambiguidade na descri¢ao das variaveis.

A partir da nova rede, é possivel construir estruturas fechadas minimas, que cha-
maremos de plaquetes (assim como no modelo de Ising com Simetria Local, na se¢ao 4).

Na figura 13 é possivel identificar um plaquete, que definiremos como

Ouw(n) = Ou(n) +0,(n+p) +0-u(n++0)+0-,(n+7)
= Ou(n) +0,(n+f1) = Ou(n+2) = 0,(n)
= Au0,(n) — A0, (n), (6.4)

em que, seguindo a defini¢ao da Eq. (6.2),
A, (n) =0,(n+f1) —6,(n). (6.5)

Podemos verificar que 6,,,(n) é invariante por uma transformacao local que rota-

cione os vetores por um angulo x(n)

0u(n) — 0,(n) — x(n), (6.6)
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e da mesma forma,
O0_p(n+p) = 0_u(n+p)—x(n+p) (6.7)
Agrupando os dois resultados em uma tnica transformacao,
0, (n) = 0,(n) + Bux(n), (65)
é possivel mostrar explicitamente essa invariancia,

Ouw(n) — Du(0u(n) +Aux(n)) — By (0u(n) + Aux(n))
- Quy(n) + AMAVX(H) - AZ/A/,LX(n)
= 0,,(n). (6.9)

Adaptando a hamiltoniana da Eq. (6.1) para que tenha a simetria local, o modelo
Abeliano U(1) é descrito por

S=JY > [1—cos(0u(n))], (6.10)

ITTRY,
em que o fator constante foi adicionado por conveniéncia e somente desloca a energia do
sistema sem afetar a descrigao fisica e J é um parametro que absorve 3. A generalizagao
da funcao de particao,
2m
Z= | DO, (n) e=%, (6.11)

em que
DO, (n) =[] dou(n). (6.12)

A partir da Eq. (6.4), identificamos a semelhanga deste modelo com a teoria
eletromagnética comparando a quantidade 6,,,(n) ao tensor eletromagnético F,,, que é

definido por
Fu =0,A, —0,A,. (6.13)

Ao considerarmos baixas energias, ou seja, que os spins estejam ordenados, esperamos
que que Hﬂ(n) varie pouco, o que justifica a expansao em potencias de ¢, (n) < 1. Desta

forma encontra-se

S~JY Y ;0,3 (n). (6.14)

n Qv

Se tomarmos o limite do continuo e adotarmos a convencao de soma para indices repetidos,

encontramos

S= 2id /ddas 0, ()0, (), (6.15)
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em que a tem dimensio de comprimento. Neste caso, é possivel identificar J = 1/2¢2 e
0, () = a®gF, (6.16)
em que g é um parametro de acoplamento que adequa a dimensao, tal que

S =

1 1
qd—1 /ddx ZF/WF/W, (6.17)

que é a agao Euclidiana do eletromagnetismo. Além disso, a partir da Eq. (6.16),

1
8MAV — (%AM == % (AMHV(TL) — Aygu(n)) s (618)
(S
1
ag 0,A, = 5A’u€y(n)
a
= 9.0,(n), (6.19)

podemos relacionar o spin do modelo Abeliano com simetria local ao potencial eletromag-

nético,
Ou(n) = ag Ay, (6.20)

a menos de um fator constante.

Para analisar se este modelo apresenta transicao de fase, seguimos o mesmo pro-
cedimento do modelo de Ising com simetria local, analisando o comportamento de quan-
tidades invariantes de calibre. Para tanto, utilizamos a soma dos links de um contorno
fechado C' como a quantidade que apresenta tal simetria. Para verificar que esta quan-
tidade é invariante pela transformacao local podemos utilizar o contorno C' definido na

figura 15 como exemplo.

A A
n+y+2v n+2u+2v

A A
n+2u+v

A
n+2u

\ £
Y
.:
——>—0—>0

Figura 15 — Contorno fechado C'
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Considerando este contorno, ao aplicar a transformagao definida na Eq. (6.8),

obtemos

> Ou(n) —

c

[0, (n) + Aux(n)]

(] o]

0. (n) +x(n+p)—x(n)+

x(n+2p) =x(n+p) +--+x(n) —x(n+v)
e,u(n)7 (6.21)

I
QM 4 Q

ou seja, ao somar sobre um contorno fechado, os termos adicionais gerados pela trans-
formagao local sdo cancelados, mantendo a soma invariante. Desta forma, a quantidade

invariante que devemos analisar o comportamento é

iZ%(n)
(e ©

Neste caso as expansoes sdo feitas para acoplamentos fortes (g > 1) e fracos (¢ < 1) em

)

analogia as expansoes em altas e baixas temperaturas das secoes 4.2 e 4.3.

6.2 Limite de Acoplamentos Fortes

O limite de acoplamentos fortes para este modelo é equivalente ao limite de altas

temperaturas do modelo XY. A correlacao escrita explicitamente é

iy 0u(n) i) 0u(n)
(e ZC: ) = ;/Dﬁu(n) e XC: e . (6.22)

Como g > 1, é justificada a expansao

n, [,V

1 1 i) 0u(n) —iy 0u(n)\ ™"
- Iy (e (6.23

n7/’L7l/ m

em que a somatéria em P significa a soma sobre 6,(n) de um plaquete, e por defini¢ao
O = > _0u(n). (6.24)
P
Como 0, se trata de uma variavel angular, vale lembrar que
2 "
/0 df,(n) %™ =, (6.25)

portanto a primeira contribuicdo nao nula sera proporcional a contribuicao da expansao
que cancelar todos os termos provenientes do contorno C' sem que reste outros termos

cuja a integral se anule. Isto ocorre na contribuicdo com todos os plaquetes internos ao
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contorno, conforme demonstrado na figura 16. Logo, podemos concluir que a correlacao

do contorno tem o comportamento

i3 0,u(n) A
(e @ >N(4;2> =, (6.26)

em que A se trata da area interna ao contorno.

Figura 16 — Contorno fechado e os plaquetes internos.

6.3 Limite de Acoplamentos Fracos

No caso de acoplamentos fracos, ou seja, o limite ¢ < 1, analisamos o sistema a
baixas energias, o que é equivalente ao limite do continuo, a — 0, portanto utilizaremos

a identificacao
0u(n) = agA,(z). (6.27)

Desta forma a correlagao analisada sera

iy 0u(n) ig § dz’ Au(x)
(e © — (e © )
1 1

=~ [Da, ew {-4{1 7 [ ' Fu B +ig § da" A, (2)

. (6.28)

O limite do continuo neste caso pode ser entendido como uma renormalizacao do sistema,
ou seja, alteramos a escala. Em particular, estudamos a teoria eletromagnética em d = 4
em analogia as dimensoes do espaco tempo, (3 + 1), e em qual é conhecido que se trata

de uma teoria renormalizavel.
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Nosso ponto de partida é a acdo Euclidiana no espago de Fourier
1
S(Ap) = 5 [ d' Ay (k) (K80, — ki) Ay (h), (6.29)

e como estamos interessados no calculo do propagador, adicionamos um termo de massa,

mQAi/ 2, como regulador, tal que recuperamos o caso inicial no limite m — 0,

S(A,) = ;/d‘lk Au(=k) [(K? +m?) 6, — Kk | Ay (k). (6.30)

Do ponto de vista da correlagao, Eq. (6.28), podemos introduzir um termo de calibre na

acao sem alterar a dinamica do sistema,

§(Aux) = S(A) — 5 [ dhe [0 + 073 (6.31)

pois, sendo este quadratico, pode ser visto como a multiplicacdo de um termo constante

que ¢é absorvido na funcao de particao. Ao aplicarmos a transformacao de calibre na agao,
Ay () = Au(x) + nlla,ix, (6.32)
obtemos
S(4,,x) = S(A4,) + ; / diz {ZmAM(x)ﬁﬂx - fnzxz}
= S(A,) — ;/d% [2mx8uAu(x) + mzxﬂ : (6.33)
em que S(A,) permanece inalterado, pois F),, ¢ invariante pela transformacao e
mzAi — mQAi +2mA,0,x + (0,x)*%. (6.34)

Integrando a correlacao em y, obtemos a forma final

m2
S(Aw) = S(Au) + 5 / dtv (9,4,(x))2. (6.35)

Note que, fixar o calibre é equivalente a fixar m, de modo que m — 0 equivale ao
calibre de Landau e . = m ao calibre de Feynman, o qual vamos considerar. Ao escrever

todos os termos no espaco de momentos encontramos
S(Ay) = S(Ay)+ / iy / dhrdkz 9y (A (k1)ei™) 0, (A, (ka)e™2)
= S(4,) +/d4k1d4k2 koA (k1) Ay (ks) 6(ky + ko)
- ;/d‘lk Au(—k) [(#2 4 m?)] Auk). (6.36)
O propagador pode ser encontrado,

(AuAy) (k) = kzi‘fmz (6.37)



72 Capitulo 6. Modelo Abeliano U(1) com Simetria Local

e expresso no espaco das posigoes através de uma transformada de Fourier inversa,

d*k L2
Au@A0) = [ (%) (AuAs) (k)
2m
_ ikx cos 61
- /0 / oy sin 0y | dk;k2+m2/ doy e sin 0y

0 2
5#?// ik k*  sin(kz) (6.35)

872 kK2+m?2 x 7
que é uma integral que nao converge no limite em que k& — oo. Um meio de avaliar esta

integral é inserir um cutoff como funcao exponencial, garantindo a convergéncia,

/00 K k2 sin(kzx) / dk; 2g—ak sm(kx)?
0 kK24+m?2 z kK24+m?2  z

em que a é o parametro de rede. Agora, no limite m — 0,

/00 dksin(kx) ik _ 1 e~ % (asin(kz) + x cos(kz)) oo
0 x N x a? + x2 k=0
1
T P (6:39)
obtemos
(A2 A (0)) = B (6.40)
I v 8m2(a? + 22) '
De uma forma geral, definimos
Opv
(Au(2)Av(y)) = s = O A(z —y). (6.41)

872(a2 4 |z — y|*)
A partir do resultado acima, calculamos a correlacdo. No limite g < 1 temos

ig § do Apu(z)

)2
(e © y = (1+ igj{dxu A, (z) ( g) ]{%dxudy,, A (z2)Au(y) + ..
C cc
(ig)*
2

(f f drady, Au(2) A ()
cC

n ;((ig)4>2<(]{%dxﬂdyy Aﬂ(x)AV(y)) )+

C C

(f  drady, Au(2) 4 ()

cC

+ ; <(i‘62])4>2 <%%d$udyy Au($)Ay(y)>2 +... (6.42)
cC

em que os termos impares foram excluidos devido a paridade da agao e em seguida utili-

zamos a identidade

(ABC'D) = (AB) (CD) + (AC) (BD) + (AD) (BC) = (AAAA) = 3 (AA)®. (6.43)
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Apesar de apresentados somente os termos até segunda ordem, é possivel encontrar a série

de poténcias

ig § do Ay (x) 1 g "
(e © ) = nf [ o g{?{ drudy, Au(r)Au(y))
4
= exp 250% (Ay(z >d:r;udyl,]
4
= exp chfA y) dz,dy,|. (6.44)

A dltima tarefa é calcular a integral do propagador. E importante notar que

integrais do tipo
}{j{A(aﬁ —y) dx,dy, (6.45)
C C

excluem contribuigoes ortogonais. Consideremos para este calculo um contorno simples
em um plano bidimensional. Conforme exemplificado pela figura 17 os pontos x e y
podem estar situados na mesma linha (separados por uma distancia |z — y|) ou em linhas
paralelas (separados por uma distancia d). Para simplificar o processo, vamos dividir a

integral em trés contribuicoes,

fj{A(x —y) dz,dy, = A1+ Ax + As, (6.46)

em que A; se trata do caso em que x e y sao co-lineares mas = # y, Ao do caso em que

sdo paralelos e Az em que x = y.

A A
®x _®x
T T ’//
//’d
?y ?y
\ Y
R R

(a) Caso sobre a mesma linha.  (b) Caso em linhas diferentes.

Figura 17 — Exemplo de como os pontos x e y podem se situar em um contorno bidimen-
sional.

Para calcular A;, consideramos primeiramente a linha destacada na figura 18,

T y—a T r—a T y—a
/dy / dr Az —y) + /dx / dy Mz —y) = 2/dy / dz Az —y), (6.47)
a 0 a 0 a 0
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em que o primeiro termo representa o caso y > x e o segundo termo z > y, entretanto,

sao simétricos. Calculando explicitamente a integral,
T y—a T y-a 1 1
2 [y [ draw—y) = 2 dy [ de s
o Yo (v =) o Yo 8712 (v —y)?
1 T

1 1
= — [ awl==2Z=
472 /a Y (a y)
1
em que, removemos o parametro a do propagador,

1 1
Alr — - -
(Q? y) - {72 (SC _ y)ga

equivalente a tomar o limite a — 0 na Eq. (6.40).

(6.49)

A

®x

?y

R

Figura 18 — Linha destacada para o cédlculo de Aj.

Quando z e y se situam em uma das linhas horizontais podemos realizar exata-

mente o mesmo procedimento para obter

R y—a 1 [R R
2/d/ dr Az — :[—1. 6.50
o Y © Az —y) m? e a (6.50)
Consequentemente, ao somar os termos provenientes das 4 linhas, encontramos
1 [T+R T R
=—|———-In——In—]|. bl
A1 272 [ a " a . a (6.:51)
Para calcular Ay consideremos o exemplo b) da figura 17,
o it = g [ R )
_ T = —= T
sr2 ) Y R? 4 (z —y)? 82 R
0 0 0
1 R? 2T tan~ ! (L
= (g |+ (%) . (6.52)
8T Re+T R

Além disso, devemos considerar os pontos nas linhas horizontais,

1 (R R 1 1 T2 2R tan™! (%)
B / d = . (653
87r2/0 Y 0 xT2+(x—y)2 872 n( >+ (6.53)

T2 + R2 T
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A partir das duas contribuicoes, Eqs. (6.52) e (6.53), encontramos

1
272

Ay =

Ttan~! (%) Rtan™! (£
(i) ¢ P B BB s

Focaremos a analise no limite em que 7" > R, ou seja, que o contorno ¢ muito mais longo

na dimensao temporal do que nas espaciais. Neste caso a contribuicao Ay assume a forma

Ao =5 [;2 —|—ln(R) (o) - 1], (6.55)

Temos em particular o caso A3 para = y na Eq. (6.45),

Ay = fdy;f Ty Gl

- j{ y87r2a2

R+T
= ——. 6.56
412a? (6.56)
Ao agrupar todos estes resultados,
1 R+T T R
j{fA(:L‘ —y) dx,dy, = 2 [— p (14 2a) + = +4In a] : (6.57)
C
escrevemos a Eq. (6.45) na forma
. fd w A ( ) 92
g paxt Aulz 1, T R\ 272
c ~ —— P—— — : 6.58
te ) eXp[ 27 (C 47TR)} (a) (6.38)
com
14 2a
c= 2 (6.59)
que tem parte de sua contribuicao relacionada ao propagador no caso de x = y, e
P = 2(R+T). Notamos que a correlagdo decai exponencialmente com o perimetro

(apresentando um fator de corregao). Isto é suficiente para que em algum ponto entre o
acoplamento forte e fraco haja uma mudanga de comportamento na correlagao, ou seja,
em algum ponto as fung¢oes termodinamicas deixam de ser analiticas, caracterizando uma

transicao de fase.

6.4 Potencial Para Cargas Estaticas e Confinamento

A partir da agdo eletromagnética, (6.17), podemos considerar o acoplamento dos

campos A, (x) com as cargas por meio de

e/d4x Ay (z)J,(2),
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em que J,(x) é uma corrente conservada e e é a carga elétrica. Desta forma, podemos

identificar

<eefd4:c Au(m)J#($)> — Z(Jp‘) (660)

em que Z(J,) é a funcdo de particdo para o sistema com o termo de acoplamento,

Z(Jy) = /DAH exp [—S+e/d4x Ay(z)J, ()], (6.61)

e Z(0) é a fungdo de partigdo sem o acoplamento.
A corrente conservada pode ser escolhida como um fluxo de corrente que se sobre-

poe a um loop retangular, como o da figura 19,
e/d4x Ay(z)J,(z) = ig%dx# Ay(z). (6.62)
C

Isto pode ser feito definindo a corrente como unitaria sobre o loop e zero caso contrario.
Interpretando este loop em uma dimensao espacial R e uma temporal 7', notamos que
nao se trata de um circuito que as cargas percorrem periodicamente, mas sim um par de
carga e anti-carga criado em ¢t = 0 e que se aniquilam em ¢ = 7. No instante t = 7,

conforme demonstrado pela figura 19 pela direcdo das setas, a densidade de carga deve

ter sinais opostos em r = 0 e em r = R, ou seja, J,(0) = —J,(R).
T 4 <
Y A
2 N }
'\ L A\ ®
0 >
0 R

Figura 19 — Contorno C' ao qual a corrente J, se desloca.

Escrevendo a fungdo de particdo em termos da energia livre F(.J,),
Z(Jp) = exp [=F(Ju)], (6.63)

podemos identificar entao

igfdxﬂ Apu(z)
(e © ) = = exp [~ (F(Ju) — F(0))]. (6.64)
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De uma forma geral, pelos resultados obtidos nas expansoes para acoplamentos fortes e
fracos, Egs. (6.26) e (6.58), no limite em que 7" > R, temos

o—A Indg? se g>1
ig § dxy Ap(x)
o " (6.65)
2
e—%QQ(CP—%)JF;?IH(%) se g< 1.
Além disso,
F(Ju) = F(0) ~ V(R)T, (6.66)

em que V(R) se trata do potencial de interagao entre as cargas. Comparando o potencial

V(R) com o limite de acoplamento fraco, encontramos

(6.67)

ou seja, um termo constante e um termo que decai com a distancia, que corresponde a lei
de Coulomb.

No limite de acoplamento forte encontramos
V(R) =~ Rln4g>. (6.68)

Este tipo de potencial é dito confinante pois a particula estd sempre sob sua acao. Ao
calcularmos a forca entre as particulas que este potencial gera, verificamos que é uma

forca constante que nao depende da distancia,
F(r) = =VV(R) ~ —In4g*. (6.69)

Este tipo de comportamento surge naturalmente no limite de acoplamentos fortes de
teorias de calibre na rede, enquanto nao sao tao facilmente descritos na teoria quantica

de campos.

6.5 Casod=2

O teorema de Hohenberg-Mermin-Wagner prevé que nao pode haver uma quebra
espontanea de simetria continua em d < 2, portanto o modelo Abeliano U(1) deve apre-
sentar somente uma fase [31, 32]. A partir das expansdes para acoplamentos fortes e
fracos explicitamente podemos entender o que ocorre fisicamente.

Primeiramente podemos notar que a soma sobre um contorno fechado pode ser
expressa por meio da soma dos plaquetes internos a este contorno, como um teorema de
Stokes na rede. Dado um contorno fechado C, podemos adicionar e subtrair suas linhas

internas, e em seguida utilizar a Eq. (6.3) para alterarmos um sinal e encontramos a
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soma de todos os plaquetes internos ao contorno. Por meio de uma representagao grafica

podemos entender como isto ocorre,

Z 0u(n) = Y A

C

(6.70)

em que a soma em P, representa somar sobre todos os plaquetes internos ao contorno C'.

Desta forma, identificamos uma versao do teorema de Stokes na rede,
> Ou(n) = O (n). (6.71)
C P

Ao aplicar a identidade (6.71) na correlagao, obtemos

. 1 .
(e 2o, 0’“’(")) = — T b, (n)) e 5T 2 p O () (6.72)
Z 1} (/ : )

em que J é o jacobiano da transformacao das varidveis e o produtorio é realizado sobre
todos os plaquetes. Para encontrar J em duas dimensoes assumimos uma dimensao

espacial, u, e a outra temporal, 7, a qual fixaremos o calibre como

0-(n) = 0. (6.73)



6.5. Casod=2 79

Pela definigao da Eq. (6.4), no caso d = 2, temos
Oru(n—7) =0u(n) —0u(n—1), (6.74)
que pode ser reescrito como

0u(n) =0,(n—7) =0, (n—7). (6.75)

0u(n—7) =60,(n—27) —0;,(n—27) (6.76)
e, utilizando este resultado na Eq. (6.75), obtemos
0u(n) =0,(n—27) — 0, (n—27) — O, (n— 7). (6.77)
Ao seguir executando o mesmo processo recursivamente, encontramos

0,(n) = 3 0,(7). (6.78)

T'<n

Isto garante que o Jacobiano da transformacao é
J =1 (6.79)

Este resultado nos conduz a

1 .
2 — =5 cos(0u)+i 0, (n)
Owdﬁw(n) o 242 ! 1

= 1;! O27r deuy(n) e—cos(0uv)

<ei EPC Opv (n)>

1 . A
2 — =5 cos(0uv)+i 0 (n)
Oﬂ-de'uz/(n) e 292 H H

0277 dGW(n) e—cos(Opuv)

, (6.80)

em que A é o numero de paquetes internos ao contorno C'. A solucao dessas integrais sao

conhecidas como funcoes de Bessel modificadas de primeiro tipo,

‘ I (5%) A
ez Pcouy(n) = 72
> ) {Io(ggz)} : (6.81)

No limite de acoplamento forte, g > 1, as fungoes de Bessel podem ser expandidas

_ A
<eizpceuu(n)> _ ﬁ—i_o(g 2)
14+ 0(g72)

tal qual obtemos o mesmo resultado para o caso de d > 2, Eq. (6.26).
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Ja para o acoplamento fraco, g < 1, o limite assintético da fun¢do de Bessel é

I(a) ~ % <1 - 4”;;) , (6.83)

que conduz a

A
4—
<eizpcew(n)> _ {1—g2241}

A
(1-¢%)" = etl=0) 5 o9, (6.84)

Q

isto é, apresenta um decaimento como func¢ao exponencial da area do contorno.

Este resultado deixa explicito que, embora tenha uma alteragao suave, a correlagao
apresenta a mesma forma de decaimento, como lei de area. Concluimos entdo que nao
ha uma transicao de fase pois o modelo apresenta o mesmo comportamento para os dois

limites de acoplamento.
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7 Conclusao

Neste trabalho apresentamos inicialmente o modelo de Ising, sua solucao exata
em d = 1, a aproximagao de campo médio de Bragg-Williams e a teoria fenomenoldgica
de Landau. Na solucao exata encontramos a existéncia somente da fase paramagnética
enquanto nas solugoes de campo médio encontramos a possibilidade de transicao de fase.
Neste modelo, detectamos uma degenerescéncia em seu estado fundamental, relacionada
as suas possibilidades de ordenamento total positiva ou negativa. Para analisar essa
degenerescéncia e uma possivel transicao entre estes estados, relacionamos este modelo
ao modelo ¢* por meio de uma transformacido de Hubbard-Stratonovich. Levamos este
modelo de teoria de campos ao espago Euclidiano e, aplicando o formalismo de integrais
de trajetérias, calculamos a probabilidade de uma inversao global. O resultado obtido foi
a solucgao classica de instanton.

A partir do interesse em teorias de calibre, também estudamos o modelo de Ising
com simetria local. Realizando expansoes a altas e baixas temperaturas detectamos a
ocorréncia de duas fases diferentes, ainda que o modelo ndo apresente um parametro de
ordem convencional. Como a transicdo de fase nao se relaciona a uma quebra espon-
tanea de simetria, as fases encontradas sao ditas fases topoldgicas. Por uma relagao de
dualidade foi possivel conectar este modelo ao modelo de Ising convencional, do qual o
comportamento critico é conhecido. Concluimos entao que a transi¢do de fase nem sempre
estd associada a uma quebra espontanea de simetria e, neste caso, relagoes de dualidade
podem nos fornecer parametros adequados para estudar a criticalidade de sistemas.

Apresentamos os modelos O(N), ao qual pudemos aprofundar no modelo XY
e, por meio de expansoes a altas e baixas temperaturas, verificamos uma transicdo de
fase para d > 2. Para os modelos O(N) apresentamos um processo de renormalizacao
e pudemos encontrar seus expoentes criticos. Através deste estudo concluimos que o
processo de renormalizacao conduz aos expoentes criticos e estes fornecem uma descri¢ao
da criticalidade de todo um conjunto de modelos.

Investigamos ainda o modelo Abeliano U(1) com simetria local que também exibe
uma transi¢ao de fase em d > 2 enquanto em d = 2 ha somente uma fase. No limite do
continuo este modelo se relaciona a teoria eletromagnética e concluimos que o limite de
acoplamentos fortes conduz a uma fase confinante. Finalmente, concluimos que expansoes
a altas e baixas temperaturas (acoplamentos fortes e fracos) sdo ferramentas poderosas

para obter informagoes de transi¢oes de fase de modelos estatisticos.
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