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SAITA, Tatiana Mari. Dinamica de coliformes fecais no lago Luruaco - Atlantico, Colom-
bia. 2016. 106. Dissertagdo (Mestrado em Matemdtica Aplicada e Computacional) — Universi-
dade Estadual de Londrina, Londrina, 2016.

RESUMO

O presente trabalho é uma contribui¢@o para melhorar o entendimento do efeito de descargas de
coliformes fecais no corpo d’dgua do lago Luruaco, localizado no Departamento do Atldntico,
Colombia. O escoamento hidrodinamico € modelado pelas equacdes de Navier-Stokes e de con-
servacao de massa, ambas em coordenadas generalizadas. O campo de velocidades gerado por
esse sistema de equagdes diferenciais parciais € utilizado na equagdo de transporte convectivo-
difusivo-reativo, que fornece a concentracdo de coliformes fecais em todo lago. A partir da
modelagem matemadtica do problema realiza-se a modelagem numérica. As discretizacdes do
sistema hidrodinamico e da equacg@o de transporte sdo feitas via método de diferencas finitas.
Em particular, para o termo convectivo € utilizado o esquema First Order Upwind (FOU). Uti-
lizando um modelo bidimensional horizontal, a constru¢do da geometria do lago € realizada
através do método multibloco. Finalmente, sdo realizadas simulagdes numéricas da concentra-
cdo de coliformes fecais sobre a malha computacional que representa o lago Luruaco em um
periodo de 72 horas. Sao analisadas as contribui¢cdes de cada afluente na dinamica do lago.
Através dos resultados obtidos € possivel propor um manejamento do esgoto, a fim de melhorar
a qualidade da d4gua em uma regido do lago, servindo como uma referéncia de coleta de dgua
para os moradores da regido. Os resultados obtidos nas simula¢des permitem uma melhor com-
preensdo da dindmica de coliformes fecais no lago no ponto de vista qualitativo, analisando as
regides que apresentam maior contaminagao.

Palavras-chave: Lago Luruaco. Método Multibloco. Equacdes de Navier-Stokes. Método de
Diferencas Finitas. Concentragdes de Coliformes Fecais.



SAITA, Tatiana Mari. Fecal coliforms dynamics in the Luruaco lake - Atlantico, Colombia.
2016. 106. Dissertacdo (Mestrado em Matemdtica Aplicada e Computacional) — Universidade
Estadual de Londrina, Londrina, 2016.

ABSTRACT

The present work is a contribution to improve the understanding of the effect of fecal coliforms
discharges into the water body of Luruaco lake, located in Departament of Atlantico, Colombia.
The hydrodinamic flow is modeled by the Navier-Stokes and the conservation mass equations
in generalized coordinates. The range of velocities created by this system of partial differental
equations is used in convective-difusive-reative transport equation, that provides the concen-
tration of fecal coliforms throughout the lake. From the mathematical model of the problem,
realized the numerical modeling. The discretizaton of the hydrodinamic system and the trans-
port equation are made by finite difference method. In particular, for the convective term is
used a First Order Upwind (FOU) scheme. Using a bidimensional horizontal model, realized
the constrution of the lake geometry through the multiblock method. Finally, the numerical
simulation of concentration of fecal coliforms on the computacional grid that represent the Lu-
ruaco lake will be presented during the defense of the dissertation. The contributions of each
afluent in the dynamics of the lake are analyzed. Through the results obtained it is possible to
propose a management of the sewage in order to improve the quality of the water in a region
of the lake, serving as a reference of collection of water for the habitants of the region. The
results obtained in the simulation allow a better understanding (in qualitative form) of the fecal
coliforms dynamics in the lake, analyzing the regions that apresents more contamination.

Keywords: Luruaco Lake. Multiblock Method. Navier-Stokes Equations. Finite Difference
Method. Concentration of Fecal Coliforms.
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13

1 INTRODUCAO

A escassez dos recursos hidricos é um assunto bastante discutido atualmente,
ndo s6 do ponto de vista ambiental, mas também como um problema social que envolve as
formas de administragdo e utilizacdo da dgua pela sociedade. A oferta de 4gua para o consumo
humano vem diminuindo ao longo do tempo, principalmente por conta da polui¢do e a utili-
zacdo incorreta desses recursos. O problema da poluicdo hidrica afeta diretamente cerca de 2
bilhdes de pessoas no mundo, principalmente nas regides em que ndo hd conscientizacdo da
populacdo (governo e moradores) [28]. Lagos e rios que estdo mais proximos as zonas urbanas
sd0 mais susceptiveis a poluicao, pois estdo mais expostos as contaminagdes devido aos despe-
jos ilegais de esgoto e substancias téxicas. Os efeitos da polui¢do em um corpo d’adgua podem
ser observados através de alteragdes em sua composi¢cdo, aparéncia e na qualidade da 4gua.
Suas consequéncias atingem principalmente os dependem do corpo d’agua para se desenvolver,
como organismos aquaticos e comunidades que utilizam a 4gua para o consumo.

Nesse contexto, estudar a dinamica dos poluentes tem sido uma importante
forma de analisar a qualidade da 4gua. Por meio desse estudo, € possivel determinar os niveis e
as regides afetadas pela contaminagdo, para que 6rgaos ambientais responsdveis possam desen-
volver estratégias de controle ou reduc@o nos impactos ambientais causados pelos poluentes.

Para que este estudo seja realizado, € importante conhecer as caracteristicas,
causas, efeitos e agentes poluidores que influenciam toda a dindmica de distribui¢do dos con-
taminantes no sistema aqudtico. A partir dessas informagdes € possivel determinar um modelo
matematico que melhor se ajusta ao problema. A modelagem matematica expressa a dindmica
através de equacdes, porém quanto mais complexas sao, maiores sao as dificuldades em deter-
minar a sua solu¢do. Nesses casos, os pesquisadores recorrem a métodos fisicos ou numéricos
para obter as solu¢des da modelagem matematica. Os modelos fisicos sdo baseados em prototi-
pos que reproduzem o problema seguindo as caracteristicas da modelagem matematica, mas em
escala reduzida. Como a construc¢do dos protétipos envolve mao de obra e custos elevados, o
modelo numérico € a alternativa mais vantajosa encontrada pelos pesquisadores, por ndo exigir
tantos custos na execu¢ao. Atualmente, os modelos numéricos podem resolver uma variedade
de modelos matemaéticos obtendo solu¢gdes bem préximas as reais.

Historicamente, o primeiro modelo de qualidade da dgua foi desenvolvido em
1925 por Streeter-Phelps [53]. Esse modelo baseava-se na concentracdo da Demanda Bioqui-
mica de Oxigénio (DBO) e no Oxigénio Dissolvido (OD). Com a necessidade cada vez maior
em realizar pesquisas sobre a polui¢do hidrica e aliado aos avangos na tecnologia, outros mode-
los foram desenvolvidos, alguns fundamentados em teorias e outros em dados estatisticos [45].
S6 em 1946, o modelo criado por Sawyer [49] uniu essas duas vertentes, podendo assim de-
senvolver modelos mais elaborados e especificos, que agregavam mais informagdes a respeito

dos processos bioldgicos que envolviam o problema. Mas s6 a partir do ano 2000 que o desen-



14

volvimento de modelos matemaéticos e computacionais para problemas ambientais teve grande
avanco. Novas técnicas numéricas para a resolucdo desses modelos foram criadas, como o uso
do método upwind, aproximagdes numéricas, computacao paralela, entre outros, tornando os

modelos cada vez mais complexos [4, 41].

1.1 JUSTIFICATIVA

A América do Sul é uma das regides que possui maior disponibilidade de
dgua potavel do mundo [46], porém ainda sofre com problemas envolvendo a gestdo de recur-
sos hidricos tanto em corpos d’dgua como em fontes subterrdneas. Cada pais pode determinar
normas proprias para a qualidade e consumo da 4dgua, baseando-se nos guias de qualidade de
dgua potavel da Organizagao Mundial da Saide (OMS) que pode sofrer adaptacdes dependendo
das caracteristicas da regido. Em 2004, a OMS publicou um guia de qualidade de dgua [57] in-
cluindo avaliacdes e gestdes de riscos, criagdo de planos de seguranca da dgua e as responsabi-
lidades de cada 6rgdo na prestacdo desse servico. Em publicagdes seguintes, a OMS estabelece
estratégias relacionadas a satide e qualidade da dgua para os anos de 2013 a 2020. Dentro das
consideragdes do guia, a OMS enfatiza que os agentes microbianos (coliformes totais e fecais)
sd@o um problema de saidde publica e uma preocupagdo para os paises pobres ou com problemas
de estrutura populacional ou com problemas climaticos [33].

A polui¢do em corpos d’dgua € um problema presente em diversos paises.
O Brasil € um exemplo de pais que apesar de possuir abundancia em recursos hidricos, ainda
passa por problemas de coleta, tratamento e distribuicdo da 4gua. Amparado por meios legais,
o governo estabelece critérios e limites para a qualidade e o uso dos recursos hidricos. A
Politica Nacional de Recursos Hidricos, regida pela Lei n® 9.433/97 traz defini¢des e normas que
permitem um melhor gerenciamento da dgua. Além disso, a resolu¢do do Conselho Nacional do
Meio Ambiente (CONAMA) n°357/05, enquadra os tipos de corpos d’dgua e determina padroes
de lancamento de agentes poluentes na dgua [26].

A Coldmbia, pais onde estd localizado o corpo d’dgua analisado nesse traba-
lho, também possui grande disponibilidade de recursos hidricos [10]. De acordo com o Estudo
Nacional del Agua (ENA) [32], a oferta de d4gua no pais € relativamente seis vezes superior a
oferta de 4gua mundial, e trés vezes superior em relagdo a América Latina. Contudo, segundo o
Departamento Administrativo Nacional de Estadistica (DANE), cerca de 58,8% da populacao
(26.7 milhdes de habitantes) consome dgua potavel, 13.9% (6.3 milhdes de habitantes) utiliza
agua segura, cerca de 19.1% (8.7 milhdes de habitantes) utiliza d4gua de baixo tratamento e pro-
tecdo e 8,1% (3.7 milhdes de habitantes) se serve de dgua tomada diretamente das fontes. Esses
dados mostram que a qualidade da dgua ainda € um problema que deve ser discutido na Colom-
bia. A Resolucdo n® 2115/ 2007 do Ministerio de Salud e Proteccion Social e do Ministerio de
Ambiente y Desarrollo Sostenible da Colombia aborda as caracteristicas fisico quimicas e mi-

crobioldgicas que os corpos d’dgua devem cumprir para consumo humano, ajustando os valores
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admissiveis de acordo com os requerimentos da OMS. Ja a Resolu¢do n° 0811/ 2008 orienta a
defini¢do de critérios para a vigilancia da qualidade da 4gua, de forma que haja uma regulamen-
tacdo nas coletas para a verificagdo do controle de qualidade. Outras normas orientam sobre a
utilizagdo de indices de qualidade da dgua e as institui¢cdes responsaveis por avaliar os recursos
hidricos no pais [5].

O corpo d’4gua analisado neste estudo é o lago Luruaco, localizado ao norte
da Colombia. A troca de informacdes entre experiéncias ocorridas no Brasil e na Colombia que
possuem algumas caracteristicas fisicas diferentes, amplia o conhecimento sobre os problemas
e as técnicas utilizadas, servindo como base na busca de solucdes para esse e outros problemas
envolvendo recursos hidricos.

O lago Luruaco estd localizado no departamento de Atlantico-Colombia, ocu-
pando uma regido de cerca de 420 hectares. Esse lago depende de riachos ou canais menores
para ser abastecido e é um exemplo de corpo d’dgua que sofre diretamente com o problema da
polui¢do. A agua do lago € utilizada em atividades como agricultura, pecudria, pesca, turismo
e consumo. Além disso, quase as margens do lago, estd situado o Municipio de Luruaco, que
possui cerca de 28000 habitantes que vivem de atividades ligadas a agricultura e ao comércio
[38]. A populagdo depende diretamente do lago, que utiliza a 4gua para atividades domésticas
e também a usa como principal fonte para consumo.

As atividades humanas trazem consequéncias sobre o lago Luruaco, ocasio-
nadas principalmente pela poluicio decorrente da cidade e do uso inadequado de suas dguas. Os
problemas vao desde o despejo de lixo doméstico e residuos sélidos da populagdo do munici-
pio de Luruaco, até problemas administrativos, como a falta de um plano de manejo pesqueiro,
turistico e principalmente a auséncia de educa¢do ambiental comunitéria.

As praticas inadequadas das atividades agricolas e pecudrias, como o desma-
tamento das matas ciliares e as queimadas tornam o solo pobre em nutrientes e mais exposto
aos efeitos da erosdo, levando residuos (lama, esterco e agrotoxicos) diretamente para o lago em
dias de chuva. Sem a vegetacio costeira, o solo ndo tem tempo de absorver a umidade fazendo
com que o lago sofra transbordamentos. Quando as chuvas cessam o problema se reverte, e
no lugar do excesso de dguas hd o acumulo de sedimentos nas margens do lago. A quantidade
chega a ser tdo grande que se pode notar a diminui¢do da extensao do lago [38].

Mas o principal risco estd no despejo e na falta de tratamento do esgoto do
municipio de Luruaco. O lixo doméstico gerado nas cerca de 5000 construcdes na regido ur-
bana contribui para a poluicdo com matéria organica. O esgoto despejado nas dguas do lago se
mistura com os residuos produzidos pela agricultura e sdo injetados através dos riachos e canais
que abastecem o lago Luruaco. Além disso, o esterco produzido nas atividades pecudrias, que
vertem no lago através da chuva e dos efeitos do desmatamento também trazem um grande risco
ao meio ambiente e a populagdo que utiliza essas dguas. Os despejos de matéria organica alte-
ram a composicao fisica e quimica da 4gua, e em algumas situacdes a tornam impropria para o

consumo. As consequéncias da poluicdo se refletem também nas atividades que dependem das



16

aguas do lago, como a pesca e a preservacao da fauna e flora da regido. Os organismos aquéticos
e as matas sofrem com a contaminacdo, que altera o habitat natural e compromete desenvolvi-
mento das espécies tipicas da regido principalmente devido ao uso abusivo de agrotdxicos e
pesticidas nas lavouras proximas.

A populag@o do municipio de Luruaco conta com servigos publicos de ener-
gia elétrica, gds e dgua encanada, porém os servicos de saneamento bdsico sdo ainda pouco
desenvolvidos. Por essa razdo a populacdo utiliza o lago, riachos e canais mais proximos para o
despejo do lixo e esgoto. Esse comportamento € fruto da falta de organiza¢do da administracao
publica e também da falta de conscientizacdo e educagdo ambiental por parte dos moradores da
regido que sofrem diretamente as consequéncias desse hdbito. A presenca de impurezas, algu-
mas vezes imperceptiveis a olho nu, pode trazer riscos a satde, contendo por exemplo, virus,
protozodrios, bactérias, elementos radioativos, entre outros, que podem contaminar aqueles que
fazem o uso da dgua, podendo afetar diretamente a saide de uma comunidade. De acordo com
levantamentos realizados no ano de 2012 [54], algumas das enfermidades mais comuns que
afetam a populacdo do municipio de Luruaco sdo infec¢des e casos de diarréia aguda, atingindo
principalmente as criangas. Logo, estudar o problema da polui¢do no lago se torna também um
problema de sadde publica e de interesse da comunidade.

Nesse contexto, a andlise da qualidade da d4gua em um corpo d’4gua € de
grande importancia. Em tal andlise sdo avaliados os niveis de concentracdo de alguns para-
metros (fisicos, quimicos ou microbiolégicos) especificos da dgua. A Corporacion Autéonoma
Regional del Atldntico € uma das instituicoes que realiza pesquisas sobre a qualidade da dgua e
meio ambiente na regido do lago Luruaco, fornecendo informagdes com os dados coletados.

Porém, para que uma analise de qualidade da dgua fornecga resultados mais
precisos, € necessdrio um grande nimero de amostras coletadas e anélises laboratoriais por todo
o lago. Na praitica, esses processos exigem grandes investimentos financeiros. Uma das saidas
vidveis para contornar essa situacdo € utilizar os modelos matemdticos e simulacdes computa-
cionais para estudar a dindmica dos poluentes nos corpos d’dgua. Além de trazer resultados
consistentes devido aos métodos numéricos/ computacionais utilizados, nido exigem grandes
quantidades de amostras e andlises, o que pode reduzir os gastos com as pesquisas.

Além disso, para descrever uma situacgao real através de um modelo matema-
tico, as caracteristicas do problema devem estar contidas em sua modelagem, mais especifica-
mente em seu dominio, nas condi¢des iniciais € de contorno e em suas equagdes dinamicas.

Quanto mais informacdes s@o incluidas, os resultados poderdo ser mais proximos da realidade.

1.2 OBJETIVOS

O objetivo deste trabalho € propor uma modelagem para a dinamica dos coli-
formes fecais no lago Luruaco utilizando um modelo numérico bidimensional horizontal (2DH).

Através desse estudo € possivel realizar uma analise qualitativa dos resultados obtidos, indi-
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cando por exemplo, quais regides apresentam maior contamina¢ao, de modo que as informagdes
possam ser utilizadas pela populacdo/governo a fim de desenvolver estratégias de melhoramento
da qualidade da 4gua na regido.

Para isso é necessario entender a natureza do problema, as suas causas (as
fontes de poluicdo), os efeitos (as dreas afetadas pela poluicao) e também os possiveis agentes
que podem interferir na dindmica. Além disso, para se obter o dominio computacional, também
chamado de malha computacional, é necessdrio estudar as caracteristicas do dominio real do
problema (a regido em que o modelo serd calculado).

No contorno da geometria do lago sdo indicados as entradas e saidas de dgua,
que alteram a trajetdria da 4gua no lago. Do ponto de vista computacional, essa construcao pode
ser realizada através da interpolagcdo de pontos coletados na borda do lago. A técnica utilizada
nesse estudo, conhecida como spline ctbica, interpola os pontos através de polindmios de grau
trés. Esse método foi escolhido por melhor se ajustar aos contornos irregulares do lago Luruaco.

A modelagem matemadtica utilizada para a dindmica de coliformes fecais é
baseada nas propriedades da mecanica dos fluidos. Nessa modelagem considera-se que as pro-
priedades de transporte dos coliformes fecais sdo similares as dos compostos dissolvidos no
meio aqudtico, apresentando assim a mesma velocidade de escoamento da agua do lago. O
campo de velocidades é obtido a partir de um modelo hidrodinamico que considera as equagdes
de Navier-Stokes e a equacdo da continuidade. Assim, a dinamica de coliformes fecais € mo-
delada matematicamente pela equacao de transporte, levando em consideracdo as propriedades
reativas (propriedade dos coliformes fecais), convectivas (movimento do fluido com um campo
de velocidades) e difusivas (propriedade de se homogeneizar a concentracdo da substancia com
o fluido). O meio utilizado para determinar a solu¢do do modelo matemdtico da dindmica de
coliformes fecais € a modelagem numérica, determinando assim solu¢des aproximadas que sdao
garantidas pela eficdcia do método utilizado.

As equacdes hidrodindmicas e de transporte de coliformes fecais devem sa-
tisfazer as condig¢des iniciais e de contorno definidas na modelagem do seu dominio. A escolha
do sistema de coordenadas pode afetar o desenvolvimento do método numérico. Por exemplo,
neste estudo o uso das coordenadas cartesianas exige mais calculos computacionais devido a
complexidade da geometria do lago. Uma das saidas para contornar esse problema € utilizar
coordenadas que melhor se ajustam a geometria do lago, como as coordenadas generalizadas.

A representacdo do dominio fisico do lago € feita em uma malha bidimensio-
nal horizontal (2DH) do tipo uniforme e estruturada, isto €, hd uniformidade e regularidade na
disposi¢ao dos pontos, o que facilita os calculos computacionais. A geracdo da malha € feita
a partir do método multibloco. Esse método consiste em dividir o dominio completo do lago
em blocos de malhas menores, de modo que os blocos vizinhos se relacionem, transmitindo in-
formagdes um para o outro, descrevendo assim toda a extensao do dominio. Matematicamente,
a face do bloco adjacente a outro fornece as condi¢des de contorno para o préximo bloco, de

modo que o modelo matematico calculado em um bloco passa informagdes para o bloco se-
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guinte. A justificativa de usar esse método se encontra no fato da geometria possuir curvas
irregulares, "bicos"e "prolongamentos". Com o método multibloco € possivel detalhar regides
especificas através de refinamentos (inclusdo de linhas) sem exigir o refinamento do dominio
inteiro e assim evitando esfor¢cos computacionais desnecessarios.

Com a constru¢do da malha obtém-se um conjunto finito de pontos nos quais
sdo aplicados as equacdes hidrodinamicas e de transporte. O método utilizado para a discre-
tizacdo dessas equagdes no trabalho € o de diferencas finitas, o qual aproxima as derivadas a
partir de valores préximos ao ponto em que se deseja calcular. Esse método tem a vantagem
de ndo exigir grande esforco computacional e obter resultados préximos do real. Para que as
simulacdes computacionais do modelo de concentragdo de coliformes fecais sejam realizadas,
o campo de velocidades resultante do modelo hidrodinamico € obtido através do método Mark
and Cell (MAC), que determina uma equacio para a pressao a partir das equagcdes de Navier-
Stokes e da equacdo de conservagao de massa.

Por fim, as simula¢gdes do modelo de concentragao de coliformes fecais levam
em consideracdo o despejo de uma carga de coliformes fecais através das entradas do lago,
analisado em um periodo de 72 horas, periodo em que as simulagdes apresentam caracteristicas
de regime estaciondrio. Quatro cendrios serdo analisados, incluindo a influencia dos afluentes
sobre o lago, simulando a injecdo de coliformes fecais a partir de cada afluente individualmente,
e também analisando a dindmica dos coliformes fecais quando hé a entrada de poluentes através
de todas as suas entradas. Essa andlise pode servir como indicativo das regides com maior indice
de contaminagao de origem fecal.

A dissertagdo estd organizada da seguinte maneira:

e No capitulo 2 descreve-se as caracteristicas fisicas do lago Luruaco, com informacdes a
respeito da localizagdo, temperatura, principais afluentes e efluentes. Além disso, também
sdo apresentadas as caracteristicas dos coliformes fecais e parametro de qualidade da 4gua

utilizado nesse estudo.

e No capitulo 3 apresenta-se um modelo hidrodindmico, baseado nas equacdes de Navier-
Stokes e da continuidade. J4 o modelo de concentragdo de coliformes fecais é obtido
através de uma equacdo de transporte convectivo-difusivo-reativo, levando em considera-
¢do o campo de velocidades gerado no modelo hidrodindmico. Além disso, por conta da
utilizacdo de coordenadas generalizadas, as equagdes modeladas em coordenadas carte-

sianas serdo transformadas em coordenadas generalizadas.

e No capitulo 4 descreve-se o método Mark and cell (MAC) utilizado para determinar a

solu¢do numérica do modelo hidrodindmico.

e No capitulo 5 realiza-se a constru¢cdo da malha computacional do lago Luruaco, utilizando

o método spline cubico parametrizado e o método multibloco. Realizando também um
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estudo sobre a geometria para que as caracteristicas do lago sejam consideradas durante

a simulacdo computacional.

e No capitulo 6 as simula¢gdes computacionais de alguns cendrios para o modelo hidrodina-
mico sdo realizadas. Inicialmente, € considerada a entrada de coliformes fecais através de
seus afluentes, os riachos Limén, Mateo e Negro separadamente, para analisar a influen-
cia de cada afluente sobre a dindmica do lago. Em seguida, a simula¢do com a injecdo de
coliformes fecais através dos trés afluentes simultaneamente, indica quais regides podem
apresentar maior contaminacao. Através da analise das simulacdes € possivel apresentar
uma sugestdo de manejamento de esgoto e assim, obter regides do lago para captagdo de

dgua com menor risco de contaminagao.

1.3 APRESENTACAO EM EVENTOS E PUBLICACOES

e SAITA, TM., NATTI, PL., CIRILO, E.R., ROMEIRO N.M.L. Modelo em coordenadas
generalizadas para o fluxo de d4gua no lago Luruaco,Colémbia. (36° Congresso Nacional

de Matematica Aplicada e Computacional), Gramado, 05-09 de setembro / 2016.

e SAITA, TM., NATTI, P.L., CIRILO, E.R., ROMEIRO N.M.L. Simulacdo numérica da
dinamica de coliformes fecais no lago Luruaco, Coldombia. (artigo submetido na revista
TEMA -Tendéncias em Matematica Aplicada), novembro / 2016.
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2 O LAGO LURUACO

Corpos de dgua como lagos e rios podem assumir um papel importante para a
regido em que estdo localizados, influenciando diretamente o ambiente e a rotina dos moradores.
No caso do lago Luruaco, devido a utiliza¢do de suas dguas para o abastecimento da populagdo,
faz-se necessario o estudo e monitoramento da qualidade da 4gua. Nesse contexto, a presente

secdo € dedicada ao estudo das caracteristicas do lago Luruaco.

2.1 LOCALIZACAO GEOGRAFICA

O lago Luruaco esté localizado na Coldombia, pais situado no extremo norte
da América do Sul. A divisdo territorial da Coldmbia é formada a partir de 32 departamentos
que se subdividem em 1008 municipios [44]. O lago Luruaco pertence ao Departamento do
Atlantico (Figura 2.1), situado na regido do Caribe colombiano, mais precisamente entre as
coordenadas 10° 16” e 11° 04’ de latitude norte e entre 74° 43” e 75° 16’ de longitude oeste
[17].
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Figura 2.1: Localizagdo da regido de estudo: (a) América do Sul, Colombia. (b) Departamento
do Atlantico. (c) Lago Luruaco. Fonte: Autor.

O lago ocupa uma drea total de 420 hectares e estd a 31 metros de altitude em
relacdo ao nivel do mar. Em geral, o lago tem profundidade em torno de 5 metros e estima-se
que a capacidade de armazenamento de dgua seja de 12,5x 10° m? [54].

A bacia do Canal del Dique, ao qual o lago Luruaco pertence, esta situada

ao sul no Departamento do Atldntico. A regido em torno da bacia tem uma topografia suave,
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contendo zonas montanhosas e planas [38].

2.2 AFLUENTES E EFLUENTE

O lago Luruaco € um corpo d’dgua que depende diretamente de riachos me-
nores para garantir a renovagao das dguas. Os principais riachos que abastecem o lago Luruaco
sdo: riacho Limon, riacho Mateo e riacho Negro [16]. Além disso, existe um cdrrego que co-
munica os lagos de Luruaco e de San Juan de Tocagua. Devido a diferenca de altura em relagao
ao nivel do mar, o lago de San Juan de Tocagua recebe o efluente do lago Luruaco pois estd em
altitude mais baixa. A Figura 2.2 mostra a localizacdo das principais entradas e saida do lago

Luruaco.
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de Tocagua
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Figura 2.2: Lago Luruaco. Fonte: Adaptado de Google Earth, 2016.

As ligagdes entre os riachos Limén, Negro e o lago de San Juan de Tocagua
com o lago Luruaco sio feitas por meio de canaliza¢des. O canal do riacho Negro tem cerca de
20 metros de largura, enquanto o riacho Limén tem cerca de 15 metros. O riacho Mateo ainda
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nao estd canalizado e tem cerca de 8 metros de largura. Ja o canal que liga San Juan de Tocagua

ao lago Luruaco possui cerca de 6 metros de largura.

2.3 FATORES EXTERNOS

A regidao do Departamento do Atlantico, onde o lago Luruaco estd situado
recebe maior influéncia dos ventos que sopram do nordeste para o sudoeste. Em geral, a velo-
cidade média dos ventos na superficie do lago variam de 15 a 20 km/h.

O regime de precipita¢do, sem a influéncia de fendmenos climdticos nao é
bem distribuido, com periodos de chuva entre maio e junho, e entre agosto a novembro, alter-
nados com periodos secos [54]. A precipitacdo aumenta de norte a sul assim como a umidade,
devido a evaporagdo da dgua e a direcdo e intensidade dos ventos. Como estd situado a noroeste
da Colombia, o lago Luruaco tem influéncias do clima tropical, apresentando caracteristicas
predominantemente quentes durante o ano e temperaturas anuais variando de 24°C a 28°C [17].

O modelo desenvolvido neste estudo, leva em consideragao um periodo sem
variagOes de temperatura e precipita¢do, com temperatura média de 24° e ventos a 15 km/h.

Existem situagdes que podem alterar o escoamento e consequentemente, mo-
dificar a dindmica dos coliformes fecais na superficie do lago. Tais condi¢des podem ser in-
cluidas em futuras modelagens para o lago Luruaco, apresentando simulagdes para condi¢des
adversas. Por exemplo, o regime de ventos e precipitagdes podem ser intensificados pela pre-
senca de fenomenos climaticos tais como o El Nifio e a La Nifia. Seus efeitos podem ser sentidos
dependendo das caracteristicas e localiza¢do de cada regido. Em particular, a regido da Colom-
bia onde o lago Luruaco esta localizado possui caracteristicas de estiagem durante a ocorréncia
do fendmeno E! Nifio e o excesso de chuvas sob a ocorréncia do fendmeno La Niiia [2]. As con-
sequéncias podem ser nitidamente observadas, uma vez que o abastecimento do lago depende
de riachos menores. Durante as épocas de seca (sob influéncia do El Nifio) esses sistemas se-
cam, interrompendo o fornecimento de dgua e chegando até a diminuir o nivel do lago. Ja na
ocorréncia do fendomeno La Nifia se observam efeitos contrarios ao do El Nifio, com a presenca
de indices pluviométricos acima do normal, os riachos e canais que servem o lago Luruaco se
enchem novamente [54].

A interacdo do homem com o meio ambiente também pode modificar carac-
teristicas naturais. A presencga do lago Luruaco contribui para a diversidade bioldgica e permite
manter a fauna e a flora da regido. Essas caracteristicas proporcionam beneficios econdmicos,
sendo favordveis para praticas de agricultura, pastoreio € a mineracdo, assim como alternativas
de recreacdo e turismo. Porém, algumas dessas atividades trazem impactos para a qualidade da
agua do lago. Por exemplo, o aumento de areas ribeiras desmatadas e do assoreamento do lago
€ uma das causas do déficit hidrico. Além disso, tornam o solo desnutrido e exposto aos efeitos
da erosdo, também aumentando o efeito dos ventos e das chuvas [17].

A pecudria também participa nos impactos ambientais, a regido em torno do
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lago Luruaco tem aproximadamente 9200 hectares utilizados para a pecudria, com cerca de
5000 cabecas de gado [54]. Essa atividade modifica completamente a paisagem da regido, que
agora possui grandes prados sem drvores, causando fortes processos de erosdo e afetando a
qualidade da 4gua do lago.

Alguns desses fatores que alteram a qualidade da dgua podem ser vistos na
Figura (2.3)

(a) Pontos de entrada de dguas residuais vindas do Mu- (b) Regides com auséncia de mata ciliar
nicipio de Luruaco

Figura 2.3: Alguns fatores externos que alteram a qualidade da 4gua no lago Luruaco. Fonte:
Diagndstivo ambiental y estrategias de rehabilitacion de la Ciénega de Luruaco, Atlantico, Bar-
ranquilha, 2012.

Dentre as fontes de poluicdo que podem alterar a qualidade da dgua, o mu-
nicipio de Luruaco contribui diretamente para esse problema. Um dos principais riachos que
abastece o lago Luruaco, o riacho Limén passa pelo municipio e por ele sdo injetados esgotos
domésticos e outros tipos de rejeitos da cidade.

O municipio de Luruaco comecou a ser desenvolvido a partir do ano de 1533
e recebeu o status de municipio em 1960. Cerca de 13000 habitantes residem na drea urbana
do municipio de Luruaco, que possui a economia baseada em atividades agricolas, pecudrias e
no comércio. O servigo de abastecimento de 4gua abrange cerca de 99% da populagio, ou seja,
aproximadamente 5000 residéncias, onde a principal fonte de dgua utilizada € o lago Luruaco.
Contudo, a polui¢do dos riachos e do lago Luruaco estdo comprometendo a qualidade da dgua
para consumo da populacdo.

Apenas cerca de 40% da populagdo conta com um sistema de saneamento
bésico, enquanto as cerca de 3000 habitagdes que ainda ndo contam com esse sistema acabam
por despejar o esgoto e residuos diretamente em riachos ou no lago Luruaco. A contaminagdo
por esgoto doméstico, indicada pela presenca de substancias de origem fecal, trds riscos para
todos que consomem a agua, principalmente pela contamina¢@o por microrganismos patogéni-
cos (causadores de doencas), que podem ser relacionados aos diversos casos de infec¢des no
sistema digestivo principalmente em criangas. A Figura (2.4) evidencia a presenca de esgoto e

lixo doméstico no lago Luruaco.
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Figura 2.4: Residuos do Municipio de Luruaco sdo despejados no lago. Fonte: Diagndstivo ambiental
y estrategias de rehabilitacién de la Ciénega de Luruaco, Atlantico, Barranquilha, 2012.

2.4 COLIFORMES FECAIS

A anélise da qualidade da 4dgua pode detectar a presenca de microrganismos
patogénicos, isto €, espécies como bactérias, virus ou protozodrios que transmitem doengas em
seres vivos. No caso como o do lago Luruaco em que a dgua € utilizada para consumo humano,
a andlise se torna mais relevante pois algumas das contaminacdes por doengas sdo ocorridas
através da ingestao direta ou de alimentos que tiveram contato com a dgua infectada.

Contudo, hd uma grande variedade de agentes patogé€nicos que podem estar
presentes na dgua, tornando a andlise da qualidade da 4gua complexa e consequentemente au-
mentando os custos das pesquisas. Uma das maneiras de contornar esse problema ¢ identificar
tipos de microrganismos especificos (ndo patogénicos) que indicam o contato com matérias de
origem fecal (humana ou animal), havendo risco de conter agentes patogénicos.

De acordo com [9, 20, 57], um organismo indicador de contamina¢do apre-

senta as seguintes caracteristicas:

e ser de origem fecal;

e apresentar maior resisténcia que os microrganismos patogénicos aos efeitos adversos do

meio ambiente e aos processos de tratamento de dgua;
e apresentar em maior nimero que os agentes patogeénicos;
e ser de facil identificacdo;
e nao se reproduzir no meio ambiente;
e ndo ser patogénico.

Até hoje ndo foi encontrado um organismo que satisfaca a todos os critérios
simultaneamente. Assim as pesquisas sao realizadas a partir de organismos que se enquadram

na maior parte das condicdes listadas anteriormente.
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No ano de 1855, Theodor Esterich isolou um tipo de bactéria encontrado nas
fezes de criangas. A bactéria denominada Bacterium Coli estd presente no trato intestinal de
humanos e animais de sangue quente. Na tentativa de classificar essa bactéria, um novo grupo
denominado coli-aerogenes, ou "coliformes"foi criado [30].

De acordo com a portarian® 2115 /2007 do Ministério de Ambiente, Vivenda y

Desarollo Ambiental da Colombia [39], (baseado em defini¢des gerais estabelecidas pela OMS)
as bactérias do grupo coliformes fecais sao definidas:
Coliformes totais (grupo dos coliformes): bacilos gram-negativos, aerébicos facultativos, nao
formadores de esporos, oxidantes negativos, capazes de desenvolver-se na presenga de sais
biliares ou agentes tensoativos que fermentam a lactose com produgdo de acido, gés e aldeido a
35,0 4+ 0,5°C' em 24-48 horas e que podem apresentar atividade da enzima [3-galactosidase.

A maioria das bactérias do grupo coliforme pertencem aos géneros Escheri-
chia, Citrobacter, Klebsiella e Enterobacter, embora varios outros géneros e espécies pertengam
ao grupo.

Os coliformes podem ser eliminados nas fezes em quantidades elevadas (10 /g—
108/g), porém o grupo dos coliformes também englobam bactérias que nio possuem origem
fecal, sendo encontradas em dguas ricas de nutrientes ou matéria orginica em decomposi¢ao
(Enterobacter cloacae) ou bactérias que se multiplicam em dguas tratadas (Serratia fonticola)
[57]. Por isso, avaliar a qualidade da dgua através dos coliformes totais pode fornecer resul-
tados pouco especificos, exigindo andlises complementares de outros organismos indicadores.
Assim, os coliformes totais sao geralmente utilizados para avaliar a qualidade da 4gua ja tratada,
indicando falhas no processo de tratamento.

Dentro do grupo dos coliformes totais, o subgrupo dos coliformes fecais sao
definidos como: Aerdbicos facultativos, bacilos gram-negativos, bactérias nao formadoras de
esporos. Capazes de desenvolver-se na presenca de sais biliares ou agentes tensoativos que
fermentam a lactose com produgdo de dcido, gés e aldeido a 44 £ 0.5°C em 24-48 horas [39].
Esse subgrupo é formado na maior parte por bactérias que estao presentes no trato digestivo de
animais com sangue quente, e apesar do nome, o subgrupo também agrega espécies que niao sao
de origem fecal [6]. As bactérias do tipo Escherichia, Klebsiella, Citrobacter e Enterobacter
sdo as espécies mais conhecidas.

Os principais agentes microbiolégicos encontrados na dgua podem ser de ori-
gem viroldgica, bacteriolégica ou parasitoldgica. Dentre elas, as bactérias do grupo coliformes
sdo utilizadas como indicadores da qualidade microbiolégica da 4gua para consumo humano e
apresentam eficiéncia nos resultados principalmente quando a andlise estd relacionada a agentes
patogénicos, por isso os padroes de potabilidade usualmente se referem a qualidade bacteriol6-
gica da dgua.

As bactérias coliformes fecais, servem como indicadores de contaminagao
da 4dgua sem tratamento e tem a facilidade de utilizar técnicas laboratoriais sem necessitar de

altas tecnologias. Além disso, coliformes fecais em geral ndo se desenvolvem em sistemas
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de distribui¢cdo de dgua [6], também fornecendo credibilidade como indicador de qualidade de
dgua tratada e distribuida. Atualmente o indicador mais utilizado para a qualidade da dgua para
consumo humano € a espécie do subgrupo dos coliformes fecais Escherichia Coli.

As técnicas adotadas para quantificar os coliformes na dgua sdo baseadas no
Standard Methods for the Examination of Water and Wastewater publicado pela American Pu-
blic Health Association (APHA), American Water Works Association (AWWA ) e Water Environ-
ment Federation [21]. Os dados de coleta sdo adquiridos através de levantamentos realizados
no lago Luruaco.

A técnica dos tubos mudltiplos para a andlise de coliformes fecais utiliza di-
ferentes porcentagens da amostras diluidas sucessivamente e injetadas em tubos de ensaio
contendo o meio de cultura. Apods a incubacdo, a partir do nimero de tubos positivos em
cada série de diluicdo é possivel estimar o Numero Mais Provavel (NMP) de organismos em
100ml = 100cm? de amostra. O NMP ¢ uma estimativa baseada em probabilidades estatisticas
da densidade média de bactérias presentes na amostra. A precisdo do método de tubos multiplos
depende do nimero de tubos e volumes de amostra utilizados [57].

De acordo com o Decreto n® 475/1998 da Coldmbia que regula as atividades
relacionadas a qualidade de dgua potdvel para o consumo humano no pais, utilizando o método
de tubos miuiltiplos é a ndo presenca de coliformes fecais em uma amostra de 100cm?.

Além de andlises microbioldgicas, outros tipos de parametros (fisico-quimicos)
podem ser avaliados para a qualidade da d4gua. A Tabela 2.1 indica alguns parametros utilizados

na andlise da qualidade da dgua.



27

Parametro

Caracteristicas

Temperatura (°C)

Sofre alteracdes por efeitos naturais (energia solar) ou causado pelo
homem (resfriamento/aquecimento em industrias). A temperatura pode alterar

a velocidade de reacdes quimicas e bioldgicas.

Odor Indica a presenca de substancias ou reagdes quimica / bioldgicas.
Para o consumo humano, o padrdo exige que a 4gua seja
completamente inodora.

Cor A alteracao na coloracdo da dgua pode indicar o excesso de
matéria organica (algas, vegetacdo) ou de substancias quimicas.
Turbidez A turbidez € considerada a medida do grau de interferéncia da

passagem da luz na 4gua. A alteracdo da turbidez se d4 através do

aumento ou diminuicao de particulas suspensas na dgua.

Condutividade elétrica

Indica a capacidade da d4gua em transmitir uma corrente elétrica.

Em geral, dguas poluidas por indtstrias tem maior condutividade.

pH O potencial de Hidrogénio (pH) mede a concentragdo de fons H™
das solucdes em relacdo ao meio 4cido ou alcalino.
OD O Oxigénio Dissolvido mede a quantidade de oxigénio que esta
dissolvido na 4gua. A alteragc@o desse pardmetro influencia
nas condi¢des de vida dos organismos aquaticos presentes.
DBO A Demanda Bioquimica de Oxigénio mede o consumo de

oxigénio na dgua, indicando assim a presenca de matéria organica.

Série nitrogenada

O nitrogénio pode ser encontrado nas formas de nitrogénio
molecular, nitrogénio organico, amonio, nitrito e nitrato. A
alteracd@o nos valores de nitrogénio podem alterar a qualidade de

vida dos organismos que habitam o corpo de dgua em estudo

Fésforo

O f6sforo € um dos nutrientes mais importantes no crescimento
de plantas aquaticas. Quando o crescimento € exagerado

pode prejudicar o uso da dgua.

Ferro e Manganés

Essas substancias quando encontradas em niveis baixos nao
causam grandes danos a satde, porém podem causar danos

estéticos (manchas) ou afetar algumas atividades industriais

Micropoluentes

Os metais pesados como cadmio, cobre, chumbo ou
também substancias como agrotoxicos e corantes podem

causar intoxicacdo a quem consome a dgua contaminada.

Tabela 2.1: Parametros de qualidade da dgua. Fonte: Adaptado de Estudo nacional del agua,

Bogota, 2014.

Na Colombia existem os indices de qualidade da dgua (ICAs) e os indices de

contaminacao (ICOs) que utilizam alguns parametros fisicos, quimicos e microbiol6gicos como
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os indicados na Tabela 2.1 para avaliar a qualidade da dgua nos corpos d’dgua utilizados para
atividades e consumo humano. No Brasil, a resolucao n® 22/86 da CONAMA regulamenta os
niveis para cada substancia utilizada como parametro, dependendo da classificacdo de uso da

agua.
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3 MODELO MATEMATICO

No Capitulo 2 foi apresentado informagdes sobre caracteristicas do lago Lu-
ruaco e os coliformes fecais que sdo utilizados como parametro de andlise da qualidade da
agua neste estudo. Com o objetivo de avaliar a dinamica dos coliformes fecais na superficie do
lago, neste capitulo apresenta-se uma modelagem numérica que descreva a concentragdo dos
coliformes fecais no lago Luruaco.

Considerando que os coliformes fecais sdo contaminantes passivos, isto &,
possuem a propriedade de escoar na mesma velocidade do fluido, determina-se o campo de
velocidades da dgua no lago Luruaco utilizando um sistema de equagdes diferenciais parciais
bidimensional horizontal, inicialmente em coordenadas cartesianas. A partir desse campo de
velocidades pode-se modelar uma equagdo de que descreva a concentragdo de coliformes fecais
no lago.

Para determinar a solucdo numérica desse problema, utiliza-se modelagens
numéricas que se adequam a malha do lago Luruaco, preservando as caracteristicas originais da
geometria. A escolha das coordenadas de referéncia do modelo podem influenciar o processo
dos célculos, uma vez que a disposi¢do dos pontos pode exigir maior refinamento da malha. No
caso do lago Luruaco, as coordenadas generalizadas se ajustam a geometria do lago (preservam
as caracteristicas do contorno com curvas, "extensoes"irregulares e a localizagdao de afluentes
e efluentes), transformando o dominio computacional em uma malha ortogonal regular, facili-
tando os cdlculos. Assim o modelo hidrodindmico, o modelo de concentracdo de coliformes
fecais e a malha sdo transformados de coordenadas cartesianas para coordenadas generalizadas.
A Figura (3.1) ilustra a transformagdo de coordenadas cartesianas para coordenadas generaliza-

das

S
T

X £

Figura 3.1: Transformac¢ao de um dominio em coordenadas cartesianas para coordenadas gene-
ralizadas.
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3.1 MODELO HIDRODINAMICO

Para descrever as equacdes hidrodinamicas, que modelam o escoamento da
agua na superficie de um corpo d’dgua, sdo consideradas as equacdes de Navier-Stokes para
fluidos newtonianos, incompressiveis e com viscosidade constante. Como o fluido conside-
rado também obedece o principio da conservacdo de massa, obtém-se de forma geral no caso

tridimensional e em coordenadas cartesianas o sistema

dpu n dpv n Opw

or Oy 0z 0, G-

Apu) ud(pu)  vO(pu) & wd(pu) Op Pu  Pu  u
o " or oy o - Mgt am o o) TR
3.2)

d(pv) ud(pv) vd(pv) wd(pv) Op v v 0w
ot T ar oy T e T P gy T e T Tan) TP
(3.3)

Ipw) wd(pw) wvi(pw) wd(pw) Op Pw  Pw  *w
o T Tor oy TTa. T et G tap tan) Tl
(3.4)

onde u,v e w sdo as componentes do vetor velocidade de escoamento do fluido, nas direcdes
x,y e z, respectivamente. Os termos ¢, g, € g. sdo as componentes do vetor aceleragdo da
gravidade, p € a pressdo exercida no sistema, p e p denotam a densidade e viscosidade do fluido
respectivamente, nesse caso constantes. As componentes fi, fo e f3 representam outras forcas
externas aplicadas ao sistema. O desenvolvimento do sistema (3.1)-(3.4) pode ser visto com
mais detalhes no Apéndice A.

Nesta modelagem, para estudar o escoamento hidrodindmico na superficie
do lago, utiliza-se um modelo 2DH (bidimensional horizontal), inicialmente em coordenadas
cartesianas. Nesse sistema, as componentes u, v da velocidade tem o fluxo nas dire¢des x, y e t.
Além disso, considera-se f; = fo = 0. Isso porque durante a maior parte do ano ndo ha grandes
variagOes dos fatores externos que podem alterar a dindmica do lago. Como o modelo utilizado
€ horizontal, ndo sdo consideradas as forgas referentes a gravidade, isto € g, = g, = 0. Assim,

as equagdes (3.1)-(3.4) podem ser reescritas como

dpu  Opv

e + 3_y = 0, 3.5
dpu ou ou  Op Pu  *u
or T Por TP, T Tap TH (a:ﬁ o) (36

3.7
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O sistema (3.5)-(3.7) em coordenadas cartesianas, modela o escoamento de
dgua na superficie do lago Luruaco.
Para fazer a transformacio do modelo hidrodinamico de coordenadas cartesi-

anas para coordenadas generalizadas (£, 7, 7) , considera-se a existéncia de &, 7 e 7 tais que

(=¢&(xy,t), n=nxyt), 7=r1(x,91), (3.8)

de modo que admitam a existéncia de inversas para as fungdes de £ e  onde

r=x(mn) e y=y&mn) . (3.9)

Além disso, como a malha € do tipo ndo mdvel, ndo hd alteracdo da geometria em relagdo ao

tempo. Assim, considera-se
T="7(z,y,t) =1t. (3.10)

As métricas de transformacdes sdo dadas por

% _ 40y 06 _ ,0r  op Oy On _ 0 311
or  “on’ oy  “on’ 0xr  C0f’ oy ot '

onde J € o Jacobiano da transformagdo, dado por

[ O0xdu  Oxdy !
J = (a_ﬁa_n — 8_77(9_§) . (3.12)

A deducdo das métricas de transformacao estao desenvolvidas no Apéndice B.
A transformacdo de coordenadas serd realizada separadamente para cada equa-
¢do do modelo hidrodinamico. A equacgdo (3.5), também conhecida como equagdo da conser-

vacdo da massa é dada por

Opu  Opv
—+ ——=0. 3.13
ax+ew (3.13)
Tomando-se A = pue B = pv, temos que
0A 0B
= —0. 3.14
ox + oy (3.14)

Como

A= Al(z,y,t),n(x,y,t),7(x,9,t)), B=AE(x,y,t),n(z,y,1),7(x,y,t), (3.15)



pela regra da cadeia obtém-se

%
ox

DA O¢

0A0¢  0A0n
o€ Ox

040y 040"
on Ox

Ot Ox

0B
y

OB ¢

0B 0g | 0B on
o0& Oy

0By OB or
n Oy

a1 dy

or
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(3.16)

(3.17)

Como a malha utilizada nado € do tipo mével entdo T 0. Substituindo (3.16) e (3.17)

or 0Oy

1
em (3.14) e multiplicando-se por 7 obtém-se

(1o

L 10400\ (1080
J o€ Ox

L1080y
J On Ox J 0 Oy

J On Oy

Note que aplicando a regra do produto em (3.18) segue que
0 10¢ 1 0A 0¢ 0 (10
Z (A ) 2SS | (2
ag( J@x) J O 0 {ag <Jax)]

10A0¢ 0 ([ 10¢ o [10¢
(Aia—x) - [a—s (mﬂ |

JOEdx 0
Aplicando o mesmo raciocinio para a coordenada 7 na equacao (3.18) tem-se

1 0n o (10n
455) = o (532) |

E analogamente para os termos em relagdo a B da equacido (3.18), obtém-se
1

pLOEY _p[o (1o6\]
J Oy o0&\ J dy

10n 0 (10n
Bia—y) P {a—n (38—@/)] '

Substituindo as equagdes (3.19)-(3.22) em (3.18)

o [ 10¢ O (10
9 (Am) -4 [6_5 (m)_

o [ 10¢ 0 [106\]
9 (Bia—y) P [a—g (7@)_

=

10A0y 0 (

Jonoxr Oy

10BoE 0 (

Jocoy 0

1 0B dn 0 (

Jonoy oy

(3.18)

(3.19)

(3.20)

(3.21)

(3.22)
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que pode ser reescrito como
0 1 0¢ 1 0¢ 0 1 0n 10n
€ (Ajax + BJay) o (Ajax 575,
(3.24)
o (10¢ 0 (10n 0 (10¢ 0 (10n
1z Ga) + 3 G| +2 [ (53) 3 ()

Além disso, utilizando as métricas de transformacao (3.11) nos termos em colchetes da equagao
(3.24) tem-se que

0 (10¢ o (1on\ 0 6y_6 oy\
e (50:) *an (Gan) = 2 (a0) ~an (26) =0 32
o (10¢ g (1dn\ 0 (0Ox g (Ox\
ot (Gay) *on (o) = o () va (36) =00 0%
Substituindo (3.25)-(3.26) em (3.24), o lado direito da equacdo (3.24) serd nulo, isto é
0 (Ad B o (Adn Bon\
D¢ <J8x+J8y)+8n(J8x+J6y)_O' (3:27)

Substituindo os valores de A = pu e B = pv em (3.27) segue que

0 [(pudé  pv o O (pudn pvdn\
ag(Jax+Jav>+an(Jax+Jay> =0

o1 [ 0 o€ an ('917 B
70w ) b eg)] -0 e
onde p € a constante de densidade do fluido. Definindo
1 3 o
U = — (u% + va—y> (3.29)
_ on . On
V = ( 9 +v 8y) (3.30)

e substituindo U e V' em (3.28) obtém-se a expressao

ou av
o "

A equagdo (3.31) representa a equagdo de conservacdo de massa em coordenadas generalizadas.

=0. (3.31)

Utilizando as métricas de transformacdo dadas em (3.11) pode-se escrever U



e V em coordenadas generalizadas como

10 o\ 1 dy Coa\] 9y 0w
Vo= J(u5x+vﬁy)—J[u(Jan>+v( Jﬁn)}_uan Yon

_ Y om . on\_ 1 ( 0y 9z\| _ 9Oy 0%
V = J(u0$+vay)_J[u< J8§>+U(J8§)]_ ua€+v
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. (3.33)

Além disso, os termos U e V' coincidem com os termos u e v respectivamente quando trabalha-

dos em um sistema ortogonal [35].

A seguir, as equacdes de Navier-Stokes (3.6)-(3.7) serdo transformadas em

coordenadas generalizadas. A equacdo (3.6) € dada por

8pu+u8pu+vapu__@+ @—i—@
ot " or "oy T ar M\o2 T a2)

Rearranjando os termos de (3.34), obtém-se

Definindo
ou ou op
A= B = —pu—, C= — = St = ——
pU, put = pa s (PUU M@y) g or
a equacdo (3.35) pode ser reescrita como
% + a_B + @ = qv
ot oxr Oy

Andlogo a equacdo de conservagdo de massa, considerando 7(z, y, t) = t, entdo

or or Ot

Além disso, utilizando o fato da malha ser ndo mével, tem-se que

98 _ o _
ot ot

(3.34)

(3.35)

(3.36)

(3.37)

(3.38)

(3.39)



Aplicando a regra da cadeia para cada termo da equagdo (3.37) segue que

04 _ 0a0c _oAoy o4or oA
o 0ot onot orot  or’
0B _ 0BOC 0Boy  0Bor _9BOE 0By
oxr  0£0x Onox Ordx O dx  Onox’
b0 _ acoE ocoy ocor _ocos oca
oy 06y Ondy Ordy Oy Ondy’

1
Substituindo (3.40)-(3.42) em (3.37) e multiplicando por 7 obtém-se

Jor T\Jocan

10A 1 0B 0¢ N
J 0¢ Ox

LBy | (1000

7 On ox JOE oy T om oy

100\ _ 5"
—.

35

(3.40)

(3.41)

(3.42)

(3.43)

Como A, B e C dependem de &, 7 e 7, aplicando a regra do produto para cada termo, segue que

10A 0 (A Al@
Jor  or \J Jor’

1oBog 9 (pl08) 0 (10§
J O¢ 0xr  O¢ J Oz 0E\Jox )’
1oBon 0 (p1on p0 (10n
Jonox — On J Ox on\Jox)’
tocog 0 (106 0 (108
J ooy 06\ JOy 2E\Joy )’

10C 0n 9
J On 0y on

Substituindo as equacdes de (3.44)-(3.48) em (3.43) tem-se que

o (AN 10 0 [ 10 o (10¢\ 0
O(2Y L2 9 (gloty p0 (LO8) 0 (g
aT<J> J8T+a§( J@x) D¢ (J&x)+8n(

o [ 10¢ o (10¢ B
7€ (Oia—y) ~ o (3@) o (G

Reagrupando os termos de (3.49)

0 10¢ B} 10n o (A\
oe (P35 +C35,) o (B3 Cra) * o7 (7) =4

o [108¢ o (10n o [10¢ )
v 815 (53) * an ()| +© e () +am (

10¢
J oz

1oy
J Ox

1 0n
“9) g
J@J;)

Loy o (1on) "
J Oy onp\Joy) J°

0

on

¢

(3.44)
(3.45)
(3.46)
(3.47)

(3.48)

1 0n
(55:)

(3.49)

)|+

(3.50)
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E utilizando as métricas de transformagao dadas em (3.11) obtém-se para os termos nos colche-
tes em (3.50)

—————> 0, (3.51)

=0, (3.52)

0 (0x 0 (0x
LB e

Assim, substituindo as equagdes (3.51)-(3.53) e os valores de A, B, C', S* dados em (3.36) na
equacdo (3.50) tem-se

O (puy O | (puw _pouy O (puv p0u) 08
5 (5 )*ag[( J8x)8m+<J Joy) oyl T

N QK@_H@>@+(M_&3_“)@}:_E@

on J Jox ) Ox J J oy ) Oy J Oz
0 [pu d |pu 85 o0& ou 0§ OudE
= 55 )*ag{ ( v ay> J(8x8x+8y8y)]+
0 an an oudn  Ou (377 _ 1op
an [ (uﬁx N U@y) <8x or oy dyoy)| Jox’ (3:54)

Utilizando U e V definidos em (3.29)-(3.30) em (3.54) e reorganizando os termos, obtém-se a

expressao
0 [pu 0 0 B _l@ ,ua ou 0§ OJu o€
o7 ( )+ e )+ 5 V) = —ge e [ax oz oy Gy] +

+

w0 [au on L Ou ou 877] (3.55)

j@n Ordx Oy dy

Agora note que, como u e p dependem de &£, n e 7. Aplicando a regra da cadeia e usando (3.38)



segue que

Substituindo (3.56) - (3.58) em (3.55)

Qu I  Oudg
Ox Ox Oy Oy
ou 37] ou 07)
Or Oz 83/ 8y
op
ox

onde as métricas de transformagao dadas em (3.11) sdo utilizadas na expressao (3.61).

utilizando as métricas, tem-se que

(

¢3
ox

_Jz+<_

98 on

Ox Oz

on
ox

(_

)3

23
dy

on
dy

)2
€ In
Oy Oy

;

(B

= _J? (%%

o€ o

ox
*(&

(e

ox
Ton

)

2

_ 2 |(%
) -/ [(377
dy Oy
85(977)

)+ (G

oz
on

8u8§+6u8n 8u87‘_@% 8u877
O dx ' Ondx  Ordxr OEdr  Ondx’
8u8£+8u8n auaT_@g 8u877
o€y  dndy  Ordy 0Dy  Onoy’
0O 0o 0p0r _ 0ok 0pon
060x  Onox  Ordx 060x  Ondx’
@%+8u8n 8£+ 8u8£+8u877 86
0¢dx  Ondx) Ox o0&y Ondy 8y
0 e\’ IE D
) 06Y  (26Y7]  ou (o okom),
35 dy 817 Oxdx Oy dy
B @g+8uan @ 8u8£+8u877 @
- \0¢ox  Onox) ox 0§y  Onady) dy
_ o[ (ony', (on)], 0w (ocon oo
~ on |\ oz oy 85 87} oz 8y 83/
s opon _ [owdy_ opdy
 060x  Ondx " |0Eon  Onogl’

il
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(3.56)

(3.57)

(3.58)

(3.59)

(3.60)

(3.61)

Ainda

(3.62)

(3.63)

(3.64)
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Definindo
B oy\?  [0x\?
“ - [(3_77) +(3_77)]’ (369

_ (Ox0x 8y 5)y

B oy\>  [0x\”
T [(a?) *(a‘g)] (3.67)

e substituindo as equagdes (3.62)-(3.64) na equacdo (3.55) segue que

+ %a% (J2 ?—J%@?—?) (3.68)
E por fim simplificando
g () o gova = = (G250 - 5r56) +[ae U+ =753
T

Logo, a equacdo (3.6) pode ser expressa em coordenadas generalizadas através de (3.69).
Para a equacdo (3.7), o mesmo procedimento deve ser realizado, obtendo a

equacao (3.70) em coordenadas generalizadas
d [pv 0 0 B pdx  Opdx 0 ov
5 () + gt o) = — (G5~ 5rge) +o g (7 (o3 —#5;))

0 ov
5 0m %)) am

Logo, o sistema (3.5)-(3.7) pode ser expresso em coordenadas generalizadas
como
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ou aV
N

termos da eq. de cons. de massa

o uy 0 o 1(opdy poy\ [0 ([ du _ou
() rEermve - (B 35377)1%\_36 g (“85 i)

S

= 0, (3.71)

termo temporal termo convectivo termo de pressio termo difusivo
0 ou ou\ \ |
— — — = 3.72
- 5 (05 -7%))] 7
termo zirifusivo
0 /v 0 0 OpOx  OpOx 0 ov ov
— = U —(Vv) = —— - —|Jla=—-F=—
a(G) o AN (86577 i) +”J6£( (“g& an)),
termo temporal termo convectivo termo de. pressdo termo difusivo
0 v v
— — — = 7
- 5 (05 -7%))] 7

e .
termo difusivo

Note que os termos das equagdes (3.71)-(3.73) estdo agrupados de acordo com
as propriedades: temporal, convectiva, pressao e difusiva. Além de representar propriedades
fisicas do modelo, cada termo pode ser tratado numericamente através de métodos distintos,
como por exemplo o termo convectivo que possui a ndo linearidade e por isso utiliza uma

abordagem especifica quando tratado numericamente.

3.2 MODELO DE CONCENTRACAO DE COLIFORMES FECAIS

Em corpos d’agua como lagos e rios, denomina-se espécie contaminante rea-
tiva a substancia contida na d4gua que sofre degradacdo bioldgica durante o processo de andlise.
No caso em que a substancia tenha a mesma velocidade de escoamento do fluido, denomina-se
a substancia como uma espécie contaminante passiva, caso contrdrio de espécie contaminante
ativa [43].

Neste trabalho os coliformes fecais sdo considerados espécies reativas do tipo
contaminante passivo. A equacdo utilizada para modelar a concentragdo dos coliformes fecais
¢ baseada em uma equacgdo de transporte convectivo-difusivo-reativo com o mesmo campo de
velocidades obtido do sistema (3.5)-(3.7), trabalhando de forma desacoplada da modelagem
hidrodinamica.

Como os coliformes estdo presentes na dgua do lago, também sao regidos
pelo principio da conservacdo de massa. Assim como nas equagdes hidrodinamicas, essa lei
dita que a variacdo de massa ¢é igual ao fluxo de entrada menos o fluxo de saida, acrescida

da massa obtida de reacdes entre as espécies (chamadas de reagcdes cinéticas). A equacdo em
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coordenadas cartesianas € dada por

a_C:_<8uC 81}0) ZRC, (3.74)

ot ox

onde C' = C(z,y,t) é a concentragdo de coliformes fecais, u e v s3o as componentes da veloci-
dade de escoamento do fluido (os mesmos valores obtidos das equacdes hidrodinamicas) e R¢
sdo as reagdes cinéticas que ocorrem no meio.

Além disso, os coliformes fecais obedecem a propriedade de fluxo difusivo

(se transportam no fluido através de difusdao). Matematicamente, obtém-se a equacao
oC ouC  ovC 620
= (== 4 == D, R, 3.75
ot <8$+8y)+( 02+ yay)+zc (3.75)

onde os termos D, D, sdo os coeficientes de difusdo molecular nas dire¢des x € y, respectiva-
mente [25].

Como os coliformes fecais sdo contaminantes passivos, o campo de veloci-
dades (u,v) é independente da concentragdo C, assim a equacdo é linear desde que o termo
reativo seja linear.

Nessa modelagem, o termo de reagdo € dado através da expressao

> Re=KC, (3.76)

onde K é um parametro linear de decaimento de coliformes [40]. Assim, de (3.75) e (3.76),

oC ouC  ovC 9*C 9*C
x°_- (% L5 ) i (wa N Dya—y2> el (3.77)

O modelo transporte e reacdo (3.77) descreve a concentracio de coliforme fecais no lago Luru-

obtém-se

aco.
Para realizar a transformacgdo da equagdo (3.77) em coordenadas generaliza-
das (£, 7n) utiliza-se o mesmo raciocinio desenvolvido nas equagdes (3.31), (3.69) e (3.70) do

modelo hidrodindmico em coordenadas generalizadas. Assim, reescrevendo a equagdo (3.77)

oC 0 86’ 8 80
Definindo
F=C, G:uC'—Dx@, H=vC— Dy@ S=-KC, (3.79)
Ox oy’

entdo a equagdo (3.78) pode ser reescrita como

oF 0G 0H
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Fazendo as mesmas consideragdes dadas em (3.38)-(3.39) e aplicando a regra da cadeia para

cada termo da equacgdo (3.80) segue que

OF OF 9¢ OFdn 9For OF

o " ocot tona Tarar  or G-8D
Substituindo (3.81)-(3.83) em (3.80) e multiplicando por % tem-se que

Além disso, como F,G' e H dependem de &, 7 e 7, aplicando a regra do produto da derivagdo

para cada termo da equacao (3.84)

- a(0) e ()

Substituindo as equagdes de (3.85)-(3.89) em (3.84), obtém-se a equagdo

O (PN _pd (LY, 0 ( 106\ 0 (106\ 0 (. 109\ 0 (lon
o7 (J> For (J) irT: (GJax) 9 (J@x) o (GJax) “a (J@x *

o [ 10¢ o (10¢\ 0 [..10n o [1ag\ S
I (=B g2 (28 S (=) gl (22) =2 .
* aa< Jay) 3£<J8y)+877( J0y> an(wy 7 (5.90)
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e reagrupando os termos de (3.90)
0 1 0¢ 1 0 0 1 0n 10n o (F\ 0 (1
¢ <GJc9x +HJ8y) o <GJ8x 1T ) tar\T) T e\ g T

o [10¢ o (10n o (10¢ o (10n S
+ ¢l () o Ga)l 7 o o) o )|+ 5 0om

Utilizando as métricas de transformacgdo (3.11), os termos dentro dos colchetes em (3.91) sdo

dados por

0 (0x 0 (0x
= o () rae(ay)=0 oo

Assim, substituindo as equagdes (3.92)-(3.94) e os valores de F, G, H, S dados em (3.79) na
equacdo (3.91) segue que

9 (C\ . 0 [(uC D,C\0 (vC D,aCY\
E(‘)*@f K_ 7%)(%*(_ 707) ay}+

uC_D,OCY oy (oC D,aCY0n] _ KC
ox J Joy)oy|l  J

9 (C\ O[C[( o 9\ 1(DCA DICIE
- ar(J)+ag{ <(9x+ ay> J( oz or |y 3y)]+

g [C 877 . I D,0Con D,OCI\| _  KC (3.95)
on Yor ay J oxr Ox oy oy)| T '
Utilizando (3.29)-(3.30) em (3.95) tem-se que
o (C 0 0 ~ KC 10 [D,0C0§ D,0C
af( > e VO +5,V0) = - +J8§{ or 0z oy ay]+
19 [0Cay aC dn
* Jon [835 or oy oy 8y] (3.96)
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Além disso, como C' depende de £, 7 e 7 e como g—; = g—; = 0, aplicando a regra da cadeia
oc _ 0C9¢ 0Con 0Cor 0CoE 0CIn
0z 0f0r  onor  9rox  0€0x  onox’ (3-97)
0C _ 9CoE aCoy oCor oCoE  aCon 9%
dy 00y Ondy O0rdy 060y Ondy
Logo, para os termos dentro dos colchetes na equacdo (3.96) tem-se
D@% y%% B D@f oc o  9C on ~|—Dy% 808£+808n
* 0z Ox Jy Oy 86 o on Ox oy \ 0 0y On Oy
e e\ 2 oeN?*| oC o€ O d¢ On
- % [>(&) 2 (3) |+ 5 (Pha o)
(3.99)
Dxﬁ_C@ ya_c*@ _ D, 87] ocog  9C on +Dy@ 8(]8§+808n
Ox Ox Oy Jy (95 o (977 O oy \ 0& 0y On Oy
oC on\ > on ac 3 an o€ On
= —|D, = D D,
an x(ax) i y(a ) E3 ( YOy oy
(3.100)
A partir das métricas de transformacao dadas em (3.11), obtém-se que
o0& o0& oy ox 9 @y ox
D. [ = D, = D = D, = D, = D,
: (31’) i (0?1) : (J(?n) " (J8n> =P \a) TPy
(3.101)
o0& On o5 on o Oz Ox dy Oy
De "0x Ox Yoyoy T\ P ¢ On Yocon )’ (3.102)
on on o dy ox
D, (695) + D, (63/) = J [Dgc (8& + D, 9% (3.103)
Definindo,
B dy 2 x>
0 = [DI <8_77> + D, (a—n) ] , (3.104)
Ox Ox oy Oy
- (p. === 277 A
o = (Pgga D) G0
dy ox
= |D, =2 D, 1
o [ x((%) + (85)] (3.106)



44

Substituindo as equagdes (3.99) - (3.106) na equagdo (3.96), segue que

7 (g) + S UC)+ (v C)

ou ainda rearranjando a equagao,

or \J

termo temporal

on

-~

termo convectivo

J <C> +6%(U0)+3(v0)

KC 19 (,0C ., oC
7+78_§<”a_§ “a?)*

10 (,00 , 0C

j@n( 6577 ! K3§)7 (3107

K
_ _C +2{J(5%_,{%)+

J | 9 85 on
termo reativo termo difusivo
0 oC oC
5 (75 ")) 109

NV
termo difusivo

Assim, a equacgao (3.108) representa a equagdo de transporte e reacdo (3.77) em coordenadas

generalizadas. Andlogo as equagdes hidrodindmicas, os termos podem ser agrupados de acordo

com as propriedades: temporal, convectivo, reativo e difusivo.
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4 METODO NUMERICO

Para que os modelos desenvolvidos em coordenadas generalizadas no Capi-
tulo 3 possam ser simulados computacionalmente, as equacdes devem ser calculadas em um
dominio discreto. Assim, as equacdes do modelo de concentra¢do de coliformes fecais e do
modelo hidrodindmico também devem ser discretizadas.

O processo de discretizagdo das equacdes pode ser realizado através de méto-
dos como diferencas finitas, elementos finitos ou volumes finitos [35]. Neste estudo utiliza-se o
método de diferencas finitas, que aproxima os termos com derivada das equacdes por expressoes
algébricas que dependem de valores localizados proximos do ponto em que se deseja calcular.
Maiores informacgdes sobre esse método estdo disponiveis no Apéndice D.

A equacdo de concentracdo de coliformes fecais discretizada, necessita do
campo de velocidades obtido através do modelo hidrodindmico. Assim, neste trabalho utiliza-
se o método Mark and Cell (MAC) para gerar o campo de velocidades do escoamento do fluido.
O modelo hidrodinamico formado por trés equacdes e trés incognitas desenvolvido na Se¢do 3.1
foi resolvido numericamente utilizando o método Mark and Cell (MAC) em 1965 por Harlow e
Welch, a técnica consiste em determinar uma equagao para a pressao p através das equagdes de
Navier-Stokes satisfazendo a propriedade da conservacdo de massa.

O modelo matematico em coordenadas generalizadas que descreve a dinamica
dos coliformes no lago Luruaco é dado por

Modelo hidrodindmico:

ou oV
= 4.1
3 t o 0, (4.1)
termos da eq. de cons. de massa
d ru 0 0 B opdy Opdy [0 ou ou
o) fa e = <6n o€~ 0 an)f” 5 7 (“ag 077))/
termo temporal termo convectivo termo de | pressdo termo difusivo
0 ou |
il - _ 4.2
* 877(J<5n 5))) 2
termo dlfuswo
J /v 0 0 B OpOx  OpOox 0 ov
a@) @ 5w = 5 (G ama) o U (5% 75))
termo temporal termo convectivo termo de | pressio termo difusivo

+

5005 -%))] o

termo dlfuswo
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Modelo de concentracdo de coliformes fecais:

o (C 0 0 KC 0 oC oC
7(5) rmvorgra - g (%))
~~ - S~~~ . N —~ /
termo temporal termo convectivo termo reativo termo difusivo
0 oC oC
a5 e @

~—
termo difusivo

O processo de discretizacdo das equacdes (4.1)-(4.3) do modelo hidrodina-
mico (desenvolvido na Secdo 3.1) e do modelo de concentracdo de coliformes fecais (4.4) (de-
senvolvido na Secao 3.2) através do método de diferencas finitas € realizado separadamente em

relacdo aos seus termos (vide Apéndice D) e denominados de acordo com a Tabela (4.1)
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Termos Notacao Denominacao
Termo da eq.
8_U n 8_V de conservagio
o on - de massa
(eq. (3.71))
Termos
2(3) 2(3) ﬁ(g) ~ temporais (eq.
or\J/J or\J/) or \\J (3.72), (3.73),
(3.108))
Termos
5 9 9 9 5 Clu) convectivos
U
— (Uu) + =— (Vu), = (Uv) + = (Vv), — (UC) + k . (3.72),
g (V0 V0 G U0 300 G WO gy gy | 67
an (ve) (3.108))
Termos de
(@@_@%) (@@_@@> pu Ppr pressdo (eq
on o 0E0n )  \Onod o€ 0 ’ '
nog 0 dn nog & dn (372, 373
Termos
0 ou ou 0 ou ou V(u), difusivos (eq.
— | J|a——B— +— 1 J | v= - = ,
%é( ( o ’ gn)) %n( (”gn ’ gf)) V) V(C) | BT, GT)
v gv _ g% Y9 ov _ g%v 3.108
o1 <‘] (7077 585))% (J (”an Baﬁ))’ 0%
9 (5(s9¢ _ 29 L2 9c¢ _ oC
€ o "on an \"\Tay "o
KC Termo reativo
— R(C
J () (eq. (3.108))

Tabela 4.1: Notagao e denominagio dos termos das equacdes (4.1)-(4.3) e (4.4) para discretiza-
cdo por diferencgas finitas.

De acordo com as notagdes da Tabela 4.1 o modelo hidrodinamico (4.1)-(4.3)
pode ser reescrito como
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oU oV

% e =0 “
3 u 1 u
0 v 1 v
- (j) = CO) V() + P (4.7)

Para determinar o campo de velocidades do fluido (utilizado no termo con-
vectivo), aplica-se o método Mark and cell (MAC), gerando assim uma rotina computacional
para obter a solucdo do modelo hidrodindmico. Como sera desenvolvido a seguir.

Utilizando o método de Euler explicito [24] para a equacdo (4.6) e aplicando

diferencas finitas progressiva no termo temporal em relacdo a £, obtém-se

9 sus ¥ 1 fulft — k B jk
Z (= ~ (e Tl _ _p ~pu
or <J> L Je < AT ) (u)e—l—l/V(u)e+p .
k k kt1
JA
= uft = AT |[—Cw)| + V)| |+ 2P
k k+1
JA
= F| +==lpy 4.8)
k k k
com F| = JA7 |-C(u)| +vV(u)| | + ulf . Realizando 0 mesmo procedimento para as

faces n, w e s, obtém-se as expressoes

k+1 Eoop A |k k k k
u = F| +2—P* comF| =J,Ar |-Cu)| +vV()| | +ulf, (4.9
n n p n n n n
k+1 EopAr |FH k k k
u = F| +2=—P comF| =J,Ar |—C(u)| +vV()| | +ulk,(4.10)
w w p w w w w
k+1 EoIAr k+1 k k K]
u = F| +2Z—P"  comF| = JAT |-C(u)| +vV()| | +uf. “I11)
S S p S S S S

Aplicando o mesmo raciocinio na equagdo (4.7), agora utilizando o método de Euler explicito
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na face n tem-se que

d soy | 1 (vl — |k F S| Y hr A
k+1 k k+1
R I ] 4.12)
n n p n
k k k
comG| = J,A1 |[-C(v)| +vV(v)| | +v|k. Calculando nas faces s, e € w, respectivamente
obtém-se
k+1 g Ar R k r k k]
v = G 5779“ com G| = JAT [-C(v)| +vV()| | +v|f, (4.13)
k41 kT Ar k41 k [ k k7
v = G ep Pl com G| = JAT|-Cl)| +vV()| | +v¥, (4.14)
k+1 T A R k k k
v = G +“’T7>” com G| = J,A1 [—C(v)| +vV(©W)| | +v[F.(4.15)
Da equacdo (3.32) segue que
oy ox
=U-— —V— 4.1
U u&7 U@n , (4.16)
k41
Calculando U , utilizando (4.8) e (4.14) obtém-se
k+1 k k+1 k k+1
JA 0 JA 0
vl = (F] +2==pr ) (g + 2| |2
e e Pl ) Ol e P e ) Ol
k k k+1 k+1
oy ox J AT 0 ox
= F| = -G — “ooo= =P = 4.17
anl, Ol T (Pe o, ", 6’%)’ @10
mas note que
Puk+la_ B ka@ apdy  dpdy k—i—l@  (Opdx  Opow kﬂa_x
e Onl. e Onl. onadg  ocan) |, In|, \o&dn dandg) |, Onl,
o (ot oef\ 0w (au| ay|  0e| o
¢ onl, Onl, on|, o¢|.0n|, 0&|.0n|,
op|F+! op |+
= —— o+ — e 4.18
R (4.18)
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com « e (3 definidos em (3.65) e (3.66) segue que

k+1

o
. On

k+1 ap

-G Oé|e—|—a—n

e

J AT _@
. p 03

k+1
5|e) . (4.19)

e

. on

€ €

Com raciocinio andlogo obtém-se a seguinte expressao para U na dire¢do w no tempo k + 1

k+1 k k k41 k+1
Dy oz JoAT [ Op dp
U =F = -G — ——=| oy + = w |- (4.20)
. I e ™ ( A ﬁ!)
Da equagdo (3.33) segue que
oy ox
= —u— — 4.21
V u8§ + Uag , (4.21)
que calculada na direcdo n
k+1 k k k+1 k+1
dy ox Jp AT oy 0
V =-F| ==| +G| =| + Py = =P = . (4.22)
Agora note que
. 01, . 91, Ondg 9o/ |, 0|, \ocan Indg)|, 0¢|,
B @ k+1 @ @ 8_.']) @ B @ k+1 @ 2 @ 2
o€ " o9&, 0n o¢ |, 0|, onl, o¢|, 0|,
op |1 ap|FH!
S @23)

com [ e 7y ja determinados em (3.66)-(3.67). Logo substituindo (4.23) em (4.22) tem-se que

k+1

k+1
10)
—_F P

" ox T

€

1% 5

+G

n n n n p a’]’]n n

k+1
InAT ( 9p 5\n> . (4.24)

Analogamente, obtém-se a expressdo para V' em s no tempo k£ + 1.

k+1

k+1
0
_— P

. 7|s+a_£

* o

7

0€

V +G

JAT _@
s p

k+1
6|5> . (4.25)

S

s s on

Quanto a equacgao da continuidade dada em (4.5), aproximando os termos por
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diferencas finitas centrais em P no tempo k + 1

k+1 k+1 kE+1 k+1
o |p  Onlp (A)? (An)?
k+1 k+1 k+1 k+1
= U -U +V -V =0 (4.26)

Substituindo (4.19)- (4.20), (4.24)-(4.25) em (4.26) e reagrupando os termos segue que

ap k+1 ap k+1 ap k+1 ap k+1
Je T e e a._ e - Jw Y w a._ w
( 856 Oé’ +ane 5’ aéw Q‘ _'_anw ﬁ| +
p k+1 ap k+1 ap k+1 ap k+1
+ Jn<a_£n B’n_a_nn ’Yln _Js a_fs 5‘5_8_?75 Py’s
k k k k
P dy ox dy ox
AT ‘e<9776+G@3778+ wON | Gwan .
k k k k
dy ox dy ox
Fl =] - —| —F| = —1 |- 4.2
B 3 B I M I B 3l 2
k
Denotando os termos entre colchetes da equagdo (4.27) como F'G| tem-se que
op k+1 ap k+1 ap k+1 op k+1
Je <_8_€e a|e+a_ne 6|e _Jw _8_€w O‘|w+a_77w ﬁ|w +
ap k+1 ap k+1 op k+1 op k+1 P k
— - = — — - = = —F
(4.28)

Assim, obtém-se uma equacdo para o termo de pressao calculado em k + 1 através de outros
termos (difusivo e convectivo) calculados no tempo k, ou seja, a partir de dados ja obtidos no
passo anterior. Uma rotina computacional do MAC desenvolvida para o modelo hidrodinamico

utilizado neste trabalho serd apresentada no final do capitulo.
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O modelo de concentragdo de coliformes fecais (4.4) na forma discretizada é

dado por

g (%) — _R(C)-C(C) +V(C). (429)

Note que para a equacgdo (4.29), utilizando o método de Euler explicito e aplicando diferencas

finitas progressiva no termo temporal em relacdo a k, obtém-se

B, (0) g 1 (Cy’;jl—cV;,) g g g
(= ~ — (2 —P)=_RC| —C(C)] +V(C)
or\J/ |p Jp AT P P p
k k k
= C|&k = JpAr |-C(C)| +V(CO)] —R(O)| | +C%, (4.30)
P p P

onde P € o centro da célula, onde estd armazenado as informacgdes sobre a concentracdo. Ob-

tendo assim, a equagdo discretizada para a concentragdo de coliformes fecais.
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Algorithm: algoritmo do método MAC simplificado

Admita 7 finalL AT , u = ug, v = vg, p = po, U = Uy, V = Vi, C' = Cl, p, by u» o> K.
procedure ALOCACAO DE MEMORIA PARA AS VARIAVEIS
procedure LEITURA DOS PONTOS DA MALHA
procedure CALCULO DAS METRICAS DE TRANSFORMACAO
Inicialize 7 = 0:0, £ = 0.
procedure APLICACAO DAS CONDICOES INICIAIS
procedure APLICACAO DAS CONDICOES DE CONTORNO
procedure GRAVACAO = (u°, v°, U°, VO, p°, C°)
while 7 < 75,4 do
procedure CALCULO DOS TERMOS CONVECTIVOS =
C(u)|*;C(v)[*5C(C)"

procedure CALCULO DOS TERMOS DIFUSIVOS =
V(w)]* 3 V()*)

atualizacior =7+ A7, k=k+1

procedure CALCULO DA PRESSAO = (p|k+1)

procedure CALCULO DAS VELOCIDADES = (u|*!; v|*+1)
procedure CALCULO DA CONCENTRACAO = (C|*+1)

procedure CALCULO DAS COMPONENTES CONTRAVARIANTES =
(U|k+l; v|k+1)

procedure APLICACAO DAS CONDICOES DE CONTORNO
procedure GRAVACAO = (uft! b+l Ukl Ykt phtl Ck+ly

end while
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5 CONSTRUCAO DA MALHA COMPUTACIONAL

O modelo numérico desenvolvido descreve o campo de velocidades de escoa-
mento da dgua e a concentragdo de coliformes fecais no lago Luruaco, levando em consideragao
as caracteristicas reais do problema, como a geometria do lago, que pode modificar a dindmica
dos coliformes fecais.

A fronteira do dominio computacional, contém informagdes a respeito das
entradas e saidas de dgua do lago Luruaco e além disso, mantém a presenca de curvas e a
formacdo de "bicos"no contorno. Para captar essas caracteristicas, utiliza-se o software online
WebPlotDigitizer [47], onde a partir de uma imagem ou grafico sdo coletadas as coordenadas
dos pontos da regido analisada. Para essa analise, o contorno do lago Luruaco € formado através
de 309 pontos, como disposto na Figura 5.1, que serdo interpolados através do método spline

cubico.

2 k' 7

Figura 5.1: Coleta de pontos do contorno do lago Luruaco a partir do software WebPlotDigitizer.

5.1 DISCRETIZACAO DO CONTORNO: METODO SPLINE CUBICO PARAMETRIZADO

A interpolacdo de pontos por fun¢des continuas através de métodos numéricos
pode ser feita por exemplo, a partir de fungdes do tipo polinomial. Um dos métodos, denomi-
nado spline cuibico utiliza polindmios de terceiro grau. No caso em que os pontos ndo possuem
ordenacdo em relacdo as suas coordenadas, o método pode ser aplicado na forma parametrizada
[14].

Uma das vantagens do método spline ctbico parametrizado é a geracdo de
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dois polindmios X; e Y; (em relagdo as coordenadas x e y, respectivamente) de grau trés para
cada subintervalo, garantindo maior detalhamento da regido principalmente quando possuem
contornos irregulares [8].

Assim, dados n + 1 pontos do bordo, a ordenagdo pode ser realizada através

das coordenadas do par (z;,y;),comi =1,2,... ,n + 1, obtendo a Tabela 5.1
1|12 ]...]n|n+l1l
T | T | X2 | --. | Tn | Tntl
Yl Yy | Y2 |--. Yn Yn+1

Tabela 5.1: Coordenadas dos n + 1 pontos da borda da malha.

As fungdes X; e Y; geradas no método spline cubico parametrizado satisfazem

as condigdes [8]:

i) As fungdes spline ctibicas sdo denotadas por X;(h) e Y;(h) e estdo definidas nos intervalos

[x;, xi1] € [y, yit1] respectivamente, com ¢ = 1,...n ;

i1)
Xz(xz) =T € Xi(wi+1) = Ti41
Yi(wi) = yi e Yi(®it1) = Yir1 (5.1
paratodoi =1,...,n;
ii1)
Xi1(ipr) = Xi(win) e Yia(yin) = Yi(yin) , (5.2)
paratodoi =1,...,n—1;
v)
X1{+1(xi+1) = X{(7iy1) e Yz'/+1(yz‘+1) =Y/ (yiy1) (5.3)
paratodoi =1,...,n—1;
v)
X (@) = X (@) e Yii(Wir1) =Y (i) , (5.4)
paratodo: =1,...,n— 1.

Além disso, considerando a spline natural como condi¢do de contorno, tem-se que

X”(I1> = X//($n+1) =0 e Y”(yl) = Y//(yn+1) =0. (55)
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Através das condicdes (1)-(v) e de (5.5) € possivel construir polindmios de grau trés dados por

Xi(x) = moi +my(x — x;) + mai(w — 2;) + mgi(z — ;) (5.6)
Yi(y) = noi+naily —ui) +noi(y — vi)® + nsi(y —vi)° (5.7)

onde os coeficientes my;, my;, Ma;, Ms;, No;, N1;, No; € Ng; das equagdes (5.6)-(5.7) sao dados por

mo; = Xy,
1 1
miy; = T — Ti—1+ ggix + 691')51 ;
1
Mmo; = 595( )
o 1 x X
ms; = 6( i gifl) )
(5.8)
Noi = Yi,
1 1
ny = Yi—Yi-1+ ggzy + égiy—l )
1
No; = 593/ )
P 1( Yy Y
3T 5 9; 9i1)

parai = 2,...,n+ 1.

Os termos ¢:*, g7, g |, 9¥, sdo determinados a partir da solugdo de sistemas

n X n emrelagdo a x e a y, ou seja,

gAY+ g = wp (5.9)
g1 +4g) +ara = w), (5.10)

com
wy = 6(Tp1 — 2% +281) € Wy = 6(Yrr1 — 20k + Uk_1) (5.11)

para k = 2,...n. Como a matriz dos coeficientes dos sistemas (5.9)-(5.10) € tridiagonal,
utiliza-se o método TriDiagonal Matrix Algorithm (TDMA) [15] para determinar a solucao dos
sistemas (5.9)-(5.10).

5.2 DISCRETIZACAO DA MALHA: METODO MULTIBLOCO

Em alguns casos, quanto maior o refinamento da malha, maior é a precisdo
dos resultados, porém também serd maior o esfor¢co computacional exigido. Através do método
multibloco é possivel trabalhar com o refinamento de regides especificas do dominio, evitando o

esfor¢co computacional em regides que nao necessitam de detalhamento. Normalmente o refina-
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mento € exigido onde a geometria € irregular ou tem a formagdo de "bicos"e "prolongamentos".

O método multibloco, desenvolvido a partir da década de 80, consiste em
cobrir toda a extensdo do dominio do problema através de um ntimero finito de blocos menores.
Nesse método, os blocos devem ser conectados de forma a permitir a troca de informacoes,
entre os blocos adjacentes, mantendo a precisdo em cada uma das aproximacdes. Através da
disposicdo e estruturacdo dos blocos é possivel classificar o tipo de malha multibloco [34].
Nesse estudo utiliza-se malhas justapostas, onde os blocos estdo posicionados de forma que

apenas as faces fazem a conexao com outros blocos, como pode ser visto na Figura 5.2

Figura 5.2: Representagdo de uma malha justaposta com dois blocos

Nesse estudo, a malha deve ser ajustada de acordo com a geometria € 0 mo-
delo numérico utilizado, de modo que as simula¢des computacionais ndo percam as caracte-
risticas do dominio do problema. Sao utilizados 13 blocos, que possuem tamanhos e formatos
distintos. Os blocos adjacentes sdo ligados por uma de suas faces, onde as informagdes obtidas
em um bloco sdo transmitidas para o outro bloco na forma de condi¢do de contorno. Os blocos
adjacentes devem estar conectados de maneira que os pontos de suas faces em comum estejam
ligados e assim possam transmitir as informagdes de um bloco a outro.

Na Figura 5.3 estdo indicados as posi¢coes dos 13 blocos na malha do lago
Luruaco. As entradas estio localizadas nos blocos 2, 3 e 4, enquanto a saida estd localizada no
bloco 7.
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Bloco 5
B}oco 7 4

Bloco 8 [+

Figura 5.3: Blocos da malha computacional do lago Luruaco

As condi¢des impostas sobre a fronteira de cada bloco dependem da locali-
zacdo e das caracteristicas do contorno do lago Luruaco. Para a modelagem do escoamento do

fluido, as fronteiras de cada bloco se enquadram em uma das trés condicoes:

e Condi¢ao de injecao prescrita do fluido: Quando hd a entrada de fluido pela fronteira

(presente apenas nos blocos 2,3 e 4).

e Condi¢ao de escoamento continuo do fluido: Quando o fluido passa para a fronteira adja-

cente (a fronteira onde a saida de d4gua do lago se encontra também recebe essa condi¢do).

e Condi¢do de ndo escorregamento e impermeabilidade do fluido: O fluido ndo passa pela

fronteira.

As condig¢des iniciais e de contorno serdo exploradas no Capitulo 6. Juntos,

os blocos formam a malha do lago Luruaco, como pode ser visto na Figura 5.4
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Figura 5.4: Malha computacional do lago Luruaco.

A malha indicada na Figura 5.4 est4 construida em coordenadas cartesianas.
Como ja mencionado no Capitulo 3, devido as caracteristicas fisicas do lago Luruaco adota-se
as coordenadas generalizadas para o desenvolvimento do modelo, assim as equagdes que geram
a malha também devem ser transformadas em coordenadas generalizadas.

Considerando as métricas em (3.11), as equacdes no caso bidimensional para

a geracdo de linhas nos eixos £ e 1 no interior da malha sdo dadas por

0%z 0%z 0%z 1 ox ox

2 2 2
o2Y ) 0Y 9, O +(i) (P@+Qg—z) =0, (5.13)

g2 on? onog — \J? 73
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onde

[ Ox 2 oy 2
"= (a?) +(3_77> | G149

[0z 2 oy 2

b = (8_5) +<8_§) ; (5.15)
_ on a0y
= eant 2ean (5.16)

Nas equagdes (5.12)-(5.13) as fungdes P(£,n) e Q(&,n) sdo responsdveis pelo aumento ou
reducdo de concentracdo de linhas de acordo com a caracteristica do problema [35]. Nesta

modelagem sdo dadas por

P(fﬂ) = _ZGJSZgnf f —elé—&l Zb szgné g (6=&)2+(n—mi)? ’

(5.17)
Q(f,n) = —Zajszgn n— 77 e~ ciln—nil Zb szgn n— 77 (6—&:)2+(n—m:)? 7

(5.18)

onde n;, n; representam o numero total de linhas nas dire¢des § e 7, respectivamente. Os nu-
meros a;, b;, ¢;, d; sdo ajustados via experimentacdo numérica para que haja atracio de linhas
&, m para as linhas &;, n; [35]. Maiores detalhes sobre o desenvolvimento das métricas de trans-
formacao e as equacdes de geracdo de linhas podem ser encontrados no Apéndice B.

As malhas podem ser classificadas em relagdo a distribuicdo dos pontos [35].
Utilizando as coordenadas generalizadas, a malha possui as caracteristicas de ser uniforme
(quando os pontos sdo igualmente espacados), estruturada (quando hd regularidade na distri-
buicdo dos pontos) e ndo mével (quando ndo ha movimentagio dos pontos da malha em relagao
ao tempo) [4]. A Figura 5.5 representa uma regiao da malha computacional e a localizagdo das

informagdes em uma célula
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Figura 5.5: Representacdo de uma parte da malha computacional.

O ponto P € o ponto onde deseja-se calcular as equagdes. Assim baseados na
localizacdo de P, utiliza-se as letras N, S, W, E e suas combinagdes para denotar as direcdes na
malha. As varidveis escalares estdo armazenadas no centro das células, entre elas a concentragdo
de coliformes fecais C' e a pressdo p. Por outro lado, as varidveis vetoriais estdo armazenadas
nas arestas das células, entre elas a velocidade de escoamento do fluido (u, v) nas dire¢des £ e
n.

Com a disposi¢do de pontos da malha em coordenadas generalizadas, as equa-
coes que modelam o fluxo de dgua e a concentracdo de coliformes fecais, calculadas através do
método de diferengas finitas, tem os cdlculos simplificados devido a uniformidade no espaca-
mento. Para esta modelagem € utilizado A{ = Anp = 1.

Para que a malha do lago Luruaco receba as condi¢des de contorno, todos os
pontos que foram utilizados na constru¢@o do contorno de cada bloco sdo considerados. A partir
deles € possivel indicar as regides com entrada e saida de d4gua, bem como as faces dos blocos
por onde ha a passagem do fluido para os blocos adjacentes. Sdo considerados as seguintes

condi¢des para a fronteira dos blocos

e Condi¢do de injecdo prescrita do fluido: Entrada dos riachos Limén, Negro e Mateo
(blocos 2,3 e 4).

e Condi¢do de escorregamento continuo do fluido: Aplicados nas faces dos blocos que

possuem adjacéncia com outros blocos e na saida do lago (bloco 7)

e Condi¢do de ndo escorregamento e impermeabilidade do fluido: Aplicado nas faces dos

blocos que formam o contorno do lago.

A Figura 5.6 esquematiza o contorno do lago Luruaco em coordenadas ge-
neralizadas, onde sdo indicados as condicdes de fronteira de cada bloco, facilitando principal-

mente o desenvolvimento computacional do modelo que considera todos os pontos da fronteira.
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6 SIMULACAO COMPUTACIONAL

Devido a falta de saneamento bdsico na regido, o esgoto ou lixo doméstico é
despejado diretamente em riachos menores, que por sua vez abastecem o lago Luruaco. Assim
¢ importante analisar a influéncia das descargas de poluentes em cada um de seus afluentes.

Além disso, considerando a influéncia do municipio de Luruaco sobre o lago,
que por um lado necessita da 4gua para o consumo da populagdo, mas por outro lado € uma das
principais fontes de contaminac¢do de coliformes fecais para o lago, avaliar as regides que apre-
sentam menor ou maior contaminagdo € util como uma ferramenta para que 6rgaos responsaveis
e populagdo possam consumir 4gua menos poluida.

Assim, este capitulo tem como objetivo apresentar as simulagdes do modelo
de concentragdo de coliformes fecais realizadas sobre a malha computacional do lago Luruaco.
Os cédigos computacionais para os modelos numéricos e simulagdes sdo desenvolvidos em
linguagem Fortran 90. A visualizacdo e edi¢do das imagens € realizada através do software
Paraview e do software Libre Office Draw.

Inicialmente serdo realizadas simulacdes com a injecdo de baixas concentra-
coes de coliformes fecais em cada uma de suas entradas, com a finalidade de compreender a
influencia de cada afluente na dinamica do lago. As baixas concentracdes injetadas facilitam a
visualizagdo do transporte dos coliformes fecais no lago.

Em seguida, € realizado uma simulacdo do modelo levando em consideracao
os valores de concentragcdo obtidos de amostras coletadas no lago. Através desta calibracdo e das
andlises obtidas das simulagdes de baixa concentragdo obtém-se informagdes sobre a qualidade
da 4gua no lago, indicando as regides com maiores riscos de contaminacao.

Com base nestas informacoes € possivel apresentar uma proposta de maneja-
mento do esgoto para que algumas regides apresentem menor risco de contamina¢do € sejam

pontos de coleta de 4gua para consumo dos moradores da regido.

6.1 CONDICOES INICIAIS E DE CONTORNO

A simulacdo do modelo desenvolvido neste trabalho tem como objetivo ini-
cial, entender a dindmica dos coliformes fecais no lago Luruaco. Para isso sd@o adotados con-
di¢des iniciais e de contorno que se adequam as condi¢des reais do problema e além disso,
favorecem a visualizacdo da dindmica do lago.

Durante o desenvolvimento do modelo computacional, um dos pardmetros
utilizados € o niumero de Reynolds (Re). Esta constante adimensional caracteriza o comporta-

mento de um escoamento, podendo ser laminar (para baixos valores de Re) ou turbulento (para
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altos valores de Ze) [25]. O numero de Reynolds € obtido através da expressao

_ pu.D
i

Re (6.1)
Onde p = densidade do fluido, v = velocidade de escoamento, ) = comprimento da regido
analisada e ;1 = viscosidade dindmica do fluido. O numero de Reynolds pode variar dependendo
da regido em estudo e do fluido analisado.

O modelo hidrodindmico utilizado neste estudo, com a hipétese de um fluido
incompressivel e newtoniano utiliza o nimero de Reynolds e = 555, calculado nas entradas
do lago. Este valor caracteriza o comportamento de um escoamento laminar no lago Luruaco.
Contudo, devido a geografia do lago, caracteristicas de turbuléncia sdo vistas em larga escala
(vortices).

A equacao de concentracdo de coliformes fecais (4.4) considera que os coe-
ficientes de decaimento K e difusdo ¢ e v sejam constantes. O coeficiente de decaimento dos
coliformes fecais no lago é de K = 0.02/h [40].

A propriedade de difusdao molecular indica que o contaminante € espalhado
através de movimentos randonicos. Em larga escala, os vortices e turbilhdes sdo responsaveis
por transportar os contaminantes, a esse movimento se da o nome de difusado turbulenta. O co-
eficiente de difusao pode assumir valores diferentes, dependendo da espécie que sera difundida
e do tipo de difusdo. Na literatura, o coeficiente de difusdo molecular assume valores entre
D = 10"3m?/h e D = 10~'m?/h, enquanto para a difusdo turbulenta os valores se encon-
tram entre D = 10'm?/h e D = 10'%m? /L [11]. Com o objetivo de simular e de estudar um
modelo com o fendmeno de difusdo molecular e turbulenta, envolvidos no transporte das espé-
cies reativas na lamina d’dgua do lago Luruaco, considera-se que a constante de difusdo é de
D =§=rk=3,6m?/h.

Considerando a malha em coordenadas generalizadas (&, 1)), as condigdes ini-
ciais serdo aplicadas em todos os pontos da malha no tempo ¢ = 0. As condi¢des de contorno
serdo aplicadas no contorno do lago e a pressdo serd calculada durante a simulacdo. A seguir

descreve-se tais condi¢des

e Condigoes iniciais para a equagdo hidrodindmica: Considera-se que no momento inicial
t = 0 o fluido se encontra parado no dominio, isto €, a velocidade e a pressdo sdo nulas
para todos os pontos da malha, exceto nas entradas do lago Luruaco. A velocidade de
injecdo do fluido nos pontos de entrada do contorno leva em consideracdo o valor de

Reynolds utilizado.

e Condicoes de fronteira para a equacdo hidrodinamica: A velocidade de escoamento na
fronteira da equagdo hidrodindmica para ¢ > 0 € nula, exceto nas entradas e saida do lago,

onde a condi¢do de Newmman € aplicada.
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e Condigdo inicial para a equagdo de concentrag¢do de coliformes fecais: No tempo ¢ = 0,

assume-se que nao ha concentracdo de coliformes em todos os pontos da malha.

e Condicoes de fronteira para a equacdo de concentracdo de coliformes fecais: Para t > 0
consideram-se valores para concentracdes de coliformes fecais nas entradas e saidas do

lago Luruaco (vide Figura 2.2)
C(X Limon,t) = CYNM P/100ml,

C(XNegroa t) = CQNMP/].OO?’I’LZ,
C(XMateo, t) = C3NMP/100ml,
C(Xefiuente, t) = condigdo tipo Neumann,

onde a unidade NMP/100ml = 10*NMP/m? significa o ndmero mais provavel de
coliformes fecais por 100ml em uma amostra de 4gua. Note que as injecdes de coliformes
fecais s@o continuas nas entradas do lago Luruaco. Os valores C;, Co, C3serdo indicados

nos cendrios estudados nas simulagdes.

E importante ressaltar que o objetivo deste estudo é analisar os resultados qua-
litativamente, por exemplo, indicando quais regides apresentam maior contaminacao devido as
condi¢des impostas no modelo numérico. Além disso, a andlise quantitativa dos resultados pode
sofrer influéncias de fatores climaticos, que podem alterar os resultados em um curto periodo

de tempo, descaracterizando as condig¢des iniciais e de contorno do modelo desenvolvido.

6.2 CAMPO DE VELOCIDADES

O campo de velocidades, determinado a partir das equacdes de Navier-Stokes
e desenvolvido através do método M AC, considera as condi¢des iniciais e de fronteira para
Re = 555. A Figura 6.1 indica a simulagdao do escoamento hidrodindmico nos tempos ¢ =
0.5h,4h,8h,12h, 20h, 24h.
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t=20h
Velocidade (m/s) N
"* )
I | [
3.6x10°¢ 3.6x10°5 3.6x10% 3.6x10°% 3.6x10°% H

Figura 6.1: Campo de velocidades nos tempos ¢t = 0.5k, 4h, 8h, 12k, 20h, 24h.

As regides em tons de vermelho de Figura 6.1 indicam maior velocidade de
escoamento do fluido. A Figura 6.2 mostra o campo vetorial, onde pode-se observar a presenca

de vértices em todo lago, influenciando na velocidade de escoamento em algumas regides.

Figura 6.2: Campo de velocidades no tempo ¢t = 72h.
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Além disso, devido a condicdo de ndo escorregamento utilizada na fronteira
do lago (velocidade nula na fronteira do lago, exceto nas entradas e saida do lago), consequen-
temente os vetores da margem do lago se posicionam no sentido contrario ao fluxo.

Nota-se que o método multibloco utilizado na constru¢do da malha também
adequou-se ao modelo simulado, uma vez que ha comunicag@o entre os blocos adjacentes, e a
dindmica é completa no lago todo. A malha utilizada nestas simulac¢des (vide Figura 5.4) pode
ser ainda mais refinada e apresentar resultados com maior precisio (aumentando por exemplo, a
quantidade de vetores na regido norte da Figura 6.2), porém o refinamento da malha aumentara
o tempo computacional gasto durante as simulagdes. Deste modo, as simulacdes com malhas
mais refinadas serdo realizadas em estudos futuros.

Observa-se também que em um periodo de 24 horas o campo de velocidades
de escoamento do fluido entra em um regime estaciondrio, como pode ser observado na Figura
6.1 em que ndo se observa grandes variagdes no comportamento do campo de velocidades para
t =20het = 24h.

As préximas simulagdes consideram os mesmos valores para Re, K, 0,k e 0
campo de velocidades apresentado na Figura 6.2. A variacdo entre os cendrios serd em relacdo

a concentracdo de coliformes fecais injetada por cada um dos afluentes do lago Luruaco.

6.3 ANALISE DA DINAMICA DE COLIFORMES FECAIS

Considerando que os poluentes (coliformes fecais) sdo injetados no lago atra-
vés de seus afluentes, entdo torna-se importante entender qual € a contribuicao de cada afluente
sobre a dinamica do de coliformes no lago.

Assim, no Cendrio 1 (Se¢do 6.3.1) é apresentada a simulag¢do da injecdo de
coliformes fecais através do Riacho Limén, o Cendrio 2 (Se¢do 6.3.2) apresenta a simulacao de
injecdo através do riacho Negro e o Cendrio 3 (Se¢do 6.3.3) apresenta a simulagcdo de inje¢ao
através do riacho Mateo. O Cendrio 4 (Se¢do 6.3.4) apresenta a simulagdo do modelo com a
injecdo de coliformes fecais dos trés riachos simultaneamente.

A simulag¢d@o acontece em um periodo de 72 horas com as condicdes iniciais €
de contorno impostas no modelo (vide Secdo 6.1), periodo em que a dinAmica de concentragao
de coliformes fecais entra em um regime estaciondrio, sofrendo poucas varia¢des em relagcao a

dindmica dos coliformes fecais.

6.3.1 Cenario 1

O municipio de Luruaco se encontra vizinho ao lago. Além disso, o riacho
Limén que passa pelo municipio, apresenta um aumento nos niveis de contaminacdo, prin-
cipalmente por esgoto e lixo doméstico (com elevada presenca de coliformes fecais) gerados
nessa regido. Baseando-se em dados de coleta realizados no lago Luruaco [17], supde-se que

a injec@o de coliformes fecais através do riacho Limén seja de C; = 500N M P/100ml =
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5¢ + 6NMP/m3. A Figura 6.3 indica a simulagdo para os tempos ¢t = 1h, 12h,24h, 36h,
48h,60h, 64h, 68h, 72h.

. t=1h

' t=36h

t=64h

t=68h

10

Concentracio (NMP/ m¥)

100 1000

[

le+d le+5 le+6 le+7

o

|
de+07

Figura 6.3: Simulacdes de injecdo continua de coliformes fecais através do afluente riacho

Limén.

Note que a influéncia do campo de velocidades, matematicamente represen-

tado pelo termo convectivo do modelo de concentracdo dos coliformes fecais, faz com que a

regido norte do lago Luruaco receba maior poluicio e sejam transportados em direcdo a saida

do lago.

6.3.2 Cenario 2

Devido a regido em que o riacho Negro se encontra, diferente do riacho Li-

mon que recebe a poluicdo diretamente de um municipio, o riacho injeta uma quantidade de

coliformes fecais menor comparado ao Cendrio 1. Assim, considerando que o riacho Negro



69

injeta Co = 100N M P/100ml = le + 6N M P/cm? de coliformes fecais, durante o periodo de

24 horas, observa-se a dinamica de coliformes fecais apresentada na Figura 6.4

| t=1h
I t=36h
l t=64h

Concentracido (NMP/ m¥)
10 100 10040 le+4 le+5 le+6 le+7

'

1}
de+07

t=68h

Figura 6.4: Simulacdes de injecdo continua de coliformes fecais a partir do afluente riacho
Negro.

Neste caso, pode-se observar que o transporte dos coliformes fecais segue o
fluxo hidrodindmico, e a presenca dos vértices fazem com que algumas regides recebam menos

coliformes fecais que em outras (regides em azul).

6.3.3 Cenario 3

Nesta simulag@o apresenta-se a influencia do riacho Mateo no lago Luruaco.
Considerando a injec@o continua de coliformes fecais de C3 = 100NM P/100ml = le +
6N M P/cm? em um periodo de 24 horas, observa-se na Figura 6.5 que a a¢do do campo de

velocidades faz com que os coliformes fecais nao sejam carregados para a regido leste do lago,
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dirigindo-se diretamente para o lago San Juan de Tocagua (saida do lago Luruaco). Além disso,
o decaimento dos coliformes fecais também tem grande influencia nesta simula¢do, de modo
que a concentragdo sofre diminui¢do antes de chegar até o efluente durante o periodo de 24

horas. Isso devido as baixas velocidades do fluxo hidrodindmico nessa regido.

I t=1h
t=36h

I t=64h

Concentracio (NMP/ m¥)

t=68h

10 100 1000 le+4 le+5 le+6 le+7

B ' m
]
1

de+07

Figura 6.5: Simulagdes de injecdo de coliformes fecais no afluente riacho Mateo nos tempos
t = 8h, 16h, 24h.

6.3.4 Cenario 4

Neste cendrio € considerada a entrada continua de coliformes fecais dos trés
afluentes simultaneamente em um periodo de 24 horas. Os valores injetados em cada entrada
sd@o os mesmos utilizados nos Cendrios 1-3. A simulacdo para t = 0.5h, 4h, 8h, 12h, 20h, 24h
horas sao dadas na Figura 6.6
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I t=1h

t=36h t=48h

I t=64h
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10 100 1000 le+4 le+5 le+6 le+T
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Figura 6.6: Simulacgdes de inje¢do continua de coliformes fecais a partir dos riachos Limon,
Negro e Mateo.

Pode-se observar a influéncia de cada afluente no lago Luruaco, preservando
as caracteristicas quando analisados separadamente (Cendrios 1-3). A dindmica de concentra-
¢do de coliformes fecais no tempo final (f = 24 horas) indica que todas as regides sofrem
contaminagdo, havendo variagdo na concentracdo principalmente devido a propriedade con-
vectiva (que considera o campo de velocidades hidrodinamico). Além disso, o decaimento de
coliformes fecais devido a propriedade reativa também influencia na dindmica, como descrito

na Figura 6.6.

6.4 PROPOSTA DE MANEJO DO ESGOTO

Pode-se observar que existem regides com diferentes concentragdes de coli-

formes fecais. Regides com maiores riscos se encontram préximas ao municipio de Luruaco e
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também ao sul do lago. Tendo em vista que a dgua é utilizada para consumo humano, a capta-
¢ao da 4gua em regides que apresentam baixas concentragdes de coliformes fecais € uma opgao
para a populacio consumir uma dgua de melhor qualidade.

Pensando nisso, foi desenvolvida uma proposta de manejo do esgoto, para
que uma regido maior do lago possa ser ponto de coleta de d4gua oferecendo menores riscos de
contamina¢do. Analisando a dindmica dos coliformes através das simulagdes apresentadas na
Secdo 6.3 pode-se observar que a regido proxima ao riacho Negro € favorecida principalmente
pelo fluxo de escoamento do fluido que transporta de maneira uniforme os coliformes para ou-
tras regides do lago. A proposta de manejo € desviar o esgoto que vem através do riacho Negro
para o riacho Mateo, uma vez que a regido proxima da entrada do riacho Mateo ja apresenta
maior concentragdo de coliformes fecais (devido ao fluxo do escoamento da dgua). A simulac¢io

¢ realizada com os mesmo valores de inje¢do da Secdo 6.3 e sdo dadas na Figura 6.7

' t=1h

t=36h

' t=64h t=68h

Concentracido (NMP/ m¥) N

10 100 1000 le+d  le+5  le+f  le+7
I W E
i s
1

1}
de+07

Figura 6.7: Simulagdes de inje¢do continua de coliformes fecais a partir dos riachos Limon,
Negro e Mateo para a proposta de manejo de esgoto.
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Pode-se observar que nesta simulagdo as regides ao sudeste apresentam con-
centracdo menor de coliformes fecais, sendo uma regido préxima ao municipio de Luruaco e

indicada para a captacdo de dgua pelos moradores da regido.
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7 RESULTADOS

Através da simulagcdes numéricas do sistema de equagdes (4.1-4.4) é possivel
analisar qualitativamente a dindmica do concentra¢do de coliformes fecais no lago Luruaco.
E importante salientar que a simulagio computacional desenvolvida nesse trabalho nio tem a
finalidade de fornecer previsdes quantitativas sobre o indice de polui¢ao em um dado local do
dominio fisico do lago, num dado instante.

Sabe-se que as condicOes de entrada (iniciais e fronteira) de coliformes fecais
variam diariamente, por exemplo, quando h4 o efeito de fendmenos climaticos (chuva, estiagem,
entre outros) na regido. Nessas condi¢des, o objetivo desse estudo € apresentar informagdes, por
exemplo, dos locais mais poluidos no dominio do lago, independentemente das concentracdes
iniciais e de fronteira. Assim, analisar a dinamica de coliformes fecais no corpo d’agua do lago
Luruaco é uma forma de determinar as regides que apresentam maior risco de contaminagao
para a populacao local.

Através das simulacdes dos Cenarios 1-3, € possivel analisar a dindmica dos
coliformes fecais através de cada um de seus afluentes, separadamente. Devido a proximidade
com o municipio de Luruaco, a concentracao de coliformes fecais injetada pelo afluente riacho
Limén (Cenério 1) € maior. Além disso, a influéncia do campo de velocidades hidrodindmico
faz com que as regides mais proximas do municipio e a regido mais ao norte apresentem maior
contaminacdo. A injecdo de coliformes fecais a partir do riacho Negro, tende a se espalhar
com maior facilidade, devido a dire¢ao do fluxo hidrodin@mico. J4 na regido proxima ao riacho
Mateo (Cendrio 3) observa-se que ha uma concentragdo maior de coliformes fecais, trazendo
riscos de contaminacao para quem consome a dgua coletada naquela regido.

Como consequéncia, quando analisado a inje¢do de coliformes fecais através
dos trés afluentes simultaneamente (Cendrio 4), devido a geometria do lago Luruaco e ao campo
hidrodinamico de velocidades gerado, nota-se que a poluicao injetada no lago Luruaco pelo
riacho Negro flui na dire¢cdo da entrada do riacho Mateo, agregando-se a poluicdo injetada
por esse dltimo, aumentando a concentragdo de coliformes fecais na regido préxima ao riacho
Mateo.

Ja no sentido nordeste, devido a maior injecao de coliformes pelo riacho Li-
mon, tem-se também uma regido muito poluida até o canal efluente para o Lago San Juan de
Tocagua. Nota-se também que a regido central do lago apresenta a melhor qualidade de agua
com uma concentracdo de coliformes fecais muito baixa. Enfim, essas simulacdes numéricas
permitem uma melhor compreensdo qualitativa da dindmica de coliformes fecais no lago Lu-
ruaco, evidenciando as regides mais poluidas. A partir da analise das simulagdes é possivel
propor um manejamento para o esgoto, com a finalidade de criar uma regido no lago apresen-
tando menor risco de contaminagdo e consequentemente sendo um ponto de captacdo para os

moradores da regido em torno do lago Luruaco.
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Assim a simula¢do numérica € um instrumento ttil e importante para avalia-
cdo da qualidade da 4gua, apresentando resultados que podem ser adotados por 6rgaos publicos
para a recuperacdo do ambiente poluido, e para proporcionar uma melhor qualidade de vida
para os utilizadores do lago, bem como para os habitantes da cidade de Luruaco que depende
dessa dgua.

Em estudos futuros, a realizacdo de simulagdes com condicdes iniciais e de
fronteira diferentes podem descrever situacdes especificas, como em caso de variacao climatica.
Além disso a utilizagao de dados experimentais do lago Luruaco, o aperfeicoamento da malha,

com a otimizacao e refinamento podem trazer resultados mais precisos.
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A CONCEITOS BASICOS SOBRE FLUIDOS E MODELAGEM DAS EQUACOES DE
NAVIER-STOKES

A.1 FLUIDOS

Fluido € uma substancia que possui a propriedade de se deformar continua-
mente quando aplicada uma tensdo de cisalhamento (for¢a aplicada em sentido igual ou oposto
com intensidade diferentes no material estudado). Os fluidos podem ser encontrados na forma
liquida ou gasosa. As substancias sélidas também apresentam deformacdo quando estdo sob
tensdo de cisalhamento, porém esta deformacdo nao € continua, isto €, volta ao estado de re-
pouso (caso a for¢a aplicada atinja o seu limite eléstico) [25].

A dindmica dos fluidos € estudada através de suas leis fisicas bdsicas, dentre
elas podemos citar a lei da conservacdo de massa, lei de conserva¢do de movimento linear (2°
lei de Newton), lei da conservacdo de energia (1? lei da termodindmica), lei da conservacao de
momento angular, lei de aumento de entropia do universo e também seguem as leis constitutivas
(equacdes especificas para cada tipo de fluido), que quando expressas matematicamente servem
como base para modelar o comportamento de um fluido.

Cada ponto P do fluido carrega propriedades como massa especifica, tem-
peratura, velocidade, entre outras. Assim para estudar o escoamento de um fluido, pode-se
analisar cada ponto P em volumes arbitrdrios (infinitesimais) denominados volumes de con-
trole, por onde o fluido escoa. A fronteira do volume de controle é chamada de superficie de

controle, como pode ser visto na Figura A.1

A

Superficie de

Controle
» X
¥ /

Figura A.1: Volume de controle em um sistema de coordenadas cartesianas. Fonte: Autor.

Além disso, um fluido pode ser classificado de acordo com a taxa de defor-

macdo e a variacdo da massa especifica [25] como:
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e Newtoniano: Quando a tensao de cisalhamento € linearmente proporcional a taxa de de-

formacao.

e Ndo Newtoniano: A tensdo de cisalhamento ndo € linearmente proporcional a taxa de

deformacao.
e Compressivel: A massa especifica varia em relacdo as condi¢des do sistema.

e [ncompressivel: A massa especifica tem variacdes despreziveis em relacdo a algumas

condig¢des do sistema, como a temperatura ou pressao, por exemplo.
Ja o escoamento pode ser classificado como:
e Viscoso: O fluido escoa com a mesma velocidade da superficie.
e Nado viscoso: O fluido escoa com velocidade diferente da superficie.
e Laminar: Tem movimentos suaves e em camadas.
e Turbulento: Tem movimentos aleatorios e rapidos.
e Externo: Escoamento sobre corpos imersos em um fluido ndo contido.
e [nterno: Escoamento totalmente envolto por uma superficie sélida.

Neste problema, para determinar as equacdes que geram o campo de veloci-
dades na superficie do lago (equagdes hidrodinamicas), consideramos a 4gua como sendo um

fluido newtoniano, incompressivel, com viscosidade constante, laminar e interno.

A.2 SISTEMA NAVIER-STOKES

Na modelagem matemadtica do escoamento da dgua do lago, trata-se a dgua
como um fluido em uma distribui¢do continua de matéria. Porém, no ponto de vista computacio-
nal o problema € abordado de forma discreta, onde as soluc¢des sao determinadas pontualmente.
Para que as propriedades sejam mantidas tanto no meio continuo quanto no meio discreto,
considera-se volumes de controle em um sistema de coordenadas ortogonais.

Assim, considerando um volume de controle V no caso tridimensional, com
dimensoes fisicas Az, Ay, Az e sendo S a superficie de controle deste volume (Figura A.1).
Considerando problemas que envolvem o escoamento de um fluido que obedecem as leis de
continuidade da massa e a lei de conservagdo de momento linear. Essas leis podem ser descritas
por equacdes na forma integral ou na forma diferencial dependendo do objeto de estudo [25].
Ao trabalhar com escoamento internos (como nesse caso), geralmente as equagdes sao utilizadas
na forma diferencial.

A equagdo de continuidade representa fisicamente que a vazao em massa que

sai da superficie de controle .S € igual a variacdo de massa no interior do volume de controle V'
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na unidade de tempo, considerando que ndo haja fontes ou sorvedouros de matéria no interior

de V. A lei de conservacdo de massa na forma integral pode ser escrita como

/pﬁ.ds+2/pdvzo, (A1)
S ot Jy

onde ﬁ = (uq, ug, ug) é campo de velocidades do fluido limitado pela superficie de controle S.
Note que para calcular o fluxo de massa através da superficie de controle
deve-se considerar as 6 faces do volume de controle. Levando em conta a orientacdo do sistema

e fazendo simplificacdes obtém-se a expressao

/pﬁ s = laﬁp; @8,011 + @g:}} dzdydz = (V - pV)dadydz . (A.2)

A taxa de variacdo da massa no volume de controle por unidade de tempo pode ser expressa da

seguinte maneira

ot ot
Assim, de (A.2)-(A.3) e fazendo simplificacdes tem-se que

0 / dV = a—d:tdydz (A.3)

dp

vV
V-p +8t

0. (A4)

Como o fluido € considerado incompressivel, isto €, p = cte segue que

- Ou Ov Ow
VV=+rn+t+_—+-—=0. A5
or 0Oy 0z (A-5)
A equagdo (A.5) descreve a lei de conservacdo de massa para fluidos incompressiveis.
O fluido também deve obedecer a Segunda Lei de Newton, propriedade que
afirma que a soma das forgas externas F atuando sobre um sistema € igual a taxa de variacao,

no tempo, da sua quantidade de movimento linear ? [25]. Isto €,

iP
F=2 A6
dt sistema ( )
Como a quantidade de movimento linear do sistema é dado por
Pist. = / Vdm (A.7)
assim, em um sistema incompressivel infinitesimal de massa dm, tem-se
A%
dF = dm— , (A.8)
dt sistema
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vV, < : ,
onde o termo o € a aceleracdo de um elemento de fluido, e pode ser reescrito como:

av._ ov. oV . oV oV

Logo, de (A.7) e (A.9) em (A.8) obtém-se a segunda lei de Newton na forma diferencial para
fluidos incompressiveis, ou seja,
ov 9V oV

dF = dm ua—v—l—v—+w
ox

5 o | (A.10)

Note que as forcas que atuam sobre uma particula fluida podem ser de campo
ou de superficie (normais e de cisalhamento), isto é, dF = dFp + dfs . Considere que a forca

da gravidade € a unica forca de campo atuante, entao
dFp, = pg; para 1=2x,Y,%2. (A.11)

Ja as forcas de superficie sdo calculadas em cada face do elemento levando em conta as direcdes
x,y € 2, sejam as tensodes 0., Tyzy Tox onde o representa tensdes normais e 7 representa as
tensoes tangenciais. O primeiro termo de cada indice representa a direcao da tensdo e o segundo
termo representa a face analisada [43]. Calculando para todas as faces e fazendo simplificacdes

tem-se

do or, or.
dFe. = T vz =) dxdyd
S (3x+8y+8z)$yz’

or. do or.
dFg = il v =) dadyd
5y (8w+8y+az)xyz’

oT, oT, oo
Ja _ Tz yz zz .
dFs, ((% + By + ER )dxdydz

(A.12)

De (A.10)-(A.12) as for¢as que atuam sobre uma particula de fluido nas dire-
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coes z,y e z sdo dadas por

dF, = v dzxdydz ,
(pg+8x+ay+8z) raydz

dF, = dxdyd
Y (pgy+8x+8y+82)xyz’

dF, = . :
(pg + p + By + ER )d:vdydz

(A.13)

Os termos de tensdo de cisalhamento e tens@o normal para fluidos newtonianos sdo dados por

(e owy ow oy (ou o
Toy = Tye =\ 5y oy )’ Ty= = Ty = H oy 0z)’ Toe = Tee =W\ 5. T oz )

2 . ou 2 - ov 2 - ow
Ogx = _p_gluvv_FQ/JJ% ; Oyy = —p—g,uVV—O—Q/L&—y y Ozz = _p_gluvv—’—Q/JJ& )
(A.14)

onde p € a pressdo termodindmica relacionada com a massa e a temperatura. A deducgdo das
expressoes destes termos podem ser encontrados em [25].
Substituindo (A.13)-(A.14) em (A.10) e como p e p sdo constantes obtém-se

as expressoes

Ipu) ud(pu) ~vd(pu) wd(pu) dp Pu  *u  *u
o T ar oy T as T Mg T G Tae Ta) T
(A.15)
d(pv)  ud(pv) vi(pv) wd(pv) Op v v
ot T ar oy T e T P gy T a2 Tae Ta) TP
(A.16)
A(pw) ud(pw) vi(pw) wd(pw) Op Pw  Pw  *w
o T Tor Ty TTas T gt G tae Ta) TR

(A.17)

Os termos f1, f2, f3 representam outras forcas externas que podem agir sobre o sistema.
As equagdes (A.15)-(A.17) sdo chamadas de equacdes de Navier-Stokes. In-
cluindo a equacdo de conservacdo de massa (A.5) no sistema, obtém-se o sistema que modela

o escoamento de um fluido newtoniano, incompressivel, com viscosidade constante, laminar e



interno.

ou o ou
or Oy 0z

O(pu)  ud(pu) vO(pu) wd(pu)
o " Tor oy o

d(pv) | ud(pv)  vI(pv) wd(pv)
of | or oy o

Olpw) | udlpw)  vi(pw)  wdlpw)

ot ox dy 0z

0,
dp
PGz — %
dp
ng - 8_y
_op
PY- 92

oo
oo
oo
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(A.18)
Pu  *u  *u
92+ 0y? * 822) Tl
(A.19)
v v 0w
92+ y? i 8z2) otz
(A.20)
Pw  Pw  Q*w
9% " Dy? * 822) ol
(A21)

O modelo (A.18)-(A.21) € utilizado ndo apenas em estudos de escoamentos em corpos d’agua

[43, 25], mas também em diversos problemas de mecanica dos fluidos, como por exemplo, a

taxa de evaporac¢do em corpos d’agua [51], deslocamento de massas de ar [48], entre outros.
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B EQUACAO DE GERACAO DE MALHAS EM COORDENADAS GENERALIZA-
DAS

Devido a complexidade da geometria do lago Luruaco, a utilizagao de coorde-
nadas cartesianas exigiria um refinamento maior nas regides com curvas irregulares e "bicos".
Com o uso das coordenadas generalizadas, o dominio se transforma em uma regido regular,
mantendo propriedades como a localiza¢do de entradas e saidas de dgua e a regularidade de
pontos no dominio, facilitando a simulacdo computacional.

A transformacgdo de coordenadas utiliza as métricas de transformacgao de co-
ordenadas cartesianas para coordenadas generalizadas. A ideia € obter expressdes onde as deri-

0§ 9§ dn On
vadas de —, —, —, —
Ox’ Oy Ox’ Oy

fato das fungdes & = £(z,y) e n = n(z,y) admitirem inversas (Teorema da fung@o inversa)

sejam escritas em fungdo de & e 7. Esses resultados sao vélidos pelo

[35]. Como o modelo utilizado neste estudo, trabalha com apenas duas varidveis, utiliza-se uma
abordagem matricial para simplificar os calculos.

Considere as diferenciais de £ e 1 expressas por

o€ = %dw + g—idy ) (B.1)
on = %dw + g—Zdy . (B.2)
Na forma matricial tem-se
o5 o
BRI
or Oy

onde chama-se A, a matriz dos coeficientes em (B.3). As equacdes (B.1)-(B.2) formam um sis-

tema possivel e determinado. Admitindo também que existam as fungdes inversas z = (£, n)

ey = y(&,n), entdo pode-se determinar uma solugdo tal que

or 0Oy
dr| 3_5 a_g o0& 4
[dy] I [an]' .
on 0On

Denomina-se B a matriz dos coeficientes em (B.4). Além disso, a matriz dos coeficientes em
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(B.3) satisfaz a propriedade

oo oy 0y
% % :d;B _ag_x éﬁ : (B.5)
or 0Oy on  On
o 0xdy 00
= [8_20% B a_ia_g] | (B.6)

Chamando de J a seguinte expressao

1 Ordy 0x 0y !
= = |53~ 2 ac B.
/ detB {8{ on  On 8{] ’ ®B.7)
a partir de (B.5) pode-se obter as seguintes expressoes
o0& oy 65__ ox 877__ dy on  Ox
or J@n 9y “on’ ox  To¢T oy J8§ ’ (B.8)

chamadas de métricas de transformacao.
Para a geracdo de malhas em coordenadas generalizadas utiliza-se o sistema

acoplado de equagdes diferenciais parciais

0? 0?
st = PlEn, (B.9)
0? 0?
ot = Qe (B.10)

onde P e () sdo termos que ajustam a distribui¢ao das linhas e pontos da malha. O sistema
(B.9)-(B.10) possui a propriedade de garantir que o jacobiano da transformacao seja ndo nulo
no dominio [35]. A seguir, as equacdes (B.9)-(B.10) serdo reescritas em termos das métricas de
transformacao.

Seja F' = F(£,n) a propriedade analisada na equagdo, uma vez que

§=8(z,y) e n=n(z,y), (B.11)

aplicando a regra da cadeia da derivagdao em & e 1 obtém-se

OF OF 06 OF oy

O 8_5(9_x + 8_7781‘ (B.12)

OF OF 06 OF oy

y ~ ocoy ooy (B13



Derivando as equagdes (B.12)-(B.13) em relacido a x e y novamente, obtém-se
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PF 9 9¢  OF 9 (o€ OF\ an  OF @ (n
Froa <a§> 8§8x( )+@x(a_n>% 3773x(8) ®.14)
2
()R () ) e () s
dy? ¢S o8 dy dy \on ) oy  Ondy \dy
Da regra da cadeia da derivacdo segue que
0 (0F B o (O0F\ 0 0 (OF\ On
o (ae) = 5 (ae) oo (5e) oo (10
D(30) o (o0Yic, 0 0y b7
8y(6€) af( £>8y+8n £) oy B-1
0 (0F\ _ 0 (0F\ O£ 0 (9F\on
%(3_77) a 35( n)3x+3n< n)ax’ (B.19)
290y L o (Ao, o (ory 819
6’@/(%) 85( n>8y+8n n) 0y’ (B-19)
Assim, substituindo (B.16)-(B.19) em (B.14)-(B.15) segue que
o = |oe(5e) o o (o) 32 s + o s ()
ox2 | 0¢ 0 0¢ Ox
x5 a5 wla e (@)
o8 0 on 0x \ 0
- (50) @)~ (5) (@) % 5 (5)
06\ 0¢ ox on \ On ox o0& |0z \ 0
OF 0 6?785
- 5 o (o)) 2 | (%) | v ®0
() () ) (%)
Oy>  |os\ o) By  on\oE) dy 9¢ Oy
LREE a3
0§ \On) 0y dn\dn)dy]dy Ondy \dy
DI (EY 2 () () [ ()
BRCANCS y on \ on ) \ 9y 9¢ oy \ 9
1 ()] ()25 o
- n{3y<y T2 \oe )| ayay (821
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Agora, tomando F' = x e também F' = y em (B.20) obtém-se as equacdes

-5 - () () 5 () () &[5 ()

i lar ()] 2o () e 2
-5 - %@ &) 5 G 3 &3]
s (51)] 2o ()] 52 ®2)

0 0
Multiplicando a equacdo (B.22) por a—£ e a equacdo (B.23) por 8_§ e somando-as, segue que
x Y

8

0 (0§ [0x 05 Oy og oxr 0§ Oy 0&
' - a_(%> [a_fasc agay}+ ( )l3n9w+3nay]+

o (0x\ [0¢\® O [ox\ [(Oon\® 0O [Ox\ OndE
e () ()~ (30) (3) 25 (5 >am]+

[0 /oy\ /0c\2 O [dy\ [ 8 [dy\ on ¢
¢ (5) () +a (5) <a> 25 (5 >axax] - B2

) ¢ ox\ (On\* 0 (0 9O
E = — (= — || = 2— | — B.2
3 (05) ( > "oy (3?7) <3x) "o <f977) orow B
d (oY [0\ D [y (om\® .0 8y o ¢
o= 5 (ag) (m) o (an ar) "2oe\on) dran: B0
e substituindo as métricas de transformacao dadas em (B.8), tem-se que

0\ |0z 08 Oy o€ on\ [0x 06 Oy ¢
8x( > [ag Fra 3§8y] "o (895) [8n8x+3n8y]
-1 =0
_ <Elg—5 LR aj ) | (B.27)

o |

T o
¢

T 5y

Definindo

Logo,

g (0§ 73 3
g <%) _ [E1% +F18—y] | (B.28)



86

Do mesmo modo, substituindo F' = y e F' = x em (B.21), obtém-se

-5 - (@G GG EE)
dy? e \ae ) \ay) " an\an) \ay 23 Ay
dy | 0 877 85
A B.2
T o [5@/ ( ﬂ { ( ﬂ Oy dy (829
LD (o) (06Y' 0 (0 o€
oy 9¢ \ o€ 877 (9y
0 0 817 8{
At )} {a—( ﬂ Dydy” B0
- - o o€ )
Multiplicando as equacdes (B.29) e (B.30) por ey e I respectivamente e somando-as, segue
que Y
0 (0 23 9¢
~Z =) == - = 31
dy (01/) [EQ&C +F20y] ’ (©3D
com
) o¢ o (0z\ (On\> _ 0 o an
E, = == )= — (=) (= 2— [ — B.32
% (05) ( ) " on (377) ((91/) "o <3£) yay P
o (oy\ [0\® Oy o [On ) ¢
= — =)= — B.33
ro= e (56) (3) o (30) + 2, (56) 3y (B39
In 9
De maneira andloga, considerando as equagdes (B.22)-(B.23), multiplicando-as por I e 8_3/
respectivamente, e somando-as, tem-se
o (0n on on
— | =— — B.34
oz (8x) {Ela +F1(9y] (B34)

on 0
O mesmo ocorre quando multiplica-se por el , Tespectivamente as equagoes (B.29)-(B.30)

ox Oy’
0 877
8 8y

e somando-as segue que

Ey— + F

o ay (B.35)

= | g
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Logo, de (B.28), (B.31), (B.34) e (B.35), obtém-se as expressoes

g_jj %(%) _ El%JrFlgj , (B.36)
g:;:%(%) _ ElgnJrFng , (B.38)

onde

2
E = P 8—"”) @%, (B.40)

175 (B4

3_””) Qo (B4

O (Oy\ [0\? O [Oy\ [on\> .0 [0y O¢dn
K = === — (=)= 2— = ) ==—. B4
- wla)(m) w3 G vm (@) ae e e
Os termos P e Q nas equagdes (B.9)-(B.10) possuem a propriedade de ajustar a concentracao de

linhas em determinadas regides. Esses ajustes podem ser expressos por diversas maneiras [35].
Neste estudo, utiliza-se P e () definidos em (5.17)-(5.18), dadas por

P(&,n) = —Za3529n£ g;)e 8l - stzgn£ &) eV EEP

Q&) = _Zaﬂ‘%gn 0 —1;)e” | stzgn n—1) (€=&)2+(n—ni)?

Note que §; e 1), sdo as linhas para as quais serdo atraidas as outras linhas £ e 7, respectivamente.
Deste modo, o primeiro termo das equacdes (5.17)-(5.18) é responsdvel pela atracdo entre as
linhas coordenadas. Note que o coeficiente c; pode ser ajustado para aumentar ou diminuir a
atracdo entre as linhas, uma vez que o termo exponencial (com expoente negativo) faz com que
as linhas mais préximas &; ou 7); sofram mais atragdo em relacdo as que estdo mais distantes.
Ja o segundo termo das equacdes (5.17)-(5.18) € responsavel pela atragdo das linhas aos pontos
escolhidos e possuem comportamento semelhante ao do primeiro termo, ou seja, ajustando o

termo d; pode-se ajustar a distancia entre os pontos que estdo na linha a ser atraida e os pontos
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que a atraem.
Assim, substituindo as equacdes (B.36)-(B.39), (B.44)-(B.44) em (B.9) - (B.10),

obtém-se
B 0?¢ %€ B & o€ o€ o€
—-P= o2 Tap = 1 (El%JrFla_y) + Ezf)_x+F28_y
0 0
= [(El + E5) % + (Fy + F3) —1 : (B.44)
—— 0T e — 3y
=E =F
0?n 0% on on n on
O =14 27T _ i bl B—L 1+ 2t
@ 8x2+8y2 +(E18x+F18y)+( 28x+ 283/)
0 0
[@ﬁEﬂﬁ+@+&%ﬂ, (B.45)
—— 0T ~——— 0y
:E :F
onde
E:E1+E2 c F:F1+F2. (B46)
- - on . o0& : (
Multiplicando a equacao (B.44) por e a equacdo (B.45) por 8_y e subtraindo-as, obtém-se a
Y
expressao
o0& on on 0¢ on o€ o0& On 0& On
——P— = -F——-F——+E—=>—+F—~-—
Q@y P@y Oz Oy dy Oy * Oz Jy * Oy Oy
0¢dn  0&on
— S0 570 B.47
(3x Jy Oyox ( )

Um procedimento andlogo pode ser feito, agora multiplicando as equacdes (B.44)-(B.45) por
on 0
9T e —5 respectivamente, obtém-se

Or Ox
0& an on o0& on 0¢ o0& On 0& On
—-—-P— = - F———-F——=+F—=>—+4+F—>—
Q&U P@x E@x ox Oy Ox * Ox Ox * Oy Ox
o0& on  On o€
_ S TUES ) B.4
E (8y oxr 0Oy 835) (B.48)

1
Assim, simplificando as equagdes (B.47)-(B.48) e multiplicando por 7 tem-se que

_ L pon . 598
E__j(P%+Q%>, (B.49)

1 on o€

F = -5 (—P% + Q(‘?—x) . (B.50)



&9

Utilizando as métricas de transformacgao em (B.8) pode-se rescrever (B.49)-(B.50) como

1\? ox ox
) e

1\? dy Jy
F = —(= pP—= —= . B.52
(5) (75 +<5) 22
Substituindo os valores de F e I, obtidos em (B.46), (B.41)-(B.43) nas equacdes (B.51)-(B.52)

obtém-se as seguintes equagdes para geracao de malhas

0%z 0%z 0%z 1 ox ox
aa€2+b8n2+208na£+(ﬁ> (P8_5+Q8_77> 0, (B.53)
0%y 0% 0%y 1 dy dy
b 2 — P—= — = B.54
%8+0m+0%%+(ﬁ)(ab“%ﬁ v (B>

com
B ¢ 2 ¢ 2
- (&) (@)
B o 2 on 2
- G) @)

on 0 | 0% n

ordx ' dyoy
(B.55)
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C METODO DE DIFERENCAS FINITAS

O método de diferencgas finitas aproxima as derivadas através de expressoes
algébricas que estdo relacionados com a expansio em série de Taylor.

Seja um dominio temporal-bidimensional espacial discretizado em coordena-
das generalizadas (£, 7).

No caso das equagdes de Navier-Stokes, como a malha utilizada € estruturada,
considera-se que a pressdo estd localizada no centro da célula e as velocidades nas faces. Ha
casos em que a varidvel ndo estd definida em pontos vizinhos daquele em que deseja-se calcular.
Nesses casos € possivel fazer uma aproximacao através de médias entre os valores ja conhecidos

em torno deste ponto.

C.1 DISCRETIZACAO DE DERIVADAS ESPACIAIS

Considere uma fungdo f(&,7) continua em [a,b] X [c, d] com derivadas par-
ciais até a ordem N nas direcdes 7, j. O Teorema de Taylor nos garante que para todo ponto

¢ € |a,b] e na direcdo i tem-se

(Ag° o f
31 9¢3

B of (A2 0 f
f(&G+AE ;) = f(fuﬁj)ﬂﬁf)a—f &m]f o o2

+...+Rn, (C.1)

&imj

&imj

N AN
onde A =& —& e Ry = &8_]{ paraalgum & € [§;,& + A& .
N!' 0¢ .
Isolando o termo g de (C.1) obtém-se
86 &isnj
of _ f(5i+A5>77j)—f(€iﬂ7j)+ (a9 arflagref o (ANTONS
85 &imj N Af 2! 852 §imj 3! 8§3 &imj N! 8§N &inj ’

(C.2)
onde o termo entre colchetes é chamado de erro local de truncamento (ELT) . Além disso,
conforme o refinamento da malha aumenta o ELT tende a ser menor.

Reescrevendo a equacdo (C.2) segue que

of ~f& A ) — f(&,ny)
% = Y: L+ 0(Af), (C.3)

&ismj

onde O(A£) significa a ordem de A¢, indicando a ordem do erro local de truncamento. A
ordem estd relacionada com a poténcia que acompanha A& no primeiro termo do ELT.

Assim, € possivel obter uma expressao que estima a primeira derivada da
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func¢ao f, dada por

of| &+ A& my) — f(&,n;)
. ™ ; : (C.4)

&isnj

A equacio (C.4) é chamada de diferenca progressiva, pois utiliza informagdes
de termos posteriores ao que se estd calculando. Outras expressdes podem ser desenvolvidas se
utilizarmos diferentes combinacdes de pontos como

Diferenca atrasada:

of f(&, ;) — (& — A n))
— ~ . C5
¢ &ismj A )
Diferenca central:
af %f(fri‘Afﬂ?j)—f(fi—Afﬂ?j) C6
3 ey 2A¢& ' (6
Diferenca finita para a segunda derivada:
*f ~ f(& + A& ny) —2f (& my) + f(& — A ) (C.7)
o¢ |, (A0)? | |

O andlogo pode ser deduzido para a coordenada 7, agora calculado na direcdo j, obtendo as

seguintes expressoes

Diferenca progressiva:

on §ismy A
Diferenca atrasada:

an §ismj A
Diferenca central:

an €y 2An

Diferenca finita para a segunda derivada:
ol (An)?
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C.2 DISCRETIZACAO DA DERIVADA TEMPORAL

Neste estudo, a discretizacdo das derivadas temporais € realizada através do

método de diferenca finita progressiva, dada por

ofl  _ flm+ A7) — f(m)
CR Att '

Tk

(C.12)
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D DISCRETIZACAO DAS EQUACOES HIDRODINAMICAS E EQUACAO DE TRANS-
PORTE

A geometria do lago Luruaco desenvolvida através do método multibloco na
Secdo (5.2), transforma a regido em uma geometria discreta. Para que o modelo hidrodinamico
e o modelo de concentragdo de coliformes fecais possam ser simulados computacionalmente na
geometria do lago € necessario discretizar as equacdes dos modelos.

Sendo assim, cada ponto do dominio tem coordenadas (;, 7);), mas terd sua
representacdo na malha através do par (4, j). Quando o tempo ¢ também varia, indica-se na
malha com o indice k.

O modelo descrito no Capitulo 4 serd discretizado utilizando o método de
diferencas finitas descrito no Apéndice C, separadamente em relagdo aos termos da equacio de
conservacao de massa, termo temporal, termo convectivo, termo de pressdo, termo difusivo e
termo reativo. Para facilitar o entendimento dos cdlculos, por abuso de notacdo apresenta-se
novamente as equacgoes (4.1)-(4.4)

Modelo hidrodindmico:

ou 0V
_ D.1
3 0, (D.1)
termos da eq. de cons. de massa
0 [u 0 0 B OpOdy Opdy [0 ou ou
or (3) ag(U“) i _W“Z - (an o¢ ocam) T |0 T\ 2% = "o,
termo temporal termo convectivo termo de | pressio termo difusivo
9 -
+ —(J ( — — = >) , (D.2)
In ( Yo Vo
termo dlfuswo
0 /v 0 0 B OpOx  OpOx 0 ov
a(5) +aEtntg A 7 (5 9 o ) +”\[65 (7 (o5 - n))
termo temporal termo convectivo termo de | pressdo termo difusivo

0 ov
- w05 7%))] ®

termo d1fus1vo
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Modelo de concentracdo de coliformes fecais:

o (C 0 0 KC 0 oC oC

i - - — bl - §— — o

87<J> TVt 5,0 J +8§k](é% “an)}

| R ——— ~~ - S~~~ X N —~ /

termo temporal termo convectivo termo reativo termo difusivo
0 oC oC
— — —k— . D.4
1 (o5 %) Y
termo difusivo

e Termos da equacao de conservacao de massa:

Para discretizar os termos da equagdo (D.1), utiliza-se o método de diferencas finitas cen-

trais para as derivadas espaciais, tomadas no tempo k. Assim obtém-se as aproximagdes

oult UE-Up _UE-Ul _
—| =~ = = Uk - D.5
86 . ) Ag A§ U|E U|P7 ( )
2
v |* VIX=VIE _VIR=VIE _ o i
~ _ —VIE — VI D.
2

Como U e V estdo definidos apenas nas faces das células, obtém-se os valores de U |%,, U |5, V|%;
e V|% através da média aritmética dos valores proximos e localizados na mesma diregio
em que se deseja calcular, isto é
k k k k
_ U+ _ Ul + Ul

UVE—TM, Ulljé—T, VIk

=g VE
(D.7)
Assim a equacdo de conservacdo de massa na forma discretizada pode ser aproximada

como

ou oV
o Ty S UlE U+ VIN - VIE =0, (D.8)

com as aproximagdes dos termos dados em (D.7).

e Termo temporal:

O termo temporal é expresso por apenas uma derivada de primeira ordem nas equagdes
(D.2)-(D.4). Note que para t = 0 sdo assumidas condicdes iniciais para a velocidade e
pressdo. Avangando At, as variaveis sdo calculadas sobre o tempo obtido anteriormente,

e assim sucessivamente até chegar ao tempo final.

Utilizando o método de diferencas finitas progressivas no tempo k, entdo aplicando as



discretizacoes nas faces e e n tem-se que

5 (5)

e Termo convectivo:

Q

Q

Q
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1 U’k+1 _ulk
€ = — [ =< D.9
- ( s ; (D.9)
k
1 [ofFt —yl®
L QL E— D.10
I ( AT > ’ ( )
k
1 C’k+1 o C‘k
P__— (2P D.11
Jp < AT ) ( )

Uma das dificuldades encontradas na discretizacdo das equacdes de Navier-Stokes esta

na nao linearidade dos termos convectivos. O método de diferencas finitas abordado no

Apéndice D aproxima as derivadas dessa equacdo, porém os termos nao lineares podem

gerar efeitos de difusdo numérica [23], causando a suavizac¢do do gradiente ou gerando

oscilagdes que podem alterar a precisdo dos resultados.

Para contornar esse problema sdo desenvolvidos métodos denominados Upwind [4]. Os

métodos Upwind podem ser classificados como de baixa ordem, como por exemplo o
FOU (First Order Upwind) e os de ordem superior, como método QUICK (Quadratic

Upstream Interpolation for Convective Kinematics) ou o método SOU (Second-Order

Upwind) [24].

Para este estudo, utiliza-se 0 método FOU que trabalha com o esquema progressivo e re-

gressivo no espaco, dependendo da direcdo da velocidade. Quando o sinal da componente

de conveccao € positivo, utiliza-se o método regressivo. Analogamente, se a componente

de conveccdo € negativa utiliza-se o método progressivo. Assim, se a velocidade é posi-

tiva (u > 0), a solugdo se move para a direita, e portanto utiliza-se os pontos anteriores

para poder calcular o ponto posterior. Caso contrdrio, quando a velocidade é negativa

(u < 0), a solucao se move para a esquerda e portanto utiliza-se os pontos posteriores ao

que se deseja calcular. O esquema € aplicado, em geral, em fluidos onde o transporte das

propriedades € realizado predominantemente convectivo.



Assim considere

Clu) = %(UU)—F%(VU),
0 0

Clv) = a—g(UU)Jra—n(VU),

ce) = (%(UC)Jra%(VC),

96

(D.12)

(D.13)

(D.14)

que representam os termos convectivos das equagdes (D.2)-(D.4). Inicialmente utiliza-se

a discretizacdo por diferencas centrais tomadas no tempo k. Para o termo (D.12) tem-se

k k
0
. + 8—n(Vu)

C)lt = a%wu)

e

Vu)lk, — (Vu)
An

Uw)f — (Uu)lp
Ag

k
se

N

Q

Q

Ulpuli = Ulpulp + Vettlne — VIseuls

se )

(D.15)

onde U e V sdo chamados de componentes de conveccdo € u € v sdo as componentes

da velocidade do fluido. Além disso, note que U e V sdo obtidos através de médias

aritméticas em pontos vizinhos ao que se deseja calcular, de modo que

7 U|Ie€ + U’]gee
Ul% = 2 ?

~ Uls, +Ul%
U|11€D: 2 )

‘7|k — V’fz + V‘iee
ne 2 )

Aplicando o esquema FOU nas componentes da velocidade u e obtém-se

1+ 5% 1Sk LUK >0
k __ E k E k k __ ’ E =
u'E - ( 2 > u|e + ( 2 U’|eee com SE - —1,U|% <0
1+ % 1— Sk LU >0
ulf = < 5 P) ulf + (—2 E)ulb com S§= —1,5“% ~0
1+ Sk 1-— Sk LUK >0
e = (S Y (R0 )t com st = e
2 2 ~1,UF. <0

LUk >0

1+ S* 1— Sk
u 56 - <%) u ];se + (TSG> ulleC com ‘Sfe - {

B Vk Vk
vt = Vet Ve

—1,U*, <0

see

2
(D.16)

,(D.17)
,(D.18)
,(D.19)

.(D.20)
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De modo andlogo, obtém-se as discretizacdes para as equagdes (D.13)-(D.14)

C(”)‘Z R U’fw”’ﬁe - U’fw}v’fw} + Vl?VU‘?V - ‘7|’I€3U|]]€3 ) (D21)

Q

C(O)Np = UleCly = Uy Cliy + VINCIN = VIsCls . (D.22)

com as velocidades de convec¢do dadas por

_ Ulk+ Uk _ Uk +U|* _ VIF+VIE _ ViE4+ V|
U k — e nne U k — w nnw V k — n nnn V k — s n
|ne 2 ’ ’nw 2 ) ‘N 2 ) ‘P 2 Y
2 2 2 2
(D.23)

e aplicando o método FOU nas componentes da velocidade v e C' obtém-se as aproxima-

¢coes

Vlpe = < v _
2 LU, <0
(D.24)
1+ Sk 1—SF LUK, >0
i = (F ) el (S ) ol om sp =] B0
2 2 -1,Ulk, <0
(D.25)
1+Sk) (1—Sk> LV >0
k N k N k k ’ N
vy = v, + Ulpnn com Sy = - :
o= () e (P =1 e,
(D.26)
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1+ S 1— Sk LUK >0
ok = ( £ Ck+< E)Ck com Sh = e = :
|E 2 |P 2 |EE E —].,U|I]€5<O
(D.28)
1+ Sk 1— Sk LUK >0
cl, = s Neil ( W)Ck com Sf, = W = :
o= (F5) Gt (P52 ) €l eom iy = ¢ TR
(D.29)
1+ S% 1Sk LV >0
clk = ( N>0k+< N)C com S¥ N =
(D.30)
1+ 5% 1— Sk LVIE>0
ok = ( S)C’k+< S)C"” com Sk = s = :
|S 2 |SS 2 |P —17V|§<0

onde (D.24)-(D.27) sdo aproximagdes para os termos de (D.21) e (D.28)-(D.31) sdo apro-

ximagoes para os termos de (D.22).

Termo de pressao:

Considere

pe OOy OpOr opOx
In o 9E n 9gdn  Ino¢

os termos de pressdo das equacdes (D.2)-(D.3), respectivamente. A discretizagcao dos ter-

mos de pressao sdo tomadas no tempo k£ + 1, por conta do método computacional Marker

and Cell (MAC) , utilizado para determinar a solu¢do numérica do modelo hidrodinamico

[24].

Utilizando diferencas finitas centrais para cada termo com derivadas, obtém-se as expres-

soes
k
@ i ~ P I;zjl - D I;:l — k+1 o p’k+1 (D33)
|, 2(An/2)
ap k+1 p|k+1 |k+1 " .
- N ——— =0l —» , (D.34)
%), 2AEf2) -
k+1
@ + N p|k‘+1 ’k-‘rl _ p k+1 _y 1 (D.35)
o€ " (AS/Z) ot
op FH P‘kﬂ ’kH k+1 k+1
— N ———— =pl]y —D ) (D.36)
onl, 2(An/2) g

Note que, como a pressdo estd armazenada no centro da célula, utiliza-se as médias arit-
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méticas para os termos p|F+! p|E+l e p|F+l Assim

il |k+1 4 p|k+1 4 p|k+1 +p|k+1 il |k+1 4 p|k+1 +p|k+1 +p|k+1
p| - ) nw 9
4 4
k+1 k+1 k+1 k+1
p +p +p +p
p|k+1 — | | 1 I | (D.37)

Vale ressaltar que a malha utilizada é ndo mével, isto €, a malha ndo varia de k para k + 1.

Entao pode-se reescrever os termos de derivada como

@/ﬁq_@ @k—&-l_@ %k-',—l_a_x @kﬂ_% D3%)
oc|, ol om|,  om|) om|,  onm| = 0|,  O&|)’ '
obtendo as seguintes discretizacdes
(1pu) o 1(@@_@@)
p . p \Ond§  9Edn
B 1 @k—&-l@kl apk+layk+1
p \In|, o€, |,
1 k+1 1k+1 dy k+1 k-+1 dy ]
~ - ,  (D.39)
- ottt ot 32| -0t ot
(179@) o 1(@@_@@) .
p n p \O§On  In g
B 1 ap k+18 k+1 ap k+1 afL’ k+1
p \ 0|, 0&|, on|, 0|,
1 k+1 k1 O k41 kt1y OT }
- — — —| |. (D40
> |ttt ot 5| -l - 5| )
e Termo difusivo:
Considere
o ou ou 0 ou ou
= = — _B=— — — _B=— D.41
Y = e | (“aé %nﬂ o {J <”an 50&”’ (4D
o ov ov 0 Ov v
Y=g | (“a—g‘%—n)] T {J (73_77_53_5)}’ (b4
o [ oC oC 0 oC oC
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que representam os termos difusivos das equagdes (D.2)-(D.4), respectivamente. Cada

termo com derivada € discretizado por diferencas finitas centrais tomadas no tempo £,

assim obtém-se que

0 ou ou
B3 [J (8_5 - 60_77)]

k

e

k

0 ou ou
o [J (”a—n - %—sﬂ

e

9, (0 _ o
877{ ("an_“ag)l

P

Q

Q

Q

Q

Q

(o) (ulfee = ul) = (B (ulhee — ulle) —
(Ja)[p (ul§ —uly) + (IB)[p (uly —ult) .
(I e (line = ule) = (JB)lne (ulpee —uly) —
(IN)se (ult = ultse) + (TB)|se (ullee —ul})
(Ja) e (vl = 015) = (I (vlhne = vIE) =

(‘]Oé)mw (U|fz - U|fwa) + (Jﬁ)mw (U|fmw - U‘Z) )

TN (O = v18) = B (vl = Vi) —
(Ve (vln = v[S) + (IB)|p (v]e = vli)

(J8)le (Clf = Clp) = (IR (Clhe = CIL) —
(J8)w (Cl5 = Cliy) + (JK)lw (Clny — Cl2) -
(Jo)n (Clk = Cl) = (J&)] (Clhe = Clia) —

(Jo)ls (Clp = C15) + (JK)ls (Clec = Claw)
(D.44)

Onde considera-se o fato de A{ = An = 1. Além disso, as estimativas dos termos de

u,v e C' sdo dados por
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k _ u|]e€ + u|]e€ee + U|]T€meee + umne k u|];se + u|];seee + u|’e€ee + U|I€€

u’nee - 4 ) u see 4 )
kK _ ulﬁ) + u‘lg + ulfm,e + u‘fmw k __ u|ls€sw + u’l;se + u‘lg + u‘ﬁ;

Uln - 4 ) u|8 - 4 .

k _ v|fz+v|fzee+v|fmnee+v|fmn k __ U|§+v|§ee+v|ﬁee+v|z
U|nne - 4 ) U’e - 4 )

k _ U|I:wa+v|ﬁ+v|’:mn+vmnnww k _ U|Is€ww+v|]s€+v|2+vmww
’U’nnw - 4 ) v|w - 4 :

Ch+Cly+Clhs+Clk Clt+Clig+ Cly + Clp

|7”L€ 4 Y |se 4 I
oF = Cliy + Clp + CIx + Cliw ak:C%W+O@+ﬂ%+ﬂ%
nw 4 ? sw 4 :
(D.45)
e Termo reativo:
A discretizagdo do termo reativo da equagao (D.4) dado por
Ko
R(C)=— (D.46)
Jp

Como esse termo nao possui derivadas, a discretizacdo € realizada somente nos valores
das concentracdes de coliformes. Note que os valores das concentragcdes C' sdo determi-
nados no centro das células, calculados no tempo k. O termo K é chamado de coeficiente

de decaimento dos coliformes fecais.
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