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“Creio que fui um grdo de areia, mas a praia é feita de grdos de areia.”

— (Octévio Brandao. As lutas de seu tempo).



RODRIGUES, Ricardo Gonzatto. Testando as Simetrias do Universo em escalas Sub-angulares
2023. Dissertacao de Mestrado — Universidade Estadual de Londrina, Londrina, 2023.

RESUMO

Neste trabalho, implementamos um cddigo numérico escrito em C para obter os Vetores de
Multipolo (MVs) e Vetores de Fréchet (FVs) de um mapa de temperatura da CMB (acronimo
inglés para Cosmic Microwave Background). Isso nos permitiu testar as hipdteses do modelo
padrao de isotropia estatistica e gaussianidade de uma forma independente de modelo, uma vez
que esses vetores sdo insensiveis ao espectro de poténcias angular C. Para realizar esses testes,
recorremos ao teste de hipétese da fungio estatistica de x2. Nele, vimos que a pipeline comman-
der (2018) do satélite Planck estd em discordancia com essas hipdteses de simetria nas escalas
tanto do satélite Planck quanto do satélite Wilkinson Microwave Anisotropy Probe (WMAP).
Além disso, realizamos uma série de testes fazendo modulagdes artificiais de temperatura, para
melhor entender a relacdo entre a direcdo dos FVs e MVs com as anisotropias presentes na
CMB.

Palavras-chave: Radiacao Césmica de Fundo. Vetores de Multipolo. Vetores de Fréchet
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ABSTRACT

In this work, we implement a numerical code written in C to obtain the Multipole Vectors (MVs)
and Fréchet Vectors (FVs) of a Cosmic Microwave Background (CMB) temperature map. This
allowed us to test the standard model hypotheses of statistical isotropy and Gaussianity in a
model-independent way, since these vectors are insensitive to the angular power spectrum Cj.
To carry out these tests, we used the hypothesis test of x? statistical function. In this test, we
saw that the pipeline commander (2018) of the Planck satellite is in disagreement with these
hypotheses of symmetry at the scales of both Planck satellite and Wilkinson Microwave Ani-
sotropy Probe (WMAP) satellite. Furthermore, we performed a series of tests making artificial
temperature modulations, aiming to better understand the relationship between the direction of
the FVs and MVs with the anisotropies present in the CMB.

Keywords: Cosmic Microwave Background. Multipol Vectors. Fréchet Vectors.
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1 INTRODUCAO

Assumindo a hipétese de que, em escalas suficientemente grandes, o Universo é ho-
mogéneo e isotropico, as observacdes cosmoldgicas feitas em nosso planeta sdo equivalentes
a observacdes realizadas em qualquer outra posi¢dao no Universo, em outros termos, a nossa
posi¢cdo ndo € estatisticamente distinguivel das outros posi¢des no Cosmo (homogeneidade).
Pelas mesmas razdes, o Universo deve ser estatisticamente o0 mesmo em todas as dire¢des (iso-
tropia). Esse conjunto de hipdteses forma o Principio Cosmolégico (PC) e nos permite testar
os diversos modelos propostos na Cosmologia Moderna. Como sabemos, em uma certa escala
temos galdxias, clusters e superclusters. Tais estruturas sdo, individualmente, manifestacoes
explicitas da quebra de homogeneidade e isotropia. Portanto, surge naturalmente a ddvida: o
que € considerado uma escala ’suficientemente grande’? A escala na qual a distribui¢do de gala-
xias se torna homogénea € dificil de ser determinada, porém andlises indicam uma transi¢ao da
homogeneidade na distribui¢io de galdxias em escalas entre 70 e 150 A~ Mpc [1, 2, 3, 4]. Exis-
tem diversas janelas observacionais para se testar o PC, dentre elas podemos citar o movimento
peculiar das galéxias, ou, o que € um dos temas deste trabalho, a CMB [5].

Na chamada histéria térmica do Universo, existe um conjunto de evidéncias de que nos
estdgios iniciais ele estava em um estado denso e quente, no qual a matéria era totalmente io-
nizada e os fotons estavam acoplados com os elétrons. Conforme o universo se expandiu, sua
temperatura decresceu até um valor limite no qual a energia dos fétons ndo era mais capaz de
ionizar os dtomos. Nesse momento, conhecido como recombinac¢do, temos o surgimento dos
primeiros dtomos estdveis e o consequente desacoplamento dos fétons. A CMB ¢€ esse fluxo
de fétons que permeia o Universo desde entdo e chega até a Terra de todas as dire¢des. Ela foi
prevista teoricamente no final da década de 1940 [6] e confirmada observacionalmente por Pen-
zias e Wilson em 1965 [7]. Anos mais tarde, a missdo Cosmic Background Explorer (COBE)
confirmou que esses fotons se distribuem em varias frequéncias de acordo com um espectro de
corpo negro [8]. Isso nos indica que a frequéncia da radiagao de uma certa regiao no céu identi-
fica unicamente a temperatura correspondente da radiag@o aquela direcdo. O valor médio dessa
temperatura € de aproximadamente 2.73 K e flutuag¢des ao redor dele sdo chamados de anisotro-
pias. Nesse contexto, a CMB pode ser interpretada como uma realizagdo de um campo aleatério
no qual flutuacdes observadas identificam uma realiza¢ao desse campo. Nesse contexto, a hipd-
tese do PC equivale a presumir isotropia estatistica das flutuagdes. Elas sdo da ordem de 10°
em torno de seu valor médio e sua existéncia foi confirmada pela missao COBE no inicio dos
anos 1990 [9]. As medidas do COBE se restringiram aos primeiros momentos multipolares,
ou, grandes aberturas angulares. Posteriormente, os satélites Wilkinson Microwave Anisotropy
Probe (WMAP) e Planck elevaram a resolucio angular (WMAP: — 13" e Planck — 7.1’, Figura
1.1).

Grande parte dos desafios da cosmologia contemporanea consiste em analisar as pro-
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Figura 1.1: Comparacdo entre as resolucdes angulares das observacdes feitas pelos trés saté-
lites: COBE, WMAP e Planck. A cor alaranjada simboliza regides de flutuacdes positivas en-
quanto as regides com flutuacdes negativas sao representadas pela cor azul. Fonte: NASA/JPL-
Caltech/ESA.

priedades das flutuacdes da CMB, que sdo associadas aos mecanismos que fundamentam a
dindmica do Universo em seus estdgios iniciais. Modelos que consideram um periodo inflacio-
ndrio [10] preveem uma distribuicdo gaussiana com uma variancia aproximadamente invariante
de escala para as flutuacdes de densidade que, posteriormente, se relacionam as de tempera-
tura. Se esse campo € gaussiano, sua estatistica pode ser expressa completamente em termos
da funcdo de correlacdo, ou, equivalentemente, da sua transformada harmonica, o espectro de
poténcias angular. Ha também teorias como as relacionadas com modelos inflacionarios nao
comuns ou que envolvem defeitos topoldgicos que produzem outro comportamento para as flu-
tuacoes [11]. Dessa forma, uma importante motivagao para as andlises de gaussianidade é testar
esses diferentes modelos. Essa tarefa ndo € simples, comumente as nao gaussianidades identi-
ficadas t€m origens em erros sistemdticos, como contaminagdes de galdxias ou até ruidos que
ndo sdo apropriadamente removidos.

A colaboragdo do Planck utilizou duas classes de ferramentas estatisticas para analisar
as ndo gaussianidades na CMB. A primeira classe foi uma andlise dependente de modelo uti-
lizando bispectrum estimators. Nos resultados foi encontrado uma consisténcia de 1 o com a
hipétese gaussiana [12]. A segunda classe de testes envolveu andlises independentes de modelo
como: os funcionais de Minkowski [13, 14, 15, 16], o spherical Mexican-hat wavelet [17]. Em
geral, esses testes obtiveram poucas evidéncias de gaussianidade. Uma outra técnica estatistica
utilizando surrogate map [18, 19] detectou evidéncias mais fortes de ndo gaussianidade dos
mapas do satélite Planck [20].

Além da gaussianidade, testes de isotropia estatistica sdo realizados desde sua desco-
berta até o tempo presente [21, 22, 23, 24]. Copi, Huterer e Starkman [25] apresentaram um

método de testar a independéncia estatistica dos momentos de multipolo (ay,,) utilizando uma
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nova técnica chamada de Multipole Vectors (MVs), na qual cada momento de multipolo ¢ dos
coeficientes multipolares ay,, € representado por 2¢ vetores unitdrios. Em 2004, o matemadtico
Jeffrey Weeks [26] evidenciou que os MVs ja eram conhecidos a muito tempo. Precisamente,
eles foram utilizados pela primeira vez por Maxwell em seu “Tratado sobre a eletricidade e
magnetismo” [27]. Mais tarde, foi proposta uma nova forma de se obter tais vetores por meio
da relag@o que eles t€ém com as raizes de um polindmio de coeficientes complexos construido
a partir dos ay,, [28, 29]. Esses trabalhos se basearam em [30, 31] que analisavam polindmios
aleatdrios com algumas aplica¢des em mecanica quantica, neles € demonstrado que, se os coe-
ficientes do polindmio forem, eles mesmos, varidveis gaussianas e estatisticamente isotropicas,
os MVs se distribuem uniformemente na esfera. Esse resultado € intuitivo. Se o universo €
estatisticamente isotropico, os MVs resultantes de um mapa da CMB devem se distribuir com
igual probabilidade na esfera. Evidentemente, esta distribui¢do mudard se o mapa tiver mascara,
contaminantes sistemdticos, ou uma nova fisica que resulte em quebra da isotropia. Portanto,
testar a distribuicdo dos MVs resultante dos mapas do satélite Planck € uma tarefa essencial
para a cosmologia.

Dado esse contexto, este trabalho tem como objetivo testar as hipdteses de gaussianidade
e isotropia estatistica da CMB, analisando a distribui¢do estatistica dos MV's provenientes de
mapas de temperatura da missdo Planck. Porém, ao contrario de testar a uniformidade dos
vetores na esfera, testar sua correlacio interna € mais complicada, uma vez que o nimero de
combinagdes entre os vetores que deve ser testada cresce com /2. Portanto, uma forma de
facilitar tal andlise € mapear o conjunto desses vetores em outro menor.

Uma das formas de fazer isso € separar o conjunto de MVs de acordo com cada multipolo
¢ e analisd-los separadamente. Dessa forma, uma das possibilidades de comprimir a informagao
de cada ¢, é olhando para os MVs como pontos em uma esfera unitaria e procurando um ponto
que minimiza a soma das distdncias quadradas entre esse ponto e os vetores. Essa varidncia
entre os pontos na esfera, € conhecido como variancia de Fréchet e o ponto em que ela € minima
foi batizado de Vetor de Fréchet (FV). Estes vetores, apresentam também uma distribui¢do
uniforme para mapas gaussianos e estatisticamente isotropicos e sdo mais sensiveis a presenca
de mdscara ou modula¢des em mapas de temperatura, além de possuirem outras propriedades
interessantes para esse tipo de analise que ficaram mais evidentes ao longo do trabalho.

Ademais, pretendemos também entender melhor o comportamento dos MVs mediante
modulacdes de temperatura artificiais nos mapas. Para atender a todas essas propostas, desen-
volvemos neste trabalho um cédigo em C para obtencdo e analise dos MVs e FVs, dado um
mapa de temperatura qualquer e, em seguida, realizamos testes nulos de isotropia usando uma

funcio estatistica de y? para comparar mapas simulados com as medidas do satélite Planck.
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2 MODELO PADRAO DA COSMOLOGIA

A construcao da relatividade geral, elaborada por Albert Einstein no século XX, nos per-
mitiu construir uma teoria testavel do universo. Posteriormente, a descoberta feita por Edwin
Powell Hubble em 1929, de que o universo estd em expansao, forneceu um dos primeiros in-
dicios para o que viria a ser mais tarde chamado de paradigma do Big Bang Quente. Com
os avan¢os nas medidas astrondmicas, outras observacdes ajudaram a sedimentar essa teoria,
sendo elas: a abundancia de elementos leves, que concordava com a Nucleossintese Primordial,
e as anisotropias de temperatura e polarizacao da CMB.

Em sintese, o modelo padrao do Big Bang (também conhecido como modelo padrao da
cosmologia) propde que o universo teve seu inicio em torno de 15 bilhdes de anos atrds com
uma distribuicdo de matéria densa e temperatura elevada, e estd expandindo e resfriando desde
entdo. Nesta secdo, iremos apresentar brevemente os elementos basicos desse modelo, que é
baseado no PC, na relatividade geral e no modelo padrdo da fisica de particulas. De inicio,
vamos falar um pouco sobre as motivac¢des para a métrica do universo. Posteriormente, iremos
motivar a introdu¢ao de um tensor de energia momento que, junto com a métrica, produzem as

equacgdes dinamicas bésicas da cosmologia, conhecidas como Equagdes de Friedmann.

2.1 MODELO PADRAO DA COSMOLOGIA

A expansdo do universo foi postulada teoricamente pela primeira vez por Alexander
Friedmann em 1922 e, independentemente, por Georges Lemaitre em 1927, antes da descoberta
feita por Hubble e de inimeras outras confirmagdes subsequentes. Com ela, temos a criacdo de
uma classe de observadores privilegiados, ou seja, observadores em queda livre com a expansao
do universo. Estes observadores sdo chamados de observadores comoveis, aos quais podemos
associar uma nog¢ao global de tempo dada pelo seu tempo préprio. A velocidade relativa desses

observadores € entdo descrita pela lei de Hubble: a velocidade do observador B com respeito a
Aé

’UBA:H(t)’I"BA, (2.1)

onde H (t) é o pardmetro de Hubble, que depende apenas do tempo ¢, e 75 4 € 0 vetor que aponta
de A para B. No tempo atual (usaremos H, para se referir ao pardmetro H nesse momento),
medidas nos dizem que esse parametro € da ordem de 70 km/(s Mpc) [32, 33], embora existam
conflitos entre as diferentes estimativas (Hubble Tension [34]). Além disso, H (t) é comumente

parametrizado em termos da quantidade sem dimensao

H (1)

~ 100km/(s Mpc)’ @2
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Considerando a expansao do universo e o PC, podemos definir uma métrica para descre-
ver o espaco-tempo e, junto as equacdes de campo de Einstein, sua evolucao. Esse trabalho foi
feito pela primeira vez entre os anos 1920 e 1930 pelos ja mencionados Friedmann e Lemaitre,
e também por Howard Robertson e Arthur Walker. Dessa forma, tal métrica € conhecida como
métrica de Friedmann-Lemaitre-Robertson-Walker, ou FLRW, e, considerando ¢ = 1, € escrita
como

ds® = g, drtdz” = dt* — a* (t) dI?, (2.3)

sendo a distancia espacial descrita por

ar— 4 T r2d0? (2.4)
01— K2 ’ '
onde
dQ? = dh? + sin® Ad°. (2.5)

Na equacgdo (2.3), K representa a curvatura das sec¢des espaciais do espaco-tempo. O outro
fator que aparece nela € a (t), este é o chamado fator de escala que parametriza a expansao do
universo. Para o presente, vamos adotar a convengdo de a(t = 0) = ap = 1.

Para determinar a evolugdo do pardmetro a (¢), o que é equivalente a determinar a di-
namica da evolucdo do universo, temos que conhecer o seu contetido de matéria. De todas as
opg¢oes possiveis do tensor de energia-momento 7),,, as simetrias impostas pelo PC limitam a

sua forma geral para um tensor de um fluido perfeito

T = (p(t) + p(t)) e, + p(t)gpuv, (2.6)
onde u, € o quadrivetor da velocidade do fluido que, no referencial comével, vale u, =
(1,0,0,0). Além disso, como condi¢do adicional da homogeneidade, a densidade de energia p
e a pressao p ndo devem depender da posi¢do x, e portanto sdo fungdes apenas do tempo.

Dadas essas suposi¢des, a relagdo entre o conteido geométrico do universo (métrica) e
o contetido de matéria (tensor de energia-momento) ¢ dada pelas equagdes de campo da relati-
vidade geral de Einstein

R

Eg;w - Aguu = 87TGT,LW~ 2.7)

Nesta expressdo, do lado esquerdo temos R, € R como sendo o tensor € o escalar de Ricci,

R, —

respectivamente. Ambos, se relacionam com a métrica por meio dos simbolos de Christoffel
ng. Além disso, do lado direito, G € a constante gravitacional. Como estamos trabalhando no
espaco-tempo, . e v vao de 0 a 3 e, portanto, a expressdo (2.7) representa 16 igualdades. A
simetria dos indices, faz com que esse nimero diminua para 10 equacdes e, destas, apenas 2

sdo independentes
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(-5
j% = ) 3 (). 2.9)

Estas sdo as equagdes de Friedmann, que relacionam a composi¢ao do universo com a evolugao
do fator de escala. Para esse calculo, foram assumidas implicitamente as transformacdes p —
p+(A/87G) ep — p—A/ (87G), incluindo a constante cosmoldgica também como uma fonte
de densidade de energia e pressao do fluido cosmolégico. Note que, se A é uma constante, essas
transformacdes ndo afetam as equacdes dinamicas.

Além das equacdes de Friedmann, existe uma terceira equacdo que € resultado das
identidades de Bianchi, que por sua vez garantem a conservacdo local do tensor de energia-

momento. Essa equagdo tem a seguinte forma

p(t) +3H(t) (p(t) +p(t)) =0, (2.10)

onde foi assumido que H (t) = a(t) /a(t). Essa é a chamada equag@o de conservagdo local
do fluido, ou equagio de continuidade. E possivel verificar que ela resulta de uma combinagdo
das duas equacdes (2.8) e (2.9) e, portanto, ndo € independente delas. Comumente, podemos
trabalhar com quaisquer duas desse conjunto de trés equacdes. Isso nos leva a um problema,
pois temos 3 incégnitas (a, p € p ) e duas equacgdes. Para resolver esse sistema, fazemos uso da
chamada equag@o de estado para um fluido barotrépico p = p(p). Na maior parte dos casos de

interesse da cosmologia, essa relacao € linear

P = wp, (2.11)

onde w € uma constante que depende das caracteristica do fluido. Para uma matéria ndo relati-
vistica p,, = 0, e portanto w,, = 0. Para o caso relativistico (radiagdo ou outra particula sem
massa) p, = p,/3 e portanto w,, = 1/3 . Por fim, para o caso de uma constante cosmoldgica, a
equacdo de estado € escolhida de forma a satisfazer p = 0 , com isso a equagdo (2.10) nos leva

awp = —1. Em resumo

0 matéria fria e/ou matéria escura,
w=1q1/3 radiagdo eletromagnética, (2.12)

—1 constante cosmoldgica A.

Com a equacao de estado, podemos resolver a equacao de continuidade (2.10) e obter

dlnp=—-3(1+w)dlna — p(a) = poa 307, (2.13)
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pllog(a))

log a(t)

Figura 2.1: Tlustracdo da relacdo entre as diferentes densidades de energia com o logaritmo
do fator de escala. Na figura, vemos os periodos de dominédncia de cada um dos fluidos até o
dominio atual da constante cosmoldgica.

onde py = 3HZ /87 ¢ a densidade critica de energia do universo, calculada hoje. Essa relagdo
evidencia que, em um universo em expansao, a densidade de energia decai de maneira diferente
para cada fluido. Para a matéria fria e/ou escura p,, oc a3, isso estd em concordancia com
a ideia de que a densidade da massa decai com o volume. Para a radiacio eletromagnética

pr ox a”?

, pois além da energia decair com o volume temos, o que serd discutido mais tarde,
a influéncia da expansdo no chamado redshift cosmoldgico. E, por fim, a densidade de energia

da constante cosmoldgica por defini¢do, ndo decai com a expansao py  cte. Ou seja,

3

Pm < a~° matéria fria e/ou matéria escura,

4

pr < a” "  radiagdo eletromagnética, (2.14)

pa X cte  constante cosmologica .

Surge, nesse contexto, a ideia de eras do universo e cada um desses estidgios depende de qual
fluido possui a maior densidade de energia. No passado, temos a dominincia da radiagdo,
depois a da matéria fria e/ou matéria escura e, por fim, a era atual de dominancia da constante
cosmoldgica (figura 2.1).
Para ficar mais claro o que tal afirmacao significa, podemos reescrever a equagao (2.8),
considerando que nosso universo tem apenas os trés tipos de fluidos analisados até entao
(pr +pmtpr) K

1= : - o (2.15)

onde a quantidade p., = 3H?/87G é a densidade critica para um instante qualquer. Agora,

vamos reescrever essa expressdo em termos das densidades de energia adimensionais

-K

Q, = Pi/ﬂcr, Qg = m7

(2.16)
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que nos leva a
Qg =01-Q —Qp — Q). (2.17)

O que essa expressdo nos indica, é que a geometria das se¢des espaciais do universo, deter-
minada por K, depende da sua densidade total. Podemos também calcular os momentos de
transi¢do entre as diferentes eras do universo, pois nesses momentos esperamos que as densida-
des de energia dos fluidos sejam equivalentes. Portanto, as transi¢des entre as diferentes fases

podem ser calculadas a partir de

Qm QmO QmO 1/3
— ]l —— 1= a,A~ ’ , 2.18
QA CL?’QAD Am—A ( QA70 ) ( )
Qr CLSQTO QTO
Nl — x> & —, 2.19
Qm Q4Qm0 fhr= QmO ( )

onde o subscrito 0, indica que esse parametro € calculado no tempo atual. Gracas aos traba-
lhos da equipe do satélite Planck, temos medidas precisas de tais parametros que podem ser

encontradas em [35]. Para uma estimativa, vamos usar os valores aproximados
Qo ~0,31, Qao~0,69, Q,0~9,2x107°. (2.20)

Com eles, obtemos que a transi¢do entre a fase de dominio da matéria fria para a cons-
tante cosmoldgica, ocorreu quando a,, .o ~ 0.77 , ou seja, quando o universo tinha aproxi-
madamente 77% do tamanho atual. J4 a transicdo do dominio da radiagdo para o dominio da
matéria fria, ocorreu quando a,_,,, ~ 2,97 x 1074, ou seja, aproximadamente quando o uni-
verso era 10? vezes menor do que € hoje. Essa andlise é de grande importincia para um trabalho
que tem foco em analisar a CMB, uma vez que o intervalo de tempo em que ocorreu a recombi-
nacdo, foi durante a transicao da fase de dominio da radiag¢do para o de matéria fria. Além disso,
a equipe do Planck determinou )x ~ 0, indicando que K ~ 0 e portanto que nosso universo é
espacialmente plano.

Outro ponto importante de extrairmos de toda essa discussdo, é que o parametro a(t)
possui uma relagdo direta com o tempo, que vai depender dos diferentes estdgios que o universo
possui. Devido as vérias formas que temos de expressar o tempo na cosmologia, convém fazer

uma discussdo mais detalhada dessa nogao.

2.2 PARAMETRIZACOES DO TEMPO

Assumindo a métrica de FLRW (equacdo (2.3)), as distancias proprias (ou fisicas) d sdo
definidas em termos das distancias coméveis | como d = al, onde as distincias [ sio comoveis

a expansdo do universo. Para fétons que se movem radialmente no vacuo: ds? = 0, e portanto
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dt = a(t)dl , nesse contexto reescrevemos

dt
l:/m:n 2.21)

onde 1 € o chamado tempo conforme. Esse nada mais € do que o tempo em que o f6ton leva
para viajar desde sua emissao até o ponto de observacdo mais distante.

Vamos supor agora, que a radiacio é emitida pela fonte em um instante ¢ e chega no
observador em um instante posterior ty. Se considerarmos um novo pulso em ¢ + dt que é

detectado pelo observador em t, + dty, como a distincia D é constante, temos

to to+6to /
[ A o)
t a (t) tyst Q@ (t )

Se avaliarmos essa expressao para intervalos de tempo pequenos, isso € equivalente a

0ty ot
= —. 2.23
alte) ~ al) (2:29)

Essa equacdo nos diz que o periodo de oscilagdo da luz diminui com a expansio do universo,

ou, inversamente, que seu comprimento de onda aumenta com ela

ag
>\0bs = )\em_ (224)
a(t)
onde ag = a(ty). Dessa expressdo podemos ver que em um Universo em expansio acelerada
(ag > a) a luz sofre um desvio para o vermelho (redshift) em seu espectro. Esse é o chamado
efeito Doppler cosmoldgico. Convém entdo introduzir um fator adimensional relacionado com
o redshift
Qo
l+2=—. (2.25)

a(t)

Dessa forma, interpretamos que existe uma relacdo direta entre a energia de emissao do féton
detectado e a expansdo do universo. Isso indica que a medida de quanto o féton perdeu de
energia ao longo da sua trajetéria pode ser utilizada como uma medida de tempo. Quanto
maior for o redshift, menor € o tempo préprio da expansdo naquele momento, levando a essa
proporcionalidade inversa. Portanto, z = 0 indica o tempo cdsmico atual, enquanto z > 0
indica o passado do Universo. Estima-se que o momento onde ocorreu o desacoplamento entre
matéria e radiacdo foi em 24, =~ 1100 [5, 36, 37].

Além disso, em outros varios contextos, a temperatura 7' também se demonstra ser um
parametro util para o tempo césmico. No caso dos fétons com uma energia I e, portanto,
1+ z o< E o< T implica uma relacdo entre esse pardmetro e o redshift que pode ser analisada a
luz da temperatura atual do universo 7y = 2.73K.

Em geral, podemos caracterizar de maneira equivalente as diferentes épocas do universo:

pelo tempo desde o Big Bang, pelo valor do fator de escala naquele tempo, pelo redshift que os
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fotons sofreram ao longo de sua trajetdria ou pela temperatura da radiacdo césmica de fundo.
Dada essa andlise, na préxima secdo iremos tratar do objeto de estudo deste trabalho, que € a
CMB.

2.3 RADIACAO COSMICA DE FUNDO

Até o presente, a CMB nos fornece a janela observacional mais direta com o universo
primordial. Observacdes do seu campo de temperatura e polarizacdo tém uma importancia
fundamental para a construcao do Modelo Padrao, tratado nos capitulos anteriores. Além disso,
qualquer modificacdo nas premissas basicas da cosmologia, resultariam em alteragdes no sinal
detectado da CMB e por isso ela € tdo estudada. Para explicar as propriedades estatistica das
flutuacdes de temperatura, uma das alternativas € trabalhar com o processo inflaciondrio.

No chamado paradigma inflaciondrio € assumido que as estruturas que observamos em
larga escala sdo descendentes de processos quanticos que aconteceram em 1073° segundos apos
o Big Bang. Isso inclui a morfologia da CMB. Em resumo, a ideia da inflagdo cdsmica consiste
em “‘esticar’ as flutuacdes quanticas microscopicas, que permeavam O UNIVEerso em seus esta-
gio iniciais, até as escalas cosmoldgicas do presente. Portanto, essas pertubagdes primordiais
podem ser vistas como condicdes iniciais para o processo de formagdo de estrutura via insta-
bilidade gravitacional. O que é importante entender de tal explicacdo € que, se consideramos
apenas teorias de pertubacgdes lineares, a evolugdo dessas pertubacdes mantém as caracteristicas
estatisticas das flutuagdes do universo primordial.

Até primeira ordem, as propriedades estatisticas dessas flutuacdes quanticas podem ser
trabalhadas como osciladores harmonicos em seu estado fundamental e, portanto, tais pertu-
bacgdes sdo gaussianas com cada modo correspondendo a uma varidvel aleatéria independente.
Também, na teoria de pertubacdo linear, temos varias flutuagdes cosmolédgicas que evoluem in-
dependentemente e, com base no teorema do limite central , é dito que nosso Universo obedece
uma distribui¢do gaussiana. Além disso, assumindo o PC, podemos esperar que os momentos
estatisticos da distribui¢ao de temperatura da CMB sejam espacialmente homogéneos e invari-
antes por rotagoes.

Esse conjunto de suposi¢des: gaussianidade, homogeneidade e isotropia estatistica, im-
plica em uma enorme simplifica¢do na andlise do campo aleatério de flutuagées da CMB. Em
especifico, faz com que toda a informacdo essencial sobre o periodo inflaciondrio e a evolu-
cdo do universo estejam contidas na fungdo de correlacdo de dois pontos, ou variidncia. Nesse

trecho, iremos demonstrar como tais hipdteses impactam na anélise usual da CMB.

2.3.1 Analise das anisotropias da radiacdo cosmica de fundo

As flutuagdes de temperatura da CMB (figura 2.2) podem ser identificadas com uma

direcdo na esfera n e representadas por
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Figura 2.2: Mapa da temperatura da CMB em ;K. Fonte: ESA/Planck

O(n) = T(n)—Tp (2.26)
Ty
onde o valor esperado dessas quantidades é dado por (©) = 0 e (T") = Tj. A operagdo (- --)
corresponde a média em um ensemble (hipotético) de universos. Como sé existe um Unico
universo, essa média ndo funciona na pratica, e precisa ser substituida por uma média amostral.
Voltaremos a este assunto mais adiante.
Como toda fungdo escalar na esfera, ela pode ser expandida em uma base completa de

harmonicos esféricos

©(n)=>» 6,
/=1
)4

=> Y amYem (B) . (2.27)

=1 m=—{

no qual os nimeros ay,,, em geral complexos, sao os momentos de multipolo da expansdo. Note
que, como m varia de —¢ a ¢, cada multipolo ¢ representa 4¢ + 2 niimeros reais independentes.

Para explicitd-los, utilizamos a ortogonalidade dos harmonicos esféricos dada por:

/ d*QY g, (0) Vi () = Ggpr Gy (2.28)

*

Em seguida, multiplicamos ambos os lados da nossa expressdo por Y, , (i) e integramos sobre

a esfera unitaria. O resultado é
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00 l
[ #00 @Y )= Y S o [ i )7, (), (2.29)
L

=1 m=—
9 l
=2 D Wmbuw S, (2.30)
=1 m=—4
(2.31)
portanto
Uy, = / d*Q0O (n) Y, (n). (2.32)

Além disso, dado que a fungdo O (n) € real, e utilizando a identidade Y’ (n) =

(—=1)" Y, _m (0), segue que
@ = (=1)™ ag_m. (2.33)

Essa condicdo elimina metade dos 4¢ + 2 graus de liberdade que os momentos de multipolo
possuem, restando agora 2¢ 4+ 1 nimero reais em cada multipolo. Como veremos adiante, ao
representamos funcdes na esfera utilizando os M Vs, essa condi¢ao de realidade se manifesta no
fato de que cada vetor possui um par antipodal (€ um vetor sem cabeca).

Também podemos definir, de maneira informal, uma relacdo de proporcionalidade in-

versa entre as escalas angulares o e os momentos multipolares ¢ [10]

s
o 7 (2.34)

Essa relacdo, embora ndo possa ser deduzida de maneira exata, € equivalente a reciprocidade
inversa entre os modos de Fourier de uma base de fun¢des e sua escala espacial. O mesmo tam-
bém é observado em séries de Fourier, onde vetores de onda de médulo pequeno representam
ondas de comprimentos grandes, € momentos grandes representam ondas pequenas.

Um tratamento preciso das anisotropias da CMB, levando em conta todos os efeitos,
incluindo a teoria cinética em um espago-tempo em expansao, ¢ demasiada longa, e estd além
do escopo dessa dissertacdo. Um tratamento rigoroso pode ser encontrado em [5, 36, 38].
Apesar disso, os principais efeitos fisicos em grandes escalas angulares podem ser resumidos
de uma maneira mais intuitiva e simples.

Comumente, € feito a distingdo entre anisotropias primdrias e secunddrias. As primeiras
surgem devido a efeitos no momento da recombinacdo. Ja as ultimas, se relacionam com todos
os processos capazes de alterar a frequéncia do f6ton, desde 0 momento da recombinagdo até a
sua deteccdo. Das anisotropias primdrias, existem trés efeitos principais que se tornam impor-
tantes em diferentes escalas, sendo eles: o efeito Sachs-Wolfe, as pertubacdes adiabaticas e o
efeito Doppler [39].
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O efeito Sachs-Wolfe € dominante em largas escalas e ele é a combinacao de dois efeitos
principais que se relacionam com as pertubacdes no potencial escalar 0P: i) os fétons sofrem
um redshift em seu comprimento de onda devido ao fato de que saem de pogos de potencial
gravitacional durante a recombinacdo, ii) a dilatacdo temporal causada pelas pertubagdes no
potencial escalar também contribui para alteracdes em seu comprimento de onda. O efeito
resultante dessas duas contribui¢des é dado por

Osw (1) = %{). (2.35)
O efeito das pertubacdes adiabdticas ocorre porque, em regides de alta densidade, o acopla-
mento da matéria com a radiacdo gera uma compressao, provocando dessa forma um aumento
da temperatura naquela regido. Esse efeito se torna relevante em escalas intermedidrias e sua
contribuicdo é dada em termos das pertubag¢des no campo de densidade dp

04 (R) = o (2.36)

p

O terceiro € o efeito Doppler, que ocorre devido ao movimento do plasma primordial
e se torna relevante em pequenas escalas. Nesse caso, durante o momento da recombinagdo,
podemos imaginar o féton como sendo emitido por uma fonte em movimento. A contribui¢do

desse efeito esta relacionado com as pertubacgdes no campo de velocidades dv e é dada por

Op (R) = ——. (2.37)

Também temos as anisotropias secunddrias que se relacionam com a trajetoria do féton. Nestas,
um dos efeitos mais relevantes é o relacionado com a variacdo temporal dos potenciais que
interagem com o féton até o momento da observacdo. Esse efeito, é conhecido como efeito

Sachs-Wolfe integrado e sua contribui¢do é dada por

Oswr (n) =2 9P 4 (2.38)

ot
Além dos efeitos citados, existem diversos outros como os espalhamentos Compton e Thomp-
son, o silk damping, etc. Uma importante propriedade de todos esses efeitos € que eles con-
tribuem linearmente para O, isso nos motiva a fatorar essas diversas contribuicdes como um
operador diferencial e escrever a influéncia de todos eles esquematicamente da seguinte ma-

neira [40]:

70 )
oW = [da ["ay YK ia) S @) (2.39)

sendo S* (x’,n') as condi¢des iniciais, de natureza estatistica, relacionadas aos campos de ma-
téria e K; (x’,n'; n) o propagador da radiacdo eletromagnética desde o momento da recombi-

nacdo até a medida. Usando a aproximacdo de que a recombinagdo € instantdnea em um tempo
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1k O propagador pode ser reescrito

K; (z',n;n) = B:6 (f —ngr)d (' — AR) (2.40)

sendo R = 71y — nr e [5; constantes. Dessa forma a distribuicdo das anisotropias é aproximada

por

~ Z B:S*(x' = nR,n =ng) (2.41)

ou, no espaco de Fourier

Zﬁz / 36XP (ik - nR) S’ (k,nr) . (2.42)

Se utilizarmos a expansdo de Rayleigh

exp (ik - @) = 4r Y iy (ka) Yy, (k) Yo (&) (2.43)
Im

onde j, sdo as fungdes de Bessel, e a ortonormalidade dos harmdnicos, temos uma conexao

entre os diferentes espagos

~ 4r Z 8, / S (o) D i3 (RR) Vi, (K) Yom (R)  2:44)

Im

-~ dgk 0 . * 7 ~
~ 4 / (%)3@ (k) %;z o (kR) Yy, (k:) Yo (72) | (2.45)

sendo © (k) = 3, 5,5 (k,nr). Colocando esse resultado na equagdo (2.32), obtemos

$r, . e
g 2 At / W&M (kR)© (k) Y}, (k:) . (2.46)

Esta expressdo € de extrema importancia para nds, pois esses coeficientes guardam a infor-
macdo de toda a fisica da CMB. Ao trabalharmos com os MVs no capitulo 3, usaremos estes
coeficientes para calcular os vetores.

Além disso, conforme comentamos no comego dessa secdo © (k) é uma varidvel ale-
atéria Gaussiana, homogénea e isotropica. A gaussianidade representa que sua distribui¢do €
caracterizada totalmente pela fun¢do de dois pontos pois, como ela € simétrica, a correlagdo
de um nimero impar de pontos € zero e as correlagdes pares de ordem maior sdo conectadas a
func¢ao de dois pontos pelo Teorema de Wick. Para evidenciar essa propriedade vamos calcular

os primeiros momentos estatisticos de uma varidvel aleatéria X de valor esperado p e desvio



28

padrdo o que tem distribui¢do de probabilidade gaussiana

FX) = — exp<—1(X‘“>> e ro=-ix ew

V2ro?

Para o primeiro momento

E(X)= :on(X)dX
:/:O(Xf(X)—uf(X)+Mf(X))dX
:_Uz/:o#f()()dx+u :Of(X)dX
——o? _:Of’(X)dXJru

=—0* (f(XO)FX) +n
E(X)=pu (2.48)

onde foi utilizado o fato de que a distribui¢do é normalizada fj;o f(X)dX = 1e que nos

limites ela tende a zero. Para os 3 momentos estatisticos subsequentes um célculo similar nos

mostra que
E(X?) =0+ (2.49)
E(X?) =3uc® + i’ (2.50)
E (X*) = 30" + 6p°0” + p, (2.51)

portanto, se trabalharmos com uma distribui¢do gaussiana de ;© = 0 0s momentos impares Sao
zero e os pares sdo escritos em termos da variancia 0. Esse resultado também é valido para
os outros momentos e indica que podemos caracterizar completamente uma distribui¢io dessa
natureza, conhecendo apenas sua variancia. Portanto, presumindo a hipétese de gaussianidade

0 que nos interessa é

(i) = [ S O R o (W) i () i () (0 000" (). 252

Além disso, presumindo a hipdtese de homogeneidade, a fungdo de correlagio (© (k) © (k'))

deve ser dada por
O (k)6 (K)) = 2r)° P (k)é® (k—FK). (2.53)

Para vermos melhor o porqué dessa condi¢c@o, podemos demonstra-la partindo da transformada
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de Fourier da fun¢do de dois pontos
(O (k)O* (K)) = /dgx / d*x" exp (—ik - z) exp (ik’ - ') (O (z) © (z')) , (2.54)
e levando em conta que, devido a hipétese de homogeneidade do espaco, devemos ter
O(x)e(x)=C(x—x'). (2.55)

Essa propriedade deve ser evidente pois, se fizermos * = y + a, onde a é um vetor constante,
com expressdo equivalente para ', segue que C'(x — ') = C(y — ¢').
De fato, colocando a propriedade (2.55) em (2.54) e introduzindo a nova varidvel y =

x — x’, temos que

(0 (k) 0" (k) / &y / B’ exp ik - (y + )] exp (ik' - 2') C ()

N / d’z’ exp [iz’ - (k + k)] / d’yexp (ik - y) C (y)

N

-~ -~

=(2m)3503) (k—k') =P(k)

(
= (21)° P (k) 0% (k — k'),

onde P (k) é a funcdo conhecida como espectro de poténcias primordial. Assumindo essa
hipétese, para um campo aleatério com estatistica homogénea, a expressao (2.52) pode ser

reescrita como

(aoml, /) = (2;)3 / Erd kit (—)' jo (kR) jo (KR) Yy, (k) Yo (k) P (k)§® (k — k')
_ (2;)3 / &Brit (—i)" jo (kR) ju (kR) Yy, , (k) Yo (k) P(k). (2.56)

A expressdo acima € conhecida como matriz de covariancia. Ela é a expressdo mais geral
possivel em um universo apenas homogéneo. Se, adicionalmente, supusermos que o universo

também € isotrépico, a funcao de correlacdo (2.55) se torna
Cle—a')— C(lz—2']). (2.57)

Ou seja, neste caso nao temos uma dependéncia com as diregdes do vetor (x — x’). Isso sig-
nifica que o espectro de poténcias, que € a integral de Fourier da equacdo (2.57), ndo pode
mais depender da direcdo do vetor k, mas apenas do seu médulo. Ou seja, P (k) — P (k).

Essa propriedade nos permite simplificar ainda mais a equagdo (2.56), de modo que a matriz de
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covariancia mais geral possivel em um universo homogéneo e isotropico fica dada por

1 : ) . .
«umasz::(2ﬂ)3//dkk%%fﬁ%kfﬂjy(kR)P(k%/lPkYZ%(k)&@m,<k>
) Soprdoy
1 .
= Wawamm, / dkk?52 (kR) P (k). (2.58)
Portanto
(Wm @) = Ceee S (2.59)
onde .
@E—?/%Wﬂwﬂ%) (2.60)
(2m)

€ o chamado Espectro de Poténcias Angular. Como j4 dito, essa varidvel tedrica guarda a
informacdo dos processos fisicos responsaveis pela CMB. E valido acrescentar que até esse
ponto, estamos falando apenas das previsdes tedricas do modelo. Para testarmos nossa teoria e

todas as hipdteses assumidas, convém construirmos um estimador para tal quantidade.

2.3.2 Estimadores e variancia cosmica

Devido ao carater aleatdrio das condi¢des iniciais que evoluem para as anisotropias na
CMB, podemos interpretar os momentos de multipolo na equacio (2.46) como sendo reali-
zacOes dessa varidvel aleatéria. Portanto, por termos somente um universo para realizarmos
medidas, surge o conceito de varidncia cosmica.

Ao considerarmos isotropia, as diferentes escalas cosmoldgicas tem uma estatistica in-
dependente. Isso nos permite trocar a média sobre um ensemble por uma média espacial, ou
seja, usar a hipdtese ergddica'. Dado a equacgio (2.59) e sendo os a;,,’s varidveis aleatdrias,

definimos um estimador tedrico para sua variancia

l
~ 1 9
- - E 2.61
CZ 2£+1m:e|aém| ( 6 )

esse estimador € coerente, ou seja, no limite de grandes multipolos, onde o teorema ergddico

garante que nossa estatistica amostral converge para a estatistica do ensemble [38], teremos:

lim Cy = C. (2.62)

{—00
Também, € importante checar se o estimador possui algum viés. Podemos verificar que ndo € o

caso. De fato, usando a (2.59), segue que:

'No espago dos harmdnicos esféricos isso € equivalente a trabalhar com a média para cada ¢
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Figura 2.3: Os pontos vermelhos indicam o espectro de poténcias angular medido pelo satélite
Planck, enquanto a linha continua é o melhor ajuste teérico. Fonte: Missdo Planck

l
N _ ]_ 5
<C‘> Tl mZ_E (laeml”) (2.63)
1 l
YRR 2.64
20+ 1 m;g Ce (2.64)
=Ce. (2.65)

Diferentemente do espectro angular tedrico (CY), que € uma varidvel determinada por uma fisica
linear bem conhecida e que ja discutimos, o estimador (2.61) é uma varidvel aleatéria, pois €
construido a partir dos dados. Portanto, esse estimador também tem uma variancia, que pode
ser explicitamente calculada no caso de um universo gaussiano, estatisticamente homogéneo e

isotrépico. Explicitamente, temos

A 1
O2> NG ) a ma*/m/a ma*/m/ . 266
<Z (2£+1)2§/<Z ¢ dm Uy > ( )

Nesse momento usamos o teorema de Wick, sendo y,, um conjunto de n varidveis aleatdrias

gaussianas, temos que
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(Y192 - yan) = ZHB” Yiy;) (2.67)

i, a=1

onde a soma corre sobre todas as permutacoes pares € 3; j sdo os pesos. Temos entido

()= % > |CiC ot G (1) 4 CEdme (=1

20+ 1)° ~,
C? 9
_ 2 2
=(; [1 + Wil T (2.68)
Portanto ) 5
<é§> - <@> = 57 70¢ (2.69)

Sua eficiéncia é limitada somente pelo nimero de modos independentes (2¢ + 1) para um dado
multipolo ¢:

. A\ 2
() -Gy _ -

C? C2+1 (2.70)

Portanto, as medidas de correlacdo (figura 2.3) carregam uma limitacdo estatistica inerente,

devido a variancia c6smica, que aumenta a medida que trabalhamos com escalas maiores (£’s

pequenos) uma vez que dividimos o céu em um nimero menor de partes.

2.3.3 Analise da CMB para um céu incompleto

Se quisermos analisar um mapa da CMB, devemos retirar as diversas contaminacdes de
fontes astrofisicas que nao se relacionam com a andlise cosmoldgica proposta neste trabalho
como, por exemplo, os fétons provenientes de outras fontes pontuais como quasares, galdxias
ou aglomerados. Devido a isso, aplicamos mdscaras que excluem determinadas regides do céu
(figura 2.4).

Além de trabalharmos com um céu incompleto, essas mascaras tornam os mapas nao

1sotropicos. Nesse caso, as flutuagdes de temperatura sdo dadas efetivamente por

O (n) = O (R) M (n) 2.71)

onde M (n) é uma func@o janela que indica quais pontos devem ser excluidos. Ou seja, M (1)

¢ a mascara propriamente dita. Refazendo a analise harmodnica, temos

Gigm = / d*QY, (1) © () (2.72)
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uT78

Figura 2.4: Mascaras UTF78 e a UTB77 que comumente sdo utilizadas para analisar mapas de
temperatura (esquerda) e polarizacdo (direita) da CMB [41]

O () = > arm Yo,m (7) (2.73)
l1mq

M (R) =Y My Yoo s (72) (2.74)
lomo

e os momentos de multipolo para um céu incompleto sdo

&Z,m = Z gy ,my Z My ,my /dQQ}/Zm (’ﬁ’) nlyml (ﬁ’) Ykzm’m (’ﬁ‘) . (2.75)

limq lomo

Essa integracdo é dada em termos dos simbolos 35 de Wigner

/ AP0 (R) Yoy (72) Yigmy (R) = \/ (20+1) (2@144; 1) (20, +1)
(%%g)(:i; ;;22 —€m> (2.76)
ou seja
Grm = ) ey Ky (2.77)
fyma
onde

. . 2 +1) (20, + 1) (265 + 1
K (5 DTG T

47
Loms

by by /¥ b Ay l . (2.78)
0O 0 O m; Mo —m
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Note que se quisermos refazer a andlise estatistica como, por exemplo, calcular a fun¢do de dois

pontos, a correlacdo ndo serd mais diagonal. Ela serd dada por

~ ~ £ ) 4 )
(gmify ) = Y Co, KM KT (2.79)
l1mq
Essa alterac@o evidencia ndo s6 a dificuldade de trabalharmos com mapas mascarados, mas

também de testarmos a hipétese de isotropia. Essa discussdo € importante e serd conectada

quando formos trabalhar com as méscaras no contexto dos MVs.

2.4 ANALISE ESTATISTICA

Ao longo dos ultimos anos, o aprimoramento das técnicas observacionais na cosmologia,
como as missdes WMAP e Planck, mudaram o nosso conhecimento a respeito do universo,
ndo somente qualitativamente mas também quantitativamente. Esse desenvolvimento trouxe
consigo um acumulo gigantesco de dados, o que influenciou para que a cosmologia caminhasse
para se tornar uma drea com grande enfoque no desenvolvimento de técnicas estatisticas para o
tratamento dessas medidas.

Por conta disso, sofisticadas técnicas estatisticas comecaram a ser aplicadas para andlises
nas mais diversas dreas da cosmologia. Neste trabalho iremos comentar as nocdes bdsicas de
duas andlises que sdo usuais nessa drea, sendo elas a funcdo de verossimilhanca e o teste de

hipétese da fungdo y2 .

2.4.1 Funcao de verossimilhanca

Suponha inicialmente que temos um conjunto de n medidas e queremos estimar um
parametro 6 a partir delas. Por exemplo, podemos ter n medidas da altura de criangas de 10
anos, e queremos estimar o valor médio da altura. Portanto, dado um conjunto de medidas
X1, To, T3, ..., T,, estimamos a quantidade ¢ por meio de um estimador 6 e obtemos um dado
valor. Ao realizar esse procedimentos, esperamos que a quantidade encontrada esteja proxima
do seu ’verdadeiro valor’, embora o resultado aferido sempre dependa do conjunto de dados
utilizados. Para analisarmos as propriedades do estimador, ndo consideramos um conjunto
de medidas especifico, mas uma distribui¢do conhecida. Nesse caso, as medidas x; tem uma
distribui¢@o de probabilidade f(z;;#) em funcdo da quantidade estimada [42].

Dados os valores observados 1, 9, 3, . . . , T,, a fungdo de verossimilhanga de # como

func¢do dos dados € definida como
L(0)=f(x1,29,...,2,]0). (2.80)

Se a distribui¢do € discreta, ela nos fornece a probabilidade de se observar um conjunto de

dados como funcao do parametro 6. Se z; sdo independentes e com uma mesma distribuicdo de
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probabilidade, entdao escrevemos a verossimilhanga como o produto das densidades individuais
L) =]/ @lo). (2.81)
i=1

Em especial, se z; possuem distribui¢des gaussianas, =, ~ N (u,C) onde C' é a matriz de

Covariancia, entdo a verossimilhanca € uma distribui¢ao gaussiana multivariada [42]

1 1 T
—1
L(C)=——mmep|—5@—pn) C (x—pn)). (2.82)

(2m)™ = O/ 2
Para construir um estimador para #, podemos entao procurar uma quantidade 6 que maximiza
a verossimilhanca; esse € o método de mdxima verossimilhanga. Uma vez que maximizar uma
fungdo exponencial € 0 mesmo que maximizar o seu argumento, ¢ conveniente definir uma nova

fungdo - comumente denotada por x? - como sendo:
X (1, C) = =2In L (1, C). (2.83)

Portanto, maximizar a fun¢do de verossimilhanga € equivalente a encontrar o minimo da fungao
X2, esse é 0 método dos minimos quadrados. Porém, além deste contexto, essa funcdo possui

outras propriedades valiosas para andlises estatisticas como as realizadas neste trabalho.

2.4.2 Teste tulo de gaussianidade, homogeneidade e isotropia estatistica

Vamos supor que temos um conjunto de medidas e uma proposta de funcdo para des-
crever esses dados. A pergunta que surge é: como saber se essa fung¢do descreve de maneira
adequada os dados, ou se ha diferencas significativas? Uma das formas de realizar esse teste
¢ presumir uma hipdtese nula, assumindo que essa funcdo descreve fidedignamente os dados,
e que as diferencas dessa comparacgdo sdo flutuagdes normais inerentes as medidas. Prossegui-
mos, entdo, deixando que os dados refutem ou nao tal hip6tese, analisando a probabilidade de
que essas flutuacdes possam ter surgido aleatoriamente. Quanto mais improvavel for a existén-
cia dessas flutuacdes, mais fécil fica refutar a hipétese nula. Portanto, o problema consiste em
analisar essa probabilidade, se ela é pequena existem grandes chances de que essas flutuagdes
ndo tenham surgido aleatoriamente e os dados e a hipdtese estdo em desacordo. Porém, se a
probabilidade € grande, isso indica um ajuste razodvel entre os dados e a hipdtese feita [42].

Existem vdarias maneiras de se implementar testes de hipoteses como o descrito acima.
Neste trabalho iremos adotar um teste simples de x?. Para fazermos essa andlise, podemos
recorrer ao Teste de 2. Dessa forma, supomos inicialmente que temos um conjunto de medidas
Yy, representando um vetor de NV varidveis aleatérias Y = [Y7, ..., Yy], com um erro oy para

cada medida e queremos testar a hip6tese representada por uma funcdo f(x) que relaciona os
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Figura 2.5: Distribuicdo de x? para 5 graus de liberdade. Nesse caso, o valor do teste foi de
5.50 representando que a hipétese foi aceita. 11.07 representa o valor critico da hipétese nula
escolhido com base no tipo de dados a ser analisado.

valores verdadeiros x com o conjunto de medidas. Nesse caso a funcdo y? é dada por

N
Z i - f z)]” (2.84)

=1

Caso as medidas estejam correlacionadas, substituimos a equagdo acima por

=Y -HNTVHY -§), (2.85)

sendo V' a matriz de covariancia das medidas Y.

Se a nossa hipétese f () estiver em acordo com o conjunto de medidas, esperamos que
a diferenca entre f e Y seja da mesma propor¢do que o erro nas medidas. Portanto, em um
caso ideal, esperamos que cada termo da soma seja ~ 1, e o valor da fun¢io x? préximo do
ndmero de varidveis aleatorias N (ou nimero de medidas). Nesse momento surge o problema
de entender quando temos um Y? grande o suficiente. A soma dos quadrados de N varidveis
aleatdrias normais €, ela mesma, uma varidvel aleatéria. Essa soma (como a que aparece na

equacdo (2.84)) segue uma distribuicdo estatistica conhecida como 2, e é dada por:

2—N/2

N—-2_—x2/2 o)
—F(N/Q)X e ; (2.80)

P (X2$ N ) =
para 2 > 0. Portanto, se quisermos entender a qualidade do nosso ajuste, a quantidade rele-

vante - conhecida como py,ye - € a integral

(e o]

Pvalue (XQ; N) = / P (XI2; N) Xmz. (287)

X2
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Essa quantidade indica a probabilidade de que, assumindo a hipdtese nula, uma medida
tipica resulte em um 2 maior do que o valor encontrado . Portanto, um p.,. pequeno indica
que devemos rejeitar a hipdtese nula. Note que, rejeitar a hipdtese nula ndo € o mesmo que
confirmar que ela € falsa. Na verdade, 0 py., indica a probabilidade P (y?; N) de que a hipStese
nula seja verdadeira. Se pelo contrdrio, tivermos um py,. ~ 1 aceitamos a hipétese nula como

verdadeira (figura 2.5).
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3 VETORES DE MULTIPOLO

Neste capitulo iremos trabalhar com a representacao alternativa de funcdes da esfera
conhecida como Vetores de Multipolo (MVs). E possivel demonstrar que podemos reescrever os
20+ 1 graus de liberdade contidos em um multipolo da decomposi¢cdo em harmdnicos esféricos
em 2¢ + 1 vetores unitdrios sem cabeca. Para isso, inicialmente iremos fazer uma prova simples
dessa correspondéncia

Posteriormente, vamos discutir alguns dos algoritmos presentes na literatura para obten-
¢do dos M Vs a partir dos momentos de multipolo ay,, e tratar de alguns problemas que envolvem
o formalismo utilizado em [43]. Esses problemas nos motivaram a fazer um novo processo de
binagem para o teste de x? com esses vetores. Além disso iremos tratar de uma maneira de com-
pactar a informacdo contida nos MVs analisando sua média na esfera, conhecida como média
de Fréchet.

3.1 PROVA DOS VETORES DE MULTIPOLO

Uma funcdo harmonica é qualquer func¢io f que satisfaz a equagdo de Laplace

Vif =0, (3.1

onde V? € o operador de Laplace, ou laplaciano. Em coordenadas esféricas, a solugdo formal
dessa equacdo ¢ dada em termos do produto dos harmonicos esféricos por uma poténcia da

distancia r.

00 l
f = Z f@ (T7 97 ¢) 3 ff = Z a@mrenm (97 (b) . (32)
=0

m=—/

Em alguns textos essa combinagdo de fun¢des é conhecida como harmonicos esféricos
s6lidos (r'Yy,,), embora essa nomenclatura seja pouco usual nos textos de cosmologia. Para o
caso de uma esfera unitdria (r = 1), tal funcdo é representada somente em termos dos harmo-
nicos esféricos. Uma vez que o Laplaciano tem uma natureza escalar, € sempre possivel fazer
uma troca de coordenadas e encontrar um conjunto de solugdes em termos das coordenadas
cartesianas. Essas solu¢gdes podem ser construidas por meio de uma combinagao de polindmios

homogéneos (isto é, uma soma de mondmios de mesma ordem)de ordem ¢:

00 l
f = Z fﬁ (*1'7 Y, Z) ) ff = Z Aabcxaybzc> (33)
/=0

abc

onde (a + b+ ¢ = () e A sdo constantes reais a serem determinadas. Em trés dimensdes, o

polindmio homogéneo de ordem ¢ mais geral contém (¢+2)!/(2!¢!) coeficientes independentes.
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Isso equivale as possiveis maneiras de arranjar 2 nimeros reais, A e B, de tal modo que a soma
A+B=1L, (3.4)

ou seja, o numero de coeficientes independentes € dado pelo coeficiente de uma expansao bi-
nomial. Apesar disso, cada polindmio, que representa a func¢io f, deve obedecer a condig¢do
harmonica de maneira independente. O fato de que a equacdo (3.1) deve ser satisfeita para cada
L, restringe o nimero de coeficientes independentes A de tal modo que sobram 2¢ + 1 graus de
liberdade independentes i.e., 2L + 1 coeficientes independentes A para cada multipolo /. Esse
nimero de graus de liberdade é exatamente o mesmo que contém um coeficiente multipolar ay,,.
Isso sugere que deve haver uma representacdo independente de fungdes na esfera, ndo mais dada
em termos dos harmonicos esféricos, mas sim em termos de polindmios homogéneos.

A partir dessa anélise, € possivel perceber que aplicando sucessivas derivadas direcionais
com vetores unitdrios (v - V = V,,) sobre o potencial 1/(y/22 + 42 + 22) = 1/r podemos
construir solucdes da forma, (3.3), ou seja

1
fo(x,y,2) = NV, ... v111;|r:1 (3.5)
com ), sendo constantes reais. Para notar que essa construcdo leva a essa tipo de solugdo,

podemos aplicar as sucessivas derivadas

fo=
flz(—vl-r))\
fo=[3(va-7) T)—(v -v2)] Ao

3
fg: [ 26—1 ”]‘_[’UZ T—i-Qz 2 /\g, (36)

sendo ()y_o € um polindmio homogéneo de ordem ¢ — 2 que envolve combinacdes dos vetores
v; e . Note que o numerador da fun¢io f, € um polindmio homogéneo de ordem ¢ e também
que esse ¢ um polindmio harmonico, pois satisfaz a equacdo (3.1).

Dessa forma, concluimos que tal representacio € equivalente a decomposi¢ao em harmo-
nicos esféricos e nos fornece uma relacao entre os mapas de temperatura e ¢ vetores unitarios v;.
Portanto podemos analisar mapas de temperatura sem referéncia a um sistema de coordenadas

externo (como no caso dos harmdnicos esféricos).

3.2 ALGORITMOS PARA DETERMINACAO DOS MVS

Com o passar do tempo, vdrios algoritmos foram propostos para a obten¢cdo dos MVs.

Copi, Huterer e Starkman [25] obtiveram os M Vs a partir de sua relagcdo com tensores simétricos
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de traco nulo, posteriormente Helling, Schupp, e Tesileanu [29] propuseram um algoritmo mais
eficiente para obtencdo de tais objetos. A chave do algoritmo ¢é a representacdo de Majorana de
funcdes esféricas. Nessa representagdo, uma fungao esférica f,(6, ¢) é reescrita em termos de
um polindmio de varidveis complexas [28]

1/2
¢ 2 /

Q=Y (=" e G (3.7)

m=—~

Para obtermos dos M Vs, fazemos uso da projecao estereografica das raizes desse polindmio

¢ =R(¢)+il(C)
= |¢exp (iarg ()

= cot <g) e'? (3.8)

e obtemos as coordenadas dos vetores. Em (3.8), R e [ representam, respectivamente, as partes
real e imagindria da varidvel complexa e 6 e ¢ s@o os angulos polares definidos nos intervalos:
0 €l0,m]ed € 0,2n].

No polindmio (3.7) fica evidente a independéncia que a representacdo dos MVs tém do
espectro de poténcias angular C,. Para isso, basta reescrever os momentos de multipolo como

apm = v/ Clo by, , nesse caso a fungdo de dois pontos desse novo momento de multipolo é

e temos uma nova classe de polindmios g, (¢) que possuem as mesmas raizes do antigo po-
lindmio f, (¢). Portanto, os MVs sdo independentes de alteragdes nos Cys. Além disso, o fato
dos MVs serem um par antipodal é refletido na invariincia do polindbmio f; (¢) sob um mapa
¢ — —1/(*. Na representacdo dos harmonicos esféricos a realidade da funcéo é garantida pela
condi¢do (2.33), enquanto isso com os MVs podemos dizer que a existéncia de um par antipodal
para cada vetor assegura que estamos representando uma funcao real. Concluimos dessa forma,
que os MVs sdo vetores sem cabeca e isso é de extrema importancia para nossa andlise, uma
vez que podemos extrair toda a informagdo que precisamos, trabalhando apenas com um dos
hemisférios da esfera, dado que o outro pode ser obtido via uma transformacao de paridade.
Essa nova forma de obter os MVs transforma o problema, que antes era de analisar
os momentos multipolares ay,,,, em analisar a estatistica das raizes de polindmios aleatdrios.
Conforme [30, 31], se os coeficientes de tal polindmio sdo varidveis aleatdrias gaussianas, as
raizes desse polindmio se distribuem uniformemente na esfera. Portanto, dito de outra forma,
podemos testar as hipéteses do modelo padrio, analisando a uniformidade dos vetores na esfera.
Se os vetores de multipolo se distribuem uniformemente sobre uma uma esfera unitdria,

entdo a funcdo de densidade de probabilidade das raizes complexas pode ser descrita por
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1 0
n ¢

Figura 3.1: Distribuic@o das varidveis n (esquerda) e ¢ (direita) dos MVs dos multipolos de
¢ = 2 até ¢ = 10 para 3500 realiza¢des de mapas gaussianos, homogéneos e isotropicos da
CMB.

n ®

Figura 3.2: Distribui¢do das varidveis 7 (esquerda) e ¢ (direita) dos MVs dos multipolos de
¢ = 2 até ¢ = 200 para 3500 realizacdes de mapas gaussianos, homogéneos e isotropicos +
madscara UTF78 da CMB.

1
P (0,¢) = —sinfdfde, (3.10)
A7
ou em termos de cada variavel
sin 1
PO)==~  P@)=5 (3.11)
T

Tal distribui¢ao nao € uniforme e essas probabilidades nao estdo normalizadas separadamente.

Devido a isso, convém realizarmos uma troca de variaveis
n=1-—cosb, 0= (3.12)
2
onde agora elas sdo normalizadas

1 n,0el0,1],
P(n,p) = ¢ € (0.1 (3.13)
0 n¢¢l[0,1].

e podemos verificar isso analisando os histogramas dessas varidveis (figura 3.1 )

Se quisermos trabalhar com qualquer alteracio na isotropia dos mapas como, por exem-
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Isotropic Simulation + Common Mask

Figura 3.3: Mapa mollweide dos MVs nos intervalos de ¢ = 2 até ¢ = 1500 de um mapa GSI
+ mascara UTF78. Nela, fica evidente o acimulo de vetores nos polos devido a presenca da
madscara na regido equatorial [43].

plo, a inclusdo de mdscaras, devemos levar em conta alteracdes na uniformidade dos MVs. Po-
demos fazer um teste simples, mascarando mapas gaussianos, homogéneos e isotropicos (GSI)
com a mascara UTF78 e vendo como isso afeta os histogramas dos vetores (figura 3.2). De fato,
0 que vemos nesta figura € que quando aplicamos uma mdscara na regido equatorial dos mapas,
0os MVs tendem a se acumular nos polos em determinados multipolos ¢. Esse comportamento
pode ser visto melhor ao fazermos um plot mollweide dos vetores para um mapa GSI mascarado
(figura 3.3)

O que esse teste nos revela, € que uma das varidveis ndo € sensivel a presenca de uma
modulacdo que afeta a isotropia dos mapas. Portanto, se trabalharmos com as varidveis 1 € ¢
de maneira independente, realizando, posteriormente, uma binagem para os testes de y? , isso
significa que nossos testes podem perder a sensibilidade de acordo com o tipo de modulacao
que aplicamos. Para contornar esse problema e, além disso, com a inten¢do de compactar a
informacao contida nos MVs em apenas uma varidvel, propomos neste trabalho de realizarmos
o processo de binagem com a separacdo da esfera em pixels do HEALPix. Esse processo serd
melhor explicado no capitulo 4.

Apesar desse outro tipo de andlise que os MVs nos permitem realizar em um mapa
de temperatura, sua abordagem estatistica também possui algumas desvantagens. Na préxima
secdo iremos introduzir uma nova ferramenta nomeada de Vetor de Fréchet afim de nos ajudar

a resolver alguns desses problemas.

3.3 VETORES DE FRECHET

Enquanto os MVs de diferentes multipolos sdo estatisticamente independentes, os veto-
res de um mesmo multipolo possuem correlagdo [44] e s@o altamente ndo gaussianos. Portanto,
uma duvida que surge é como alteracdes nas hipoteses do modelo padrao afetam tal correlagdo.
Também, em relagdo aos MVs, outro problema evidente é que nao existe um paralelo adequado

entre a posi¢do fisica de uma anisotropia da CMB e a dire¢do dos vetores vy. Além disso,
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Figura 3.4: A esquerda temos a Projecio Mollweide da distribui¢io dos MVs para £ = 1000
de um mapa GSI. A direita temos a mesma projegdo dos valores da fungio (3.14) para todos os
pontos da esfera. A cor azul representa os pontos de menor temperatura enquanto os de maior
temperatura estio identificados com a cor amarela, em vermelho estd o Vetor de Fréchet desse
multipolo.

0
0.0 0.5 1.0

Figura 3.5: Histogramas das varidveis 7 (esquerda) e ¢ (centro) dos vetores de Fréchet para
5000 realizagdes de mapas GSI da CMB. O plot a direita € a fun¢do empirica da probabilidade
destas quantidades.

o conjunto dos vetores para todos os multipolos ¢ nos fornece toda a informacdo contida em
uma mapa (se nao levarmos em conta o espectro de poténcias Cy), o que nem sempre € o que
precisamos.

Por conta de todos esses problemas, podemos procurar por maneiras de compactar a
informac@o contida nos MVs da mesma forma que o espectro C, compacta as informacdes
contidas nos momentos de multipolo a,,. Para isso, é importante introduzir uma maneira de
comprimir a informacdo contida nos MVs de um mesmo multipolo. Uma vez que eles sdo
pontos em uma esfera unitdria, podemos procurar por um ponto médio na esfera, como uma
posicdo de ’centro de massa’ desses vetores. Essa nocdo de média na esfera é conhecida como

média de Fréchet, e ela pode ser obtida por meio da seguinte relacao
20 '
Uy (u) = Z arccos” (u, v7) . (3.14)
j=1

Dados os MVs vi para um multipolo ¢ especifico, podemos procurar por um vetor u, que

passaremos a chamar vetor de Fréchet, ou simplesmente FV (acronimo para Frechet Vectors), tal
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Figura 3.6: Distribui¢do dos FVs para ¢ € [2,100] de 100 simula¢des de mapas GSI + mascara
UTF78 [43].

que ¥, seja um minimo, se esse minimo existir. Na figura 3.4 temos um exemplo da distribui¢io
da funcdo V¥, para ¢ = 1000 juntamente ao ponto que se encontra o vetor de Fréchet para um
mapa GSI.

Uma propriedade importante para analisar a consisténcia desses vetores € que, dentro das
hipdteses de gaussianidade e isotropia, eles também seguem uma distribui¢do de probabilidades
uniforme. Essa propriedade é evidenciada ao reescrevermos eles em termos das coordenadas 7
e © e analisarmos seus histogramas para simulacdes de mapas GSI (figura 3.5).

O teste primdrio dos MVs feito na se¢do anterior analisando seus histogramas, revelou
que eles sdo pouco sensiveis a presenca de modulagdes que afetam a isotropia dos mapas. A
propriedade mais importante dos FVs e o que nos motivou a analisd-los neste trabalho foi que,
em seus histogramas, eles se demonstram ser muito mais sensiveis a presenca dessas modu-
lagdes. Se repetimos a andlise anterior, agora com os FVs (figura 3.6), vemos que existem

alteracdes evidentes em sua uniformidade.
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4 METODOLOGIA

4.1 MISSAO PLANCK

O satélite Planck foi lancado em 14 de Maio de 2009 e suas observagdes foram feitas de
12 de agosto de 2009 até 23 de outubro de 2013. Seu objetivo principal, definido em 1995, foi
a medida em alta resolucdo das anisotropias de temperatura e polarizacdo da CMB. Posterior-
mente, a importancia das andlises de polarizacdo foi melhor compreendida e se tornou seu foco
adicional. Para cumprir tais objetivos, o satélite realizou medidas do espectro eletromagnético
abrangendo um intervalo entre 25 e 1000 GHz do céu completo com uma resolu¢do angular
entre 33’ e 5’ [45].

Com os mapas que identificam cada posi¢do no céu com uma dada temperatura, para
fazer andlises cosmoldgicas de uma fisica primordial, deve-se retirar as diversas contamina-
coes de fontes astrofisicas como, por exemplo, os fotons provenientes de outras galdxias ou
até mesmo da nossa. Devido a isso, sdo aplicadas mascaras que excluem determinados pixels
do mapa. Esse procedimento € completar aquele que discutimos na sec¢do 2.3.3, pois € apli-
cado diretamente sobre os pixels do mapa, enquanto na se¢do 2.3.3 mostramos como a mesma
andlise pode ser feita no espaco harmonico. A UT78 e a UTB77 (figura 2.4) sdo as mascaras
comumente utilizada no tratamento dos dados do satélite Planck.

Para extrair informacdes como, por exemplo, o espectro de poténcias angular C, quatro
protocolos que utilizam diferentes técnicas de reconstrucao dos mapas de temperatura de dife-
rentes frequéncias, sao utilizados. Os nomes dos protocolos empregados sdo: NILC (acronimo
de Needlet Internal Linear Combination), Commander, SEVEM (acronimo de Spectral Esti-
mation Via Expectation Maximization) e SMICA (acronimo de Spectral Matching Independent
Component Analysis); os quais sofreram diversas atualiza¢des ao longo dos anos e uma expli-
cacdo sobre como cada uma delas funciona € apresentada em [46]. Para este trabalho, foram
utilizados os mapas resultantes de cada um destes protocolos, disponiveis no Planck Legacy

Archive' referentes aos anos 2015 e 2018.

4.2 HEALPIX

Satélites como o WMAP e Planck produzem um conjunto de dados suficiente para cons-
truirmos um mapa do céu em uma resolugio angular de alguns minutos de arco (WMAP: — 13’
e Planck — 7.1’). Para analisar tais mapas fazemos uso do software conhecido como Hierarchi-
cal Equal Area isoLatitude Pixelation (HEALPix) [47] , que foi desenvolvido com o objetivo
de criar uma estrutura matemdtica que suportasse uma discretizacdo adequada das funcdes na

esfera em uma resolucdo suficientemente grande.

Thttp://pla.esac.esa.int/pla/
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NSIDE | NPIX 0

1 12 58.6°
2 48 29.3°
4 192 14.7°
8 768 | 7.33°

16 3072 | 3.66°
32 12288 | 1.83°
64 49152 | 55,0
128 196608 | 27.5°
256 | 786432 | 13.7

Tabela 4.1: Relagdo entre o Ngipg, Npix € a resolug@o angular 6 [47].

Para cumprir com os objetivos, a discretizacdo da esfera implementada pelo HEALPix

segue trés propriedades importantes:

1. A esfera é subdividida em quadrilateros curvilineos i.e. uma figura delimitada por quatro
segmentos de circunferéncias. Sua menor reparti¢ao € feita com base em 12 pixels. Para
aumentar a resolucdo dividimos cada um desses pixels em quatro, resultando em uma
discretizacdo de 48 pixels. Esse processo pode ser repetido sucessivamente até obtermos
a resolugdo desejada. Convém entdo, definir um parametro, conhecido como Ngpg , que

se relaciona com o ndmero de pixels Npx da seguinte forma:
Npix = 12 - N3pg 4.1)

e, consequentemente, se relaciona com a abertura angular de cada pixel. A equivaléncia

entre esses trés parametros para os primeiros valores de Ngpg € apresentada na tabela 1
2. Dada uma resolugdo, todas as dreas dos pixels sdo iguais.

3. Os pixels sdo distribuidos em linhas de latitude constante. Essa ultima propriedade €
particularmente importante, pois permite que a transformada de Fourier das fungdes na

esfera seja feita, para cada 6, para os quais o tempo de cdlculo é extremamente pequeno.

Uma desvantagem do HEALPix, especialmente para resolugdes baixas, é que os pixels

dos polos nao t€ém a mesma geometria dos pixels em torno do equador.

4.3 ANALISE DA HIPOTESE GSI NO CONTEXTO DOS VETORES

Para obter mapas GSI, neste trabalho fizemos uso da biblioteca CAMB (acronimo de
Code for Anisotropies in the Microwave Background) [48] para obter o espectro de poténcias C,
com os parametros do modelo cosmolégico padrao. Com base neles, podemos gerar mapas GSI
utilizando a fun¢do synalm, presente na biblioteca do HEALP 1 x, que gera uma distribui¢ao

gaussiana de ay,,,s com essa variancia.
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Figura 4.1: Figura que simboliza o processo de contagem dos MVs em cada pixel. A esquerda
temos uma projecdo de um conjunto de vetores para ¢ = 100 e, a direita, temos um mapa da
frequéncia com que os vetores se distribuem nos pixels para uma discretizacdo de Ngipg = 2.

Dado um mapa de temperatura, temos 2¢ vetores para cada multipolo /. Realizamos
entdo uma binagem na esfera, onde cada bin € um pixel, para Ngpg fixo. Para isso, conta-
mos as frequéncias com que os vetores, para um dado ¢, caem dentro de um dado pixel. Essa
frequéncia € chamada de x; onde ¢ corresponde ao rétulo do pixel (figura 4.1). Portanto, para
um dado Ngpg, temos Nprx frequéncias x;. Simulando mapas GSI, geramos, Ny, simulacdes
e encontramos &7 para cada um desses mapas. Desse forma, cada um dos pixels pode ser
considerado como varidvel aleatéria com Ny, realizagdes. Como metade dos MVs € um par
antipodal, trabalhamos somente com os pixels do hemisfério norte. Além disso, como sabemos
o nimero total de vetores para um dado multipolo ¢, a informacdo em um dos pixels € redun-
dante pois ZJIV"‘X x; = (. Portanto, isso reduz o nimero de varidveis aleatdrias independentes

que estamos trabalhando

1 (4.2)

Da distribui¢do de frequéncia dessas Ny, realizacdes, podemos calcular a frequéncia
média de um pixel (z;) e a matriz de covariancia®? por meio dos estimadores que maximizam a

verossimilhanga
Cyj = (i) — (w:) (2;) - (4.3)

E importante notar que as covaridncias entre as varidveis aleatérias x; estdo relacionadas aos
diferentes pixels, isso é equivalente a analisar a covariancia dos MVs de um dado multipolo
distribuidos em um mapa. Além disso, como discutido em [49, 50], tal matriz € singular quando
Ngins > Ngim — 1 uma vez que a média também € calculada a partir dos dados. Isso coloca um
limite inferior no Ny, a depender do Ngpg utilizado.

Em alguns casos, a matriz de covariincia pode ser singular e, portanto, podemos ter
problemas para calcular a sua inversa. Um dos casos onde ela pode ser singular € para baixos
multipolos, pois nesses casos temos um pequeno nimero de vetores espalhados pelo mapa.

Entdo, se fizermos, por exemplo, 1000 simulac¢des, hd uma certa probabilidade de que tenhamos

ZNote que, apesar do mesmo nome, essa matriz de covariincia niio se relaciona com aquela da equacio (2.56).
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Figura 4.2: Comparacio entre as analises de x> para mapas GSI. A esquerda temos as andlises
sem a inclusdo do fator de corre¢do nas matrizes de covariancia, esse problema leva a saltos
nestes valores. A direita temos a mesma andlise agora com o fator de correcdo.

um ou mais pixels vazios, em todas essas simulagdes. Nesse caso, x; € uma constante de valor
0 para todas as suas realiza¢des que nao possuam desvio padrdo e, portanto, ndo conseguiremos
trabalhar com a matriz de covariancia inversa. E importante notar também que o Ngpg escolhido
interfere nesse problema, pois, quanto maior for a pixeliza¢do da esfera, mais chances teremos
desse problema ocorrer. Ao contrério disso, quanto maior for o Ny, maior € a chance de todos
os pixels serem populados com vetores. Portanto, esse balango entre Npix € Ny, deve ser levado
em conta. Em suma, precisamos garantir que, em pelo menos uma das simulacdes, a varidvel z;
tenha uma flutuacdo. Isso se torna um problema quando vamos fazer essa mesma andlise para
o caso dos FVs uma vez que, para cada multipolo, temos apenas 1 vetor.

Além disso, quando a matriz de covariancia e a média sdo calculadas a partir dos dados,
ela se torna enviesada. Tal fator de viés aumenta a medida que o ndmero de varidveis aleatérias
(Ngins) se torna maior do que o nimero de realizacdes (Vg ). Para remover esse viés na

amplitude, € introduzido um termo de correcdo no cdlculo de sua inversa [50]

Nsim - NBINS -
Nsim —1

C;l— 2 C;;l. (4.4)
E importante ressaltar que essa correcio de viés foi ignorada em [43], o que pode ser observado
no crescimento da curva tedrica na figura 4 dessa referéncia. Para corrigir esse viés em [43],
Oliveira, Pereira e Quartin introduziram o conceito de simulacdes de controle, que permite
calibrar o valor tedrico do x? para mapas GSI. No caso do processo de binagem utilizado nesse
trabalho, a presenca do viés € ainda mais evidente. Se analisarmos somente a hipdtese nula
(compararmos mapas GSI com mapas GSI), os x? apresentam valores diferentes a depender do
Ngipg escolhido (figura 4.2).

Corrigido esse problema, podemos entdo fazer o teste de uma hipétese que pode ser, por
exemplo, o mapa de uma pipeline do Planck, do qual também extraimos as Ngns frequéncias

PLANCK
K3

x . Dessa forma, testamos o ajuste que tal hip6tese tem por meio da funcdo 2 reduzida
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Ngins
1

Z (<xGSI> . xPLANCK) (CSSI)*l (<I]GSI> . xELANCK) . (4.5)

( Q)PLANCK .

Xe 7 % J

Npins =
Z7j

Portanto, para um dado teste de hipdtese, temos /yax valores da quantidade ( X%)PLANCK.

Uma forma de comprimir todos esses valores em um s6, e dessa forma analisar a significancia

estatistica de um mapa em todos as escalas (todos os ¢'s até /yax), € repetindo o teste de hip6-
NCONTROL

tese para um nimero de simula¢des de controle N~ , nas quais, ao invés de analisarmos

os mapas do Planck, analisamos novas simula¢des de mapas GSI e extraimos as frequéncias

CONTROL
(2

T , assim:

1 Npins _1
3 ((aF) — a0 (€5 (15 -5

),

( Q)CONTROL o

X o
¢ Ngins

- : CONTROL
Fazendo isso, consideramos (x?)

CONTROL
N, sim

um conjunto de ¢ varidveis aleatérias com

. . . L 9y CONTROL
realizacdes, dos quais podemos extrair sua média ( (x;)

CONTROL
C/L'j ) .

e matriz de co-
variancia ( Nesse caso, a covaridncia € entre os diferentes multipolos. Dessa

forma, podemos realizar um novo teste de hipdtese

XiZ — %i: <<(X?)CONTROL> _ (X?)PLANCK> (C«iCjONTROL)*l <<(X?)CONTROL> B (X?)PLANCK>
ij

4.7)
do qual podemos extrair um Xig para cada pipeline do Planck e calcular seus respectivos Dyaiye-
Nesse caso, considerando todas as hipdteses feitas, tal valor simboliza a probabilidade de que
um universo GSI apresente um mapa de temperatura dado pela pipeline analisada. Para ficar
mais evidente todos os estadgios necessarios para realizarmos o teste de hipétese nula, foi cons-

truido um fluxograma do processo (figura 4.3).
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Figura 4.3: Fluxograma das diferentes etapas do teste de hip6tese nula de x 2.
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S RESULTADOS

Neste trabalho, para obtencdo dos MVs e FVs foi construido um algoritmo na lingua-
gem C. Um algoritmo com a mesma finalidade — PolyMV — jd havia sido desenvolvido em
Python [43], porém o cédigo resultante € pouco eficiente em simulagdes de alto desempenho.
Tendo em vista esta limitagdo, decidimos reestruturar esse c6digo na linguagem C. Em relacdo
aos M Vs, sua reestruturacao consistiu em trés estigios: i) o processo de constru¢cdo do polino-
mio (3.7) a partir dos a,,S, 11) a extracao das suas raizes e, iii) a obtencdo das coordenadas dos
MVs a partir das raizes através da transformacdo (3.8). Para os FVs, utilizamos um algoritmo
minimizador da funcdo (3.14). Os detalhes para a construgdo de tal algoritmo se encontram no
apéndice A.

Uma vez construido um software para, dado um mapa de temperatura, obtermos os MV's
e FVs, comecamos as andlises. Conforme discutimos na metodologia, optamos por trabalhar no
espaco de pixels, diferentemente da abordagem em coordenadas adotada em [43]. A principal
dificuldade com esta implementacao, e também a que nos tomou mais tempo, foi encontrar uma
resolucdo angular apropriada para a deteccdao de desvios de gaussianidade, homogeneidade e
isotropia estatisticas, casos eles existam. Ou seja, o desafio é encontrar o Ngpg apropriado para
cada intervalo de multipolo, para um dado mapa.

Essa etapa se mostrou altamente ndo trivial. Para calibrar nosso teste (4.6), comecamos
fazendo simula¢des de mapas de temperatura contendo modulagdes notoriamente anisotrépicas.
Em linhas gerais, a ideia € sintetizar mapas cujas anisotropias possam ser detectadas pelo nosso
teste de x7. Porém, essa metodologia se revelou ineficaz para a determinag@o de uma resolugdo
(Nsipe) 6tima. No entanto, os resultados que obtivemos aplicando tais modulagdes continuaram
a ser explorados devido a sua semelhanca e possivel relevancia para se investigar a origem do
Cold Spot [51, 52]. Para resolver o problema de otimizagdo da resolucdo, optamos por analisar
apenas os limites de gaussianidade da varidvel x;. Isso nos permitiu fixar um Ngpg para cada
intervalo de multipolos e, assim, testar as hipdteses de simetria do modelo padrao com os mapas
do Planck.

Portanto a apresentacdo dos resultados foi separada em trés partes: na primeira fazemos
uma escolha do Ngpg utilizado e uma analise das matrizes de covaridncia das variaveis aleato-
rias. Na segunda sdo apresentadas as andlises dos MVs e FVs com modula¢des anisotropicas de
temperaturas aplicadas aos mapas. Por fim apresentamos os testes de isotropia e gaussianidade

dos mapas do satélite Planck.

5.1 ESCOLHA DO PARAMETRO Nsipg E TESTE DAS MATRIZES DE COVARIANCIA

Uma vez que optamos por fazer uma binagem na qual o nimero de bins dependia do

Ngipe escolhido, surge a preocupagdo de nao termos resolugdo suficiente para detectarmos des-
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Figura 5.1: Distribuicdo da varidvel x; para diferentes valores de ¢, obtidas de um conjunto
de 6000 simulacdes. O eixo y identifica a probabilidade de um MV coincidir com um pixel
identificado no eixo x. As primeiras duas linhas foram obtidas de mapas sem a mascara UT78
enquanto as duas ultimas foram obtidas de mapas mascarados.

vios na uniformidade da distribuic@o dos vetores na esfera. Especialmente para multipolos altos
e portanto, onde a separacdo angular tipica entre eles é da ordem de um décimo de um grau.
Por conta disso, nossas andlises iniciais focaram na determina¢ao de um Ngpg apropriado para
se trabalhar.

O primeiro passo foi realizar testes de gaussianidade da varidvel z;. Na figura 5.1 po-
demos notar que a medida que ¢ cresce, e portanto o nimero de vetores cresce, a distribui¢ao
se aproxima de uma gaussiana. Para se determinar a normalidade dos histogramas de x;, foram
realizados testes de Kolmogorov-Smirnov e Shapiro-wilk e encontramos um limite inferior para
se trabalhar com Ngpg = 16 de £ > 160

Além disso, como o nimero de varidveis aleatérias z; depende do Ngpg escolhido,
quanto maior esse valor, mais simulagdes seriam necessdrias para estimar a matriz de covarian-
cia. Devido a isso, foi escolhido o limite mdximo de Ngipg = 16 para esse parametro. Dessa
forma, o intervalo escolhido para se trabalhar na andlise de x? foi Ngipg = 8 para o intervalo
de multipolos 2 < ¢ < 160 e Ngipg = 16 para 161 < ¢ < 1500. Além disso, escolhemos
trabalhar com 3500 simulagdes para a estimativa da covariancia e frequéncia média dos bins e
1000 simulagdes para obtencdo dos (Xz)CONTROL.

Como a inversao das matrizes quadradas ocupava a maior parte do tempo no cédlculo das
fungdes x2, outro ponto importante que analisamos foram as matrizes de covariancia tanto para
o cdlculo do x? quanto para o Xig (figura 5.2). Um ponto importante de se notar € que a primeira
matriz esté relacionada com as frequéncias z; como varidveis aleatdrias, portanto os elementos

fora da diagonal principal simbolizam uma covariancia entre os diferentes pixeis (entre os MVs
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Figura 5.2: Matrizes de covariancia para as diferentes analises de x2?. A matriz da esquerda
se relaciona com as varidveis aleatdrias z; para NSIDE =16 enquanto a direita temos a matriz
que se relaciona com as varidveis aleatorias x3,,,. Os valores em cada eixo identificam o pixel
correspondente.

de um dado /). O fato de que MVs de mapas GSI possuem covariancia ji foi apresentado
em [44]. Porém, nenhum trabalho além de [43] e o presente texto usou esta covariancia para
testar as hipéteses do principio cosmolégico usando dados da CMB. Ja a covaridncia da segunda

. . 2\CONTROL
matriz se relaciona com os (x7)

como varidveis aleatdrias, portanto os elementos fora da
diagonal principal se relacionam com a covariancia dos diferentes ¢ analisados. Dessa andlise
foi concluido que poderiamos trabalhar com os Xiz considerando que as varidveis eram nao

correlacionadas.

5.2 ANALISE DOS COLD SPOTS

Em nossos testes iniciais, fizemos modulagdes decrescentes em uma mdscara circular de
abertura arbitraria mas preservando a modulag@o dos pontos fora da méscara (figura 5.3). Além
disso, como j4 dito, inicialmente utilizdvamos de tais modulacdes para determinar melhor os
Ngipe que utilizdvamos. Alterando o tamanho da modulagdo e sua intensidade, inicialmente
fizemos um conjunto de medidas de x? comparando tais mapas com 6000 simulagdes GSI. Em
nossas tentativas iniciais, alteramos as modulagdes para varios tamanhos diferentes nas escalas
do tamanho do pixel de um dado Ngipg. Apds os primeiros resultados, vimos que isso ndo
era uma estratégia adequada, pois as modulagdes provocavam oscilacdes nas distribuicdes dos
vetores que possuiam um tamanho diferente da modulacdo no espaco de temperatura. Dito
de outra forma, fazer uma modulacio de raio 5° ndo se relaciona com algo envolvendo 5° de
diferenca no espago dos vetores. Por conta disso, paramos de usar essa abordagem para deter-
minar o Ng;pg a ser trabalhado. Isso ja podia ser visto nas andlises de mapas mascarados que

foram feitas em [43] uma vez que, a presenca da mdscara na regido equatorial fazia com que
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Figura 5.3: A esquerda temos um mapa totalmente GSI e a direita um mapa GSI com uma
modulagdo de temperatura de -0.07 K e abertura de 10°.

os pixeis se acumulassem nos polos, em propor¢des que nada tinham de relagdo com o tama-
nho da mascara. Apesar desse problema, continuamos analisando tais modulagdes, motivados
principalmente pela anomalia do cold spot [51, 52] cuja origem ainda é desconhecida, mas que
frequentemente € relacionada a existéncia de uma grande regido vazia no universo.

A primeira coisa que nos motivou a continuar fazendo essa andlise, foram as alteracOes
na fun¢do x?. Tais modula¢des produziam desvios significativos das simulagdes de controle
produzidas com mapas GSI (figura 5.4). Porém, o comportamento desse desvio era até entdo
desconhecido. As primeiras anélises nos revelaram um padro oscilatério nas fungdes x? e, para
entender melhor o comportamento dessas oscilagdes, alteramos trés pardmetros nos cold spots:
1) a intensidade da modulacdo de temperatura, ii) o tamanho da modulagdo e iii) sua posicdo. A
primeira coisa percebida, ¢ que a mudanga de temperatura do cold spot fazia com que, quanto
maior fosse a modulagdo de temperatura, maior seriam os picos de intensidade das oscilacdes
da fung¢dox?. Note que isso representava um desvio maior entre hipotese e teoria. Mais pre-
cisamente, na uniformidade da distribuicdo de vetores com a nao uniformidade. Outra coisa
importante € o comportamento oscilatrio dessa funcdo, como se em determinados multipolos
especificos a distribui¢do dos M Vs na esfera fosse uniforme mas que a partir de um ¢ especifico
ela se tornasse ndo uniforme. A relagdo especifica para explicar a uniformidade dos MVs nesses
multipolos ndo é compreendida. Porém, alterando o tamanho do raio, tais oscilagdes se tornam
mais frequentes. Também fizemos testes de como a mudanca do cold spot de lugar afetava as
fungdes x? mas vimos que essa alteragio ndo afetava a significAncia nos testes.

Para facilitar a visualizacdo do que estava ocorrendo, fizemos plots mollwieldes dos

vetores para cada multipolo. Esses plots nos mostraram de outra forma, o padrdo oscilatério dos
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Figura 5.4: Os pontos vermelhos representam a fungio y? para diferentes modulacdes de tem-
peratura em mapas GSI. Da direita para a esquerda a amplitude da modula¢do diminui enquanto
que de cima para baixo seu tamanho diminui. Em todos os gréficos temos também os y? das
simulagdes de controle e seus respectivos erros.
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Figura 5.5: Projecdo Mollweide dos MVs obtidos de 1000 mapas com a modulacio de tempera-
tura de 5 ¢ de raio. De cima para baixo e da esquerda para direita temos respectivamente ¢ = 13,
48,98, 115, 121 e 122.

vetores (figura 5.5). Podemos ver que os MV para baixos multipolos come¢am com um padrao
circular e vao evoluindo até a uniformidade em um dado multipolo, em seguida retornam a ndo
uniformidade, explicando dessa forma o padrio oscilatdrio que antes estava expresso apenas nas
fungdes 2. Plotando os graficos para todas as andlises que tinhamos feito, vimos que diminuir
a intensidade dos cold spot fazia com que a uniformidade dos MVs ficasse menor, enquanto
o contrério também era vdlido: quando maior a intensidade da modulacdo mais ndo uniforme
eram as distribuicdes dos MVs. Além disso, sobre o padrao oscilatério ao analisar os diferentes
multipolos, jd sabfamos, das andlises de X7, que essas oscilagdes aumentavam a medida que o
raio aumentava e foi o que vimos nessas proje¢oes mollwield, basicamente quanto maior o cold
spot mais oscilacdes t€ém os MVs.

Além disso, diferente das andlises de x? que ndo mostravam diferenca alguma quando

mudédvamos o cold spot de lugar, com as projecdes mollwields vimos que os MVs apresentavam
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Figura 5.6: Projecdao Mollweide dos MVs obtidos de 1000 mapas com a mesma modulagédo de
temperatura porém com ela deslocada. De cima para baixo e da esquerda para direita temos
respectivamente ¢ = 13, 48, 98, 115, 121 e 122.

uma clara sensibilidade a posicdo da modulacdo (figura 5.6). Tal alteracdo, fazia com que as
faixas que ndo continham MVs sempre se deslocassem em uma direcdo oposta a modulacdo.
Apesar desse deslocamento, a oscilagdo dos MVs ndo era afetada o que impedia que essas
alteragdes fossem detectadas nos testes de x 7.

Também repetimos as projecdes para os FVs (figura 5.7), com elas ficou muito mais
claro a sensibilidade desses vetores mediante modulagdes de temperatura. Isso ajudou a ex-
plicar o comportamento dos histogramas construidos a partir de anélises de mapas mascarados
que demonstravam mais sensibilidade a presenca daquelas mdscaras (figura 3.6). Das andlises
anteriores vimos que os MVs apresentam um padrdo oscilatério que comeca em uma regiao
"pequena'e vai aumentando até o momento em que eles ficam uniformes. J4 a distancia média
desses pontos, se mantém fixa até o multipolo da uniformidade. Portanto, existe um padrao

oscilatério mas ele € diferente do caso dos MVs. Isso demonstra que eles sdo mais sensiveis a
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Figura 5.7: Projecdo Mollweide dos FVs obtidos de 1000 mapas com a mesma modulacao de
temperatura. De cima para baixo e da esquerda para direita temos respectivamente ¢ = 13, 48,
98, 115, 121 e 122.

modulacdes em um teste de Xf, ou seja, os FVs se distribuem de maneira "menos uniforme",
enquanto para os MVs existem casos que a modulacio de temperatura se tornam menos percep-
tiveis nesse tipo de andlise.

Por fim, foi possivel notar que a fungdo x7 encontrada para os MVs pode ser fitada pela

parte positiva de uma func¢do sinc (figura 5.8)

sinz g £ (),
sincx =¢ ° 7 (5.1)
1 x=0.

A relacdo entre o espaco de temperatura e os MVs € ndo trivial, uma vez que ela envolve
uma transformada para o espaco harmonico e em seguida os coeficientes dessa expansao sao

transformados em um polindmio e, por fim, suas raizes correspondem aos vetores. Por conta
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Figura 5.8: Os pontos vermelhos indicam a fungfo x7 para 1000 mapas com uma modulagio
de temperatura de 0.07 K e 5° de raio. A linha continua azul demonstra o fit da funcio sinc.
Além disso, em preto temos as simulagdes de controle junto aos seus respectivos erros.

disso, essa relacdo com a fungdo sinc era até entdo desconhecida. Esse resultado, nos ajuda a
compreender melhor o comportamento dos MVs uma vez que a funcio sinc € a transformada de
Fourier da fungio degrau '. Portanto, a intui¢io que isso nos fornece é que o cold spot pode ser
interpretado como um "degrau'"no espaco real de temperatura, provocando esse comportamento

nos vetores de multipolo.

5.3 TESTES DE ISOTROPIA E GAUSSIANIDADE PARA OS MAPAS DA M ISSAO PLANCK

Para os testes de isotropia e gaussianidade, a primeira coisa feita foi extrair os MVs
e FVs das 4 pipelines do Planck até /,,,, = 1500 para comparar com os obtidos nas antigas
andlises feitas com o cédigo escrito em Python. Nesses testes obtivemos 0os mesmos vetores de
uma maneira mais eficiente. A projecdo Mollwield desses vetores até ¢, = 1500 se encontra
nas figuras 5.9 e 5.10. Para um teste inicial, apenas observando os mapas podemos ver que
3 deles (SEVEM 2015 e 2018 e Commander 2018) tanto os MVs quanto os FVs apresentam
desvios da uniformidade. Esse resultado ja havia sido encontrado anteriormente e apoiado
também pelas analises de y? representando que esses trés mapas apresentam discordancia com
a hipdtese nula.

No antigo trabalho [43] , tais discordancias com as hipéteses de simetrias foram justi-
ficas nessas pipelines da seguinte maneira: entre os ano de 2015 e 2018 a equipe da pipeline

Commander fez uma simplificacio na sua andlise de contaminacdes [53], essa alteracao tornou

10 espaco harménico pode ser visto como o espaco de Fourier para funcdes na esfera



60

Commander 2015 Commander 2018

;“\'\h'

SEVEM 2015

NILC 2015 NILC 2018

SMICA 2015 SMICA 2018

Figura 5.9: Projecao Mollweide dos MVs para Imax = 1500, obtidos das 4 pipelines do satélite
Planck.
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Commander 2015

Commander 2018

SMICA 2015 SMICA 2018

Figura 5.10: Projecdo Mollweide dos FVs para Imax = 1500, obtidos das 4 pipelines do satélite
Planck.
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0s mapas nao isotropicos. Ja para as pipelines do SEVEM, nos anos 2015 e 2018, tal desvio da
uniformidade foi atribuido a fortes evidéncias de contaminacdo residual nessas pipelines, que
estdo em concordancia com os trabalhos de [54] e [55]. E importante frisar nesse momento,
que a equipe do satélite Planck leva em conta, para qualquer andlise cosmoldgica, os mapas
mascarados.

Neste trabalho, estdvamos focados apenas em testar a sensibilidade dos testes de X?
realizados e uma boa forma de fazer isso € trabalhando com os mapas sem mdscara, justamente
para detectar a presencga dessas contaminacdes. Além disso, os resultados aqui apresentados
devem ser analisados a luz da discussao feita nesse trabalho anterior, ou seja, também queremos
comparar a sensibilidade do nosso teste, agora com a mudanga no processo de binagem, com
os resultados encontrados no antigo trabalho.

Dessa forma, uma vez fixado o intervalo do Ngipg e resolvidos os problemas com a
inversdo da matriz de covariincia, pudemos partir para o que seriam as andlises finais desse
trabalho que eram os testes de Xig € Pualues d0s mapas do satélite Planck. Para melhor enten-
der a significancia dos resultados obtidos os ng € Pualues fOoram calculados em tré€s intervalos
diferentes referentes as vdrias escalas cosmoldgicas. O primeiro deles € o intervalo que cobre
todas as escalas do satélite Planck com /,,,, = 1500. A segunda escala representa o intervalo
do WMAP (/... = 600) que se relaciona com as escalas da maior parte das anomalias da CMB
analisadas atualmente. Por fim escolhemos também trabalhar com largas escalas /,,,, = 30,
sendo a escala que o proprio time do satélite Planck utiliza para separar pequenos de grandes

multipolos em suas andlises de Likelihood. Em resumo,
Escalas do Planck: 2 </ < 1500,

Escalas do WMAP: 2 </ <600,
Largas Escalas: 2 < /¢ < 30.

Os X7 dos M Vs para as diferentes pipelines do Planck se encontram na figura 5.11 € juntamente

CONTROL . ~ . L
) > com seu desvio padrio. Para facilitar a visualizagdo, os x? foram

aos valores dos <(XZ2
binados em intervalos de A¢ = 20. Além disso, nas tabelas 5.1 e 5.2 se encontram os resultados
dos Xig € Pualue - Podemos ver na figura que todas as pipelines apresentam concordancia com
a hipétese nula com excegdo da pipeline do Commander de 2018, que a partir dos multipolo
300 apresenta uma clara discordancia em comparacao com os mapas GSI. Tal discordancia é
vista também no P, encontrado no qual tanto as escalas do WMAP quanto do Planck sdo
reprovados no teste nulo. O fato de ndo detectarmos problemas nas pipelines do sevem podem
indicar uma ma calibrac@o desse novo processo de binagem utilizado, ou seja, uma ma escolha
dos intervalos de Ngpg que estamos trabalhando.

Os resultados para os FVs se encontram na figura 5.12 .
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Figura5.11: x? obtidos das 4 pipelines do satélite Planck. Os pontos vermelhos mais claros sdo
os resultados para cada multipolo, enquanto os pontos vermelhos mais escuros sdo os binados
em intervalos de 20 multipolo. A linha verde s3o os x? das simulagdes de controle junto com o
desvio padrao em azul
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Figura 5.12: 7 obtidos das 4 pipelines do satélite Planck. Os pontos vermelhos correspon-
dem aos resultados da binagem em intervalos de 20 multipolo. A linha verde sdo os x7 das
simulacdes de controle junto com o desvio padrdo em azul



2015
Commander SEVEM SMICA NILC
Intervalos 5 ) 2 2
XXZ DPualue XXQ DPualue XXQ DPualue XX2 DPualue
Escalas do Planck | 1.010 | 0.386 | 1.055 | 0.067 | 1.082 | 0.013 | 0.980 | 0.707
Escalas do WMAP | 1.081 | 0.083 | 0.984 | 0.597 | 1.095 | 0.053 | 1.049 | 0.195
Largas Escalas 1.479 | 0.049 | 1.081 | 0.350 | 0.692 | 0.885 | 0.917 | 0.591
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Tabela 5.1: %2 € Puaiue Obtidos dos MVs calculados a partir das pipelines do satélite Planck do

ano de 2015
2018
Commander SEVEM SMICA NILC
Intervalos > > > >

XXZ DPualue XX2 DPualue XX2 Dualue XXQ Pualue
Escalas do Planck | 4.329 0 1.060 | 0.052 | 1.021 | 0.312 | 0.992 | 0.585
Escalas do WMAP | 1.562 0 1.092 | 0.059 | 1.083 | 0.298 | 1.055 | 0.171
Largas Escalas 1.150 | 0.266 | 1.292 | 0.138 | 0.919 | 0.338 | 0.986 | 0.485

Tabela 5.2: X2 € Pyaiue Obtidos dos MVs calculados a partir das pipelines do satélite Planck do

ano de 2018
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6 CONCLUSAO

Com base no algoritmo desenvolvido em C, neste trabalho pudemos analisar as hip6teses
de simetria do modelo padrdao. Em comparacdo com trabalhos anteriores, entendemos melhor
a sensibilidade do teste realizado e apontamos possiveis desvios de gaussianidade e isotropia
estatistica na pipeline Commander (2018) do satélite Planck. Futuramente, vamos estender esse
trabalho para incluir também andlises com os FVs.

Analisando os mapas com modulacdes de temperatura, pudemos entender melhor o
comportamento dos MVs e FVs. O principal foco dessa parte, foi entender melhor a rela-
cdo entre uma anisotropia de temperatura e a dire¢cdo do céu que apontam esses vetores. Com
essas andlises, conseguimos interpretar o cold spot como um degrau no espaco de temperatura
gerando um comportamento de uma fungio sinc dos MVs.

Por fim, em uma possivel continuacio dos testes, vamos estender todas as andlises rea-
lizadas aqui também para mapas com mdscara e com a inclusio de ruidos anisotropicos. Além
disso, vamos combinar os MVs de diferentes multipolos afim de ver o impacto dessa combina-
¢do nos testes nulos de x? e também analisar a correlacdo dos vetores entre diferentes momentos
de multipolo. Nesses casos, a andlise dos FVs se torna ainda mais importante.

Esses testes em pequenas escalas cosmoldgicas s6 foram possiveis devido aos diversos
avancos nas técnicas numéricas utilizadas para determinar os MVs. Permitindo dessa forma, a
extragdo dos MVs em um grande nimero de simulacdes. Todas essas andlises demonstraram
a utilidade dos MVs e FVs para detectar os possiveis desvios das hip6teses assumidas pelo

modelo padrdo no contexto da CMB.
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A CONSTRUCAO DO CODIGO EM C

Para obteng¢do dos MVs, a primeira parte do algoritmo € uma fungdo que, dados os
momentos de multipolo ay,,, retorna os coeficientes de um polindmio de ordem ¢. Utilizando

o HEALPix, um mapa € representado por uma lista de a,,, ordenada da seguinte forma

{Cloo, A1,0, 2,05 -« + 5 Wy ,0, 1,1, A215 - - - ,aemax,emax} )

nela a posi¢do de cada momento de multipolo p;nqex € identificada pela relagdo

2. 1
— ; m o, (A1)

Dessa forma, é convencionado a se trabalhar com o intervalo 0 < m < /, uma vez que ele
estd relacionado com o outro intervalo —¢ < m < —1 via condi¢do de realidade (a;,, =

(—=1)" ay,—,). Portanto, reescrevemos o polindmio

P(z)—é < 2t )ag ZHm
~, C+m ’

20 P— 20 P 20 o
— agoz’ + apmz T+ agmz
\\e )™ m;e <£+m> - mzzl (+m )"
20 P 20 PR 20 "
— agoz’ + ap—mz ™+ agmz
\ l 00 mz1 (ﬁ—m ) . — {4+m b
20 P 2/ . ,
= agoz" + —1)"a;,, 2"+ apn " A2
\ 0 2,0 mz1 (ngm)[( ) ‘, ¢, } (A2)

onde foi utilizado a propriedade

2t 20! Y,
(Hm)(ﬁm)!(um)!m (A.3)

Uma vez que, para valores de ¢ elevados e m pequenos, o resultado de tal bindmio se

torna muito grande, foi preciso trabalhar com as varidveis da biblioteca Gnu Multiple Precision
(GMP) nesse trecho do cédigo.

void
pol_coef (int 1, mpf_t real_al[], mpf_t imag_al[], mpf_t

real_coef[], mpf_t imag_coefl[])



mpz_t int_binom;

mpf_t float_binom, binom_root,

int p_index;

// Iniciando as variaveis

mpz_inits (int_binom, NULL);

mpf_inits (float_binom, binom_root,

mpf_inits (real_coef[l], imag_coef[l],

// Calculo do termo m=0

negativ_coef;

negativ_coef, NULL);
NULL) ;

mpz_bin_uiui (int_binom, (2 x= 1), 1); // Calculo do binomio

mpf_set_z (float_binom, int_binom);

mpf_sqgrt (binom_root, float_binom);

// Conversao para float

// Calculo da raiz

mpf_mul (real_coef[l], binom_root, real_alll]l);

mpf_mul (imag_coef[l], binom_root, imag_alll]);

// Calculo dos demais termos
for (int m = 1; m <= 1; m++)
{
// Iniciando as variaveis
mpf_inits (real_coef[l - m]

imag_coef[l + m], NULL);

p_index = ((m » ((2 * LMAX)
lista
mpz_bin_uiui (int_binom, (2

mpf_set_z (float_binom, int

mpf_sqgrt (binom_root, float

mpf_mul (real_coef[l - m],

, imag_coef[l - m], real_coef[l + m],

+ 1 — m))

/

2) + 1; // Posicao na

* 1), (m+ 1));

_binom) ;

_binom) ;

binom_root,

mpf_set_si (negativ_coef, pow (-1, m));

mpf_mul (coef_reall[l - m],

mpf_mul (imag_coef[l - m],
mpf_set_si (negativ_coef, p

mpf_mul (imag_coef[l - m],

mpf_mul (real_coef[l + m],

mpf_mul (imag_coef[l + m],

real_al[index]);

real_coef[l - m], negativ_coef);

binom_root,

ow (-1, m)

*

imag_al[index]);

(=1));

imag_coef[l - m], coef_negativ);

binom_root,

binom_root,

real_al[index]);

imag_al[index]);
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// Liberando as variaveis
mpz_clears (int_binom, NULL) ;

mpf_clears (float_binom, binom_root, NULL);

Com as componentes, podemos utilizar o algoritmo secular da biblioteca MPSolve e

construir uma fun¢do que retorna as raizes do polindémio.

void
pol_roots (int 1, mpf_t real_ coef[], mpf_t imag coef[], double
x*real_root, double *imag_root)

mpg_t real_rat_coef[(2 x 1) + 1], imag_rat_coef[(2 * 1) + 1];

//Convertendo float para racional

for (int 1 = 0; 1 < (2 * 1) + 1; i++)

{
mpg_inits (real_rat_coef[i], imag_rat_coef[i], NULL);
mpqg_set_f (real_rat_coef[i], real coef[i]);

mpqg_set_f (imag_rat_coef[i], imag_coef[i]);

mps_monomial_poly x*p;
mps_context xs;

cplx_t *results = cplx_valloc (2 * 1);

//Preparacao do ambiente

S mps_context_new () ;
p = mps_monomial_poly_new(s, 2 x 1);

mps_context_select_algorithm(s, MPS_ALGORITHM_SECULAR_GA) ;

for (int 1 = 0; 1 < ((2 = 1) + 1); 1i++)
{
mps_monomial_poly_set_coefficient_gq (s, p, i, real_rat_coefl[i],

imag_rat_coef[i]);

//Encontrando as raizes do polinomio
mps_context_set_input_poly (s, MPS_POLYNOMIAL (p));

mps_mpsolve (s);
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mps_context_get_roots_d (s, &results, NULL);

for (int i = 0; 1 < (2 * 1); 1i++)

{

real_root[1i] cplx_Re (results[i]);

imag_root[i] = cplx_Im (results[i]);

// Liberando as variaveis
for (int i = 0; 1 < ((2 = 1) + 1); i++)
{

mpqg_clears (real_rat_coef[i], imag_rat_coef[i], NULL)

mps_polynomial_ free (s, MPS_POLYNOMIAL (p));
mps_context_free (s);

cplx_vfree (results);

Encontradas as raizes, obtemos as coordenadas (¢, ) do MVs com base na projecio

estereografica

void
pol_coord (int 1, double real_root[], double imag_root[], double

*theta, double xphi)

double R[2 * 1];
double complex z[2 x 1];

for (int i = 0; 1 < (2 * 1); 1i++)
{
z[1i] = real_root[i] + (imag_root[i] * I);
R[i] = cabs (z[i]);
phi[i] = carg (z[i]);
theta[i] = 2 x atan (1 / RI[i]);

Por fim, com os MVs, obtemos os FVs por meio de um algoritmo minimizador de fun-

coes da biblioteca NLopt

typedef struct _FrechetData
{



int 1;

double * restrict x;

double * restrict vy;

double * restrict z;
} FrechetData;

#define ACOS(ab) acos (((ab) > 1.0) 2 1.0 : (((ab)
(ab)))
double

< -1.0) 2 -1.0

frechet_pol _min (unsigned n, const double xx, double =xgrad,

*my__func_data)

FrechetData *xfd = (FrechetData *) my_func_data;
const int twol = 2 % fd->1;

double frechet_mean = 0.0;

double x_ v, y_v, z_v;

int 1i;

const double theta = x[0];
const double phi

Il
b
—
'_l
—
~

x_v = sin(theta) =* cos(phi);
y_v = sin(theta) * sin(phi);
z_v = cos(theta);
for (1 = 0; 1 < twol; i++)
{
const double ab = (x_v » fd->x[i]) + (y_v x fd->y[i]) +

fd->z[1i]);
const double acos_ab = ACOS (ab);

frechet_mean += acos_ab * acos_ab;

if (grad != NULL)

{
const double dxdtheta
const double dydtheta cos (theta) * sin(phi);
const double dzdtheta = - sin(theta);

cos (theta) * cos(phi);

void

(z_v =*
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const double dxdphi = -

const double dydphi = +

sin(theta)
sin(theta)

* sin (phi);

* cos (phi);

grad[0] = 0.0;
grad[l] = 0.0;
for (1 = 0; 1 < twol; i++)
{
const double ab = (x_v » fd->x[1i]) +

fd->z[i]);
const double acos_ab =

const double sqgrt_lmab

grad[0] -=
fd->y[i]
grad[l] —-=
fd->y[i])

}

return frechet_mean;

2.0 * acos_ab =
+ dzdtheta =

2.0 x acos_ab =«

ACOS (ab);

= sgrt (1.0 - ab * ab);
(dxdtheta = fd->x[1i]
fd->z[i]) / sqrt_lmab;

(dxdphi * fd->x[i] +

/ sqrt_1lmab;

(y_v * fd->y[i]) +

+ dydtheta =

dydphi =

void

frechet_pol

double xfrechet_vec_theta,

(int 1,

double % restrict theta,

const int twol = 2 x 1;
double x[2 » 1], y[2 * 1], z[2 = 11, £f;
int i;
FrechetData fd = {1, x, vy, z};
+frechet_vec_theta = 0.0;
+*frechet_vec_phi = 0.0;
for (1 = 0; 1 < twol; i++)
{
x[1] = sin(theta[i]) * cos(phi[i]);
y[i] = sin(theta[i]) * sin(phi[i]);
z[1] = cos(thetal[i]);

double * restrict phi,

double xfrechet_vec_phi)
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double 1b[2] = {0, 0};

double ub[2] {M_PI, 2.0 « M_PI};
double s[2] = {0.0, 0.0};

double min_f = 1.0e300;

int ntheta = 8;

int nphi = §;

nlopt_opt opt;
opt = nlopt_create (NLOPT_LN_NELDERMEAD, 2);

nlopt_set_lower_bounds (opt, 1b);
nlopt_set_upper_bounds (opt, ub);
nlopt_set_min_objective (opt, &frechet_pol min, &fd);
nlopt_set_xtol_rel (opt, 1.0e-10);

for (1 = 0; 1 <= ntheta; i++)
{

int 3;

s[0] = 0.0;

for(j = 0; j <= nphi; j++)

s[0] = 1.0 » M PI / ((ntheta) + 1.0) * (1 + 1.0);
s[1l] = 2.0 » MPI / ((nphi) + 1.0) = (3 + 1.0);

if (nlopt_optimize (opt, s, &f) < 0)
{
printf ("nlopt failed!\n");
1
else
{
if (f < min_f)
{

min_f = £;

*frechet_vec_theta = s[0];

x*frechet_vec_phi = s[1];



}

if (xfrechet_vec_theta > (M_PI / 2))

{

}

*frechet_vec_theta = M_PI - *xfrechet_vec_theta;

+*frechet_vec_phi = M_PI + *frechet_vec_phi;

if (xfrechet_vec_phi > (2  M_PI))
{

x*frechet_vec_phi = xfrechet_vec_phi - (2 = M_PI);

nlopt_destroy (opt);
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