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RESUMO

A presente dissertacao preocupa-se com o desempenho de métodos numéricos implementados
com adaptagdo temporal aplicado em um modelo de crescimento tumoral avascular invasivo,
descrito por duas equagdes diferenciais parciais. O modelo apresenta um crescimento rapido
das células cancerigenas, em regides que possuem grande quantidade de nutrientes e com a
escassez de nutrientes o tumor deixa de crescer, configurando um sistema de equagdes
diferenciais parciais rigidos. Isso posto, faz-se interessante, ao invés de utilizar um passo de
tempo constante, utilizar diferentes passos de tempo ao longo do processo da solucao numérica
atua- lizando automaticamente o passo de tempo em funcdo do histérico do problema
(ZAFANELLI et al., 2018). Para resolu¢ao numérica do problema, utilizou-se o método de
diferencas finitas e dois métodos adaptativos no tempo, método do Erro Local e Algoritmo de
Controle de Passo de Tempo Adaptavel (ATSC). Inicialmente, foram comparadas as mesmas
versdes dos métodos numéricos de forma a aplicar o método de Euler e Crank Nicolson,
juntamente as suas respectivas versdes com e sem adaptacao do passo de tempo para trés casos
classificados, matematicamente, como problemas rigidos, a saber: (i) problema de Gear; (ii)
resfriamento de solidos; (iii) difusdo do calor unidimensional em regime nao permanente. Os
resultados obtidos mostram que os métodos adaptativos proveram solu¢des numéricas com
erros menores que a solugdo com passo constante e utilizando nimero menor de iteragdes, além
de, consequente- mente, exigir menor tempo de processamento computacional. Aplicou-se a
adaptacao temporal no modelo de crescimento tumoral, em que ¢ constatado que, apesar dos
métodos serem capazes de atualizar automaticamente o passo de tempo, verificou-se uma
potencial limitagdo, ao passo que estes nao capturaram pontos de maximo e minimo locais da
solugdo. Assim sendo, para contornar a referida deficiéncia, uma modificagcdo, baseada na taxa
de variagdo, ¢ sugerida para o algoritmo Erro Local.

Palavras-chave: métodos adaptativos; métodos numéricos; problema rigido; diferencas finitas.
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ABSTRACT

The present dissertation is concerned with the performance of numerical methods implemented
with temporal adaptation applied in a model of invasive avascular tumor growth, described by
two partial differential equations. The model shows a rapid growth of cancer cells, in regions
that have a large amount of nutrients and with the scarcity of nutrients the tumor stops growing,
configuring a system of rigid differential partial equations. That said, it is interesting, instead
of using a constant time step, to use different time steps throughout the numerical solution
process, to automatically updating the time step as a function of the problem’s history
(ZAFANELLI et al., 2018). To numerically solve the problem, the finite difference method and
two time- adaptive methods were used, the Local Error’s Method and the Adaptive Time Step
Control Algorithm (ATSC). Initially, the same versions of the numerical methods were
compared in order to apply the Euler and Crank Nicolson method, together with their respective
versions with and without time step adaptation for three cases classified, mathematically, as
rigid problems, namely: (i) Gear problem; (ii) solids cooling; (iii) one-dimensional heat
diffusion in a non- permanent regime. The results obtained show that the adaptive methods
provided numerical solutions with smaller errors than the solution with constant step and using
a smaller number, in addition to requiring less computational processing of the time. The results
obtained show that the time step adaptation methods provided numerical solutions with smaller
errors than the constant step solution and lower number of iterations, in addition to requiring
less computational processing time. Temporal adaptation was applied in the tumor growth
model, in which it is found that, despite the methods being able to automatically update the time
step, there was a potential limitation, while they did not capture local maximum and minimum
points. of the solution. Therefore, to overcome this deficiency, a modification, based on the rate
of change, is suggested for the Local Error algorithm.

Key words: adaptive methods; numerical methods; finite difference; stiff problem.
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1 INTRODUCAO

Muitos problemas encontrados nas engenharias ou em outras ci€éncias podem
ser formulados em linguagens matemadticas por meio de equacdes. Porém, a grande maioria
dessas equacgdes, na pratica, nao podem ser solucionadas analiticamente, assim, uma alternativa
para contornar esse problema seria a obtencdo de solugdes aproximadas através de métodos
numéricos (LOPES; RUGGIERO, 1996).

A utilizacao de métodos numéricos para encontrar uma solucdo de equacoes
diferenciais, geralmente, divididas em duas categorias, equacdes diferenciais ordinarias (EDOs)
e equacoes diferenciais parciais (EDPs), mostra-se de fundamental importancia. Estas formula-
cOes encontram-se na literatura por meio de métodos como elementos finitos, elementos de con-
torno e diferencas finitas (BURDEN; FAIRES, 2011; CUMINATO; MENEGUETE JUNIOR,
2013; FORTUNA, 2000).

Isso posto, na presente dissertacdo, busca-se resolver as equagdes diferenciais
de modo a utilizar o método de diferencgas finitas. Esse método tem como base a expansdo da
série de Taylor para aproximar as derivadas presentes nas equagdes diferenciais, resultando em
métodos numéricos conhecidos como o método de Euler explicito e implicito, ou, ainda, o mé-
todo de Crank Nicolson, entre outros (FRANCO, 2006; BOYCE; DIPRIMA, 2010; BURDEN;
FAIRES, 2011; ROMA; BEVILACQUA; NOS, 2012; CUMINATO; MENEGUETE JUNIOR,
2013).

A ideia geral do método € a discretizacdo do dominio e a substituicdo das
derivadas, presentes na equacao diferencial, por aproximagdes envolvendo o valor numérico da
funcao (CUMINATO; MENEGUETE JUNIOR, 2013).

O método de Euler obtido por diferencas finitas progressiva caracteriza-se
como um método explicito de primeira ordem, enquanto obtido por diferencas finitas regressiva
resulta em um método implicito, também de primeira ordem. J4 o método de Crank Nicol-
son usa uma combinacdo das diferengas progressiva e regressiva, resultando em um método
implicito de segunda ordem.

Dessa forma, tem-se que os métodos numéricos produzem uma solugdo apro-
ximada da equacdo diferencial, sendo necessario um certo nimero de célculos, nos quais de-
pendem do tamanho do passo de tempo e da ordem de convergéncia do método. Quanto menor
for o passo de tempo, maior serd o nimero de iteragdes para encontrar a solu¢do numérica da
equacao diferencial, e, quanto mais alta a ordem, mais rapido o método converge para a solugdo.

Porém, sabe-se que a cada passo de tempo, independentemente da ordem de
convergéncia do método, acarreta em acimulos de erros e, a medida que o ndmero dos passos

aumenta, o acimulo de erros pode tornar-se descontrolado.
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Um critério para garantir que o erro ndo aumente com o avango do passo de
tempo € a estabilidade do método utilizado (HIRT, 1968; BURDEN; FAIRES, 2011; ROMA;
BEVILACQUA; NOS, 2012; CUMINATO; MENEGUETE JUNIOR, 2013) .

Neste contexto, esta dissertacao utiliza os métodos implicitos Euler e Crank
Nicolson (BOYCE; DIPRIMA, 2010; BURDEN; FAIRES, 2011; CUMINATO; MENEGUETE
JUNIOR, 2013; ROMA; BEVILACQUA; NOS, 2012).

Ainda em relagdo as equacdes diferenciais, existem vdrios tipos de problemas
que os métodos numéricos nao podem resolver de forma eficaz, por serem considerados rigi-
dos. Equacgdes diferenciais rigidas sao categorizadas como equagdes cujas solu¢des possuem
uma variedade de escalas de tempo (KIM; SASTRY; SHONTZ, 2010), com inimeras aplica-
coes praticas, descrevendo muitos fendmenos que ocorrem na natureza como resfriamento de
solidos, sendo equagdo que representa a taxa de formagdo de radicais livres em uma reacao
quimica complexa, modelos envolvendo a biologia do crescimento tumoral, entre outras.

Assim, a demanda por técnicas especiais que permitam o uso de um tamanho
do passo de tempo governado pela taxa de mudanga da solucdo é grande. Com isso, surgem os
métodos adaptativos no tempo como alternativa para avaliar equagdes diferenciais rigidas.

De uma forma geral, a EDO de primeira ordem, dada por

Y0 =f{ty), (1.1)
com f(t,y) = Ay(t), é dita rigida se |A\| for um valor muito maior que 1 de modo que a
estabilidade e o limitante do erro possam ser garantidos somente com passo de tempo, At,
excessivamente pequeno, o que requer muitas iteragdes do método numérico. Nesse contexto,
os métodos implicitos sdo eficazes na resolucdo de problemas rigidos de dimensdes baixas,
enquanto os métodos explicitos estabilizados sdo eficientes em problemas de rigidez ndo muito
grande (CURTISS; HIRSCHFILDER, 1952; MANSHOOR et al., 2006).

Comumente, utiliza-se passo de tempo constante para cada iteracao, na reso-
lucdo de equagdes diferenciais, utilizando-se métodos implicitos. A desvantagem em utilizar
um passo de tempo fixo é que um passo de tempo pequeno ird aumentar de forma expressiva o
tempo de processamento da solu¢do numérica, enquanto um passo de tempo grande, provavel-
mente nio fornecerd uma solug¢do detalhada ou coerente com a fisica do problema, principal-
mente se o modelo for descrito por equagdes cujas solucdes possuem uma variedade de escalas
de tempo associadas, isto €, em determinados pontos a solucdo varia muito mais rapidamente
que em outros (SINKIN et al., 2003).

Considere, por exemplo, um caso em que um componente da solugdo oscila
rapidamente em uma escala de tempo muito mais curta do que a associada com os demais com-
ponentes da solu¢do. Para métodos numéricos que aproximam as derivadas presentes nas equa-

coes diferenciais, o componente rdpido continua influenciando a solucao. Como consequéncia,
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a selec@o do tamanho do passo de tempo na solu¢do numérica é problematica, onde o tamanho
do passo também € governado, ndo apenas pelo comportamento da solu¢do, mas, também, pelo
termo transiente que varia rapidamente (MANSHOOR et al., 20006).

Portanto, faz-se interessante, ao invés de utilizar um passo de tempo cons-
tante, utilizar diferentes passos de tempo ao longo do processo da solucdo numérica, ou seja,
atualizar automaticamente o passo de tempo em fungao do histérico do problema (ZAFANELLI
etal., 2018).

Belfort, Carrayrou e Lehmann (2007) utilizaram um método adaptativo ba-
seado na estimativa do erro de truncamento local via extrapolacdo de Richardson, este aplicado
em dois problemas ligados ao transporte reativo e fluxo insaturado. Observa-se que o método
adaptativo apresentou vantagens ao melhorar a precisdo e diminuir o tempo computacional.

Em Quinga (2019), utilizou-se os métodos adaptativos para resolver dois mo-
delos de cavitagdo acustica, que trata o crescimento da formacao e o colapso de bolhas de gds em
um fluido, no qual a solucao numérica apresenta oscilac@o e, com isso, os métodos adaptativos
mostraram-se, em termos de custo computacional, mais adequados.

Para tanto, a presente dissertacdo tem como objetivo avaliar o desempenho
de métodos numéricos implementados com adaptagcdo temporal. Este aplicado em um modelo
bioldgico de crescimento tumoral, que tem um crescimento rapido das células cancerigenas em
regides que possuem grande quantidade de nutrientes e deixa de crescer onde existe a escassez
de nutrientes, configurando, dessa forma, a rigidez no sistema de equacoes.

A eficicia dos métodos — Euler implicito e Crank Nicolson — é avaliada ao
utilizar métodos adaptativos no tempo, Erro Local (SINKIN et al., 2003) e controle de passo de
tempo automadtico, denominado ATSC (TUREK, 1999), comparados com os resultados dos mé-
todos considerando passos de tempo constante em equacdes que descrevem problemas rigidos.
Para isso, utiliza-se duas EDOs e uma EDP unidimensional, nos quais a solucdo exata é co-
nhecida e, na sequéncia, avalia o desempenho dos métodos utilizando o modelo de crescimento
tumoral.

Para atingir o objetivo proposto, o presente trabalho, este divide-se da seguinte
forma: no Capitulo 2, apresenta-se as técnicas numéricas utilizadas para resolugdes das EDOs
e EDPs. No Capitulo 3, descreve-se as técnicas adaptativas no tempo. No Capitulo 4, tem-se
os casos estudados nos quais avalia-se a eficdcia das técnicas adaptativas apresentando erros,
nimero de passos usados, as iteracoes e o tempo médio de processamento. No Capitulo 5, é
apresentado o modelo de crescimento tumoral e sua discretizacdo. No Capitulo 6, analisa-se os

resultados. Finalmente no Capitulo 7, apresentam-se as consideragdes finais da dissertagao.
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2 TECNICAS NUMERICAS PARA RESOLUCAO DE EDOS E EDPS

Para resolver numericamente um problema descrito por equacgdes diferenci-
ais, aborda-se, por simplicidade e melhor compreensdo, o problema envolvendo apenas uma
varidavel. GeneralizacOes das equacdes diferenciais obtidas por funcdes de uma varidvel sao
utilizadas para a obtencdo das aproximagdes para fungdes de vérias varidveis (CUMINATO;
MENEGUETE JUNIOR, 2013).

Assim, um principio comum em todos os métodos numéricos consiste em

subdividir o intervalo de integracdo [to,t f], com ty < oo, em N intervalos de comprimento

At = tf]:,to, definido como passo de integracdo, ou passo de tempo. Entdo, em cada né ¢,
n = 1,2..., N, procura-se um valor desconhecido y,,, que aproxima y,, = y(t,). O conjunto de
valores 4o, Y1, ..., Yn, ..., refere-se a solucado numérica do problema nos nos.

Desta forma, nesta dissertacao, utiliza-se métodos cldssicos para obtencao
da solugdo aproximada y,, sendo Euler implicito e Crank Nicolson, avaliados considerando
os métodos adaptativos no tempo, Erro Local e o algoritmo de controle de passo de tempo

adaptavel (ATSC), para determinar At.

2.1 METODO DE EULER

Um dos métodos mais classicos, o método de Euler explicito, usa a diferenca
progressiva para a aproximar o termo da derivada da equagdo (1.1), resultando na solucdo nu-

mérica dada por:

Yn+1 — Un
= . 2.1

De modo andlogo, método de Euler implicito € obtido aproximando o termo

da derivada da equacdo (1.1) por diferenca regressiva, resultando em:

Yn Yn—1

ou equivalentemente, conforme segue:

yn - yn
“T = f(tnrss Ynra)- (2.3)

A equacdo (2.3), ou método de Euler implicito, pode ser escrita por:

Ynt1l = Yn + Atf(tn+17 yn+1)' (24)

Os métodos de Euler tratam-se de métodos de passo unico de primeira or-

dem, pois, para poder dar inicio as iteracdes e encontrar uma solu¢cdo numérica aproximada,
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de um problema de valor inicial para uma equacao diferencial ordindria, os métodos necessi-
tam apenas de uma condig¢do inicial y(t() e, assim, o erro de truncamento global tende para At
(QUARTERONI; SALERI, 2007).

O método de Euler progressivo depende exclusivamente do nd anterior, por
isso caracteriza-se como um método explicito. O método de Euler regressivo além de depender
do no anterior depende de si mesmo, ¥, 1, caracterizando como método implicito. Por possui-
rem essa caracteristica, os métodos implicitos tém melhores condi¢des de estabilidade (ROMA;;
BEVILACQUA; NOS, 2012).

O método de Euler regressivo ou Euler implicito, equagdo (2.4), que serd
usado no decorrer deste trabalho, classifica-se como incondicionalmente estavel, isto €, ndo
precisa satisfazer qualquer condic¢ao para ser estavel (BOYCE; DIPRIMA, 2010; BURDEN;
FAIRES, 2011; CUMINATO; MENEGUETE JUNIOR, 2013; QUARTERONI; SALERI, 2007;
ROMA; BEVILACQUA; NOS, 2012).

2.2 METODO DE CRANK NICOLSON

O método de Crank Nicolson € obtido fazendo-se a média das diferencas pro-

gressiva e regressiva, equacoes equacoes (2.1) e (2.3), resultando em:

At
Yn+1 = Yn + 7(f(tn+17 yn—i-l) + f(tn7 yn)) (25)

O método de Crank Nicolson caracteriza-se como um método de segunda or-
dem, isto é, o erro de truncamento global tende para At? e, assim como Euler implicito, também
depende de y,,, 1 para obter a solucdo numérica, consequentemente, trata-se de um método im-
plicito e incondicionalmente estdvel (BOYCE; DIPRIMA, 2010; BURDEN; FAIRES, 2011;
CUMINATO; MENEGUETE JUNIOR, 2013; ROMA; BEVILACQUA; NOS, 2012).
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3 ADAPTABILIDADE TEMPORAL

Os métodos adaptativos no tempo t€m o propésito de reduzir o custo compu-
tacional com o ajuste no passo de tempo, At, para o problema. O erro cometido no método de
discretizagdo, para a solucdo de uma equacao diferencial com valor inicial depende principal-
mente de At, que com um algoritmo adaptativo € modificado ao longo da solug¢do, aumentando,
reduzindo ou mantendo-se constante, quando necessdrio, para minimizar o esfor¢co computa-

cional.

3.1 TECNICA ADAPTATIVA DE RUNGE-KUTTA-FEHLBERG OU METODO DO ERRO LOCAL

Baseando-se nos métodos de Runge Kutta, o0 método do Erro Local ou téc-
nica adaptativa Runge-Kutta-Fehlberg foi desenvolvido por Fehlberg (1969), com o objetivo de
resolver de forma adaptativa uma EDO (KINCAID; CHENEY, 2002).

O método consiste essencialmente em estimar, simultaneamente, uma solu-

cdo por um passo de tempo, At, e outra solucdo com dois passos de tempo, %, de modo a
estabelecer uma relacdo entre as solucdes.

Dessa forma, denominando a solugéo calculada por um passo de tempo, At,

de solucdo grossa (y,), e, a solu¢do calculada com dois passos de tempo, %, de solugdo fina
(y f), pode-se definir o erro local relativo por dg, onde:
Sp = M. (3.1)

|yl
Da equacdo (3.1), tem-se uma estimativa para o erro relativo, no qual determina-
se 0 ajuste no passo de tempo mantendo dz dentro de um intervalo estabelecido por um erro
global, ¢,, pré-definido. O Algoritmo 1 apresenta a versdo do método dada em Sinkin et al.

(2003) para a implementacdo do método do Erro Local.
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Algoritmo 1: Método do Erro Local

Entrada: At, 0g, d,
Saida: novo At.

1 inicio
2 sedp < 16, entdo
3 ‘ Aceite a solucdo e aumente o passo de tempo por um fator de 23;
4 fim
5 se 0r € (304,0,) entdo
6 ‘ Aceite a solucdo e mantenha o passo de tempo fixo;
7 fim
8 se dr € (d4,20,) entdo
9 ‘ Aceite a solucdo e diminua o passo de tempo por um fator de 23;
10 fim
1 se 0p > 2J, entdo
12 Descarte a solugdo, reduza o passo de tempo ao meio e inicie o processo
novamente.
13 fim
14 fim

Conforme comenta Minkoff e Kridler (2006), os parametros do Algoritmo 1
podem ser ajustados para um problema especifico, por exemplo, 0 método pode escolher uma
regra para diminuir ou aumentar os passos de tempo subsequentes. Ainda, Minkoff e Kridler
(2006) sugerem que, em vez de reduzir o passo de tempo pela metade se o erro local for maior
que duas vezes o erro global, se pode reduzir o passo de tempo em }L ou % entre outras opgoes.

3.2 ALGORITMO DE CONTROLE DE PASSO DE TEMPO ADAPTAVEL (ATSC)

O algoritmo de controle de passo de tempo adaptavel, denominado ATSC em
fun¢do da sua denominagdo na literatura como Adaptive time step control, consiste em calcular
duas solugdes, sendo ya: € ypas, onde 7 € um nimero inteiro maior que um. A solucdo ya,
¢ obtida com 7 passos At e a solugdo y,n; com um unico passo nAt. O erro entre as duas

solugdes, 0 4, € avaliado por:

94 = |yar — Yyatl- (3.2)

O erro §4, equagdo (3.2), relacionado com uma tolerancia (TOL) pré-definida

resulta em um novo passo de tempo, dado por:

(n* = DA
0a

no qual TOL € um controlador para o passo de tempo. Os passos para a implementacido do

At,? = TOL, (3.3)

ATSC podem ser visualizados no Algoritmo 2 e em Turek (1999).
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Algoritmo 2: Algoritmo ATSC

Entrada: At,n, TOL

Saida: At,

1 inicio

2 Calcule y;.

3 Calcule y, ;.

4 Calcule 6 4.

5 Calcule o préximo passo de tempo: At,.

6 se At, < 0.5 At entdo

7 ‘ rejeite a solugdo e retorne ao passo 2 usando At,
8 fim

9

fim
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4 CASOS APLICADOS

Neste capitulo, apresenta-se os casos aplicados e as suas respectivas discreti-
zacdes, assim como as solucdes exatas. Apresenta-se as discretizagdes envolvendo os métodos
de Euler implicito e Crank Nicolson para dois problemas rigidos de EDOs, sendo o problema,
aqui, denominado por problema de Gear e o problema de resfriamento de s6lido. Por ultimo,
generalizam-se os conceitos e aplica-se na equacao diferencial parcial de segunda ordem, ou,
ainda, equagdo da difusdo do calor unidimensional em regime ndo permanente.

Todos os casos foram implementados de modo a usar o Matlab version 9.10
(MATLAB, 2021). As simulagdes foram obtidas usando a CPU Intel(R) Core(TM) i5-7200U
com 2.7 GHZ e 8 GB de RAM.

Analisa-se o desempenho dos métodos de Euler implicito e Crank Nicolson,
considerando as implementacdes com e sem adaptacao no tempo, para isto, utiliza-se a norma

maxima do erro avaliado e definido por:

|e]|oo = maz|y” —yl, 4.1)

a considerar y* a solu¢do numérica e y a solucdo exata.

Também € avaliado niimero de passos usados, assim como as iteracdes, 0O
tempo médio de processamento (¢ py) obtido pela média dos tempos de 5 simulagdes. Utilizou-
se, em todas as simulagdes, os mesmos pardmetros At inicial, a mesma tolerancia (TOL) e um
Erro global pré-definido, denotado por d,,.

O numero de iteragdes representa o nimero de vezes que cada algoritmo de
adaptagdo no tempo € executado, Algoritmo 1 e 2, para que a solu¢do permaneca nas especifi-
cacoes definidas inicialmente, pois, as técnicas adaptativas podem descartar solugdes ao longo

da integracdo no tempo.

4.1 PROBLEMAS

4.1.1 Caso I: Problema de Gear

Com o propésito de avaliar o desempenho de métodos numéricos envolvendo

EDOs em problemas rigidos, Gear (1971) prop0s o problema de valor inicial (PVI):

(4.2)
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cuja solucdo exata é:
y(t) = (yo — F(0)e™ + F(2). (4.3)

Observa-se que a solucdo exata, equacdo (4.3), apresenta duas escalas de
tempo, caracterizando a equacao diferencial como sendo rigida. Para pequenos valores de ¢,
a solucdo y(t) é dominada pela parte exponencial e para valores grandes de ¢, ¢ dominada por
F(t).

Ao aproximar a derivada da equacdo (4.2), utiliza-se os métodos numéricos

Euler implicito e Crank Nicolson, equagdes (2.4)-(2.5), respectivamente, obtendo-se o seguinte:

Euler Implicito

F(tn+1> _ F(tn)
At ’

yn+1 — UYn
At

= _)‘<yn+1 - Fn+1) +

(14 AA)Ypi1 = Yo + ANF(t) + F(tnsr) — F(t),

(1 4+ AAYni1 = Yn + (AN + 1) F(tni1)—F (L),

1
S — F F . 4.4
Crank Nicolson
At F(t,.1)— F(t,
Yn+1 = Yn + 7 <_/\(yn+1 - Fn+1) + ( +1A)t/2 ( ) - )‘(yn - F(tn))) )

2Uni1 = 2Yn + At (=A(Ynt1 — F(tnt1)) — Myn — F(tn))) + 2F (tn1) — 2F(t),

(24 MA)osr = (2 — AA)yp + (2 4+ A F(tnsr) — (2 — AMADF(t,),

(2 — \A?)

Ynt1 = m(yn — F(ty)) + F(tng). (4.5)

Assim, as equacgdes (4.4) e (4.5) referem-se as equagdes do problema de Gear,

discretizado pelos métodos implicitos de Euler e Crank Nicolson, respectivamente.
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4.1.2 Caso II: Resfriamento de solidos

Para casos em que os gradientes de temperatura no interior de um sélido po-
dem ser desprezados e a resposta transitoria da temperatura for determinada por meio de um
balanco de energia global no sélido, resultando em o niimero de Biot menor que uma unidade
(INCROPERA; DEWITT, 2014), tem-se que o balan¢o de energia que relaciona a taxa de perda
de calor na superficie por convec¢io com a taxa de variacdo da energia interna, é dada por:

mcpcil—j; = —AWT — T), (4.6)
no qual m representa a massa do corpo, ¢, o calor especifico a pressdo constante, A € a drea de
transferéncia de calor, h o coeficiente de transferéncia de calor por convecgdo, 7' € a temperatura
na superficie do material e 7}, a temperatura ambiente.

A equagdo (4.6), ainda, pode ser rescrita na forma:

IT_ A 1. 4.7)

@ e,

Considerando a condi¢do inicial dada por 7'(0) = Tj e observando que a EDO, equagdo (4.7),
trata-se de uma EDO separével, obtém-se a solu¢do analitica integrando ambos lados (BOYCE;
DIPRIMA, 2010), resultando em:

—Ah

T(t) = Too 4+ (Ty — Too)e™r " (4.8)

Observa-se que ao considerar T = y, A = ;7,_12: e F(t) = T, a equagdo (4.7)
torna-se equivalente a EDO da equagio (4.2), onde F’(t) = 0, cujas discretizagdes se encontram

descritas nas equagdes (4.4) e (4.5).

4.1.3 Caso III: Equacao da difusao de calor unidimensional em regime nao permanente

A equacido da difusdo do calor unidimensional em regime nao permanente €
descrita por:
orT 0T
— = a—, 4.9
ot~ "0 )
em que « € a difusidade térmica.

A discretizacio do termo temporal da equagdo (4.9) € obtida, nesta disserta-
cdo, ao utilizar os métodos implicitos no tempo, Euler implicito, equacdo (2.4), e Crank Nicol-

son, equagdo (2.5). Quanto a parte espacial, utiliza-se diferencas finitas centrais.
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Método Implicito
Aproximando a derivada temporal com diferengas finitas para trés e a derivada

espacial de segunda ordem com diferencas finitas centrada, definidas, respectivamente por:

8T —~ E,n - T;L,n—l

=~ 4.10
ot At ( )
e
62T T%—ln_Q,I‘in—i_T%—ﬁ—ln
~ ’ ’ ’ 4.11
Ox? Az? ’ “.11)
a equacdo (4.9) resulta em:
En_ﬂnfl T'ifln_QTzin—i_Tzz#ln
—_ = ’ : ’ 4.12
At “ ( Ax? ) (4+12)
ou
(1 +2K)T0 = Tin1 + K(Tic1n + Tiv1n) (4.13)
aAt
de K = —.
onde A2

Crank Nicolson

Ao empregar diferenca progressiva, na derivada temporal de primeira ordem

e diferenca centrada para a derivada espacial de segunda ordem, na equagao (4.9), tem-se:

(4.14)

ﬂ,nJrl - ﬂ,n —a E*l,n - QE,n + 7jz'Jrl,n
At Az? '

Agora, empregando diferenca regressiva na derivada temporal de primeira

ordem e diferenca centrada para a derivada espacial de segunda ordem, na equacao (4.9), tem-

se:
T;n_T;n—l E—ln_2ﬂn+ﬂ+ln
= = : : : 4.15
At “ < Az ) ! .15
ou equivalentemente:
Tini1 — Tim Tiint1 — 2T 01 + Tig1np
— = : ’ : . 4.16
At “ ( Aq? (4.16)
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Ao fazer a média das equagdes (4.14) e (4.16), obtém-se a aproximagao para

a equacao (4.9), por meio do método Crank Nicolson, dada por:

Tins1 —Tip _« Tiin =200 +Tivan N Ti i1 — 2051 + Tipinm
At 2 Az? Ax?

) L 417

ou ainda,

kT 11+ 2+ 28) 1 — KTipinp1 = kT + (24 28)T 0 + KTip1 0, (4.18)

As equagdes (4.13) e (4.18), referem-se as equagdes de difusdo do calor, uni-
dimensional discretizadas pelos métodos implicitos de Euler e Crank Nicolson no tempo, com
ordem de convergéncia O(At + Az?) e O(At? + Ax?), respectivamente (CUMINATO; MENE-
GUETE JUNIOR, 2013).
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4.2 RESULTADOS E DISCUSSOES

4.2.1 Caso I: Problema de Gear

Para as simulacdes, considerou-se o PVI dado no sistema de equagdes (4.2),
com A =100, F'(t) = t 4+ 2, y(0) = 1 e tempo final ¢t; = 4s, cuja solugdo exata para estes
parametros é dada por y(t) = 2 4+ ¢ — e 1% Os demais parAmetros utilizados foram §, = 3
para o método do Erro Local, TOL = 1072, n = 4 para o ATSC e At = 10~2s inicial, para

ambos métodos adaptativos e para o passo de tempo constante.

Desempenho dos métodos numéricos com e sem adaptacio

A Tabela 4.1 apresenta os resultados das simulagdes, o erro ||e||, 0S passos

de tempo utilizados, as iteragdes e o tempo médio de processamento (¢ prr) cOmo segue:

Tabela 4.1: Tabela de comparacio dos métodos com e sem adaptagao

Método Técnica llel|oo Passos (At) usados Iteracées topy(s)
Erro Local 7.65e-02 22 22 1.29¢-05

Euler ATSC 4.17e-02 7 7 1.26e-05
Passo constante  1.32e-01 400 400 5.77e-03

Erro Local 7.87e-03 22 22 9.22¢-06

Crank Nicolson ATSC 4.44e-03 5 5 1.09e-05
Passo constante  3.45e-02 400 400 8.30e-04

Dos resultados apresentados na Tabela 4.1, observa-se que os métodos nu-
méricos implementados utilizando passos de tempo adaptativos atingem erros com ordem de
grandeza menores que os métodos implementados com passo de tempo constante, que, ainda,
exigiu um nuimero menor de cdlculos quando comparado ao nimero de iteracdes da solucdo
com passo de tempo constante.

O método do Erro Local, tanto para Euler quanto para Crank Nicolson, exigiu
5.5% do esforco da solucdo obtida com passo de tempo constante e o método ATSC apenas
1.75% e 1.5%, respectivamente. Essa reducdo no nimero de iteracdes reflete no tempo com-
putacional, que, por conseguinte, ¢ menor para os métodos implementados com as técnicas
adaptativas.

Assim, a Figura 4.1 destaca diferencas entre os métodos, por meio do compor-
tamento do erro das solu¢gdes numéricas, detalhes podem ser observados por meio da imagem

ampliada em cada gréfico.
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Figura 4.1: Comparacgdo entre os erros das solu¢des com adaptacio e passo constante

Euler Implicito

Crank Nicolson

—e—Erro com Erro Local
—e—Erro com ATSC
----- Erro sem ADP

0
0 0.1 0.2 0.3 04 05 |

(d) Ampliagado da figura (c) entre 0 e 0.1s

0.14 " 0.035
—6e—Erro com Erro Local
0.12 —e—Erro com ATSC 0.03
--=-=Erro sem ADP
0.1 & - ; - 0.025
<
g 0.08 5 0.02
w
0.06 0.015
0.04 0.01
002 o 0.1 0.2 0.3 04 0.5 0005
(b) Ampliacdo da figura (a) entre 0 e 0.1s
0 0
0 1 2 3 4 0

t(s)

2 3 4
t(s)

Fonte: Autora.

Observa-se que ||¢|| € atingido em 0 < ¢ < 0.1s, no qual a solu¢do da EDO

apresenta um crescimento rapido, como ilustrados nos graficos das solucdes, Figura 4.2.

Figura 4.2: Solucdes exata e numéricas dos métodos com adaptagdo e passo constante para

problema de Gear

Erro Local ATSC Passo constante
Euler Implicito
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/e/
2 2 ¢ 1 2
« ; = ¢ ~exata
o EnoLocal osarse l o Semad
1 1 3 }
o 1 2 3 4 L] 1 2 3 4 0 1 2 3 4
t(s) t(s) t(s)

Fonte: Autora.
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Na Figura 4.3, t€ém-se o histdrico de passos de tempo utilizado para obter as

solugcdes por meio das técnicas adaptativas, Erro Local e ATSC.

Figura 4.3: Histdrico de passos no tempo para as técnicas adaptativas de tempo
Euler Implicito Crank Nicolson
Erro local

1r 1

0.8 - 0.8

0.6 0.6

dt

0.4 0.4

D':ﬁﬁﬂ” W T o.:mﬂm W T

2
¥s)

2
¥s)

ATSC

3.5 4

oot o0& T

2 2
t(s) t(s)

Fonte: Autora.

Os graficos apresentados na Figura 4.2 sdo as solucOes geradas pelos métodos
de Euler e Crank Nicolson e demonstram como os métodos adaptativos do Erro Local e ATSC
foram capazes de adaptar os passos de tempo. De inicio, valores pequenos para At, em que
a equacgdo apresenta um crescimento exponencial, € — no decorrer do tempo quando a solu¢do
passa a ser dominada pela funcdo linear — o crescimento do passo de tempo € adaptado e,
consequentemente, aumentado.

O método ATSC apresentou um ndmero menor de iteracdes em relagdo ao
método de Erro Local, Tabela 4.1, no qual a concentragdo de passos de tempo ficou no inicio do
intervalo da solu¢do do PVI, como pode ser observado na Figura 4.3, por meio do histérico de
passos de tempo. Ainda, devido ao comportamento da solu¢do, o método ATSC utilizou apenas

5 passos de tempo, o que implicou em economia de recursos computacionais.



32

Desempenho dos métodos numéricos com e sem adaptacao, com o mesmo niimero total de
iteracoes

Verifica-se, na Tabela 4.1, que os métodos adaptativos utilizaram um nimero
inferior de iteragdes, assim, apresenta-se na Tabela 4.2, os resultados das simulacdes, em que é

imposto o mesmo nimero de passos no tempo para o esquema de passo constante.

Tabela 4.2: Resultados para as solu¢cdes com e sem adaptacio para o mesmo nimero de iteracoes
HeHOO tch(S)
Método Passo adaptativo  Passo constante  Iteracdes Passo adaptativo  Passo constante
Erro local
Euler 7.65e-02 1.73e+00 22 1.29¢-05 9.22e-04
Crank Nicolson 7.83e-03 1.80e+00 22 9.22e-06 5.87e-04
ATSC
Euler 4.17e-02 2.68e+00 7 1.26e-05 7.45e-04
Crank Nicolson 4.44e-03 3.45e+00 6 1.09e-05 1.84e-04

Observa-se na Tabela 4.2 ao impor 0 mesmo nimero de iteragdes utilizado nas
técnicas adaptativas, a solu¢do numérica com passo constante nao converge, pois com poucas

iteracdes At passa a ter um valor alto o que desestabiliza os métodos. A Figura 4.4 apresenta
os gréficos que demonstram o comportamento dos erros.

Figura 4.4: Comparacio entre os erros das solugdes, com adaptacio e passo constante, com o

h . ~
mesmo nimero de iteragdes para o problema de Gear
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A Figura 4.5 apresenta os graficos nos quais observa-se que o método de

Crank Nicolson sem adaptacdo produziu oscilacdes significativas.

Figura 4.5: Solugdes exata e numéricas dos métodos com adaptag@o e passo constante: mesmo
numero de iteracdes para o problema de Gear
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Fonte: Autora.

Por fim, os resultados apresentados, na Figura 4.5, fornecem as solucdes da
EDO, equacdo (4.2), utilizando métodos de passo constante e adaptativos, em que se eviden-
ciou o fato de os métodos adaptativos mostrarem-se capazes de adequar o tamanho de passo,

diferenciando onde predomina a parte exponencial do PVI rigido.
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4.2.2 Caso II: Lei de Resfriamento de Newton

Para as simulacdes foi considerada a equacdo (4.6), com um tempo fisico

Ah
t = 1s, T, = 0°C, temperatura inicial de Ty = 10°C' e —— = 30s7L.
me,

Desempenho dos métodos numéricos com e sem adaptacio

A Tabela 4.3 apresenta o desempenho de cada método adaptativo e, também, a
solugdo com o tamanho do passo constante, esses resultados foram obtidos com um At = 10725
inicial para solucdes adaptativas e fixo para a solu¢c@o do passo de tempo constante. Erro global
semelhante & d,= 3, para 0 método do Erro local, TOL =102 e 1 = 4 para o ATSC.

Tabela 4.3: Tabela de comparagdo dos métodos com e sem adaptacao

Método Técnica lle||l.  Passos (At) usados Iteracoes topy(s)
Erro Local 3.33e-01 16 16 1.35e-05

Euler ATSC 1.30e-01 13 13 7.36e-05
Passo constante  4.89¢-01 100 100 8.74e-04

Erro Local 1.46e-02 20 20 1.27e-05

Crank Nicolson ATSC 1.25e-02 9 9 2.22e-05
Passo constante  2.77e-02 100 100 9.83e-04

A Tabela 4.3 apresenta a norma do erro maximo,

el|~, entre as solucdes
numeéricas com e sem adaptacdo, além da solucdo exata. Observa-se que ambos métodos adap-

tativos (Erro Local e ATSC) produziram erros na mesma ordem de grandeza e menores que

a solugdo de passo constante. Assim, para ilustrar o comportamento do erro para as solucdes
numeéricas, tem-se:

Figura 4.6: Comparagdo entre os erros das solu¢des com adaptacio e passo constante
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Na Figura 4.6, observa-se que, em principio até o tempo 0.2s (onde a tempera-
tura tem um decaimento exponencial), o erro com as técnicas adaptativas sao menores, contudo,
quando a solu¢@o caminha para o regime permanente, o erro da solucdo com passo constante

passa a ser menor, o que € natural, uma vez que com a adaptacio temporal e a estabilizacdo da
temperatura os passos de tempo sdo aumentados.

Verifica-se, na Tabela 4.3, que além dos erros produzidos pelas solucdes
adaptativas serem menores, Figura 4.6, que o numero de iteragdes também foi inferior. Para
o método de Euler, as técnicas adaptativas (Erro Local e ATSC) exigiram, 16% e 13% respecti-

vamente, em relacdo ao ndmero de iteracdes obtidas com a solucdo de passo constante.

Em relacdo as iteragdes da solu¢do sem adaptacdo, o método de Crank Nicol-

son com a técnica Erro local utiliza 20% das itera¢des, enquanto a técnica ATSC 9%, resultando
em menores erros o ATSC.

Na Figura 4.7, tem-se os gréificos das solucdes, e, a Figura 4.8 apresenta o
histérico de passos no tempo usados para cada técnica adaptativa.

Figura 4.7: Comparacdo entre a solucdo exata e numeérica, para os métodos com adaptacio e
passo constante para a lei de resfriamento de Newton.
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Figura 4.8: Histérico de passos no tempo para as técnicas adaptativas de tempo.
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Com os gréficos apresentados, Figura 4.7, € possivel ter uma melhor inter-
pretacdo dos resultados da Tabela 4.3. As solucdes implementadas com as técnicas adaptativas
ajustam-se de acordo com a dindmica do problema. O histérico de passos no tempo também
demonstra isso, na Figura 4.8, visto que o histérico de passos para método de Euler implicito

com adaptagdo do Erro local, At, é aumentado e, depois, reduzido.

Desempenho dos métodos numéricos com e sem adaptacio, com o mesmo niamero total de
iteracoes

Dos resultados apresentados, na Tabela 4.3, verificou-se que os métodos adap-
tativos produziram bons resultados, erros menores que a solucdo de passo de tempo constante.
Esses resultados foram obtidos com um ndmero inferior de iteracdes, portanto, na Tabela 4.4,
sdo apresentados os resultados das simulacdes com passo constante, na qual se considera o

nimero de iteracdes obtidas para os métodos com adaptacao Tabela 4.3.
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Tabela 4.4: Resultados para as solu¢cdes com e sem adaptacio para o mesmo numero de iteracoes

llelfo tepu(s)
Meétodo Passo adaptativo  Passo constante  Iteracdes Passo adaptativo  Passo constante

Erro local

Euler 3.33e-01 1.98e+00 16 1.27e-05 3.70e-04
Crank Nicolson 1.46e-02 8.85e-01 20 1.27e-05 5.02e-04
ATSC

Euler 1.30e-01 2.03e+00 13 7.36e-05 3.45e-04
Crank Nicolson 1.25e-02 3.27e+00 9 2.22e-05 3.16e-04

Com os resultados apresentados, na Tabela 4.4, verifica-se que com 0 mesmo
numero de iteracdes as solu¢des de passo constante produziram erros maiores do que os métodos

com adaptacdo no tempo. Para exemplificar, na Figura 4.9, tem-se os graficos dos erros que

demonstram esse comportamento.

Figura 4.9: Comparacgdo entre os erros das solugdes, com adaptacdo e passo constante, com o
mesmo nimero de iteragdes para lei de resfriamento de Newton.
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Fonte: Autora.

A Figura 4.10 apresenta os graficos das solu¢cdes com adaptagdo e passo cons-

tante com 0 mesmo numero de iteragdes, que mostram a eficicia dos métodos adaptativos. Além



38

dos erros produzidos pelas solucdes de passo constantes serem de ordem de grandeza superior,
também, pode se visualizar como estas ficam distantes da solucao exata das solu¢des com adap-
tacao.

Figura 4.10: Solugdes exata e numéricas dos métodos com adaptacao e passo constante:
mesmo numero de iteragdes para lei de resfriamento de Newton.
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Fonte: Autora.

Desta forma, conclui-se que os erros, as iteragdes € o tempo de simulagdo
para as solugdes obtidas utilizando os métodos adaptativos resultam em quantidades menores de
iteragdes com erros da mesma ordem de grandeza que solucao com passo constante, Tabela 4.3,
consequentemente, ao diminuir o nimero de iteragdes, o passo temporal adaptativo proporciona
um ganho computacional. Ainda, na Tabela 4.4, s@o apresentados os erros para a solu¢cdes com
o mesmo nuimero de iteracdoes onde se pode constatar que os erros produzidos pelo método sem
adaptacdo foram maiores. Na Figura 4.8, apresenta-se o histérico de resfriamento, no qual se
verifica, no inicio, um decaimento acelerado da temperatura e subsequentemente a temperatura
estabilizada. Com isso, a expectativa de que os métodos adaptativos fossem capazes de alterar
os passos de tempo de acordo com a dinamica fisica de resfriamento de fato aconteceu para
ambos os métodos.
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4.2.3 Caso III: Equacao da difusdo do calor unidimensional em regime niao permanente

Para as simulacdes da equacdo de difusdo, equacgdo (4.9), aplica-se os métodos
de Euler implicito e de Crank Nicolson para as discretizagdes dos termos temporais, resultando
nas equagdes discretizadas, equacdes (4.13) e (4.18). Considerou-se 0 < x < 1le0 <t < 2s,
com condicdo incial T'(x,0) = 100sen(mzx) e condi¢cdes de contorno nulas, cuja solugdo exata
é T(x,t) = 100e™ tsen ().

Observa-se que, para resolver as equacgdes (4.13) e (4.18), faz-se necessério,
a cada passo de tempo resolver um sistema linear. Para isso usa-se o método de Gauss-Seidel,
que obtém a solu¢do do sistema linear Ax = b com /V equacdes por uma sequéncia de operacdes
aplicadas a uma aproximacio inicial (%) do vetor solucio x.

A partir da aproximagio inicial (%), 0 método gera uma sequéncia de vetores
2), , ™, que converge para a solucio do sistema linear a medida que n — oo
(BURDEN; FAIRES, 2011).

Para avaliar o desempenho dos métodos, foram analisados dois erros, o pri-

20, 2

meiro onde € calculado o erro absoluto méximo entre as solu¢cdes numérica e exata, dado por:

Erroy = max |T;y — Tep izl - (4.19)

O segundo erro coleta 0 maximo erro relativo produzido em cada passo de

tempo até o final da simulacdo, representado por:

Passos de Tempo

Erroy = E max

t=1

ﬂ,t - Te:p,i,t

4.20
Te:v,i,t ( )

onde 7;; representa a solu¢cdo numérica no no i, em relagdo ao espago, no tempo ¢ e T, ;; a

solucdo exata no mesmo ponto.

Desempenho dos métodos numéricos com e sem adaptacio

Para obter os resultados numéricos, utilizou-se os valores &« = 1m? /s e
d, = 3 para o método do Erro Local, TOL = 1072 e = 2 para o ATSC. O valor inicial
do passo de tempo foi At = 1072s para os métodos adaptativos, e para o método de passo
constante este valor foi fixo.

A Tabela 4.5 apresenta os resultados obtidos nas simula¢des, o problema em
questao trata-se de uma equacdo diferencial parcial que, com as condi¢des de contorno usadas,
a temperatura decresce rapidamente e, depois, tende a zero, tratando-se, assim, de um problema

rigido.
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Tabela 4.5: Comparacao dos métodos com e sem adaptacdo

Método Técnica Errol Erro2 Passos (At) usados Iteracées tcpy(s)
Erro Local 2.14e+00 4.68e+02 19 19 2.74e-01

Euler ATSC 1.41e+00  3.23+03 22 22 2.08e-01
Passo constante  1.81e+00  1.34e+02 200 200 1.01e-01

Erro Local 4.98e-02  4.22e+00 20 20 3.45e-02

Crank Nicolson ATSC 4.42¢-02  1.65e+00 21 21 3.37e-02
Passo constante  4.58e-02  4.49e+00 200 200 5.20e-02

Constata-se que o método de Crank Nicolson obteve melhor desempenho em
relacdo ao método de Euler, como esperado. Para os resultados obtidos com adaptag¢do no tempo
e passo constante, observa-se que ambas técnicas adaptativas, Erro Local e ATSC, geraram
erros, E'rro;, com a mesma ordem de grandeza que a soluc@o de passo constante.

O mesmo acontece para o rro, com excecao para Euler implementado com
ATSC, que apesar de atingir o menor £7ro; ao longo do tempo, os erros acabam sendo maiores,
como também pode ser verificado na Figura 4.11.

Figura 4.11: Comparacao entre os erros das solucdes com adaptacdo e passo constante
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Fonte: Autora.

Verifica-se, na Tabela 4.5, que: além dos erros produzidos pelas solucdes
adaptativas serem da mesma ordem de grandeza, os nimeros de iteracdes usadas pelos métodos
com adaptacdo no tempo foram inferiores. Para o método de Euler, as técnicas adaptativas
(Erro Local e ATSC) exigiram, respectivamente, 9.5% e 11%, em relagcdo ao método com passo
constante. Também, em relacdo as iteracdes da solugcdo sem adaptacdo, o método de Crank
Nicolson com a técnica Erro local utiliza 10% das iteragdes, enquanto que a técnica ATSC
utiliza 10.5% .
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Apresenta-se, na Figura 4.12, os graficos das solu¢des numéricas para todos
os tempos em x = (.5, obtidos pelo método de Euler e Crank Nicolson, comparados com a
solugdo exata, considerando as solugdes pelos métodos adaptativos e a solugdao pelo método de
passo constante.

Figura 4.12: Comparagdo entre a solugdo exata e numérica, para os métodos com adaptagao e
passo constante para a equagdo da difusdo do calor unidimensional em regime ndo permanente.
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Fonte: Autora.

Na Figura 4.13, tem-se as malhas produzidas pelas solu¢cdes numéricas, obti-

dos pelo método de Euler e Crank Nicolson com adaptacdo no tempo € passo constante.
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Figura 4.13: Compara¢do da malha entre a solucdo exata e numérica, para os métodos
numéricos com adaptacio e passo constante.
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Observa-se que as malhas geradas com as técnicas adaptativas, Figura 4.13,
apresentam um refinamento maior para tempos menores €, conforme a solucgdo, esta torna-se
estaciondria. Logo, os métodos adaptativos aumentam consideravelmente o tamanho do passo
de tempo, ficando maiores no método ATSC, enquanto, que a malha com passo constante € bem
refinada de modo a indicar o nimero elevado de nés nos quais o0 método tem que realizar os
célculos.

Para um melhor entendimento da variacdo do passo de tempo, a Figura 4.14
apresenta o histérico usado em cada técnica adaptativa, no qual o método ATSC alcanga um

passo de tempo em At = 0.9s e, em seguida, € reduzido.
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Figura 4.14: Histérico de passos no tempo para as técnicas adaptativas de tempo.
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Com os graficos apresentados na Figura 4.12, observa-se que as solugdes im-
plementadas com as técnicas adaptativas se ajustam de acordo com o problema. Esse resultado
também € reforcado ao observar a Figura 4.13, que apresenta as malhas, onde € possivel no-
tar que até o nivel de tempo ¢ = 0.8s, no qual a solu¢do tem um decaimento rdpido, para os

métodos com adaptacgdo, existe um refinamento e, depois, o aumento do espacamento.

Desempenho dos métodos numéricos com e sem adaptacao, com o mesmo nimero total de

iteracoes

Como foi apresentado, na Tabela 4.5, os métodos numéricos combinados com
as técnicas de adaptacdo de passo de tempo utilizaram um nimero menor de iteragdes. A seguir,
serd apresentado os resultados para a soluc@o de passo constante a considerar o mesmo nimero

de iteragdes usados para os métodos adaptativos. A Tabela 4.6 apresenta os resultados.
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Tabela 4.6: Resultados para as solu¢des sem adaptagcdo para o0 mesmo nimero de iteragoes

usados pelos métodos adaptativos
Erro

Método Erro; Erros  Tteragdes topu(s)

Para as iteracoes usadas em Erro local
Euler 1.43e+01  4.12e+01 19 2.70e-02
Crank Nicolson 3.66e+00 1.14e+01 20 2.90e-02

Para as iteracoes usadas em ATSC
Euler 1.25e+01 4.24e+01 22 3.77e-02
Crank Nicolson 3.26e+00 1.12e+01 21 3.61e-02

Na Tabela 4.6, verifica-se que com o mesmo nimero de iteracdes usadas para
os métodos ATSC e Erro Local, as solugdes de passo constante produziram erros maiores do
que as solucdes adaptativas, como visto na Tabela 4.5. A Figura 4.15 apresenta os graficos do

Erroy, que demonstram esse comportamento.

Figura 4.15: Comparacdo entre os erros das solu¢des, com adaptacdo e passo constante, com o
mesmo nimero de iteragdes.
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Na Figura 4.16, apresenta-se os gréificos das solugdes obtidas com 0 mesmo
nimero de iteragdes para os métodos adaptativos e passo constante, para todos os tempos em
x = 0.5.

Figura 4.16: Solucdes exata e numéricas dos métodos com adaptagdo e passo constante:
mesmo nimero de iteragdes.
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A Figura 4.16 apresenta os graficos das solu¢gdes com e sem adaptacdo jun-
tamente a igual numero de iteracOes, que mostram a eficacia dos métodos adaptativos. Além
dos erros produzidos pelas solucdes de passo constantes serem de ordem de grandeza superior,
também, pode se visualizar como estas ficam distantes da solug@o exata e da solu¢do implemen-
tada com a técnica adaptativa, usando o método de Euler implicito, enquanto, que para Crank
Nicolson, as solugdes ja estdo mais proximas.

Os resultados obtidos, até o momento, evidenciaram que os métodos adap-
tativos implementados proveem vantagens, resultando em solu¢des com menores erros € com
menor tempo computacional para os dois primeiros casos estudado. Para o terceiro caso, que se
trata de uma EDP, o tempo computacional gasto dos métodos adaptativos resultaram na mesma

ordem de grandeza que a solu¢do de passo constante, ndo obtendo uma diferenca relevante entre
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os tempos, o que € justificavel pelo fato de que para se conseguir a solucao com adaptacdo €
preciso buscar a solucao na malha fina e na malha grossa e, dessa forma, alcangcar uma relagao
entre elas e, assim, adaptar o tempo, como mostra os Algoritmos 1 e 2. Com isso, torna-se
necessdrio mais cdlculos e mesmo que, o nimero de passos no tempo seja inferior para os mé-
todos com adaptagdo, o tempo computacional acabou sendo praticamente igual ao com passo
constante. Porém, os métodos adaptativos, ainda, sdo vantajosos ao observar os erros obtidos
sdo menores do que os erros encontrados com passo constante, ou seja, com menos iteragoes,
menor € a soma dos erros acumulados.

A partir desses resultados, aplica-se a adaptacio temporal em um modelo
bioldgico, que descreve o crescimento tumoral. Contudo, antes, apresenta-se uma breve revisao
de literatura sobre modelos envolvendo crescimento tumoral, definindo o cancer € como a utili-
zacdo de modelos matematicos podem auxiliar nos estudos de dindmica tumoral. Na sequéncia,

aplica-se a teoria abordada para avaliar o comportamento do modelo.
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5 MODELO BIOLOGICO DE CRESCIMENTO TUMORAL

O cancer € o problema de saude publica mais grave do mundo e € uma das
quatro principais causas de morte prematura (morte antes dos 70 anos) na grande maioria dos
paises. De acordo com a estimativa global mais recente, para o ano de 2018, houve 18 milhdes
de novos casos de cancer e 9.6 milhdes de mortes. As estimativas para cada ano do triénio 2020-
2022, no Brasil, sugerem que havera 625 milhdes de novos casos de cancer (INCA, 2020).

O cancer € definido como um crescimento desordenado de células que afetam
os Orgdos e tecidos do corpo humano. Ademais, o termo tumor é usado para descrever um
aglomerado de células cancerigenas. Existem dois tipos de classificacdes de tumores: benignos
e malignos.

Para tanto, o tumor benigno € formado por células incapazes de espalharem-
se para outras partes do corpo e, na grande maioria dos casos, o tumor pode ser removido
cirurgicamente. Os tumores malignos, por outro lado, sdo mais agressivos, com crescimento
rapido e células que podem se infiltrar em outras partes do corpo pela corrente sanguinea (INCA,
2020).

Para entender o crescimento desordenado das células, muitos pesquisadores
estdo recorrendo a modelagem matemadtica, que, por meio do uso de equacgdes diferenciais,
por exemplo, permite descrever e analisar as alteracdes que um tumor pode causar no corpo
humano (COELHO, 2019). Os atuais modelos de crescimento tumoral, segundo a literatura, sao
baseados, principalmente, em ajustes de curvas, simula¢cdes numéricas ou equagdes diferenciais
baseadas em conceitos bioldgicos simplificados (RODRIGUES, 2011).

O trabalho de Laird (1964) retrata o crescimento tumoral usando o modelo de

Gompertz, modelo de dindmica populacional, com algumas modifica¢des, onde é sugerido que:

1 A
dw L4 | 5.1)

dat « a(é — ln%)

onde W € a taxa de crescimento do tumor e ¢ € a variacao temporal, outrossim, I, € a condi¢c@o
inicial, o € a taxa de crescimento intrinseca e A € a taxa de saturag¢do constante, todas positivas.
Observou-se que o modelo de Gompertz fornece uma boa descri¢do matemaética da proliferacdo
celular, na qual a taxa de crescimento do cancer ndo é constante, mesmo em um curto periodo
de tempo, mas diminui de forma constante.

Assim, a fim de avaliar a progressdo do tumor, em um tempo relativamente
menor, sem um enorme custo de experimentos de laboratério, modelos matematicos os quais
descrevem a invasdo de tecido celular por células cancerigenas, usando sistemas de equagdes
diferenciais t€ém sido propostos na literatura (PILLIS; RADUNSKAIA, 2003; PILLIS; RA-
DUNSKAIA; WISEMAN, 2005; GUIRALDELLO, 2015), entre outros.
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Além de descreverem modelos de invasao, alguns autores incluiram na mode-
lagem matemadtica termos que descrevem tratamento como a quimioterapia (PILLIS; RADUNS-
KAIA, 2003; MUFUDZA et al., 2012; CHAPLAIN; LOLAS, 2005; RODRIGUES; PINHO;
MANCEIRA, 2012), e, avaliam o impacto do nivel de estrogénio na dindmica do cancer de
mama sob influéncia do sistema imune e tratamento quimioterapico, utilizando um modelo ma-
temdtico de competi¢c@o entre células normais e cancerosas (MUFUDZA et al., 2012; PILLIS;
RADUNSKALIA, 2003).

Assim, é comum a utilizagdo das equagdes diferenciais do tipo presa e pre-
dador, ou mesmo, de competi¢do para relacionar a interacdo das células normais do organismo

(H) com as células tumorais (7"), com descrito nas equagdes (5.2)-(5.3):

dH

= A (a1 = B1H = 6:T)), (5.2)

dr

em que «; refere-se a constante do crescimento das células normais, aig a constante do cresci-
mento do tumor e as constantes (31, 6; e B2 sdo os coeficientes de interacdo das células.

Uma andlise da estabilidade do sistema dado pelas equacdes (5.2)-(5.3) pode
ser obtida de forma simples, resultando em um ponto de equilibrio estdvel se os autovalores
forem reais, distintos e de sinais negativo (BOYCE; DIPRIMA, 2010). Consequentemente, as
solu¢des numéricas devem convergir para o ponto de equilibro, independentemente das condi-
coes iniciais utilizadas. Por exemplo, resolver numericamente o modelo dado pelas equagdes
(5.2)-(5.3), usando métodos de passo unico, como os métodos de Euler, Runge-Kutta de quarta
ordem, ou ainda, por métodos de passos multiplos, como Adams Moulton, ou, usando diferen-
cas finitas, obtém-se os resultados nos quais € possivel avaliar a densidade populacional de H e
T', em fung¢do do tempo ¢, considerando vdrias condicOes iniciais (ABREU, 2019).

Pillis e Radunskaia (2003) desenvolveram e validaram um modelo de resposta

imune e sua relacdo com o crescimento tumoral, incluindo a equagio:

dl n pIT
— =8
dt w+T

43 IT — ul (5.4)

no sistema dado pelas equagdes (5.2)-(5.3). Com base em consideracdes fisioldgicas, os autores
calcularam valores estimados para os parametros em seu modelo.

Mufudza et al. (2012) desenvolveram um modelo matemético de quatro equa-
coes diferenciais ordindrias, usando como base as equacdes (5.2)-(5.3), porém, incluiram termos

que descrevem o nivel de estrogénio (£') no organismo, resultando em:
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dH
W =H (Ckl - ﬁlH - 51T> - O'lHE, (55)
ar
E :T<043—B2T) —")/QIT—UQHE, (56)
dl pIT o3 E
O s P Tl — .
dr
— =1 —0F. 5.8
a " 68

Através de andlises de estabilidade e simulagdes numéricas, os autores Mu-
fudza et al. (2012) — usando o solver ODE45 do Matlab — concluiram que a presenga de estrogé-
nio extra deixa o sistema instdvel, portanto, o estrogénio aumenta o risco de desenvolver cancer
de mama. Por sua vez, Antunes (2022) considerou os resultados obtidos em Mufudza et al.
(2012) e desenvolveu um novo modelo, acrescentando termos € mais uma equagao no sistema
(5.5)-(5.8), no qual descreve um agente quimioterapico.

Similarmente, com andlises de estabilidade e simula¢des numéricas usando
solver ODE45 do Matlab concluiu que a inclusdo do tratamento quimioterdpico permitiu a
obtencdo de condicdes para que a estabilidade do sistema ocorresse. Observa-se que os modelos
descritos pelas equacdes (5.2)-(5.8) envolvem sistemas de EDOs, os quais descrevem andlises
das varidveis sob o tempo.

Nesse contexto, encontra-se, na literatura, modelos, também, descritos por
EDPs que avaliam as varidveis tanto no tempo como no espago. Particularmente, o modelo
descrito por duas equacdes diferenciais parciais (KOLOBOV et al., 2009; SABIR et al., 2017),
onde o oxigénio € a Unica fonte de nutriente disponivel através de vasos sanguineos distantes
e que tumores no tecido ndo sao impedidos de se moverem e multiplicarem, vem ao encontro
com o desenvolvimento desta dissertacdo, em que a variagdo temporal apresentada em Sabir ef
al. (2017) configura equagdes rigidas.

Sabir et al. (2017) resolvem o modelo ao adaptar o método de elementos
finitos na discretizacdo espacial ao usarem um esquema de passo de tempo fraciondrio para a
discretizagdo temporal. Coelho (2019), apresentou resultados numéricos do modelo de Kolobov
et al. (2009) ao fazer uso das diferencas finitas centrais na parte espacial € do método passo
multiplo para o termo espacial, no qual considerou passo de tempo constante.

Assim, pretende-se apresentar solu¢des do modelo utilizando os métodos com
adaptacdo Erro Local e ATSC, para a discretizacdo temporal e diferencas finitas centrais para

os termos espaciais. Os detalhes do modelo sdo apresentados na se¢ao 5.1
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5.1 MODELO ESTUDADO

O modelo matemético que serd avaliado com a adaptacdo temporal descreve

o crescimento do tumor invasivo avascular, desenvolvido por Kolobov et al. (2009):
da D 0%a
ot “ox?

——
Difusdo

P(n)a + fa , (5.9)
N——" S~~~

Mortalidade  Divisdo

M _ pia (5.10)
ot ——

Mortalidade

0 0?
a—’z :Dna—Z— qa (5.11)
X N~~~
Difuvsdo Absorgdo

P _ .
em que P(n) = Tm (1 — tanh <m>)
€

A equacdo (5.9) descreve a densidade do cancer determinada pelas células
vivas, a(z,t), que possuem capacidade de multiplicagdo e locomogdo. O crescimento do tu-
mor se relaciona com o coeficiente de difusdo, D,, e com a taxa de multiplicacdo das células
cancerosas, J. Também, existe uma taxa de mortalidade dada por P(n) que se associa com a
concentragdo de nutrientes, n(z, t), constituida por uma constante de mortalidade, P, e a con-
centracdo de oxigénio, n..; €, ainda, ¢ que define o desvio caracteristico da concentracao de
nutrientes. A equacdo (5.10) descreve a densidade das células mortas relacionada com P(n).
A equacdo (5.11) descreve a concentracdo de nutrientes no tecido através de um coeficiente de
difusdo dado por D,, e uma taxa de consumo de nutriente das células cancerigenas dada por q.

As células vivas dadas por a(z, t), que possuem a capacidade de auto locomo-
cao e multiplicagdo, serdo consideradas para andlise do crescimento tumoral. Como as células
que morrem, determinado por m(z,t), nao t€ém efeito sobre a propagacao ou multiplicagdo de
novas células cancerosas, permanecendo estaveis, formando uma regido necrética, seu consumo
de nutrientes torna-se insignificante quando comparado ao das células vivas (KOLOBOV et al.,
2009; SABIR et al., 2017). Assim, o modelo de crescimento do tumor, dado pelas equacdes
(5.9)-(5.11), € reescrito por:

da 0?a
5t = Dogz — Pln)a + fa, (5.12)
m Mortalidade ~ Divisdo
2
o D2 g (5.13)
ot 0.2 L
— Absorcdo

Difusdo
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A alta concentra¢do de nutrientes fornecida por n(z,t) é fundamental para
sobrevivéncia das células cancerosas. Como resultado, na equacao (5.13), descreve a taxa que
determina o consumo de nutrientes pelas células cancerigenas, uma vez que, quando ocorre
deficiéncia nutricional, as células cancerosas e as células proliferativas param de se multiplicar,
fazendo com que o crescimento do cancer diminua (KOLOBOV et al., 2009; WEINBERG,
2008). Como a quantidade de oxigénio disponivel no tecido estd ligada aos vasos capilares,
também conhecidos como vasos sanguineos distantes de células tumorais, a falta de oxigénio
pode levar a morte das células tumorais (RODRIGUES, 2011; WEINBERG, 2008).

Outra consequéncia do baixo nivel de oxigénio no tecido normal é a formacado
de uma regiao hipéxica (células vivas que vivem com baixos niveis de oxigénio) no tumor. Estas
células hipoxicas sdo o resultado de uma série de mutagdes que lhes permitem sobreviver em
um tecido com baixa concentracdo de oxigénio (RESENDE, 2014). Ao comparar o consumo de
nutrientes por células hipoxicas e células proliferativas, fica evidente que o consumo de células
hipoxicas € desprezivel (KOLOBOV et al., 2009; SABIR et al., 2017).

Diferentemente das células tumorais mortas, as células hipdxicas sao capazes
de promover progressdao e produzir metdstases, ou ainda, espalharem-se para outros 6rgaos
por meio de uma variedade de mecanismos diretos e indiretos. Como resultado das mutacdes
que essas células sofreram para se adaptar ao seu novo ambiente (que possui baixo oxigénio),
quando recebem uma droga que poderia maté-las, essas células desenvolvem novas mutacdes
como forma de adaptarem-se a essas drogas, o que representa um obstaculo ao tratamento do
cancer. Assim, o estudo de células hipoxicas tem um impacto relevante no tratamento do cancer
(ABRANTES, 2013; SABIR et al., 2017).

Sendo que a regido de hipdxia € formada por células que sdo capazes de so-
breviver com pouco oxigénio, mostra-se possivel introduzir uma taxa na equagao que descreve a
concentracao de oxigénio, a fim de analisar o crescimento tumoral quando os niveis de oxigénio
no sangue caem, conforme descrito em Souza (2013).

Assim, o modelo de crescimento tumoral avascular deve satisfazer as seguin-
tes hipéteses (AVILA; LOZADA-CRUZ, 2013; KOLOBOV et al., 2009; SABIR et al., 2017):

H1- O ambiente do tumor, no tecido normal, ndo impede o movimento de

células tumorais vivas e proliferativas;

H2 - O crescimento do tumor, no tecido normal, € sem o desenvolvimento de

vasos sangul’neos;

H3 - O oxigénio € o tnico nutriente e sua falta causa a morte das células

tumorais vivas;

H4- A difusdo do oxigénio inicia-se em vasos sanguineos distantes do tumor.

Sendo o objetivo desta dissertacdo descrever o crescimento do tumor invasivo

avascular, considerando as hipéteses H1, H2, H3 e H4 com a taxa de decaimento de oxigénio.
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Dessa forma, o modelo a ser avaliado € descrito pelas equacdes (5.12)-(5.13),

sujeito as condicdes iniciais dadas por:

a(x,0) = ae™ Y [—L, L], (5.14)

n(x,0) =co, V[-L, L], (5.15)

e condicodes de contorno dadas por:

a(—L,t) = c1,a(L,t) =c3, V[0,T], (5.16)

n(—L,t) = co,n(L,t) = cq4, V[0,T], (5.17)

a, T,c,t=1,...4 s80 constantes.

O intervalo [0, 7] sera considerado para a varidvel temporal, t, e o intervalo
[0, L] para a varidvel espacial, x. A equagdo (5.12) descreve a densidade do cincer em relagdo
a a(x,t) no tecido, que é composta por uma taxa de crescimento dada por e uma taxa de
mortalidade dada por P(n).

A equagdo (5.13) descreve a concentragio de nutrientes relacionados a n(z, t),
com a taxa de consumo das células tumorais, dados por ¢ e a taxa de queda de oxigénio dados
por p, ou, de acordo com a hipétese H3, a equacdo de concentracio de oxigénio.

Assim sendo, o modelo apresenta um crescimento rapido das células canceri-
genas em regides que possuem grande quantidade de nutrientes e, com a escassez de nutrientes,

o tumor deixa de crescer, configurando, desta forma, a rigidez no sistema de equacoes.
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5.2 DISCRETIZACAO DO MODELO

Neste capitulo, mostra-se as discretiza¢des das equacdes diferenciais parciais
do modelo. Para simplificar, usa-se o modelo ja com as equacdes adimensionalizadas, como
mostrado em Coelho (2019).

Para andlises e simulacdes das equacdes (5.12) e (5.13), serd utilizado o mé-
todo de Crank Nicolson descrito no Capitulo 3. Para tanto, a considerar a equagao que descreve
a densidade do cancer, em (5.12), e, empregando diferencga progressiva na coordenada temporal

t e a férmula centrada de segunda ordem na coordenada espacial z, tem-se:

Qij+1 — Qi i1 — 2a;5 + ity
: At =D, < : Ax; j) — P(n;;)ai; + Bas;. (5.18)

Agora, ao empregar a diferencga regressiva na coordenada temporal ¢ e a cen-

trada de segunda ordem na coordenada espacial x, obtém-se:

Qi1 — Qij Ai—1 41 — 205 541 T Qig1j4+1
T =D, ( N - P(ni,j+1>ai,j+1 + ﬁaz‘,j+1~ (5.19)

D, At
2Ax2°

Fazendo a média das equacgdes (5.18) e (5.19) e considerando o, =

tem-se:

Qi1 = Gij 1 [0a (@ic1j = 2015 + Gip15 + Qi1 — 205541 + Qi1 j41) +
A (5.20)
- (=P(niglaij + Bai; — P(iji1)aije + Baig)].

Com algumas operagdes algébricas na equagado (5.20) e considerando

DAt At
Ou =14 35+ T(P(nz}frl —8)),
© D,At At
Oue =1— Aax? + 7(—P(”m‘+1 +5)),

obtém-se a aproximacao por Crank Nicolson para a densidade das células, da equagdo (5.12):

Q541 = @—(@aaai,j + 04 (ai_l,j + Ai41,5 + Qi—1,54+1 + ai+17]~+1)). (5.21)

a

De maneira andloga, a considerar a equacdo da concentracdo de oxigénio,

equagdo (5.13), tem-se



Migel = Mij _ py  ((Piz1g = 2Nig + iy qai; — pni
— LUUn i, i,
At Az? / 7

Migel = Mij _ p ( Mizig+1 = 2nij41 + Nigrge | i — P
= Ln i, 1, .
At Az? ’ ’

Fazendo a média das equacdes (5.22) e (5.23) e considerando o,, =

tem-se:

i1 = Nij + [0 (M1 — 205 + Nigrj + im0 — 201+ Nigr ) +

At
o (—qaij — pnij — qaij1 — pnija))-

Com algumas operagdes algébricas em (5.24) e considerando

D, At  Atp
=1 =7
© + A2 + 5
© D, At At
n p
nn — 1-— )
© Ax? 2

obtém-se a aproximacao para (5.13) por Crank Nicolson, resultando em:

Nigr1 = g~ Oy + 0n (Ri-1j + Nivry + Nicrgen + Niprgen) =

Atq
= (aij + aijy1))-
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(5.22)

(5.23)

DAt
2A22°

(5.24)

(5.25)

Com as equagdes discretizadas, equacoes (5.21) e (5.25), apresentam-se, nos

Algoritmos 3 e 4, 0s passos para obten¢do da solu¢do numérica pelo método de Crank Nicolson,

utilizando adaptacdo temporal (Erro Local e ATSC), respectivamente.
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Algoritmo 3: Solu¢do numérica pelo método de Crank Nicolson
utilizando adaptacdo temporal Erro Local

Entrada: N, At, Az, iteracdes, D, Dy, B, Py Nerit, €, g€ p, T, L, PassoSmax
Saida: Solugdes para o modelo de crescimento tumoral

1 inicio

2 Condigao inicial

3 para i = I: (Nx+1) faca

4 Calcule as condicdes iniciais para duas malhas temporais, para malha grossa

com At e malha fina com %

5 fim

6 para k = I: PassoS,q, faca

7 para kk = [:iteracées faca

8 para j=/:2 faca

9 TF(2k+j—1) = TF(2k + j — 2) + LS.

10 TG(k+1) = TF(end);

11 Calcule as condi¢des de fronteira a cada passo no tempo para malha

fina e malha grossa
12 para i=2:Nx faca
13 Encontre as solu¢des malha fina (%) e malha grossa (At)
utilizando as equagdes discretizadas (5.21) -(5.25)

14 fim

15 fim

16 fim

17 Calcule o dy entre as solugdes e aplique o Algoritmo 1 para encontrar 0 novo

At

18 se TG(end) > T entao

19 TG(end)=T;

20 dtG(end)=TG(end)-TG(end-1)

21 Parar
22 fim
23 fim
24

25 fim
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Algoritmo 4: Solu¢do numérica pelo método de Crank Nicolson
utilizando adaptacdo temporal ATSC paran = 2

Entrada: N, At, Az, iteracdes, D, Dy, B, Py Nerit, €, g€ p, T, L, PassoSmax
Saida: Solugdes para o modelo de crescimento tumoral

1 inicio

2 Condigao inicial

3 para i = I: (Nx+1) faca

4 Calcule as condigoes iniciais para duas malhas, malha grossa com At e malha

fina com %

5 fim

6 para k = I: Passosy, faca

7 para kk = [:iteracées faca

8 para j=/:2 faca

9 TF(2k+j—1) = TF(2k + j — 2) + LS.

10 TG(k+1) = TF(end);

11 Calcule as condi¢des de fronteira a cada passo no tempo para malha

fina e malha grossa
12 para i=2:Nx faca
13 Encontre as solu¢des malha fina (%) e malha grossa (At)
utilizando as equagdes discretizadas (5.21) -(5.25)

14 fim

15 fim

16 fim

17 Calcule o § 4 entre as solugdes e aplique o Algoritmo 2 para encontrar o

proéximo passo no tempo At

18 se TG(end) > T entao

19 TG(end)=T;

20 dtG(end)=TG(end)-TG(end-1)

21 Parar
22 fim
23 fim

24 fim
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6 ANALISE DOS RESULTADOS

No presente capitulo, apresentam-se os resultados obtidos a considerar os Al-

goritmos 3 e 4 com as seguintes condi¢des:

condig¢des iniciais:

a(z,0) = 0.1e700%5%* v [—L [, 6.1)
n(xz,0) =1, V[-L,L]. (6.2)
condicdes de contorno:
a(—L,t) =0,a(L,t) =0 V[0,T], (6.3)
n(—L,t) =0,n(L,t) =1 V[0, T]. (6.4)

Para as simulagdes, considera-se as equagdes diferencias parciais adimensio-
nalizadas, conforme descrito em Avila e Lozada-Cruz (2013), Coelho (2019) e Kolobov et al.
(2009). Os Parametros nas equagdes do sistema do modelo sao usados considerando as escalas
de:

Comprimento (Lg) = 5 x 10~ %cm.
Tempo (Tp) = 10°s.
Densidade (anqz) = 107c€l/cm3.

Concentragao (n,.,) = 10~ mol/cm?.

Obtendo os valores usados para as simulagdes encontrados em Avila e Lozada-
Cruz (2013), Coelho (2019) e Kolobov et al. (2009): D, = 10cm 2/s, D, = 10%cm ?/s,
B =0.1[1/s], P, = 0.21/s, Nerit = 0.3mol /cm® € = 107%cm? /mol ¢ = 1mol /n.cél e p = 0.
Para a variavel temporal considera-se 7' = 200 e para a variavel espacial L = 1800 .

A Figura 6.1 apresenta os gréficos das solucdes obtidas com o método de
Crank Nicolson, juntamento aos métodos adaptativos no tempo e passo constante, em que se
utilizou Az = 60, At = 0.2 como passo de tempo inicial para os métodos adaptativos e para
as solucdes de passo de tempo constante, o que leva a 1000 parti¢des no tempo para o passo de

tempo constante.
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da varidvel espacial, x = 0, e, dessa forma, considera todos os valores para varidvel temporal.
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Figura 6.2: Comparacdo das solu¢des com adaptagdo e passo constante, corte em x=0
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Dos resultados apresentados, na Figura 6.2, observa-se que para a densidade
das células, tem-se, inicialmente, um crescimento exponencial até o nivel do tempo ¢ = 20 e,
depois, uma queda até que a densidade se estabilize ao longo do tempo. Enquanto, simultanea-
mente, a concentracdo de nutrientes em modo inicial é decrescente até o nivel do tempo ¢ = 20,
consequéncia da alta densidade das células, apds isso ocorre uma variacdo até a estabilidade,
também, da concentra¢do de nutrientes. Faz-se importante destacar que os métodos adaptativos
ndo capturaram de forma adequada o comportamento das varidveis, principalmente onde existe
mudancas crescentes e decrescentes na solugdo, para ¢ em torno de 20.

A Figura 6.3 apresenta as malhas geradas das solugdes obtidas com o método
de Crank Nicolson com os métodos adaptativos no tempo e passo constante. Ja os histéricos de

passos no tempo para os métodos adaptativos podem ser observados na Figura 6.4.



60

Figura 6.3: Comparacgdo entre as malhas das solucdes com adaptagdo e passo constante
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Figura 6.4: Historico de passos no tempo
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Fonte: Autora.

Na Figura 6.4, tem-se os histéricos de passos no tempo, em que se verifica o
método do Erro Local o qual utilizou 28 passos, enquanto o método ATSC utilizou 35 passos no
tempo. Um numero bem inferior quando comparados a solucio de passo constante que utiliza

1000 passos no tempo.
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Mesmo os métodos adaptativos com aumento ou diminuicdo de acordo ao
passo de tempo At, como era esperado, constata-se que este ndo foi suficiente para alcancar os
pontos de mdximo e minimo, quando comparado a solu¢do de passo constante. Dessa maneira,
os métodos de adaptacio temporal apresentaram, nas condi¢des exploradas, dificuldades para
capturar a dinAmica nos pontos de mdximo e minimo local para contornar o problema.

Mediante essa referida dificuldade, uma alternativa encontrada foi acrescentar
uma condi¢cdo ao método adaptativo, que relaciona o coeficiente angular em cada ponto da
solu¢do. Por simplicidade, optou-se a incluir essa condi¢c@o, apenas, no Algoritmo 1, referente
ao método do Erro Local.

Sabe-se que se o coeficiente angular, que representa a taxa de variacdo da
equacao, for positivo implica em um comportamento crescente da curva e, em contrapartida, se
o valor for negativo um comportamento decrescente (GUIDORIZZI, 2001). Assim sendo, foi
avaliado os valores dos coeficientes angulares ao longo do tempo, denotado por C'oe ficiente,,
e com isso tornou-se possivel determinar onde os valores dos coeficientes trocam de sinal,
denominado J, e, a partir dessa andlise, criou-se a condi¢ao adicionada ao método do Erro
local, acrescentada ao Algoritmo 1 e apresentada no Algoritmo 5.

Algoritmo 5: Condicao do coeficiente angular adicionada ao mé-
todo do Erro local

1 inicio

2 se At < 64 e Coeficiente, > V) entdo

3 passo de tempo devera ser reduzido por um fator de %
4 senao

5 diminua o passo de tempo por um fator de 23

6 fim

7 fim

Para determinar o valor de ¢, foi analisado o grafico da Figura 6.5, que apre-
senta os coeficientes da curva da densidade das células, equacdo (5.12), simulada sem adapta-

¢do.
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Figura 6.5: Gréfico do coeficiente angular da taxa de variag¢do de a(z,t)
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Fonte: Autora.

Com a andlise do gréfico, Figura 6.5, € atribuido o valor de y = 0.0445. Com
essa nova condi¢do adicionada, realiza-se mais simulacdes para comparar aos novos resultados.
Como ndo se tém a solucdo exata do problema, simulou-se uma solucdo com passo constante
para um super refinamento no tempo, ou seja, considerou-se Ny = 51200, o que corresponde
a 51200 passos de tempo, no qual o tempo de CPU foi aproximadamente de 15 minutos ou
topu(s) = 875.49s

Considerando a solucdo super refinada, apresenta-se na Tabela 6.1, as itera-
coes, o Erro; obtido entre a solugdo super refinada e as solucdes obtidas com a adaptacdo

temporal.

Tabela 6.1: Erro entre as solu¢cdes com adaptagdo e passo constante super refinada

Erro
Crank Nicolson Iteragdes  a(x,t) n(z,t)  topu(s)
Erro Local 28 1.76e-02  2.39e-02 1.89
ATSC 35 5.37e-02  3.65e-02 1.97

Erro Local (com coeficiente) 42 2.20e-03  7.70e-03 2.04

Na Tabela 6.1, constata-se que com adaptacdo temporal (Erro Local e ATSC)
os erros atingem a ordem de 1072, jd com o terceiro método obtido, junto a nova condigio
adicionada, a ordem foi de 1073, o que pode ser considerado um bom desempenho. A Tabela
6.1 também revela que o método adaptativo atingiu as solu¢cdes com um tempo computacional
tepy = 2.04s, 1sto €, apenas 0.23 % do tempo usado para o processamento da solugdo super
refinada.

Verifica-se que, com a nova condi¢do adicionada ao método adaptativo, a so-
lucdo em complemento a adaptacdo utilizou um nimero maior de iteracdes em relacdo aos
métodos Erro Local e ATSC. Entretanto, como consequéncia positiva, capturou a dindmica

temporal mais adequadamente, ou seja, At foi devidamente reduzido quando necessario.
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Assim, existe um acimulo de pontos préximos aos pontos de mdximo e minimo locais da solu-

cdo, conforme demonstra a Figura 6.6.

Figura 6.6: Comparacdo entre a solucdo super refinada com passo constante e com adaptacdo e
coeficiente angular.
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Fonte: Autora.

A Figura 6.7, que apresenta a malha gerada automaticamente pelos métodos,
o que também reforca a capacidade do método de adequar o passo no tempo, quando as solucoes
se aproximam ao nivel do tempo ¢ = 20. Nota-se que as malhas sdo mais refinadas neste tempo

e, depois, quando as solucdes se estabilizam, resultando no passo no tempo aumentado.

Figura 6.7: Malha gerada usando o método de Crank Nicolson com adaptacio
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64

A Figura 6.8 apresenta o histérico de passos no tempo, em que se observa,
inicialmente, At aumentado e, em seguida, reduzido, passando a crescer novamente quando
as solucdes se estabilizaram, reforcando novamente que a adaptacdo temporal foi capaz de se
adaptar a dinamica do problema. Ademais, também, observa-se que para isso o método de
Crank Nicolson, com adaptacgao, utilizou 42 passos no tempo, enquanto a solucao de referén-
cia com passo constante (51.200 passos), mostrando que foram necessario apenas 0.082% das

iteragdes do método com passo constante para o método adaptativo.

Figura 6.8: Histérico de passos no tempo
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Fonte: Autora.

Dos resultados apresentados, conclui-se que os métodos adaptativos imple-
mentados satisfatorios, ndo sendo necessirio uma malha tdo refinada quanto o método imple-
mentado sem a adaptacdo. Ao analisar o crescimento do tumor, na Figura 6.6, observa-se —
no gréfico que representa a densidade das células observa-se um crescimento muito rapido das
densidades das células cancerigenas, até o nivel do tempo ¢ = 20. ApOs isso, 0 crescimento
decai até o tempo ¢ = 60 e, apds esse tempo, a curva estabiliza-se até o tempo ¢ = 200. Tam-
bém, na Figura 6.6, observa-se a concentragdo de nutrientes, verificando um grande consumo
de nutrientes no tempo inicial indo até o nivel de tempo ¢ = 20. Apds, ocorre uma pequena
variacdo entre t = 20 e t = 50 e, estabiliza-se até t = 200.

Constata-se que no intervalo de tempo de t = 0 a ¢t = 20, onde as células
tumorais se multiplicam ao mesmo intervalo de tempo, existe um declinio na curva de concen-
tracdo de nutrientes, o que era esperado, visto que o consumo de oxigénio pelas células tumorais
proliferativas durante a divisdo mostrou-se maior do que o consumo de oxigénio relacionado a
outras células vivas (SABIR et al., 2017; WEINBERG, 2008).

Ainda na Figura 6.6, no intervalo de tempo ¢t = 20 e ¢ = 40, a curva da
densidade das células cancerigenas apresentou um declinio, o que implica em uma parada na

divisdo celular das células tumorais. Com ocorréncia, pois, a quantidade de oxigé€nio presente
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no tecido, que atingiu um nivel critico no qual a concentra¢ao de oxigénio nao foi mais sufici-
ente para sustentar o crescimento das células cancerigenas, como pode ser visto no grafico da
concentracao de nutrientes. Diante disso, as células que eram proliferativas passaram a ficar
em repouso enquanto esperavam por condi¢oes favordveis ao fornecimento de nutrientes para
permitir que o processo de multiplicacdo continuasse.

Em func¢do a baixa concentracio de nutrientes, apds o tempo ¢ = 50, as cé-
lulas sofrem mutagdes para sobreviver com pouco oxigénio (células hipdxicas). Desse modo,
apds a mutagdo, algumas células morrem e formando a regido necrética. Em torno de ¢t = 50,
a densidade do cancer estabiliza-se em decorréncia de uma proliferacao de células cancerige-
nas, isso quando a concentracdo de nutrientes € alta e uma adaptacdo dessas células as quais

sobreviveram apds algumas mutagdes ocorrem em razao ao baixo indice de nutrientes.
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7 CONCLUSOES

O objetivo desta dissertagao consistiu em avaliar o desempenho de métodos
numéricos com adaptacao temporal aplicado em um modelo de crescimento tumoral composto
por duas equagdes diferenciais parciais, sendo uma relacionada a densidade do céncer e a outra
a concentracao de nutrientes, proposto Kolobov ef al. (2009). O modelo em questio apresenta
rigidez ao apresentar um crescimento rapido das células cancerigenas, em regides que possuem
grande quantidade de nutrientes, e, com a escassez de nutrientes, o tumor deixa de crescer.

Para atingir este objetivo, inicialmente, apresentou-se comparacgdes entre dois
métodos numéricos, com dois métodos adaptativos no tempo, a saber: Erro Local e ATSC.
Para isso, no capitulo 4, foram propostos trés problemas em que se conhece a solu¢do exata,
dois descrevem problemas rigidos a envolver os EDOs, e o terceiro uma EDP unidimensional,
também, rigida.

Com intuito de fazer comparagdes, foram feitas simulagdes com e sem adap-
tacdo no tempo, dessa forma, foi avaliado os erros, nimero de iteracdes € o tempo computacio-
nal. Diante do que foi apresentado, o grafico das solu¢des, grafico com histéricos de passos no
tempo, ambos métodos usados na adaptagcao temporal mostraram-se eficientes na resolucio de
problemas rigidos, sendo estes capazes de variar o passo de tempo de acordo com o problema
proposto.

Como consequéncia positiva, os métodos numéricos implementados com adap-
tacdo temporal proveram solugdes com menores erros, menos nimeros de iteracdes € menor
tempo de processamento, se comparado as versdes numéricas com passo de tempo constante.
Assim, ao ser imposto para a solug¢do de passo constante o0 mesmo nimero de iteracdes usadas
nas solucdes com adaptacdo, verificou-se que esta ndo atingia o mesmo desempenho, isto &,
produzia erros maiores, evidenciando a vantagem ao usar a adaptacdo temporal.

Constatada a eficiéncia dos métodos adaptativos, no Capitulo 5, foi apresen-
tado o modelo de crescimento tumoral, sua discretizagc@o e algoritmo usado para as simulacoes.
Os resultados obtidos, apresentados e discutidos no Capitulo 6 demonstraram que os métodos
usados se adaptaram e, como consequéncia, o nimero de passos no tempo usados sdo inferiores,
quando comparado a solu¢do com passo a passo constante.

Porém, ressalta-se que a solucdo apresentou um comportamento que dificul-
tou o desempenho dos métodos adaptativos ndo atingindo os pontos de méximo e minimo locais
da solucao. Uma modificacdo do algoritmo de Erro Local precisou ser sugerida e adicionada,
gerando, assim, um terceiro método adaptativo.

Com a nova condi¢do adicionada ao método, realizou-se novas simulacoes
para comparar com resultados obtidos, logo, tomou-se como solu¢do de referéncia uma solu-
cdo gerada com passo de tempo constante super refinada no tempo. Verificou-se a eficicia do

método adaptativo — que foi capaz de se adaptar a dindmica do problema — atingiu os pontos de
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méximo e minimo. Com apenas 0.082% dos passos usados na solug@o de referéncia, atingiu-se
um erro da ordem de 10~ para a densidade das células e concentracio de nutrientes. Como con-
sequéncia, notou-se a reducao do tempo de processamento, sendo que a solucdo com adaptacao
temporal utilizou apenas 0.23% do ¢¢py usado pela solugdo de passo constante.

Diante dos resultados citados, conclui-se que os métodos adaptativos no tempo
— usados nesta dissertacao e aplicados em equagdes diferenciais rigidas — foram capazes de va-
riar o passo de tempo, de tal forma a se adequar a fisica do problema. Isto €, foram capazes de
reduzir ou aumentar o tamanho do passo de tempo quando necessario, dessa forma, a otimizar
o nimero de interacdes e, por conseguinte, o tempo computacional.

Como trabalhos futuros, pretende-se implementar o método ATSC para EDPs,
considerando 1 = 4, como foi implementado nas EDOs, com o intuito de melhorar as solu¢des

numéricas. Outrossim, incluir a condi¢ao do coeficiente angular adicionada ao método ATSC.
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