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AMORIM, Bruna C. Estudo da equacao de difusdo dependente do tempo para
um georeator natural. 2011. 126 f. Dissertacado (Mestrado em Fisica) —
Universidade Estadual de Londrina, Londrina

RESUMO

O campo magnético terrestre € uma das evidéncias da existéncia de uma fonte de
energia no carogo central da Terra. Fontes convencionais de energia tais como
transformacao da energia potencial em calor, calor latente de cristalizagdo, calor
remanescente dos primérdios da formacao da Terra, ou baseada em decaimento de
nucleos pesados, tém o inconveniente de atuarem por um periodo de tempo
relativamente curto e apresentarem uma variabilidade lenta em uma unica diregao
no tempo. O campo magnético, no entanto, apresenta variabilidade em sua
intensidade, revertendo inclusive sua dire¢do, ainda que irregularmente, a
determinados intervalos de tempo. Uma proposta mais interessante de fonte para o
dinamo terrestre consiste de um geo-reator no centro da Terra. Esta proposta
ganhou credibilidade com a descoberta de um reator natural em Oklo, no Gabao em
1972, o qual teve seu funcionamento possibilitado em tempos remotos, quando a

235 . . . ~
porcentagem de U™ no uranio natural era mais elevada. Herndon, em 1979, propde
entdo a existéncia de um reator no centro da Terra trabalhando em regime

. . . 235 .
regenerador, ou seja, queimando e produzindo U™, como fonte de energia para o
dinamo terrestre. Se tal reator apresentando uma poténcia variavel funciona no
centro da Terra, um fluxo de anti-neutrinos, também variavel, proveniente desta
regido, pode a principio ser detectado, corroborando tal hipétese. Neste trabalho, a
partir de um modelo simples de difusdo de néutrons, sdo encontradas solugdes da
equacao de difusao dependente do tempo para a densidade de néutrons a partir de
uma fonte subita inicial para um sistema unidimensional. As propriedades do sistema
para que os regimes subcritico, critico e supercritico se estabelegam sao obtidas. O
efeito acumulado de varias fontes subitas independentes é calculado. Os calculos
em um cenario em que o sistema evolui em regime critico por certo tempo, havendo
entdo transicdo para um regime subcritico sdo efetuados. A extensao das solugdes
para um reator esférico é efetuada e, a partir delas, o tempo necessario para que o
numero de néutrons se estabilize no reator é obtido. Finalmente, sdo analisadas as
condigdes de manutengao da criticalidade de um geo-reator tal como proposto por
Herndon.

Palavras-Chave: Equacao de difusdo néutrons. Geo-reator.



AMORIM, Bruna C. Study of the diffusion equation time-dependent for a natural
geo-reactor. 2011. 126 f. Dissertation (Master in Physics) — Universidade Estadual
de Londrina, Londrina

ABSTRACT

The Earth's magnetic field is one of the evidences of an energy source in the inner
core of the Earth. Conventional energy sources such as transformation of potential
energy into heat, latent heat of crystallization, remaining heat of the early Earth's
formation, or based on the decay of heavy nuclei, have the disadvantage of operating
for a relatively short period of time and present a slow variability in only one direction
in the time. The magnetic field, however, presents variability in its intensity, reversing
its direction irregularly at certain time intervals. Nowadays, the most interesting
proposal for explication of the Earth’s dynamo is based in a nuclear fission reactor at
the inner core. This proposal won credibility when it was found a natural geo-reactor
at Oklo, in Gabon Republic, in 1972, which could to operate because the percentage

of U into natural uranium was higher at the remotes times. Herndon, in 1979, then
suggests the existence in the Earth’s core of a regenerator reactor (i.e. a reactor

burning and producing UBS) as an energy source for the terrestrial dynamo. If this
reactor operates with a variable power, then the flux of antineutrinos it produces is
also variable and, in principle, could be measured on Earth's surface, corroborating
this hypothesis. In this work, from a simple model of neutron diffusion, we find the
neutrons density, which is created through introduction of a sudden source at the
system. This density is obtained by solving the diffusion equation time-dependent in
one-dimension. Next, we analyzed the criticality conditions in the system. The
cumulative effect of several sudden sources independent of each other is calculated.
After, the cases in which the system changes of the critical condition for the
subcritical are examined. So, we extend the equations for the three-dimensional case
and we find the solutions for a spherical reactor and from them we calculate the time
required for the neutrons number becomes stable. Lastly, we discuss the conditions
for maintaining the criticality of a geo-reactor as proposed by Herndon.

Keywords: Neutrons equation diffusion. Geo-reactor.
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1 INTRODUCAO

Existe um pequeno fluxo de calor proveniente do interior da Terra.

Este fluxo pode variar dependendo do local onde é medido, mas uma estimativa

freqlientemente encontrada para seu valor é da ordem de 60 mW/cm’[1]. Quando
integrado sobre toda superficie terrestre, este fluxo faz resultar em uma taxa de

emissao de calor que varia de 30 a 44 TW [2]. Acredita-se que parte desse calor

seja devido ao decaimento radioativo dos elementos instaveis U, Th e K*,
contudo a origem deste calor ndo é totalmente conhecida. As estimativas das
quantidades de elementos produtores de calor séo feitas a partir de consideragdes
cosmo-quimicas e da anadlise do percentual destes elementos em meteoritos
chondritos”. Todavia, estas estimativas levam a uma producdo de calor de origem
radiogénica que vai de 19 a 31 TW [1][7]. Segundo J. Marvin Herndon, a origem

deste calor excedente seria um georeator natural localizado no centro da Terra.

235 P ~ .
Atualmente a porcentagem de U no uranio natural ndo é

compativel com a manutengdo de uma cadeia de fissdo em regime sustentavel. No
. . 235 . g 238
entanto, a meia vida do U . menor que a do isétopo U™", sugere que em tempos

remotos esta porcentagem tenha sido bem maior. Uma reacdo em cadeia nestas

.~ . ~ ’ 235 . 238
condi¢des envolveria a produgdo do combustivel U™ a partir do U™ e o reator

funcionaria em um regime realimentado [3] [6]. Em um cenario em que a

porcentagem de U no uranio natural fosse de 23% Herndon, D.F. Hollenbach e
Dennis A. Edgerley, com a utilizacdo de simulagdes numéricas, verificaram a
plausibilidade de tal hipétese. Em um regime de alta densidade no carogo central da

Terra obtiveram que uma bolha com massa da ordem de 100 Kg de uranio seria

suficiente para a manutengcdo de uma reagado em cadeia em regime sustentavel [4]
[6]. Este trabalho dedica-se ao estudo da evolugéo temporal da difusdo de néutrons
no suposto georeator.

A difusdo de néutrons produzidos no processo de fissdo dos

isétopos naturais de uréanio em um determinado meio é um problema um tanto

" Meteoritos chondritos sdo o tipo mais comum de meteoritos rochosos (cerca de 85,7%). Métodos de
datacao radiométrica localizou-os com idade de aproximadamente 4,55 bilhbes de anos, que é
idade do Sistema Solar. Portanto, eles sdo tomados como exemplos pristinos da matéria que
formou o Sistema Solar e, conseqlientemente, a Terra.
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complexo. Em primeiro lugar surge a questdao de que tais néutrons sdo criados com

energias, em média, superiores a 1 MeV . Nesta faixa de energias a se¢géo de choque

. ~ 235« . . . . = 238
para fissdo do U™ é muito baixa e predomina a fissdo do U™, mas em escala

muito pequena. Por choques com o meio combustivel ou moderador os néutrons
. . . 238
perdem energia passando por faixas ditas ressonantes onde o U absorve
~ ~ . . ~ 235 238
néutrons sem ocorréncia de fissdo. Em todo o processo tantoo U™, 0 U™ como o

moderador podem absorver néutrons nas reacgdes (n,y) sem provocar fisséo.

Somente apds a termalizacio € que a fissao dos atomos U> passa a desempenhar
papel importante na dindmica do processo. E importante salientar que as secdes de
choque para as varias reacdes possiveis nem sempre apresentam uma dependéncia
com a energia dos néutrons que possa ser descrita por uma expressao analitica. O
proprio processo de termalizacdo por choques com particulas do meio apresenta-se
como de dificil descricdo. Um segundo agravante € a seguinte questao: durante o
processo existem grupos de néutrons com diferentes energias, cada um difundindo-
se segundo equacgdes especificas. A despeito disto, com algumas idealizag¢des, a
difusdo de néutrons pode, de forma aproximada, ser descrita pela solugdo da
equacao de difusdo. Para compreensao da dependéncia temporal de quantidades
como a taxa de produgao de elementos leves n&o fissionaveis, a taxa de emissao de
energia e a taxa de emissao de anti-neutrinos produzidos na fissdo, assim como
para conhecer melhor a dindmica do processo a partir de determinadas condicdes
iniciais, necessita-se do conhecimento da solugdo dependente do tempo desta
equacgao.

Esta dissertagcdo, a partir de simplificacbes introduzidas no
problema, tem como alvo compreender, através da solucdo dependente do tempo da
equagcao de difusdo obtida pelo método de Green, como evoluem quantidades
importantes em um reator, assim como as proprias condi¢cdes criticas para o seu
funcionamento. Os resultados finais serdo aplicados a um reator natural como o
proposto por Herndon. Neste sentido, no capitulo 2, apresenta-se um resumo dos
varios processos fisicos que podem ocorrer com néutrons em um reator, as
definicbes de varias quantidades tipicas de processos de difusdo sdo dadas e as
condigbes para existéncia de uma reagcdo em regime sustentavel, assim como as

dimensdes criticas de um reator, como encontradas na literatura, sdo apresentadas.
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O capitulo 3 dedica-se ao estudo da equacdo de difusdo. Inicialmente, para
apresentacao do método de Green, sem introduzir absorg¢ao ou criacdo de néutrons
por fissdo, o problema da difusdo simples em um meio homogéneo e infinito é
tratado. As solucdes para uma fonte pontual, subita e continua no tempo e para uma
fonte esférica, finita e continua no tempo sao obtidas. O caso que envolve a
absorgao de particulas € entdo tratado. A coeréncia entre as solugdes estacionarias
e o limite das solugdes t-dependentes quando o tempo vai ao infinito é verificada. No
capitulo 4 deixa-se a dependéncia temporal de lado para, introduzindo a criagdo de
néutrons por fissdo ao processo, em regime estacionario, estudar-se as maneiras de
como chegar as dimensdes criticas para o funcionamento de um reator. Nos
capitulos 5 e 6 a solugdo dependente do tempo com criagdo e absorgcdo de
particulas tem sua vez. O capitulo 7 é devotado a aplicacdo dos resultados obtidos
nos capitulo anteriores a um reator natural. Finalmente, no capitulo 8, as conclusbes

sao apresentadas.
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2 ASPECTOS RELACIONADOS A DINAMICA DE UM REATOR NUCLEAR

O comportamento de um reator nuclear basicamente € governado
pela dindmica dos néutrons no sistema. Portanto, um dos principais objetivos da
teoria de reatores é descrever corretamente a distribuicdo dos néutrons no espaco,
energia e tempo. A densidade de néutrons em fungdo da posi¢gdo e do tempo no
reator pode ser encontrada, de forma aproximada, a partir da equacao de difusdo.
Este assunto sera abordado a partir do capitulo 3. Por hora, este capitulo tem como
objetivo introduzir alguns conceitos que serao utilizados no decorrer do restante do

trabalho.

2.1 FATOR DE REPRODUCAO DE UM REATOR NUCLEAR BASEADO NA FissAo po U™

A fissdo nuclear, além de liberar grande quantidade de energia, que
pode vir na forma de radiagado ou de energia cinética dos fragmentos, também libera
quantidade apreciavel de néutrons.

Considere um sistema que contenha uma determinada massa de
uranio natural. Algumas fissbes esponténeas certamente ocorrerdo emitindo
néutrons em uma extensa faixa de energia, que pode chegar até 14 MeV [8] [9].
Estes néutrons podem induzir novas fissdes, sendo o numero médio de néutrons
liberados pela fissdo de cada nucleo, geralmente denotado pelo simbolo v, sempre
maior que dois, como mostra a tabela 1 [10]. Observe que o valor de v aumenta

com a energia do néutron que induz a fisséo.
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Tabela 1 — Numero médio de néutrons de fissdo em fungcdo da energia dos

néutrons que induzem a fisséo.

Energia dos

néutrons (MeV) (7 1p U™ +n U™ +n Pu™ +n
Térmicos 2,51+0,02 2,44+0,02 2,89+0,03
0,08 2,58+0,06 2,47+0,03 3,05+0,08
1,3 2,69+0,05 2,61£0,09 3,08+0,05
L5 2,5710,12 2,65+0,09

1,8 2,75+0,06 2,72£0,06 3,28+0,06
2,0 2,80+0,15

4,0 3,06+0,12 3,01+£0,12 3,11+£0,10 3,431+0,11
14,1 3,86+0,28 4,52+0,32 4,13+£0,25 4,851+0,50

Fonte: (KAPLAN, 1978).

Se cada um desses néutrons pudesse provocar novas fissées, ou
seja, se cada néutron liberado na fissdo inicial fosse recapturado por um atomo de
uranio e este atomo se fissionasse, entao teriamos um sistema instavel de reacao
em cadeia. Contudo, para que de fato ocorra a fissdo em cadeia em um sistema
real, contendo néutrons e uranio, devemos considerar os fatores complicadores:

1. A fissao libera néutrons com energias maiores que 1 MeV . Para

A ~ . ~ 235« ’ .
néutrons lentos, a se¢do de choque de fissdo do U™ é grande. Porém, ela decai
aproximadamente com a lei /v (exceto, é claro, nas regides de ressonancia), onde

v € a velocidade do néutron. Para néutrons com energias maiores que 1 Mel/, como

mostra o grafico da figura 1 [10], a se¢édo de choque do U™ se torna maior que a do

UBS .

2. Nem todos os néutrons oriundos da fissdo primaria irdo ser

, 238 . ~ 238 A
capturados pelos nucleos de U™ (a fissdo do U™ provocada por néutrons
provenientes de outras fissdes é chamada de fiss&o rapida). E preciso ponderar que
uma parte destes néutrons ira escapar do sistema que contém a massa de uranio

enquanto que outra parte sera perdida através das reacdes de captura radioativa;
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3. O néutrons que nao sofrem captura radioativa e nem escapam do
sistema podem colidir inelasticamente com o uranio, fazendo-os perder energia.

Assim, apenas uma pequena parte dos néutrons primarios ira provocar novas
. ~ 238 ~ ~ . .
fissbes no U™ e quase todos os outros néutrons serdo deixados com energias

abaixo do limiar para fissao rapida do U=,

4. No decorrer do processo pelo qual os néutrons perdem energia,

eles podem sofrer captura radioativa pelos nucleos de U (o U possui muitas
ressonancias de captura radioativa para néutrons com energias entre 10—100 eV,
como mostra a figura 2 [10]).

O fator de reprodugéo k£ de um reator é definido como o numero
meédio de néutrons resultantes de um processo fissdo que produz novas fissdées. A
teoria a respeito de reagcdes em cadeia foi inicialmente desenvolvida pelos fisicos
soviéticos Yakov Zel'dovich e Julii Khariton. Eles mostraram que existem trés
possibilidades para o valor de k:

e k <1: Subcritico — a reacdo em cadeia nio se sustenta;

e k=1: Critico — a reagao em cadeia se torna estavel;

e k>1: Supercritico — a reacdo em cadeia se torna instavel.

Figura 1 — Secbes de choque para fissao do U™ e do U238_
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O numero de néutrons que escapam da regiao de fissdo é
proporcional a S, a superficie do reator. Por outro lado, o numero de néutrons
formados é proporcional ao seu volume V. Sendo assim, a razao S/V fornece a
probabilidade de escape dos néutrons em relagdo ao tamanho do reator. Logo, se
uma regiao esférica com raio maior que um, J aumenta de forma mais rapida que
S . Portanto, de maneira geral, quanto maiores as dimensdes do reator
(independentemente da sua forma), maior sera a probabilidade de que néutron
permaneca dentro dele. O tamanho minimo de um reator para o qual a reagdo em
cadeia passa a ser favoravel € chamado de tamanho critico. Da mesma forma,
existe uma massa minima de combustivel que torna possivel a reagdo. Essa massa
€ denominada massa critica. Vamos considerar o balango do numero de néutrons

em um reator nuclear térmico (reatores térmicos sao reatores baseados na fissao do
235 N . . ~ . ~ aA
U™ por néutrons térmicos). Sendo o, a segao de choque para fisséo do uranio no

reator, o, a sua segéo de choque de absorgéo, desprezando-se perdas para o meio,

a probabilidade relativa de um néutron provocar a fisséo é:

2.1)

Dessa forma, no caso em que apenas 0 uranio é responsavel pela
absorcao (seja ela seguida de fissdo ou n&o) a relagéo entre 0 numero de néutrons
de determinada geragao no reator nuclear (N ) e o numero de néutrons da geragao

seguinte (N ') é:

N'=N|—L—|v=Nn. (2.2)
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Figura 2 — Ressonancia de captura radioativa no Um_

- 238
10 U

,_.

=)
T
T

,_.

[=]
]
T

Secéao de choque (b)

—
o

1 1 1 1 1 1 1 | 1 1 1 1 1
10 20 30 40 S50 60 70 8 90 100 110 120 130

Energia do néutron (eV)

Na equacédo (2.2) n €& a probabilidade relativa de um néutron

provocar fissdo vezes o numero médio de néutrons liberado na fissdo de um unico
atomo. Esta equacéo seria valida em um situacao idealizada, isto €, para um reator
homogéneo e infinito, no qual poderia ser desprezado o escape de néutrons das
regides do reator e eliminar-se a absorgao de néutrons por quaisquer outros nucleos
presentes no sistema que ndo sejam o uranio, pois da forma como foi proposta, a
equacéao esta levando em conta que apenas o uranio € responsavel pela absorgao
de néutrons, mas, na pratica, a absorgcdo pode ocorrer por outros nucleos, tais como

os nucleos dos materiais que formam o proprio reator.

Em reatores baseados na fissdo do U™ costuma-se empregar um
material de pequeno peso atdbmico na regido em que ocorre a difusdo dos néutrons.
Este material, chamado de moderador, tem a finalidade de colidir com os néutrons,
fazendo-os perder energia, aumentando assim a probabilidade de fissdo. Ainda que
bons moderadores tenham uma secdo de choque de absorcdo de néutrons
pequena, em calculos mais rigorosos ela ndo pode ser desprezada. Dessa forma,
em um sistema real, devemos considerar a absorgédo de néutrons tanto pelo material

do moderador, quanto pelos nucleos dos materiais que compdem o reator.
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O uranio natural corresponde a 0,72% de U™ e 99,28% de U™ . As
secoes de choque para a fissdo e para absorgao do U» edo U™ para néutrons

térmicos em barns (1 barn =10*cm>) sdo dadas na tabela 2. O U™ ndo pode se
fissionar com néutrons térmicos, portanto sua se¢cado de choque de fissdo térmica é

Zero.

Tabela 2 — Se¢des de choque do uranio para néutrons térmicos

Nucleo o,(b) o,(b)
U 584 97
U 0 2,75
Uranio natural 4,20 3,43

Fonte: KRANE (1988 [10]).

As secgdes de choque de fissdo e absor¢cdo do uranio natural,
necessaria para calcular a probabilidade dada por (2.1) sdo encontradas através das
relagdes (2.3) e (2.4):

o, = 0,72 o+ 29,28 o =4,20b (2.3)
100 100

L_072 99,28
“7100 ¢ 100

o> =3,43b. (2.4)
Como veremos posteriormente, um reator nuclear térmico, utilizando
uranio natural como combustivel, ndo pode sustentar uma reagdo em cadeia em

regime estacionario.
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2.20 CicLo DE NEUTRONS EM UM REATOR

Nesta secdo vamos considerar o ciclo de néutrons em um reator que
contenha uma determinada massa de uranio natural, na presenca de algum material
moderador. Nosso objetivo &, portanto, a partir de uma certa quantidade inicial de
néutrons, encontrar o numero final de néutrons que efetivamente sdo capazes de
dar continuidade ao processo de fissdo em cadeia, levando-se em conta todos os
eventos que podem ocorrer em um reator. Comegaremos chamando de v a
quantidade inicial de néutrons, os quais podem ser oriundos, por exemplo, de uma
fissdo espontdnea de um atomo de uranio. Conforme ja foi discutido anteriormente,
a fissdo libera néutrons com um amplo espectro energético e que o U** pode se

fissionar com néutrons de altas energias. Assim, uma fracdo destes néutrons pode
. ~ ;. 238 . . ~ .
causar a fissdo rapida do U™, liberando mais néutrons para o reator. Indicaremos

. ~ . = 235 .~ s s 238
por ve o nimero de néutrons resultantes da fissdo do U~ e da fissdo rapida do U
livres para se difundir pelo reator (¢ € chamado de fator de fissdo rapida, sendo
ligeiramente maior que a unidade). Nem todos estes néutrons alcangardo o

moderador. Uma fragéo /, escapara antes de atingi-lo. Dos ve néutrons presentes,
sobrara uma quantidade ve(1-/,) para ser ralentada, enquanto que vel néutrons

rapidos escaparao da regido do reator. Quando um néutron é absorvido pelo U **,
existe tanto a probabilidade do atomo se fissionar, quanto a probabilidade dele se

converter em atomo de **Py através da reagdo:
238U(I’l, }/) 239U I’ 239Np 1’8 239Pu ]
Dessa forma, podemos observar que certa quantidade de plutdnio é
sempre acumulada em reatores que contenham ***U . O pluténio € um isétopo fissil,

qgue pode sofrer as reacdes adicionais:

239 1 ~
YPu+ jn—> fissdo

ou
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239 1 240 241
Pu+ gn—**Pu(n,y)*"'Pu ,

Conseqlientemente, conforme pode ser observado, o **Pu nem
sempre contribui com a reacdo em cadeia. Contudo, como estamos considerando
apenas a fissdo provocada por atomos de uranio, nao levaremos adiante a analise
da contribuicdo do *°Pu. As reagdes nas quais o U ** captura um néutron para
formar U*° e, conseqlientemente, o plutbnio, sdo chamadas de reacdes de

ressonancia de captura radioativa e as designaremos por p. Assim, dos néutrons

que atingirem o moderador, uma parcela ve(1-/,)p pode ser ralentada e a parcela

restante, ve(1-1,)(1- p), sera capturada pelo U™ para formar o U™

Mesmo depois de moderados, os néutrons podem ser absorvidos
sem causar fissdo (absorcéao pelos materiais que compdem o reator) ou escapar do

sistema. Indicando a fracdo que escapa depois da moderag&o por /,, 0 numero de

néutrons lentos que escapa € entéo ve(1-/,)pl, e restam ve(1-/,)p(1-/,) néutrons

térmicos. Chamando de [ a fracdo de néutrons térmicos absorvidos pelo uranio, o
numero de néutrons que pode causar fissdo se reduz a ve(1-1/,)p(1-1)f (f é

conhecida como fator de utilizagéo térmica). E importante lembrar que apenas uma
parte dos néutrons térmicos absorvidos pelo uranio ira causar fissdo. Assim,
considerando a probabilidade dada por (2.1), o numero de néutrons produzidos pela

fissao inicial do uranio e que pode causar novas fissées € dado por:

k=ve-1)p(-1)f| — D | =1 ypa-1)s (2.5)
PPN Oy re,wy | TP '
E usual escrever & na forma:
k=k,(-1,)1-1), (2.6)

onde:
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k., =nepf (2.7)
representa o fator de multiplicacdo de um reator infinito, no qual pode ser

desprezado o escape de néutrons antes e depois da moderagdo. O diagrama da

figura 3 esquematiza os varios processos apresentados.



Figura 3 — Dindmica dos néutrons em um reator nuclear térmico
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2.3COMPRIMENTOS CARACTERISTICOS DO SISTEMA

Os néutrons podem interagir com os nucleos de varias maneiras, por
isso é util descrevermos as diferentes interagdes em termos das se¢des de choque:

c,=0,t0,+0,+0,+... (2.8)

onde o, é a segdo de choque total, o, € a secdo de choque para espalhamento
elastico, o, € a segado de choque para espalhamento inelastico, o, € a secéo de
choque para captura radioativa e o, € a se¢éo de choque de fissdo. O livre caminho

médio percorrido pelos néutrons entre uma colisdo e outra € inversamente

proporcional a secdo de choque de interagdo dos néutrons com os nucleos:

2{:

1
_ 29
v (2.9)

1

z
onde 4 e X s&o o livre caminho meédio e a segdo macroscopica da reacao em
questdo e N é a concentragdo dos nucleos. Para uma mistura homogénea dos

elementos X e Y, cujas concentragbes sdo N, e N, dtomos/cm®, a secdo de

choque macroscopica é:
M=3x¥+3' =N, "+ N, . (2.10)

Vamos levar em conta o efeito da distribuicdo angular do movimento
do néutron para mostrar que o caminho percorrido por ele entre uma colisdo e outra
pode ser maior ou menor dependendo do tamanho do nucleo espalhador. Para
facilitar a analise, suporemos que a energia do néutron ndo muda de uma coliséo
para outra e que o meio € homogéneo, infinito e, a principio, ndo absorvedor.

Considere, portanto, o desenho da figura 4.
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Figura 4 — Subsequentes colisbes de um néutron em um meio homogéneo e infinito.

O néutron é injetado no sistema e se move, em média, uma

distancia x,=4,, onde A € o livre caminho medio de espalhamento. Apds a
primeira colisdo, o néutron se desvia de sua dire¢do inicial por um angulo & e viaja
a distancia 4, antes do segundo espalhamento. A quantidade X, é o valor médio da

projecéo do espalhamento na diregao inicial:
X, = A, o8, = AJi, (2.11)

onde u é valor médio do cosseno do angulo de espalhamento. Apds a segunda
colisdo o néutron se desvia por um angulo €, em relagdo a diregdo anterior. Na

figura chamamos de «' o angulo de rotagdo entre a direcao do terceiro livre
caminho médio e o plano do movimento anterior e de « o angulo entre a dire¢cao do
néutron apds a segunda colisdo e a diregao inicial do movimento. A projegdo do

terceiro livre caminho médio de espalhamento na diregéo original é entao dada por:
x, =4 cosa. (2.12)

Usando conceitos de trigopnometria pode-se demonstrar que:
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cosa =cos b, cos b, + senb send, cosa'. (2.13)

Sendo todos valores de «' igualmente provaveis, o valor médio do

segundo termo da expresséo (2.13) é nulo, de forma que:

X,=A cosa=A cosb cost, =Aq" . (2.14)

Assim, para a n-ésima colisdo obtemos:

X, = Ad" (2.15)

e 0 néutron tera viajado uma distancia dada aproximadamente por:

)?O+J?1+;?2+...:/15+/15,z7+/15,¢72+...:1:15/7. (2.16)

A quantidade acima é conhecida como livre caminho médio de

transporte e denotada por 4, :

__ 4 ! L (2.17)

(1—0059) ) No, (l—cosﬁ) No,

tr

onde o, =0, (1—005«9) € a secgao de choque de transporte.

Os néutrons no reator perdem energias de duas formas principais:
colisbes elasticas e colisdes inelasticas. As colisdes inelasticas sao responsaveis
pela maior parcela da perda de energia. Contudo, este tipo de espalhamento ocorre
apenas quando a energia dos néutrons € maior que 1 Mel” e se torna praticamente
desprezivel para néutrons de baixa energia. Os néutrons podem perder muita
energia em apenas uma unica colisdo inelastica, de maneira que o intervalo de
tempo no qual eles permanecem com energias acima do limiar para a colisdo

inelastica se torna muito pequeno quando comparado com o intervalo de tempo no
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qual a principal forma de perda de energia se da através de colisbes elasticas, as
quais sao mais eficientes quando a energia dos néutrons € menor que 1 MeV . Por
outro lado, devemos observar que, embora a colisdo elastica seja muito pouco
eficiente para néutrons enérgicos, ela ocorre em todas as faixas de energia.

O diagrama da figura 5 esquematiza a colisdo elastica do néutron
com um nucleo. Do ponto de vista de um observador no referencial de laboratorio,
temos o néutron se movendo em diregdo ao nucleo com uma velocidade inicial v,.

Apods a colisdo, o néutron se desvia por um angulo ¢ em relagéo a diregao inicial e

sua velocidade passa a ser v, O ndcleo, que inicialmente se encontrava em

repouso, adquire uma velocidade que chamaremos de V, . Por outro lado, do ponto

de vista de um observador localizado no referencial do centro de massa do sistema,

0 néutron se move em direg&o ao nucleo com velocidade v, e u nucleo se move em
diregdo ao néutron com velocidade V.. Apds a coliséo, a direcdo do néutron faz um
angulo ¢ com sua diregdo inicial e a velocidade do néutron e do nucleo passam a

ser respectivamente v, e V..

Figura 5 — Espalhamento elastico de um néutron por um nucleo observado do ponto de
vista do referencial de laboratorio e do referencial do centro de massa.
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No referencial do centro de massa o momento deve ser zero antes e
depois da colisdo, o que torna as coisas consideravelmente mais simples, visto que
estamos tratando de colisbes elasticas, as quais tém como caracteristica conservar
a energia cinética total do sistema. Como resultado disso, para um observador
localizado neste referencial, o efeito da colisdo elastica € apenas uma mudanga nas
dire¢des das velocidades das particulas, mas ndo nas suas magnitudes. A figura 5
mostra um diagrama vetorial relacionando a velocidade do néutron no referencial de

laboratério e no referencial do centro de massa.

Figura 6 — Adicdo vetorial das velocidades do néutron no referencial de laboratério e no
referencial do centro de massa.

»
>

Direg¢ado do néutron incidente

As velocidades do néutron nos dois referencias estio relacionadas

através da equacéo:

V. =V, -V, (2.18)
Da figura podemos observar que:
v,senf = v_seng (2.19)
e
v, cos0 =V, +V,cosg. (2.20)

A velocidade do centro de massa é dada por:
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m
m+M

v, (2.21)

Vo =

e a velocidade do néutron no centro de massa do sistema pode ser escrita em

termos da sua velocidade no sistema de laboratério com auxilio da equacgao (2.18):

_m b = M
m+M ' om+M

v, (2.22)

v, =V,

Da equacéo (2.20) temos que:

cosé’zw. (2.23)
Y
Utilizando a lei dos cossenos:
| VA :
v =4(v.) +v; +2v,y, cosg . (2.24)

Como ja mencionado, no espalhamento elastico no centro de massa
0 modulo das velocidades do néutron e do nucleo ndo mudam, assim, fazendo
v. =v, na equagdo acima, chamando A=M/m e juntando as equagdes (2.21),

(2.22), (2.23) e (2.24) obtemos:

1+ Acos¢

. (2.25)
JA> +1+424cos ¢

cosO =

Na realidade, a quantidade que devemos encontrar € o valor médio
do cosseno do angulo de espalhamento no referencial de laboratério. Este valor é

dado pela integral:

cosf=—1 [0, (6)cosbdr. (2.26)

s 4r

Usando dQ =2zsenfdf na equacao acima:
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cos0 =" (" . (6)cosOsendd. (2.27)

Podemos relacionar as distribuicbes angulares dos néutrons
espalhados nos dois referenciais observando que o numero de néutrons que

emergem num determinado angulo sélido deve ser igual em ambos. Assim:

o,(0)dQ(8) =0, (4)dQ() (2.28)
ou
o,(0)27senfd6 = o, (§) 2nsendd (2.29)
Portanto:
cosf = 20—” :cos 0o, () sengdg . (2.30)

s

Se o espalhamento € isotrépico no referencial do centro de massa
(tanto um tratamento tedrico detalhado quanto os resultados experimentais mostram

que o espalhamento é isotropico no referencial do centro de massa se a energia do

néutron é menor que 10 MeV [8][11]), entdo o, (¢) =0, /47 e a equagéo fica:

1 p7
cos 0= jo cos Osengdd . (2.31)

Substituindo (2.25) em (2.31):

lr 1+ Acos ¢

cosf =— sengdg . (2.32)
0 \/A2 +1+2A4cos¢

2

A integral acima fornece:
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cost9=l. (2.33)
34

Substituindo este resultado em (2.17):

Quando M é grande, cos@ € pequeno, significando que néutrons
sao espalhados para frente tao frequentemente quanto sao espalhados para tras. O

livre caminho médio de transporte neste caso € proximo ao livre caminho médio de

espalhamento, isto é,/‘h’ ~ /'5 Quando M é pequeno, cosf é grande. Assim, mais
néutrons sdo espalhados para frente do que para tras. O livre caminho médio de
transporte neste caso € maior que o livre caminho médio de espalhamento.

No inicio desta se¢ao foi suposto um meio n&o absorvedor. Contudo,

se houver absorg&o presente, a equagdo para o, deve ser ajustada, de maneira a

levar em consideragao a absorcao, isto €, devemos fazer:

o,=0,+0, (l—cos 9) =0,+0, (1—3%) (2.34)

ou

o,.=0,+0,U, (2.35)

J == (2.36)

Portanto:
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L

1B (2.37)
Ay A A

2.4 FATOR DE REPRODUGAO CRITICO DE UM REATOR NUCLEAR TERMICO

Como ja mencionado, o tamanho critico de um reator nuclear é
aquele no qual a reagdo em cadeia se torna sustentavel. A condigdo para o
equilibrio pode ser alcancada através da equacao de balango dos néutrons, isto €,
fazendo a taxa de producdo de néutrons igual a taxa de fuga mais a taxa de
absorgao.

Iremos calcular o tamanho critico para uma reagdo em cadeia em

. ’ 235 238 . . . ’
um sistema onde o combustivel, composto por U™ e U . esteja distribuido
isotropicamente em uma esfera de raio R, conforme mostra a figura 7. Neste

sistema o0s néutrons podem ser absorvidos pelos nucleos do combustivel
provocando fissao; podem também ser absorvidos pelos nucleos do combustivel ou
do moderador sem posterior fissdo; ou, finalmente, podem escapar para a regiao
circunvizinha, onde sé ocorre a absorgao. Para facilitar os calculos que se seguem,

iremos supor os fatores simplificadores seguintes:

e O combustivel € composto por uma mistura homogénea de UPe U™,

e O moderador é “idealizado”, isto €, consideramos que ele ndo absorve
néutrons e que sua eficacia é maxima. Dessa forma, faremos os calculos supondo
que todos os néutrons presentes no sistema sao néutrons térmicos e, portanto nao
sdo capazes de fissionar o U™ . As fissdes ocorrem, exclusivamente, com o0s

atomos de U™’;
e O meio circunvizinho € homogéneo e infinito;
Vamos ainda supor que o tamanho da esfera de raio R, €
suficientemente grande, de forma que o escape de néutrons da regido que contém o
combustivel antes que eles provoquem a fissdo seja desprezivel. Com estes

pressupostos o fim de um néutron deve ser, necessariamente, a absorgdo pelos

P 235 . ~ . T ~
atomos de U™ causando fissdo e produzindo, em média, v novos néutrons ou a
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= - 235 238 . ~ oy
absorcdo pelos atomos de U™ e U~ sem causar fissdo. Utilizando estes

pressupostos temos e=p=f=le [ =1, =0, assim:

KA (2.38)

. 235 A , . ,
Quando um atomo de U~ absorve um néutron térmico, o nimero
médio de néutrons emitidos por ele ¢ v=2,4. Utilizando as secdes de choque para a

fissdo e absorcao do uranio natural para néutrons térmicos, obtemos:

'
N _|_%

v=132. (2.39)

N \o,+0,

Dessa maneira obtemos:
k,=1,32. (2.40)

Devemos lembrar que esta € uma situacao idealizada e por isso
obtemos um fator de criticalidade maior que um. Contudo, no caso do reator natural,
mesmo que possamos desconsiderar o escape de néutrons devido as dimensdes do
sistema, ndo podemos esquecer que nao existe a presenga de material moderador.
As segdes de choque para fissdo do U*’ s&o grandes apenas para néutrons de
baixas energias, assim, podemos reduzir expressivamente o numero de fissdes do
U>. Além disso, o espalhamento inelastico dos néutrons pelos atomos de U™*
pode reduzir significativamente suas energias, tornando-os propensos a sofrer
captura radioativa antes de provocarem fissdes. Como resultado disso, em um
sistema que contenha apenas uranio natural (nas porcentagens atuais) nao é capaz

de manter uma reacdo em cadeia.
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Figura 7 — Distribuicdo da massa do combustivel.
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Na situagao real, o fator de criticalidade é dado pela equacao (2.6).
Mas, supondo que o reator tenha sido construido de forma a minimizar o escape de
néutrons (isto pode ser feito, por exemplo, revestindo o reator com um material

conhecido como refletor, cuja finalidade € devolver néutrons para o sistema através

de choques com os nucleos do material) de maneira em que podemos fazer (_I'F,ff ) ~

0, a condigao de criticalidade fornece:

k,~1=k,(L+1,). (2.41)
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3 A FUNGAO DE GREEN PARA A DIFUSAO

Os néutrons se movem no interior do reator em complicados
caminhos em zig-zag devido aos constantes choques com os atomos presentes no
interior do reator. Como resultado disso, os néutrons que em um determinado
instante e posicao possuem uma energia e direcao especifica, no instante seguinte
surgem em outra posicdo, energia e diregdo de movimento. Podemos, contudo,
tentar compreender o funcionamento do reator encontrando a dependéncia da
densidade dos néutrons em relacao a posi¢ao e ao tempo. Isto é feito resolvendo-se
a equacao de difusdo que, como veremos na seg¢ao seguinte, é obtida através da Lei
de Fick, a qual impde uma direcdo preferencial para o movimento dos néutrons. A
rigor, a densidade de néutrons ndo € simples de ser encontrada, pois além de
possuir dependéncia com a posi¢cao e tempo, ela possui também dependéncia com
a energia dos néutrons. Contudo, nesse trabalho, a analise da difusao dos néutrons
sera feita considerando-os como sendo monoergéticos, de forma a simplificar o
problema.

Umas das principais desvantagens encontradas na teoria de difuséo
esta relacionado com o fato dela ser invalida nas regides bem proximas a contornos
fisicos e fontes. Isto acontece por que a lei de Fick, a qual é utilizada na dedugao da
equagao de difusdo, falha nestas regides e, consequentemente, a equagdo de
difusdo também falhara [11] [12]. Dessa forma, ela ndo pode ser aplicada a sistemas
pequenos. Contudo, devido as dimensdes de um reator, quando calculamos a

densidade o dos néutrons através da equacgao de difusdo, assumindo que o cai a

zero a uma pequena distancia 4 além da fronteira, podemos esperar que o valor da
densidade nos pontos internos sejam bem préximo dos valores reais. Esta distancia
d é conhecida como distancia extrapolada e, sendo seu valor muito pequeno
quando comparado com as dimensdes do reator, pode-se fazer, sem muito prejuizo,

a densidade igual a zero nas fronteiras reais do reator.
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3.1 EQUACAO DE DIFUSAO

Quando pingamos algumas gotas de tinta vermelha em um copo
com agua, a tinta se difunde gradativamente. Inicialmente somente a regido préxima
de onde pingamos fica vermelha, mas com o passar do tempo a tinta se espalha
cada vez mais, até que no final do processo todo o liquido adquire uma cor rosada.
Este € um exemplo tipico de difusdo de soluto no solvente. Outros exemplos séo:
difusdo de fumaca no ar, de elétrons num condutor e de néutrons num reator
nuclear. A difusdo é um fenbmeno fisico que ocorre quando no meio ndo ha
equilibrio. No caso do copo com tinta, quando o estado final & alcancado, o sistema
ndo muda mais, pois quando o equilibrio é atingido a difusdo cessa. A difuséao,
portanto, esta relacionada com a diferenga de concentragdo da substancia (que se

difunde) nos pontos do meio. Esta concentragcdo pode variar no tempo e no espaco e
normalmente é designada por p(7.t).

A Lei de Fick descreve diversos casos de difusdo de matéria ou
energia em um meio onde ndo ha equilibrio na concentracdo ou densidade da
substancia difusiva, pois para que ocorra a difusao deve-se, necessariamente, existir

um gradiente de concentracao entre dois pontos. No caso de difusao de particulas, a

Lei de Fick afirma que J, a densidade de corrente de particulas, & proporcional ao

gradiente de concentracgéao:

J=-DVp, (3.1)

onde p é a densidade de particulas e D ¢é o coeficiente de difusdo das particulas

no meio. A lei de Fick dada pela equacéo (3.1) € uma equagao fenomenoldgica
valida para muitos casos de difusdo. O sinal negativo na equagéao significa que a
difusdo ocorre no sentido das regides de maior concentragdo para as regides de
menor concentragao. Utilizando conceitos da teoria cinética, podemos mostrar que o
coeficiente de difusdo de néutrons em equilibrio térmico em um reator nuclear é

dado por:

D=§ﬂv (3.2)
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sendo v, a velocidade média dos néutrons entre uma colisdo e outra e 4,0 livre

caminho médio de transporte. A equagao da continuidade € dada por:
a—'0+V-J=O. (3.3)

Combinando (3.3) com e a lei de Fick para meios homogéneos,

obtemos:

P _pvip=0 (3.4)

ot

que € a equacao de difusdo para um sistema sem fontes, sem absorcio ou criacao
de particulas. Contudo, na situacao real de néutrons em um reator, a equacéao (3.4)
nao seria valida, afinal, na pratica, temos sempre que levar em consideracdo a
producado e a perda de néutrons. A produgao de néutrons é devida a absorcao dos
néutrons ja existentes no sistema pelos atomos do combustivel, com posterior
fissdo. A fissdo pode liberar néutrons diretamente ou através do decaimento dos
nucleos filhos. Por outro lado, a perda de néutrons pode der devida a absorgéo por
parte do combustivel sem subsequente fissdo ou absorgédo pelos nucleos de outros

atomos presentes no meio. Assim, a equacao de difusdo deve ter a forma:

d
8—f—DV2p=1pp—zap+qo, (3.5)

onde y, € a taxa de absorgdo de néutrons, y ¢€ a taxa de producdo ¢, € um termo
P

que se refere a existéncia de fontes, tipico de cada sistema. No caso de um reator
nuclear, o termo de fontes pode ser, por exemplo, uma fonte externa de néutrons ou
uma fissdo espontdnea de um atomo do combustivel. Observe que a fonte, ainda
que emita apenas um néutron num dado instante inicial, € necessaria para dar inicio
ao processo da reagao de fissdo em cadeia.

Como estamos interessados em estudar o georeator proposto por

Herndon, o qual possivelmente tem uma forma esférica, localizado no nucleo interno
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da Terra, neste capitulo iremos buscar solu¢gdes da equacdo de difusdao para

sistemas esféricos através do método de Green.

3.2A FUNCAO DE GREEN DEPENDENTE DO TEMPO PARA A EQUACAO DE DIFUSAO EM UM
MEIO HOMOGENEO E INFINITO

O meétodo da fungdo de Green fornece uma estratégia para

resolugao de equagdes diferenciais ndo homogéneas do tipo:
Lu(r) :¢(r) , (3.6)

onde L ¢é um operador diferencial auto-adjunto. A equacgao (3.6) €& definida no

intervalo [a,b] € ¢(r), geralmente chamada de funcéo fonte, € sujeita a condigdes

de contorno especificas em a e b [13]. O método consiste em introduzir G(r,ro), a

funcado de Green do problema, a qual é a solugao de um ponto-fonte:
LG(r,ry)=6(r-r). (3.7)

O fato do operador L ser auto-adjunto ndo faz perder a
generalidade do problema, pois qualquer operador diferencial linear de segunda
ordem pode ser colocado nesta forma através de um fator de multiplicagao

adequado. Devido a linearidade de (3.6), nés podemos encontrar a solugéo para a
equacao com a funcao fonte ¢(r) utilizando superposi¢cdes. Assim, sendo ¢(r)

expressa por:
¢(r)=J.¢(r0)5(r—r0)dr0 (3.8)

entdo u(r) sera:

u(r)=[$(r)G(r.r,)dry . (3.9)
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Estamos interessados em encontrar a funcédo de Green para um

meio homogéneo e infinito, sem taxa de absor¢ado ou taxa de producéo presentes.
Supondo que em (ro,to) uma unica particula seja emitida neste meio. A equacéo que

devemos resolver é:

0G (F,t;7y,1,)

py —a’V?G(F,t;7,,t,) =16 (F 7)) 6 (1 —1,) » (3.10)

onde @’ =D, o coeficiente de difusdo do meio. O fato do meio ser homogéneo e
infinito implica que a fungao de Green pode ser considerada em fungao unicamente

das diferengas 7 -7, e t—t,, isto é:
G(7,6:7,1,) = G(F =7 t—t,). (3.11)

Sem nenhuma perda da generalidade do problema, podemos fazer

7,=0 e t,=0, de forma que (3.10) fica:

%_azvzg(m)zw(as(z). (3.12)

Observe que a funcdo de Green no caso descrito € a prépria
densidade, sujeita a condi¢&o inicial G(F,t):O para t<0. A solugdo da equagao

acima para um meio isotropico, homogéneo e infinito pode ser encontrada via

transformada de Fourier [12][13][14] e para ¢ > 0 resulta em:

@ (3.13)

onde A4 é determinada pela condicao de contorno sobre G, isto é, fazendo que a
integral sobre o volume seja igual a quantidade de particulas emitidas pela fonte
(que no caso € um). Como nao ha absorg¢ao ou produgao presente, a quantidade de

particulas que a fonte emite deve ser conservada:
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G(7.1)dv =1. (3.14)

todo
espago

Esta integral fornece A4 :1/87m3 . Portanto, para o caso geral, com 7

e t, arbitrarios, a fungdo de Green fornece:

- = _ 1 - a*(t-ty)
ey o
0

valida para ¢>¢, e nula quando ¢<¢,. A funcdo de Green é uma distribuicdo que
possui um maximo em r=0 e tem uma forma do tipo delta centrada neste maximo

quando t—¢,. O termo 47m2(t—t0) fornece a largura da distribuigdo. Devido a

isotropia do problema o comportamento de G(F—Fo,t—to) sera 0 mesmo em

qualquer direcdo.

3.3CALCULO DA DENSIDADE PARA UM SISTEMA CONTENDO UMA FONTE PONTUAL

LOCALIZADA EM 7, .

3.3.1 A Funcéao de Green Independente do Tempo

Considere um sistema esférico com uma fonte-ponto localizada em

7, emitindo particulas a uma taxa constante ¢,. A equagdo de difusdo para este

sistema é:

%—azvzp(i,t)zqodﬁ—?o). (3.16)

No caso em que o é independente do tempo:
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1 d dp(r) 1 .
FTEKFZTJ:—?qOé‘(I"—I’O), (317)
cuja solugéao é do tipo:
- o
p(r): _ (3.18)

A constante a é obtida impondo-se a condigao de que o fluxo sobre

a superficie fechada S de raio |F - F0| , centrada em 7, , deve ser constante e igual a

taxa de emissao de particulas pela fonte:

U‘]SJ'dS:qO. (3.19)

Esta condicao fornece « igual a:

4y
o=—", 3.20
dra’ ( )
portanto:
- 9 1 0= =
r)= =q,G (V,r 3.21
,0( ) A |’7_I70| 9,G"(F, 1) ( )
onde
0/ — 1
G (F,I’O)ZT- (3.22)
4ra |r—r0|

A equacéo (3.22) é a funcao de Green do sistema independente do
tempo e sem absorcdo. Dessa forma, a densidade devida a uma superposicdo de

fontes pode ser obtida a partir da taxa de producao (pelas fontes) e da integragao de

G°(#,7,) sobre o volume que as contém (veja segdo 3.4).
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3.3.2 A Solucéo Dependente do Tempo

Analisaremos em seguida o caso em que a densidade possui

dependéncia temporal. Chamando novamente de ¢, a taxa de emissdo de
particulas pela fonte - (g, = néutrons/ tempo) - e estando a fonte localizada em 7, a

densidade de particulas, quando a fonte passa a atuar de forma constante a partir

de ¢,, pode ser obtida superpondo-se as contribuicdes devidas a cada intervalo de

tempo dt,:

p(?,t)=I(:qOG(F—?O,t—tO)dtO. (3.23)

A funcao de Green para o sistema € fornecida pela equagao (3.15).

Portanto:

- 4 1 4a*(1—1y)
p(7.t)=1¢q “dt,, (3.24)
( ) jO 0 (47Z-az(t_t0))3/2 0
onde fizemos 7, =0. Resolvendo a integral acima:
- 9, 1| V7 N7 ( r J
F,t)= — erf (o)——er, 3.25
ou
» 9 1 r
A)=——|1- 3.26
p(71) dra’ r[ erf{za\/;H (3:26)

Quando fazemos o tempo tender ao infinito, a expressdo acima

fornece:
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lim p (7,£) = —2 1 (3.27)

H
10 Ara® r

ou seja, a solugdo estacionaria é igual a solugao dependente do tempo quando

I —>00

3.4CALCULO DA DENSIDADE PARA UMA FONTE EXTENSA COM TAXA DE PRODUGAO
CONSTANTE. CASO INDEPENDENTE DO TEMPO

Vamos agora analisar a situagédo na qual as fontes estao distribuidas
uniformemente em uma determinada regiao esférica de raio R, emitindo néutrons a

uma taxa ¢, (observe que agora g, tem a dimensdo de néutrons por volume). A

densidade é entdo devida a superposigdo destas fontes pontuais e, como ja foi

mencionado, ela pode ser calculada a partir da taxa de emisséo ¢, vezes integragdo

da fungdo de Green dada pela equagéao (3.22) sobre o volume em questao (volume

que contém as fontes), conforme mostra a figura 8.

p(7)= j q,G° (7.7, dV, , (3.28)

portanto:

—av,. (3.29)
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Figura 8 — Distribuicao das fontes.

Ha duas regides diferentes a serem consideradas. A primeira € a
regido que contém as fontes distribuidas uniformemente, ou seja, a regido com r

menor que R, para qual denominaremos a densidade por p,, e a segunda é a
regido sem fontes, com » maior que R, na qual chamaremos a densidade de p, .

Para a regido sem fontes, a densidade ¢ calculada por:

A=111, [4,m T ,,J(rozdro)(senﬂd@)(w) (3.30)

Esta integral fornece:

R 1
p,(r)= ‘goaz - (3.31)
Na regido com fontes, a densidade é calculada a partir de:
27qy 7 2 n sen0do
Yo, r) =——| (7 dr,
i 4ra’ J.O ( ’ 0)'[0 (172 —7, =27, cosé?)l/2
(3.32)
2ﬂq 7 sen@d@
472a0 I (ro dr, )J. TR

0 (=2 =
(r2 — 1y —2rr, cos (9)
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Resolvendo a integral obtemos:
p(r)= g - o2 (3.33)

Observe que as duas solugdes obtidas — equagdes (3.31) e (3.33) —
poderiam também ser encontradas pelo método tradicional de resolucdo das

equacdes diferenciais abaixo, validas, respectivamente, para r >R e r<R:
azvzp(F)zo r>R
a’Vip(F)+q,=0 r<R

Contudo, elas foram resolvidas pelo método de Green a fim de se

criar uma base para os calculos posteriores.

3.5CALcuLO DA DENSIDADE PARA UMA FONTE EXTENSA E CONTINUA. SISTEMA
DEPENDENTE DO TEMPO.

Iremos agora considerar o caso em que a equacao de difusao possui
dependéncia temporal. A fungdo de Green deste caso € a equagao (3.15) e a

densidade é dada por:

- f

p(r1)=], J[w (io_t T e “ay, lar,. (3.34)
0 0

Novamente temos duas regides distintas para a integracao. A regiao
que contém fontes, com <R e a regido sem fontes, com r>R. Como na segao
anterior, chamaremos p, a densidade na regido com fontes e o, a densidade na
regido sem fontes. Os detalhes da integragdo encontram-se no APENDICE A. Para
a regido sem fontes encontramos que a densidade € dada pela equacéo (A.19).

Para tempos muito grandes (¢ — o) foi demonstrado que:
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. - q,R’ 1
1 = —,
,Lrgp(r,t) 3a’ r

que é a equacado (A.29). O calculo para a densidade na regido r<R também
encontra-se o APENDICE A e é bastante semelhante ao célculo da densidade na
regidao sem fontes. Novamente foi demonstrado que a densidade dentro de regido
que contém as fontes, quando o tempo tende ao infinito, fornece o mesmo resultado
da densidade encontrada resolvendo-se a equacao independente do tempo —

equacgao (A.39):

. - 9o p2_ 90 2
limp, (7,t)=—=R ——=r".
t—>°°pd( ) 24’ 6a’

O grafico da figura 6 mostra a comparagao das densidades em um
meio sem absorcdo para o sistema independente do tempo e para o sistema
dependente em diferentes instantes. O grafico foi gerado com auxilio de um cddigo
em FORTRAN.
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Figura 9 — Densidade de néutrons gerados por uma distribuicdo esférica de fontes em um
sistema em que ndo ocorre absorgao.

Densidade/(RzlaZ) em funcdo de r/R

0,54
0.4 - —1=0,1
- —1=0,5
© —t=1
X 03 — =300
§ independente do tempo
9
o)
()]

rR

Na linha rosa tem-se a densidade em funcéo da posi¢ao na situacao
em que o sistema é independente do tempo — equacgdes (3.31) e (3.33). As outras
linhas foram feitas utilizando as equacdes (A.19) e (A.36), as quais sao as solugdes
dependentes do tempo para as regides sem fontes e com fontes. Os tempos
empregados foram: =01 (linha preta); #=0,5 (linha vermelha); ¢+ =1 segundo (linha
azul); t=300 segundos (linha verde). O cdédigo foi criado com a finalidade de se
verificar apenas o comportamento da densidade para as diferentes posi¢coes. Dessa

forma as constantes foram igualadas a unidade (¢ =1, R=1, ¢,=1). Observamos

claramente o pico da densidade quando r—0, ou seja, a densidade em cada
instante distinto € sempre maior nas regides préoximas a fonte. Podemos notar

também através do grafico que, para tempos cada vez maiores, ela tende ao estado
estacionario.
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3.6 CALCULO DA DENSIDADE PARA UMA FONTE EXTENSA EM UM MEIO ONDE HA ABSORGAO.

Ja vimos que para uma fonte puntiforme localizada em 7,=0, a
densidade é dada por:

)_L

Ara’ |F|

p(7
Para a fonte extensa nés simplesmente fizemos

p(F) = J.qoppontualdV )
14

Nosso objetivo agora é calcular a densidade de néutrons em um
meio absorvedor. Portanto, devemos inicialmente analisar o caso de uma fonte
puntiforme que emite particulas a uma taxa ¢,. Assim, considere a equagdo de
difusdo independente do tempo com um termo de fonte pontual e taxa de absorgao

diferente de zero:

—DV’p=—y,p+q,6(F—1,)5(t—1,). (3.35)

Chamando D=a":

_Li(,,zm

P\ dr ]:_%p(”*%fg(f—%ﬁ(f—%)- (3.36)

Para qualquer ponto 7 #7,, temos:

Li[rz dp(r)j e i), (3.37)

r* dr dr a’

Definindo ¢ = pr, obtemos:
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d2
() =24 (r).

(3.38)
A solugcao da equacgao acima é:
o, A, Ae’@r Be@r
d(r)=4e * +Be* —p(r)= + . (3.39)
r r

Observando que p(r) tem que ser finita quando » — o, a constante
B deve ser nula. Portanto:

. (3.40)
,,

A constante 4 pode ser obtida imaginando-se uma pequena esfera
de raio r centrada na fonte. Quando » — 0, o fluxo que passa através da superficie
dessa esfera deve ser igual a quantidade de particulas emitidas pela fonte, isto €,

Lin3(4ﬂrzj(?)) =g, . Lembrando que a corrente é dada por J =—-a’Vp:

A V.
17i1>13(47rr2j)—1fi_r)13(47rr2)[a2 {ﬁze - _ANZ, . 'ﬂ_%_

(3.41)
r r a
Portanto 4 = —2° > . Assim obtém-se:
dra
- q, e “
=20 = 3.42
p(r) 4ra®> r ( )

Se as fontes estiverem distribuidas em um volume esférico de raio

R, conforme mostra a figura 8, com absorcao presente, a densidade de particulas é
obtida por:
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AR
p(r)_lmmz o

Quando integrada adequadamente sobre as duas regides (R>r e

r < R) a densidade encontrada é, respectivamente:

s V Vta A A
pf(?)z o ¢ Re o ——2 "0 Re e Lo (3.43)
2y, T \/;(—a Xa
e
q e’R@ R 2 A q
p,(F)==-———|—Re ¢ +Re * - e ¢ + e « |+X (3.44)
2y, 1 \/;(_a \/Z a

A funcdo de Green para o caso em que existe absorgdo e

dependéncia temporal é:

‘r*ro‘z
_la(t_t(l)

G(Fofuty) = e 0 (3.45)

[47ra2 (-1, )]3/2

A densidade ent&o é calcula a partir de:

\r—ro\z

7 _[ = _ [ 9, 4a2(z—t0)_l"(t_t0)
p(r’t)_.[o(JO%G(’”’th’to)dVojdto _.[o 1'/[[472'612 (t_tO)T/Z ¢ dv, dt, (3.46)

A integral acima foi resolvida numericamente. Também foram
encontradas solugdes numéricas para o caso da fonte extensa sem absorgao. Estes
resultados encontram-se no grafico da figura 10. A linha preta representa

comportamento do sistema em que ndo ha absorcdo e as linhas coloridas o
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comportamento da densidade quando a absorcao esta presente. O tempo usado em
todos os casos foi t =10 segundos. Os coeficientes de absorgdo empregados foram:
2, =01 (linha verde); y,=0,5 (linha azul); y, =1 (linha vermelha). Observamos

que o comportamento do sistema com absor¢cdo e sem absorcdo € o mesmo,

mudando apenas o valor maximo da densidade devido ao fator adicional do
expoente.

Figura 10 - Densidade de néutrons gerados por uma distribuicao esférica de fontes em um
sistema com absorgao.

05 Densidade/(RzlaZ) em funcéo de r/R
0,4
NE |
o 034 independente do tempo
% —x,=0.1
> —,=0.5
8 0,2 Xa
8 — X’a:1
0,1
0,0
T T T T ]
0 2 4 6 8 10

r'R
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4EQUAGAO DE DIFUSAO INDEPENDENTE DO TEMPO PARA UM REATOR
NUCLEAR

Nos capitulos anteriores efetuamos uma analise geral dos processos
de difusdo em meios homogéneos e distintos, contendo uma interface de separacéo,
sistemas contendo fontes pontuais e extensas e fixamos nossa analise nos sistemas
estacionarios e dependentes do tempo. Neste capitulo e nos proximos vamos
procurar aplicar os conceitos anteriormente abordados a situagbes mais préximas
dos sistemas reais, reatores homogéneos de dimenséo finita. Antes de trabalharmos
com a equacao de difusdo dependente do tempo, iremos partir do caso mais
simples, ou seja, o caso em que a difusdo é fungdo apenas da posi¢cdo. Assim, no
transcorrer deste capitulo, enquanto procuramos solugdes para a equagao
estacionaria, algumas quantidades importantes que propositalmente nao foram
mencionadas no capitulo anterior, tais como comprimento de difusdo e o raio critico
de um reator nuclear térmico como encontrados na literatura, aparecerao

naturalmente.
4 .1 ASPECTOS DE UM REATOR EM REGIME CRITICO

Considere inicialmente um reator nuclear térmico cujo combustivel
esteja distribuido de maneira uniforme em uma esfera de raio R, circundado por um
material também homogéneo, mas que somente absorve néutrons, sem fissionar.

Na auséncia de fontes (tanto as fontes externas que emitem néutrons na taxa ¢,,

quanto qualquer fissdo espontdnea), a densidade certamente permanecera nula.

Por outro lado, suponha que em ¢, seja colocada uma fonte puntiforme em x,=0,

de maneira que ¢, =15(0)5(7—1,). No estado estacionario a equagéo de difusdo do

sistema para a regidao » <R tem a forma:

DVip=x.p=% p- (4.1)

A taxa de produgdo de néutrons, tendo como base a fissdo do **U

provocada por néutrons térmicos, é dada por:
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2, =(Z. v, )nepf =(Z, v, k... (4.2)
A equacéo de difusdo estacionaria fica:

z z
Vzp—%p+“TV”kwp=O. (4.3)

r ' n

Sendo o coeficiente de difusdo dado por D =%/1 v , temos:

Vip-— 2 p=0. (4.4)

r=7r, (4.5)

entdo a equacao de difusao pode ser escrita como:

Vzp—(l_szmjp:O. (4.6)

Observe que L tem dimensdo de comprimento. Esta quantidade é
conhecida como coeficiente de difusdo e fornece a distancia total, em linha reta, que
um néutron percorre antes de ser absorvido. O coeficiente de difusdo térmica é
frequentemente encontrado em calculos de reatores [11]. Comparando as equacdes
(4.1) e (4.6):

a2, (k1) (4.7)
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Na regidao >R nao ha combustivel, logo ndo faz sentido falar em

taxa de producgao. Portanto, a equagéao para esta regiao é:
Vip+| L |p=0. 4.8
p ( b ]p (4.8)

Solugbes estacionarias com po#0 sdo possiveis somente se

X,—X,>0, ou seja, taxa de produgao local maior que a taxa de absorgao. Uma

analise da situagéo em que y, -z, <0 leva a solugdes fisicamente inaceitaveis.

4.2 SOLUCOES DA EQUACAO DE DIFUSAO INDEPENDENTE DO TEMPO PARA UM REATOR

TERMICO

Vamos agora encontrar solugdes para a equagao de difusdo para o
sistema estacionario descrito na secado anterior. Os indices 1 e 2 servem para
denotar, respectivamente, as duas regides distintas do problema, isto é, a regidao que
contém combustivel e, portanto, ocorre tanto a absor¢édo quanto a producgéo e a

regido que nao contém combustivel, onde s6 ocorre a absorgao.
-DVip=y,p~x.p (r<R)
~-DV’p=-xip (r>R)
4.2.1 Solugao da Equacéao para a Regiao Interna

Chamando L Z,,J(;

1 (al

e fazendo p(r)= M a equacao de difusao
r

independente do tempo pode ser colocada convenientemente na forma:

a9,
ar’ (al)

L2¢:0, (4.9)
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cuja solugéao é:

¢(r):Acos(%l)+Bsen(%l), (4.10)

onde definimos a constante , = al/J/’c1 . Assim, a densidade fica:
A B
== v — r : 4.11
p(r) ; COS(Alj-F ; sen(ﬁl) (4.11)

4.2.2 Solugado da Equacéao para a Regiao Externa.

Semelhantemente ao que foi feito anteriormente, definimos a

2

quantidade Loy = L -, de forma que a equagéo para ¢ fica:
2 az
2 2
flr‘f—(%)2¢=o. (4.12)
a,
Portanto:
#(r)= Ale_%z +Ble%fz , (4.13)

com L, = az/«/K2 . A densidade ent&o fica:

fllei%2 Ble%2
= + .

p(r) (4.14)

r r
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4.2.3 Condi¢des de Contorno

A constante B, tem que ser nula para que a densidade nao divirja

quando r —> . As outras constantes também devem ser deduzidas por meio da
imposicdo de condicdes de contorno adequadas. Comecaremos entdo, pela
condigdo do fluxo, a qual pode ser entendida imaginando uma pequena esfera de
raio r na regiao r<R. No estado estacionario, o fluxo liquido que passa através

dessa esfera quando » tende a zero deve ser nulo:

lim(47z* ) j (r) =0. (4.15)

r—0

Podemos demonstrar que esta condigdo fornece 4=0. A segunda

condigao diz respeito a continuidade da densidade em r=R:

B (R) de'n
—sen| — |[=—1—— (4.16)
R\ L R
e, portanto:
R
4 = Bsen(ﬂ]e = (4.17)
1

Por fim, a ultima condigdo esta relacionada com a continuidade do

fluxoem r=R:

fornecendo:
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Bsen(Rj Bcos(R]
o)) M) am 1 1] .

Manipulando a equagao acima podemos escrevé-la como:

tan [—j - DL,R . (4.19)
L L (LZD1 -L,D, —RDZ)

A equacgao (4.19) determina o raio critico do reator. Para um meio
externo altamente absorvedor, de forma que a densidade caia rapidamente a zero

nas regibes fora do reator, temos que L, — 0, consequentemente:

tan(ﬁ )—)—0 (4.20)
L

ou seja:
R =Ln (4.21)
ou, de forma mais explicita, mostramos que o raio critico de um reator operando em

regime estacionario esta relacionado com coeficiente de difusdo da regido com

combustivel, a taxa de producéo e a taxa de absorcédo da forma:

- _ (4.22)

Normalmente o raio critico de um reator € encontrado na literatura
[8] tomando-se a densidade igual a zero quando r=R, ja que os reatores sao
construidos de forma a minimizar o escape de néutrons. Foi mencionado
anteriormente que reatores térmicos sdo aqueles em que a fissdo é provocada por
néutrons térmicos. Considerando-se que os néutrons da fissdo sdo emitidos com

energias altas, a quantidade L que aparece na equacao (4.22) deve ser substituida
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por pelo coeficiente de migracdo M , que leva em contas dois fatores: a distancia

percorrida pelos néutrons antes da termalizacdo (L, ) e a distéancia que ele percorre

até ser absorvido.

M =L+L. (4.23)

Na equacgao (4.22) se k, <1, entdo a expressao nédo tem sentido
fisico. Se k£, =1 o raio critico do reator deve ser infinito. Somente com £ >1

podemos chegar a um valor finito para o tamanho do reator. O volume critico do

reator esférico segundo (4.22) é entao dado por:

(4.24)

3 32
PZNIBD(M J |
i

w
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5 EQUAGAO DE DIFUSAO UNIDIMENSIONAL DEPENDENTE DO TEMPO PARA
UMA REGIAO FINITA

5.1 DIFUSAO UNIDIMENSIONAL DEPENDENTE DO TEMPO

Antes de comegarmos com o caso de interesse, isto é, o estudo da
difusdo tridimensional dependente do tempo, iremos introduzir o problema de
maneira mais simples, supondo que os néutrons se difundem apenas em uma
diregdo. Assim, considere que os néutrons estao restritos a regido compreendida
entre x=0 e x=L, sendo que fora destes limites a densidade se anula. A equacéao

de difusdo dependente do tempo em uma dimenséao é dada por:

%[p(x,t)] :azgz[p(x,t)}(zp —X)P+4,, (5.1)
onde o termo ¢, determina uma fonte instantdnea na posicao x=ux,:
g =6(x—x,)5(t—1,) (5.2)
e sendo p(x,t) sujeita & condigéo:
p(0,t)=p(L,1)=0. (5.3)

Se ndo houvesse dependéncia temporal, a equacao (5.1) ficaria:

D))= =L o) gy (x-x)5(—1,), (5.4)

2
dx a

onde k =y, - x,. A solugao geral desta equagao é:
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p(x)= Asen(\/aitx]+ Bcos[ %x} . (5.5)

Mas impondo a condi¢do p(0)=p(L)=0 obtemos:

p(x) = Asen (%) ) (5.6)

A estratégia para resolver o caso dependente do tempo consiste em

resolver a equacgao para a fungao ¢(x,xo,a),t):

o _

82 —iot
o aza—x?+(;(p—;(a)¢+5(x—xo)e ) (5.7)

Em seguida, p(x,x,,t) para o caso da fonte subita é obtida

somando-se todas as solugdes possiveis entre +wo, isto é:
1
p(x,%,,1) = — [ pdo. (5.8)

Observe que o termo de fonte em (5.7), g=35(x—x,)e™, & tal que:

L an=5(1) (5.9)

27w I

€ assim com a soma em @ recuperamos a forma de uma fonte subita. Por observar
~ ~ . . . , . X . ~
que a solucado da equacédo estacionaria € do tipo AsenT, iremos supor solucdes

para ¢ na forma:

¢(x, Xy, a),t) = iAmsen ( mzzx

m=1

je""”t . (5.10)
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Substituindo (5.10) em (5.7):

o0 o0 2
03 4, sen ( mzrx je_iwt - 34, ( mzm j e ( mzrx j oo

m=1 m=1

(5.11)
+ (;(p -7, ) z A, sen ( mfx}_i‘”’ + 5(x - xo)e_’m,
m=1
. ~ nwx :
multiplicando esta equacéao por Sen(Tj e integrandode 0 a L:
—ia)J.OL ; A, sen ( mzrx j:en ( nzx J edx =
L& mra mrx nwx
—J- ZAm( ) Sen[ jsen (—je”‘”dx
0o L L L
(5.12)
+ (;(p —Z. )IOL ; A, sen ( m]izx }ven ( nzx ] e dx
+ J-OL 5(x—x,)e " sen (%} dx
Utilizando:
IL sen ( mﬂxjsen(nﬂxjdx = £J.”sen(my)sen (ny)dy = ££5 (5.13)
0 L L w0 2 ™
e substituindo em (5.12) obtemos os coeficientes A4, :
2 (nﬂxoj
Zsen .
n (5.14)

_—ia)+,8n2+(;(a—;(p)’



63

T

al

2
onde ﬁ:[ ) . Assim, a solugao (5.10) fica:

2 (nﬂxoj [nﬁx)
. zsen I sen I |
¢(x,x0,a),t):z . e’ . (5.15)

Substituindo este resultado em (5.8):

2 nix, nrx
| o & Zsen I sen T ‘
-—[ > e . (5.16)

2245\ i+ pr’ + (2, - 1,)

Para encontrar p(x,x,,t) dada por (5.16) devemos resolver a

integral:
- i . e io+ B’ +(y, -
1= ° do=| [ ﬂ2 EZ ){pﬂda), (5.17)
~—iw+ fn +(;(a—;(p) *°° W ta
onde «a = fn’ +(;(a —;(p) . A integral acima pode ser rescrita na forma:
iro wcos(a)t)z—zsezn(a)t) dort o w cos(a)tZ—zsezn(a)t) do = e (5.18)
- W +a - o +a

Assim, a densidade resulta em:

p(x,x,,1) = %isen ( 7% jsen ( m[xje{[Lj %%}} . (5.19)

Observe que a expressao (5.19) esta de acordo com a situagéo de

uma fonte subita emitindo uma particula em x,, isto é, em ¢ =0:
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p(x,xO,O):%isen(nixo }en(%}zé(x—xo) (5.20)

n=1

é uma possivel representagdo para a fungdo &(x—x,)[15]. A

expressao para p(x,xo,t) da forma com que foi definida em (5.19) nada mais é que

a expressado que fornece a fungdo de Green do problema quando expandida em

termos das auto-fungdes do sistema [12][13][15].
5.2 EVOLUCAO DO SISTEMA E CONDICOES DE CRITICALIDADE

Considerando o primeiro termo da expressao dada por (5.19),

observamos que o regime da evolug¢ao do sistema € determinado por:

2
(%) T, (5.21)

Assim, as condi¢des de criticalidade podem ser definidas através

destas quantidades da forma:

1. Supercritico: a populagcdo de néutrons aumentara

exponencialmente com o tempo se:

ma
X, > (T] + 1, (5.22)

2. Critico: o regime é alcancado impondo (5.23). Neste caso, o
primeiro termo da expansao € t-independente e define a solugdo estacionaria e os

outros termos decrescem exponencialmente com o tempo.

7, :(ﬂJ +y,  (5.23)
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3. Subcritico: Todos os termos decrescem exponencialmente com o

tempo e a cadeia ndo se sustenta se:

X, < (—jz + 7, (5.24)

5.3 O ReGIME CRITICO

No caso da evolugdo em regime critico temos:

Xy = Za =(—j : (5.25)

(xx t)—zsen ﬂ sen(ﬂj
PAEX D)= L L

(5.26)

observe que no limite em que ¢t —» « a expressao para a densidade dever ser a

mesma que para o caso estacionario:

}ijgp(x,l) :%sen[%jsen(%J: Pt (X) (5.27)

e podemos observar a dependéncia da densidade de néutrons com a posi¢géo onde

o primeiro néutron foi criado. A populacdo de néutrons sera maxima quando

x, =L/2, e a maxima densidade para tempos grandes sera dada por:



66

" (x) = %sen (%) . (5.28)

5.3.1 Numero de Néutrons em Fungédo do Tempo no Regime Critico

A condicdo de criticalidade do reator fica mais clara quando

calculamos a populacdo de néutrons no sistema, isto é:

N(1)=] p(x.t)dx. (5.29)

p(x, xoaf) - %isen(nﬂxo jxen(nﬂxje{(nz_l)(L] } , (5.30)

n=1

assim

J-L sen (n_;erj e{(nz_l)(LJ }dx : (5.31)

0

_23% nrx,
N(t)—L;sen( I j

A integral acima fornece:

N(t):i z Me{(nﬂ)[”;]z}’ (5.32)

e :% O<x<z (5.33)
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obtemos N(0) =1, como deveria ser para o caso de uma fonte pontual emitindo uma
particula em f,=0. Observamos também que para ¢ — « a populagdo de néutrons

sO depende da posicao onde o primeiro néutron foi criado:

lim N (¢) =isen(%j. (5.34)

t—00 V4

Pela equacdo acima, nota-se que a populagcdo € maxima quando a
fonte é colocada no centro do reator. No nosso caso unidimensional, esta posi¢cao &

x, =L/2 e nimero de néutrons é igual a 4/ .

5.3.2 Comportamento da Densidade e do Numero de Néutrons Dependendo da

Posig¢ao da Fonte Inicial

Com a densidade de néutrons em regime critico - equagéo (5.30) -

foram gerados os grafico dados pelas figuras 11 e 12 com as fontes colocadas nas
posicdes x, =L/2 e x,=L/3. No programa, a quantidade (za/L)’ foi tomada igual a

unidade, o comprimento considerado foi L=2 e os tempos foram variados entre
5x107° e 10. E importante observar que todos os graficos foram construidos em

funcdo das variaveis multiplicadas por (7m/L)2 .



Figura 11 — Densidade de néutrons para a fonte colocada na posi¢do X, =L/3.

Densidade

Figura 12 — Densidade de néutrons para a fonte colocada na posi¢do x, = L/2.
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Tanto para a fonte em L/2, quanto em L/3, observamos que na
medida em que t—0 a fungdo se comporta cada vez mais como 5(x—x0),

conforme mostra a equacgao (5.20). Podemos notar também que nos dois casos o

valor maximo da densidade estacionaria acontece na posig¢ao central.
Os gréficos das figuras 13 e 14 fornecem N(¢) calculados através

de (56.32). O primeiro grafico foi criado de forma que o numero de néutrons se

estabilizasse em um. Assim, da equagcdao (5.34) temos a quantidade

T /L“ 0,9033 . Observe que o nimero de néutrons cresce inicialmente e depois

cai, se estabilizando em seguida na quantidade desejada.

Figura 13 — Numero de néutrons no caso critico em fungédo do tempo.

106 NUmero de néutrons em fungao do tempo
1,05 —
" 1 Posicéo da fonte
S 1044 (x,/L)=0,903339
= 1
=
o 1034
©
o
2 1,024
=]
=
1,01 +
1,00 —




Figura 14 — Numero maximo de néutrons em fungédo do tempo no caso critico.
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O gréfico da figura 14 foi gerado de forma a se obter a maxima

densidade, a qual é alcangada fazendo-se a posicéo da fonte igual a x,=L/2. O

namero de néutrons nesta situagao cresce rapidamente e, como ja foi mencionado,

ele se estabilizaem 4/ 7~ 1,273

5.4 O REGIME SUBCRITICO

Iremos trabalhar com a densidade dada por (5.19). Devemos

observar que na situagao subcritica a taxa de producao deve obedecer (5.24), ou

seja, ela deve ser menor que taxa de producdo critica dada por (5.23). Se

conservarmos constantes as quantidades za/Le y,, e escrevermos a taxa de

producao subcritica como:

Zsub :Zc té.

O expoente de (5.19) pode ser escrito da forma:

(5.35)
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[%jw —zc+g{(n2—l)(%jz}+a (5.36)

e a densidade entao fica:

p(x,x,,1) = %Zoi: sen ( 7% ]:en ( nﬂxje{<n2_l)( ‘ ) }e‘” : (56.37)

L L

Observe que agora, mesmo se tomarmos n =1, devido a segunda
exponencial, a densidade decrescera exponencialmente com o tempo e a reagdo em
cadeia ndo se sustenta. Em termos da quantidade &, o numero de néutrons no

sistema é:

sen(nﬁxoj 2 p(7aY
O {eteTh, e (5.38)

Outro fator importante envolvido no processo € o numero total de
néutrons produzidos durante todo o tempo de operagdo do reator. Ele esta

relacionado com a taxa de fissao através da equacéo:
N =[x, N (1)t (5.39)

Substituindo (5.32) em (5.39) e integrando:

sen ( n7Z'x0 j
N (7)Y

7 ’{(nz _1)( )2 +g} .

(5.40)

=~ |
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O grafico da figura 15 fornece o numero de néutrons em funcao do
tempo no caso subcritico para dois valores distintos de ¢: na linha vermelha temos

£=0,1 e na linha preta temos £=0,01. O numero total de néutrons gerados no

processo para os dois casos esta indicado no grafico.

A figura 16 fornece uma comparagao entre as expressdes para

N(t)/ x, com as fontes localizadas nas posigoes L/2 e L/3 considerando ¢=0,1.

O valor do nimero total de néutrons é maior inicialmente para a fonte em L/2. A

partir de £~ 30 o nUmero de néutrons em ambas situagdes passa a ser basicamente

O mesmo.

Figura 15 — Numero total de néutrons gerados no sistema no caso subcritico para as fontes
localizadas em L/2 com £=0,1 e £=0,01.
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Figura 16 — Comparacéo entre o numero de néutrons gerados com as fontes nas posicoes

L/2 e L/3.
1o Numero de néutrons para fonte em posigdes distintas
1,0 4
2
S 0,8 1
=]
2
o 064
©
o
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5.50 EFEITO DE UMA SEGUNDA FONTE SUBITA

Supondo agora o caso em que duas fontes subitas e pontuais sao

introduzidas no sistema: a primeira em (x,,Z,) e a segunda em (x,,1,), com ¢, >7,. O

termo de fonte ¢, pode entdo ser escrito da forma:

qo:5(x—x0)5(t—t0)+5(x—xl)5(t—l‘1). (5.41)

Para qualquer tempo f,<t<{,, a densidade é calculada a partir de

(5.19). Todavia, o que agora nos interessa saber é a maneira pela qual se dara a

evolucgao a partir da insergao da segunda fonte.
A equagao para p(x,t) pode ser encontrada efetuando-se uma
translacdo temporal no sistema, isto €, devemos considerar a equacao de difusao

(56.1) para ¢t >t,, mas com t, =0, de forma que o termo de fonte fica:
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gy =3 (x=x)8(t=1;) > 5 (x—x)5(t-0) (5.42)

A expanséo p(x,r) em termos de autofungdes do sistema, como

vimos, fornece:

wa

p(x,t)= iAnsen (%} e{(nZI)[Lj } , (5.43)

n=1
mas agora a condic¢ao inicial deve ser:
p(x,t=0)=p,(x,0)+5(x—x,)5(0) (5.44)

onde

5(x—xl) =%isen(%}en(ﬂ;j (5.45)

Py (x,0)= %i sen [ % ]:en ( nrx ] e{(nz_l)[L) } (5.46)

n=l1 L

sendo 7=t —1,, isto é, a densidade que evolui no tempo entre f, e ¢ & tomada
como condig¢éo inicial para o préximo regime.

Enxergando através de outro ponto de vista, podemos compreender
a populagao de néutrons como sendo criada em ¢ =0 em todo o reator no momento

em que a segunda fonte subita € introduzida. Neste caso, o termo de fonte de (5.1)

é:

q:5(x)5(t)=[p0+5(x—xl)]§(t). (5.47)
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A solugao para uma fonte pontual e genérica, funcdo de Green do

problema, é:

5= 25 sen 575

n=1

e adensidade p(x,7) é obtida a partir de :

L

p(x,t) = J‘O G(x,x('),t)q(x('))dx;)

ou

)= [ 25 sen i 1T

n=1

- MITX, mrx, ’(’”2’1)%2’ , :
x{%;sen( 7 OjsenE i Oje{ ( ” +5(x0x1)]dxo.

Reescrevendo a equacgao acima:

- (n2-1)| 22 ’ t
P(x,t):%zsen—nzx‘l sen e {( )[L”

(5.48)

(5.49)

(5.50)
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Utilizando (5.13) em (5.50):

_23 nix, nwx {(”271)(%)2}
p(x,t) = I ”Z:;sen I senTe
(5.51)
2&  nmx | nwx, {("2_1)(%j }(W)
+— sen—senTe .

n=1

A equacdo acima tem exatamente o significado que queriamos

demonstrar: o primeiro termo corresponde a uma fonte subita introduzida em =0

na posi¢do x;, e o segundo termo se refere a introdugdo da fonte em r=-r na

pOSIiGao X, .
5.6 MUDANCA NO REGIME DE DIFUSAO

Vamos analisar um sistema que esta atuando em regime critico e
por alguma razao passa a atuar em regime subcritico. A mudanga no regime pode

ser devida a mais de um motivo:

1. Variacao na taxa de producgao, que ocorre por conta do consumo

de combustivel no decorrer do processo;
2. Variacdo na taxa de absor¢gdo, que pode ocorrer em
consequéncia da criagao de particulas absorvedoras e néo fisseis (subprodutos do

processo de fissdo);

3. Variacdo nas dimensbes do sistema, a qual pode ocorrer, por

exemplo, por conta de uma expansao em consequéncia do aumento da temperatura.

5.6.1 Solugdes com Mudancga de Regime sem Alteragdes nas Dimensdes

Considere a densidade em regime critico criado pela introdugéao das

duas fontes subitas - equacgédo (5.51). Queremos encontrar a variagdo de seu
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comportamento quando mudamos as taxas de produgdo e absorgdo. Para isso,
reescreveremos o expoente de (5.51) utilizando (5.35), ou seja, considerando

novamente a taxa de produgao subcritica como a taxa de producgao critica menos

um fator ¢, isto é, x,, = x. +&. O expoente ficara, assim como antes, dado por:

(n* _1)(%]2 p (5.52)

PETES s . (Gl sen™% ¢ AT e
n=l1
O numero de néutrons calculado a partir de (5.29) é:
N (1) e D sen—+s el e{( 1)( Lj }T e{( _1)( j }_Et (5.54)
Tl n
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Figura 17 — Numero de néutrons devido a introducédo de uma segunda fonte subita.
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A figura 17 representa o grafico do caso em que € adicionada uma

fonte em x, no sistema e ele evolui em regime critico até ¢ = (linha preta). A partir
dai € entdo introduzida uma segunda fonte subita em x, (na realidade as posigbes
das fontes sdo as mesmas no grafico, isto é, x,=x,=L/2), e o sistema passa a

evoluir em condi¢cdes subcriticas, com &=0,1 (linha vermelha). A linha azul

representa a soma das duas situagdes, contudo, observe que ela foi deslocada
verticalmente para que os graficos ndo se superponham, de forma a dificultar sua

visualizagao.
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6 EQUACAO DE DIFUSAO DEPENDENTE DO TEMPO COM SIMETRIA
ESFERICA PARA UMA REGIAO FINITA

6.1 ANALISE GERAL DA DIFUSAO EM SISTEMAS ESFERICOS

Neste capitulo vamos procurar solugbes para equacgao de difusdo

dependente do tempo com simetria esférica:

op(r,t
%—azvzp(r,t)z(;(p—;(a)p(r,t)+qo (6.1)
sujeita a condi¢do p(R,7)=0, com g,=5(r—r,)5(t—1,). A estratégia para resolver o

problema consiste em supor que a densidade pode ser escrita em termos de
funcdes de variaveis independentes. Assim, para encontrarmos a solugao em termos
das variaveis espaciais, comegaremos com a equacgao independente do tempo:

V2p=—kp (6.2)

onde:

jo=Zr X (6.3)

Supondo a solugéo para a densidade do tipo p=R(r)G(6)e™, com

(m=0,%1,%2,...), a equagéo (6.2) fica:

2 2 2
r|4 §+Ed—R +k*r? =— ! i[senﬁﬁ}r ” . (6.4)
R | dr r dr Gsenf do do | senf

Igualando a equagé&o acima a /(/+1), podemos reescrevé-la como:

2T 42 2
r_{d R+zd_R}+kzrz ___1 d [sened(;}’"—:z(m), (6.5)
S

R| dr* rdr Gsen@% E 2

en
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observe que:

_ i{senﬁd—G}={l(l+l)_ ik }G (6.6)

€ a equacao associada de Legende, cujas solugdes sdo os polinbmios associados

de Legendre

B"(cos@), com (lz

,) Ja a equacéo para R(r) tem a forma:

d’R 2 dR )
6.7
r{dr +rdr} [1(1+1)-KF | R, (6.7)

cujas solugdes séo as fungdes esféricas de Bessel J, (kr). Nés podemos introduzir o
indice » para considerar o fato de as fungdes J,(k,r) devem ser nulas em r=R.

Dessa forma, a solugdo mais geral para a equagao sem fontes e independente do

tempo pode ser escrita como:

(r.0.0)= 4, R (r)B" (cos0)e™ . (6.8)

nlm
n,l,m

A solugao para a equacao de difusdo dependente do tempo pode ser
escrita em termos de uma combinagao das solugbes com dependéncia espacial e da

solucao temporal:

z AnlmRn COS a)emup]:llm ( ) z ¢(l", 0’ ¢)T;zlm (t) -

n,l,m n,l,m

(6.9)

Estudando o caso de difusdo unidimensional, foi possivel observar
que a localizacao da fonte subita ndo muda qualitativamente o comportamento da
evolucdo temporal. No caso tridimensional, a escolha de condi¢des iniciais com
simetria esférica serve para facilitar os calculos e a posterior analise da solugao

p(r.t), visto que a densidade em nenhum momento apresenta dependéncia com as
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varaveis 0 e ¢. As solugbdes da equacgdo espacial, portanto, sdo aquelas em que

[=m=0:

¢:R(r):ZAnJO (knr). (6.10)

6.2 EVOLUCAO TEMPORAL cOM CONDICOES INICIAIS ESFERICAMENTE SIMETRICAS
A solucéo de (6.7) quando /=0 fornece:

¢(r)=“%r(’”). 6.11)

A densidade esta sujeita a condicdo de se anular fora das regides do

reator, portanto devemos ter qﬁ(r = R) =0, o que fornece:
k R=nr, (6.12)

onde k é definido por (6.3). Substituindo na equacgdo, obtemos a condigdo de

criticalidade dada por (4.22), isto é:

Zp—Za _

Vs
5 = —.
a R

Portanto, as solugdes para p(r.t)sdo, na sua forma mais geral,

dadas por:

A sen (WJ
p(rt)=3 ——RJr (). (6.13)
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6.3 SOLUCOES DA EQUACAO DE DIFUSAO DEPENDENTE DO TEMPO

Assim como no caso unidimensional, estamos primeiro interessados

em procurar solugbes para a equagao:

o 0
a—?—a 8r?—(za—z,,)¢=

Ch)e ™, (6.14)

onde, de maneira semelhante ao capitulo anterior — tendo em vista a equacéo (5.9)

— o termo de fonte esta sendo escrito na forma ¢, =

&(r—ry)e™. Contudo,

4rr?

observe a introducédo do fator adicional 1/47rr2 devido ao fato de integral da fungao

delta ser normalizada a unidade. As solug¢des de (6.14) s&o do tipo:

(@710t iA"Se” (Kar) i (6.15)
n=1
Substituindo (6.15) em (6.14):
—lwiA sen(k,r) iy g Zkz A sen( kr) iy
n=1 n=1
(6.16)
- Ansen(knr) ot 1 —iwt
+(za—zp)nz_l‘, o = 50(rn)e

o sen(knr) 5 )
Multiplicando ambos os lados por —(r dr) e integrando de Oa
r

n

R encontramos os coeficientes 4, :

- n’m sen(k,r,) 1

: 6.17
" 2R kr  —io+dk +(;(a —;(p) ( )




83

Conforme o procedimento unidimensional visto anteriormente, a

densidade é dada por:

1 o0
p(r,r.t) :Ejlwg/ﬁ(a),r,ro,t)da)

J- Z n 7§sen k ) : 21 sen(knr)efiwntda)
- 2R° k1, —iw+a kn+(;(a—)(p) k,r

n

rro, =

ou

R n’r Sen(knro)sen(knr) (221, )
p(r’r"’t)_,,zzllzﬁ kro kro

Substituindo o valor de %, :

e

27 Rrry 3o

Utilizando:

c nrr,
z sen ( R

n=1

No instante inicial, ou seja, t=0:

p(r,ro,t:0)= 5(7”—”0),

4rrr,

(6.18)

(6.19)

(6.20)

(6.21)

(6.22)

que esta de acordo com a situagdo de uma particula distribuida em uma esfera de

raio # no instante inicial. Observe:
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p(r,0)=1 d4zr; (6.23)

6.4 PARTICULA “SEMENTE” NA ORIGEM

Vamos analisar o comportamento da densidade quando fazemos

r, =0, isto é, a particula que inicia o processo esta na origem no nosso sistema de

coordenadas. O ultimo termo da equagdo (6.16) quando multiplicado por
sen(k,r)

(r’dr) e integrado de 0a R fornece:
k,r

J'R 1 - 5(r_r0)e—iwt Sen(knr)(rzdr) :Le—iwt Sel’l(knl”o) . (624)
0 4rxr k,r 4r k1,

Como estamos interessados situagdo em que 7, =0 devemos

observar que:

Substituindo este valor em (6.24) encontramos o0s novos coeficientes

4,, os quais quando inseridos em (6.18) fornecem:

2’z sen(k,r) (inz-z,)
L, = O = "7 nre s 625
p(r L7, ) HZ:; R kr e ( )

Substituindo o valor de %, :

—0)=3 " sen(”;f”j _[(%sz"]’. (6.26)



85

A expressado acima poderia também ser obtida do caso geral dada

pela equagéo (6.20) tomando-se o limite m que 7, > 0:

p(r.t,r;=0)=lim ! isen(n”r" jsen(n”rje_[(Rj m_lp} : (6.27)

=01 27 Rrry o

Ja demonstramos que esta expressao possui a forma de uma fungao

delta de Dirac quando ¢ = 0. Adicionalmente, também podemos demonstrar que
[ p(r.7,0)dV =1

como se espera de uma representagao para a fungéo delta. Veja:

2z nrr, nzr
(r,r,t = J J IO 22k Zsen[ Rojsen(T}zdrsenQdegﬁ

Integrando em df e d¢:

sen[”’”’oj
23 R R nrr
jp(r,rO,O)dV:E;TI sen( 7 j(rdr) (6.28)
que fornece:
nrwr,
2R & ser R 1
,0)dV ===y —~ = Z(—1)". 6.29
Jo(ran.0)dv =225 — =) (6.29)

Sendo:



86

nrr,
o, 5N R w1l T
Z n_(_l) :2_1;, (6.30)
n=l1
portanto:
[ o(r.n,0)ar :i—f%:l. (6.31)
0

Assim, observamos que a expressao para p(r,rO,O) escrita em

termos de sen(n;zro /R) conforme (6.28) obedece aos critérios necessarios para a
representacdo de uma funcido delta de Dirac. Além disso, também podemos
encontrar em algumas referéncias [11] que a representagdo para a fungao 5(0)

pode ser escrita como:

nmwr
1 » nsen (Rj
3 (6.32)

que é (6.26) com ¢ =0. A integral desta distribuicao fornece:

nrwr
RAn & ”Se"(RJ SN
[ 70 S =2>'(-1) =2(1-1+1-1+..). (6.33)

A integral acima ndo é bem definida. Contudo, se fizermos um a
grafico das somas parciais das duas expressbes alternativas para ,o(r,t) -

equacgdes (6.26) e (6.27) - para tempos proximos de zero, esta expressdes
concordam entre si da forma esperada. A medida que o tempo aumenta ou diminui
no regime critico, qualquer uma das expressdes pode ser utilizada, sem que o
maximo da densidade seja muito elevado. A exponencial sempre faz com que a

série convirja rapidamente em ambas as situacdes. Porém, para tempos distantes
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de zero, quando r—0, devemos utilizar a expressdo (6.27). Nos diagramas

seguintes apresentamos o comportamento de p(r,t) pelas duas expressodes.

Figura 18 — Comportamento da densidade no caso critico com 7, na origem.

180 | Densidade em fungéo da posi¢éo
1604 \
T t=0,025
[ - - -=0,025
] t=0,05
120 + ’
0 - - ~t=0,05
o) b \
<2 100 \
Be] 1
n
S 80 \
(] . \
60 -
| N
40 \\
i \\
\
20 N
T AN
e ; R e e LSS a—
0,0 0,2 0,4 0,6 0,8

Posicéo

Na figura 18, a linha verde e a linha rosa foram geradas utilizando
(6.27). Os tempos empregados foram, respectivamente, #=0,025 e 0,05. Ja na

densidade fornecida pelas linhas azul escuro e azul claro foi utilizada a equagao

(6.26), calculada para os mesmo tempos referidos. Nas duas situagdes foram
utilizados 7, =10~ e, como anteriormente, 7za/R foi igualada a unidade. Observe que

os diagramas se sobrepdem. Para tempos pequenos, 0 maximo da densidade fica

cada vez maior nas regioes proximas a r, e tende a zero para » muito grande.
O gréfico seguinte foi calculado com a fonte na posigédo r, = R/4

para os mesmo tempos utilizados anteriormente
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Figura 19 — Comportamento da densidade para fonte localizada em 7, =R /4.

Densidade em fungao da posi¢ao
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Observe que semelhantemente ao que demonstrado no caso
unidimensional, quanto menor o tempo, mais a densidade se comporta como uma
funcdo delta de Dirac e quanto maior tempo, mais acentuado se torna seu

comportamento estacionario.

6.5 COMPORTAMENTO DA DENSIDADE PARA TEMPOS GRANDES E NUMERO TOTAL DE

NEUTRONS NO SISTEMA

Para t - «© no caso critico, a expresséo (6.20) fornece:

1 T, zr
ror,t)= sen| —2% |sen| — |. 6.34
,0( 0 ) (Rj [Rj ( )

27 Rr,

A figura 20 mostra o mesmo grafico analisado anteriormente, mas
para tempos maiores. Observe que a partir de =1 em diante o valor maximo da

densidade ja ndo muda muito.
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Figura 20 — Comportamento da densidade para t =1 e ¢ =10.
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O numero total de néutrons no sistema é dado por:

No=["[[ P Zs n( j (%Je{(%z%%}(rzdr)(senede)(dm

que fornece:

N(r)— i (mr‘)}( 0l e{(’qz_l)(’?j } (6.35)

=1

No caso em que ¢t — « a equacao acima fornece:

Nt = 00) = 2R sen (ﬂj . (6.36)
s R

Se 7, > 0, entdo N(t)=2.



90

o grafico abaixo fornece o numero total de néutrons em todo o reator em funcéo do

tempo:

Figura 21 — Numero de néutrons em fungéo do tempo em um reator esférico.
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Semelhante ao grafico da figura 14, o numero de néutrons cresce

rapidamente, e conforme a equacéo (6.36) se estabiliza em 2. Observe que o grafico

se estabiliza em ¢~ 218.
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7 O GEO-REATOR DO INTERIOR DA TERRA

As informagdes fisicas a respeito da estrutura do nosso planeta sao
inferidas, principalmente, através do estudo de ondas sismicas que passam através
de seu interior, sejam elas naturais como as ondas de terremotos, sejam artificiais,
produzidas, por exemplo, pelas explosbes nucleares. A analise da propagacao
destas ondas levou ao entendimento de que a Terra é dividida em subcamadas
concéntricas. Este método permite ainda determinar as caracteristicas relativas as
subcamadas, tais como estado, densidade e superficie de descontinuidade, isto &,
profundidade na qual ocorre a transicdo entre duas camadas subsequentes [17],
[18], [19]. De maneira geral a Terra € entdo dividida em crosta, manto superior,
manto inferior, nucleo externo e nucleo interno. A figura 22 mostra um desenho

esquematico das diferentes subcamadas internas.

Figura 22 — Camadas da Terra.

Muclen

interno

Quanto ao estudo das propriedades quimicas da Terra, informagdes
diretas a respeito de sua composicdo se restringem a uma pequena parte da
superficie sujeita a colheita de amostras (o buraco mais profundo ja feito até hoje
tem cerca de 12 km de profundidade [2]). Contudo, uma analise mais geral também
pode ser feita de forma indireta, a partir de consideragdes cosmo-quimicas e da
analise sistematica da composicao de meteoritos chondritos, os quais séo tidos
como amostra do material que formou o sistema solar. Se Terra e os meteoritos

chondritos tém a mesma origem, pode-se fazer suposigdes em relagdo a
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porcentagem de elementos quimicos nas estruturas internas através da analise
destes meteoritos [16].

Por muitos anos prevaleceu a idéia de que a composi¢ao da Terra
fosse semelhante a composicdo de um meteorito chondrito ordinario. Uma das
principais implicacdes desta suposicdo reside no fato de que os elementos
radioativos no interior do planeta seriam encontrados apenas na crosta e no manto
[6]. Contudo, nos trabalhos apresentados por Herndon, ele tem demonstrado que se
a estrutura de Terra for semelhante a de um meteorito chondrito enstatito”, havera a
ocorréncia de elementos radioativos no nucleo e isso possibilitaria a existéncia de
um reator de fissdo nuclear natural localizado no centro da Terra, o qual poderia
explicar ndo s6 a origem de parte do calor terrestre, mas também poderia dar conta
da dindmica do campo magnético terrestre [3].

Se o suposto georeator existe, entdo ele deve trabalhar em regime

regenerador, queimando e produzindo combustivel. Seu funcionamento teve inicio a

cerca de 4,5 bilhdes de anos, quando a concentragdo do U** no uranio natural era

7

maior (cerca de 23%). Em um reator, como ja discutido no capitulo 2, o *’Pu ¢é

formado através da reagdo  **U(n,y)*’U—L— *’Np—L—**Pu. Embora o

pluténio possa sofrer fissdo, seu uso em reatores € eficiente quando existe um fluxo
de néutrons alto [11]. Contudo, no georeator natural, espera-se que o fluxo de
néutrons seja insuficiente para que se possa considerar a fissdo do plutdénio. Assim,

a principal forma de contribuicdo do plutbnio seria a através da reagao

U (n,y) 239U(ﬂ‘) 239Np(,6‘) *Pu(a) *U . Encontramos em algumas referéncias que

a presenca de bolhas de material radioativo contendo uma massa de uranio maior
que 100 Kg (cada bolha) poderiam, com a porcentagem de 23% de U>* no uranio

natural, ter mantido o funcionando o reator a um nivel de poténcia que varia entre 3-
6 TW [22].

Como nao existe a hipotese de nenhum elemento moderador no
geo-reator central, as fissbes devem ser promovidas através de absor¢cdo de
néutrons rapidos. Foi discutido no capitulo 2 que os néutrons com energias maiores
que 1 MeV podem sofrer colisdes inelasticas com os nucleos, e em cada colisdo

muita energia pode ser perdida. Dessa forma, o tempo no qual o néutron tem

" Chondritos enstatitos sdo um dos tipos de meteoritos rochosos. Eles contém os elementos mais
refratarios e acredita-se que foram formados no interior do sistema solar.
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energias maiores que o limiar para o espalhamento inelastico € muito pequeno.
Assim, podemos, como uma simplificagdo, considerar que devido a estas colisdes,
todos os néutrons se encontram com energias da ordem de 1 MeV e, a partir dos
dados de sec¢do de choque para néutrons com essa energia, calcular o tamanho
critico do reator. Esta analise € semelhante a andlise encontrada na literatura de
reatores que possuem uma montagem do tipo “godiva”, conforme mostra a figura 23
[20]. Em um reator deste tipo, o uranio altamente enriquecido é fissionado
principalmente por néutrons rapidos. Se calcularmos a massa critica necessaria para
manter a reagao em cadeia utilizando as se¢des de choque do uranio para néutrons

de 1 MeV encontramos uma massa igual a 42 Kg, que é bastante proxima a massa
real, que € de50 Kg .

A tabela 3 contém os dados das secgbes de choque total, de

absorcao e de fissdo para néutrons de 1 MeV [20] [21].

Figura 23 - Montagem “godiva” para uranio metalico e néutrons rapidos [20].

~ 90% Raio ~ 8cm

i | Mével
Suporte



94

Tabela 3 — Secdes de choque para néutrons de 1 Mel"

Isétopo o, (b) o, (b) o, (b)
U= 6,7 1,65 1,4
U 6,9 0,255 0,095

A equacao para difusdo em regime estacionario, como demonstrado

no capitulo 4, pode ser escrita como:

1-k
Vzp—( Lz“’jp=0.

A rigor, ao invés de utilizarmos I°, deveriamos utilizar o
comprimento de migragdo M?*, que leva em conta a distdncia percorrida pelo

néutron antes da termalizacdo, L , e a distancia que ele percorre até ser absorvido,

L, como mostra a equacgao (4.23). Contudo, como ja discutido, os néutrons atingem
energias proxima a 1 MelV rapidamente devido as colisdes inelasticas e, portanto, a
distancia que eles viajam até alcangcarem estas energias € muito menor que L.
Assim, podemos substituir AM° por I* sem muito prejuizo nesta andlise. O raio
critico, quando considerado que a densidade deve cair a zero nas regides fora do
reator é dado por (4.22):

A secdo de choque para absorcdo do *U é igual 1,65b, 0 que
corresponde a 1,4 b para absor¢cdo com posterior fissdo e 0,25 » para absor¢cdo sem

fissdo (captura radiativa). A taxa de produgdo de néutrons € y, =VE v, (néutrons/s),

onde X, é a segdo macroscopica para fissdo do uranio com 23% de U™, v, é a

n

velocidade média dos néutrons e v 0 numero médio de néutrons emitidos por fisséo.

Semelhantemente, a taxa de absor¢do é dada por y, =X v, (néutrons/s). A
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densidade do uranio metalico e 19,1 g/cm’, o] que  fornece

N:0,048x1024(dt0mos/cm3). Com os dados da tabela 3 encontramos:

23 U»s 77 U8

>.=N|—0o, +—0o0 =0,328 cm™. 71
! (100T1007J (7.1)

Da equacéo (2.35) temos que:

PR 1 (7.2)

N(o,+o,H)’

onde o, =o0,+o,u . Como para elementos com alto numero de massa (caso do

uranio) podemos fazer i — 0, entao:

1 1
= Ay ====3,0395 cm. (7.3)

r r

A”n_A

As secbes de choque para fissdo e para absor¢dao do uranio

enriquecido com 23% de U** sio:

o, =2 g% 4 1 5% 20,3951 (7.4)
71007 1007
e
o, =22 oy L o3 5758, (7.5)

“7100 ¢ 100

assim, a equacao para o raio critico fornece:

R=x 3 1 =21,47 em (7.6)
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Logo, a massa critica para um reator operando com néutrons na
faixa de 1 MelV e com enriquecimento de 23% do U?’ no uranio natural é

M =47k [31%19,1~.737 kg dos quais aproximadamente 169 Kg é de U™

7.1 MANUTENCAO DA CRITICALIDADE EM UM REATOR NUCLEAR
7.1.1Reatividade

A estabilidade na produgao de energia em um reator € uma tarefa
dificil, pois depende de uma série de fatores. Uma quantidade que é normalmente
utilizada para medir a estabilidade do reator é a reatividade. Ela é definida como
razao entre a variagdo do numero de néutrons em duas geragdes subsequentes (por
exemplo, geragédo 1 e geragao 2) e o numero de néutrons na geragao 2. Assim, se
na geragado 1 tinhamos N néutrons, na geracao 2 teremos kN néutrons, de forma

que a reatividade é dada por:

_ APOPULACAO,, kN-N k-1 7.7)
POPULACAO, kN k '

sendo k=nfpe(1-1,)(1-1). Portanto, do ponto de vista da reatividade o sistema ¢

dito critico quando p =0, subcritico quando o <0 ou supercritico quando p>0.

Observamos que a reatividade € influenciada pelos fatores que determinam a
criticalidade do reator, os quais podem ser divididos, de maneira geral, em dois
grupos: fatores com efeito a médio e curto prazo e fatores com efeito a longo prazo.
Como exemplo de um fator cujo efeito é imediato (curto prazo) é a introdugado das
varetas de materiais absorvedores (geralmente cadmio ou boro) nos reatores
quando a poténcia se eleva. As varetas tém a finalidade de retirar néutrons do
sistema, diminuindo assim o fator de reproducédo e consequentemente a produgao
de néutrons. A queima do material combustivel também afeta a producéo de energia
do reator, pois além de diminuir o numero efetivo de atomos disponiveis para fissao,
gera nucleos produtos cujos subsequentes decaimentos podem dar origem a
elementos altamente absorvedores de néutrons. E claro que fatores externos, como

a introducao de varetas absorvedoras nao seriam o caso de um reator. Por isso,
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vamos fixar nossa atengao apenas nos fatores que podem influenciar naturalmente a
reatividade. Estes fatores sdo: a temperatura, a queima do combustivel e a geragao

dos subprodutos da fissio.
7.1.2 O Efeito da Temperatura

Trocas na temperatura do combustivel do reator podem mudar sua

reatividade. Para entender de que forma isto acontece comecaremos definindo o

coeficiente da temperatura «; :

op
C(T =8—T.

Na equagdo acima p é a reatividade e 7 é a temperatura do

material em questdo. Assim, em um reator tem-se diferentes coeficientes de
temperatura, isto é, o coeficiente de temperatura do moderador, o coeficiente de

temperatura do combustivel,etc. Utilizando (7.7), a, pode ser escrito como:

1 dk

_ L dk 78
YT ar (7.8)

O fator de criticalidade é sempre positivo, de forma que «, e dk/dT

sempre terdo o mesmo sinal. A consequéncia disso € que se o reator como um todo
possui um coeficiente de temperatura positivo, o fator de multiplicacdo aumenta com
um acréscimo na temperatura. Como resultado do aumento da temperatura e,
consequentemente, da criticalidade, a poténcia do reator aumenta, ocasionando
mais aumento na temperatura, o que faz aumentar ainda mais a criticalidade. Assim.
um reator com coeficiente de temperatura positivo possui um alto grau de
instabilidade. Por outro lado, se o reator possui um coeficiente de temperatura
negativo, o fator de multiplicagdo diminui com o aumento da temperatura. Contudo, a
diminuigao do fator de criticalidade resulta em uma diminuigcdo na poténcia do reator,

que por sua vez leva a uma diminuicdo na temperatura, gerando, portanto um
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estado de equilibrio, raz&o pela qual a maioria dos reatores sao construidos de
maneira a terem um coeficiente de temperatura negativo.

No caso do reator natural, o qual ndo possui moderador e nem
materiais estruturais, a analise € mais simples, pois reside apenas na influéncia da
temperatura sobre o combustivel. Neste caso, a temperatura pode afetar a
reatividade de duas maneiras: pela mudanga nas se¢des de choque das varias
reacdes envolvidas no processo e pela variacdo na densidade do meio. A primeira
delas é mais importante quando se trata de reatores térmicos, pois para baixas
temperaturas as reacdes de ressonancias se tornam mais provaveis que em alta

temperatura. Contudo, para reatores rapidos este efeito € menos importante e pode
ser desconsiderado. A segunda afeta diretamente a quantidade R. :ﬁ(L/,/kw—l),

pois 0 aumento da temperatura influencia no tamanho do volume do sistema. Para
compreender como isto acontece, devemos antes entender a dindmica do
aquecimento no reator. Na referéncia [23], com algumas simplificagdes ao problema,
encontramos uma analise do aquecimento para reatores esféricos em regime
estacionario. Uma outra forma de abordar o problema incluindo a variavel temporal
pode ser encontrado em [12]. Partindo da densidade de corrente de calor J =—-kVT ,

e da equacgao para condugao de calor:
(7.9)

Na equacgéo (7.9), T (7,t) € a distribuicdo de temperatura, ¢ ¢ a taxa

de produgao de energia por unidade de tempo e por unidade de volume, £ é a

condutividade térmica do meio, l= =

cecp_ 1
a k ad°

,onde p é a densidade do meioe ¢ 0

calor especifico. Iremos seguir o mesmo raciocinio utilizado em [23], considerando ¢
constante em todo reator e um sistema de resfriamento que retira calor do reator
com uma eficiéncia tal que a temperatura de sua superficie permanece constante. A

equacao (7.9) pode ser reescrita como:

T 20T g 10T

- , 7.10
o’ ror k aot ( )
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em regime estacionario, a solugao geral fica:

TO):—%é+q+£3. (7.11)

T,=-1" 4o+ (7.12)

O calor produzido no volume total do reator é:

Q=q§ER3. (7.13)

Impondo que o fluxo na superficie é igual ao calor produzido:

R
JarR =0 J(r=R)=_2 % 7.14
d Q (r=R) A7R* 3 ( )

Por outro lado, substituindo J(r=R)=-kVT| _, , encontramos:

_ 2R ke,

J(r=R) s TR

(7.15)

Comparando (7.14) e (7.15), observamos que em regime

estacionario, ¢, € necessariamente nula e, assim, a constante ¢ fica:

_gR’
6k

¢

+T, . (7.16)

Substituindo na solugao (7.11):
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2 2

qgr-  qR
T(r)=——+ +T7, 717
(=t er * 0 (7.17)

e em termos do calor total:
0 g

T(r)=T, + - 7.18
(r)=1, 87Rk 6k (7.18)

A temperatura maxima ocorre em r =0:

T =T 4 7.19
=00 8rRk (7.19)

a suposigado g =cte no interior do reator n&o é realista, visto que a taxa de produgéo
de calor depende da populagdo de néutrons, quem em regime estacionario é

proporcional a sen(;rr/R)/r, de modo que fica mais interessante supormos que:

sen(7r/R) ' (7.20)

Neste sentido, a equagcado em regime estacionario escreve-se como:

O°T 20T _-A4g, sen(7r/R)

?jL r or k r ' (7:21)
A solugédo da homogénea fica:
T(r)=%+b2, (7.22)
e supondo uma solugao particular na forma:
(r) _ Bsenawr . (7.23)

r
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Substituindo esta ultima solugdo na equacéao diferencial e fazendo

®=7/r, encontramos:

2

B=(£j 9. (7.24)
) k
portanto:
2
R
T(")=ﬁ+bz+(£j a4 sen(wr/R) (7.25)
r r) k r
Reescrevendo o termo de fonte na forma:
q,A sen(7r/R) q,( A\sen(zr/R) gq, . sen(zr/R) g, sen(zr/R)
p “k\R) T kT T
g Uk 7k .

onde fizemos 4'=1.Impondo T(R)=T,, entdo T, =%+b2 . A densidade de corrente

de calor é dada por:

? R
J(R)=~kV ﬁerzJ{ﬁj 4o sen(7r/R) , (7.26)
r ) k r/R L
que fornece:
J(R):k%+%. (7.27)

A quantidade de calor produzido é dada por:

sen(7r/R)

dr=4q,R’. 7.28
I’/R r 9, ( )

R
Q:47T_[O FZ%
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Assumindo novamente que o fluxo na superficie é igual a quantidade

de calor produzido:

49,R> q,R
J(r=R)= 4‘5;R2 :‘107. (7.29)

Comparando (7.27) e (7.29) encontramos que b deve ser nula. A

temperatura entdo fica sendo dada por:

T(r):ﬂ)+(£) %w. (7.30)

A temperatura maxima, a qual ocorre em r=0, é encontrada

tomando-se o limite da expressao acima:

2
T () —tim| 7, +[ & | o 7sen(7r/R) | (7.31)
r—0 r—0 0 T k (V)
/R
que fornece:
2
mr@):gﬂﬁ . (7.32)

Escrevendo g, em termos de Q:

Y
90="3p (7.33)

e a temperatura maxima para este caso entao fica:

max : Q
" =limT (r)=T,+ . 7.34
fim 7 (r) =T, 47rkR (7.34)
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Como podemos observar comparando (7.34) com (7.19) a
temperatura maxima € maior tomando-se a expressao q(r) do que fazendo ¢ = cte.

A despeito de qual seja a distribuicdo de fontes considerada, a

solucao transiente da equacao:

1
a Ot
pode ser escrita em termos de autofungdes do sistema sem fontes na forma:

T,mns(f,r)iflnwe‘w. (7.35)

n=1

2.2 2

. k
Com um pouco de algebra obtemos ®, :%, onde a’=—.
cp
Observe entdo que o tempo caracteristico do sistema, 7, , é dado por:
RZ
TT = - (736)
a7

Substituindo & =27,5W/mK, ¢ =300J/ KgK e a densidade do uranio

metalico p=19100 Kg/m’, encontramos um tempo caracteristico Ty~ 4x10° 5"

7.1.3 Queima do Combustivel

Como podemos ver através do fator de reproducdo infinito,
k,=npfe, a queima do combustivel afeta a criticalidade do reator, pois sendo
n:v(o;/a;'), onde o, denota a segdo de choque para absor¢do no combustivel,

podemos observar que em um reator regenerador, ou seja, um reator que contenha
U>* e U™, mas com a atuagdo U*>* focada nas reagdes para produgdo do pluténio

e, este por sua vez, na producdo do combustivel U*, a alteracdo na concentragéo
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do U*” afeta 7. Isto fica mais claro quando escrevemos explicitamente em termos

das secgdes de choque do U*”® e do U*”’. Chamando N e N** as concentragbes

do U* edo U*®:

N¥c? o
f f
Nn=V—35 3 3535 w3V 38 , (7.37)
N7o, +N7o0,"+N "o, 35 35 38
: o+’ + 0
f r N35 a

onde o é segdo de choque para captura radioativa do U>’. Contudo, a queima do

combustivel € um processo muito lento: para um reator cuja a poténcia esteja na

faixa de 100 KW, como deve ter sido o caso do reator de Oklo [9], podemos
demonstrar que a fissdo 1g de U*” , considerando que a fissdo de cada atomo
libera, em média, uma energia igual a 200 MeV , é suficiente para alimentar o reator

por 227 horas. Uma massa 169 Kg de U™ seria combustivel suficiente para o reator
por 3,8x10" horas, o que equivale a 4.300 anos. Do mesmo modo, a produgdo do

U** a partir do pluténio & um fator que interfere na criticalidade, porém de maneira a

aumentar a reatividade do sistema.

7.2 PRODUCAO DE “VENENOS” EM UM REATOR NUCLEAR

A fissdo nuclear libera néutrons e uma variedade de nucleos-
produtos. O subsequente decaimento destes nucleos pode gerar elementos com alta
secao de choque para absorgdo de néutrons, os quais prejudicam a manutencao da

reacdo em cadeia e por isso sdo conhecidos como “venenos”. Embora varios
elementos produzidos pelo decaimento dos nucleos-produtos tenham uma
significativa segao de choque para absorgéo dos néutrons, dois deles necessitam de
atencao especial devido ao alto valor da mesma, sao eles o xenbnio e o samario. O
principal impacto dos venenos sobre a manutengao da criticalidade reside em sua

atuacgao direta sobre [, a fragdo de néutrons absorvidos pelo uranio em relagéo ao

numero total de néutrons absorvidos, e consequentemente, no fator de multiplicacao

de néutrons:
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Dy NYc!
e T T AT I (7.38)
X, +X, N o, +N o,

Assim, o aumento da quantidade de venenos no reator introduz uma

variagao negativa na criticalidade.
7.2.1 Xendnio

O xendnio pode ser produzido diretamente através da fissédo, mas
sua presenca € mais comum devido ao seu aparecimento na cadeia de decaimento
do telurio (aproximadamente apenas 0,3% do xendnio presente no reator é
proveniente da fissdo, enquanto que cerca de 6% € proveniente do decaimento do
iodo):

135 B

135 B « J135 f- 135 B
Tesz <0,5min ’153 6,7h Xes4 9.2h 5C855 2,6x10°% anos

Bag:® (estavel)

A meia vida do telurio € tdo pequena que podemos considerar que 0
iodo é emitido praticamente apds a fissdo. Embora ele permaneca por mais tempo
no reator, sua atuagdo sobre a criticalidade do sistema ndo é muito significante
porque ele é um fraco absorvedor de néutrons. Por outro lado o xendnio possui
elevada sec¢ao de choque para absor¢dao. Como cerca de 95% do decaimento do
iodo produz xendnio, antes de analisarmos a variacdo na concentragao do xenénio
devemos considerar a variacdo na concentracdo do iodo. Neste ponto se torna
necessario revisarmos algumas equacgdes de decaimento radioativo.

O numero de decaimentos radioativos em um tempo dr em
determinada amostra de material € proporcional ao numero de atomos radioativos

N(t) no instante ¢:

— AN (1), (7.39)
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onde A é a constante de decaimento do elemento em questdo. Supondo que estao

sendo produzidos S atomos por segundo e por volume do elemento, entdo a

variagao na sua concentracao sera:

dN (1)
dt

= f—AN(t). (7.40)

Multiplicando ambos lados por e¢* e reagrupando os termos:

At dN (1 At At d At At
e df Jve AN ()= pe %E[N(t)e |=pe (7.41)

Integrando adequadamente ambos lados encontramos:
B u
N(t) =2(1- . 7.42
(1)="(1=¢7) (7.42)

No instante inicial temos N(O): 0 e no equilibrio, isto é, para t —» o,
temosnN, =p5/2.

A mudanga na concentragdo do iodo deve ser igual a sua taxa de

producdo menos a taxa de decaimento e taxa de queima:

dN
7;:7125¢_/11N1_O-£N1¢’ (7.43)

onde N, €& a concentracdo (dtomos/cm3) do iodo, y, é o rendimento na sua

produgao, Z‘; € a secao macroscopica para fissdo do combustivel,

¢:pvn(néutrons/cm2xs) é o fluxo de néutrons no reator, 4, é a constante de
decaimento e o/ € a segcdo de choque para absor¢do do iodo, que por ser muito

pequena iremos desprezar. Portanto:
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dN,
dt

= y,Z_,%—i,N, . (7.44)
A solugcao da equacgao acima é:

N, (£)= %}5"5(1 —e), (7.45)

ZC
para =0 temos N,(0)=0 e no equilibro, ou seja, para t - «, temos N;* = 4 f¢.
/4

A variacao da concentragao do xendnio é dada pela equagao abaixo:

dN .
the = 7/X625¢+/11N1 — ANy _G;( N9, (7.46)

onde o primeiro e o terceiro termos do lado direito sdo, respectivamente, a taxa de
producdo e decaimento do xendnio, o segundo é a taxa de decaimento do iodo, € 0
quarto é taxa com que o xendnio esta sendo consumido. Esta equagao pode ser

rescrita como:

dN - e
d;,e - 7/Xez(;¢+ /1125¢_ﬂe t _/IXeNXe - GaX NX€¢ ’ (747)

onde B=24,3¢. Chamando B'=(y, +4,)Z4, ﬂ,'Z(/LXe+G:(e¢), a equacgdo acima

fica:

% =B'-A'N, —pe ™. (7.48)

Supondo uma solugéo da forma N () =n(t)e™*" encontramos:
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N(t)= p__F e —Ee’“ + P e, (7.49)

Substituindo os valores de ', 1' e S obtemos:

+1,)X€ (A +o s\t +4,)%¢ (A +oi o)
N(l): (7Xe I)X f¢(1_e (A +020) )_ (7Xe XI) P oM e (Axe+0i0) (7.50)
X’Xe+o-ae¢ ﬂ“Xe+O-ae¢_ﬁ“1
~ o . y eq_(j/Xe+2’I)25¢ v
quando ¢—«, a concentracdo de equilibrio & NXe_g—Xe(,j' O grafico da
Xe+o-a

figura abaixo mostra a dependéncia da concentragdo do iodo e do xenbnio com o

tempo.

Figura 24 — Concentracao dos principais “venenos” em um reator.
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7.2.3 Samario

Embora tenha uma secdo de choque menos expressiva que a do
xendnio, o samario ainda € um forte absorvedor de néutrons. Ele ndo é produzido

diretamente através da fissdo. Sua produgao tem origem no decaimento:

149 p 149 p- 149 .
Ndgy® —5— Pmg,” —£—>Smg,” (estavel)

Como a meia vida do neodimio € significativamente menor que a do

promécio, podemos considerar o balangco na quantidade de samario a partir do

promécio. A taxa de variacdo do promécio € dada por:

dN
d:m = meE?¢ - /leNPm * (751 )

Semelhantemente ao caso anterior, na situacdo de equilibrio, a

7/sz§¢
A

Pm

quantidade de promécio no reator é dada por N;! = . O samario é um

elemento estavel, e como ele ndo é produzido através da fissdo, a sua taxa de
variagao leva em conta apenas a taxa de decaimento do promécio e a sua taxa de

‘queima”. A taxa na variagao do samario € escrita como:

WNow _ 3 N~ 5N . (7.52)
dt

Para o equilibrio, a concentragdo de samario € Ny, =——
o

a

7.3 TEMPOS CARACTERISTICOS DO GEO-REATOR

Primeiramente vamos analisar o tempo necessario para que o
numero de néutrons no reator se estabilize. Considere para isso o grafico da figura

21. Como mencionado no capitulo 5, os graficos foram feitos em fungao das
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.y . . s 2 . . P
variaveis multiplicadas por (ﬂa/R), e como no primeiro momento estavamos
interessados apenas em analisar o comportamento dos fatores envolvidos no reator

. P A . 2
(densidade, numero de néutrons, etc.) fizemos (ﬂ'a/R) =1. Contudo, queremos

saber agora qual o tempo necessario para um reator, cujo raio seja da ordem de

21 em, com coeficiente de difusdo dado por D=4,v,/3, onde v, é a velocidade dos
néutrons com energia igual a 1 MeV e 4, é dado por (7.3), apresente N (7)=cte. A

partir da figura 21, temos que este tempo é dado por:

R? R?
T, =2,18——=2,18—= 7,25x10’6s .
N 7’ °D

Observe que o numero de néutrons se estabiliza de maneira quase

instantanea. Este é um tempo muito menor do que do que o tempo caracteristico,

7, , da temperatura, que é da ordem de 4x10°s.

Além dos dois tempos mencionados acima, também temos o tempo
necessario para que os “venenos” da fissao atinjam o equilibrio. Assim, observando
a figura 24, vemos que o grafico se estabiliza em aproximadamente

T, = 1400005~ 404, que € igual cerca de 4 vezes a meia vida do xenonio. Embora

tenhamos calculado as concentragbes somente para o iodo e para o xenbnio, o
resultado obtido é bastante geral, podendo-se demonstrar que para o restante dos
elementos produzidos na fissdo o tempo para que se atinja a concentragdo de

equilibrio é da ordem das meias-vidas dos elementos.



111

8 CONCLUSOES

A idéia de um reator de fissao nuclear natural operando no centro da
Terra seria viavel tanto para explicar a origem de parte do calor proveniente do
interior do planeta, quanto a origem do dinamo terrestre. Contudo, para que o tal
reator possa ter funcionado por tanto tempo, € necessario a existéncia de um
mecanismo capaz de retirar os produtos da fissdo que atrapalham ou até mesmo
impegam a sua continuidade. Segundo uma das hip6teses admitidas por Herndon, o
nucleo interno seria formado principalmente por urénio (em grande quantidade) e
tério (em menor quantidade) e devido a agao gravitacional, os produtos de fissdo
seriam separados dos actinideos mais pesados, mantendo, dessa forma, a massa
critica de combustivel separada dos produtos de fissdo [4]. Além disso, devido a
reversibilidade do campo magnético, para que sua origem esteja no reator, este
necessita ter funcionado de forma intermitente, parando e recomeg¢ando o processo
em certos intervalos de tempo. Esta é uma vantagem do geo-reator sobre as outras
fontes de energia: a producédo de energia pelo reator pode variar dependendo da
composicao e da disponibilidade de néutrons. Dessa forma, a solugdo da equacéao
da difusdo dependente do tempo, a qual fornece a densidade de néutrons no reator
em fungdo da posicdo e do tempo, toma um papel de grande importancia para a
analise da variagao temporal da atividade do reator.

Como visto no decorrer do trabalho, o nimero de néutrons no reator
€ influenciado por uma série de fatores, tendo sido util entdo definir a reatividade.
Dentre os fatores que podem influenciar naturalmente na reatividade do reator,
destacamos a temperatura, a produgdo de elementos nocivos e a queima de
combustivel. Foi mencionado no ultimo capitulo que a variacdo na quantidade de
combustivel em um reator de baixa poténcia causa efeitos a muito longo prazo na
reatividade. Juntando este fato com a produgao de combustivel pelas reacdes de
regeneragao, podemos, a principio, desconsiderar a queima do combustivel como
fator influenciador da reatividade. Discutiremos, portanto, as situagbes criticas,
subcriticas e supercriticas no reator a partir de uma massa inicial de uranio,
considerando a geragao de subprodutos e o efeito da temperatura.

Neste cenario, podemos entdo imaginar uma determinada massa de

uranio enriquecido a ponto de formar um sistema levemente super-critico. Cada
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atomo de uranio funciona como uma fonte subita e a densidade é obtida pela
superposicao destas varias fontes — equacao (5.51). A populagdo de néutrons

cresce rapidamente dado que o tempo caracteristico para este processo, 7, —

fornecido pela equacgao (7.53) — € da ordem de microssegundos. Devido a energia
liberada pela fissdo, a temperatura do meio aumenta e o reator se aquece. O
processo de aquecimento é regido pela equacgédo de difusdo de calor com tempo

caracteristico z,— fornecido pela equacéo (7.36). Com o aquecimento o combustivel

se expande, diminuindo assim a densidade do sistema e, conseqlientemente, a
quantidade de fissdes também se reduzira. Com o numero de fissdes reduzido, a
populacdo de néutrons no reator diminui podendo, inclusive, levar o sistema a niveis
subcriticos, de forma a “desligar” o reator. Assim, podemos entender a temperatura
como uma chave que liga e desliga o reator. Quando a populagdo de néutrons é
nula ou muito pequena, inicia-se o processo de resfriamento, também regido pelo

tempo caracteristico z,. Com o resfriamento e consequente aumento na densidade

de combustivel, o sistema pode, utilizando-se de uma populagdo remanescente de
néutrons ou de algumas fisses espontaneas, estabilizar-se em um dado volume e
uma dada distribuicdo de temperatura, e assim operar em regime critico por algum
tempo. Se por algum motivo a temperatura do meio volta a aumentar (isto poderia
ocorrer devido, por exemplo, a uma falha na retirada de calor), a densidade de
combustivel tende a diminuir, ocasionando um novo ciclo de resfriamento. O sistema
dessa forma se mantém em equilibrio por um longo tempo (enquanto houver
combustivel disponivel), intercalando periodos criticos, supercriticos e subcriticos.

E importante ressaltar que, embora tenhamos considerado no
paragrafo acima o efeito da temperatura como sendo o determinante para o proximo
regime, um mecanismo para a retirado dos “venenos” é imprescindivel, pois, embora
haja estabilizagado na populagdo dos atomos de Xe e Sm, dependendo da poténcia
em que trabalha o reator, os efeitos dos subprodutos podem, assim como a
temperatura, levar o reator ao desligamento. A queima do veneno gerara
subprodutos ndo muito absorvedores, mas cujo acumulo continuado pode acarretar
a inviabilidade da reagdo em cadeia. Um mecanismo de retirada destes elementos e
a dindmica deste processo precisam ser encontrados e compreendidos.

Quanto a geracao total de calor, para dar conta da poténcia

presumida que deve ter o reator central, um certo numero de bolhas é necessario. A
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dindmica do processo responsavel pelo ligamento e desligamento deste conjunto de
fontes que trocam calor entre si e com o0 meio externo ainda precisa ser entendida.
Uma vez determinada esta dinamica e conhecidas as variagdes temporais do
numero de néutrons, da concentragdo de venenos e da temperatura, seriamos
capazes de verificar se ha algum padréo na variagdo da poténcia do reator geo-
reator. Finalmente, se o geo-reator esta ligado com a origem do campo magnético,
poderemos explorar os possiveis efeitos da variagdo da sua poténcia sobre a
variabilidade do campo magnético como forma de examinar a validade da proposta

de Herndon.
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APENDICE A - Densidade de Néutrons Criada a Partir da Fonte Extensa no Caso

Dependente do Tempo

A densidade de néutrons gerada pela fonte extensa a partir da
superposig¢ao de varias fontes pontuais. Assim, devemos integrar a fungado de Green

no volume que contém as fontes, dV,, e no tempo, contado a partir de ¢,:

sl

A.1 Densidade de Néutrons na Regido sem Fontes

Comegaremos com a regido r > R, pois a integracdo é mais simples.

Reescrevendo a equagao acima:

(7247 <277 cos0)

p(F)=q,[ | [ jOR[4 2(:_t T e 0N 20 sen0ddg |di, (A1)

=2 =2 A 2
(r —1y =217, COSH)

4a* (t-1,)

Fazendou =- , a equagao acima pode ser

colocada na forma:

_(r=n)*
IR rodl’o J‘ 4a2(t*;o) eudu (A.2)

0 _ (r+1p)
4a*(t-1y)

~ g 1
)= dt
Pf(” ) a\/;'[OZ\/t—to 0

Realizando a integracdo em du :



118

(" ’0)2 _ (’*’o)2
I re 4ae) dr, — J.Rroe ) gy (A.3)

0
I" 2a.\jt—t,"°

4y lJ"
r °2a,/t—t

Chamando p, (7,t)=1,+1,, com:

(’ ”0)2
q | 4a (t-t)
= ° iy \/ﬁ j re dr, (A.4)
e
1 r)z
— 0
;J.O > T p J‘ ro dro (A.5)
(r=n)’
Fazendo u=——-—2"— aintegral / pode ser reescrita como:
2 1
4a (t—to)
=B [ e
0 dt ““ Ve du+-2 (A.6)
= Jr Y0 2a e
ou

2 (r—R)z

_ 4949 IJ' d \/— 2i-1y) 2(1-1y) J’O Za J‘ (A7)

(r+r0)2

4a* (t—t,)

Para a integral /, fazemos u = para obter:

(me) _ (r+n)

_ qal a(t-1y) -u t dt R a(1-1)
e
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(r+R)2 r2 r+)0 )2

72 = ?/();aij‘ dt \/_ e 4a2(t—t0)_e 2(t~t) J’O y = J' 4a (t-ty) dl"o (A9)

A densidade entao fica:

(r+R) (r—R)2

py ) =L L o

(A.10)

WO) (r-n )

'[0 2a J‘ (o) 4a2 (o) dl"o

E conveniente desmembrar os termos de (A.10) fazendo
p (0 =17 +17 +I5 +1

Comecaremos calculando a integral I} :

r+R)

a qoalj-d \/_ 4att(J (A11)

(r+R)
2a2(t—t0)%

Fazendo a mudanca de variavel u = e utilizado a funcéao

erro:

A integral fica:
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«_ qoal ;e

I¢ = T j,,,lz — du (A.12)
Chegamos a:

A (2 v
I :__q0a12 ir| e —1 |7 —qoala13§ o€ " du
Jrr3 N2 Jrr 3%
onde ¢, = (r; R) . Semelhantemente calculamos I e encontramos
a

«_qal2 7% 20522 32, 900l 38> p
I="rF=—eV | —=-1{t"+ =—a, = |,,e " du A.13
2 \/; 3 \/; \/; - 2 3 '[f ( )

onde o, = (FZ_R) .Asomade I com I resultaem I} +15 =IA+[B+IC+ID+IE.
a

Aintegral IS é

_ (r+n)

q [’ 1 R 4ar2(t—t0)d d
\/;.[o 24 /t—l‘o joe "o

‘, (A.14)

Primeiro trabalhamos com a integral em df usando a variavel

+
u =(r—r°)y. Esta integral resulta em:
2a(t—t,)"
N ZLIR(\/;)eCf;dr —@IRa dr, + 24, IRa dr, I%e’”zdu (A.15)
3 a\/; 0 0 a 0 1770 a\/; 0 3770 0 -
onde a3=(r;r°). A primeira integral de I; pode ser ajustada de maneira a
a

fornecer:
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\/;O 0 aN'r

r+R o ) s} 2
J— ( [P et du— [ 2 du]—% [ adr, + 2}) [ adn[de an  (A16)

De modo semelhante podemos encontrar para I :

o= 2q0t[

NE

J‘ﬁ e du— J‘Zra; e”zduJ —%IOR o,dry + %Jj a,dr, J'Oj? e du

0 0

onde ¢, :(rz_—r‘)). Somando I e I} :
a

I +1] = —%LR(% +a,)dr, <> I

2q0 R % —u? 2q0 R % —u? a
+a&j0 adry [ Ve du+aﬁjo adny [V e du o I (A.17)

2q t r+R i r—R L
Z10” J‘Za\/;e“du_J.Za\/;eudu <_)[Z
T 0 0

A integragdo em [, é direta e fornece:

R
Ie =‘i—°j0 (s +, ) dry =2 Rr (A.18)
A densidade é dada pela soma:
py(Fot)=IA+IB+IC+ID+IE+1] +1; +1I¢ (A.19)

Para verificar a conformidade da solucdo transiente com a solucéo

estacionaria, devemos analisar os termos quando ¢ — .



t— t—0 T

(R o0 2R 2R
lim 4 = tim | 202 L 2" a [ RN s o |2 0
rl3 4a

(R o 2R
lim B = lim | 92 L 2 s [ TR o
t—o t—o0 Tr 3 4a

lim IC = lim| %

t— t— ,72'

6Rr’ +2R’ 3
ID:%\/;( ):qOR l+q0Rr

8a’

Para calcular o limite de /E u

2 3

e’ :1+x+;—!+%+...—>j§e”zdu =I§(l—u2 +...)du ={u—

t—© t—©

fim IE = lim| S [Vre du 8
37 3

2 2
3a°r a

Samos:

o J.Oj e‘”zduJ =0

os limites I e I/, quando o tempo tende ao infinito fornecem:

t—w t—ow 0

T

2 ¢ r+R R r—R R
lim/§ =lim i(v'.oz“ﬁ e du— J. 20 &7

t—w t—©

. . 2 R % 2
lim/ =lim (%J‘O a,dr, J'Oxﬁ e du+

Somando todos os termos:

24 J-OR a,dr, '[0% e du

ar

1wl
—+...
3 }

=5
e

J-o

SR

o
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(A.20)

(A.21)

(A.22)

(A.23)

(A.24)

(A.25)

(A.26)

(A.27)



123

lim p (7,¢) = lim (14 + 1B+ IC+ID+IE + 1 + I5 + 1) (A.28)
Portanto:
limp, (7,¢) = R’ 1 (A-29)
t—o0 pf i 3a2 7 ’

Como queriamos demonstrar, a solucdo dependente do tempo tende

para a solucao estacionaria quando ¢t — .

A.2 Densidade de Néutrons na Regiao com Fontes

Partiremos novamente da equagao (A.1). Manipulando-a chegamos

nas mesmas equagdes I, I7, Iy, I obtidas na regido r>R. Porém, devemos

observar que a constante «, que aparece em I; deve redefinida, valendo agora

, pois de outra forma a integral que aparece em (A.13) ndo seria bem

definida, uma vez que r— R é negativo e seus limites passariam pelo zero.

A soma I+ 1] resulta em:



(r+RY 2rR 2R
= %llg e_ 4d’t [ I"—24+ 2Rz ]] (6461% _ e_4a2t }\/;
Tr a
(7‘+R)2 2rR 2rR
+ Ml i€7 4q%t 2]"122 €4a21‘ + ei4a21‘ \/;
wTr 3 4a

2
2rR 2rR
- 3
2 J(e 4dt _ e4a2t Jzé

2 2 a a
7 R 8 + 8 =+
+q°—+q°—+—a§'[ﬁ e du ——afj‘ﬁ e du
3a? a’ 3 0 3 0
ID IE
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(A.30)

O célculo de I para a regiao fora é idéntica a regiao dentro. Porém

o calculo de I muda levemente por conta do mesmo reajuste dos limites que foi

feito para 15 . Veja:

1= "

(r-n)

I« ad? (t=10) d dl‘ A.31
IO 2a~/t Z I o ( )

i _(rn)’ . ! ()’

t 4a*(1-1y) 9 ! 4 (11, )
_— dt, \dr,+— —_— dt, |d A.32
I 2a i -1, o | \/;J. h 2a.t -, o |40 (AS2)

A i3
Para a integragéo em dt, de f, fazemos a mudanga u =(r;r°)1/2.
2a(t—1,)
— 0 t { { \[

pi=- N [[(Ve)e F an,- j afldr, + L j al droj e du (A.33)
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(r

=) Em seguida utilizamos » =~ o que resulta

2a 2at

Com ¢} =

em:

al
,B 2% J‘M\[ —u? du — qoj' a41dr0 ‘droj.ojeiu du (A34)

De maneira analoga encontramos a expressao para f,:

B, = 2‘170[ J'Ozaf e du— %J' aldr, + J. al drOJ.fe du (A.35)

Onde «}* :(r‘)z;r). A densidade ¢é entdo dada por:
a

py(Fit)=(I4+IB+IC+ID+IE+I{ +1I})

(A.36)
=IA+IB+IC+ID+IE+I] + B + B,
onde a soma I; +1; fornece:
a , ra a q q

I{+17 =qperf| == |- 22| a,dr,+22| a,drerf| —=+

3 T4y =9 (\/;J I _[ [\/—j
q feff(—j—@ra 2dr, +&J'Ra *dr, erf a;’ (A.37)

0 \/’ a 4 0 a 4 0 \/;
g ah
—;Ojoa4‘dr0 _[ a4‘droerf[\/;j
Quando o tempo tende ao infinito a densidade é dada por:

lim p, (7,¢) = lim (I4+IB+IC+ID +IE +15 +Ij +1¢) (A.38)

> t—w

fornecendo:
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lim p, (,1) = 2‘2; R*- 6‘2)2 P (A.39)

que é a solucdo estacionaria.



