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LUNA, R. N. Cohomologias de de Rham e Doubeault em Teorias de Campo Abeliano.
2010. Dissertacao (Mestrado em Fisica) - Universidade Estadual de Londrina, Londrina

RESUMO

Nesta dissertacdo analisamos formas diferenciais e suas relagcbes com as cohomologias de
Rham e de Dolbeault. Discutimos as aplicacGes dessas cohomologias em teorias de campo
abelianas.
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Dissertation (Master’s Degree in Phisics) - Universidade Estadual de Londrina, Londrina

ABSTRACT

In this dissertation we analyze the differential forms with it relations to the de Rham and
Dolbeault cohomologies. We discuss the aplications of these cohomologies to the abelian
field theories.

Keywords: Cohomology. Gauge. Differential forms.
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A compreensdo humana nao € um exame desinteressado,
mas recebe infusoes da vontade e dos afetos; disso se ori-
ginam ciéncias que podem ser chamadas “ciéncias con-
forme a nossa vontade”. Pois um homem acredita mais
facilmente no que gostaria que fosse verdade. Assim,
ele rejeita coisas dificeis pela impaciéncia de pesquisar;
coisas sensatas, porque diminuem a esperanca; as coisas
mais profundas da natureza, por supersticao; a luz da ex-
periéncia, por arrogancia e orqulho; coisas que nao sao
comumente aceitas, por deferéncia a opinido do vulgo.
Em suma, inimeras sao as maneiras,e as vezes imper-
ceptiveis, pelas quais os afetos colorem e contaminam o
entendimento.

Francis Bacon, Novum Organon (1620).



Capitulo 1

Preliminares

1.1 Variedade Diferenciavel

Modelos matemaéticos para muitos sistemas fisicos possuem varie-
dades como objetos basicos de estudo. Por exemplo variedades simpléticas sao
modelos para a mecanica analitica. A idéia bésica das variedades diferenciaveis é
introduzir objetos locais que suportarao processos de diferenciacao onde possamos
definir mapas diferencidveis, tensores, formas diferenciais e que, além disso, una
essas estruturas de maneira suave.

A grosso modo, uma variedade diferenciavel é um espaco matemético
que, numa escala suficientemente pequena, comporta-se como um espaco euclide-
ano com uma certa dimensionalidade n, chamada dimensao da variedade. Exem-
plos de variedades sao curvas e superficies. Quando se olha para uma superficie
bem comportada nota-se que, localmente, esta pode ser obtida em um pequeno
dominio de um plano. Neste caso, verifica-se que um ponto desta superficie é
descrito por dois parametros (duas coordenadas) em um plano; por este motivo
diz-se que superficies sao uma variedades diferenciaveis bi-dimensionais.

Em geral é impossivel obter toda a superficie num dado dominio de
um plano, para isso precisamos “colar” varios outros dominios. Em outras pala-
vras, as coordenadas nao sao sempre definidas em toda a superficie, ao contréario do
caso do plano. Tais coordenadas sao chamadas coordenadas locais e a “suavidade”
de uma superficie é refletida nas relacoes entre elas. Uma variedade diferenciavel
é um espaco topoldgico tal que qualquer ponto nele possui uma vizinhanga cujos

pontos podem ser descritos por coordenadas locais com n parametros indepen-



dentes e as relacoes entre coordenadas locais diferentes podem ser descritas por

funcgoes diferencidveis.

1.1.1 Definicao

Seja M um espaco de Hausdorff, em outras palavras, para dois
pontos distintos p,q € M existem abertos U e V taisquepe Ueqge VelUnN
V = () e também que exista um ntmero finito de abertos U; que recubram M,

axioma de base enumeravel, podemos definir que

Definicao 1.1 M ¢ uma variedade topolégica se este for um espaco de Haus-
dorff que satisfaz o axtoma de base enumerdvel e possui um ponto arbitrario

cuja vizinhanca € homeomorfica a R™.

Podemos mapear uma variedade topolégica M com abertos que a
recobrem, mas é necessario “colar” esses mapas. Supondo que dois mapas se

intersectam, dizemos que tais abertos sao unidos por um homeomorfismo

fagi ¢5O¢;12 ¢Q<UaﬂUg) —>¢5(UaﬂU5). (1.1)
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Fig. 1.1 — Exemplo de homeomorfismo.

Como f,3 ¢ um mapa de um aberto em R" para R", ele ¢ des-
crito como fo3 = ( follﬁ,..., o), sendo as fungoes féﬁ continuas. Escolhendo
um ponto arbitrario p em (U, N Up), (x1(p), ..., zn(p)) com respeito a (Uy, ¢a)
e (y1(p), ..., yn(p)) com respeito a (Ug, ¢), existe uma relagao tal que

yi(p) = fig(@1(p), ... za(p)). (1.2)



Esse homeomorfismo f,3 descreve a relacao entre duas coordenadas locais, ou seja,
descreve uma mudanca de coordenada. Numa variedade diferenciavel é necessario

que todas as mudancas de coordenadas sejam difeomorfismos.
Definicao 1.2 M ¢é uma variedade diferencidvel n-dimensional se:
e M ¢é um espaco topologico.

o M possui uma familia de pares (Uy,dq, ).

s

o U, € uma familia de abertos que recobrem M, ou seja, |J, Uy = M. ¢4 €

um homeomorfismo de U, para um aberto U!, de R".

e Dados U, e Ug tais que Uy, NUg # 0, 0 mapa fop=ba O¢[;1 de ¢p3(UsNUg)
para ¢, (U, NUg) € infinitamente diferencidvel.

Onde ¢, é a funcao coordenada e o aberto U, é a vizinhanca da
coordenada. O par (U,,p,) é chamado de mapa enquanto toda a familia de

pares (U,,pq) é chamada de atlas.

1.1.2 Funcgoes Diferenciaveis

Seja f: M — N um mapa de uma variedade m-dimensional (m-
variedade) para uma n-variedade. Através de f um ponto p € M é mapeado para
um ponto f(p) € N. Tomando uma carta (U, ¢) em M e uma (V,1) em N, onde
p€ Me f(p) € N, temos que

F=vofo¢ ':R" = R" (1.3)

A diferenciabilidade de f é independente da escolha do sistema de coordenadas.
Escolhendo duas cartas que se superpoem (U, ¢1) e (Us, ) € um ponto p €
Uy N Uy. Podemos mapear o ponto p para (V, 1) a partir de (Uy, ¢1) e também a
partir de (Us, ¢2)

F'=4o fodyl. (1.4)

Lembrando que esses abertos se superpoem, e que a mudanca de coordenada é

dada por
g=dr10d;". (1.5)

Podemos mapear uma variedade para outra, como segue.



F=Wofo ¢ /—F”/;? ) Yecp
q)(w

[}

Fig. 1.2 — Mapa entre variedades.

Chamando as coordenadas de p em M de z* e as coordenadas de
f(p) em N de y*, fica claro que y* = F*(z"). Diremos que o mapeamento f é
diferencidvel de classe C*° (smooth) se F' o for. Se, além disso, ele for inversivel
e sua inversa também for suave, f é dito um difeomorfismo e M é difeomorfo
a N e vice-versa. (Lembrando que a dimensdes de M e N tem que ser iguais,
dim M = dim N). Uma fungao f sobre M é um mapeamento suave de M em
R. Denotaremos o espago de todas as fungoes sobre M por C'(M). Um conjunto
importante de fungoes é o das “fungoes coordenadas”, definidos como ¢* : M — R

da seguinte maneira
¢ (p) = P o ¢(p) = o, (1.6)
onde P* ¢ uma aplicagao que associa ao ponto (x!,...,2™) a p-ésima coordenada

do ponto p, x*.

Definicao 1.3 Uma familia de mapas hy : M — N, onde M e N sao variedades
diferencidveis, indexzada pelos nimeros reais t € [0, 1] € dita uma homotopia se o
mapa

H:MxI— N, (1.7)

definido por H(x,t) = hy(x) com x € M, t € I for de classe C*.



Dois mapas f : M — N e g : M — N sao ditos homotopicos se
existe uma funcao h; : M — N, tal que hg = f e hy = ¢g. Intuitivamente, f e
g serao homotdpicos se, e somente se, um puder ser continuamente trocado pelo

outro.

1.2 Espaco Tangente

Podemos definir um vetor tangente X a uma curva a num ponto
p € M. Por conveniéncia, seja «(0) = p. Assim, definiremos o vetor tangente

como uma aplicacao de M em R, dada por

d a(t
x|f) = T (18)
t=0

A interpretacao geométrica torna-se facil se considerarmos um trecho

da curva o como estando dentro de uma carta (U, ¢), dessa forma,

fla(t)) = fo™ o goalt) = F(¢(a(t)) = F(zan), - Tag)- (1.9)

A fungao f tem uma analoga F' que a “imita”, na imagem da curva

a em R™, (:c}](t), s Tppy)- Também temos:
dF(x} ™ ™ det OF
a(t) () wh OF (24)
XUl == =X (L.10)
t=0 p=1 ¢ t=0
Usando a notacao de Einstein,
dxt OF (x,)
X[fl= —2—— 1.11
] dt Oz |, (L11)

Para um caso em que a(0) = 5(0) o termo %—5 fica independente da

curva «(t) e este representa o gradiente da funcao escalar F' : R™ — R, induzida

dah
dt

induzida em R pela curva a(t). Dessa forma a equacao (1.11) representa o produto

por f. As quantidades representam as componentes do vetor tangente a curva
escalar (interno), em R, entre o vetor tangente a c¢(t) = ¢ o a(t) e o gradiente da
fungao escalar F'. Assim, X[f] tem uma interpretagdo em R de derivada direcional
de F ao longo da tangente a ¢ em ¢(p). Com isso temos um vetor associado a
uma curva «(t) na variedade.

O vetor tangente X ¢é associado a classe de equivaléncia de curvas que

passam por p e possuem a mesma derivada direcional, pois existem infinitas curvas



passando por p associadas ao mesmo X. O conjunto de todos os vetores tangentes
¢ um espaco vetorial, chamado de espago tangente a M em p, simbolizado por
T,M. Para caracterizarmos completamente um vetor tangente, basta fornecer m
numeros X* (as componentes de X), pois a fun¢ao f nao desempenha nenhum
papel em sua caracterizacao.
Considerando agora os p vetores
eu(f) = %, (1.12)

qualquer vetor pode ser escrito como uma combinacao linear dos e,

X(f) = X"eu(f), (1.13)

e isso nos permite considerar os e, como uma base do espago tangente. Suprimindo

a funcao f sobre a qual o vetor esta atuando, temos

X = X*e,, (1.14)
0

Esse espago é linear, ou seja, (A X1+ Xo)(f) = M X1 (f) + 2 Xa(f).
Agora suponha que o ponto p estd em uma regiao de interseccao de duas cartas,
uma carta cuja coordenatizacao seja ¢ e outra com uma coordenatizacao v que
conduz as coordenadas y. Sendo um processo analogo ao anterior, vemos que o

vetor tangente a curva a em p pode ser escrito como

\ _ diga}_w(ya)

— Yhs — 71 \Ja)
X(f)= X"e, i o | (1.16)
onde y* = PFotoa(t) e F = for~! Inserindo ¢! o ¢, ficamos com
y'(t) = P oo topoalt) =T (x,(t)), (1.17)

e definindo Y* = P*o1o¢~!, como a p-ésima componente da funcio de transicao
o ¢t E também

i () = Pt ogop ™ opoalt) = P (ya(t)). (1.18)

Essas relagoes mostram que é possivel escrever Y como funcgao de
X! e vice-versa, ou seja, a funcao de transicao ¢ um difeomorfismo. Também

obtemos a relacao entre F e F:

Fyo)=fotp ™ otp(p) = fod ' od(p) = F(xa). (1.19)



Por fim, -
_ _ OF(ya)  0xf0F(xo) O,
e

ou - Wa _ Oyadeg _ Oys
Codt  Owy dt 01y

A expressao do vetor fica independente da coordenatizacao, pois, as

(1.21)
componentes e os vetores base transformam-se inversamente uns dos outros.

1.3 Espaco Cotangente

O espaco cotangente de uma variedade diferencidavel M em p € M
¢ definido como o espago vetorial dual de T,M. Dado um espago vetorial n-
dimensional X e suas bases e,, bases ja conhecidas da secao anterior, podemos

definir as bases e* do espago cotange (X*) como o produto interno
(e”,eu) =0, (1.22)

Para investigar melhor essa relacao, podemos encarar essa nova base
e’ como elementos de diferenciais de linha e = dz”. Por exemplo, a agao sobre
um dado vetor X serd

ox”

oxH

dr*(X) = X(2¥) = X" T = X"é" = X", (1.23)

o efeito de aplicar esse funcional linear sobre um vetor X é selecionar sua v-ésima

componente. Agora aplicando sobre os vetores bases do espaco tangente teremos

oxr?

dz"(e,) = e,(z") = =0, (1.24)

assim como na definigao (1.22).

Podemos definir os vetores cotangentes a M em p € M como funcio-
nais lineares sobre T,,M, ou seja, tais funcionais irao associar a cada vetor tangente
um numero real. Agora definindo a soma e multiplicagdo por escalares (reais) no

espaco desses funcionais lineares,
()\1101 + )\ng)(X) = )\1w1 (X) + )\21U2(X)

Dessa maneira esse espaco se torna um espago vetorial dual a T, M, e serd denotado

por T;M (Espago cotangente a M em p € M). Esses funcionais lineares sao



aplicagoes lineares w que associam a cada vetor um nimero w(X) € R. O exemplo
mais simples de um vetor cotangente é a diferencial de uma funcao, pois, dada

uma funcao f associamos a ela um vetor cotangente df através de

oF
df(X) = X(f) = X',

onde F = f o ¢!, para um homeomorfismo ¢ dado como parte de uma coorde-

(1.25)

natizacao. Vemos facilmente que esse funcional é linear:
df ( MX1 4+ X)) = (MX7+ X0)(f)
= MXi1(f) + X Xo(f) = Mdf (X1) + Xodf (Xa). (1.26)

Considerando uma 1-forma geral w, e como w é uma aplicagao linear,

temos que
w(X) = X"w(e,), (1.27)
desse modo uma 1-forma é completamente fixada pela sua acao sobre os vetores

base e,. Agora uma 1-forma w’ = w,dz" com w, = w(e,) aplicada a X nos d4
w'(X) = X' (e,) = X wydat(e,) = X w,,. (1.28)
Assim podemos escrever
w = wydx”.
As 1-formas dy* podem ser expressas em termos das bases dx* como

dy* = aldx”. E para calcularmos o basta aplicarmos dy* sobre os vetores e,

1 1] 0 1 Iy*
dyt(e,) = alidx’(e,) = o = p (1.29)
por fim, substituindo a#,
yo ay;u' v

Tentando obter uma lei de transformacao das componentes, aplica-

remos as 1-formas sobre os vetores base €, de uma nova coordenatizagao

w(e,) = w,dy” (e,) = W, (1.31)
ou seja,
_ v . ox?
w(e,) = wydz”(e,) = wye,(z") = Wy (1.32)
Assim, por meio de
ox?

W, = —w, (1.33)
H ayu )

observamos que as componentes de uma 1-forma mudam com a matriz Jacobiana

de mudanga de coordenadas, o que é o caso inverso das componentes de vetores

tangentes.



1.4 Tensores

Dados dois espacos vetoriais, X e Y, é possivel formarmos um terceiro
espaco vetorial denotado por X ® Y, associando a cada vetor z € X ey € Y um

vetorr @y e X ®Y:

e A associacao é bilinear e x e y, dados os escalares arbitrarios Ai, Ag, a1, ao

(M1 4+ Ao2) @y = Mz @ Y + Aoz R,
T ® (a1y1 + oy2) = T @ Y1 + T @ Y.

e se {z;} ¢ uma base em X e {y;} é uma base em Y, entdo {z; ® y;} ¢ uma

bascem X ® Y.

Usando os elementos de base de T,M e T7M, podemos extender o
conceito de campo afim de incluir os campos tensoriais sobre M, campos com [

componentes covariantes e k componentes contravariantes, escrevendo

9
j-vlk: _ Tzlzz...zk ® ®

=T o 5o @ do’ ® .. @ da. (1.34)

O simbolo do produto tensorial ® implica numa nao simetrizacao ou nao anti-
simetrizacao dos indices, ou seja, cada elemento de base atua de forma indepen-
dente da outra. Usando a bilinearidade de T e expressando w e X em termos de

bases de um mesmo sistema de coordenadas em T, M e Ty M, temos
T(w,z) =T(w,dz", X e,) = w,X"T(dz",e,). (1.35)

Dada uma outra coordenatizagao, cuja qual forneca coordenadas z*

para o ponto p, entao
T(w,z) = T(w,dz", X"e,) = w0, X"T(dz",&,), (1.36)

onde

T, 7€
v oxe oz P
ozt Oz ozt 9P

= ppe o (2% e) = 5 oo Th

_ T B
TH .= T(di",6,) = T(ax dze 2% )

(1.37)
Por fim, substituindo w,, e X" em termos de w, e X7,

T(w,z) = w,X"T(dz" e,) = 0, X"T(dz",€,). (1.38)
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Note que T é independente da coordenatizacao.

Considerando agora o espago tensorial T,M ® TyM, um elemento
da base deste espaco sera consequentemente e, ® dx”. Tal elemento, seguindo o
mesmo raciocinio de antes, pode ser considerado um funcional linear (bilinear)

sobre T,M x Ty M, cuja agao ¢ definida por
e, ®dx"(w, X) = e,(z)dz"(X) = w,X". (1.39)

Dessa maneira todo tensor pode ser escrito como uma combinagao linear dessa

nova base,
T(w,X)=Tle, ®dz"(w,X), (1.40)
com
T =T(dx*,e,).
Vendo que

Tle, ® de"(w, X) = w, X"T(dz",e,). (1.41)

Note entao que um tensor do tipo (1,1) é um elemento de T,M ® TyM. Um
elemento genérico de um espaco tensorial formado por ¢ espacos tangentes e r

espagos cotangentes em p, serd um tensor do tipo (g, ) e é escrito por

T =THte, ®. e, @de" @ ... ® dz", (1.42)

Vi...Ur

como proposto no inicio da secao.

1.5 Relacao de Equivaléncia

Sendo A e B dois conjuntos, qualquer subconjunto do produto carte-

siano A x B é dito uma relagao. Uma relacao R pode ser especificada como:
R={(a,b) e Ax B | C},

onde C' é uma condigao que associa um elemento de A e de B.
Dado um conjunto X, com z,y,z € X, uma relacao de equivaléncia

requer as seguintes propriedades:
e reflexao: (z)R(x).

e simetria: (z)R(y) seja o mesmo que (y)R(y).
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e transitividade: seja (z)R(y) e (y)R(z) entao (x)R(z).

Uma relacao de equivaléncia é usualmente denotada pelo simbolo
“~7. Assim, se (a,b) pertence a relagao, escrevemos a ~ b e lemos “a é equivalente
a b’. A existéncia de uma relacao de equivaléncia num conjunto X faz com
que ele se particione naturalmente em subconjuntos onde, em cada um, todos os
elementos sao equivalentes uns aos outros. Tais subconjuntos sao chamados de
classe de equivaléncia. A classe de equivaléncia de um elemento a é denotada por
[a]. O elemento a usado para denotar a classe de equivaléncia [a] é chamado de

representativo da classe.
e as classes de equivaléncia sao disjuntas,
e todo elemento de X esta em uma, e apenas uma, classe de equivaléncia.

O conjunto formado por todas as classes de equivaléncia é chamado
conjunto quociente de X pela relacdo ~, (espa¢o quociente ou grupo quociente,
dependendo da estrutura que ele acomodar) e é denotado por X/ ~. Um simples
exemplo de conjunto quociente é a decomposi¢ao dos niimeros inteiros em duas
classes de equivaléncia, a dos ntimeros pares e a dos impares. A relacao entre dois
numeros sera sua paridade e o conjunto quociente tera dois elementos, o conjunto

dos pares e o dos impares.

1.6 Grupos e Algebras de Lie

1.6.1 Grupos de Lie e suas Agoes

Um grupo de Lie é uma variedade diferenciavel G que possui uma
estrutura de grupo compativel com uma estrutura diferenciavel. Isso significa que
uma operacao de grupo (a, b) — ab é suave sendo um mapa G x G — G, e que o
mapa a — a~ ! é suave sendo um mapa de G para ele mesmo.

Podemos dizer que um grupo de Lie é um grupo onde as coordenadas
locais podem ser encontradas quando a multiplicacao e a inversao puderem ser
expressas por funcoes suaves, entao as coordenadas de ab dependem suavemente
das coordenadas de a e b e as coordenadas de a=! dependem de a.

Um grupo de Lie pode ser qualquer grupo topoldgico cujo espaco

subjacente ¢ uma variedade topologica, ou seja, ¢ sempre possivel encontrar coor-
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denadas locais em um grupo de Lie topologico onde a multiplicagao e a inversao
sejam mapas diferencidveis.

Os exemplos mais simples de grupos de Lie sao os grupos de matrizes,
tais como o GL(n), SL(n), SO(n) e SU(n), em que cada um deles podem ser
considerados uma sub-variedade do espaco vetorial das matrizes n x n. Qualquer
representacao linear de dimensao finita de um grupo de matrizes é um exemplo
de uma acao suave de um grupo de Lie em R" ou C".

Todo homomorfismo continuo de um grupo de Lie para outro é suave,
e sendo H um subgrupo de um grupo de Lie, este também serd um grupo de Lie.

Uma acao (ou agao pela esquerda) de um grupo G em um conjunto F
¢ uma correnpondéncia que associa a cada elemento g € G um mapa ¢, : £ — E

de forma que
¢g1gz = ¢91¢92‘ (1'43)

Em outras palavras, uma acao de grupo é um homomorfismo de G
para o grupo de transformagoes de E. Um caso importante se d4 quando um
homomorfismo ¢ injetor, pois existird um isomorfismo entre G e um subgrupo
do grupo de transformacoes de E. Por exemplo, podemos encarar o grupo de
matrizes como um grupo de transformagoes lineares de R ou C".

Se E ¢ um espaco vetorial e as transformacoes ¢, sao lineares, a
acao é uma representacao linear de G em E. Uma acao de grupo de G em F da
origem a uma relacao de equivaléncia natural em FE, pois 1 € F e x5 € F sao
equivalentes se estes podem ser obtidos um do outro pela agao de algum elemento
de G. Em outras palavras, se existe algum x5 = ¢,(z1) para algum g € G.

Diremos agora que a classe de equivaléncia n, de um ponto x € E é
a orbita de x, portanto N, é o conjunto dos pontos que podem ser obtidos de x
pela agao dos elementos de G. O conjuntode elemento de G que deixam =z fixo,
h € H, com ¢p(x) = z, serd chamado de estabilizador de z.

Para cada matriz ortogonal tridimensional A, com determinante igual
a 1 (um), podemos atribuir uma rotacio x — Az de R3 sobre um eixo que passa
pela origem do sistema. Isso determina uma agao de SO(3) em R3. As érbitas
(classes de equivaléncia) sao esferas bidimensionais centradas na origem, acrescida
de uma 6rbita contendo apenas a origem.

Toda a matriz ortogonal fixa a origem, entao o estabilizador da ori-

gem é a prépria SO(3). Mas o estabilizador de um ponto z distinto, consiste em
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rotacoes sobre a linha que o conecta a origem, e lembrando que uma rotacao em
torno de um eixo pode ser vista como uma rotagao de um plano perpendicular ao
eixo, existe um isomorfismo com SO(2).

Seja G um grupo de Lie atuando sobre uma variedade diferencidvel
M, temos que a 6rbita de x € M é o conjunto de todos os pontos ¢,(z) com
g € G e o estabilizador de = é um grupo H, C G que satisfaz ¢p(r) = =x.
Agora denotaremos as intersecgoes de H, por Gy, ou seja, Gy serd um subgrupo
de G que fixa todos os pontos de M e quando Gy = 0 dizemos que a acao é
efetiva. Considerando a agao como um homomorfismo de G para o grupo de
transformacoes de M, entao o kernel desse homomorfismo serd o proprio Gy e a

imagem de G no grupo de transformacgoes de M ¢ isomorfo a G/GY.

1.6.2 Algebras de Lie

Lembrando que uma algebra sobre os reais é um espaco vetorial real
A juntamente com um mapa bilinear A x A — A, sendo que tal mapa pode ser
considerado uma operacao binaria dando a A uma estrutura de anel.

Diremos que tal A é uma algebra de Lie se a operacao bindaria, deno-

tada por [, |, for anti-comutativa e satisfaca a identidade de Jacobi
[la,b], ] + [[b, ¢, a] + [[c,a],b] = 0. (1.44)

Isso é facilmente compreendido tomando como exemplo um dado
espago vetorial real V e End V for o espaco dos endomorfismos de V' (mapas
lineares de V' para ele mesmo). Entao diremos que End V serd uma algebra de
Lie se

la,b] = ab — ba, (1.45)

com a,b:V — V sendo mapas lineares e ab e ba indicando suas composicoes.
Seja a uma &lgebra de Lie, e @’ um sub-espago linear de a que é

fechado perante comutacdo, ou em outras palavras, [a,b] € @' Va,b € a’. Dessa

maneira a’ herda uma estrutura de algebra de Lie e é dita uma sub-dlgebra de Lie

de d’. E uma sub-édlgebra de Lie @' é um ideal de a de
[a,b] €a’ paraum a€a e beda.

Um mapa linear ¢ : a — b entre duas algebras de Lie é um ho-

momorfismo se ¢([a,a’]) = [¢(a), p(a')] para a,a’ € a. O kernel de um homo-
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morfismo ¢, (ker ), é um ideal de a desde que ¢(b) = 0, o que implica em
¢(la, b)) = [¢(a), p(b)] = 0.

Uma &lgebra de Lie ¢é dita simples se ela nao possui ideais nao-triviais
e todo homomorfismo de uma algebra de Lie simples a para uma &algebra b nao
nula é um isomorfismo.

Seja agora (eq,...,e,) a base de um espago vetorial subjacente de
uma &lgebra de Lie a (de dimensao finita), sabe-se que é possivel escrever cada

elemento [e,, €3] de maneira tnica sendo uma combinagao linear dos ey, ..., €,:

[eas €8] = Capyey,

onde os numeros reais c,g, sao ditos constantes estruturais da dlgebra de Lie a
de acordo com a base dada.

Todo grupo de Lie possui uma algebra de Lie associada a ele. Uma
base de uma algebra de Lie g de um grupo de Lie & ¢ dita sistema de geradores
de &, por exemplo dado o grupo SU(2) (que é um grupo de Lie) seu sistema de

geradores ¢ dado por

1 1 1
€1 = 5701, €2 = =02, €3 = =03
20 20 7 24
com os o; sendo as matrizes de Pauli. Esses geradores satisfazem a seguinte regra

de comutagao:

eq; €8] = €aprey,
ou seja, as constantes estruturais de su(2) sao cop, = €ag,. Vé-se que o produto
externo dos vetores base de R? satisfazem & mesma relacdao, e segue-se que a

dlgebra de Lie su(2) ¢ isomoérfica a R3 com a estrutura algébrica dada pelo produto

externo.
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Capitulo 2

Formas Diferenciais

2.1 Definicao

Definicao 2.1 (Uma forma multilinear alternada). Seja V' um espago vetorial
de dimensdao finita sobre uma variedade M. Uma n-forma linear é um mapa
B:VXVx..xV =W, ondeW éum espaco vetorial arbitrario, que é linear

em cada termo.
Isso significa que:
B(ay,az, ...,a,) + B(d}, d,, ...;al) = Blay; + a,as + ab, ..., a, + al,), (2.1)
s- Blay,ag,...,a,) = B(s-ay,as,...,a,) = ... = Blay, ag, ..., s - ay,). (2.2)
Isso faz com que ela seja multilinear. Para que seja alternada ela deve satisfazer:
B(ay, ag, ..., a;y Qi1y .y ) = —B(ay, ag, ...y Qg 1, Gy, oovy @), (2.3)

para todo 1 < i < n.
Com essas condigoes a n-ésima poténcia exterior de V, A"(V), é um

espago vetorial munido de um mapa multilinear alternado
ANV xVx..oxV—=A"(V), (2.4)
tal que qualquer mapa multilinear alternado

VXV x.xV =W, (2.5)
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-
—

AV

Fig. 2.1 — Unicidade.

onde existe uma f’ unica tal que f': A"(V) — W e o diagrama comuta (Figura

2.1), (ffon=f).

Definiremos para vy, va, ..., v, € V que
’Ul/\.../\Un = /\(’Ul,’Ug,...,'Un), (26)

sendo este o produto cunha, e pelo fato de A ser multilinear e alternado possui as

seguintes propriedades
e VAW =—wAU,
e a-(VAw)=(a-v)ANw=vA(a-w),
e vANw+ VAW =vA(w+w).

Adiante estas propriedades serao generalizadas para dimensoes maiores.

Definicao 2.2 Uma k-forma diferencial em U € um mapa continuo e infinita-
mente diferencidvel
w: U — AF(R™), (2.7)

onde R™ ¢ o dual do espaco vetorial R™.

O conjunto de todas as k-formas diferenciais em U é denotado por QF(U).
Se (U, ¢,) é uma carta local com coordenadas (1, ..., z%), entdo uma

k-forma diferencial w pode ser escrita como

1
Wy = Z wil,.,.,ikda:l A ANdak = Z Ewil,m:ikdajl A ... A dzF

1< iy i1
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onde as componentes w;, _; sao anti-simétricas nos indices

k

We(iy)..olin) = (—1)8"7w;, 4, (2.8)

para toda permutacao o. Se (V, ¢,) é uma outra carta com coordenadas (y1, ..., Yx),

entao
w, = Z Wiy Ayt A A dy” (2.9)

J1<.<Jk
As componentes nos dois sistemas de coordenadas estao relacionados

em U NV pela férmula:

_ O(x .. ')
Djoge = D Wi gy i (2.10)

i1<...<ip a(y by k)
onde a derivada parcial representa a matriz jacobiana da mudanca de coordenadas.
Seja C>(A*) o espago das k-formas, representado por tensores antis-

simétricos f;;..x(x), os elementos desse espago podem ser escritos como:

C>(A°%) = {f(2)} dimensao = 1
C>(AY) = {fi(z)dx'} dimensao = n
C>®(A?) = {f;;(z)dz" N da} dimensao = n("z!%)

COO(A”’I) = { firin_ (x)dz A+ Adzin1} dimensso = n
C®(A™) = {fi,in (x)dx™ N -+« Ndx™} dimensao = 1
Vemos que A¥ e A" sdo espacos vetoriais com a mesma dimensao e
em particular, C°(A™) é representavel por uma simples fun¢ao multiplicada por
uma forma de volume n-dimensional (dimM = n).
Formas diferenciais admitem uma multiplicagao de mapas, ou produto

exterior,
/\:Qk(U) XQZ(U)—>Qk+l(U). (2.11)

Essa multiplicacdo nao é nem simétrica nem anti-simétrica, pois, para w € QF(U)
eac QU),
wAa=(—DaAw, (2.12)

facilmente comprovado reordenando as bases dx’.
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2.2 Derivada Exterior

Para definirmos uma operacao nas formas diferenciais que seja similar
a derivada, essa operacao deve obedecer a algum tipo de regra da cadeia, e em

“algum sentido”, deve ser invariante sobre mudancas de coordenadas.

Proposicao 2.1 O mapa d € unicamente definido se:
e d ¢é um mapa linear Q*(U) — QF1(U). d(Aw + Bn) = (Adw + Bdn).
e dadas duas formas diferenciais w € Q*(U) e a € QY(U),

dw A a) =dw)Aa+ (=1)*wAd(a). (2.13)

e Para uma f (0-forma), a funcao f : U — R, U C R", d coincide com a

derivada no sequinte sentido d(f) = Z af dz'.

e dod=0.

Podemos definir d indutivamente a partir da 2* proposigao, pois se w = f(z)dz™ A

.. A dz® temos que
d(f(x)dz"™ A ... Nda'™) = d(f(x)dz™ A ... Adz™1) Ada' +

+ (=DF Y (f(2)da™ A . Adar) A d(dot)
d(f(x)dz™ A ... Adx' 1) A da'e (2.14)

Para provar que d é bem definido, basta checar que a segunda proprie-
dade se mantém para todo k e [. A quarta propriedade é facilmente demonstrada

tomando uma 0O-forma f(z):

dod(f(x)) = d(. (9f > i@’@ jd:v A da?

7,_]_

an i 2f ;
= 2.1
Z(a Za]da: A dx? + 8 aZ:B/\d:E) 0 (2.15)

1<jJ

Dada uma fungao f = f(z) onde z = (x4, ..., x,) sdo as coordenadas

de um dado U entao, das propriedades mostradas acima, tem-se que:

o d(f(x)) = kda
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o d(fi(x)dx?) = %dwi A da?
o d(fix(z)dz? A dz*) = %dmi A dx? A da®

Uma importante implicacao de que ddw = 0 é vista em uma notacao

vetorial, onde essa relacao é equivalente a

curl-grad f =0; div-curl f =0.

2.3 Formas Fechadas e Exatas

Seja w uma 1-forma diferencidvel em U C R?, dada por w = adz+bdy

com a e b sendo funcoes diferencidveis. A derivada exterior de w sera:

dw = d(adx)+ d(bdy) = da N\ dx + db A dy

Oa da ob ob
= (—d —dy) Nd —d —dy) N d
((9x w+ay Y) x+(8x x+ay y) A dy
Oa 0b ob  Oa
= a—ydy/\d:r%—%dx/\dy— (% — a—y)d:v/\dy. (2.16)

Dizemos que se dw = 0 a forma diferencial w é fechada e, no caso

b
oz

diferencial w como w = da, entao ela é dita exata. Facilmente vemos que toda

acima, teremos que 2> = g—‘;. Havendo a possibilidade de escrevermos uma forma
forma diferencial exata é fechada, entretanto, nem toda forma diferencial fechada
é proveniente de uma exata. Tomemos como exemplo a seguinte situagao. Sejam
wy e we duas formas diferenciais quaisquer mas sendo dw; = dwy. De imediato
segue que w; = wse+1, se ¥ é uma forma fechada. Supondo também que w, = df;
para alguma funcao f; dada por f; = fy + f, onde f é uma constante, ou seja,
desejamos tentar provar que w; é exata. Fagamos com que fy = 6, onde (r,6) sdo
as coordenadas polares do ponto (z,y) em R? — (0,0). Sabendo que 6 ¢ dado por

tan(f) = y/x, vélido para x # 0, aplicamos a derivada exterior, e obtemos que

d(tan(0)) = d (Q)

(sec?(0))df =

do =

(
(tan®(0) +1)df = {
(
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Com o mesmo procedimento para cot(d) = z/y temos

d(cot(9)) = d(—>

(= csc?(0))do = @) dz + (;—f) dy
@) - (o ()
o = <#yy2) dr + (ﬁw) dy =dfp.  (2.18)

Assumindo que w; = dfy para alguma funcao f € C*(S!, R'), entao

[Tw= [T = nem - 50 =0 21

Da equagao (2.18), dfy = df, segue que

2T 2T
/ dfo = / do = 2r. (2.20)
0 0

Da Contradigao de (2.18) e (2.19) segue que w; nao é ezxata. A
conclusao é que, de fato toda forma diferencial exata é fechada, mas a reciproca
nao é totalmente verdadeira. Uma maneira de se analisar a real diferenca entre
as formas diferenciais fechadas das exatas é a Cohomologia de de Rham, tema do

capitulo seguinte desse trabalho.

2.4 Operador Estrela de Hodge

O operador estrela de Hodge é uma transformagao linear entre pares
dos espagos QP (M) e Q"P(M),

x: QP(M) — Q" P(M); p=0,1,2..n. (2.21)

Definicao 2.3 No espaco Euclidiano o operador é definido por:
1

* (dxil Adz A - '/\dxip) = ﬁeilmz’piwlmindﬂpﬂ Adr P2 A - - -/\dl’i”7 (2.22)
n—p)!

onde €;,..;, € o tensor totalmente anti-simétrico n-dimensional.

A composicao de * com ele mesmo resulta numa dualidade e para uma p-forma

w =Y W .. ;,dx" A--- Ada’ teremos:

s xw = (—1)PM Py, (2.23)
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Um exemplo simples da aplicacao do operador estrela de Hodge é aquele em que

se considera uma fungao f € C=(U,R), sendo U um aberto em R?:

« f = fdz' Adx® A da?,

* (fdx' A da? A dx®) = f.
Ou, de uma maneira similar, se:

OF g OF gy OF 1

U = ger® + gt ¥ e
aplicando * teremos:
Of + o, 35, Of of
*df = %dx Adx” + p —dz® Ndz! + amsdm’ A dz®. (2.24)

2.4.1 O Operador Codiferencial

Juntando o operador estrela de Hodge (%) e a derivada exterior (d)
podemos gerar um operador d que aplicado a uma p-forma em uma variedade M

n-dimensional nos devolverd uma (p — 1)-forma.
Definicao 2.4 O codiferencial é uma mapa linear
§:QP(M) — QPFY(M),
definido em termos do diagrama
QP (M) = Qv (M) - QP (M) = Q2L (M),

ou seja,
dw = (—1)"PFIH  d(sw). (2.25)

Dada uma fungao f € C*°(M) vemos facilmente que : § f = xd(xf) =
0, pois o operdor * aplicado a uma funcao resulta numa forma com todas as n bases
dx' da variedade e o operador d acrescentard uma base a mais, ou seja, teremos
bases repetidas e pela defini¢do de d nao pode existir uma (n + 1)-forma numa
variedade n-dimensional. Dizemos que w é uma p-forma diferencial é co-fechada
se dw = 0, e co-ezata se w = da para uma certa « sendo uma (p + 1)-forma.

Analisando as propriedades do operador 9, obervamos que:
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e Yoo =0, pois

[(—DF s ds]o[(—1)fxdx] = (—=1)"(—1)% % d(x*)d *
= (—=1)P"P) x (dd)x = 0

edod=0.(Usando k = (n(p+ 1)+ 1)).

*0d = do*.

dxd=0*d=0.

e Dada uma p-forma w, *(0w) = (—1)Pd(xw).
o 0(xw) = (—1)"P x dw.

Mesmo sendo trabalhosa, a prova dessas propriedades ¢ bastante simples, e se-
gue o mesmo raciocinio da primeira demonstracao, pois, basta agruparmos *x =

(—1)P("=P) ¢ reordenarmos a ordem de operacao.

2.5 Formas Harmonicas

J& conhecidos os operadores d e §, podemos junta-los e definir um
operador A, conhecido como operador de Laplace-Beltrami ou Laplaciano Gene-

ralizado, que é um mapa linear de p-formas para p-formas,

Definicao 2.5 Para uma p-forma com 0 < p < n en sendo a dimensdao de M,
temos
A:=dd+0od: QP(M) — QP (M) (2.26)

chamado de Operador de Laplace-Beltrams.

Este operador possui as seguintes propriedades:
o A= (d+6)?%
e do A =ddé+ ddd = déd = ddd + édd = (dé + dd)d = A o d,
e oA =0ddd+ddd =0ddd = ddd + déd = (dd + dd)d = Ao,

o A = xdd + xdd = dd * +dox = (0d + dd)* = Ax.
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Um exemplo é facilmente entendido se considerarmos A atuando em uma fungao
f € R3, pois Af = ddf = *d x df e

(df) = g;d ‘ (2.27)
_ of Of s n 1, OF 0 o
x (df) = &E ——dr* Ndx® + &Ede A dz —1—@6& A dz

d(xdf) = Z ( i ) dz' A da* A da®

B )?
cld(df)] = Z(f";)

Uma forma diferencial é dita uma forma harmonica se ela satisfaz Aw = 0, e o

espaco das p-formas harmonicas é denotado por:
H? = {w e QP(M) | Aw = 0}.

Analisando melhor a relagdo Aw = 0, vemos que uma p-forma w € QP(M) é
harmonica se, e somente se, ela satisfizer dw = 0 e Jw = 0, pois, visto que
A = dd+dd, entao w sendo fechada e também co-fechada sao condigoes suficientes

para que ela seja harmonica.
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Capitulo 3
Cohomologia de de Rham

Nossa estratégia é substituir o espago topoldgico X por um objeto
algébrico , por exemplo um grupo G(X), que contenha as informagoes desse espago
topoldgico para que desse modo seja possivel realizar cdlculos com ele. Cada
funcao continua entre espacos topologicos, f : X — Y, corresponde a uma funcao
de grupos, f': G(X) = G(Y).

Uma das ferramentas da topologia algébrica que realiza essa corres-
pondeéncia é a cohomologia das formas diferenciais ou Cohomologia de de Rham.
A cohomologia de de Rham esta baseada nas formas diferenciais sobre uma vari-
edade e associa cada variedade M aos seus grupos cohomoldgicos H" (M) através
da sua relacao de equivaléncia.

Para medirmos a falha de que uma forma fechada nao seja neces-
sariamente uma forma exata, definimos uma relacao de equivaléncia no espago
vetorial das k-formas diferenciais em M. Assim duas formas serao cohomdlogas,

w ~ w', se elas se diferirem por uma forma exata, ou seja, w — w' = da.

3.1 Complexo de co-cadeias

Definicao 3.1 Um complexo de co-cadeias C € uma colecdo de espacos vetoriais
{C*} ez juntamente com um conjunto de mapas lineares dy, : C* — C**1 tal que
di+1 0 dp = 0 para todo k. O conjunto de mapas lineares {dy} € conhecido como

diferencial de C.
Definicao 3.2 Uma sequéncia de mapas lineares de espagos vetoriais

oLy or By o2 By ey om (3.1)
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€ exata se, e somente se, im d,, = kerd, ;.

A sequéncia
0L B-% ¢ (3.2)

é exata se, e somente se, imf = ker g = 0, se, e somente se, g for injetora.

Similarmente, a sequéncia
/ g
A— B =0 (3.3)
é exata se, e somente se, imf = ker g = B, se, e somente se, f for sobrejetora.

Definicao 3.3 O k-ésimo espaco cohomolégico de uma cadeia de complexos C,
H*(C), € dado pelo espaco quociente
ker d
HE(C) = — %% (3.4)

im dk—l ’

Note que isso faz sentido ja que pela propriedade d o di_; = 0 implica que
im dy,_; C kerdy. E se C é exato entao H*(C) = 0.
Tomando nossos espagos vetoriais como sendo C* = QF(M) e dj, a

derivada exterior, temos o complexo de de Rham

QO(M) -2 QY (M) -2 Q2(M) 2 L n (). (3.5)
E a soma direta
é HZ;R(M)7
k=0

é a Cohomologia de de Rham de M.

3.2 Invariancia Difeomérfica da Cohomologia de

de Rham

Seja f : M — N um mapa diferencidvel entre variedades e a* uma

k-forma em N, entao podemos fazer o retrocesso de o e definir f*a* como uma k-
forma em M. Supondo que x* € M, y* € N, 3* = fi(z*) e uma forma diferencial
a = g;(y)dy’, teremos

fra = gl ()0, f(x)da (3.6)
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Se a forma o € C*°(N, A¥) é fechada, entdo f*a € C®(M, A*) tam-

bém o é, pois, o operador d e f* comutam. Desse modo:

f*: Z8(N) — Z8(M). (3.7)
De maneira similar para uma forma exata df € C*°(N, A¥), teremos

f*: B*(N) — B¥(M). (3.8)

Consequentemente o retrocesso desce para um mapa no espago quo-

ciente:
f*: H¥(N) = H¥(M); H*(N) > [a] — f*[a] == [f*a] € H*(M). (3.9)

Esse mapa linear, f* : H¥(N) — H¥(M), mostra que variedades
difeomorficas possuem cohomologias de de Rham isomorficas, pois, se f : M — N
é um difeomorfismo, entao f* : H*(N) — H*(M) é um isomorfismo cuja inversa
é dada por (f*)7! = (f~1)* : H*(M) — H*(N). Vemos, desse resultado, que a

cohomologia de de Rham é um invariante de variedades difeomérficas.

3.3 Grupos de Cohomologia de de Rham

Vamos definir alguns grupos que sao de suma importancia para o

progresso do trabalho. O espaco das r-formas fechadas sera denotado por,
Z"(M): = {we C®(M,A")|dw =0}
= ker (d: C®(M,A*) = C™(M,A")) . (3.10)
O espago das r-formas exatas serda denotado por,
B"(M): = {weC®M,A"|w=do, o€ C®(M,A"}

= Tm (d: C®(M,A™Y) = C®(M, A")). (3.11)

Definidos esses dois grupos vemos que B"(M) C Z"(M), uma vez

que toda forma exata é fechada.

Definicao 3.4 o r-ésimo grupo de cohomologia de de Rham de M ¢é

_ Z"(M)
- Br(M)

H' (M) : (3.12)
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Definiremos também que para r = 0, B°(M) = 0. O grupo H"(M) é um espaco

vetorial real e a adicao de classes e a multiplicacao por um escalar sao dadas por:
1. se wy ~ w| e wy ~ wh entdo (wy + wy) ~ (w] + wh).

Dados (w; — w}) = day e (wg — wh) = dag, somando as duas igualdades

obtemos
(wy — wh) + (wy — wh) = (wy +wy) — (W] +wh) = day + dasg = d(ay + ),
de maneira que (w; + wq) ~ (W] + w}).
2. seja um escalar ¢ € R entao cw; ~ cwj.
(w; — w)) = dag = c(wy; —wy) = edag = d(cay),
de onde concluimos que cw; ~ cwj.

Tomemos como exemplo a seguinte situacao para calcularmos os
grupos de cohomologia de de Rham. Seja M uma variedade diferenciavel m-
dimensional. Determinaremos o grupo de de Rham H°(M). Sabe-se que as fun-
¢oOes reais infinitamente diferencidveis sobre M formam o grupo C*°(M). O grupo
Z%(M) corresponde & todas fungoes que cumprem df = 0, ou seja, sao constantes

em cada componente conexa de M. J& que B°(M) = 0, temos imediatamente que
HO(M) = Z°(M). (3.13)

Vé-se também que Z°(M) = R, logo
H(M)=Z°(M) =R. (3.14)
Se M for composto por n componentes conexas, teremos n grupos 2 O(M ) e entao
HY(M) = Z°(M) =R". (3.15)

Outro exemplo pode ser ilustrado pela Lei de Oersted-Ampére da
eletrodinamica. Levando em consideracao uma 1-forma de Oersted-Ampere a

seguir:
21

C

w { Y__dr+ Lcly} , (3.16)

_x2+y2 22 + 12

sendo w € Z'(S'). A lei de Ampere pode ser escrita como:

; 4
/H.dg‘:/ w= "1, (3.17)
c1 C1 ¢
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com I sendo a corrente total e H o campo magnético. Essa lei é equivalente a
dizer que existe um potencial multivalorado:

v=uv(r,y) = % arctan <%> : (3.18)
no espago R? — {0}, e v € {v + 2kw|k € Z}. Temos por causa do primeiro grupo
de de Rham que:

H'Y(S") = >~ {a dv|a € R} = H(R* — {0}) @ R. (3.19)

Uma interpretacao estrutural da lei de Oersted-Ampere se da para

os seguintes casos mostrados na figura abaixo, com w = —dp.

(a) R2- (0} (b)

VAN

N o/

Fio transportando corrente

Fig. 3.1 — Interpretacao fisica da cohomologia de de Rham.

Entao a lei de Oersted-Ampere pode ser interpretada em termos do
espaco:

B'(S') = {dy | peC™(S,R)}, (3.20)

que é o elemento zero de H'(S%). Isso corresponde a a = 0, e a implicacao fisica
é de que curl H=0e consequentemente H = —gradyp, situagao representada
pela figura (4.1a). Se a # 0, entao w # —dp, w ¢ B'(S') e essa lei precisa ser
interpretada em termos de outros elementos ao invés do elemento zero de H'(S*).

Em outras palavras, se w = —dp nao é cohomélogo a zero, w ¢ multivalorado.

3.4 Lema de Poincaré

Teorema 3.1 Se w € uma k-forma em um aberto U C M, o qual é deformavel

a um ponto, tal que dw = 0, entdo existe uma (p — 1)-forma « tal que w = da.
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Prova: Construindo um operador linear K : AP(U x I) — AP7Y(U), Vp > 1, tal
que
K[H*dw] + d[K H*w] = w, Yw € AP(U), (3.21)

onde H* é induzido pelo mapa (1.7). Com isso em maos podemos provar o lema
de Poincaré, desde que dw = 0 produza dK[H*w| = w. Dessa forma definiremos
que « := K[H*w], de modo que dov = w. Agora precisamos mostrar que (3.21) é

verdade.

Lema 3.1 Sejam U C M wum aberto deformdvel a um ponto xq € U e H um
mapa C* em U x I, [ =[0,1] C R,

h:UxI—=U, H(z0)=x; Hx,1)=2 VYreUl.
Se K é um mapa linear
K :AP(U x I) — AP7HU),

¢ definido como se segue:
Kw =0,

para w = aj(x,t)dz! € AP(U x I). E

Kw=Y </01 bj(x,t)dt) A da,

para w = bi(z, t)dt A dx? € AP(U x I).

Assim para qualquer w € AP(U), temos
K[H*dw] + d[K H*w] = w.

Prova: Seja w = a(z)dx* A --- Adzi» € AP(U), entao

H*w = a(H(x,t))dH? A--- NdH? € AP(U x I), (3.22)
onde OHI . OH
dH? = _dx' 4+ ——dt
o0 T o
[§]

H(z,t)={H (2, ...,2" 1)} ,1<j<n.
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Seja H*w =+, com

B = Z b(x,t)dz™ A -+ Adz',
v = Z c(z, t)dt ANdz' A - A dalr

e definindo dois mapas i,,4, : U — U x [ por
iog(x) = (2,0) e U x I, iy(x)=(x,1) €U x I, (3.23)
entao i5(y) = 0 e if(y) = 0. De (3.23), temos

Hoig:U — xy € um mapa constante,

Hoiy:U—=U € um mapa identidade. (3.24)
E também

(H oip) = ip(H"w) = 0,
(Hoiy) =11(H'w) = w.

De (3.23) e (3.24) inferimos
BB =0 e B(F)=w (3.25)
Agora a definigdo de (3.22), implica em
1
K(Hw)=K(y) = Z </ c(x, t)dt) dz" A - A datr (3.26)
0
dessa forma
. Oc(x,t) -
d[K(H"w)] =) (/O - dt) da® A - A dater, (3.27)
mas d(H*w) = df + d~y sendo entao
Z—dt/\dac Ao Adae —i—Z—dm Ada' Ao A da'?
+ Z —d:c Adt Adzt A A dater, (3.28)

Portanto

KH'dw = K[d(H*w)]:Z(/ (%(@ )dt) Azt A - A dxi
0
1
— Z(/ acg’t)dt) dz® Adt Adzt AN datt. (3.29)
0
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Por fim de acordo com (3.25)

Kd(H*w) + dK(H*w) = Y b(z,1)da" A--- Adx'» = b(x,0)dz" A--- A da™
= 4(B) —ig(8) =w. O (3.30)

Assim se U é deformavel a um ponto xg € U, toda forma fechada em
U é exata. Em outras palavras, toda forma fechada é localmente exata.

3.5 Aplicacao do Lema de Poincare

A teoria classica do eletromagnetismo é baseada nas equacoes de

Maxwell, numa notacao que nao manisfesta um carater covariante, e essas equa-

coes sao
V-E = p, (3.31)
OE
VXB—— =]
X 8t .]7

usando as unidades de Heaviside-Lorentz, ¢ = 1, p sendo a densidade de carga
e j a densidade de corrente. Mas também temos que as componentes do campo

elétrico E e do campo magnético B sao dadas por mais duas equagoes, sendo elas

V-B = 0, (3.32)
0B

VXE = ———.
ot

Essas duas equagoes envolvem seis quantidades, as componentes dos 3-vetores E

e B, sendo que esses 3-vetores podem ser expressos em termos de quatro quanti-

dades, as componentes do 3-vetor A e a quantidade escalar ¢:
B = VxA, (3.33)
E = —-Vop— —.

Na verdade, essas quatro quantidades se transformam como as componentes de

um 4-vetor A = AH,

At = (A% A) = (¢, A). (3.34)

Em termos dessas quantidades, podemos reescrever as equagoes (3.33) de uma

forma covariante:

F = 0,A, — 0,4, = dA, (3.35)
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onde as componentes do tensor Fj,, sao as componentes dos campos elétrico e

magnético:
0 E''  E* BB
o —-E' 0 -B3 B?
uv — _E2 Bd 0 _Bl

—-E3 —-B? B' 0
Sendo F},, sendo a forca, enquanto A* dito o potencial. As duas equacoes homo-

géneas de Maxwell dadas por (3.32) podem ser escritas agora na forma
dF = d(dA) =0,

ou seja,
aMF,,)\ + a,,F,\M + 8AFW =0. (336)

Pois F' = F},, sendo uma forma exata, sua derivada exterior resulta numa forma
fechada. Agora, as outras duas equagoes de Maxwell (inohomogéneas) dadas por

(3.31), sado escritas como
0F =3, ou 9,F, =7},

sendo j¥ um 4-vetor o qual incorpora as fontes, que sao a carga e a densidade de
corrente: j¥ = (5°,j) = (p,j'), com i = 1,2, 3.

Mas onde vemos a importancia do Lema de Poincaré? Primeira-
mente se considerarmos um caso particular da teoria, no caso uma configuracao
da magnetostatica. Temos que V X E = 0, com E sendo o campo elétrico. Com
isso em maos o Lema de Poincaré implica na existéncia de uma funcao escalar V'
tal que E= —VV, ou seja, o potencial elétrico. Também se aplica quando temos
V-B= 0, pois do lema sabemos que existe um certo A tal que B=Vx ff, ou em
outras palavras, o potencial vetor. Outras aplicacoes do Lema de poincaré serao

vistas no decorrer desse trabalho.
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Capitulo 4

Campos de Gauge

4.1 Campos de Gauge e Conexoes

Seja G um grupo de Lie, com uma algebra de Lie g, e U um aberto de
R"™. Um campo de gauge em U ¢ um campo de covetores A,, assumindo valores
na algebra de Lie g. Um campo com valores em um espaco vetorial de dimensao
r pode ser interpretado como uma r-upla de campos com valores reais, entao
se escolhermos uma base (ey, ..., e,) para g, podemos expressar A, na forma de
A,(z) = Af(z)ex, onde Al (x) (para um k fixo) especifica um campo vetorial de
valores reais em U.

Seja W(x) um campo tomando valores num espago de representacgao
T de G. ( em outras palavras, ¥ se transforma de acordo com a representagdo T’
de G). A derivada covariante V,¥ do campo ¥ (a respeito do campo de gauge

A,,) é definida como
VU =0,V +tA,V, (4.1)

onde t representa a diferencial da representacao T. A for¢ca F),, do campo de

gauge A, ¢ definida por
F.=0,A,—0,A,+[A, A (4.2)

Vemos que
(V,V, =V, V)V =t(F,)V. (4.3)

Uma transformacao (local) de gauge é uma fungao g(z) com valores

em G. Um campo V¥(x) que se transforma sob uma representacao 7' é mapeado
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por uma transformacao de gauge g(z) para um campo ¥ por
V(z) =T(g(z))¥(). (4.4)
Um campo de gauge A,(z) é mapeado por g para um novo campo, por

A () = 7(g(x)) Au(z) — (Dug)g™" (@), (4.5)

. . . . A
onde 7 ¢ a representagao adjunta de G. Dizemos que os campos A, e A, sao gauge-
equivalentes, e a fungao g(x) realiza essa equivaléncia entre os campos. Também
temos que

V. W(x) =T(g(x))V, ¥ (x), (4.6)

com V', representando a derivada covariante com respeito ao campo Aj,. A forca

/ ! : N
F}, do campo A, é relacionada a F,, do campo A, por

F = 7(9(2)) Flu (2)- (4.7)

Um campo A, é dito um campo de gauge puro se, e somente se,

Au(x) = g7 (2)d9(2), (4.8)

para uma funcao g com valores em G. Isso mostra que a forca de um campo
de gauge puro é zero, e quando o dominio é simplesmente conexo, o inverso é
vélido, ou seja, se F,, = 0 entdo A, = ¢'d,9(x). Campos de gauge sdo uma
generalizacao do campo eletromagnético, pois podemos considera-lo um campo
de gauge do grupo de Lie abeliano U(1). As férmulas acima relacionadas para a
forga de um campo e para a transformacao de gauge, no caso de G = U(1), se

reduzem para as férmulas padrao da teoria do campo eletromagnético:

F. = 0,A,—-0,A,, (4.9)
Au(r) = Au(r) = 0uA(2).

Para todo campo de gauge pode-se associar uma conezrao, que é na verdade uma re-
gra para transportarmos ao longo de curvas uma quantidade que se transforma de
acordo com a representacao de G. Agora seja V' um espaco vetorial r-dimensional,
e U um aberto de R". Uma s-forma diferencial com valores em V sobre U é dada
por

1

w = —'w,\l_,)\sdx’\l A A dx’\s,
s
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onde wy, ., sdo fungoes sobre U com valores em V. Se (vy,...,v,) é uma base
para V, w pode ser escrita como w = w®v,, sendo w® formas com valores reais.
Entao, essa forma diferencial w, com valores em V', pode ser vista como uma r-
upla das formas w®, com a variando de 1 até a dimensao r de V. Para um campo
de gauge A, com valores na algebra de Lie g, temos uma 1-forma, com valores
em g, correspondente A = A, dz". Se A] ¢ um campo gauge-equivalente a A, a

equivaléncia é dade por uma funcao g, e as 1-formas A e A’ sdo relacionadas por

A = 1(9)A - (dg)g™", (4.10)
A = 7(gHA +g'dg.

E novamente vemos que se A4, é gauge-equivalente a zero, podemos escrever que
A = g~'dg, o que estd de acordo com (4.5) e (4.8). A forga F,, é uma 2-forma

com valores em ¢ dada por
1 1

com [A A A] sendo uma forma diferencial com componentes [A,,, A, |dz* A dz”.

4.2 Teoria de Chern-Simons Abeliana

Teorias quanticas de campos resultam em uma 6tima descricao de
fenomenos fisicos e a invariancia local de gauge vem a ser um dos principios
bésicos por tras da construcao de modelos realisticos de particulas. Ha uma
situacao particular na qual podemos desenvolver uma base para entendermos o
porque da teoria de Chern-Simons nos motivar. E tal situacao se da quando o

sistema fisico é caracterizado por uma acao quadratica do tipo

Sol¢] = % / PAP. (4.12)

Nessa equagao ¢ representa o campo (ou um conjunto de campos) do modelo e A
representa algum operador diferencial. Em teorias de campo usuais, a agao nao
¢ invariante sob transformacoes gerais de coordenadas (atuando nos campos da
teoria) a menos que a métrica seja uma varidvel dinamica. No modelo de Chern-
Simons abeliano, a métrica introduzida em uma variedade nao é uma variavel da
teoria, todavia, a acao de Chern-Simons, Scg, é invariante pois ela nao depende

da métrica. Mais precisamente Scg depende das formas de Chern-Simons [7],
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estas possuem uma natureza topologica, tornando assim a métrica da variedade
irrelevante.
Considerando agora a agdo de Chern-Simons (abeliana) definida por
[6, 8]
k
Scs = 8 /d?’xe"””AM@VAp, (4.13)

onde A, ¢ o campo vetorial.

As formas de Chern-Simons implicam em Lagrangeanas para teorias
de gauge, invariantes sob algum grupo de simetria (G) em uma certa variedade de
dimensao impar M. Uma Lagrangeana de Chern-Simons padrao é uma (2n + 1)-
forma, construida para uma conexao A e suas derivadas exteriores. Um caso
simples é o da 3-forma C3(A) = AAdA, onde A é uma 1-forma de conexao para
um grupo abeliano. Esse funcional também pode ser visto como uma integral de

uma 3-forma sobre uma 3-variedade M, dado por
SC’S = 6/ AN dA, (4.14)
M

que ¢ invariante sob tranformacoes gerais de coordenadas e de gauge (abeliano),

com AM se transformando como um vetor covariante.

4.3 Generalizacao da Teoria de Chern-Simons

A descrigao do campo tedrico da teoria cohomoldgica de de Rham é

dada pela seguinte acao:

!
Sar = Z w™ M A dw*, (4.15)

My

onde w*® € Q°(M) sao as s-formas em M, s =0,1,2,....n, dimM =n,el = [RTH}

, . . , 1 ~
é a parte inteira do numero % As equacoes de Euler-Lagrange para esse
funcional sao

dw* =0, k=0,1,2,...,n—1. (4.16)

As solugoes para essas equagoes sdo elementos de Z45,(M). Solugoes vindas do
grupo B, (M) resultam em solugoes triviais. Portanto o espago das solugoes nao

triviais para as equagoes de campo (4.16) sdo dadas pelo espago

éo HEL (M), (4.17)
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Vemos que a descrigao tedrica da teoria de de Rham generaliza a teoria de Chern-

Simons abeliana, pois, lembrando que a agao de Chern-Simons ¢é
Scg = / ANdA,
M
com A =w' € QY(M), dimM = 3. A acdo de de Rham para n = 3 toma a forma

SdR = / (U}2 N dwo + wl VAN dwl)
M

:/w/\dw +/w/\dw
M M

- / w? A du®) +/A/\dA (4.18)
M M
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Capitulo 5

Variedades Complexas

5.1 Variedades Riemanianas

Seja M uma variedade diferenciavel.

Definicao 5.1 Uma métrica riemaniana em M € um campo tensorial g do tipo
(2,0) o qual é simétrico, positivo e definido em todo M. Um par (M, g) onde g é

uma métrica riemaniana € chamado de Variedade Riemaniana.

Cada espaco tangente T,M de uma variedade riemaniana é entao um espaco
euclidiano pela forma bilinear de g,. Todo vetor £ € T, M em uma variedade

riemaniana define uma 1-forma &° pela férmula
E(X) =g(¢, X)), VX € T, M. (5.1)

Similarmente, um endomorfismo A de Tx M define uma forma bilinear A® pela
formula

A'(X,Y) = g(A(X),Y), VX,Y € T, M. (5.2)

Uma importante observacao a ser feita é que em variedades riemani-

anas podemos “medir” o comprimento de curvas. Se v : [0,1] — M é uma curva

simples e diferenciavel, seu comprimento é definido como

Liy) = / g(4 (1), 4(1) 2, (5.3)

e vemos que ele depende apenas da prépria curva, e nao da sua parametrizacao.
De fato, se t = t(s) é um difeomorfismo suave do intervalo [0,1] e ¢(s) := y(t(s))
entdo ¢(s) = A(t(s))-t'(s) e g(¢(s), ¢(s))/2 = g(¥(t), 4(t))/?-#(s), vem da férmula

de mudanca de variaveis.
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5.2 Funcgoes Holomorficas

Uma fungao F' = f+1g: U C C — C é dita holomérfica se satisfaz

as equacoes de Cauchy-Riemann:

of _9dg 9f 9g
of 09 9f 0y 4
or 0Oy Oy ox (54)

Sendo j um endomorfismo de R? correspondendo & multiplicagao
por ¢ em C via a identificagao de R? com C dada por z = z + iy — (z,y). O

endomorfismo j pode ser expresso por

y:(?‘ﬁ). (5.5)

Se enxergarmos F' como uma funcao real F': U C R? — R2?, sua diferencial num

ponto p € U é o mapa linear

of of
(F), = ( 7: ) g 7) ) | (5.6)

52 5 (p)
Dessa maneira vemos que as relacoes de Cauchy-Riemann sao equi-

valentes a relacao de comutagao
jo(F)p=(F)poyj,V pel. (5.7)
Podemos identificar C™ com R*™ via
(215 ooy 2m) = (1 F WY1, ooy Tin + 1Y) = (T2, ooy Ty Y1y ooy Yim)

e denotando por j,, o endomorfismo de R? correspondendo & multiplicacao por i

em C™:
0 -1,
I = ( L. 0 > ) (5.8)

Um mapa F' : U C C* — C™ ¢é holomoérfico se, e somente se, a

diferencial F, de F como um mapa real F : U C R?*" — R?™ gsatisfizer

Jm © (Fi)p = (Fi)p © Jn. (5.9)

5.3 As Variedades Complexas

Uma variedade complexa de dimensao complexa m é uma variedade
topoldgica (M,U) cujo atlas (¢, )yey satisfaz a seguinte condi¢ao de compatibili-

dade: para toda interseccao U,V € U, o mapa entre os abertos de C™

duv = ¢y o ¢y (5.10)
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¢ holomorfico. O par (U, ¢y) é dito uma carta e a cole¢ao de todas as cartas é
dita uma estrutura holomorfica. Temos que o mapa holomorfico entre abertos de
C™ ¢, em particular, um mapa diferencial entre abertos de R?™. Além disso, toda
variedade complexa M de dimensoes complexas m define uma variedade real 2m-
dimensional Mg, a qual é o mesmo que um espago topolégico M. O inverso nao é
verdade, pois, nem todo mapa diferencial é holomoérfico. Entretanto as estruturas
holomoérficas de M estao encodadas em um tensor da variedade real Mg, o qual é

um campo de endomorfismos do espaco tangente definido como:

e Para todo X € T, Mg, escolhemos U € U contendo x e definimos
Ju(X) = (6v); " © Jm © (dv)«(X).

Se escolhermos algum V' € U contendo x, entao ¢yy = ¢y o gb(_]l é

holomoérfico, e ¢y = ¢y o ¢y. Dessa forma

Jv(X) = (¢v); ' o jmo (dv)(X) = ( 10 jim 0 (¢vu)s 0 (du)«(X(.11)
= (¢v); ' o (dvu)s 0 dm o (dv)(X) = ( 10 jim 0 (¢):(X)
— (X)),

V)i
ou)s

Tais fatos dizem que Jy nao depende de U. Sua colecao, entao, é um tensor J
bem definido em My e satisfaz J? = —Id.

Definigao 5.2 Um tensor do tipo (1,1) J em uma variedade (real) M, o qual

satisfaz J* = —Id, € dito uma estrutura quase compleza.

O par (M, J) se refere a uma variedade quase complexa. A partir desse momento
sempre identificaremos uma variedade complexa M com sua sua variedade real

subjacente Mg, juntamente com o tensor J.

5.4 Espaco Tangente Complexificado

Seja (M, J) uma variedade quase complexa. Queremos agora diago-
nalizar o endomorfismo J, para isso temos que complexificar o espago tangente.
Definimos

TM® :=TM ®gC.
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Extenderemos todos os endomorfismos e operadores diferenciais de TM para TM®
pela linearidade de C. Seja T"°M, denotando o auto-espaco de TMC correspon-
dendo ao auto-valor i de J, e T%' M denotando o autoespaco de TME correspon-

dendo ao auto-valor —i de J.

Lema 5.1 Tem-se

TWOM ={X —iX | X e TM} , T'M = {X +iX | X € TM}
e TMC = TLOM @ TOLM.

Teorema 5.1 Seja (M, J) uma variedade quase complera. A estrutura quase
complexa J (em M) vem de uma estrutura holomdrfica se e somente se a disti-

buicao T M ¢é integrdvel.

Prova: suponha que J venha de uma estrutura holomoérfica em M. Considere
uma carta holomérfica (U, ¢y) e seja z, = x4 + 1y, a a-ésima componente de ¢y.

Se {e1, ..., €2, } formam uma base de R*™, temos:

0 0

a'ta = (dv)s <€a> e a—yCY:<<Z5U);1(em+a),

E mais, jn(€q) = €mia, diretamente da defini¢ao temos
0 0
J|=— ) =—.
0% Mo
Usando a seguinte notagao:

0 1/ 0 0 0 1/ 0 0
_— = = [— 1 = - —_— ._ . .12
Oza 2 (3% Zaya> P 0z 2 (3% Haya) 042

Direto do lema (5.1) e da equacao (5.12), vemos que % e % sao secoes de THOM

e T%' M respectivamente. Além disso, eles formam uma base local em cada ponto

de U. Sejam agora Z e W duas secoes locais de T%! escritas como

Z:ZZQ~<%) W=> W, (&za) (5.13)

Em um céalculo direto, ficamos com

oWs 0 0Zs 0
Lo .14
az_l 0z, 8z5 Z We 0z, 025 (5.14)

a,:

o que resulta em uma secao local de 7% M. O
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Uma estrutura quase complexa surgindo de uma estrutura holomor-
fica é dita uma estrutura complera. Uma vez com essas coordenadas em maos é
facil mostrar que as fungoes de transi¢ao sao holomérficas. Suponha que (uq, v4)

¢ um outro sistema de coordenadas locais:

0 0
oon o
Teremos
8u5 8@5
1
axa Z 0%, 8u5 BZ 0%, 8115 (5.15)
e
au§ 81)5
. 1
aya Z Yo 0uﬁ Z 8ya 8@5 (5.16)

Aplicando J em (5.15) e comparando com (5.16)

8u5 8@5 8u5 8’05
= = — . 1
0%a Yo Oya 0zq (5:17)

Isso mostra que as fungoes de transi¢ao sao holomorficas.

5.5 Formas Holomoérficas e Campos Vetoriais

5.5.1 Decomposicao do Espaco Exterior Complexificado

Seja (M, J) uma variedade quase complexa. Agora voltaremos nossa
atengao para as formas exteriores e ao espaco exterior complexificado AFM =
AN M ®@g C. As segoes de AzM podem ser vistas como somas formais de w + o7,

onde w e 7 sdo formas reais em M. Definindo os seguintes sub-espagos de AL M
o A\'M :={6 € ALM | £(Z) = 0,YZ € T%' M},
o A\G'M :={¢cALM | £(Z) =0,YZ € T M}.

As segoes desses sub-espagos sao chamadas formas do tipo (1,0) e do tipo (0,1)

respectivamente. O lema (5.1) nos da:
Lema 5.2 Tem-se
o AWM ={w—iwoJ|we A M},

o N"'"M ={w+iwoJ |weA'M}, e
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o ALM =AM @ A% M.

Denotaremos a k-ésima poténcia exterior de A%*M por A%*M e AP?(M) deno-
tando o produto tensorial AP ® A%, A poténcia exterior de uma soma direta de

espacos vetoriais pode ser descrita por:

koo .
AME®F)~ & NE® AF'F. (5.18)
=0
Do lema (5.2) temos:
AEM ~ @ APIM. (5.19)
pta=k

Segoes de APYM sao ditas formas do tipo (p,q) e o espago das (p,q)-formas é
QP4)M . Uma k-forma complexa pertence a AP4M se, e somente se, ela desaparecer
quando aplicada a (p+1)-vetores de THYM ou em (q+1)-vetores de T%' M.

Se J é uma estrutura complexa, podemos descrever esses espacos
em termos de coordenadas locais holomérficas. Seja z, = x, + iy, a a-ésima
coordenada de ¢,. Extendendo a derivada exterior a funcoes complexas, pela
linearidade de C, definimos 1-formas complexas dz, = dx, + idy, € dZ, = dr, —
idy,. Entao {dz,...,dz,} e {dz,...,dz,} sdo bases locais para AM°M e A% M,

respectivamente. Assim as bases para APYM serao

{dziy N oNdzy NdZ N NdE T < <, g1 <. < g (5.20)

5.5.2 Objetos Holomorficos em Variedades Complexas

Comecando por caracterizar as fungoes holomérficas.

Lema 5.3 Seja f : M — C uma funcao suave em M. As sequintes afirmagoes

sao equivalentes:
1. f € holomorfica.
2. 0zf =0,VZ € T™' M.
3. df € uma forma do tipo (1,0).

Prova: (2) & (3). df € Q"M & df(Z) = 0, VZ € TY"M & 0zf = 0,
VZ e T™'M
(1) & (3). A funcio f é holomdrfica se, e somente se, f o ¢y é

holomérfica para toda carta (U, ¢y), o que é equivalente a f, o (¢y);! © jm =
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if.o(ou):t, ouseja, fioJ =if,. Estailtima equagao apenas diz que para todo
vetor real X, df (JX) = idf (X), ou melhor, que idf (X +iJX)=0,VX € TM, o
que é equivalente a df € Q%0M.

Sabendo que: d(QPIM) C QPN @ QPAHIM Y 0 < p,g < m,
para todo (p,q) fixo. Definimos os operadores diferenciais: 0 : QP4(M) —
QPrLa(M) 5 0 2 QPA(M) — QPaYE(M), por d = O + 9. Temos que as seguin-

tes identidades se mantém:

9*=0, & =0edd+00=0. (5.21)

Prova: Temos que d? = 0 = (9 +0)? = 8% + 9% + (00 + 09), e os trés operadores

no ultimo termo assumem valores em diferentes sub-espagos de Az M.

Proposigao 5.1 Seja w € AYY (M) N A%(M) uma 2-forma real do tipo (1,1) em
uma variedade complexa M. FEntao w € fechada se, e somente se, todo ponto
x € M possuir uma vizinhanga aberta U tal que a restricao de w para U € igual

a i00u para alguma funcdo real u em U.

Prova:d(id0) = i(0 + 0)00 = (0?0 — 9*) = 0, por causa das identidades acima
vistas, 0% = 9% = 0.

Lema 5.4 (Lema de Dolbeault) Uma (0,1)-forma O-fechada é localmente 0-ezata.

Seja w uma forma real fechada do tipo (1,1). Do lema de Poincaré,
sabemos que existe localmente uma 1-forma real 7, tal que w = dr. Seja 7 =
710 + 701 a decomposigao de 7 em (1,0)-formas e (0,1)-formas, substituindo em

w = dr, teremos
w=dr = 0" + (0% + or"0) + o0,

Assumiremos pelo lema (5.4) que existe uma funcdo local f tal que 7%! = Jf,
implicando que 97%! = 0. Pela conjugacio complexa 71 = 9f, ficamos com
w = O™ 4+ 9710 = (00f + 00f) = i00(2Im f), agora pela proposicao (5.1), se
w = i00u — dw = 0, usando u = (2Im f).

Usando o mesmo raciocinio da decomposicio do operador d = 9+ 0,

faremos a decomposicao do operador codiferencial § = 9* + 9*, usando

o O QPUM) — QPLYM), O = —x O
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o O : OPa(M) — QPI=Y(M), O := — x Ox.

Definindo os operadores A? := §9* +8*0 e A9 := dd*+*d e, por fim, o operador
de Laplace complexo A := A? + A9,
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Capitulo 6

Cohomologia de Dolbeault

6.1 Definindo

Admitindo uma (7, s)-forma 0, uma (7', s’)-forma £ e M uma varie-
dade complexa de dimensio complexa m, sabemos que € Q™*(M) e § € Q*"(M).
Também temos que, se £ € Q7 (M) entdo O A& € Q7+ (M) e por fim, uma

g-forma complexa w pode ser escrita unicamente como

1 _ _
w = ; @wm---mm---ﬂsdzm Ao ANdZFm NdZPP N N dZE (6'1)
r+s=q

Observamos também que para a mesma (r, s)-forma w,

1 [(Owy, ... b OWy, iy
dw = —— < Ma“;”l eyt § A 8{”;”1 & dzA> xdzM A N2 ADE N - NdE
Tr.S. z z

sendo dw uma mistura de uma (r+1, s)-forma e uma (r, s+ 1)-forma. Analizando
esta “mistura”, verificamos que podemos separar a atuacao do operador d em
d=0+0onde d:Q*(M) — QFL5(M) e d: Q"(M) — Q=+ (M). Agora, se

para uma forma w = w,dz* A dz¥ tivermos

awﬂﬂ A —v
ow = Wdz ANdzt N dzZY,

‘ 0
Hw = %d? Adz* A dz

os operadores 0 e 0 sdo chamados de Operadores de Dolbeault.
Podemos utilizar o mesmo raciocinio desenvolvido para a Cohomolo-

gia de de Rham e definir que se Ow = 0 a (r, s)-forma diferencial é dita O-fechada
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e se w = O« ela serd dita d-exata. Com isso em maos e novamente sabendo que
0% = 0, vemos que toda forma O-exata é O-fechada.

Considerando a seguinte sequéncia de homomorfismos
o) & ety 2 qrnary 2 (6.2)
Como 0% = 0, a soma direta

QP (M) = & QPI(M), (6.3)

q=0
¢ um complexo diferencial, chamado de Complezo de Dolbeaut.
Defini¢ao 6.1 Seja Z3°(M) o espago das formas O-fechadas em M, e By*(M)

0 espaco das formas O-exatas em M, os (r,s)-ésimos grupos de O-cohomologia de

Dolbeault serao dados por

H (M) = w (6.4)
o By (M)
A soma direta
(M) = & HE(0), (6.5)

¢é dita Cohomologia de Dolbeault de M.

Ao contrario da cohomologia de de Rham, a cohomologia de Dolbe-
ault nao é um invariante topolégico da variedade, pois, ela depende diretamente da
estrutura complexa J. Um elemento [w] € Hy*(M) é uma classe de equivaléncia

das (r, s)-formas O-fechadas que se diferem por uma forma O-exata,
[w] = {w' € Q5(M) | w—w' = ¢}, ¢ € Q"5 HM). (6.6)

Da mesma maneira que os grupos de cohomologia de de Rham de R" sao triviais
(como j& visto), os grupos de d-cohomologia de Dolbeault de C™ também sdo,
ou seja, toda forma O-fechada é J-exata. Por fim, os grupos de O-cohomologia

avaliam a nao trivialidade da variedade complexa M.

6.2 Aplicagao

Consideremos uma variedade complexa n dimensional M. A descri-

¢ao tedrica da cohomologia de Dolbeault de M é dada pelo seguinte funcional:

Spel = / Zw(nfp,nfq) A 3w(p,qfl)7 (6.7)
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onde w"*) € Q(l75)(]\/[ ). As equagoes de movimento sao dadas por:
OwPD =0, GunPn) =0, g=1,2,3,..,n. (6.8)
O espaco das solugoes é um espaco vetorial dado por

D

n
q=1

(HPH (M) @ HY™P"4(M)) .

A teoria de Dolbeault descrita pelo funcional acima generaliza a teo-

ria BF holomorfica abeliana dada pelo seguinte funcional:
SAhBF = / Bn’n_2 A FO’Q, (69)
M

onde B2 .= ™2 € QM 2(M), F9? = ow?t e Q%L(M).

A teoria BF holomérfica abeliana nao foi estudada, mas as regras
para encontrarmos as equagoes do campo sao as mesmas para os casos anteriores.
Por essa razao podemos dizer que a teoria de Dolbeault a generaliza, pois, por

exemplo, para uma variedade complexa M de dimensao n = 2, ficamos com

Sansr = / B*Y A FO2 (6.10)
M2

n

Spol = /Zw("p’"q)/\éw(p’ql)
M

q=1

= / w®D A 0w + / w0 A 9w
M?2

M?2

= / w®Y A 0w + Sunpr, (6.11)
M2

para uma forma w4,
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Capitulo 7
Conclusao

Sendo M um espaco topoldgico ou alguma variedade diferenciavel e
assumindo-a como sendo o espago de configuracao de algum sistema fisico, esse M
também ¢é relacionado a uma estrutura geométrica subjacente a esse sistema. Ele-
mentos geométricos de uma estrutura geométrica tais como intervalos, segmentos
de curvas, superficies e volumes sao vistos como quantidades basicas numa corres-
pondéncia bijetiva com quantidades fisicas e sao a base de fundacao de qualquer
teoria fisica.

Campos fisicos e observaveis aparecem naturalmente dessas quanti-
dades basicas e sao, muitas vezes, facilmente bem descritos por formas diferenciais
e grupos cohomoldgicos do espaco de configuragao M. Toda teoria fisica abrange
quantidades fisicas mensuraveis que sao relacionadas naturalmente com entidades
geométricas, tais como, pontos p; € M, representam quantidades fisicas como

massas e cargas, ou elementos de superficie dao suporte as integrais de fluxo

1 S
e = —/ Ez‘jdﬂfldxj :/ w
4 /., e
e:/ Hijdxidxj:/ W
c2 Cc2

com w € Q*(M) e ¢y € Co(M).

Campos fisicos sao objetos intrinsecos definidos em um espaco de
configuragdo nao linear (M™). Por outro lado, idealmente, (M™) é descrito em
termos de espacos lineares; uma idealizacao que nao necessariamente correspon-

dera ao observado na natureza. Esses objetos intrinsicos sao definidos aos pares

(WP, c,), wPeQP(M), c¢,eC(M), p=0,1,2,...,n
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Para melhor compreensao veja os apéndices (A) e (B). Observéveis fisicos sao asso-
ciados a campos descritos acima em termos de um mapa bilinear nao-degenerado,

B,
B HP(M) x Hy(M) = R; ([w”], [c]) r—>/ w?

o que nos diz que a estrutura matematica subjacente das quantidades do campo
do tipo acima descrito ¢é essencialmente a Cohomologia de de Rham.

Um simples exemplo pode ser ilustrado se utilizarmos a cohomologia
de de Rham na mecénica. Supondo um campo w = Fidz’ com w € Q' (M), quais
serao as condigoes topologicas do espaco de configuracao M para que W seja um
campo conservativo? Considerando primeiramente um campo definido pelo par
(w', 1), com w! = —dV, onde V possui derivadas parciais e seja bem definido,

isso nos diz que

/m AV = V(zs) — V(z1),

x1

¢ independente do caminho ¢; que une os dois pontos zi,z9 € M. Portanto, a

regra para (3 definida acima se aplica, e qualquer que seja ¢; € C’l(M ),
5JMMWHM@%&@ﬁme/M:/EmEQ (7.1)
c1 c1

A regra (7.1) se mantém para todos os caminhos fechados ¢; que podem ser

deformaveis a um ponto, ou seja, nesse caso

HY(M) = 0.
Dessa forma vemos que as condigoes topologicas de M que caracterizam um campo
conservativo w! = —dV sao
}HMZOe/szo (7.2)
c1

Finalizando este trabalho, percebemos que o estudo da cohomologia é
de suma importancia na fisica, pois, analisamos com ela caracteristicas globais dos
espacos utilizados na criagdo de modelos. Ao longo dos capitulos desse trabalho,
almejamos estabelecer as ferramentas matematicas necessarias para a compreesao
dessa teoria.

Estudamos apenas as cohomologias de de Rham e de Dolbeault, mas
existem diversas teorias cohomoldgicas, dentre elas as de Hochschild e de Cech.
A simplicidade da idéia juntamente com sua vasta margem de implicacoes e re-
sultados tornam esse estudo bastante interessante. O presente trabalho é apenas

uma pequena amostra disso.
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Apeéendice A
Homologia

Definiremos certos grupos abelianos, chamados grupos de homologia,
0s quais mostram os numeros de buracos em algum espago topolédgico.
Definicao: Duas cadeias fechadas ou cycles, ¢, e ¢, sao ditas homdlogas se dife-

rirem por um contorno (bOU//Ld(Uy)I
d~cd &3 Cp+ EO+ - =0c (A]_)
p p p+1 p+1 - &p D p+1- .

Um caso especial dessa definicao se d4 quando um dado ¢, é um
contorno, ¢, = dcy41, entao ¢, é dito homdlog a zero, ¢, ~ 0. Para cada inteiro
p =0, C,(M) sera o grupo de p-cadeia diferencidveis em M e 0 : C, — Cp; serd

o mapa contorno (boundary map). Entao
Cp={c, € C,(M) | Oc, =0} =ker0, (A.2)
sera o grupo de ciclos. De uma maneira similar, temos:
0Cp11 ={0c | c€ Cpi1} =1Imo, (A.3)

sendo o grupo dos contornos. Sendo dc = b, temos 9b = 9(0c) = 0, e C, 41 C C,,.
A imagem do homeomorfismo 0 cai no kernel de 9, e 9C,;; é um subgrupo de C,,.
Podemos agora introduzir o grupo dito p-ésimo grupo diferencidvel

de homologia, dado por:

H(M) - Cp(M) _ kerd

T 0C,,,  Imd’

p=0,1,2, .. (A.4)

onde tal grupo possui como elemento classes homoldgicas.
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Apeéendice B

Propriedades de Integracao

A integral de uma forma exata sobre um ciclo desaparece.

Juw=[da= [ a=0 (B.1)

A integral de uma forma fechada sobre um contorno b desaparece.

Ju=[w=[aw=o (B.2)

A integral de uma forma fechada sobre um ciclo depende somente da classe

homoldgica do ciclo, pois, se ¢ ~ ¢’ entao existe um ¢ tal que ¢ — ¢’ = e,

/w:/ w:/w+/w:/w. (B.3)
c c'+0c c’ dc c’

A integral de uma forma fechada sobre um ciclo depende somente da classe

e

cohomoldgica da forma, pois, se w’ ~ w” entao existe um « tal que w’' —w” =

/w’—/w”:/da:Oe /W/:/W”. (B.4)

do, e
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