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RESUMO

Este trabalho foi estruturado na analise e estudo de redes de duas e trés particulas
(spins) acopladas. Com foco, especialmente, em suas aplicagdes na computagcao
quantica. Onde os resultados apresentados possuem um consideravel potencial
pratico na manipulagdo destes sistemas, quando formados por Quantum Dots. No
que se refere a sistemas de dois spins acoplados, a énfase €& dada na
implementacdo de Portas Logicas Quanticas Universais. Uma vez que, atraves
destas, pode-se realizar qualquer tipo de processamento com o0s Algoritmos
Quanticos. As condi¢cdes e campos para o desenvolvimento de portas especificas
sdo comentados. Para sistemas de trés spins acoplados, a énfase € dada no
desenvolvimento de algoritmos de correcdo de erros. Em todos os casos, a teoria é
desenvolvida visando sua implementacéo pratica. Portanto, os cuidados necessarios
para executar as condi¢des tedricas também sdo levados em consideracdo. Bem
como a utilizacdo de solucbes exatas que envolvam campos passiveis de serem
realmente produzidos em laboratério.

Palavras-chave: Equacdo de Spin. Sistemas de Dois, Quatro e Oito Niveis.
Reducao de niveis. Implementacéo. Pulso Adiabatico.
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ABSTRACT

This work was structured in the analysis and study of lattices model of two and three
coupled particles (spins). The focus is quantum computing. The presented results
have considerable practice potential in the manipulation of these systems, when
formed by Quantum Dots. As regards the two coupled spin systems, the emphasis is
on the implementation of Universal Quantum Gates. Once using these gates, it's
possible perform any kind of processing with quantum algorithms. The conditions and
fields for the development of specific gates are commented. For three coupled spins
systems, the emphasis is on the development of error correction algorithms. In all
cases, the theory is developed to present a practical implementation. And the
necessary precautions to perform the theoretical conditions are also taken into
consideration. As well as the use of exact solutions describing fields that can be
actually produced in laboratory.

Key words: Spin Equation. Two, Four and Eight Level-Systems. Reduction of
levels. Implementation. Adiabatic Pulse.
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1 INTRODUCAO

1.1 O Bit e as Portas Légicas

O bit (sigla dada para digito binério) é a menor unidade de informagao que pode
ser armazenada ou transmitida, podendo assumir apenas dois valores, 0 ou 1. Assim como
introduzido por Leibniz (e posteriormente aperfeicoado por Boole) [1] os bits também
podiam representar alguns conceitos como ativo e inativo, aceso e apagado, verdadeiro
e falso, de modo que construgoes feitas com mais de um bit serviam para representar

conceitos intermedidrios, como por exemplo:
e 00 — Desligado;
e 01 — Tensao/carga baixa;
e 10 — Tensao/carga moderada;
e 11 — Tensao/carga alta.

Desta forma um conjunto de bits pode entao representar um cédigo, um nimero
(basta fazer a conversao de bindrio para decimal, ou para o sistema desejado), e até mesmo
uma palavra (ou texto). Assim, considera-se o bit um dado que, em conjunto (denominado
byte), constitui uma informagao.

Fisicamente o valor de um bit é, de uma maneira geral, armazenado como uma
carga elétrica acima ou abaixo de um nivel padrao em um tnico capacitor dentro de um
dispositivo de memdéria. Mas bits podem ser representados fisicamente por védrios meios.
Os meios e técnicas comumente usados sao: Pela eletricidade (como o caso do capacitor),
por via da luz (em fibras épticas, ou em leitores e gravadores de discos Gpticos, por
exemplo), por via de ondas eletromagnéticas (rede wireless), ou também, por via de
polarizagdo magnética (discos rigidos).

As portas légicas sao dispositivos de execucao fisica de uma fung¢ao Booleana,

isto é, elas realizam uma operacao logica de uma ou mais entradas 16gicas, produzindo uma
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unica saida. Sao principalmente implementadas usando diodos ou transistores atuando
como chaves eletronicas, mas também podem ser construidas usando relés eletromagnéti-
cos, légica fluidica, l6gica pneumadtica, 6tica, moléculas, ou até mesmo elementos mecani-
cos. As portas légicas podem ser conectadas da mesma maneira que funcées Booleanas
podem ser compostas, permitindo a construcao de um modelo fisico de toda a légica
Booleana, e portanto, toda a matemadtica e todos os algoritmos que podem ser descritos
por esta légica.

No Quadro 1 tem-se as principais portas 16gicas (cldssicas), com a indicagao
da fungdo booleana que executam. A denominada Tabela Verdade organiza as saidas
possiveis para cada porta légica em fungao de cada entrada possivel.

Entende-se por operacoes légicas compostas aquelas que sao construidas a custa
de duas ou mais operagoes légicas basicas. Uma operagao 16gica composta diz-se universal
quando, exclusivamente a custa de portas do seu tipo, se consegue construir qualquer uma
das operagoes bésicas (e.g. a porta NOT e a porta AN D), e consequentemente, constroéi-se

todo e qualquer circuito de légica combinatéria, por mais complexo que este seja.



Quadro 1. Caracteristicas das principais portas légicas.

11

Nome ou tipo | Simbolo (Norma ANSI) | Funcdo Booleana Tabela Verdade
Entrada | Saida
— A not A
NOT A
0 1
1 0
Entrada Saida
A|B A and B
010 0
AND A-B
0]1 0
10 0
111 1
Entrada | Saida
A| B Aor B
0]0 0
OR A+ B
0]1 1
110 1
111 1
Entrada Saida
A|B A xor B
— 010 0
XOR A®B
=7 0]1 1
110 1
111 0

Fonte: o préprio autor
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1.2 O Qubit e as Portas Légicas Quéanticas

Os bits sao representados por estados de um sistema (cldssico), sendo fisica-
mente componentes eletronicos dentro de um chip, e por tratar-se de um sistema bindrio
nao hd como se ter informagoes constituidas por algo além de zeros e uns, onde o estado de
cada bit é muito bem determinado. Em contrapartida, na computacao quéantica, o qubit
(abreviacdo de quantum bit) é representado por estados quanticos, isto é, por vetores
num espacgo de Hilbert. Inclusive j& existem alguns dispositivos que sao possiveis candi-
datos a tal representacao, como: Um féton, que pode estar verticalmente polarizado e o
representamos por |1), ou estando horizontalmente polarizado o representamos por |0);
fons aprisionados em armadilhas magnéticas; Quantum Dots (i.e. conjunto de elétrons
confinados a dimensoes nanométricas); dtomos (como o de Hidrogénio por exemplo) ocu-
pando ‘vales’ de uma rede Optica cristalina, representando por |0) o elétron na camada K
(estado fundamental), e por |1) o elétron na camada L (estado excitado); elétrons, que
para um determinada dire¢ao (como o eixo z) podem estar com spin up e o representamos
por |0), ou estando com spin down o representamos por |1).

Ao que os estudos e pesquisas nesta drea indicam, um dos candidatos mais
promissores para a representagao dos qubits é o estado de spin dos Quantum Dots [2].
Principalmente devido ao seu escalonamento, isto é, uma vez desenvolvida uma tecnologia
funcional de alguns qubits, esta poderd ser diretamente estendida para equipamentos de
varios qubits. Basicamente, os Quantum Dots sao estruturas desenvolvidas em semicon-
dutores que funcionam como caixas tridimensionais com potenciais eletrostaticos capazes
de aprisionar alguns quantas de carga. A eletronica moderna fornece excelentes técnicas
que permitem controlar, criar e medir até mesmo um tnico elétron dentro destes “pontos
quanticos” [2].

Em todo caso, por se tratar de estados quénticos estes nao sao totalmente
deterministicos. Dessa forma um elétron poderia estar numa superposicao de estados,
tendo spin up e down ao mesmo tempo. A consequéncia deste fendbmeno quantico é o

fato de nao termos mais somente zeros e uns como a base da informacao, pois hd agora a
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possibilidade de termos um estado que nao é zero e nem um, mas sim os dois a0 mesmo
tempo. Se classicamente tinhamos entao, para os bits (b, referente aos estados cldssicos
que se pode ter),

b=0oub=1,

ja para os qubits temos (|1)) referente ao vetor, no espaco de Hilbert, da fungdo de onda

dos estados quanticos),
[0) = kol0) +ki[1) , ki€ C, [il + kel =1,

onde |¢) = |0) e 1) = |1) simplesmente se tratam dos casos em que k; = 0 e ky = 0
respectivamente, uma vez que kg e k; sao constantes complexas referentes a amplitude de
probabilidade de se encontar |i) nos estados |0) e |1).

Assim como na computagao clédssica, ha na computacao quantica o interesse de
manipular e processar os dados e a informacao, e pode-se fazer isso através de portas
l6gicas. A computagao quantica é desenvolvida de modo a realizar uma transformacao
unitaria no estado de entrada, isto é, as portas logicas clédssicas de n entradas sao subs-
tituidas por operadores unitdrios da mecénica quéntica, agindo no espago de Hilbert
produto H®". Estes operadores sao definidos entdo como portas légicas quanticas. Por
fim, o estado final é medido, operagao que, em geral, nao é unitaria e pode estar sujeita
a interpretacao probabilistica da mecénica quéntica.

Quanticamente definem-se as portas légicas como sendo de um ou de dois qubits,
uma vez que a partir destas se obtém as portas de mais qubits. Este trabalho terd como
objetivo mostrar que a manipulacao e controle da evolucao de sistemas de dois e quatro
niveis, possuem um grande potencial na implementacao de portas quanticas de um e dois
qubits. Similarmente, isto também é valido para os algoritmos de correcao de erro, através

de sistemas de oito niveis.
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1.2.1 Portas Légicas Quanticas de Um e Dois Qubits

A porta quantica NOT é o exemplo mais simples que possui andlogo cldssico,
pois assim como no caso cldssico consiste apenas em gerar saidas |1) para todas entradas
|0) e saidas |0) para todas as entradas |1) (ou seja, mesmo para um caso de superposigao
de estados |¢)) = ko |0) + k1 |1), pode-se realizar o processamento através de uma porta
NOT obtendo-se como saida NOT |1)) = ko |1) + k1 |0)).

Portanto pela representagao matricial temos que

1 0
NOT |0) = NOT = ,
0 1
assim como
0 1
NOT|1) = NOT = ,
1 0

logo,

NOT =

No contexto das portas légicas quanticas de dois qubits, as mais utilizadas sao
as chamadas portas controladas. Estas possuem um funcionamento que incorpora o pro-
cessamento feito em um qubit. Os qubits de entrada sao chamados, qubit alvo e qubit de
controle. Sendo as saidas o préprio qubit de controle (inalterado) e o resultado da atuacao
da porta légica no qubit alvo.

Apesar dos casos analogos, existem tanto portas quanticas que nao possuem
andlogo clédssico, quanto portas cldssicas que nao possuem andlogo quantico. Este tltimo
caso se verifica pelo fato de que as operagoes quanticas devem ser unitérias, consequente-
mente, reversiveis. Para melhor entendimento, construindo portas que atuam de maneira
irreversivel, nota-se que estas nao sao unitarias, e portanto, nao descrevem a evolucao
de um sistema quéantico. Como exemplo, denotando U AND € [70 r como os operadores

equivalentes a atuacao das portas AND e OR controladas, respectivamente, utilizando a
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Tabela Verdade para a saida do qubit alvo temos,

(/]\AND |‘T7y> - |ZL’,1} : y> )

portanto,
Uanp |00) = [00) , Uanp |01) = |00) ,
Uanp |10) = [10) , Uanp [11) = |11) |
sendo
1 0 0 0
0 1 0 0
|00) = , |01) = , |10) = , |11y = ,
0 0 1 0
0 0 0 1
logo temos
1100
A 0 00O
Uanp =
0010
0 001

Semelhantemente, como

Uor [00) = [00) , Uor [01) = [01)

Uor|10) = [11) , Upr|11) = [11) ,

logo temos

0 0
10
0 0
0 1

Uor =

o o O =
- o O O

Assim podemos facilmente verificar que tanto (A]LND(A] Aanp # I, quanto (A](T)RﬁOR #1, e

portanto tais portas cldssicas nao possuem andlogo quantico.
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1.3 Correcao de Erros e Trés Qubits

Assim como jd mencionado, o dominio no processamento de um e dois qubits
ja é o suficiente para se realizar qualquer tipo de processamento da informagao quantica.
Todavia, em sistemas de processamento de informacao, o ruido é sempre uma grande
questdo [3]. Apesar de se almejar sistemas que evitem o ruido, quando isso nao é possivel
tenta-se ao menos evitar os seus efeitos. Nesse sentido, o principio basico para protecao
de uma mensagem é a sua codificacao, adicionando-se informacao redundante. Assim,
mesmo apos parte da informacao ter sido corrompida pelo ruido, a redundancia permite
a decodificacao de forma que se recupere a mensagem original.

Baseando-se na adicao de informacgao redundante para codificacao da infor-
macao, seria muito simples utilizar um cédigo, como o chamado cddigo de repeticao,
onde a mensagem a ser enviada é repetida um certo nimero de vezes. De modo que,
se a probabilidade do ruido mudar a mensagem for menor que 50%, jd se obtém uma
transmissao muito mais confidvel. Entretanto, no intuito de evitar os efeitos do ruido
para proteger estados quanticos, a opgao citada acima torna-se inadequada, devido as

importantes diferencas existentes entre a informacao cldssica e a quantical.

1.3.1 O cédigo de trés qubits para canal de inversao

Para exemplificar uma codificacao quantica de correcao de erro, suponha a
seguinte situagao [3]:
Enviando qubits através de um canal, sabe-se que estes sao invertidos com pro-

babilidade p, e portanto permanecem inalterados com probabilidade (1 — p). Pode-se

1Como por exemplo:

e A Nao-clonagem. Impedindo a utilizagao do cddigo de repeticio.

e Perda de informacao quéntica por medidas. Nao permitindo a observagao da saida do canal para,

entao, decidir por um procedimento.
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dizer entao que com probabilidade p o ruido atua neste canal levando o estado [¢) para
o1 |vY) , por isso este canal é denominado canal de inversio de bit. Um cédigo que proteja
os qubits dos efeitos de ruido desse canal poderia atuar de forma que, sendo o estado
«]0) + B |1) , este seria codificado com trés qubits, como «|000) 4+ 3 |111), onde podemos

escrever essa codificacao, convenientemente,

|0) — |0z) = |000) , |1) — |11) = |111) ,

onde entende-se que as superposicoes de estados da base sao levadas as superposigcoes
correspondentes nos estados codificados. Apés essa codificacao cada um dos trés qubits é
enviado através do canal. Supondo que uma inversao tenha acontecido com no maximo
um qubit, existe um procedimento simples de correcao de erro, que pode recuperar o
estado quantico em dois estagios:

1. Deteccao de erro ou diagnéstico de sindrome: Medidas que detectam erro,
caso haja algum, sao realizadas sobre o estado quantico. O resultado da medida é chamado
de sindrome de erro. Para o canal de inversao de bit existem quatro sindromes de erro,

que correspondem aos quatro operadores de projecao:

P, =1000) (000| + [111) (111| , sem erros;

P, =]100) (100| + |011) (011| , inversao do primeiro qubit;
P, =1010) (010] +|101) (101| , inversdao do segundo qubit;
P; =|001) (001]| + |110) (110| , inversao do terceiro qubit.

Caso ocorra uma inversao no primeiro qubit, o estado corrompido serd « |100) +
[011), e neste caso (| Py |1)) = 1, e portanto o resultado da medida, isto é, da sindrome de
erro, ¢ 1. Vale ressaltar que a sindrome nao altera o estado, apenas contém a informagao
de qual erro ocorreu.

2. Recuperagao: O valor da sindrome de erro é agora utilizado para se saber

qual o procedimento que deve ser adotado, afim de recuperar o estado inicial. Por exemplo,
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se o valor da sindrome foi 1, isto indica que a inversao ocorreu no primeiro qubit, agora,
portanto, deve-se inverter o primeiro qubit novamente para recuperar o estado inicial com
exatidao. As quatro possiveis sindromes de erro, e o procedimento de recuperacao em
cada caso, sao: 0 (sem erro) — nao se faz nada; 1 — inverter o primeiro qubit; 2 — inverter
o segundo qubit; 3 — inverter o terceiro qubit.

E facil ver que para cada valor da sindrome o estado inicial ¢ recuperado com
exatidao, para cada tipo de erro. Entretanto esse procedimento de correcao de erro
funciona, perfeitamente, para casos como o do exemplo, onde a inversao ocorre no maximo
em um dos trés qubits. A probabilidade de que seja assim ¢ (2p® —3p? +1). Logo a
probabilidade de que o erro permaneca sem correcao ¢ (2p — 3p?) exatamente como no
caso do cédigo de repeticao de erro cldssico. Novamente, desde que p < %, a codificacao
e a decodificacao aumentam a confianca na protecao do estado quéntico.

Vemos assim que portas de dois qubits sao essenciais para manipulacao e proces-
samento, enquanto portas de mais qubits sao fundamentais para algoritmos de correcao

de erro.
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2 DESENVOLVIMENTO

2.1 Equacao de Spin

Para o caso mais geral em 0 + 1 dimensao, no qual um sistema de dois niveis
estd sujeito a interacoes dependentes do tempo, a descrigao pode ser feita através de um
espinor W¥(t) com duas componentes dependentes do tempo, sendo a dindmica descrita

pela equagao de Schriédinger (em unidades naturais),

d v1 (1)

i—W(t)=[Fol + o -F|¥(t), U= ,

dt (1)
onde, I é a matriz identidade, & = (01, 02, 03) sdo as matrizes de Pauli e F =
(F1(t), Fy(t), F3(t)) € o campo externo.

Vale ressaltar que, a equacao pode ser simplificada fazendo Fy = 0. Pois se W(t)

¢ uma solucao para Fy = 0, entao pode-se obter uma solugao para Iy # 0 fazendo

W' (t) = exp (—z’ /0 t Fo(t’)dt’) (1)

Assim a equacao pode ser reescrita, sem perda de generalidade, como

z%lll(t) =(o-F)U(t) .

Muitos problemas podem ser identificados com essa equagao, ou mesmo repre-
sentados por ela. Um caso direto, que envolve a equacao de spin, é o de uma particula de
momento angular total J = 1/2 inserida em um campo magnético, dependente do tempo,
com F = —uB (ou campo elétrico onde F = —pE) sendo 1 0 momento magnético (ou
elétrico) da particula. Nesse caso, a equagao de spin pode ser identificada com a equagao
de Pauli [4] para uma particula fixa no espago.

A solucao da equacgao de spin é o cerne de uma grande variedade de problemas.

Mesmo no caso mais simples, quando F é uma constante, nao é dificil achar aplicagoes
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que se enquadram nesse problema. Por exemplo, frequentemente, em quimica as pro-
priedades épticas provenientes do acoplamento entre dois niveis de uma certa molécula,
por um campo elétrico estético Fy, sao estudadas fazendo F = (uFEy, 0, Ag), onde
Agp = (Ey — E1)/2 é a diferenga de energia entre o estado fundamental e o excitado.
Outra aplicacao, intensamente explorada nos modelos de dois niveis estédticos, é o estudo
dos efeitos de tunelamento em um duplo poco de potencial [5]. Além disso, existem vdrias
equagoes equivalentes, ou de certa forma relacionadas, a equagao de spin. Dentre elas, a
conhecida equacao de Euler que surge na teoria do giroscépio [6], ou ainda, se fizermos as
componentes F; e F, serem puramente imagindrias e F3 constante, pode-se identifica-la
como um caso degenerado da equacao de Zakarov-Shabat, a qual possui um papel im-
portante na teoria dos sélitons [7]. Para campos externos periédicos, ou quase-periédicos,
equagoes de sistemas de dois niveis tém sido estudadas por muitos autores [5], usando di-
ferentes métodos aproximativos (por exemplo, expansao perturbativa [8]). Porém quando
F nao é periddico, ou quase-periédico, as solucoes exatas se restringem a determinados

campos. No pioneirismo das solugoes exatas estd o campo de Rabi, que possui a forma
F = (Bcos(Qt), Bsin(Qt), F3) ,

no qual se obteve solucao exata utilizando-se das chamadas coordenadas girantes [9]. Para
F dado por
F = (Fl, O, Fg) s Fl = cte s

solugbes exatas para duas diferentes fungdes F3 sdo obtidas na referéncia [10]. Estas
fungoes sao
Co

F5 = cp tanh(t Fy= —n—
3 =cotanh(t) +c1 , I3 cosh(t)+cl’

onde ¢ ; sdo constantes reais arbitrarias. No artigo da referencia [8], solugdes exatas para
trés funcoes F3, suficientemente complicadas, sao obtidas. Uma das mais simples é dada
por

2(c2 — ) Joa cosh(¢) , & >c3

Q +co crcos(p) , < ck
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30=2<75\/!C%—C(2)|+C2) |

onde ¢y 1 2 80 constantes reais arbitrarias. O artigo da referencia [9] apresenta métodos de
geracao de solucoes exatas a partir de solucoes conhecidas, além disso apresenta também
uma lista de solugoes para vinte e seis familias de campo externo.

De modo geral, a evolugao de sistemas de dois niveis, onde sao aplicados campos
externos, é descrita pela equacao de spin. A implementacao experimental de portas légicas
quanticas exige a manipulagao de sistemas de dois niveis pela acao de campos externos.
Assim, fica evidente que a andlise da equagao de spin é uma questao de fundamental
importancia para a computacao quantica.

Na subsecao 3.1.1, um exemplo simples de implementagao serd dado com a
porta NOT', onde o Hamiltoniano do sistema para este caso especifico é dado por H =
—uo1 B, = o1 F; . Com isso, podemos analisar a equagao de spin para este sistema. Temos

entao,

d
’LE\I](t) = 0'1F1‘1’<t> 3

i) =5 () = A ()

separando em duas equagoes temos

d d
Zavl(t) = FlUg(t) s ZEU2<Z€> = FlUl(t) .

Assim, substituindo v (),

d (i d
— [ ——u(t) ) = Fioi (¢
Yt (Fl dat’ ( )) i (t)

reescrevendo,
d2
i) = —Fui(t)

sendo as solugoes dadas por

(), = (ot i)
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Escrevendo a funcao de estado em termos do operador de evolugao temporal, e sabendo

que cada uma das duas solugoes sao autovetores do Hamiltoniano, temos

Ut =0V, , Ty=W(0) ,

coexp {FiFit} , o
= —i(£1) Fit
(ico exp {FiFit} exp {—i(£1)Fit} +co)

sendo +1 = A4 os autovalores correspondentes a atuagao de o; . Portanto,

U1 (t)
(%) (t)

\I/:t<t) = ( ) = eXp{—iUlFﬂf} (:ECZO) = U\I/()j: y
+

N o . : 2

devido a condicao do vetor de estado ser normalizado, para representar o sistema, |co|” +
2 . . . ~ ~ ~

lco]” = 1, e portanto |¢o| = \% , isto significa que as fungoes de estado, solugoes da equacao

de spin desse sistema, sao

- 5(2) 5 () ()

autovetores do Hamiltoniano H = ¢, F} com autovalores Ay = +1.

O principio geral para a construcao de uma porta légica quantica exige a unita-
riedade na sua atuagdo, como ji mencionado. Com isso, trabalhos como [11] e [12]
propoem construgoes diferentes para o operador unitédrio equivalente a porta NOT (e.g.,
trabalhando com um espago de Hilbert estendido). Porém, optando-se em manter as
configuragoes originais do problema, assim como feito no exemplo acima, a unitariedade
da porta NOT pode restringir as solugoes a casos de superposi¢ao. Isto pode ser visto,

inclusive utilizando-se de campos experimentalmente mais usuais, em trabalhos como [13].
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2.2 Sistemas de Dois e Trés Spins Acoplados

As portas légicas quanticas sao a chave para o processamento da informacao
quantica. Qualquer manipulacao que se queira pode ser obtida com portas universais de
um e dois qubits. Assim como ji mencionado, as portas de um qubit podem ser imple-
mentadas através de particulas de spin meio, confinadas e sob acao de campos externos
(e.g., Quantum Dots), denotando a importancia de solugbes exatas para a equacao de
spin. Semelhantemente, as portas de dois qubits podem ser identificadas com sistemas
de quatro niveis. De onde as solugoes da equacao de dois spins acoplados se revelam
extremamente importantes, para andlise e manipulagao de tais sistemas.

A equacao para dois spins acoplados sujeitos a campos externos, atuando indi-

vidualmente, pode ser escrita como,

d 1 2 J 1 2
ZE\If(t) = [(Z"-Fp) + (X -F2)+§(2 2| w(t)
Ul(t)
21 - 2 - ’Uz(t)
Tl 2=I®c , Vi) = (2.1)
’U3(t>
’U4(t)

Diferentemente da equacao de spin, que foi escrita na sua forma mais geral, esta ainda
é uma versao especifica da equagao, uma vez que o termo de interacao é descrito pela
Interagao de Heisenberg (J). A fungao de interagao J é um escalar que pode depender do
tempo (explicitamente ou implicitamente por uma dependéncia dos campos Fy(t) e Fy(t)).
A forma mais geral, para dois spins acoplados, seria considerando todos os nove termos de
interacao Jj0; ® oy, Entretanto a Interacao de Heisenberg reproduz satisfatoriamente os
sistemas descritos pela fisica do modelo de Hubbard [14]. Além disso, o comportamento
de dois Quantum Dots acoplados é adequadamente descrito pela Interacao de Heisenberg
(como mostrado em [15]).

No caso de trés spins acoplados hd uma peculiaridade no Hamiltoniano do sis-

tema, comparando-se com os dois casos anteriores. Além de um termo adicional, referente
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a atuacao de um terceiro campo na terceira particula, o termo de interacao, descrito pela
Interacao de Heisenberg, torna-se dependente da configuracao geométrica do sistema. Isto
é, sendo a Interacao de Heisenberg uma interagao apenas entre particulas diretamente vi-
zinhas, uma configuragao geometrica linear apresentaria apenas dois termos de interacao,
enquanto uma configuracao triangular apresentaria trés termos — devido a vizinhanca da
primeira com tltima particula. Matematicamente podemos escrever, utilizando a notagao

de soma de indices repetidos,
. 1 )
H:Fi2’+§(ijF9’“) , j#k, i,5,k=1,2,3, (2.2)
de modo que agora

=TIl , ¥=Ioxl , ¥=II7
h =i sk

com .Ji3 =0 para o caso linear.
Conhecendo agora o formato geral do Hamiltoniano para sistemas de spins
acoplados, podemos, mais facilmente, nos dedicar a encontrar caracteristicas que sejam

padrao da equacao de spins, auxiliando na obtencao de suas solugoes.

2.3 Reducao de Niveis em Sistemas de Spins Acopla-
dos

Algumas relagoes de comutacao sao importantes a fim de caracterizar o Hamilto-
niano dos sistemas de spins acoplados. Abaixo sao apresentadas as relagoes de comutacao

envolvendo os termos do Hamiltoniano citado,

{O’i y O'j] = 2i€ijk0-k y {O’i y O'j} = 0,03 +0'le' = 2(5” s (23)

[Z7, 57 = 2i6mnein Xy (2.4)
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Apesar de I'"™" nao comutar com X™, nem com X", pode-se verificar que
rmm  ¥m43"=0. (2.5)

Como consequéncia, qualquer I'™" e, diretamente relacionado a isto, quaisquer termos de
interacdo do Hamiltoniano (2.2), comutam com o operador de rotagdes R, em qualquer
direcao 7

™, Re(0)] =0,

sendo, 72 =1 e

Re(60) = exp{—ﬁ?- ii’} T exp{—@?- E’} . (2.6)

2 gt 2
Dadas as relagoes, tem-se que no caso de campos paralelos com dependéncia
temporal arbitrdria, o Hamiltoniano preserva, ndao s6 o momento angular total J?, mas
também a projecao do momento angular na direcao dos campos. Devido & invariancia

por rotagoes (2.6), pode-se aplicar uma rotacao trazendo r para a diregao z. Entao, sem

perda de generalidade, podemos escolher 7= (0,0, 1) e j, serd conservado,

2 . 1Nﬁa . 1 Y a
[J,H}:[QZ,H}:(),J:EZZ ,jZZEZE?,. (2.7)
a=1 a=1

Entao, usando a base de autovetores de j, (dispostos em ordem descendente dos auto-
valores), o Hamiltoniano H assume uma forma bloco diagonal, como mostrado nos dois

casos abaixo.

2.3.1 Reducao para o Caso de Dois Spins Acoplados

No caso de dois spins acoplados, temos para o Hamiltoniano (2.1) , nas condigoes
(2.7),
J
H=FY:+ LY+ 5?” : (2.8)

com J = Jj5 neste caso, com os campos paralelos sendo do tipo

Fl = (0, O, Fl) 5 F2 = (0, O7 Fg) 5 F172 - F1,2(t> . (29)
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A proje¢ao do momento angular j, pode assumir os valores 1,0, —1. Entao o
problema pode ser reduzido para o de um sistema de dois niveis. Isto pode ser visto

através dos autovetores de j,,

|]z = 1> = ’00> ) |jz = _1> = |11> )
j: = 0) = {[10}, [01)} ,

sendo escolhido para o sistema, um espaco de estado dado pelo produto direto dos espagos
de estado individuais dos spins, [m,n) = [m) ® |n), e [0) = (}), [1) = (}). Assim, po-

demos entao, neste caso, dispor a base j, em uma ordem coincidente com a base candnica,

e consequentemente, o Hamiltoniano ja apresentara a forma bloco diagonal,

hyi 0 0
H=| 0 h.o 0 ,
0 0 b )
com
S I C el R I
J  —F - 2

onde Iy = F} £ F.
Portanto, para o primeiro e o quarto componente, v;(t) e v4(t), do espinor W(t),

a solucao da equagao (2.1) é dada por

¢ ¢
v1(t) = ¢1 exp —z'/ (g + F+) dt'| , wva(t) = cyexp —i/ (% — F+) at'|
0 0

onde ¢;4 sdo constantes complexas. J& para as componentes vy(t) e vs(t), obtemos a

expressao

t
Ly~ [(a-K)—q v owo | =0 (2.10)
dt 2 vs(t)
sendo

K(t) = (J(t), 0, F_(t)) . (2.11)
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Realizando a transformagao,

t
)
V(B = exp | 5 [ JE)E | VO
0

conclui-se que as duas componentes do espinor ¥4, 1) obedecem a equacao de uma tnica
particula de spin % sujeita a um campo efetivo K(t). Isto &, se identifica com um problema
de dois niveis. Consequentemente o problema de quatro niveis se reduz a encontrar
solucoes de sistemas de niveis.

Reescrevendo o Hamiltoniano (2.8) em termos de Fl, e considerando como
solugao para sistemas de dois niveis W(t)2x1) = U¥(0)2x1) , com uy = u(J, F_) o ope-
rador de evolucao temporal 2 x 2, podemos agora escrever o operador de evolucao do
sistema de quatro niveis como

~

0P Fad) = o {3 (S 430, 0+ Zigto, 0] far) . 212

onde
b (1) = / Fu(t)dt | &,(t) = / Iyt (2.13)

e amatriz M (t) dada pelos componentes do operador de evolucao para uma tinica particula

us,
1 0 0
M(t> - 0 uw O
0 0 1

4x4
Escrevendo o campo efetivo K (2.11) como descrito em [9],

a+ |axdl
-

)

para um vetor real q(¢) apropriado, pode-se obter o operador de evolugao temporal em

sua forma geral,
o 1+4qq, —iop
VI+a@?)(1+ad)
onde p=q—qq+ [qo x d] e qo=q(0).




28

2.3.2 Reducao para o Caso de Trés Spins Acoplados

No caso de trés spins acoplados, em uma configuracao triangular e sujeito a

campos magnéticos apenas na direcao z, temos
N |
H = F5 + 5 (Sl + Tl + J1sT)

A base canodnica, no espaco de estado escolhido, é composta pelos seguintes

vetores,

©1) = 1000) , [©2) = [100), [©3) = |010), |©4) = [110),
©5) = [001), [©6) = [101), [O7) = |011), |Og) = [111),

ou de forma mais explicita,

1 0 0
0 1 0
‘@1> = 0 ) ’®2> = 0 y e ’@8> = 0
0 0 1
8x1 8x1 8x1

A vpartir desta, que é a base computacional, pode-se escrever também W¥(t) como uma

combinacao linear da base,

v (t)
5 v(t)
W(B)) =D us(t)185) = | wy(t)
p=1 .
Us(t) 8x1
O operador total de spin para este sistema é J = %(21—1-22—1—23). A compo-

nente z do operador de momento angular J, = %E“ satisfaz as seguintes equacoes de
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autovalores,

1 1
J121©1234) = 3 |©1234) , J12|Os5678) = 5 O56.7.8)

1 1

J2: [O1256) = 5 1O1256) » J2:Os478) = —5[O34738)
2 2
1 1

J3Z |@1,3,5,7> = 5 |@1,375,7> ) J3z |@2,476,8> = _5 |@274,6,8> .

o ~ . 3 1 1 3
A projecao do momento angular j, pode assumir os valores 5, 5, —35 e —3.
Entao o problema, analogamente ao caso de dois spins acoplados, pode ser reduzido ao

problema de sistemas de trés niveis. Isto pode ser visto através dos autovetores de 7.,

2

|j: = 5) = {|100),]010) , |001) } ,
|j: = —3) = {l011), [101) , 110)}

lj: = 3) =1000) , [j. =—3)=111) ,

Neste caso, a matriz de transformacao de j, para a base computacional tem a forma

Isxs 0 0
T=7=7"1_— 0 o, O ;
0 0 Isus 8x8
e o Hamiltoniano assume a forma,
hjz_% 0 0 0
0 hj _1 0 0
THT = 2 , (2.14)
0 0 hjzf_% 0
0 0 0 h

sendo,

1
hj.—s3 = £Fo0 + ijoo :
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For + 2T Ja3 J13
hjz:% - Jas Fi0 — %«710 Ji2 )
J13 J12 —Fi1 — 5701 g
Fu — 3J01 J12 Jis
hjz:—% - J12 —F10 — %jl() Jo3 J (2.15)
Jis Jos —Fo1 + %jn s

utilizando a notagao,

fmn — Fl —|— (—1)mF2 + (_1)n F3 y

Tmn = Ji2 + (=1)" Jiz + (—=1)" Jas .

Em (2.14), vemos explicitamente que o problema de trés spins acoplados se
reduz, de modo que solugoes exatas podem ser obtidas resolvendo o problema de dois
sistemas de trés niveis em um Hamiltoniano efetivo dado por h; _ 11 A fim de expor uma
das possiveis solugoes, podemos abordar o caso simétrico. Neste, além de F;(t) = F(t),

temos J;i,(t) = J(t), e assim,
1
H =2Fyj. + 57 (T2 +T1*41") . (2.16)

Como, neste caso, tem-se de (2.15) h; — 1= h, __ 1,0 problema se reduz ainda & apenas

Jz
um sistema de trés niveis.

Devido a relacdo (2.5), o operador de evolugao [75 para o Hamiltoniano (2.16)

pode ser escrito como

-~ ¢ (t) . & a
Us = R, exp {—ZJT (F12 + I 4 Flg) , R, =exp —ngFS(t) ; 30,

b, (t):/o J(Edt' ¢F3(t):/0 F3(t)dt' . (2.17)

O primeiro termo de U, pode ser considerado apenas como uma rotacido na direcao Z.

Utilizando agora a relagio (2.4) e a definicdo de I'V* ¢ possivel ver que

(F12 + F23 T 1’113)2 — ]18><8 ’
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como mostrado no Apéndice A, onde alguns comentarios adicionais sao feitos, devido a
relacao deste termo com a configuracao geométrica do acoplamento de spins. Entao, o

operador de evolucao assume a forma,

U,(t) = i[l [cos (¢y,) — iS5 sin (¢,,)] {cos E% (t)} . % (T2 + T2 4+ T%9) sin E@(t)} } .

Para um sistema de trés Quantum Dots acoplados, a funcao de interacao pode
ser controlada por campos externos (como mostrado em [16]). Entdo, uma vez que esta
funcao esta fixada, pode-se determinar os campos que fornecem um dado estado. Em
especial, pode-se determinar os campos para estados de maximo emaranhamento. Pois
a utilizacao de estados emaranhados, no processamento de informacao quéntica, é um

elemento fundamental para a implementagao de algoritmos de correcao de erro.
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3 ALGUMAS APLICACOES

3.1 Implementacao Tedrica de Portas Légicas Quéanticas

Devido & Interacdo de Heisenberg fornecer uma boa descri¢ao de Quantum Dots
acoplados, utilizd-los para a implementacao de portas l6gicas quanticas torna-se algo mais
interessante e vidvel. Entretanto, tal implementagao é baseada na variagao controlada,
tanto da atuacao dos campos nos spins individuais, como da interacao dos spins, durante
um determinado tempo 7. Para este fim e, mantendo a interacao como Interacdo de

Heisenberg, algumas condigoes devem ser respeitadas:

Condicao 1 O tempo T deve ser grande o suficiente para evitar transi¢ées para niveis de
energia mais elevados, de modo que a escala de tempo deve ser maior que h/AE quando

AFE é a diferenca de energia entre os dois primeiros niveis;
Condicao 2 O tempo de decoeréncia do sistema deve ser muito maior que T.

No uso de Quantum Dots para implementagao de algoritmos quanticos deve-se
ter o controle individual dos spins, o que pode ser feito pelos campos F; e Fy, bem como
qualquer interacao entre os spins que seja capaz de gerar estados emaranhados a partir de,
inicialmente, estados produto. Estas circunstancias sao contempladas pelo Hamiltoniano
da equacao (2.1).

A seguir serd demostrado, primeiramente uma implementacao mais simples,
para realizacao da porta NOT e posteriormente para a implementacao de uma porta

l6gica quantica universal, no caso, a porta XOR.

3.1.1 A Porta NOT

Quanticamente qualquer manipulacao do sistema deve ser representada pelo

operador de evolugao temporal U , dado pela equagao,

tp
Ul(ty, ta) = exp (—z/ H dt) , (lembrando h = 1)
ta



33

portanto, com a finalidade de implementar a porta NOT', deve-se obter o Hamiltoniano

tal que,

~ 01
Unor = NOT = =0 .
1 0

Logo, podemos utilazar o Hamiltoniano de um elétron submetido a um campo magnético,
que ¢é dado por H = —uo - B | e afim de alcancar tal resultado, fazemos entao B =B,7 ,

com B, independente do tempo, e temos que
H = —,LL(Tle y

logo,
U= exp(ipoy By At) .

Devido ao fato de que o2 = I, a expressao acima pode ser escrita como

~

U = cos (uB,At) + ioy sin (uB,At)
e, finalmente, para (uB,At) = (n + %) T, temos que
[7 = iJl y

como 7 é apenas uma constante de fase, entao (7 =0 = (7 ~or - Isto significa que para um
espinor, representando o estado de spin de um elétron que é solucao da equacao de spin,
pode-se implementar a porta NOT com atuagao do campo F = (—uB,, 0, 0), durante
um intervalo de tempo At = (n+ 1/2)w/uB,.

3.1.2 Uma Porta Légica Quantica Universal (Porta XOR)

No intuito de se obter o operador de evolucao temporal equivalente a atuagao da
porta X OR, iniciaremos com um desenvolvimento preliminar e, posteriormente, chegare-

mos a um operador cuja implementacao respeite as condigoes 1 e 2.



34

Nomeando o operador de evolugao temporal, quando os campos F; e Fy sao

iguais a zero, de R;(Fy,Fs,J) este pode ser escrito, para o Hamiltoniano da Eq. (2.1)

como [17],
R4(0,0,.7) = exp (ﬁf)) (L €05(6, (1) — iisin(, (1))
A(4x4) = %[H(z;xzx) + (21 ’ 22)] )

e ¢,(t) dado em (2.13). A partir da expressao de R;(0,0, J) vemos que, quando ¢, = 7/4,
o operador de evolugao temporal atua como uma porta universal, conhecida como “square
root of swap” UM A fungao de interacao J pode ser controlada de muitas formas
distintas, uma delas seria através da aplicacao de campos elétricos ou magnéticos nos
Quantum Dots. Entao pode-se construir uma porta quantica com uma sequéncia de pulsos,
ligando e desligando o campo externo e a Intera¢io de Heisenberg. Como exemplo, a porta

XOR pode ser contruida como [18],

zgzg)exp<—ﬂz§)ﬁ;ﬁexp(igz;)ﬁ;f . (3.1)

ﬁXOR = exp( 4

Em contrapartida, a construcao de portas qudanticas através de uma sequéncia
de pulsos nao ¢ apropriada, pois a duracao de toda a sequéncia pode ser muito longa,
violando a condicao 2, ou entao os pulsos teriam de ser muito rapidos, violando a condicao
1. Por isso, é importante que se tenha um modelo que implemente as portas quénticas
aplicando apenas um campo adequado, este tinico pulso é denominado parallel pulse [19].
No caso entao da porta XOR, para se utilizar um parallel pulse é necessdrio encontrar

primeiramente um campo que resulte em um operador de evolucao temporal do tipo,

LT
——

Ri(F1,Fy,J) = Uxor = exp 7 (5885 + S5+ 53) | (3.2)

A fim de se encontrar um parallel pulse, para o caso geral, é necessédrio que se
tenha solugoes exatas da equagao de spin (2.1) para diferentes tipos de campos externos
e interagao. KEstabelecendo-se entao os pardmetros dos campos externos paralelos que

podem atuar como uma porta X O R, como os campos do tipo (2.9), obtem-se o operador de
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evolugao (2.12), de modo que para um determinado tempo este assume a forma (3.1). Esta
mesma andlise aqui apresentada também pode ser efetuada para as 26 familias diferentes
de campos externos apresentado em [9], o que d4 uma ampla gama de campos para se
escolher, de modo a serem mais apropriados a ajustes e as configuragoes experimentais.
Todo o desenvolvimento depende da capacidade de variar independentemente a diferenca
F_ e ainteracao J, mas, como ja dito, ha vdrias circunstancias em que esse requisito pode

ser satisfeito.

Como exemplo podemos citar a aplicacdo do campo efetivo (2.11) K(J,0, F_)
periédico, obtendo-se a equivaléncia do operador R; com Uxor (tal como na Eq. (3.2))

quando, para o periodo 7',

6,(T) = 6., (T) = 5 mod(2n) .

Embora a funcao de interacao J dependa dos campos externos aplicados, quando
F_ < F, ,pode-se fazer J = J(F) e considerar o vetor K como a composi¢ao das fungoes
independentes J(t) e F_(t).

Para se ter uma ideia dos valores envolvidos no perfodo de aplicacao dos campos,

quando J e F_ sao constantes temos

2mn
IR+ FE

de modo que para um tipico Quantum Dot de GaAs [18], sendo J = 50 ueV e F_ = 10 mT,

obtem-se a porta quantica XOR em um periodo de 10 ps.
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3.1.3 O Campo Adiabatico

A implementacao de uma porta légica quéantica é feita com a variagao dos cam-
pos externos. Contudo, assim como descrito na condi¢ao 1 desta secao, essa variagdo nao
pode ser tao rapida, para nao permitir a excitacao para niveis maiores de energia. Este
problema pode ser evitado pelo uso de uma variagao adiabética dos campos, podendo ser
obtida através de uma dependéncia temporal do tipo sech(wt) [19] com w < AE/h.

Nesta subsecao analisaremos o caso onde a fun¢ao de interagao varia adiaba-

ticamente e a diferenca dos campos é constante,

a
Jt = —————— F_ =
(t) cosh (wt) ’ “

com a e ¢ constantes. O operador de evolucdo para a equacao (2.10) com os campos
acima, é dado por [20],
3 1 Gi(z) —Gh(2) e
- 2 2

G3I" +1GR" \ Ga(2) Gl(2) ~GY Y

~

Uy

(3.3)

onde } indica o complexo conjugado e

Gi(z) = 2c—iw) 27" (1 =2)" F(\, =\, 75 2) ,
Go(z) =20z 2 (1= 2)" TP P14+ X 1=), 147; 2) |

A(t) = %(1—tanh(wt)) e ey (%) ,

ic 1 |al
_c — - _9 = 2
2w T3 v w

UV =

Nesta expressao, F'(a, (3, v, z) é a fungdo Gaussiana hipergeométrica [1].
Usando uma variagao do tipo sech(f) para criar um pulso da fungao de interagao,
este pulso serd desligado quando ¢ > 1/w. Neste limite de tempo temos lim,; o, 2 = ¢~

e F (o, B8, 7; 0) = 1. Se neste limite escolhermos,

1
ngaF(HA, 11—\ 147 5) :
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o operador de evolucao (3.3) assume a forma,
Uy (wt — 00) = exp (—icost) .

O caso em que a funcao de interagao é constante e a diferanca entre os campos
varia adiabaticamente, pode ser visto em [20], e o caso com ambos variando adiabatica-
mente em [1].

Para ilustrar a diferenca entre a atuacao de um campo proporcional a uma
func@o degrau (como B, no exemplo da porta NOT') e outro proporcional a uma fungao

sech, a Figura 3.1.3.1 mostra tais atuacoes em vermelho e azul, respectivamente.

Figura 3.1.3.1 Variagao Degrau x Variacao Adiabética

Fonte: o proprio autor.
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4 CONCLUSAO

As solucoes exatas da equacao de spin se mostram extremamente tteis na
solucao de problemas de dois niveis, além de ser de grande importdncia para a com-
putacao quéntica, aplicada na manipulacao dos qubits. Ademais, no estudo de sistemas
de dois e trés spins acoplados (sistemas de quatro e oito niveis, respectivamente), vis-
lumbramos a possibilidade de reducao de niveis para solucao dos mesmos. Problemas
de dois spins acoplados, sendo reduzidos a solucoes de dois niveis em um campo efetivo
(que possui solugbes exatas), levam a manipulagao de dois qubits, e consequentemente a
construgao e a implementacao tedrica de portas légicas quénticas universais. Sabendo-se
que a partir de portas légicas quanticas universais, de um e dois qubits, pode-se realizar
qualquer tipo de processamento da informacao quéntica, obtemos a implementacao dos
algoritmos quanticos.

Por fim, no intuito de gerar uma sdélida base tedrica para implementacao da
computacao quantica, devido as dificuldades praticas de manipulagao, processamento e
transmissao da informagao, podemos obter algoritmos de correcao de erro, a partir de sis-
temas de trés spins acoplados. Sendo estes, reduzidos a problemas de (dois sistemas) trés
niveis. Onde, para o caso simétrico, vimos que o resultado pode ser usado para estabelecer
as condicoes de campo que permitem a obtencao do estado de maximo emaranhamento
(vindo de um produto de estados inicias), determinando assim a melhor configuragao de
campo para implementacao de algoritmos de correcao de erro.

Todo o desenvolvimento é realizado tomando-se em conta condigoes experi-

mentais realistas.
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A Relacao de Identidade da Configuracao Tri-
angular

Devido a configuragao triangular, o operador de evolucao para trés spins aco-
plados possui um termo de interagao com (I''? +T'* +T'13). A expansao do operador em
termos de seno e cosseno & possivel gracas a relagao (I'? + %3 + F13)2 = llgxg , assim

com serd demostrando.

3
(1’112 + F23 —|—F13)2 _ Z (Ml")ol/g :
a,B=1
(F12)2 rl2r23  pi2pis
Mr = | 1237112 (F23)2 23013

risriz i3 (F13)2
3x3

Da definicao de I' e das relacao de comutacao e anti-comutagao das matrizes de
Pauli (2.3), calculando individualmente os elementos da matriz Mr, temos,

2

=1 @01 Q1)+ (02 @0, 1)+ (030030 )] =

(r2)? = (=t li 0o ® 0@ 1)

= (100 Q1)+ (0200, ) + (03 03 I)* +
+ (0109 @ 0109 @ I) 4 (0103 ® 0103 R 1) + (0203 @ 0903 @ I) +

+ (0901 ® 0201 R I) + (0301 ® 0301 R I) + (0302 ® 0309 R 1)
=3(IRIRI)+ (io3Rio3 1)+ (—io3 @ —iog @) —2 (0 @02 @ I) +
—2(01 @0 ®1)

= 31— 212 |

Semelhantemente para os outros dois elementos quadraticos, segue,

2

=[(1®@TIQ01)+ (02 RT @ 02) + (0350 ® 03)]° =

) = (= - [ e
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= (1 RIR0) + (0201 R05)* + (03 ® 03)° +
+ (0102 @ I @ 0103) + (0103 @ I @ 0103) + (0203 @ [ Q@ 0903) +

+ (0201 @ I @ 09071) + (0301 @ [ ® 03071) + (0302 @ [ ® 0307)
=3(I®RI®I)-2(0301IR03)—2(02®1I®0y) —2(01®1® oy)

= 31— 213 .
2

(1“23)2 = (22-23)2 = [Z IR0a®0.)| =[IR0®0)+[R0®0)+ ([ R03®03)]° =

a=1

—(I®0®0)+I®000) + IR0 03)" +

+ (I ® 0102 ® 0103) + (I ® 0103 @ 0103) + (I ® 0203 @ 0903) +

+ (I ® 0201 ® 0201) + (I ® 0301 ® 0301) + (I ® 0302 ® 0307)
=3(IRI®I)-2(I®Ro3R03)—2([IR0®0y) —2(I R0 ® 0y)
= 3[- 2T .

Calculados os elementos quadraticos, seguimos com os demais de dois em dois,

resultando em relacoes de anti-comutagao,

3 3
TPI% = Y (0a®oa @) (I®og@0g) = ) (0a @ 0a0s @ 0g) =
a,B=1 a,B=1
= (0'1 (%9 0101 (%9 0'1) + (0'2 X 0901 X 0'1) + (0'3 (059 0301 (%9 0'1) +
+ (01 ® 0109 ® 03) + (02 ®@ 7209 ® 03) + (03 @ 302 ® 03) +

+ (01 ® 0103 ® 03) + (02 ® 0203 ® 03) + (03 @ 0303 ® 03) .

3 3
r#r2 = Z (I®0s®05) (0, R0, Q1) = Z (00 ® 0304 ® 05) =
a7B:1 0476:1

= (01 ® 0101 @ 01) + (02 @ 0102 ® 01) + (03 ® 0103 ® 01) +
+ (O'l ® 0201 ® 0'2) + (0'2 X 0909 ® 0'2) + (0'3 X 09203 ®O’2) +

+ (01 X 0301 ® 03) + (02 X 0309 ® 03) + (03 X 0303 Q@ 0'3) .



Somando os dois tltimos resultados, e das relagoes (2.3) temos,

MTB L TP =20, 01 ®01) +2(0, 1R 03) +2(030 I @ 03) +
—I—(Ul@{dg, 0'1}®0'2)+(0'1®{0'1 N O'3}®0'3)+0

=T .

Andlogamente, para os proximos elemetos,

3 3
TR = Y " (0, ®0a @ 1) (05 @ T®0g) = Y (0405 © 0, ® 05) =
a7ﬁ:l oz,ﬁ:l

= (0101 @ 01 @ 01) + (0109 ® 01 ® 09) + (0103 ® 01 ® 03) +
+ (0901 ® 09 ® 01) + (0202 ® 09 ® 03) + (0203 ® 03 ® 03) +

+ (0301 ® 03 ® 01) + (0302 ® 03 ® 02) + (0303 ® 03 R 03) .

3 3
TP = N " (05 @1 ©05) (00 @0 @ 1) = ) (0500 ® 00 @ 0g) =
O‘7ﬁ:1 Q,B:l

= (010'1 ®U1 X 0'1) + (0’20'1 X 01 ®O’2) + (0'30'1 X 01 X 0'3)+
+ (0102 ® 09 @ 01) + (0202 R 09 ® 03) + (0302 ® 03 ® 03) +

+ (0103 @ 03 ® 01) + (0203 ® 03 ® 02) + (0303 @ 03 @ 03) .

Somando os dois ultimos resultados,

M2 42 =2(I®o,®0) +2(I ® 0y ®09) +2 (I ® 03 ® 03) = 2I'* .

Finalmente, para os dois tltimos elementos,

3 3
T = Y " (0501 05) ([ @040 04) = Y (058 0 ®050,) =
a,f=1 a,f=1

= (01 ®01®0101) + (01 ® 02 ® 0102) + (01 ® 03 ® 0103) +
+ (02 ® 01 ® 0901) + (02 ® 02 ® 0202) + (02 ® 03 ® 0203) +

+ (03 R o1 K 03(71) + (03 R0y O'302> + (03 Qo3 X 03(73) .

41
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3 3
r#r = Z (IR0, ®0,) (051 ®0p) = Z (05 ® 04 ® 0403) =
a,f=1 a,f=1

= (01 ®01®0101) + (01 ® 02 ® 0901) + (01 ® 03 ® 03071) +
+ (02 ® 01 ® 0102) + (02 ® 09 ® 0202) + (02 ® 03 ® 0309) +

+ (0'3 R o1 K 0'10'3) -+ (0'3 X 09 X 0'20'3) + (0'3 X o3 X 0'30'3) .
Repetindo o procedimento de somar os dois tltimos resultados, temos,
P2 4 IPIM =200 1R0) +2(0201®09) +2(03 @ ®03) =2I''2 .

Portanto,

3
(FlQ —+ F23 + F13)2 = Z (MF>aﬁ - 9]18><8 ) (41)

a,8=1
como querfamos demonstrar.
A relagao (4.1) é de grande importancia para implementagao do operador de
evolucao temporal. Visto que a configuracao linear nao possui o termo I'? | e por isso,
como (I'"2+T2)® £ I | a exponencial ndo pode ser expandida em termos de seno e

cosseno, prejudicando a implementacao do operador.
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