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Uma das fontes principais da nossa falta de 
compreensão é que não vemos claramente o uso das 
nossas palavras. – Falta à nossa gramática uma 
visão panorâmica. A apresentação panorâmica 
proporciona ao entendimento justamente o que 
consiste em 'ver as conexões'. Daí a importância de 
encontrar e inventar elos intermediários. 
O conceito de apresentação panorâmica é de 
significado fundamental para nós. Ele marca a nossa 
forma de apresentação, a maneira como vemos as 
coisas. (Isto é uma 'visão de mundo'?) 

Ludwig Wittgenstein 



 

 

RESUMO 

SEKI, Jeferson Takeo Padoan. Uma visão panorâmica da aprendizagem em modelagem 
matemática. 2023. 247 f. Tese (Doutorado em Ensino de Ciências e Educação Matemática) –
Universidade Estadual de Londrina, Londrina, 2023. 

O uso difuso do termo aprendizagem na área de pesquisa em Modelagem Matemática na 
Educação Matemática torna-se terreno fértil para instauração de aplicações dogmáticas de 
imagens acerca da aprendizagem e da matemática, gerando dificuldades de compreensão acerca 
de sua significação e de como ela se dá. Nesse cenário, a presente pesquisa visa estruturar uma 
visão panorâmica da aprendizagem em atividades de modelagem matemática a partir de uma 
perspectiva wittgensteiniana. Essa estruturação desdobra-se em três movimentos, que busca ver 
concatenações acerca dos diversos usos do termo aprendizagem no âmbito da Modelagem 
Matemática na Educação Matemática. No primeiro movimento, descreve-se gramaticalmente 
os entendimentos de aprendizagem e as inferências sobre a aprendizagem a partir das ações de 
estudantes em publicações da literatura, o que resultou em uma compreensão constituída por 
uma tecitura de semelhanças de família entre traços característicos da aprendizagem. No 
segundo movimento, com a finalidade de trazer elementos para caracterizar diferentes modos 
de ver a aprendizagem, descreve-se os jogos de linguagem associados à aprendizagem que 
emergem do desenvolvimento de atividades de modelagem matemática por estudantes 
diferentes de dois contextos, uma disciplina Introdução às Equações Diferenciais Ordinárias e 
uma disciplina Modelagem Matemática na Perspectiva da Educação Matemática, de acordo 
com duas abordagens distintas do fazer modelagem matemática: a análise de modelos e uma 
abordagem holística, em que os estudantes realizam o processo completo do ciclo de 
modelagem matemática, respectivamente. No terceiro movimento, o caminho é estabelecer 
diálogos entre os dois primeiros movimentos, de modo a ver relações internas entre a 
aprendizagem nos diferentes jogos de linguagem identificados no segundo movimento e os 
traços característicos identificados na literatura. A visão panorâmica estruturada fornece 
indicativos para: constituição de modos de ver a aprendizagem em modelagem matemática, que 
pode se caracterizar de modos diferentes ao utilizar distintas abordagens; uma compreensão da 
modelagem matemática como atividade linguística, cujas condições de aprendizagem se dão 
internas à linguagem e aprender pode ser interpretado como aprender a aplicar regras de jogos 
de linguagem que dão forma e significado ao fazer modelagem, evitando-se com isso o emprego 
de atitude dogmáticas que buscam fundamentos últimos para aprendizagem em um mundo 
platônico, mental ou ideal.  

Palavras-chave: Educação Matemática; Modelagem Matemática; Aprendizagem; Análise de 
modelos; Jogos de linguagem; Wittgenstein.



 

 

ABSTRACT 

SEKI, Jeferson Takeo Padoan. A perspicuous representation of mathematical modelling 
learning. 2023. 247 f. Tesis (Doctoral in Teaching Science and Mathematics Education) –
Londrina State University, Londrina, 2023. 

The diffuse use of the term learning in the research area of Mathematical Modelling in 
Mathematics Education becomes fertile ground for the establishment of the dogmatic 
application of images about learning and mathematics, generating difficulties in understanding 
its meaning and how it occurs. In this scenario, this research aims to structure a perspicuous 
representation of learning in mathematical modelling activities from a wittgensteinian 
perspective. This structuring unfolds into three movements, which seek to see concatenations 
about the various uses of the term learning. In the first movement, the understandings of 
learning and modelling are grammatically described, the inferences about learning from the 
actions of students in literature publications, which resulted in an understanding constituted by 
a weaving of family similarities between characteristic traits of the learning. In the second 
movement, with the purpose of bringing elements to characterize different ways of seeing 
learning, we describe the language games associated with learning that emerge from the 
development of mathematical modelling activities by students from different contexts, a 
discipline Introduction to Equations Ordinary Differentials and a discipline Mathematical 
Modelling in the Perspective of Mathematics Education, according to two distinct approaches 
to doing mathematical modeling: model analysis and a holistic approach, respectively. In the 
third movement, the path is to establish dialogues between the first two movements, to see 
internal relationships between learning in the different language games identified in the second 
movement and the characteristic traits identified in the literature. The structured perspicuous 
representation provides indications for: constitution of ways of seeing learning in mathematical 
modelling, which can be characterized in different ways when using different approaches; an 
understanding of mathematical modelling as a linguistic activity, whose learning conditions are 
internal to language and learning can be interpreted as learning to apply language game rules 
that give form and meaning to modelling, thus avoiding the use of attitude dogmatic that seek 
ultimate foundations for learning in a platonic, mental or ideal world. 

Key-words: Mathematics Education; Mathematical Modelling; Learning; Model analysis; 
Language games; Wittgenstein. 
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1 APRESENTAÇÃO DO TEMA E DEFINIÇÃO DO OBJETIVO 

Aprendizagem é um termo amplamente utilizado em discursos científicos, 

pedagógicos, políticos e econômicos, configurando um tema de interesse em diferentes áreas 

profissionais e acadêmicas. Nesse cenário, não há uma definição única de aprendizagem, mas 

diferentes visões, com bases epistemológicas que estruturam teorias e fornecem pontos de vista, 

maneiras particulares de ver o que é aprendizagem, como aprendemos algo e sobre condições 

necessárias para que ela aconteça (Illeris, 2013; Moreira, 2018).  

Diferentes formas de caracterizar a aprendizagem surgem quando 

determinados aspectos, sejam eles sociais, cognitivos, volitivos, entre outros, que a 

caracterizam e a influenciam, são enfatizados em detrimento de outros, com base em diferentes 

tradições epistemológicas. Greeno, Collins e Resnick (1996) indicam três perspectivas: 

behaviorista/empirista, em que a aprendizagem é vista como o fortalecimento de associações 

entre estímulo e resposta; cognitiva/racionalista, em que a aprendizagem é conceitualizada em 

termos de desenvolvimento de estruturas conceituais e habilidades cognitivas, como por 

exemplo, resolver problemas; situada/pragmatista/sócio-histórica, na qual a aprendizagem está 

intrinsicamente relacionada às interações sociais e ferramentas culturais.  

Na área de Educação Matemática, essa diversidade de conceituações da 

aprendizagem também acontece em alguma medida, em diferentes formas de pensar o ensino 

de matemática, a partir da formulação de currículos educacionais e a proposição de alternativas 

pedagógicas que fornecem possibilidades para uma discussão em torno das questões: o que 

queremos que os estudantes aprendam em matemática? Como essa aprendizagem ocorre?  

Nessa discussão, a proposição de alternativas pedagógicas para o ensino de 

matemática depende, dentre outros fatores, do que se entende por matemática em práticas 

pedagógicas orientadas por essas alternativas. Na literatura da área de Educação Matemática, 

estudos questionam a existência de uma única matemática, como corpo de conhecimentos de 

verdades absolutas, universais e independentes das práticas humanas. Esses estudos advogam 

pela existência de várias matemáticas, estruturadas como diferentes práticas sociais ou sistemas 

normativos (Knijnik, 2017; Miguel, 2016; Vilela, 2007; entre outros).  

Considerando esta possibilidade, o foco da presente pesquisa dirige-se para a 

aprendizagem da matemática escolar, daquela historicamente estabelecida e organizada no 

contexto da Educação Escolar1 com status de disciplina (Souza, 2012). Enquanto invenção 

 
1 De acordo com a Lei de Diretrizes e Bases da Educação Nacional, Lei nº 9.394, de 20 de dezembro de 1996, Art. 
21, a Educação Escolar compõe-se da Educação Básica, formada pela educação infantil, ensino fundamental e 
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humana, entendemos que a matemática escolar envolve regras convencionadas no interior da 

forma de vida dos matemáticos, cujos significados não são absolutos e universais, mas se dão 

em seus usos nas práticas humanas. Gottschalk (2008) salienta que a atividade matemática não 

possui apenas uso normativo, o que a difere das ciências empíricas, mas possui também uso 

empírico2, na medida em que utilizamos as proposições matemáticas para organizar nossas 

experiências, bem como para descrever, mensurar, prever, explicar, compreender e prescrever 

fenômenos empíricos. 

Esses usos da matemática podem ser explorados e articulados por meio da 

modelagem matemática na Educação Matemática3, que possibilita incorporá-los no âmbito 

escolar com vistas à resolução de problemas oriundos de diversas esferas da vida humana em 

sociedade. Henry Pollak (1979, p. 240), um dos pioneiros a discutir a modelagem matemática 

nesse contexto, argumenta que “é muito valioso para o aluno ter experiências com modelagem 

pois, além de seu grande valor pedagógico, ela é uma possibilidade de aplicações da matemática 

no mundo real”. 
A Educação Matemática é, no mínimo, responsável por ensinar como usar matemática 
na vida cotidiana e na cidadania, não nos esqueçamos disso. Na verdade, qualquer 
separação entre ciência e vida cotidiana é uma ilusão. De fato, a vida cotidiana muitas 
vezes também envolve questões científicas. Então, o que realmente importa na 
Educação Matemática é aprender e praticar o processo de modelagem matemática. O 
campo de aplicação específico, seja na vida cotidiana, seja para o exercício da 
cidadania ou para entender alguma ciência, é menos importante para os estudantes do 
que a experiência com esse processo de pensamento (Pollak, 2012, p. 2). 
 

Na sala de aula, a modelagem matemática pode ser entendida, conforme 

Almeida (2018) e Almeida, Silva e Vertuan (2012), como uma alternativa pedagógica para o 

ensino e a aprendizagem de matemática, na qual situações-problema, que não são matemáticas, 

são abordadas por meio da matemática. De acordo com esse entendimento, o desenvolvimento 

de atividades desse tipo em práticas pedagógicas envolve a construção e o uso de modelos 

matemáticos para resolver problemas pertencentes a domínios extramatemáticos. Segundo 

Almeida, Tortola e Merli (2012, p. 17), “o modelo matemático, neste caso, é o que ‘dá forma’ 

à solução do problema e a modelagem matemática é a atividade de busca por esta solução”. 

A literatura tem indicado que, no desenvolvimento de atividades de 

modelagem, a aprendizagem não se restringe a matemática escolar, mas incorpora, por 

 

ensino médio, e Educação Superior.  
2 É importante destacar que esse uso empírico não pode ser usado para falsear ou validar as proposições 
matemáticas.  
3 Ao longo do texto utilizamos modelagem matemática com iniciais minúsculas para nos referirmos as atividades 
de modelagem matemática e Modelagem Matemática com iniciais maiúsculas para nos referirmos a área de 
pesquisa. 
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exemplo, o uso de tecnologias, conhecimentos sobre a situação investigada, o desenvolvimento 

de competências, entre outros (Almeida, 2018; Blum, 2015, Greefrath, 2011; Niss; Hφjgaard, 

2019).  

Apesar do termo aprendizagem ser frequentemente utilizado nas publicações 

da área, pouco se tem investigado relativamente à caracterização do que é aprendizagem e como 

ela se dá em atividades de modelagem matemática. Cruz e Araújo (2017) corroboram com esse 

argumento, ao constatarem que em trabalhos publicados na IX Conferência Nacional sobre 

Modelagem Matemática na Educação Matemática, 85% dos 75 trabalhos publicados na 

conferência apresentam o uso da palavra aprendizagem no corpo do texto, mas apenas 4 destes 

trabalhos deixam claro a concepção de aprendizagem subjacente. Gomes, Kowalek e Almeida 

(2022) também destacam, a partir de uma análise de artigos publicados em anais de eventos da 

área de Modelagem Matemática, que frases como “buscamos na modelagem possibilidades para 

melhorias na qualidade de aprendizagem dos alunos”, “atividades desenvolvidas em contextos 

reais podem maximizar o desempenho do aluno na aprendizagem”, são mencionadas nos 

artigos, não havendo, entretanto, uma explicitação de como a aprendizagem está sendo 

entendida ou caracterizada.  

O uso do termo aprendizagem na literatura sem a explicitação de como ela é 

entendida pode obstruir uma visão acerca de sua significação e levar a um esvaziamento 

epistêmico de sua caracterização, dificultando um esclarecimento qualitativo de elementos que 

a influenciam e a condicionam no desenvolvimento de atividades de modelagem matemática 

nos contextos educacionais.  

Reconhecem-se, todavia, na literatura, diferentes teorias e perspectivas 

epistemológicas ou filosóficas utilizadas para discutir o tema aprendizagem. Borssoi (2013), 

Figueiredo (2013) e Silva (2018) utilizam a teoria da aprendizagem significativa de David 

Ausubel. Braga (2015) recorre a teoria da atividade de Engeström. Ferruzzi (2011) discute a 

aprendizagem de estudantes em atividades de modelagem matemática a partir das interações 

discursivas, com base na teoria socio-histórico-cultural. Braz (2014) investiga a constituição 

de comunidades de prática locais com base na teoria da aprendizagem situada. Brito (2018) 

apresenta uma compreensão fenomenológica de como estudantes aprendem geometria em 

atividades de modelagem matemática. Souza (2012) utiliza as ideias de Anna Sfard e de Ludwig 

Wittgenstein para caracterizar que aprendizagem é constituída em atividades de modelagem.  

Apesar das diferentes acepções que esse termo pode tomar nas teorizações 

articuladas na literatura, o uso dogmático de um modo de ver a aprendizagem em atividades de 

modelagem matemática pode levar a dificuldades de seu entendimento em práticas 
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pedagógicas. Por exemplo, abordagens que propõem ciclos de modelagem matemática para a 

identificação da aprendizagem nesse tipo de atividade, podem se ancorar em uma concepção 

cartesiana do conhecimento sustentada na dualidade entre sujeito e objeto, em que a 

aprendizagem se fundamenta na capacidade do pensamento de construir e manipular 

representações matemáticas e, a partir delas, produzir significações (Brito, 2018). Uma outra 

ideia que pode levar a dificuldades, quando usada de forma dogmática, criticada por Tortola, 

Seki e Almeida (2022), é a de que apenas o uso empírico da matemática em atividades de 

modelagem matemática é suficiente para aprender matemática, sustentada em um 

privilegiamento dos aspectos empíricos ou utilitários do conhecimento matemático em 

detrimento dos seus aspectos formais, dando a entender que a aprendizagem se reduz em saber 

aplicar ou usar matemática para estudar situações-problema da realidade. 

Do ponto de vista dos escritos do filósofo Ludwig Joseph Johann 

Wittgenstein (1889-1951), a aplicação dogmática de um conceito como, por exemplo, o 

conceito de aprendizagem, diz respeito ao uso da palavra que se associa a esse conceito. De 

fato, quando para essa palavra se faz uma busca essencialista dos seus fundamentos últimos, 

sem a devida atenção aos seus usos nas diversas práticas linguísticas em que este conceito é 

empregado, pode-se configurar um reducionismo em relação à sua caracterização.  Evita-se 

uma posição dogmática mediante uma descrição gramatical, evidenciando que não há um único 

significado, mas que diferentes significados podem ser identificados a partir desses usos. Nessa 

perspectiva, se queremos compreender os significados de uma palavra, devemos olhar para 

como essa palavra é usada em diferentes jogos de linguagem4 ou mesmo no interior de um 

mesmo jogo, elaborando analogias e estabelecendo elos intermediários entre esses usos. Busca-

se, como sugere Wittgenstein, uma visão panorâmica: 

Uma das fontes principais da nossa falta de compreensão é que não vemos claramente 
o uso das nossas palavras. – Falta à nossa gramática uma visão panorâmica. A 
apresentação panorâmica proporciona ao entendimento justamente o que consiste em 
'ver as conexões'. Daí a importância de encontrar e inventar elos intermediários. 
O conceito de apresentação panorâmica é de significado fundamental para nós. Ele 
marca a nossa forma de apresentação, a maneira como vemos as coisas. (Isto é uma 
'visão de mundo'?)5 (Wittgenstein, IF, § 122). 

 
4 Os jogos de linguagem são entendidos por Wittgenstein, na fase tardia de sua filosofia, como atividades 
linguísticas guiadas por regras (Wittgenstein, IF, § 23) e servem ao propósito terapêutico como objetos de 
comparação (Wittgenstein, IF, § 130). Uma caracterização dos jogos de linguagem e de seu papel na terapia 
filosófica de Wittgenstein pode ser vista no capítulo 2, seção 2.1.  
5 Tradução de Almeida (2009). Segundo esse autor, “a fórmula “apresentação panorâmica” procura traduzir a 
expressão Übersichtliche Darstellung, que poderia também ser vertida como “visão de conjunto”, “visão 
sinóptica”, “apresentação perspícua”, “apresentação clara”, “apresentação ordenada”. Übersichtlich significa, se 
tomamos literalmente o adjetivo, uma visão de cima, de quem vê o todo de uma coisa pelo lado de cima ou de uma 
certa altura, e significa também a apreensão de um todo, ou de um conjunto, pelo alto. Em geral, Übersichtlich 
refere-se a uma coisa ordenada, fácil de manipular ou de entender, como, por exemplo, uma Übersichtlicher 
Werkzeugkasten (uma caixa de ferramentas ordenada, em contraposição a outra bagunçada - unübersichtlicher). 
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A expressão utilizada por Wittgenstein Übersichtliche Darstellung tem sido 

traduzida de diferentes maneiras na literatura, por exemplo, como apresentação panorâmica, 

visão de conjunto, apresentação perspícua, visão panorâmica, entre outros. Após o Tractatus 

Logico-Philosophicus (1921), obra que marca a primeira fase do pensamento de Wittgenstein 

em que busca um esclarecimento lógico do pensamento expresso linguisticamente, 

Wittgenstein, em sua volta para atividade filosófica, utiliza a apresentação panorâmica 

inicialmente para designar um novo método filosófico e, posteriormente a incorpora em seus 

escritos como um conceito considerado de fundamental importância. Segundo Almeida (2009, 

p. 209) argumenta que a apresentação panorâmica se torna um conceito fundamental para 

Wittgenstein porque: “ela demarca a nossa forma de apresentação; [...] demarca a maneira como 

vemos as coisas; [...] proporciona a compreensão; [...] consiste precisamente em ‘ver as 

concatenações’, [...] decorre daí a importância de encontrar ‘elos intermediários’6”. 

Em uma nota de tradução do livro Observações sobre O Ramo de Ouro de 

Frazer de Wittgenstein, João José R. L. Almeida comenta que a visão panorâmica consiste em 

ver concatenações7 estabelecidas por elos intermediários, que são “analogias sem qualquer peso 

ontológico. Sua única função é conduzir, dirigir a atenção para uma relação interna qualquer de 

um objeto, aguçar o olho para detalhes até então imperceptíveis” (Almeida, 2007, p. 223). A 

visão panorâmica, como aponta Moreno (1995), fornece uma visão do funcionamento do uso 

das palavras em diversas situações, sejam essas situações efetivas ou até mesmo inusitadas por 

meio da descrição do uso das palavras, criando analogias de situações de uso e estabelecendo 

elos intermediários entre esses usos, mediante a semelhanças e dessemelhanças de família. 

A apresentação de uma visão panorâmica contrasta com o método filosófico 

tradicional de levantar teses a respeito dos conceitos ao buscar uma solução absoluta para os 

problemas filosóficos. Wittgenstein encara a filosofia como uma atividade, uma prática de 

 

Lembremo-nos de que Wittgenstein já comparou a linguagem a uma caixa de ferramentas (cf. LC, p. 1). A 
“apresentação panorâmica” deve ser compreendida, portanto, como o estabelecimento de uma ordenação por uma 
visão de conjunto, tendo em vista uma maior facilidade de manipulação” (Almeida, 2009, p. 205).  
6 Para Almeida (2009, p. 205), “a atividade de "encontrar elos intermediários" serviria para indicar analogias com 
outras formas de apresentação”. No livro Observações sobre O Ramo de Ouro de Frazer de Wittgenstein, 
encontramos um exemplo de um tipo de elo intermediário: “Um elo intermediário hipotético, entretanto, nada deve 
fazer nesse caso senão dirigir a atenção para a semelhança, para a concatenação, entre os fatos. Como se uma 
pessoa, quisesse ilustrar // ilustrasse // uma relação interna da forma circular com a elipse, transformasse 
gradualmente uma elipse num círculo; mas não para afirmar que uma certa elipse factualmente, historicamente, 
teria se originado de um círculo (hipótese evolutiva), senão somente para aguçar nosso olho para uma concatenação 
formal” (TS 211, p. 322). 
7 As concatenações podem ser entendidas em Wittgenstein de relações internas de um objeto a partir de seus usos 
na linguagem. Conforme afirma Almeida (2009, p. 212), “atividade de “ver as concatenações” serviria para 
mostrar de que maneira formamos nossas convicções com base numa articulação arbitrária entre o empírico e as 
expressões linguísticas, e que, por esse motivo, tudo aquilo poderia ser visto de outra maneira”. 
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descrição do uso da linguagem, com a finalidade de apresentar diferentes modos de ver. Não 

há, assim, segundo o autor, “um método em filosofia, o que existe são métodos, por assim dizer, 

diferentes terapias” (Wittgenstein, IF, § 133). Nessa metáfora, a atividade filosófica tem uma 

função terapêutica, de cura, das questões que açoitam o pensamento filosófico, que surgem 

porque somos suscetíveis ao enfeitiçamento pela linguagem. Como diz Wittgenstein, “o 

filósofo trata uma questão como uma doença” (IF§ 255) e a cura para essa doença é dada por 

um exame do funcionamento da linguagem, das diversas práticas linguísticas com as quais 

agimos e pensamos em nossas formas de vida. Os problemas filosóficos “não são solucionados 

pelo ensino de uma nova experiência, mas pela combinação do que há muito já se conhece. A 

filosofia é uma luta contra o enfeitiçamento de nosso intelecto pelos meios de nossa linguagem” 

(Wittgenstein, IF, § 109).  

Na área de pesquisa em Modelagem Matemática na Educação Matemática, o 

uso do termo aprendizagem torna-se terreno fértil para instauração da aplicação dogmática de 

imagens acerca da aprendizagem e da matemática, gerando dificuldades de compreensão acerca 

de sua significação em práticas de uso associadas às atividades de matemática. O dogmatismo 

surge quando alimentamos nosso pensamento de uma única forma de ver a aprendizagem, em 

particular, quando se discute as questões: O que é aprendizagem em atividades de modelagem 

matemática? Como se dá essa aprendizagem? Que condições a tornam possível?  Para libertar 

nosso pensamento do dogmatismo, faz-se necessário uma visão panorâmica a respeito da 

aprendizagem em atividades de modelagem matemática.  

Considerando essa problemática e o interesse em deliberar a respeito do tema 

aprendizagem na Modelagem Matemática na Educação Matemática, a presente pesquisa tem 

como objetivo estruturar uma visão panorâmica da aprendizagem em atividades de modelagem 

matemática a partir de uma perspectiva wittgensteiniana. Tal visão consiste em aguçar o olhar 

para ver relações internas a partir da organização ou da identificação de elos intermediários 

entre os usos do termo aprendizagem na literatura e um olhar para práticas de uso da linguagem, 

nas quais se pode falar de aprendizagem que, neste caso, consistem em atividades modelagem 

matemática desenvolvidas por estudantes de um curso de Licenciatura em Matemática.  

A estruturação dessa visão panorâmica pretendida desdobra-se em três 

movimentos, a partir de uma atitude terapêutica de inspiração wittgensteiniana assumida como 

atitude da pesquisa.  

No primeiro movimento, é apresentada uma descrição dos usos do termo 

aprendizagem em artigos publicados em periódicos na área de Modelagem Matemática na 

Educação Matemática, nos últimos cinco anos, em relação aos entendimentos de aprendizagem 
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e suas bases teóricas, das inferências sobre as ações dos estudantes acerca da aprendizagem em 

atividades de modelagem matemática e das relações entre esses aspectos com os entendimentos 

de modelagem matemática assumidos no texto. Com este movimento, o que se visa é 

compreender traços característicos do uso do termo aprendizagem na área de pesquisa em 

questão constituídos a partir dos modos de uso na literatura. Busca-se, com isso, construir uma 

tecitura, uma rede de semelhanças de família acerca dos diferentes modos de uso do termo 

aprendizagem e de suas relações com os entendimentos de modelagem matemática 

evidenciados na literatura.  

No segundo movimento, considera-se uma característica da terapia filosófica 

de Wittgenstein, indicada no parágrafo 116 do Investigações Filosóficas: 

Quando os filósofos usam uma palavra – “saber”, “ser”, “objeto”, “eu”, “proposição”, 
“nome” – e almejam apreender a essência da coisa, devem sempre se perguntar: esta 
palavra é realmente sempre usada assim na linguagem na qual ter seu torrão natal? –  
Nós conduzimos as palavras do seu emprego metafísico de volta ao seu emprego 
cotidiano (Wittgenstein, IF, § 116). 
 

Wittgenstein sugere aos filósofos olhar para os usos ordinários das palavras, 

isto é, para as práticas em que essas palavras são originalmente aplicadas. Trazendo essa 

sugestão de Wittgenstein para a campo que circunda nosso tema de pesquisa, o olhar é dirigido 

para o desenvolvimento de atividades de modelagem matemática, que constituem as práticas 

em que podemos falar de aprendizagem nesse contexto.  

Com a finalidade de fornecer uma variação em termos de modos de fazer 

modelagem matemática em sala de aula e das regras que circundam esse fazer, consideramos 

dois contextos de pesquisa: as disciplinas Introdução às Equações Diferenciais Ordinárias e 

Modelagem Matemática na Perspectiva da Educação Matemática, do 3º e 4º anos, 

respectivamente, de um curso de Licenciatura em Matemática de uma Universidade pública do 

estado do Paraná. Em cada um desses contextos, respectivamente, abordagens diferentes 

relativas ao fazer modelagem matemática foram utilizadas, a primeira diz respeito à análise de 

modelos previamente formulados e, a segunda, se caracteriza por uma abordagem holística8 da 

modelagem matemática, na qual os estudantes são convidados a realizar o processo completo 

da modelagem matemática, desde a inteiração com a situação-problema, construção de modelos 

 
8 Termo utilizado sob inspiração da abordagem holística utilizada na literatura de Modelagem Matemática na 
Educação Matemática, para designar o desenvolvimento de atividades de modelagem matemática, na qual os 
estudantes trabalham em todas as fases do processo de modelagem, com o auxílio em maior ou menor grau do 
professor a depender do nível de familiarização. De acordo com Cevikbas, Kaiser e Schukajlow (2021, p. 208), no 
que tange ao desenvolvimento de competências de modelagem, a abordagem holística “depende de uma escala 
completa processo de modelagem, com os alunos trabalhando em todas as fases desse processo”. 
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até a análise dos modelos construídos. 

No terceiro movimento, busca-se ver relações internas a partir dos elos 

intermediários estabelecidos no decorrer do primeiro e segundo movimentos, em relação aos 

usos do termo aprendizagem na literatura e da aprendizagem de estudantes no desenvolvimento 

de atividades de modelagem matemática; a aprendizagem mediada por modelos matemáticos; 

e um entendimento de modelagem matemática em relação às condições de aprendizagem.  
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2 ASPECTOS TEÓRICOS E METODOLÓGICOS DA PESQUISA 

Com base nos escritos filosóficos de Wittgenstein, assume-se uma atitude 

terapêutica de pesquisa, em que não se busca formular teses, mas estruturar uma visão 

panorâmica da aprendizagem em atividades de modelagem matemática a partir de uma 

perspectiva wittgensteiniana, de modo a deliberar sobre o tema aprendizagem no âmbito da 

Modelagem Matemática na Educação Matemática, mediante uma descrição gramatical dos usos 

do termo na literatura e de suas possíveis aplicações em jogos de linguagem emergentes no 

desenvolvimento de atividades de modelagem matemática. 

Nesse capítulo, incialmente aborda-se aspectos associados à perspectiva 

filosófica, como a terapia filosófica e a visão panorâmica, a aprendizagem e a natureza das 

proposições matemáticas. Em seguida, apresenta-se as características da estrutura metodológica 

da presente pesquisa.  

2.1 A TERAPIA FILOSÓFICA DE WITTGENSTEIN 

Ludwig Josef Johann Wittgenstein (1889-1951) foi um filósofo austríaco, 

naturalizado britânico, cujos temas filosóficos abordados influenciaram a filosofia analítica, a 

filosofia da linguagem, a filosofia da matemática, por exemplo. Duas obras são referenciadas 

como marcos de fases distintas de sua filosofia, Tractatus Logico-Philosophicus (1921), 

publicada em sua juventude, e Investigações Filosóficas (1953), obra póstuma do filósofo. 

Dentre as contribuições de Wittgenstein, podemos destacar sua concepção de filosofia como 

atividade e não como teoria, questionando a filosofia como uma disciplina acadêmica e 

redirecionando-a para a prática. 

Segundo Moreno (2005), essa concepção de filosofia como atividade se 

mantém ao longo da vida de Wittgenstein, contudo, com algumas diferenças. Após o Tractatus, 

a atividade filosófica deixa de ser crítica e torna-se terapêutica, incidindo não mais na expressão 

linguística do pensamento, mas no pensamento expresso linguisticamente (Moreno, 2005). Isso 

significa que não é mais a linguagem que será criticada com base em um modelo lógico, mas o 

pensamento é colocado como foco da terapia e tratado por meio de uma descrição dos usos da 

linguagem. 

O termo terapia é empregado por Wittgenstein em um sentido metafórico, 

uma vez que o filósofo trata os problemas filosóficos como uma doença e a prática filosófica 

inaugurada por Wittgenstein, consiste, como aponta Moreno (2005, p. 229), “essencialmente 
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em um tratamento visando à cura do pensamento dogmático” e a depender do tipo de doença, 

um determinado tratamento é designado. Diante disso, em contraposição a um método 

filosófico genérico e essencialista, a terapia filosófica adequa os seus procedimentos ao 

problema filosófico que o filósofo quer tratar. 

Ao buscar apreender a essência de nossos conceitos, algo que seja comum a 

tudo que chamamos, por exemplo, de jogos, Wittgenstein faz uma indicação de como proceder: 

“não pense, mas olhe!” (Wittgenstein, IF, § 66), estabelecendo, como indica Moreno (2005), 

uma analogia entre olhar e a atividade de descrição de usos da linguagem, em contraste com a 

analogia entre pensar e a atividade de produção de teses. Essa máxima wittgensteiniana é 

elucidativa para compreender o modo como a atividade filosófica é concebida e praticada por 

Wittgenstein, principalmente após o Tractatus. Para ele, contrapondo-se às tradições 

filosóficas, a atividade filosófica não deve propor teses, mas “compreender algo que já está 

aberto diante de nossos olhos. Porque, em um certo sentido, é isto que parecemos não 

compreender” (Wittgenstein, IF, § 80).  

A terapia incide na cura do pensamento, ao deixar-se guiar por determinadas 

imagens que conduzem a uma aplicação unilateral de nossos conceitos, isto é, do que 

Wittgenstein denomina de dieta unilateral: “Uma causa principal das doenças filosóficas – dieta 

unilateral: alimentamos nosso pensar só com uma espécie de exemplos” (Wittgenstein, IF, § 

593). O esclarecimento almejado pela terapia não visa uma reforma da linguagem, pela 

proposição de termos substitutos que pudessem evitar as confusões conceituais, mas trata-se de 

um esclarecimento das significações dos conceitos, de tal modo que os problemas filosóficos 

deixem de açoitar o pensamento. Trata-se, portanto, de uma descrição dos usos da linguagem, 

com a finalidade de chamar a atenção para possíveis confusões criadas pelo pensamento ao se 

desconectar da linguagem. 

Essa descrição busca propiciar uma visão panorâmica a respeito do que se 

pode dizer dos conceitos, por meio da variação das circunstâncias de uso, com a finalidade de 

mostrar diferentes modos de ver a sua aplicação, permitindo modificar a direção única e 

inflexível de interpretação proposta pelo ponto de vista dogmático9.    

A visão panorâmica consiste em organizar os fatos expressos na linguagem, 

 
9 O uso dogmático de um conceito surge quando generalizamos um uso particular de um conceito, projetando sua 
gramática para outras situações em que empregamos esse mesmo conceito. Nesse ponto de vista dogmático, todos 
usos de um conceito são obrigados a ‘encaixar-se’ em um sistema de regras que regem um uso particular, dirigindo 
nosso pensamento em uma única direção, um único modo de interpretar os conceitos. Esta é a força de 
determinadas imagens que quando empregadas dogmaticamente tem a aparência de “não podemos imaginar o 
contrário” (Moreno, 1995). 
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de tal modo que possamos enxergar as gramáticas10 constituídas em nossos usos linguísticos, 

evitando a aplicação exclusivista de uma determinada imagem gramatical sobreposta a outras 

tantas possíveis. Possibilita-se tal visão por meio de uma atividade essencialmente descritiva, 

que cumpre uma função terapêutica, ao indicar modos de ver as coisas, através da proposição 

de exemplos, analogias e diferentes situações de uso para que possamos eventualmente lançar 

um olhar diferente e superar a resistência de vontade de querer ver de uma única maneira o 

funcionamento da linguagem. A descrição gramatical tem para Wittgenstein um papel de 

persuadir o interlocutor a vencer a sua resistência de vontade, que causa a dificuldade de 

compreensão (Wittgenstein, BT).  

A descrição gramatical incorpora novos aspectos, quando Wittgenstein faz 

uma analogia entre jogos e linguagem, introduzindo a noção de jogos de linguagem, 

aparentemente em março de 1932 (Almeida, 2020). Os jogos de linguagem podem ser 

entendidos como atividades guiadas por regras, como exemplifica Wittgenstein: “ordenar, e 

agir segundo as ordens [...] descrever um objeto pela aparência ou pelas suas medidas [...] 

resolver uma tarefa de cálculo aplicado [...] pedir, agradecer, praguejar, cumprimentar, rezar” 

(Wittgenstein, IF, § 23). Nessa concepção, a linguagem passa a ser caracterizada pela variedade 

de jogos de linguagem com os quais agimos em nossas formas de vida. Palavras, ações, objetos 

empíricos, pensamentos, gestos e interlocutores estão conectados em nossas práticas 

linguísticas na forma de jogos de linguagem.  

Em contraste com uma atitude filosófica que busca estabelecer limites 

precisos e exatos dos conceitos, Wittgenstein procura mostrar com os jogos de linguagem a 

vagueza intrínseca aos conceitos, em que o significado de uma palavra não é único e fixo, mas 

diferentes significados podem ser identificados ao olhar para os diferentes jogos de linguagem 

em que essa palavra é usada. Por exemplo, se queremos saber o significado da palavra jogo, 

temos que olhar os diferentes usos dessa palavra, vejamos os jogos de tabuleiro, os jogos de 

cartas, o jogo de bola, os jogos de combate etc. Não há, segundo Wittgenstein, algo comum a 

todos, mas semelhanças, parentescos que aparecem e outras que desaparecem conforme 

comparamos dois ou mais jogos entre si, formando “uma complicada rede de semelhanças que 

se sobrepõem umas às outras e se entrecruzam. Semelhanças em grande e pequena escala” 

 
10 O termo gramática é entendido por Wittgenstein, segundo Almeida (2009, p. 3), como a organização do material 
empírico de acordo com um sistema de ligações internas que surgem na cultura voltado para determinados 
propósitos práticos, que se traduz “como normas de aplicação, como regras, que podem ser representadas para o 
usuário numa visada geral que facilite a sua descrição”. Para Moreno (2005, p. 279) argumenta que a gramática 
na filosofia de Wittgenstein pode ser caracterizada como a “cristalização de regras conceituais cuja expressão 
empírica é realizada pela linguagem, esse mesmo conjunto de regras não envolve, todavia, a linguagem como 
fenômeno empírico, com suas organizações acústico-articulatórias e fonético-fonológicas”. 
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(Wittgenstein, IF, § 66).  O significado de uma palavra está na maioria dos casos, segundo 

Wittgenstein (IF, § 43) no seu uso na linguagem. Estes usos guardam semelhanças entre si, 

assim como guardam semelhanças, em um sentido metafórico, os traços fisionômicos de uma 

família, semelhanças estas denominadas por Wittgenstein (IF, § 67) de semelhanças de família. 

Moreno (2005, p. 253) argumenta que os jogos de linguagem constituem os 

novos sistemas de referência utilizados por Wittgenstein em sua atividade terapêutica, são 

“usados como critérios arbitrários, dentre outros, que o terapeuta sugere para produzir analogias 

e ressaltar diferenças entre as significações descritas” e possuem uma função terapêutica, na 

medida em que são empregados como objetos de comparação e devem lançar luz, por 

semelhança e diferenças, nas relações de nossa linguagem. 

Para evitar a aplicação dogmática de determinadas interpretações conceituais 

de caráter gramatical aplicadas de formas unilaterais e exclusivas, Wittgenstein recorre a 

exemplificação como um procedimento da descrição gramatical considerando, mediante a 

noção de jogos de linguagem, a multiplicidade de usos de nossas expressões linguísticas. A 

exemplificação, segundo Moreno (1995): 

Tem por finalidade fornecer uma “visão panorâmica” (übersehen) dos usos das 
palavras, mostrar as “conexões” (Zusàmmenhänge) entre jogos de linguagem 
aparentemente muito afastados entre si. Ao ver que existem proximidades, por 
semelhanças, entre, por exemplo, jogos de linguagem matemáticos e jogos com 
conceitos de cores e de sensações, desfazem-se as imagens que nos levam a acreditar 
na exatidão de certos conceitos, e assim a interpretar sua significação postulando 
entidades extralinguísticas. A exemplificação não supõe, todavia, que através dos 
diversos exemplos seja revelada uma propriedade comum a todos eles, que forneceria 
a ligação rígida usando os diferentes jogos de linguagem. Pelo contrário, com a 
exemplificação, Wittgenstein cria, por analogia, situações em que reconhecemos 
ainda os mesmos usos das palavras, através de analogias, pois, como diz ele, ao 
considerar as “’possibilidades’ dos fenômenos” podemos refletir melhor sobre o 
“modo das asserções” que fazemos sobre os fenômenos” (Moreno, 1995, p. 114). 
 

Por meio da criação de analogias de situações de uso das palavras e de elos 

intermediários, Wittgenstein procede em direção a uma visão panorâmica acerca dos usos das 

palavras, que consiste, para Moreno (1995, p. 114), em “ver como funcionam e, também, como 

funcionariam nossas palavras nas mais diversas situações – mesmo em situações fictícias onde, 

todavia, ainda reconhecemos usos admissíveis para nossos conceitos, e usos que não mais 

estamos dispostos a admitir”. 

Estruturar uma visão panorâmica da aprendizagem em atividades de 

modelagem matemática envolve ver como a aprendizagem se dá em diferentes jogos de 

linguagem que permeiam as ações dos estudantes. Isso implica em considerar a aprendizagem 

de formas associada com as práticas de uso da linguagem, como discutido na próxima subseção.  
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2.2 APRENDIZAGEM NA PERSPECTIVA FILOSÓFICA DE WITTGENSTEIN 

Na perspectiva wittgensteiniana, o conceito de aprendizagem se constitui nas 

discussões sobre a relação entre linguagem, pensamento e mundo e, em consequência, está 

associado ao modo como adquirimos conhecimento e a sua natureza. Em seus escritos tardios, 

Wittgenstein endereça uma crítica à concepção de linguagem como um espelho do mundo e 

sugere que essa relação se constitui na dinâmica dos jogos de linguagem. Sob essa ótica, olhar 

para a aprendizagem implica em olhar para o modo como aprendemos, ou adquirimos 

conhecimento, em jogos de linguagem e a respeito de que condições tornam possível essa 

aprendizagem.  

Wittgenstein não estava interessado em elaborar uma teoria da aprendizagem. 

Suas reflexões, de natureza terapêutica, buscavam chamar a atenção para confusões conceituais 

que surgem ao postular a necessidade de experiências empíricas ou processos mentais como 

condições da aprendizagem, pressupondo a existência de fundamentos extralinguísticos no 

mundo mental, ideal ou empírico. Ao trazer de volta a atenção para o papel que a linguagem 

desempenha na aprendizagem, Wittgenstein nos mostra que aquilo que torna possível a 

aprendizagem e a significação encontram sua origem nas práticas de uso da linguagem em uma 

comunidade, que se constituem nos modos de agir comuns e regulares dos seus usuários.  

As práticas de uso são, por um lado, governadas por regras, que orientam 

nossas atividades linguísticas em diferentes jogos de linguagem e formam os critérios de 

aplicação de expressões linguísticas. Por outro lado, essas mesmas regras são constituídas na 

regularidade dos modos de agir no interior dessas práticas, agimos de determinadas formas e é 

isso que forma a justificativa para seguirmos de determinada maneira uma regra, como diz 

Wittgenstein, “[...] se esgotei as justificativas, cheguei então à rocha dura, e minha pá se entorta. 

Estou inclinado a dizer então: ‘É assim mesmo que ajo’” (Wittgenstein, IF, § 217).  As práticas 

de uso, como aponta Oliveira (2014), ao mesmo tempo que elas formam um sistema de 

referência, são elas derivadas desse sistema. Isso encerra a busca por fundamentos últimos 

extralinguísticos que poderiam condicionar os jogos de linguagem e, portanto, a possibilidade 

de aprendizagem, uma vez que o solo no qual repousam esses jogos é de caráter convencional, 

formado por modos de agir regulares em práticas de uso. Nesse ponto, Wittgenstein indica que 

“é o nosso agir que se encontra na base do jogo de linguagem” (Wittgenstein, DC, § 204).  

Sob essa ótica, aprender envolve ser iniciado em um jogo de linguagem. Isso 

significa que aprender pode ser entendido como ser capaz de agir regularmente em novas 

situações de acordo com uma prática de uso de uma comunidade ou forma de vida. Aprender 
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um conceito ou algo de natureza procedimental implica em aprender suas regras e segui-las em 

um ou mais jogos de linguagem. Isso se dá mediante a um treinamento ou adestramento11 

(Abrichtung), como sugere Wittgenstein (Z, § 318), “não consigo descrever como (em geral) 

aplicar regras, exceto ensinando-te, treinando-te a aplicar regras”. É por meio de um 

treinamento que adquirimos não somente um conjunto de técnicas para o emprego de regras, 

mas também um sistema de referência segundo o qual agimos e julgamos. O treinamento, para 

Gottschalk (2013, p. 68), é “um modo de se apresentar regularidades nas mais diferentes áreas 

do conhecimento. É o fundamento para que se possa seguir uma regra, condição inicial para a 

atribuição de sentidos aos fatos do mundo, ou seja, para que haja conhecimento”. 

As regras indicam modos de agir comuns de nossa forma de vida, elas não se 

referem a nada, apenas orientam nossas ações. Utilizando uma analogia de Wittgenstein (IF, § 

85), elas funcionam como placas de orientação tal como as placas de trânsito que não nos obriga 

a traçar determinado trajeto para percorrer um caminho, mas orientam nossas ações no decorrer 

desse caminho para não infringirmos as leis de trânsito. Agimos de determinadas maneiras em 

um jogo de linguagem, porque fomos treinados a agir desta maneira, de acordo como um modo 

de agir comum entre os sujeitos que fazem parte de uma forma de vida. Em outro jogo de 

linguagem, uma mesma regra poderia ser seguida de outra maneira.  

Duas pessoas que reagem diferente a uma ordem podem estar com a razão, 

dependendo do jogo de linguagem que estão seguindo a ordem. O que explica o fato de agirmos 

de determinadas maneiras e não outras perante a uma ordem, ou uma regra, em um jogo de 

linguagem é porque há regularidade nos usos da linguagem e isso não significa uniformidade. 

Para Wittgenstein (IF, § 199), “seguir uma regra, fazer uma comunicação, dar uma ordem, jogar 

uma partida de xadrez, são hábitos (usos, instituições)”. No parágrafo 208 do Investigações 

Filosóficas, Wittgenstein fornece um exemplar de como treinar o aprendiz em relação ao 

conceito de regularidade:  

Desta maneira, é com o conceito “regularidade” que esclareço o que quer dizer 
“ordem” e “regra” – Como explicar para alguém o significado de “regular”, 
“uniforme”, “igual”? – Para alguém, digamos, que só fala francês, vou explicar essas 
palavras mediante outras palavras francesas correspondentes. Mas, quem não possui 

 
11 Entre os interpretadores de Wittgenstein no âmbito da filosofia da educação, não há um consenso acerca do uso 
termo Abrichtung11 nos escritos de Wittgenstein e suas implicações no processo de aprendizagem. Alguns autores 
que fazem uma leitura social, consideram que o treinamento é o meio pelo qual o aprendiz adquire a competência 
normativa de uma prática social e passa a fazer parte da comunidade subjacente a essa prática, o que pressupõe 
uma cortesia estendida pelo professor ao aprendiz (Williams, 1994; Stickney, 2020). Para a leitura individualista, 
o treinamento pressupõe uma racionalidade a priori e inata do ser humano que faz parte de sua história natural e 
o torna capaz de apreciar padrões estéticos (Luntley, 2017). Uma terceira via de interpretação considera que o 
treinamento não pressupõe essa racionalidade a priori, mas olha para a aprendizagem a partir da constituição da 
significação dos conceitos, de um ponto de vista pragmático (Gottschalk, 2020; Moreno, 2018).  
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ainda esses conceitos, vou ensiná-lo a usar as palavras mediante exemplos e 
exercícios. – E não vou lhe transmitir menos do que eu mesmo sei. 
Nesta instrução vou lhe mostrar, portanto, as mesmas, cores, os mesmos 
comprimentos, as mesmas figuras, vou fazê-lo encontrá-las e produzi-las etc. Vou 
instruí-lo a dar continuidade a ornamentos em série, “uniformemente”, seguindo uma 
ordem. – Além disso, vou instruí-lo a dar continuidade a progressões. E assim, por 
exemplo, seguindo . .. ... continuar assim: .... ..... ...... . 
Mostro-lhe como se faz, ele faz como lhe mostro; e eu influencio mediante 
manifestações de consentimento, de rejeição, de expectativa, de animação. Deixo-o 
fazer, ou impeço-o de fazer, etc (Wittgenstein, IF, § 208). 
 

É mostrando os usos da palavra ‘regularidade’ em diferentes jogos de 

linguagem que gradualmente, por semelhanças e dessemelhanças de família, sua significação é 

constituída. Ao seguir esse movimento, esses usos se cristalizam em regras que formam a sua 

gramática que estabelece os critérios de aplicação dessa palavra. É por meio do treinamento 

que o aprendiz se conecta com a gramática do conceito aprendido, delimitando, segundo 

Moreno (2005, p. 281), “o campo da significação conceitual, campo vago, por estar inserido 

em formas de vida, que dependerá de decisões arbitrárias para tornar exatos e precisos os seus 

limites”. Ao adquirir a gramática relativa aos usos de uma palavra, o aprendiz passa a identificar 

em que situações (empíricas) faz sentido ou não aplicar essa palavra como um conceito. Essa 

fase do treinamento, exige, no entanto, uma preparação para o uso da linguagem que ocorre em 

jogos de linguagem primitivos, como aquele em que uma criança aprende o nome das coisas, 

por exemplo.  

Nessa fase elementar, pode-se ensinar a criança a cor verde, apontando-se 

com um gesto ostensivo para um objeto, um carro verde, enquanto se pronuncia “isto é verde”. 

É isso uma explicação da cor vermelha ou do nome do carro? Para Wittgenstein, “a definição 

ostensiva pode, em cada caso, ser interpretada de um modo ou de outro” (IF, § 28). Para que a 

criança entenda o uso da palavra ‘verde’ como nome de uma cor por definição ostensiva é 

preciso que o lugar dessa palavra já esteja preparado. Essa preparação para o uso é feita 

mediante ao que Wittgenstein denomina de ensino ostensivo12 e faz parte do treinamento, em 

que se pode mostrar para essa criança vários objetos com a cor verde, até que ela aprenda a 

associar a palavra verde a um determinado aspecto desses objetos. Ela aprende técnicas, que 

envolvem sons, ações e objetos construídos no interior de um jogo de linguagem, que orientam 

como aplicar sons como palavras para, por exemplo, ordenar, chamar, comunicar, pedir, 

executar tarefas, entre outros. É isto que o indivíduo deve saber para nomear um objeto ou, em 

outras palavras, colar uma etiqueta em um objeto. Somente após ter aprendido a técnica de 

 
12 Por meio do ensino ostensivo propõe-se a substituição de objetos por nomes, “Isto chama-se verde” e, pela 
definição ostensiva, podemos identificar objetos pelos seus nomes, através da definição do seu significado “verde 
é uma cor”. 
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etiquetagem com palavras, o aprendiz pode perguntar pelo sentido e compreender uma 

definição ostensiva.  

 Elementos do mundo tornam-se parte da linguagem a partir de técnicas 

preparatórias para o uso da linguagem, como a introdução de paradigmas, gestos ostensivos e 

amostras. O paradigma, argumenta Moreno (1995, p. 18), “corresponde a uma técnica de uso 

da linguagem em que são ativados palavras e objetos previamente organizados através de outras 

técnicas”. Por exemplo, várias amostras de cor para a aplicação da palavra “verde”, 

comportamentos de alguém que sente “dor” para a aplicação da palavra “dor”, o objeto lajota 

para a aplicação da palavra “lajota”, podem ser escolhidos ou construídos como objetos e serem 

apresentados como paradigmas para o uso das palavras. Ao serem introduzidos como 

paradigmas na linguagem, os objetos passam a cumprir a função de regras ou normas para o 

uso de palavras e, com isso, se tornam instrumentos da linguagem. Ao preparar o lugar para o 

uso das palavras estabelece-se condições de possibilidade para a significação dos conceitos. 

Segundo Moreno (2018, p. 45-46), “podemos dizer que é nesta fase inicial que um indivíduo se 

torna um aprendiz, ou seja, ele ou ela entende e aprende, e torna-se capaz de saber como agir 

de acordo com as instruções”.  

 Esse primeiro nível do treinamento para o autor é “condição lógica para 

aprender novas regras, poder fazer comparações com familiaridade, de fato, para ter a 

experiência do significado – ou seja, de aspectos ou de relações internas” (Moreno, 2018, p. 

39). Em um segundo nível do treinamento, o aprendiz domina a gramática do uso da palavra e 

pode passar a empregá-la em novas situações de uso, até mesmo situações inusitadas, de acordo 

com as regras aprendidas. Ele forma, por assim dizer, uma gramática interna ao sujeito, não 

como uma entidade metafísica que habita dentro de nós, mas como caracteriza Gottschalk 

(2020, p. 5), “um sistema aberto de crenças que desempenha o papel de condições para 

atribuição de sentido ao que observamos, dizemos e fazemos”. Por meio dessa gramática, o 

aprendiz passa a empregar as palavras como conceitos, estabelecendo relações de sentido e 

organizando a experiência empírica. Por exemplo, Moreno (2018) argumenta que ao dizermos 

“branco é mais claro que preto” estamos nos referindo a uma descrição das propriedades das 

cores ‘branco’ e ‘preto’ e estabelecendo uma relação de sentido entre elas, o que pressupõe que 

saibamos que se trata de cores, que ‘branco e preto são cores’. Essa segunda proposição é 

denominada por Wittgenstein como proposição gramatical, tem uma função normativa, ela 

funciona como condição para atribuição de sentido à primeira proposição, de caráter empírico.  

 As proposições gramaticais se constituem a partir de certezas que temos em 

nossas formas de vida, tais como “os objetos físicos existem”, “eu existo”, “só eu sinto minhas 
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dores”, entre outras. Essas certezas são condições operatórias dos jogos de linguagem e, 

portanto, sua assimilação é condição para aprender uma linguagem. Elas não podem ser postas 

em dúvidas, uma vez que, na perspectiva wittgensteiniana, “o próprio jogo da dúvida já 

pressupõe a certeza” (Wittgenstein, DC, § 115). No Da Certeza, Wittgenstein apresenta uma 

situação envolvendo um professor e um aluno para exemplificar um caso em que a dúvida ainda 

não faz sentido.  

Um aluno e um professor. O aluno não deixa que nada seja explicado, pois ele 
interrompe continuamente (o professor) com dúvidas como, por exemplo, sobre a 
existência das coisas, sobre o significado das palavras, etc, O professor diz: “Não me 
interrompas mais e faz o que te digo; as tuas dúvidas ainda não fazem qualquer sentido 
(Wittgenstein, DC, § 310).  
 

Para aprender a jogar um jogo de linguagem é preciso, antes de tudo, que o 

estudante aceite algumas certezas, sem colocá-las em dúvida. Por exemplo, aprender conceitos 

envolvidos na Geometria Euclidiana, pressupõe que os axiomas constituintes dessa geometria 

sejam aceitos. Em outro parágrafo mais adiante no Da Certeza, Wittgenstein diz “[...] as 

perguntas que fazemos e as nossas dúvidas apoiam-se em certas proposições que são excluídas 

da dúvida, como dobradiças sobre as quais aquelas se movem” (Wittgenstein, DC, § 341). Tais 

proposições são resultado de determinadas crenças que se tornam ‘firmes’ no decorrer das 

práticas de uso da linguagem, sugere o filósofo:  

A criança aprende a acreditar num monte de coisas. Quer dizer, ela aprende, por 
exemplo, a agir de acordo com essas crenças. Pouco a pouco, forma-se um sistema de 
coisas em que se acredita, e, nele, algumas são incrivelmente firmes, outras estão mais 
ou menos sujeitas a alteração. O que é firme não o é porque seria em si mesmo óbvio 
ou evidente, mas, sim, porque é fixado pelo que está ao seu redor (Wittgenstein, DC, 
§ 144).  
 

Nossas certezas não são explicitamente aprendidas, mas elas são adquiridas 

no decurso da aprendizagem de outras coisas, quando, por exemplo, agimos. Nas palavras de 

Wittgenstein (DC, § 476), “as crianças não aprendem que há livros, que há poltronas, etc., etc., 

mas sim aprende a ir buscar livros, sentar-se em poltronas, etc,”. Essas certezas são como que 

‘engolidas’ pelo aprendiz, elas são adquiridas tacitamente de forma gradual, enquanto fazemos 

usos das nossas expressões linguísticas, formando nosso sistema de referência, nossa imagem 

de mundo (Weltbild), com o qual organizamos nossa experiência, indagamos, questionamos, 

afirmamos e investigamos, por exemplo. Assim, as certezas que adquirimos tacitamente ou 

‘engolimos’ enquanto agimos de acordo com crenças, formam o solo convencional em que 

repousa as condições de possibilidade de aprendizagem. 

Sob essa perspectiva, a aprendizagem pressupõe a assimilação de um sistema 

de referência constituído por elementos normativos relativos a determinadas certezas que vão 
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sendo construídas ao aprender a fazer algo. Segundo Wittgenstein (DC, § 45), “conhecemos a 

natureza do cálculo ao aprender a calcular”, não sendo necessário explicitar uma definição da 

natureza do cálculo para essa aprendizagem. São nossas práticas e modos de agir que, de acordo 

com Gottschalk (2013, p. 67), “vão formando o substrato do nosso conhecimento sobre o 

mundo, ou seja, são a base de nossos julgamentos do que consideramos verdadeiro ou falso”.  

Com a noção de certeza associada à nossas práticas de uso, Wittgenstein 

dissocia os processos psicológicos e mentais, bem como determinados comportamentos, como 

condições básicas para a aplicação de regras e, consequentemente, para a aprendizagem, uma 

vez que essas condições são públicas e se cristalizam na linguagem.  

Aprendemos as coisas, antes de tudo, como uma norma e isso significa que 

passamos a dominar uma maneira de pensar e agir em uma prática de uso. Aprender, para 

Oliveira (2014), “consiste em passar a agir de acordo com a normatividade que essa certeza 

reflete”. Nesse sentido, ser inserido um jogo de linguagem pressupõe o domínio de um conjunto 

de técnicas, mediante a um treinamento, cuja condição é a assimilação de um sistema de 

referências fundada em certezas cristalizadas a partir de nossos modos de agir em práticas de 

uso.  

2.3 A NATUREZA DAS PROPOSIÇÕES MATEMÁTICAS E A APRENDIZAGEM MATEMÁTICA NA 

PERSPECTIVA FILOSÓFICA DE WITTGENSTEIN 

Questões ontológicas e epistemológicas acerca dos objetos e do 

conhecimento matemático são centrais na filosofia da matemática e desencadearam, ao longo 

da história da filosofia, diferentes correntes, como a Logicista, Formalista e Intuicionista, e 

vertentes filosóficas fundadas no realismo e no idealismo. Wittgenstein não estava interessado 

em elaborar uma tese filosófica acerca da matemática, tampouco ser rotulado em qualquer uma 

das correntes já existentes.  Para ele, a filosofia deixa a matemática como está (Wittgenstein, 

IF, § 124). Seu interesse era terapêutico, se dirigia às confusões conceituais sobre os 

fundamentos da matemática, que surgem da ideia de que as proposições matemáticas descrevem 

objetos pertencentes a um reino mental, empírico ou ideal, independente da linguagem. Ao 

matemático cabe apenas descobrir esses objetos.  

Para Wittgenstein, o problema se origina ao não considerar que as 

proposições da linguagem desempenham diferentes funções a depender dos seus usos na 

linguagem. Em particular na matemática, quando se considera que a verdade e o significado 

das proposições matemáticas se dão em uma realidade matemática independente de nossas 
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práticas linguísticas. Partindo dessa perspectiva filosófica, busca-se discutir nesta seção: Qual 

é a natureza das proposições matemáticas? De que modo as proposições se tornam 

matemáticas? Como as proposições matemáticas se relacionam com as proposições acerca do 

mundo? Que implicações pedagógicas a perspectiva filosófica de Wittgenstein acerca da 

matemática tem para a aprendizagem matemática? 

A matemática é, segundo Wittgenstein, uma invenção humana (RFM, I, § 

168) e, portanto, não descoberta. Com essa afirmação, o filósofo distingue a matemática das 

ciências naturais e se afasta de imagens realistas e idealistas, uma vez que o trabalho do 

matemático não consiste em descobrir objetos existentes previamente.  

A princípio, uma mesma proposição, ainda que contenha símbolos 

matemáticos, pode ser empírica ou matemática, a depender do seu uso. Por exemplo, a 

proposição 25 X 25 = 625, sozinha, não se refere a nada. Como o próprio Wittgenstein indica, 

“uma proposição matemática só adquire significado a partir do cálculo em que está inserida. O 

uso que podemos fazer dessa regra depende inteiramente do sistema matemático no qual ela 

está inserida” (LFM, p. 137). Podemos imaginar, em um determinado contexto, que essa 

proposição seja utilizada para contar o número de maçãs distribuídas em 25 caixas, com 25 

maçãs em cada caixa. Nesse caso, essa proposição é empírica se não possui a força da 

necessidade e emprega-se uma técnica de contagem de uma determinada prática cotidiana. Por 

outro lado, a proposição é matemática se há uma definição ou uma prova, que estabelece um 

uso normativo, 25x25 deve ser igual a 625, não sendo passível de refutação ou confirmação por 

uma experiência empírica, no caso de algumas maçãs dessa caixa serem retiradas ou 

acrescentadas.  

Com a noção de jogos de linguagem, Gerrard (1991, p. 126) sustenta que 

“significado e verdade podem ser explicados apenas no contexto de uma prática, e a matemática 

é examinada a partir do seu papel especial que ela desempenha em nossas vidas e sua relação 

especial com outros jogos de linguagem”. As proposições matemáticas desempenham o mesmo 

papel que as proposições gramaticais da linguagem ordinária, elas são regras que, conforme 

Moreno (1995, p. 74), são usadas como “critério para selecionar – excluir ou admitir – outras 

proposições”. A necessidade e a evidência dessas proposições, pondera esse autor, “não residem 

nos conteúdos expressos pelas proposições, mas nos usos que delas fazemos, na função que 

convencionamos reservar-lhes em nossos discursos” (Moreno, 1995, p. 79). 

As proposições matemáticas se distinguem das proposições empíricas, na 

medida em que não descrevem algo, mas exercem uma função normativa, são regras a serem 

seguidas. Proposições empíricas podem ser verdadeiras ou falsas à luz de observações 
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empíricas, já as proposições matemáticas são definidas ou provadas, independentemente desse 

tipo de observação. Estas são aplicadas em um tom de certeza que se expressa em uma atitude 

(Wittgenstein, DC, § 404) e são vistas como necessárias, 25x25 deve ser igual a 625. A força 

da necessidade aqui se dá por convenção, acordos estabelecidos no interior de uma determinada 

forma de vida e não por fundamentos extralinguísticos. Esses acordos não dizem respeito 

somente às definições, como afirma Wittgenstein (IF, § 242), mas também a uma concordância 

nos juízos e “isto parece abolir a lógica; mas não o faz. – uma coisa é descrever o método de 

medida, outra coisa é achar e dizer os resultados da medição. Mas o que chamamos “medir é 

determinado também por uma certa constância dos resultados de medição”. De modo similar, 

o filósofo aponta que “é essencial para o cálculo que todos que calculam corretamente 

produzam o mesmo padrão de cálculo. E 'calcular corretamente' não significa calcular com um 

entendimento claro ou sem problemas; significa calcular assim” (RFM, VII, § 31). Calcular 

assim é, digamos, um determinado modo de aplicar uma regra, que pode ser feito de modo 

correto ou incorreto de acordo com um critério de correção estabelecido por uma prova 

matemática. “Cada prova matemática dá ao edifício matemático uma nova perna para se apoiar. 

(Eu estava pensando nas pernas de uma mesa)” (RFM, VII, § 31). 

 Uma prova mostra um procedimento, um modo de se operar com regras e 

estabelecem o papel de uma proposição matemática no interior de um sistema matemático. Se 

diferencia de um experimento, pois não envolve relações causais entre aspectos empíricos e 

regras, mas mostra a existência de uma relação interna, que pode ser entendida em Wittgenstein, 

como “a operação que produz uma estrutura a partir da outra, vista como equivalente à imagem 

da transição, propriamente dita – de modo que agora a transição segundo essa série de 

configurações é uma transição eo ipso segundo aquelas regras de operação” (RFM, VII, § 31). 

Por exemplo, suponha que alguém encontre uma solução, por tentativa e erro, para 𝑥2 + 𝑦2 =25, substituindo valores para 𝑥 e 𝑦 nessa equação até obter 32 + 42 = 25. Esses resultados não 

provam que são uma solução da equação, isto é, a experimentação não pode ser uma prova para 

essa proposição matemática. Uma prova matemática estabelece relações internas entre a 

equação 𝑥2 + 𝑦2 = 25 e os pontos de uma circunferência de raio com medida igual a 5, 

determinando um modo de operar com essas regras e produzindo, com isso, um novo conceito: 

pode-se ver agora o conjunto solução da equação 𝑥2 + 𝑦2 = 25 como o conjunto de pontos que 

equidistam 5 unidades de medida de um ponto fixo, localizado, por exemplo, na origem de um 

sistema cartesiano no plano.  

 Segundo Wittgenstein, ao produzir um conceito, a prova exerce um papel 

de convencimento e “aquilo de que me convence está expresso na proposição que provou” 
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(RFM, VII, § 72). A prova neste caso atua como imagem, é um instrumento para produzir 

convicção, e a proposição matemática, ao ser provada, nos diz “prossiga dessa forma!” (RFM, 

VII, § 72). É nesse sentido que Wittgenstein sugere ver a matemática como uma “rede de 

normas”, a partir da ideia de que o matemático forma conceitos e “os conceitos nos ajudam a 

compreender as coisas. Correspondem a uma forma particular de lidar com as situações” (RFM, 

VII, § 67). 

Moreno (1995, p. 57) argumenta que as provas matemáticas introduzem 

paradigmas em nossa linguagem, “preparações [...] para a construção de descrições específicas 

dos fatos: com os paradigmas matemáticos entramos em acordo a respeito das formas de 

descrição sem, entretanto, nada descrever”. Essas formas são expressas em proposições 

matemáticas que, quando aceitas, ao serem aplicadas possuem consequências efetivas nas 

descrições (Moreno, 1995). Sob essa perspectiva, Gottschalk (2023, p. 13) argumenta que 

“distanciando-se de um mero jogo [de xadrez, por exemplo], a matemática pode ser vista como 

jogos de linguagem que eventualmente organizam a experiência empírica de determinadas 

formas, ou seja, parte da matemática pode ter uso empírico em determinados circunstâncias”. 

Matemática não é um mero jogo, digamos de signos, uma vez que não 

envolvem somente a operação de regras para manipulação de signos. De acordo com 

Wittgenstein, os jogos de linguagem não têm somente regras, mas tem também uma finalidade 

(Wittgenstein, IF, § 564). Os jogos de linguagem matemáticos se constituem de regras que 

orientam nossos modos de agir em diferentes situações, seus conceitos são vazios, eles 

adquirem significado na sua aplicação, ao serem provados e expressos em proposições 

matemáticas que organizam a experiência de uma determinada forma e conforme uma 

determinada finalidade. É, seguindo essas características a respeito da importância do uso 

empírico que parte da matemática tem, que Wittgenstein argumenta que “quero dizer: é 

essencial para a matemática que seus signos também sejam empregados no civil” (RFM, V, § 

2). Isso não quer dizer que o uso empírico seja o único para a constituição de significados das 

proposições matemáticas, uma vez que os matemáticos inventam novas formas de descrição, 

estimulados por diversas finalidades, alguns por necessidades práticas, outros para o próprio 

desenvolvimento teórico da matemática.  

Nas palavras do próprio Wittgenstein (RFM VII, §33), a matemática pode ser 

entendida como “uma família; mas isso não quer dizer que não devemos nos importar com o 

que está incorporado a ela”. A analogia com uma família sugere que na matemática há diversos 

jogos de linguagem, alguns mais próximos da matemática pura e outros da matemática aplicada, 

conectados entre si por semelhanças de família, cujas relações são internas e estabelecidas 
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mediante a regras e o uso de técnicas matemáticas convencionadas, de acordo com diferentes 

finalidades.  

As aplicações da matemática em situações empíricas não são imediatas, mas 

são, como pondera Gottschalk (2023, p. 15), mediadas “por jogos de linguagem, que precisam 

ser aprendidos, suas regras são condições para que possamos descrever o mundo empírico com 

sentido em diferentes contextos de aplicação”. A autora mostra que os sentidos dos enunciados 

matemáticos podem variar em função do seu uso, a partir do seguinte exemplo: 

Nem sempre a soma dos ângulos internos de um triângulo é  180º.  Por exemplo, se 
um físico quiser medir distâncias subatômicas, provavelmente utilizará uma 
geometria não euclidiana, como a de Lobachevsky (hiperbólica). Nesta geometria, por 
exemplo, a soma dos ângulos internos de um triângulo é menor do que 180º! Enquanto 
um físico que pretenda fazer cálculos astronômicos poderá utilizar a geometria de 
Riemann (elíptica ou esférica), onde a soma dos ângulos internos de um triângulo é 
maior que dois ângulos retos (Gottschalk, 2023, p. 15). 

  

Ao conceber a matemática sob essa perspectiva, algumas implicações 

pedagógicas podem ser tecidas acerca da aprendizagem matemática escolar. Uma vez que as 

proposições matemáticas são vistas como necessárias a partir de convenções estabelecidas por 

acordos em uma comunidade no interior de uma forma de vida, a aprendizagem matemática 

não pode ser reduzida ao processo de abstração, de intuição ou de experimentação, mas envolve 

a aprendizagem de técnicas convencionadas que formam as condições para a aplicação das 

regras matemáticas nas mais variadas atividades matemáticas que os estudantes estão 

envolvidos. 

Cabe ao professor, conforme Gottschalk (2023, p. 17) “apresentar aos alunos 

as diversas técnicas inventadas pelos matemáticos que fundamentam as atividades propostas 

em sala de aula, treinando-os o suficiente para que, uma vez dominadas, eles sejam capazes de 

operar com o saber matemático em novos contextos, não previsíveis”. É papel do professor 

também, segundo a autora, persuadir seus alunos a aceitarem os axiomas, postulados e as 

definições dos termos dos jogos de linguagem da matemática e, uma vez aceitos, faz-se 

importante a demonstração de enunciados matemáticos, que comportam uma necessidade, 

como os teoremas matemáticos para a introdução de paradigmas e conceitos na linguagem.  

Para além dos usos internos à própria matemática, a aprendizagem da 

matemática escolar envolve também ser capazes de usar as proposições matemáticas em outros 

jogos de linguagem, evidenciado o seu papel na atribuição de sentido e na organização de 

situações externas à matemática. O uso de atividades de modelagem matemática em ambientes 

escolares podem ser uma possibilidade para abordar esses usos. Sousa e Almeida (2019, p. 

1212), argumentam que no desenvolvimento de atividades desse tipo os jogos de linguagem 
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podem atuar como “fio condutor para a constituição de significados e para a articulação destes 

com as regras normativas que atuam na gramática dos fenômenos investigados, ou seja, que se 

constituem como condições para constituição de significados para estes fenômenos”. Almeida 

e Tortola (2022, p. 239) ponderam que esses jogos de linguagem constituídos no âmbito da 

modelagem matemática, podem ser vistos como maneiras de fazer matemática e pode nos 

desvencilhar da “imposição de jogos de linguagem frequentemente praticados nas aulas de 

matemática e em que a partir da apresentação de uma definição se seguem aplicações e usos 

daquilo que está sendo definido”. 

Dessa maneira, no âmbito de atividades de modelagem, de acordo com Souza 

(2012, p. 142), a aprendizagem matemática se constitui nos jogos de linguagem, “em que os 

diversos usos regrados da linguagem configuram os usos gramaticais e procedimentais adotados 

pelos alunos para organizar a situação-problema presente na tarefa de modelagem”. Tortola, 

Seki e Almeida (2022, p. 15) argumentam que a modelagem matemática pode romper com a 

dicotomia empírico|gramatical ao sugerir que no seu fazer, “são reconhecidos regras e modos 

de agir como um jogo de linguagem que, dentre outros, pode promover a aprendizagem da 

matemática a partir de um modo de ver a matemática”.  

Podemos ver, portanto, os jogos de linguagem como uma ferramenta terapêutica 

para constituição de um modo de ver a aprendizagem em atividades modelagem matemática. 

Esses jogos mostram os diferentes usos das proposições matemáticas e das proposições de nossa 

linguagem ordinária, bem como as suas finalidades subjacentes. Esse olhar direciona-se para a 

aprendizagem em ação, como ela acontece nas práticas de uso, sob o pressuposto que essas 

práticas envolvem regras que orientam o fazer modelagem matemática em sala de aula e as 

circunstâncias envolvidas nos ambientes educacionais envolvidos.  

2.4 ENCAMINHAMENTO METODOLÓGICO 

Na presente pesquisa, a terapia filosófica wittgensteiniana é empregada como 

uma atitude de pesquisa, que se difere, segundo Miguel (2015), de outras atitudes metódicas 

cientificistas, de caráter empírico e verificacionista, que recorrem a métodos genéricos para 

operar de modo idêntico em todas as situações e a todos os tipos de problemas. Para o autor, a 

atitude terapêutica é sempre situada e diferenciada, cujos procedimentos são constituídos de 

maneira singular ao tipo de problema que está sendo investigado.  

Embora Wittgenstein, em seus escritos filosóficos, não estivesse interessado 

no âmbito educacional, as pesquisas na Educação e na Educação Matemática, ao utilizarem a 
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terapia filosófica para deliberar sobre temas, como matemática, competências, aprendizagem, 

entre outros, mostram a proficuidade de uma atitude terapêutica para compreender seus 

diferentes usos em diferentes contextos teóricos ou empíricos e, assim, evitar atitudes 

dogmáticas causadas por uma busca incessante por generalização (Gottschalk, 2015; Miguel, 

2015; Silveira; Silva; Teixeira júnior, 2018; Souza; Tamayo; Bento, 2022; Vilela, 2007; 

Oliveira, 2018). Evita-se, com isso, uma atitude de pesquisa que visa abarcar a totalidade de 

significações possíveis desses conceitos.  

Considera-se que assumir uma atitude terapêutica em direção à estruturação 

de uma visão panorâmica da aprendizagem em atividades de modelagem se caracteriza pela 

busca em compreender diferentes modos de ver a aprendizagem, recorrendo-se à descrição 

gramatical de seus usos em diferentes jogos de linguagem, mostrando-se conexões internas por 

meio de semelhanças e diferenças, de modo evitar a aplicação dogmática de um único modo de  

vê-la.  

Essa descrição não prossegue com procedimentos padronizados, mas um 

caminho é traçado a partir das peculiaridades da temática investigada. Nesse caminho, algumas 

ações flexíveis podem ser realizadas, tendo como inspiração possíveis procedimentos 

terapêuticos utilizados por Wittgenstein em sua atividade filosófica, valendo-se da descrição e 

exemplificação.  

Em primeiro lugar, segundo Moreno (2005), discorre-se sobre possíveis 

formas típicas de uso das palavras abordadas para Wittgenstein, como a descrição de como 

usamos efetivamente a palavra correspondente a um conceito em diferentes situações, sejam 

elas associadas a teorias, um sistema filosófico ou situações cotidianas.  

Em segundo lugar, pode-se recorrer a jogos de linguagem primitivos, como 

aqueles em que se aprende a aplicar as palavras, com o propósito de avaliar as modificações 

realizadas nos usos dessas palavras a partir de suas aplicações em situações primitivas e no 

decorrer das aplicações subsequentes em diferentes situações. Wittgenstein (IF, §77) sugere 

que diante de uma dificuldade em estabelecer limites precisos para uma palavra, “pergunte-se 

sempre: Como foi que aprendemos o significado desta palavra? A mão de que exemplos; em 

quais jogos de linguagem? (Então você verá, facilmente, que a palavra deve ter uma família de 

significados)”. Por exemplo, como aprendemos a palavra tangente? Em jogos de linguagem 

matemáticos, essa palavra pode ser usada em enunciados como reta tangente a uma 

circunferência ou como função tangente etc. Em outros jogos, essa mesma palavra pode ter 

outros significados, como quando dizemos sair pela tangente. 

Um terceiro procedimento possível é a criação de exemplos fictícios, de 



41 

caráter inusitado, que tem como objetivo, para Moreno (2000, p. 61), “melhor aprender as 

nuances dos jogos de linguagem, as múltiplas ligações analógicas entre eles, os diferentes 

aspectos segundo os quais podem os mesmos jogos ser considerados, para evitar, assim, o 

enclausuramento dos diversos jogos e a generalização de determinados jogos”, em outras 

palavras, para evitar o dogmatismo. No decorrer do Investigações Filosóficas, Wittgenstein 

apresenta diversos exemplos fictícios, como ao considerar a expressão “meu livro tem tantas 

páginas quanto é a solução da equação 𝑥3 + 2𝑥 − 3 = 0” (IF, § 513), para mostrar um caso em 

que compreendemos uma proposição, mas não podemos reconhecer seus sentidos, com a 

finalidade de colocar em questão o uso exclusivista do termo ‘pensar’, feito no Tractatus, como 

aquilo que faz referência a um sentido determinado.  

Em quarto lugar, pode-se comparar diversos jogos de linguagem em que a 

palavra é e pode ser usada. Nesse procedimento, destaca Moreno (2000), que “após haver 

considerado, com minúcia, os detalhes de cada jogo, o filósofo procura inseri-los no conjunto 

dos jogos com os quais mantêm ligações de semelhanças, por mais distantes que possam estar 

entre si”, buscando uma visão panorâmica do conjunto dos jogos de linguagem examinados e, 

com isso: 

ser capaz assim, de libertar-se, pelo menos nos casos em questão, do dogmatismo a 
que é conduzido pela “dieta unilateral” segundo a qual pensa a linguagem, isto é, 
libera-se das imagens que forçam o pensamento a uma direção única e persistem como 
sombras. É o momento da comparação, da apreciação das semelhanças e das 
diferenças, momento em que as ligações analógicas poderão exercer a cura do 
pensamento dogmático ao mostrar ao olhar atento as ligações entre os diversos usos 
das palavras, entre suas aplicações (Moreno, 2000, p. 63). 
 

Os diferentes exemplos e a variação indefinida de situações, aponta Moreno 

(2005, p. 82), têm por finalidade “introduzir novos pontos de vista, ou novos critérios para a 

aplicação de nossos conceitos habituais, não para investigar como agiríamos ou como 

pensaríamos”. Isso não quer dizer que tais formas típicas de uso devam ser empregadas em 

procedimentos estáticos e rígidos e que se fecham em si mesmos, mas há sempre a possibilidade 

de estruturar percursos metodológicos diferentes para uma atitude terapêutica. Os próprios 

jogos de linguagem, como ferramentas terapêuticas, são provisórios e temporais e, portanto, 

não servem ao propósito de realizar um esclarecimento definitivo.  

Diante de tais considerações, o percurso metodológico da presente pesquisa 

se inspira nesses procedimentos terapêuticos, mas não se organiza de forma definitiva por eles. 

Opta-se por um percurso que leve em conta as especificidades das situações de uso envolvidas 

na aprendizagem em atividades de modelagem matemática, sejam elas associadas à literatura 

ou às práticas pedagógicas, conforme a Figura 1.  
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Figura 1 - Percurso metodológico da pesquisa e seus procedimentos terapêuticos 

 
Fonte: Os autores. 

2.4.1 O percurso metodológico da pesquisa 

Assumindo uma atitude terapêutica, o percurso metodológico da pesquisa 

estrutura-se em três movimentos, detalhados nas próximas subseções.  

2.4.1.1 Estrutura metodológica do movimento 1 

O movimento 1 se dirige para os usos do termo aprendizagem na área de 

Modelagem Matemática na Educação Matemática. Em um primeiro momento, delimita-se a 

região de inquérito constituída por uma caracterização dos aspectos estruturantes, 

entendimentos e abordagens dessa área, formando o contexto para o qual olha-se os usos do 

termo aprendizagem. Em um segundo momento, uma revisão da literatura de artigos 

submetidos à descrição dos usos do termo aprendizagem na região de inquérito foi realizada, 

utilizando o método de amostragem intencional conforme Bryman (2012, p. 418), que consiste 

“em uma seleção estratégica da amostra a ser examinada de modo que ela seja relevante frente 

às questões de pesquisa definidas”.   

 Na constituição da amostra intencional, faz-se necessário que o pesquisador 

formule critérios explícitos para a seleção dos materiais relevantes para os propósitos de 

pesquisa. Na presente pesquisa, recorremos aos seguintes critérios: (1) Uma busca no Portal de 

Periódicos da CAPES, utilizando a conjunção dos termos “modelagem matemática” E 
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“aprendizagem” no título, de artigos publicados nos últimos cinco anos, com o propósito de 

selecionar artigos publicados em língua portuguesa; (2) No mesmo portal, buscou-se a 

conjunção dos termos “mathematical modelling” E “learning” no título e “Mathematics 

Education” no campo assunto, de artigos publicados nos últimos cinco anos, visando encontrar 

artigos internacionais publicados em língua inglesa; (3) Foram excluídos da seleção artigos que: 

apresentam apenas revisões da literatura, mapeamentos, estados da arte e meta-pesquisas; em 

que o termo aprendizagem é utilizado como adjetivo de outros termos (ambiente de 

aprendizagem, oportunidades de aprendizagem, módulo de aprendizagem, sala de apoio à 

aprendizagem; trajetória hipotética de aprendizagem; design de aprendizagem, etc); em que o 

foco do artigo dirige-se para a aprendizagem de professores em serviço ou formação de 

professores.  

Com esses critérios, foram identificados 21 artigos com o critério 1, 22 artigos 

com o critério 2, totalizando 43 artigos. Com a aplicação do critério 3, essa quantidade foi 

reduzida para 22 artigos, identificados no Quadro 1.  

 
Quadro 1 – Artigos identificados no movimento 1 

Autores Título Revista ano 
Luis Carlos Moura; Deive 
Barbosa Alves 

Modelagem Matemática para a 
Aprendizagem Significativa Crítica 

Rencima 2022 

Adriana Helena Borssoi; 
Karina Alessandra Pessoa da 
Silva; Elaine Cristina Ferruzzi 

Aprendizagem Colaborativa no Contexto de 
uma Atividade de Modelagem Matemática 

Bolema 2021 

Jerson Sandro Santos de Souza 
Modelagem Matemática e Aprendizagem 
Significativa: uma Relação Subjacente 

JIEEM 2021 

Dirceu dos Santos Brito; 
Lourdes Maria Werle de 
Almeida 

Práticas de modelagem matemática e 
dimensões da aprendizagem da geometria 

Revista Actualidades 
Investigativas en 

Educació 
2021 

Yachiko Nascimento 
Wakiyama; Héctor José García 
Mendoza 

Diagnóstico da aprendizagem por meio da 
atividade de situações problema discente em 
modelagem Matemática dos estudantes de 
licenciatura em Matemática da 
Universidade Federal de Amazonas 

Rencima 2021 

Silvana Costa Silva; Flaviana 
dos Santos Silva; Zulma 
Elizabete de Freitas Madruga 

Software Modellus e Modelagem 
Matemática: um estudo sobre a 
aprendizagem de função quadrática 

Revista Thema 2019 

Rogério Fernando Pires; Cássia 
Silva Costa; Carlos Eduardo 
Petronilho Boiago 

Modelagem matemática para o estudo de 
função afim: uma possibilidade de 
aprendizagem a partir da conta de água 

INTERMATHS 2020 

Silvana Costa Silva; Zulma 
Elizabete de Freitas Madruga; 
Flaviana dos Santos Silva 

Modelagem Matemática como apoio ao 
ensino e aprendizagem de função quadrática 

Revista de Educação 
Matemática 

2019 

Márcia Jussara Hepp Rehfeldt; 
Italo Gabriel Neide; Wolmir 
José Böckel; Ana Paula Broilo; 
Isabel Pisching; Camila 
Aparecida Heinen; Rosilene 
Inês König 

Modelagem Matemática no Ensino Médio: 
uma possibilidade de aprendizagem a partir 
de contas de água 

Rencima 2018 

Jonnisario Littig; Luciano 
Lessa Lorenzoni; Oscar Luiz de 

A Modelagem Matemática na perspectiva 
sociocrítica e a Teoria da Situação Didática: 

Rencima 2019 
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Teixeira Rezende; Maria Alice 
Veiga Ferreira de Sousa 

identificando aproximações 
potencializadores da aprendizagem e do 
desenvolvimento do conhecimento 
reflexivo 

Elizabeth Gomes Souza; Jonei 
Cerqueira Barbosa 

A aprendizagem de regras do sistema 
matemático escolar na modelagem 
matemática 

Revista 
Latinoamericana de 

Investigación en 
Matemática 
Educativa 

2019 

Samuel Francisco Huf; 
Dionísio Burak; Nilcéia 
Aparecida Maciel Pinheiro 

Modelagem matemática no ensino e 
aprendizagem da educação do campo 

Revista Educere Et 
Educare 

2021 

Samuel Francisco Huf; 
Dionísio Burak 

Modelagem Matemática e relações com 
abordagens no processo de ensino e 
aprendizagem no contexto do tema imposto 

REVEMAT 2018 

Guillermo Ramírez-Montes; 
Ana Henriques; Susana 
Carreira 

Undergraduate Students’ Learning of Linear 
Algebra Through Mathematical Modelling 
Routes 

Canadian Journal of 
Science, 

Mathematics and 
Technology 
Education 

2021 

Binyan Xu; Xiaoli Lu; Xinrong 
Yang; Jiansheng Bao  

Mathematicians’, mathematics educators’, 
and mathematics teachers’ professional 
conceptions of the school learning of 
mathematical modelling in China 

ZDM 2022 

H Khusna; N Y Heryaningsih 
The influence of mathematics learning using 
SAVI approach on junior high school 
students' mathematical modelling ability 

Journal of Physics: 
Conference Series 

2018 

James Lowe; Merilyn Carter; 
Tom Cooper 

Mathematical modelling in the junior 
secondary years: 
An approach incorporating mathematical 
technology (Two paper folding activities are 
used to demonstrate how mathematical 
modelling and technology can support 
mathematics learning.) 

Australian 
mathematics teacher 

2018 

Ricardo Cantoral; Angélica 
Moreno-Durazo; Mario 
Caballero-Pérez  

Socio-epistemological research on 
mathematical modelling: an empirical 
approach to teaching and learning 

ZDM 2018 

Adi Nur Cahyono; Yohanes 
Leonardus Sukestiyarno; 
Mohammad Asikin; 
Miftahudin; Muhammadi 
Ghozian Kafi Ahsan; Matthias 
Ludwig 

learning mathematical modelling with 
augmented reality mobile math trails 
program: how can it work? 

Journal on 
Mathematics 

Education 
2020 

Luis Javier López-Reyes; Auria 
Lucia Jiménez-Gutiérrez; Diana 
Costilla-López 

The Effects of Blended Learning on the 
Performance of Engineering Students in 
Mathematical Modeling 

Education Sciences 2022 

S. Supriadi 
Pre-service elementary teachers: analysis of 
the disposition of mathematical modeling 
in ethno mathematics learning 

Ilkogretim Online - 
Elementary 

Education Online 
2020 

E. Taranto; G. Colajanni; A. 
Gobbi; M. Picchi; A. Raffaele 

Fostering students' modelling and problem-
solving skills through Operations Research, 
digital technologies and collaborative 
learning 

International Journal 
of Mathematical 

Education in Science 
and Technology 

2022 

Fonte: Os autores. 

 

A descrição dos usos do termo aprendizagem na amostra intencional 
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selecionada se guia pelas seguintes questões: Como a aprendizagem é entendida na literatura 

de Modelagem Matemática na Educação Matemática?; O que se pode inferir das ações dos 

estudantes relativamente à aprendizagem em atividades de modelagem matemática?; Que 

relações podem ser estabelecidas entre os entendimentos de modelagem matemática, os 

entendimentos de aprendizagem e as inferências das ações dos estudantes acerca da 

aprendizagem em atividades de modelagem matemática nos textos selecionados? 

Na primeira questão ‘Como a aprendizagem é entendida na literatura de 

Modelagem Matemática na Educação Matemática?’ busca-se descrever os entendimentos de 

aprendizagem a partir das definições e pontos de vista teóricos utilizados pelos autores em 

relação ao termo aprendizagem.  

No segunda questão ‘O que se pode inferir das ações dos estudantes 

relativamente à aprendizagem em atividades de modelagem matemática?’ descreve-se os usos 

do termo aprendizagem em relação ao conteúdo da aprendizagem e as condições, as 

abordagens, os meios que levam à aprendizagem em atividades de modelagem matemática, com 

base em inferências produzidas nos textos a partir das ações dos estudantes nesse tipo de 

atividade.  

Na terceira questão ‘Que relações podem ser estabelecidas entre os 

entendimentos de modelagem matemática, os entendimentos de aprendizagem e as inferências 

das ações dos estudantes acerca da aprendizagem em atividades de modelagem matemática nos 

textos selecionados?’ busca-se ver relações internas entre os entendimentos de modelagem 

matemática na Educação Matemática e os outros dois tópicos anteriores de discussão, 

considerando os traços característicos identificados no decorrer da descrição dos usos, com a 

finalidade de construir uma tecitura acerca de traços característicos da aprendizagem, que 

consiste em uma rede de semelhanças de família entre os diferentes modos de uso da 

aprendizagem na literatura. 

2.4.1.2 Estrutura metodológica do movimento 2 

 O movimento 2 consiste em um olhar para jogos de linguagem em que o 

conceito de aprendizagem pode ser utilizado, em particular, para aqueles que emergem no 

desenvolvimento de atividades de modelagem matemática em dois contextos no âmbito de um 

curso de Licenciatura em Matemática de uma universidade pública do estado do Paraná: a 

disciplina Introdução às Equações Diferenciais Ordinárias, no segundo semestre de 2021; a 

disciplina Modelagem Matemática na Perspectiva da Educação Matemática, no primeiro 
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semestre de 2022.  

 Nos dois contextos, a pesquisa empírica pode ser caracterizada como uma 

pesquisa de intervenção, na qual o pesquisador atuou como observador participante no 

planejamento e acompanhamento do desenvolvimento de atividades de modelagem matemática 

e na aplicação de questionários, em parceria com a professora regente das disciplinas. Ao 

inserir-se no lócus de pesquisa para a coleta de informações empíricas, as intervenções do 

pesquisador seguiram um movimento dialético, como caracterizado por Campos e Araújo 

(2015), em que o pesquisador atuou ora no papel de pesquisador, ora no papel de professor no 

desenvolvimento das atividades de modelagem matemática. Diante dessa caracterização, 

optamos por denominar o pesquisador como professor-pesquisador e a professora da disciplina 

como professora-regente.  

 O primeiro contexto de pesquisa, a disciplina Introdução às Equações 

Diferenciais Ordinárias, foi ofertada no 2º semestre do 2021, 02 de agosto de 2021 a 13 de 

dezembro de 2021, para alunos do 3º ano do curso, com carga horária de 60 horas distribuídas 

em quatro aulas semanais, duas na segunda-feira e duas na sexta-feira, período noturno. Devido 

ao cenário da pandemia de COVID-19, foi necessário transpor as aulas presenciais para a 

modalidade remota via as plataformas virtuais Google Meet, Google Classroom e WhatsApp.   

 Na pesquisa empírica realizada nesse contexto, dezoito estudantes 

matriculados na disciplina participaram da pesquisa. Os alunos foram organizados em quatro 

grupos para o desenvolvimento de três atividades, cujas temáticas foram: Salto de Paraquedas, 

Copo térmico para cerveja – funciona? e Bungee Rocket. As duas primeiras voltadas para o 

estudo de Equações Diferenciais Ordinárias de primeira ordem e a terceira envolvendo o estudo 

de Equações Diferenciais Ordinárias de segunda ordem. Uma característica importante dessas 

atividades é que os modelos matemáticos foram construídos e apresentados pelo professor-

pesquisador aos alunos, junto com os enunciados das atividades, conforme uma abordagem 

caracterizada na literatura como análise de modelos (Javaroni; Soares, 2012; Soares, 2012, 

2015; Soares; Borba, 2011). Para cada atividade, um conjunto de questões orientadoras foi 

proposta aos estudantes, cujas respostas deveriam integrar o relatório da atividade entregue por 

cada grupo.  

 No Quadro 2, são apresentadas as datas de desenvolvimento das atividades 

nas aulas disponibilizadas pela professora-regente da disciplina Introdução às Equações 

Diferenciais Ordinárias.  
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Quadro 2: Cronograma de desenvolvimento das atividades na disciplina Introdução às Equações Diferenciais 

Ordinárias 

Data Atividade Ações 
27/08/2021 Salto de paraquedas Apresentação pelo professor-pesquisador da 

situação-problema aos alunos. 
30/08/2021 Salto de paraquedas Organização dos alunos em grupos. 

Desenvolvimento da atividade pelos grupos 
em salas do Google Meet.  

20/09/2021 Copo térmico para 
cerveja – funciona? 

Apresentação pelo professor-pesquisador da 
situação-problema aos alunos.  
Desenvolvimento da atividade pelos grupos 
em salas do Google Meet. 

24/09/2021 Copo térmico para 
cerveja – funciona? 

Desenvolvimento da atividade pelos grupos 
em salas do Google Meet. 

29/11/2021 Bungee Rocket Apresentação pelo professor-pesquisador da 
situação-problema aos alunos.  
Desenvolvimento da atividade pelos grupos 
em salas do Google Meet. 

03/12/2021 Bungee Rocket Desenvolvimento da atividade pelos grupos 
em salas do Google Meet. 

    Fonte: Os autores. 

 

 O desenvolvimento dessas atividades se deu em reuniões dos estudantes com 

o professor-pesquisador e a professora-regente via Google Meet em aulas síncronas e 

assíncronas disponibilizadas pela professora-regente; em encontros fora do horário da aula, 

também via Google Meet; em discussões em grupos no WhatsApp e em entregas de relatórios 

na plataforma Google Classroom.  

O segundo contexto de pesquisa, a disciplina Modelagem Matemática na 

perspectiva da Educação Matemática, foi ofertada no 2º semestre de 2021 e 1º semestre de 

2022, para alunos do 4º ano do curso, com carga horária total de 75 horas distribuídas em 2 

horas-aula semanais nas quartas-feiras. A pesquisa empírica nessa disciplina foi realizada no 

período de 09 de março de 2022 a 27 de abril de 2022. Nesse período, ainda em cenário 

pandêmico, mas com o início de uma flexibilização do isolamento social, as aulas ocorreram 

de modo semipresencial, via Google Meet e com o uso do Google Classroom e o WhatsApp. 

Na pesquisa empírica realizada nesse contexto, vinte estudantes matriculados 

na disciplina, diferentes dos estudantes matriculados no primeiro contexto, participaram da 

pesquisa, que foram organizados em quatro grupos e desenvolveram duas atividades de 

modelagem matemática com temáticas propostas pelo professor-pesquisador e quatro 

atividades com temáticas escolhidas pelos estudantes, uma atividade por cada grupo. As 

temáticas propostas pelo professor-pesquisador nas duas primeiras atividades foram as mesmas 

estudadas nas atividades com foco na análise de modelos na disciplina Introdução às Equações 
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Diferenciais Ordinárias, Salto de paraquedas e Copo térmico para cerveja: funciona? com a 

diferença de que na disciplina Modelagem Matemática na Perspectiva da Educação Matemática 

os modelos matemáticos e os problemas foram construídos e formulados pelos estudantes. As 

temáticas escolhidas pelos estudantes foram: Inflação e Cesta Básica: até quando o brasileiro 

aguenta?; Problema dos Notebooks: uma análise do custo-benefício; Qual a relação entre 

massa e quantidade de sementes para abóboras comuns e gigantes do tipo cucurbita máxima, 

popularmente conhecidas como morangas?; Análise da taxa de frota de veículo por habitante 

na cidade de Londrina/PR. No Quadro 3, são apresentados o cronograma do desenvolvimento 

das atividades, a modalidade da aula e as ações realizadas em cada aula regular da disciplina 

Modelagem Matemática na perspectiva da Educação Matemática 

 
Quadro 3: Cronograma de desenvolvimento das atividades na disciplina Modelagem Matemática na Perspectiva 

da Educação Matemática 

Data Atividades 
Modalidade da 

aula 
Ações 

09/03/2022 
Atividade Salto de 

Paraquedas 
Remota Síncrona 

 

Apresentação da situação-problema e 
formulação do problema em conjunto 
com os alunos.  

16/03/2022 
Atividade Salto de 

Paraquedas 
Presencial 

Alunos reunidos em grupos 
trabalharam no desenvolvimento da 
atividade.  

23/03/2022 
Atividade Copo 

Térmico para cerveja: 
funciona? 

Presencial 
Apresentação da situação-problema e 
formulação do problema em conjunto 
com os alunos.  

30/03/2022 
Atividade Copo 

Térmico para cerveja: 
funciona? 

Remota Síncrona 
Alunos reunidos em grupos 
trabalharam no desenvolvimento da 
atividade 

06/04/2022 

Atividade Copo 
Térmico para cerveja: 

funciona? 
Escolha do tema para 

a atividade final. 

Presencial 

Apresentação feita pelos grupos do 
desenvolvimento da atividade Copo 
Térmico para cerveja: funciona? 
Escolha do tema da atividade final.  

13/04/2022 
Atividades com temas 

escolhidos pelos 
estudantes 

Presencial 
(opcional) 

Alunos reunidos em grupos 
trabalharam no desenvolvimento das 
atividades com tema escolhido pelos 
estudantes 

20/04/2022 
Atividades com temas 

escolhidos pelos 
estudantes 

Presencial 
Apresentação prévia de cada grupo da 
atividade final. 

27/04/2022 
Atividades com temas 

escolhidos pelos 
estudantes 

Presencial 
Apresentação da atividade final de cada 
grupo.  

Fonte: Os autores. 

 

 O desenvolvimento dessas atividades se deu nas aulas regulares da disciplina 

de forma presencial e remota via Google Meet, em reuniões externas às aulas regulares dos 
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estudantes com o professor-pesquisador e a professora-regente via Google Meet; em discussões 

em grupos no WhatsApp e em entregas de relatórios na plataforma Google Classroom.  

 Os dados foram coletados nos dois contextos de pesquisa por meio dos 

seguintes instrumentos: 

• Registros escritos produzidos pelos participantes na produção de um 

relatório escrito entregue no final do desenvolvimento de cada atividade; em 

conversas de WhatsApp nos grupos e individuais com o professor-

pesquisador; em reuniões no Google Meet a partir de fotos de registros 

escritos do caderno e de registros feitos por meios digitais; em registros 

escritos produzidos durante o desenvolvimento das atividades nas aulas 

presenciais.  

• Gravações de vídeo das reuniões via Google Meet realizadas pelos 

grupos e entre os grupos e o pesquisador durante o desenvolvimento das 

atividades. 

• Gravações de áudio das discussões realizadas pelos estudantes durante o 

desenvolvimento das atividades nas aulas presenciais.  

• Questionário aplicado ao final do desenvolvimento das atividades em 

cada contexto de pesquisa.  

Para assegurar a anonimidade dos participantes da pesquisa, foram atribuídos 

códigos para os contextos de pesquisa, as atividades, os alunos, os grupos de trabalho e os 

instrumentos de coleta de dados (Quadro 4).  

 
Quadro 4: Codificação dos dados empíricos 

• Contextos de pesquisa:  
➢ C1: Disciplina Introdução às Equações Diferenciais Ordinárias do terceiro ano do 

curso de Licenciatura em Matemática.  
➢ C2: Disciplina Modelagem Matemática na Perspectiva da Educação Matemática do 

quarto ano do curso de Licenciatura em Matemática.  
• Alunos: 

➢ No contexto C1, os alunos foram codificados da seguinte maneira: 𝐴𝑖, com 𝑖 ∈ ℕ, tal que 1 ≤ 𝑖 ≤ 18 
➢ No contexto C2, os alunos foram codificados da seguinte maneira: 

Ej, com j∈ ℕ, tal que 1 ≤ 𝑗 ≤ 20 
• Grupos: 

➢ Da disciplina Introdução às Equações Diferenciais Ordinárias do terceiro ano do 
curso de Licenciatura em Matemática: 
G1: A1, A2, A3, A4; 
G2: A5, A6, A7, A8; 
G3: A9, A10, A11, A12; 
G4: A13, A14, A15, A16, A17; A18.  



50 

➢ Da disciplina Modelagem Matemática na perspectiva da Educação Matemática do 
quarto ano do curso de Licenciatura em Matemática: 
GM1: E1, E2, E3, E4, E5, E6.  
GM2: E7, E8, E9, E10. 
GM3: E11, E12, E13, E14. 
GM4: E15, E16, E17, E18, E19, E20.  

• Atividades: 
➢ As atividades desenvolvidas no contexto C1 foram codificadas de acordo com o 

seguinte código: 𝐴𝑀𝑘 , com 𝑘 ∈ ℕ, tal que 1 ≤ 𝑘 ≤ 3. 
➢ As atividades desenvolvidas no contexto C2 foram codificadas de acordo com o 

seguinte código: 𝑀𝑀𝑙, com l ∈ ℕ, tal que 1 ≤ 𝑙 ≤ 6. 
• Instrumento de coleta de dados: 

➢ Registros escritos: RE. 
➢ Questionários: 𝑄𝑝, com 𝑝 ∈ ℕ, tal que 1 ≤ 𝑝 ≤ 3. 
➢ Conversas via WhatsApp: W. 
➢ Gravações de áudio: D. 
➢ Gravações de vídeo: V.  

• Para se referir-se a algum dado coletado no decorrer do desenvolvimento das atividades ou 
por meio dos questionários, foi usada a seguinte estrutura para codificação: 

 

Fonte: Os autores. 

 

Organizamos uma síntese dos códigos atribuídos às atividades desenvolvidas 

conforme o contexto de pesquisa, a temática e os grupos de estudantes no Quadro 5. 

 
Quadro 5: Quadro síntese das atividades desenvolvidas 

Contexto de 
pesquisa 

Código da 
atividade 

Temática Grupo 

C1 𝐴𝑀1 Salto de paraquedas G1, G2, G3, G4 
C1 𝐴𝑀2 Copo térmico para cerveja: funciona? G1, G2, G3, G4 
C1 𝐴𝑀3 Bungee rocket G1, G2, G3, G4 
C2 𝑀𝑀1 Salto de paraquedas GM1, GM2, GM3, GM4 
C2 𝑀𝑀2 Copo térmico para cerveja: funciona? GM1, GM2, GM3, GM4 

C2 𝑀𝑀3 
Inflação e Cesta Básica: até quando o 

brasileiro aguenta? 
GM1 

C2 𝑀𝑀4 
Problema dos Notebooks: uma análise do 

custo-benefício 
GM2 

C2 𝑀𝑀5 

Qual a relação entre massa e quantidade de 
sementes para abóboras comuns e gigantes 
do tipo cucurbita máxima, popularmente 

conhecidas como morangas? 

GM3 

C2 𝑀𝑀6 
Análise da taxa de frota de veículo por 

habitante na cidade de Londrina/PR 
GM4 

Fonte: Os autores.  

 

 Em cada um desses contextos, as atividades desenvolvidas assumem 

encaminhamentos e objetivos diferentes do professor e dos estudantes, o que fornece à essa 
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pesquisa um conjunto variado de jogos de linguagem, a partir das ações, regras e outros 

elementos envolvidos nas atividades linguísticas com as quais os alunos se envolvem quando 

desenvolvem tais atividades. Evita-se com isso uma atitude generalista de pesquisa, em outras 

palavras, de generalizar considerações a respeito da aprendizagem a partir de casos particulares. 

Na presente pesquisa, de acordo com a atitude terapêutica assumida, tais casos particulares 

funcionam muito mais como objetos de comparação, para que possamos lançar luz sobre as 

relações estabelecidas nos diversos usos do termo aprendizagem em atividades de modelagem 

matemática. Como diz Wittgenstein: 

Nossos jogos de linguagem claros e simples não são estudos preparatórios 
para uma regulamentação futura da linguagem, - não são, por assim dizer, 
aproximações preliminares, sem levar em conta o atrito e a resistência do ar. 
Os jogos de linguagem estão aí muito mais como objetos de comparação, os 
quais, por semelhança e dissemelhança, devem lançar luz nas relações de 
nossa linguagem (Wittgenstein, IF, § 130).  
 

 Nessa perspectiva, o segundo movimento considera as funções que a 

linguagem desempenha no processo de aprendizagem de estudantes em atividades de 

modelagem matemática. Para isso recorre-se ao modo que Wittgenstein concebe a linguagem, 

após o Tractatus, não apenas como um conjunto de palavras ou proposições, mas de forma 

interligada com as ações e as diversas atividades em nos envolvemos nas mais variadas práticas 

linguísticas de nossas formas de vida.  

2.4.1.3 Estrutura metodológica do movimento 3 

O movimento 3 é intrinsecamente dialógico, em que se busca ver conexões, a 

partir de semelhanças e dissemelhanças de família, entre os jogos de linguagem constituídos 

nos usos do termo aprendizagem na literatura (movimento 1) e no desenvolvimento de 

atividades de modelagem matemática por estudantes de um curso de Licenciatura em 

Matemática, em duas disciplinas diferentes (movimento 2). Com isso, pretende-se ver relações 

internas a partir de elos intermediários estabelecidos nessas comparações de jogos de 

linguagem.  

A partir de uma rede de semelhanças de família, consideramos nesse 

movimento um aspecto que merece atenção na presente pesquisa, devido aos seus diferentes 

usos e abordagens no desenvolvimento das atividades de modelagem matemática: o papel do 

modelo matemático no processo de aprendizagem dos estudantes. Dirige-se atenção à 

compreensão de como abordagens diferentes do modelo matemático, em que, por um lado, os 

estudantes analisam modelos matemáticos prontos e, por outro lado, constroem e analisam 
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modelos matemáticos, repercutem nos usos que os estudantes fazem da linguagem e, com isso, 

medeiam o processo de aprendizagem nessas atividades. 

Outro aspecto explorado diz respeito às repercussões da visão panorâmica 

estruturada para o próprio conceito de modelagem matemática, de modo a evitar uma posição 

dogmática e levar em consideração as funções que os usos da linguagem desempenham no 

desenvolvimento de atividades de modelagem matemática. 

Não se espera como resultado uma nova teorização acerca da aprendizagem 

em atividades de modelagem matemática, mas aguçar o olhar para ver conexões, a partir de 

aspectos até então não percebidos ou não levados em consideração na literatura. É justamente 

a partir dessas conexões ou elos intermediários entre diferentes aspectos do processo de 

aprendizagem em atividades de modelagem matemática que pode se ter uma visão panorâmica 

da aprendizagem em atividades de modelagem matemática. 
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3 MOVIMENTO 1: UMA DESCRIÇÃO GRAMATICAL DA APRENDIZAGEM NA 

MODELAGEM MATEMÁTICA NA EDUCAÇÃO MATEMÁTICA 

Nesse capítulo, busca-se situar a região de inquérito, na qual incide o foco da 

presente pesquisa, trazendo ao texto uma breve caracterização da Modelagem Matemática 

enquanto área de pesquisa da Educação Matemática. A partir dessa delimitação, descreve-se os 

usos do termo aprendizagem na literatura, indicando possíveis traços característicos entre eles.  

3.1 MODELAGEM MATEMÁTICA NA EDUCAÇÃO MATEMÁTICA 

A modelagem matemática, enquanto atividade humana, pode ser entendida 

como uma forma de resolver problemas, com origem em situações da realidade13, por meio da 

construção e análise de modelos matemáticos (Martins; Almeida, 2021). Esse entendimento 

tem raízes na prática profissional de modelagem matemática e é empregado como um método 

científico da Matemática Aplicada (Bassanezi, 2002; Meyer, 2020; Pollak, 2012, 2015). O 

processo de modelagem matemática nesse contexto pode ser definido da seguinte forma, de 

acordo com Pollak (2012): 

A situação real geralmente tem tantas facetas que você não pode levar tudo em 
consideração, então você decide quais aspectos são mais importantes e os mantém. 
Neste ponto, você tem uma versão idealizada da situação do mundo real, que pode ser 
traduzida em termos matemáticos. O que você tem agora? Um modelo matemático da 
questão idealizada. Você então aplica seus instintos e conhecimentos matemáticos ao 
modelo e obtém insights, exemplos, aproximações, teoremas e algoritmos 
interessantes. Você traduz tudo isso de volta para a situação do mundo real e espera 
ter uma teoria para a questão idealizada. Mas você precisa verificar: os resultados são 
práticos, as respostas razoáveis, as consequências aceitáveis? Se sim, ótimo! Se não, 
dê outra olhada nas escolhas que você fez no início e tente novamente (Pollak, 2012, 
p. 1).  
 

No âmbito Educação Matemática, há um deslocamento ou uma ampliação da 

finalidade subjacente de resolver problemas de diferentes esferas sociais e políticas para 

finalidades educacionais, em que os personagens principais são professores e estudantes, 

envolvidos no ensino e na aprendizagem de matemática. Nessa transição, ainda que muitas 

características da prática profissional de modelagem matemática sejam preservadas, diferentes 

entendimentos e perspectivas da Modelagem Matemática na Educação Matemática passam a 

ser consideradas, levando em consideração as diferentes bases epistemológicas e finalidades 

 
13 Ainda que o próprio conceito da realidade seja polissêmico, consideramos que, na Modelagem Matemática, ela 
pode ser considerada como uma realidade objetiva, um domínio extra matemático composto por outras disciplinas 
e campos de prática (Niss; Blum, 2020) ou ainda como uma realidade subjetiva, constituída a partir de percepções 
e idealizações do sujeito sobre a realidade objetiva que usa a matemática para lidar com problemas dessa realidade 
(Almeida, 2018; Cifuentes; Negrelli, 2012; Veleda; Almeida, 2010). 
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associadas ao desenvolvimento de atividades de modelagem matemática em práticas 

pedagógicas que são vinculadas na literatura (Blum, 2015; Galbraith, 2012; Kaiser; Sriraman, 

2006; Martins; Almeida, 2021).  

No cenário nacional, uma diversidade de entendimentos da Modelagem 

Matemática na Educação Matemática é difundida, como: ambiente de aprendizagem (Barbosa, 

2001); alternativa pedagógica (Almeida; Silva; Vertuan, 2012); metodologia de ensino (Burak, 

2010); método de ensino de matemática (Biembengut, 2016). Esses entendimentos, afirma 

Biembengut (2009), se revelam na constituição de diferentes grupos de pesquisa desde as 

primeiras experiências e cursos de formação continuada promovidos em 1979. 

No cenário internacional, uma sistematização das diferentes perspectivas de 

modelagem matemática é realizada por Kaiser e Sriraman (2006), que caracterizam seis 

perspectivas de acordo com seus objetivos centrais: perspectiva realística ou modelagem 

aplicada, com objetivos pragmáticos e utilitários, isto é, de resolver problemas de situações da 

realidade, compreender essas situações e promover o desenvolvimento de competências de 

modelagem matemática; modelagem contextual, com objetivos psicológicos e relacionados à 

disciplina, geralmente envolvendo a resolução de problemas de palavras; modelagem 

educacional, subdividida em modelagem didática, voltada para estruturação e promoção do 

processo de aprendizagem, e a modelagem conceitual, com objetivo relacionado à introdução e 

desenvolvimento de conceitos; modelagem sociocrítica, com o objetivo de compreensão crítica 

do mundo ao redor e do papel da matemática na sociedade; modelagem epistemológica ou 

teórica, com objetivos orientados por teorias, visando a promoção e o desenvolvimento de 

teorias; modelagem cognitiva, caracterizada como uma metaperspectiva, pois possui objetivos 

de pesquisa, como a análise de processos cognitivos no desenvolvimento de atividades de 

modelagem matemática, e objetivos psicológicos de promover o pensamento matemático pelo 

uso de modelos ou com ênfase em processos mentais na modelagem matemática, tais como a 

abstração e a generalização.  

Essas perspectivas foram revisitadas posteriormente por Galbraith (2012) 

que, utilizando dois termos originalmente elaborados por Julie (2002), propõe dois gêneros de 

modelagem matemática: modelagem como conteúdo e modelagem como veículo, que designam 

dois objetivos gerais do uso da modelagem matemática em práticas pedagógicas. Como veículo, 

a modelagem matemática tem como propósito a introdução de conteúdos e prioridades 

curriculares, ou seja, trata-se de ensinar matemática por meio da modelagem matemática. Como 

conteúdo, o objetivo incide em capacitar estudantes para aprender e aplicar habilidades e 

competências de modelagem matemática para resolver problemas relevantes do mundo, em 
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outras palavras, consiste em aprender a fazer modelagem matemática. 

Blum (2015) amplia as seis perspectivas de modelagem matemática 

apresentadas por Kaiser e Sriraman (2006), com uma singela diferença em relação ao conceito 

de perspectiva, considerando-a como um par (objetivo | exemplos adequados):  

(pragmático | autêntico) → “modelagem aplicada” [...] 
(formativo | cognitivamente rico) → “modelagem educacional” [...] 
(cultural com uma intenção emancipatória | autêntico) → “modelagem sociocrítica” 
[...] 
(cultural em relação à matemática | epistemologicamente rico) → “modelagem 
epistemológica” [...] 
(psicológico com intenção de motivar os estudantes | motivacional) → “modelagem 
pedagógica” [...] 
(psicológico | matematicamente rico) → “modelagem conceitual” (Blum, 2015, p. 82-
83). 
 

A pluralidade inerente às perspectivas, às finalidades e aos entendimentos de 

modelagem matemática ressoa nas estruturas propostas para o desenvolvimento de atividades 

de modelagem matemática. Blum (2015) pontua que para cada perspectiva, existe um 

determinado modelo da estrutura do processo de modelagem matemática que se adequa 

especificamente à sua finalidade, geralmente denominado de ciclos de modelagem matemática. 

O autor indica que uma maneira mais adequada de conceituar o termo perspectiva é como uma 

tripla (objetivo | exemplos | ciclos).   

Na literatura, encontramos uma variedade de ciclos de modelagem 

matemática14, em que, de um ciclo para outro, alguns aspectos considerados relevantes por 

determinados autores são acrescentados e outros são desconsiderados (Perrenet; Zwaneveld, 

2012; Doerr; Ärlebäck; Misfeldt, 2017).  Um ciclo de modelagem, de acordo com Borromeo 

Ferri (2018), não é apenas um modelo teórico que caracteriza o processo envolvido no 

desenvolvimento de uma atividade de modelagem matemática, mas servem a multipropósitos, 

como instrumento de pesquisa, de aprendizagem para estudantes e instrumento de diagnóstico 

para professores.  

Apesar da variedade de ciclos de modelagem existentes na literatura, Doerr, 

Ärlebäck e Misfeldt (2017, p. 75) argumentam que eles se assemelham ao captarem, em algum 

sentido, a ideia de que “um modelo matemático é uma versão simplificada de algum aspecto da 

situação da realidade que é formalizado na matemática com o propósito de resolver uma 

situação-problema”.  

A título de ilustração, considera-se na Figura 2 o ciclo de modelagem 

 
14 Discussões sobre os ciclos de modelagem matemática em diferentes perspectivas de modelagem matemática 
podem ser encontradas em Perrenet e Zwaneveld (2012), Doerr, Ärlebäck e Misfeldt (2017). 
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matemática de Blum e Leiß (2007), amplamente citado na literatura internacional e que, 

eventualmente, é adaptado por outros autores para atender finalidades específicas. 

 
Figura 2 - Ciclo de Modelagem Matemática em uma perspectiva cognitiva 

 
Fonte: traduzido de Blum e Leiß (2007, p. 225). 

 

Este ciclo foi originalmente proposto para retratar o desenvolvimento de uma 

atividade de modelagem matemática em uma perspectiva cognitiva, visando abarcar as ações 

cognitivas do indivíduo modelador que intermedeiam as passagens de uma fase a outra do 

processo de modelagem matemática. As ações cognitivas construção/compreensão, 

simplificação/estruturação, matematização, trabalhando matematicamente, interpretação, 

validação e exposição possibilitam que, a partir de uma situação-problema da realidade, o 

modelador construa um modelo da situação, formule um problema e construa um modelo 

matemático, gerando resultados matemáticos que devem ser validados e interpretados em 

resultados reais, que são posteriormente comunicados. 

No ambiente escolar, a incorporação de atividades de modelagem matemática 

pode ser orientada por essas perspectivas e entendimentos de modelagem matemática, a 

depender do objetivo específico do professor e da justificativa apresentada. Blum (2015) 

apresenta quatro justificativas de acordo com as perspectivas de modelagem matemática: 

1. Justificativa “pragmática”: Para entender e dominar situações do mundo real, 
aplicações adequadas e exemplos de modelagem devem ser explicitamente tratados; 
não podemos esperar nenhuma transferência de atividades intramatemáticas. 
2. Justificativa “formativa”: As competências podem ser desenvolvidas também pelo 
envolvimento em atividades de modelagem; em particular, a competência de 
modelagem só pode ser desenvolvida dessa maneira, e a competência de 
argumentação pode ser desenvolvida por “provas relacionadas à realidade”  
3. Justificativa “cultural”: as relações com o mundo extramatemático são 
indispensáveis para uma imagem adequada da matemática como uma ciência em um 
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contexto abrangente. 
4. Justificativa “psicológica”: exemplos do mundo real podem contribuir para 
aumentar o interesse dos alunos pela matemática, motivar ou estruturar o conteúdo 
matemático, entendê-lo melhor e retê-lo por mais tempo.  

  

 Tais justificativas expressam de maneira geral, conforme Niss e Blum (2020), 

duas razões gerais para o uso da modelagem matemática no ambiente escolar: a matemática 

para o bem da modelagem, em que a matemática é um meio para desenvolver no estudante a 

competência de modelagem matemática, isto é, a aprendizagem matemática desempenha um 

papel importante na compreensão de situações da realidade e na resolução de problemas 

originados nessas situações; modelagem para o bem da matemática, em que a modelagem 

matemática é um meio para aprendizagem de matemática, seja promovendo motivação para seu 

estudo, atribuição de significados, compreensão e apreensão de conceitos, resultados, métodos 

e teorias matemáticas, seja como meio para desenvolver competências matemáticas.  

 Pode-se dizer que ao considerar as diferentes perspectivas, entendimentos, 

finalidades, ciclos e justificativas que configuram a Modelagem Matemática na Educação 

Matemática, diferentes formas de ver a aprendizagem podem ser caracterizados na literatura. 

3.2 USOS DO TERMO APRENDIZAGEM NA MODELAGEM MATEMÁTICA: UMA DESCRIÇÃO 

GRAMATICAL A PARTIR DA REVISÃO SISTEMÁTICA 

Os vinte e dois artigos selecionados no levantamento realizado no portal 

periódicos da CAPES constituem o corpus em que os usos do termo aprendizagem são descritos 

nessa seção. Essa descrição foi feita considerando as seguintes questões: 

1. Como a aprendizagem é entendida na literatura de Modelagem 

Matemática na Educação Matemática? 

2. O que se pode inferir das ações dos estudantes relativamente à 

aprendizagem em atividades de modelagem matemática? 

3. Que relações podem ser estabelecidas entre os entendimentos de 

modelagem matemática, os entendimentos de aprendizagem e as 

inferências das ações dos estudantes acerca da aprendizagem em 

atividades de modelagem matemática nos textos selecionados? 

Entende-se que a questão 1 dirige-se para o modo como a aprendizagem é 

entendida na literatura. A questão 2 tem como foco os conteúdos da aprendizagem, as 

condições, as abordagens, os meios que levam à aprendizagem em atividades de modelagem 

matemática, a partir de inferências das ações dos estudantes nessas atividades. Por fim, com a 
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questão 3 busca-se uma tecitura constituída por relações entre as descrições norteadas pelas 

questões 1 e 2 e os entendimentos de modelagem matemática dos textos. 

Ao olhar para os usos do termo aprendizagem nos textos selecionados, busca-

se identificar traços característicos em relação ao modo como a aprendizagem em atividades 

de modelagem matemática pode ser caracterizada a partir da revisão da literatura, tal como os 

traços fisionômicos de uma família, como cor dos olhos, o modo de andar, cor da pele, seguindo 

a analogia que Wittgenstein (IF, § 66-67) faz para elucidar a noção de semelhanças de família. 

Isso não quer dizer que todos os usos identificados revelam ter o mesmo traço 

característico, mas que alguns traços aparecem e outros desaparecem, na medida em que se 

compara os usos do termo aprendizagem. Além disso, é possível identificar mais de um traço 

característico em um mesmo uso. 

3.2.1 Como a aprendizagem é entendida na literatura de Modelagem Matemática na 

Educação Matemática? 

Nessa subseção, a descrição dos usos dirige-se à questão 1, a partir de excertos 

dos textos que apresentam definições da aprendizagem e que indicam as bases teóricas 

utilizadas. Tais excertos foram comparados entre si, de modo a ver conexões entre os diferentes 

entendimentos e identificar traços característicos acerca de como a aprendizagem é entendida 

na literatura. 

Um primeiro traço característico identificado é que a aprendizagem tem 

natureza cognitiva. Revela-se nos usos do termo aprendizagem expressos nos entendimentos 

de aprendizagem baseados na teoria da aprendizagem significativa (Moura; Alves, 2022; Souza, 

2021; Huf; Burak, 2018), como desenvolvimento de competências e habilidades (Brito; 

Almeida, 2021; Wakiyama; Mendoza, 2021; Ramírez-Montes; Henriques; Carreira, 2021; 

Khusna; Heryaningsih, 2018, Cahyono et al., 2020), como desenvolvimento cognitivo em 

níveis ou etapas (Silva; Silva; Madruga, 2019; López-Reyes, Jiménez-Gutiérrez; Costilla-

López, 2022) e como reconhecimento de um objeto matemático em suas diferentes 

representações semióticas (Pires, Costa; Boiago, 2020, p. 85). 

Moura e Alves (2022), Souza (2021) e Huf e Burak (2018) apresentam um 

entendimento de aprendizagem que se constituí a partir da teoria da aprendizagem significativa, 

definida como “o processo por meio do qual uma nova informação interage com conceitos ou 

proposições já estabelecidos na estrutura cognitiva do aprendiz” (Souza, 2021, p. 245). Essa 

interação deve ocorrer de maneira não-arbitrária e não-literal entre uma nova informação e as 
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ideias já estabelecidas na estrutura cognitiva do aprendiz.  

  Brito e Almeida (2021), Wakiyama e Mendoza (2021), Ramírez-Montes; 

Henriques e Carreira (2021), Khusna e Heryaningsih (2018), Cahyono et al. (2020) sugerem 

um modo de ver a aprendizagem como um processo que promove o desenvolvimento de 

competências e habilidades necessárias para resolver uma situação-problema da realidade, 

como: habilidades da aprendizagem de geometria, requeridas para lidar com um uma classe de 

problemas (Brito; Almeida, 2021), formação de conceitos e habilidades com base na teoria da 

atividade de Leontiev e da formação por etapas das ações mentais de Galperin (Wakiyama; 

Mendoza, 2021), competências de modelagem matemática associadas às fases do ciclo de 

modelagem (Cahyono et al., 2020; Ramírez-Montes; Henriques; Carreira, 2021), estilos de 

aprendizagem na abordagem SAVI (acrônimo de somático, auditivo, visual e intelectual) no 

desenvolvimento de competências de modelagem (Khusna; Heryaningsih, 2018). 

 Em relação à aprendizagem como desenvolvimento cognitivo em níveis ou 

etapas, com base em teorias cognitivas, os textos indicam que aprender envolve um processo 

de desenvolvimento do domínio cognitivo, em níveis cada vez mais altos. Silva, Silva e 

Madruga (2019) utilizam a teoria do construcionismo contextualizado elaborado por José 

Armando Valente. Nessa teoria, a aprendizagem é definida como “apropriar-se da informação 

segundo os conhecimentos que o aprendiz já possui e que estão sendo continuamente 

construídos” (Valente, 2005, p. 83-84) e se dá de forma cíclica e contínua na medida em que o 

estudante utiliza ferramentas computacionais para resolver um problema, seguindo as fases do 

ciclo descrição-execução-reflexão-depuração-descrição.  López-Reyes, Jiménez-Gutiérrez e 

Costilla-López (2022) utilizam a taxonomia de Bloom como uma forma de avaliar as 

competências, conhecimentos e técnicas que são adquiridos no desenvolvimento de atividades 

de modelagem matemática. Essa taxonomia propõe uma classificação de seis níveis cognitivos: 

conhecimento, compreensão, aplicação, análise, síntese e avaliação. O conhecimento é o nível 

básico e a avaliação é o nível mais alto do domínio cognitivo.  

O entendimento de Pires, Costa e Boiago (2020) se baseia na teoria dos 

registros de representação semiótica de Raymond Duval. Essa teoria busca estudar a influência 

das representações dos objetos matemáticos no processo de ensino e aprendizagem em 

matemática e parte do pressuposto de que as representações são essenciais para a atividade 

cognitiva. Segundo os autores, “a aprendizagem efetiva das propriedades de um objeto ocorre 

justamente na passagem de um registro para outro, pois as diferentes representações contêm 

peculiaridades distintas sobre um mesmo objeto” (Pires, Costa; Boiago, 2020, p. 85), de modo 

que o estudante possa reconhecer um objeto matemático em suas diferentes representações 
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semióticas.  

Um segundo traço característico é que a aprendizagem se dá nas interações 

do indivíduo com o meio, com as pessoas, com as coisas, identificado em entendimentos de 

aprendizagem que indicam a necessidade de interações entre os indivíduos, enquanto trabalham 

de forma colaborativa (Borssoi; Silva; Ferruzzi, 2021; Taranto et al., 2022); entre indivíduos e 

ferramentas computacionais (Silva; Silva; Madruga, 2019), entre aluno, professor e saber em 

um certo meio (Littig et al., 2018). 

A interação entre indivíduos, enquanto trabalham em situações de 

colaboração, é entendida como uma condição para aprendizagem nas pesquisas de Borssoi, 

Silva e Ferruzzi (2021) e Taranto et al. (2022) que utilizam o construto da aprendizagem 

colaborativa.  

Aprendizagem colaborativa é um constructo que se origina de diferentes abordagens 
conhecidas na literatura como: grupos de aprendizagem, comunidades de 
aprendizagem, aprendizagem por pares, aprendizagem cooperativa, entre outras. 
Dentre os aspectos comuns que tais abordagens preservam destaca-se o trabalho em 
pequenos grupos (Borssoi; Silva; Ferruzzi, 2021, p. 944). 
 
A aprendizagem colaborativa é um modo de aprendizagem que ocorre quando 
conhecimentos, habilidades e atitudes são adquiridos por meio de interações em grupo 
[...] O processo de colaboração e interação possibilita a aplicação e transferência de 
conhecimento por meio do compartilhamento de experiências entre os membros do 
grupo (Taranto et al., 2022, p. 4).  
 

Em Silva, Silva e Madruga (2019), recorrendo ao entendimento de 

aprendizagem de Valente (2005), quadro teórico utilizado pelos autores, vemos que aprender 

se dá na construção de conhecimento, no processamento da informação obtida na interação do 

sujeito com as pessoas e as ferramentas computacionais, “o que implica em uma atribuição de 

significados, de modo que a informação passe a ter sentido àquele aprendiz” (Valente, 2005, p. 

83) e possa, assim, construir conhecimento. 

Littig et al. (2018), com base na Teoria da Situação Didática (TSD), explicita 

o entendimento de aprendizagem de Guy Brousseau, que analisa situações caracterizadas nas 

interações entre aluno, professor e saber em um certo meio (milieu). De acordo com Brousseau, 

“o aluno aprende adaptando-se a um meio que é um fator de contradições, de dificuldades, de 

desequilíbrios, um pouco como faz a sociedade humana. Este saber, fruto da adaptação do 

aluno, manifesta-se através de respostas novas, que são a prova da aprendizagem” (Brousseau, 

1996, p. 49). Este meio é denominado como situação a-didática, que permite compreender a 

interação entre o ambiente escolar e o espaço maior da vida e está associado às ações mais 

amplas em que não são explicitadas intenções didáticas quando alunos resolvem um problema.  

López-Reyes, Jiménez-Gutiérrez e Costilla-López (2022) recorrem a teoria 
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sociocultural do desenvolvimento cognitivo de Vygotsky, cuja premissa, segundo os autores, é 

“que as funções mentais superiores, como aplicação e análise, são socialmente construídas e 

transmitidas culturalmente” (López-Reyes; Jiménez-Gutiérrez; Costilla-López, 2022, p. 4). O 

desenvolvimento dessas funções mentais superiores é mediado pelas interações sociais que 

ocorrem na Zona de Desenvolvimento Proximal (ZDP), caracterizada como a distância entre o 

Nível de Desenvolvimento Real, que se constitui naquilo que o indivíduo já sabe e consegue 

resolver problemas sozinho, e o Nível de Desenvolvimento Potencial, em que o indivíduo 

precisa de ajuda externa, geralmente de alguém mais experiente e com um nível de 

conhecimento maior, para realizar tarefas e resolver problemas. A construção do conhecimento 

ocorre na medida em que a interação social permite que aquilo que está no Nível de 

Desenvolvimento Potencial passe a fazer partir do Nível de Desenvolvimento Real.  

Um terceiro traço característico identificado é que aprendizagem é 

condicionada pela linguagem, cultura e práticas. Os estudos que apresentam esse traço nos 

entendimentos de aprendizagem, consideram que a cultura como uma condição favorável para 

aprendizagem matemática (Supriadi, 2020), o conhecimento matemático é socialmente 

construído e a aprendizagem no ambiente escolar depende de uma prática de referência 

(Cantoral; Moreno-Durazo; Caballero-Pérez, 2018), aprendizagem matemática é de natureza 

exclusivamente discursiva (Souza; Barbosa, 2019) e aprendizagem como apreensão/aquisição 

de um modo linguístico (Brito; Almeida, 2021). 

Supriadi (2020) analisou a disposição de modelagem matemática dos 

sundaneses, um grupo étnico da Indonésia, tendo como pano de fundo a cultura como condição 

para aprendizagem matemática. Nesse estudo, a aprendizagem matemática pode ser favorecida 

se os alunos forem ativos na conexão entre cultura local e a compreensão matemática, na 

medida em que “os conceitos matemáticos aprendidos são atividades diárias dos alunos, que 

podem ser usadas na resolução de problemas” (Supriadi, 2020, p. 1407). Esse entendimento de 

aprendizagem é fundamentado na etnomatemática.   

Outro estudo que considera a importância da conexão entre cultura, práticas 

sociais e aprendizagem é de Cantoral, Moreno-Durazo e Caballero-Pérez (2018), que com base 

na socioepistemologia, enfatiza que o conhecimento matemático é construído socialmente, 

considerado como “parte essencial de uma cultura; um elemento ‘vivo’, criado ‘fora’ da sala de 

aula, mas recriado ‘dentro’ dela” (Cantoral; Moreno-Durazo; Caballero-Pérez, 2018, p. 79). A 

aprendizagem está associada a noção de práticas de referência, práticas sociais em que se faz 

uso de noções, ideias, conceitos, ações e atividades em outras áreas da atividade humana, que 

são estruturantes do trabalho matemático e cujos mecanismos epistemológicos são bases para 
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recriação em ambientes escolares. 

Souza e Barbosa (2019) argumentam que a aprendizagem tem natureza 

exclusivamente discursiva, a partir das ideias da filosofia tardia de Ludwig Wittgenstein e de 

Anna Sfard sobre a aprendizagem matemática. Os autores sugerem que a “aprendizagem 

matemática que se constitui no contexto escolar pode se caracterizar por uma delimitação 

discursiva, ou seja, pela identificação de quais circunstâncias (quando) as regras do tipo como 

são consideradas legítimas” (Souza; Barbosa, 2019, p. 46). As regras como são as regras 

procedimentais, elas orientam a elaboração de enunciados que podem ser identificados como 

sendo legítimos. Já as regras quando indicam “sob que circunstâncias espaciais, temporais ou 

contextuais, ou seja, sob quais critérios a adoção das regras do tipo como será considerada 

legítima” (Souza; Barbosa, 2019, p. 45). A aprendizagem matemática se constitui, portanto, na 

elaboração de enunciados legítimos, cuja legitimidade no contexto escolar é geralmente feita a 

partir do discurso docente.  

Brito e Almeida (2021) consideram que as práticas educativas são elas 

mesmas condições para aprendizagem. Nesse sentido, aprender envolve a apreensão/aquisição 

de um modo linguístico característico de uma prática educativa. No caso da aprendizagem 

geométrica em práticas de modelagem, ela é entendida pelos autores como sendo a 

“apreensão/aquisição de um modo linguístico de expressar e tornar objetiva uma compreensão 

acerca do espaço” (Brito; Almeida, 2021, p. 8). 

Ao comparar os diversos usos do termo aprendizagem, a partir dos 

entendimentos e bases teóricas presentes nos textos, três traços característicos que circundam o 

conceito de aprendizagem na literatura de Modelagem Matemática na Educação Matemática 

foram identificados: (i) aprendizagem tem natureza cognitiva, (ii) aprendizagem se dá nas 

interações do indivíduo com o meio, com as pessoas, com as coisas; (iii) aprendizagem é 

condicionada pela linguagem, cultura e práticas.  

3.2.2 O que se pode inferir das ações dos estudantes relativamente à aprendizagem em 

atividades de modelagem matemática? 

Nessa subseção, descreve-se os usos do termo aprendizagem na literatura, que 

possuem o caráter de inferências, assertivas15 produzidas com base em resultados teóricos e 

dados empíricos do desenvolvimento de atividades de modelagem matemática em ambientes 

 
15 No decorrer da descrição, a cada traço característico identificado trazemos alguns excertos dos textos que 
evidenciam esse traço, não esgotando todos os excertos que foram considerados para essa identificação.  



63 

escolares, concepções e crenças reveladas por participantes de pesquisa. A partir da 

identificação de excertos que revelam as inferências produzidas acerca da aprendizagem, estes 

foram comparados entre si, visando estabelecer conexões, que deram origem à traços 

característicos quanto ao conteúdo da aprendizagem e as condições, as abordagens, os meios 

que levam à aprendizagem em atividades de modelagem matemática.  

Um primeiro traço característico identificado nos usos indica que no 

desenvolvimento de atividades de modelagem matemática em ambientes escolares os 

estudantes aprendem conteúdos matemáticos, por meio de condições que favorecem a 

aprendizagem significativa (Moura; Alves, 2022; Souza, 2021), uso de diferentes registros de 

representação semiótica de um objeto matemático (Pires; Costa; Boiago, 2020), interrelações 

entre matemática e diferentes áreas do conhecimento (Silva; Madruga; Silva, 2019; Rehfeldt et 

al., 2018; Littig et al, 2019; Huf; Burak; Pinheiro, 2021; Lowe; Carter; Cooper, 2018; Xu et al., 

2022), avanço dos estudantes em diferentes níveis do domínio cognitivo (López-Reyes, 

Jiménez-Gutiérrez; Costilla-López, 2022), produções discursivas dos estudantes (Souza; 

Barbosa, 2019), mediante a um modo linguístico-visual (Brito; Almeida, 2021).  

Uma boa prática em atividades que utilizam a Modelagem Matemática fornece 
evidências de que os estudantes conseguem correlacionar seus conhecimentos, em 
uma conversação entre os subsunçores, para estruturar um aprendizado significativo 
(Moura; Alves, 2022, p. 12). [Condições que favorecem a aprendizagem significativa] 

 
Pode-se afirmar que [...] o ambiente de aprendizagem, suscitado pela modelagem 
matemática, é capaz de favorecer o relacionamento não-arbitrário e não-literal dos 
conteúdos matemáticos, abordados nessas atividades, a ideias específicas e relevantes, 
preexistentes na estrutura cognitiva do aluno. [...] Um bom desempenho em atividades 
de modelagem matemática fornece uma forte evidência de que o aluno está 
aprendendo significativamente os conteúdos matemáticos em questão (Souza, 2021, 
p. 246-247). [Condições que favorecem a aprendizagem significativa] 
 
Ao desenvolver as atividades de Modelagem Matemática, estabeleceu-se o uso de 
diferentes registros de representação, bem como a execução de sucessivas conversões 
entre eles. [...] As conversões efetuadas foram muito importantes para que 
pudéssemos perceber a variedade de representações de um objeto. Nesse sentido, não 
poderíamos compreender nosso objeto de estudo, função afim, sem antes ter clareza 
de que ele poderia ser representado de várias maneiras (Pires; Costa; Boiago, 2020, p. 
98). [Uso de diferentes registros de representação semiótica de um objeto 
matemático] 
 
Observamos que utilizar a TSD [Teoria das Situações Didáticas] associada ao 
ambiente de aprendizagem propiciado pela modelagem matemática sob a perspectiva 
sociocrítica pode potencializar a aprendizagem de conteúdos matemáticos [...]. 
Acreditamos nessa inferência, pois a modelagem trata de situações sociais amplas e a 
investigação delas fazem emergir diversos conteúdos matemáticos que os alunos já 
dominam e novos conteúdos (Littig et al., 2019, p. 11). [Interrelações entre 
matemática e diferentes áreas do conhecimento] 

 
No grupo de perspectiva epistemológica, MM1 refutou a ideia de que a modelagem 
pode ser ensinada. Ele enfatizou que a modelagem pode ser praticada e que o que é 
obtido é uma forma de consciência, ou seja, a consciência de “descobrir problemas da 
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vida cotidiana” e “aprendizado autodirigido de meios matemáticos e o padrão 
matemático de resolução de problemas”. MM4 enfatizou que a aprendizagem e o 
ensino da modelagem devem ser sincronizados com o ensino e aprendizagem do 
conhecimento matemático; MM4 também afirmou que esse processo poderia 
promover o reconhecimento e a experiência dos alunos em relação ao 
desenvolvimento da matemática. O ME3 enfatizou a importância de desenvolver as 
“verdadeiras visões matemáticas” dos alunos por meio da modelagem, usando o termo 
“visão matemática” para significar “estabelecer fortes conexões entre a matemática e 
o mundo real” (Xu et al., 2022, p.686). [Interrelações entre matemática e diferentes 
áreas do conhecimento] 
 
Isso significa conhecer os parâmetros e variáveis relevantes e sua análise dimensional, 
entender o significado de cada termo na EDO, aplicar métodos para obter a solução 
analítica e sua correspondente análise de erro, e interpretando a solução. 
Implementação de abordagens, como b-learning, pode apoiar os alunos enquanto eles 
experimentam esses processos cognitivos complexos e melhorar a compreensão e uso 
de conceitos matemáticos (López-Reyes; Jiménez-Gutiérrez; Costilla-López, 2022, p. 
3). [Avanço dos estudantes em diferentes níveis do domínio cognitivo] 

 
Nesta direção, podemos destacar que apesar do tema em tarefas de modelagem ser um 
tema não matemático, a produção discursiva elaborada corresponderá a estruturação 
matemática formulada sobre a situação-problema. É a transcrição do problema real 
em problema matemático que enviesará os usos atribuídos às palavras matemáticas 
dessa estruturação. Tais usos por sua vez, possivelmente corresponderão aos usos 
mobilizados em aulas de matemática vivenciados pelos alunos (Souza; Barbosa, 2019, 
p. 62). [Produções discursivas dos estudantes] 
 
Em vista dessas considerações, parece razoável supor que a estrutura 
generalização/metáfora é a expressão de como a aprendizagem do conceito de 
centroide se dá na prática de modelagem, isto é, expressa o modo pelo qual os 
estudantes aprendem a extrair informações acerca do espaço e investigar o centro 
médio de uma população tendo em vista um resultado desejado de acessibilidade 
(Brito; Almeida, 2021, p. 24). [Mediante a um modo linguístico-visual] 
 

Um segundo traço característico em relação aos usos que remetem as 

inferências produzidas pelos autores sobre a aprendizagem em atividades de modelagem 

matemática é o de que os estudantes aprendem não somente matemática, mas também 

conteúdos de outras áreas, uma vez que se faz necessário utilizar conhecimentos de outras 

áreas, aproximando o estudante com situações advindas do seu cotidiano ou estudadas por essas 

áreas. Dentre as áreas envolvidas, destaca-se a Física (Silva; Madruga; Silva, 2019), o cotidiano 

de estudantes de uma escola do campo (Huf; Burak; Pinheiro, 2021), o tema imposto (Huf; 

Burak, 2018) e outras situações (Borssoi; Silva; Ferruzzi, 2021). 

As três fases da Modelagem propiciaram aos alunos a aprendizagem não somente em 
Matemática, mas em outra área - a Física -, pois foi necessário empreender 
conhecimentos dessa área para que o processo evoluísse. Nessa direção, destaca-se 
também uma diferenciação no relacionamento entre professor e aluno, visto que as 
interações entre eles geraram novas aprendizagens (Silva; Madruga; Silva, 2019, p. 
114). [Conhecimentos da Física] 
 
[...] A partir da sistematização os conhecimentos trazidos do cotidiano, não só 
matemático, mas inerente às diversas áreas do saber, avança e se aprimora. Na 
atividade realizada os estudantes exploraram a variedade das espécies frutíferas 
cultivadas na região, a importância do consumo de frutas orgânicas para uma 
alimentação saudável, os tipos de solo e adubação necessária para cada tipo, técnicas 
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de plantio, dentre outros (Huf; Burak; Pinheiro, 2021, p. 472). [Cotidiano de 
estudantes de uma escola do campo] 
 
Durante as discussões pudemos perceber que elas não se centraram somente em 
aspectos matemáticos, mas evidenciaram uma visão de pensamento complexo na 
perspectiva de Edgar Morin. As interações entre os envolvidos possibilitaram um 
entendimento e conhecimento do todo, oportunizando a ligação entre as áreas do 
conhecimento, no entendimento de que tudo é ligado e indissociável. Essa 
indissociabilidade é a responsável pela ampliação do saber (Huf; Burak, 2018, p. 166-
167). [Tema imposto] 
 
[...] entendemos que, em aulas de Matemática, seu desenvolvimento possibilita a 
compreensão do fenômeno em estudo, ao mesmo tempo em que se aprende 
matemática. Essa aprendizagem, de certa forma, ocorre com a participação entre pares 
– professor e alunos e alunos e alunos (Borssoi; Silva; Ferruzzi, 2021, p. 939). 
[Diversas situações] 
 

 O terceiro traço característico identificado é que os estudantes aprendem a 

resolver problemas usando modelagem matemática, o que implica em saber fazer modelagem 

por meio de desenvolvimento de competências que se associam a esse fazer. Wakiyama e 

Mendoza (2021) constroem um EBOCA (Esquema da Base de Orientação Completa da Ação) 

para a formação de habilidades de modelagem matemática, com base nas fases do 

desenvolvimento de atividades de modelagem matemática; Pires, Costa e Boiago (2020) e 

Rehfeldt et al. (2018) destacam que a modelagem matemática promove não somente a 

aprendizagem matemática, mas também o aprender fazer modelagem matemática e a aplicar 

matemática em diferentes áreas do conhecimento; Xu et al. (2022) argumentam que na 

concepção de alguns professores de matemática e modeladores profissionais, os alunos devem 

aprender as fases envolvidas no fazer modelagem matemática; Ramírez-Montes, Henriques e 

Carreira (2021) argumentam que o desenvolvimento de competências de modelagem 

matemática se dá por meio das rotas utilizadas pelos estudantes enquanto percorrem o ciclo de 

modelagem matemática; Cahyono et al. (2020) considera que o uso de um programa que 

combina trilhas matemáticas e realidade aumentada pode promover o desenvolvimento de 

competências de modelagem matemática.  

O EBOCA [Esquema da Base de Orientação Completa da Ação] de modelagem está 
constituído de operações que retratam as fases de modelação sob a perspectiva da 
contradição, na busca do desconhecido na intenção de solucionar o problema discente. 
A forma com que está esquematizado é uma representação didática de orientação 
externa tipo III, dispondo de critérios para monitorar as ações, para orientação interna 
a fim de alcançar habilidades de formular problema discente, construir núcleo 
conceitual e procedimental, solucionar o problema discente e analisar a solução 
oriundas de situações problemas em modelagem matemática (Wakiyama; Mendoza, 
2021, p. 12). [Por meio de um EBOCA] 
 
[...] A Modelagem Matemática no ensino pode ser um caminho para despertar no 
aluno o interesse por tópicos matemáticos que ele ainda desconhece e ao mesmo 
tempo aprende a arte de modelar, matematicamente (Pires; Costa; Boiago, 2020, p. 
81). [Aprender fazer modelagem matemática e a aplicar matemática em diferentes 
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áreas do conhecimento] 
 
De acordo com a interpretação das respostas da terceira e última questão, pode-se 
verificar que a atividade foi de grande importância para os alunos, em função de tê-
los preparado para aplicar a matemática em diversas áreas e situações do cotidiano 
(Rehfeldt et al., 2018, p. 116). [Aprender fazer modelagem matemática e a aplicar 
matemática em diferentes áreas do conhecimento] 
 
No grupo com a perspectiva educacional aplicada, o MM3 considerou a modelagem 
uma habilidade que os alunos devem aprender com o propósito de servir e desenvolver 
seu país. Assim, ele enfatizou que os alunos devem aprender as etapas do 
procedimento de modelagem com o objetivo de resolver problemas do mundo real. O 
MT2 enfatizou que, em vez de simplesmente empregar modelos existentes, a 
aprendizagem de modelagem deve abranger o processo desde o desenvolvimento 
inicial do modelo até seu uso na resolução de problemas do mundo real. Da mesma 
forma, ME4 comparou o aprendizado do procedimento de modelagem com a 
programação, enfatizando as etapas, bem como a incerteza dessas etapas. Além disso, 
ME4 enfatizou a aprendizagem do pensamento de modelagem, que se referia a ‘não 
apenas usar meios matemáticos para resolver problemas do mundo real, mas também 
como […] e quando usá-los’ (Xu et al., 2022, p. 686). [Aprender as fases envolvidas 
no fazer modelagem matemática] 
 
Competências de modelagem mais fortes foram evidentes nos grupos que realizaram 
rotas de modelagem não linear, pois esses grupos refletiram sobre os procedimentos 
matemáticos usados para desenvolver o modelo e usaram adequadamente seus 
conhecimentos de SLE [Sistemas de Equações Lineares], matriz aumentada e 
conjunto de soluções em ℝ𝑛. Essas competências não foram reveladas pela maioria 
dos grupos que realizaram percursos lineares, o que reflete suas dificuldades em criar 
modelos reais, principalmente associadas a uma compreensão limitada do contexto, 
resultando em uma interpretação inadequada das informações fornecidas (Ramírez-
Montes; Henriques; Carreira, 2021, p. 19). [Por meio de rotas de modelagem 
matemática] 
 
Este programa educacional contribui para a melhoria das habilidades de modelagem 
matemática. O uso da tecnologia RA [Realidade Aumentada] ajuda os alunos no 
processo de modelagem matemática, especialmente no estágio de compreensão de 
problemas do mundo real e na construção de modelos reais, bem como na criação de 
modelos matemáticos a partir de modelos do mundo real. Além disso, experimentos 
de campo também mostraram que havia uma relação entre as técnicas instrumentadas 
no programa e a modelagem matemática construída durante o processo de 
instrumentação (Cahyono et al., 2020, p. 189). [Por meio de trilhas matemáticas e 
realidade aumentada] 

 

Um quarto traço característico indica que o desenvolvimento de atividades de 

modelagem matemática os estudantes aprendem a ser críticos, reflexivos e criativos e 

desenvolvem a capacidade de tomada de decisões, por meio da desmitificação da imagem de 

uma matemática neutra, da compreensão do papel da matemática nos debates sociais e na 

compreensão do mundo, da valorização da matemática, do desenvolvimento do conhecimento 

reflexivo, da criatividade e da capacidade de tomada de decisões ao resolver problemas de 

esferas sociais, políticas e econômicas (Moura; Alves, 2022; Souza, 2021; Silva; Silva; 

Madruga, 2019; Pires; Costa; Boiago, 2020; Silva; Madruga; Silva, 2019; Rehfeldt et al., 2018; 

Littig et al., 2019). Essas inferências geralmente se fundamentam na perspectiva sociocrítica 
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da Modelagem Matemática na Educação Matemática e em pressupostos da Educação 

Matemática Crítica.  

Quando falamos em uma Modelagem Matemática voltada para aspectos sociocríticos 
em sala de aula, nos referimos a uma abordagem de acordo com a Educação 
Matemática Crítica, cujo ponto de encontro está na aprendizagem dos conceitos 
matemáticos vinculados ao cotidiano do estudante. As atividades metodológicas 
devem conduzi-los a uma participação crítica na sociedade, com oportunidade de 
interação social, tanto na procura quanto na análise e validação de um modelo advindo 
de uma questão-problema, resultando em reflexões sobre o erro ou a necessidade de 
reformulações (Moura; Alves, 2022, p. 14). [Desenvolvimento da criticidade]  
 
Os modelos matemáticos, construídos em atividades de modelagem em sala de aula, 
proporcionam um novo olhar sobre os conceitos matemáticos. Ao mesmo tempo em 
que o aluno se envolve com questões formais de determinado conteúdo, ele vivencia 
uma aplicação. Os conteúdos matemáticos adquirem significados. Embora possam ser 
simples, tais modelos são produtos de um processo de investigação, de criatividade, 
de tomada de decisões (Souza, 2021, p. 244). [Imagem de matemática, criatividade e 
da capacidade de tomada de decisões] 
 
Houve contribuição na formulação de conjecturas, quando os alunos, no grupo G2 – 
futebol, sistematizaram que era preciso aumentar a força empregada pelo atleta para 
que a velocidade do corpo/objeto aumentasse; dessa forma aumenta também a altura 
máxima atingida e o alcance dele. Nesse sentido, houve um despertar para o senso 
crítico nos alunos, senão em todos, mas em boa parte, pois argumentaram sobre fatores 
que interferiam no processo investigativo (Silva; Silva; Madruga, 2019, p. 808). 
[Desenvolvimento da criticidade]  
 
Por meio dos resultados alcançados, os alunos estabeleceram relações entre o 
consumo real e o valor a ser pago na conta de água, concluindo que são cobradas altas 
tarifas nas diversas faixas de consumo e, para o consumo de até 10m³, é estipulado 
um valor fixo a pagar, o que não é coerente com uma pessoa que atingiu um consumo 
menor no período de um mês. Essas discussões estão pautadas pelas vertentes da 
Educação Matemática Crítica, que postula que a Matemática é uma ferramenta que 
promove a compreensão de mundo e possibilita ao seu usuário o desenvolvimento do 
senso crítico e do poder de argumentação (Pires; Costa; Boiago, 2020, p 99). 
[Desenvolvimento da criticidade e compreensão do mundo] 
 
A modelagem matemática, sob a perspectiva sociocrítica, se sustenta num ambiente 
de problematização e investigação e as intencionalidades matemáticas do professor 
podem não estar bem definidas. [...] Portanto, a aprendizagem é reconhecida pela 
capacidade do aluno de se envolver em discussões matemáticas, técnicas e reflexivas 
na busca da solução para o problema (Littig et al., 2019, p. 10). [Desenvolvimento do 
conhecimento reflexivo] 
 
A TSD também tem potencial para contribuir com o desenvolvimento do 
conhecimento reflexivo em uma atividade de modelagem. O conhecimento reflexivo 
é observado quando o aluno analisa e avalia os modelos matemáticos com potencial 
para resolver situações reais. Nesse sentido a Teoria da situação Didática potencializa 
esse desenvolvimento na etapa de validação quando o aluno busca convencer os 
sujeitos do meio didático da veracidade dos modelos e elementos matemáticos (Littig 
et al., 2019, p. 12). [Desenvolvimento do conhecimento reflexivo] 

 

O quinto traço característico é que a aprendizagem em atividades de 

modelagem matemática promove o desenvolvimento nos estudantes de competências e 

habilidades de comunicação, argumentação, colaboração e fluência tecnomatemática. De 
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acordo com os textos, os estudantes geralmente trabalham em grupo, o que promove a 

aprendizagem colaborativa (Borssoi; Silva; Ferruzzi, 2021), o compartilhamento e socialização 

de conhecimentos (Silva; Madruga; Silva, 2019), a confiança dos estudantes para explorar suas 

dificuldades e opiniões (Rehfeldt et al., 2018), percepção de que o conhecimento resulta da 

interação (Huf; Burak; Pinheiro, 2021), o desenvolvimento de habilidades técnicas transversais, 

como falar em público, bem como o desenvolvimento da fluência tecnomatemática (Taranto; 

et al., 2022).  

De forma geral, no desenvolvimento da atividade de Modelagem Matemática que 
investigamos, evidenciamos que os envolvidos se retroalimentam e as palavras de um 
acionam novas ideias e respostas no outro que, juntos, chegam à solução da situação 
de forma síncrona. Assim, enquanto os alunos realizam seus procedimentos em grupo, 
falam a respeito do que fazem, questionando e, diversas vezes, esclarecendo o que 
estão realizando e suas falas, além de conduzirem a realização da atividade, a 
orientam, tendo em vista que, ao ‘se ouvir’, o aluno tem a oportunidade de observar 
um procedimento impreciso ou incorreto e corrigi-lo, realizando uma interação 
consigo mesmo (Borssoi; Silva; Ferruzzi, 2021, p. 955). [Aprendizagem colaborativa] 
 
O trabalho em grupo foi primordial, uma vez que oportunizou a partilha de 
conhecimento e socialização do que estava sendo aprendido. Essa aprendizagem 
partiu de uma temática familiar aos alunos: esportes olímpicos, que possibilitou 
relacionar um conteúdo matemático a um contexto real. (Silva; Madruga; Silva, 2019, 
p. 114). [Compartilhamento e socialização de conhecimentos] 
 
[....] um dos aspectos observados foi que o trabalho em grupo trouxe maior confiança 
aos alunos na hora de exporem suas dificuldades e opiniões (Rehfeldt et al., 2018, p. 
116). [Confiança dos estudantes para explorar suas dificuldades e opiniões, por meio 
do trabalho em grupo] 
 
No início do trabalho em grupos os estudantes mostraram dificuldade, pois estavam 
habituados a apenas copiar de quem conseguia fazer primeiro. No decorrer da 
atividade percebem que o conhecimento resulta da interação e dificilmente é apenas 
um aluno que se destaca, pois todos trabalham, em conjunto, no mesmo objetivo (Huf; 
Burak; Pinheiro, 2021, p. 469). [Percepção de que o conhecimento resulta da 
interação] 
 
Os alunos foram incentivados a pensar criticamente para aplicar seus conhecimentos 
e habilidades aos desafios do mundo real, seguindo as dicas do que foi ensinado 
durante as palestras. Além disso, desenvolveram habilidades técnicas e transversais, 
como falar em público (Taranto et al., 2022, p. 37). [Habilidades técnicas e 
transversais, como falar em público, bem como o desenvolvimento da fluência 
tecnomatemática] 
 
Uma evidência de fluência tecnomatemática surge do processo de expressão e 
resolução de problemas através do uso da tecnologia. Este processo pode ser 
caracterizado pela capacidade de combinar conhecimentos e habilidades básicas 
matemáticas e tecnológicas. Estes estão constantemente interligados para desenvolver 
o pensamento tecnomatemático (no sentido de novas formas de conhecer e 
compreender) e uma comunicação eficaz através de um discurso tecnomatemático 
(Taranto et al., 2022, p. 37-38). [Habilidades técnicas e transversais, como falar em 
público, bem como o desenvolvimento da fluência tecnomatemática] 

 

 Um sexto traço característico é que os estudantes aprendem a tomar um 

posicionamento específico nas práticas escolares, gerando uma mudança de atitude em relação 
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à dinâmica de sala de aula, na qual o estudante se torna sujeito ativo na sua construção de 

conhecimento e corresponsável pela aprendizagem (Souza, 2021; Silva; Silva; Madruga, 2019; 

Huf; Burak; Pinheiro, 2021; Huf; Burak, 2018; Taranto et al., 2022). 

Em atividades de modelagem, o aprendiz deixa de ser um mero espectador para 
assumir a condição de sujeito ativo no processo de construção dos seus conhecimentos 
matemáticos. Daí o principal valor pedagógico dessa proposta de ensino (Souza, 2021, 
p. 244). [Estudante se torna sujeito ativo na sua construção de conhecimento] 
 
Em se tratando da Modelagem Matemática, essa possibilitou aos alunos não somente 
aprender o conteúdo Função Quadrática, mas a se posicionar de maneira diferente nas 
situações investigativas, deixando de atuar em sala de aula como simples expectadores 
e tornando-se indivíduos ativos e pensantes (Silva; Silva; Madruga, 2019, p. 808). 
[Estudante se torna sujeito ativo na sua construção de conhecimento] 
 
Promove os estudantes de objetos a sujeitos da construção do conhecimento ao 
imprimir uma dinâmica diferente à aula, por meio da qual o professor incentiva e 
estimula a busca de soluções próprias e promove a mobilização do conhecimento 
construído. Isso evidencia que o desenvolvimento de atividades de modelagem 
propicia uma ruptura com a organização curricular de forma linear (Huf; Burak; 
Pinheiro, 2021, p. 471). [Mudança da dinâmica da sala de aula] 
 
Com a Modelagem Matemática as nossas aulas se tornaram mais dinâmicas, os 
estudantes puderam conjeturar e propor hipóteses para as resoluções, não se centrando 
apenas em seguir modelos pré-estabelecidos e fornecidos pelo professor. Estudantes 
e professor, em conjunto, construíram conhecimentos e construíram à formalização 
matemática, como no caso, a elaboração de uma expressão matemática que pudesse 
ser aplicada em questões que envolvem acréscimo percentual de um valor (Huf; 
Burak, 2018, p. 173). [Mudança da dinâmica da sala de aula] 
 
O processo de ensino e aprendizagem caracteriza-se por uma aprendizagem autônoma 
e autocontrolada, ou seja, os alunos decidem as suas próprias formas de abordar o 
problema e não há intervenção dos experimentadores ou do professor da sala de aula 
(Taranto et al., 2022, p. 37). [Estudantes são corresponsáveis pela aprendizagem] 

 

 O sétimo traço característico não se refere especificamente ao conteúdo da 

aprendizagem, mas ao meio em que diferentes conteúdos são aprendidos, considerando-se que 

a aprendizagem em atividades de modelagem matemática é mediada pelo interesse e a 

motivação em aprender matemática, bem como a disposição para fazer modelagem 

matemática, promovidos pelo desenvolvimento destas atividades, devido ao uso recursos 

tecnológicos (Cahyono et al., 2020; Silva; Silva; Madruga, 2019), do contexto da situação-

problema ser de interesse dos estudantes (Pires; Costa; Boiago, 2020; Rehfeldt et al., 2018; 

Huf; Burak; Pinheiro, 2021; Silva; Madruga; Silva, 2019), ao levar em conta a influência de 

culturas na disposição de modelagem matemática (Supriadi, 2020), ao vivenciar a pesquisa 

operacional (Taranto et al., 2022). 

[...] Isso não significa que o recurso do papel e lápis impossibilite obter 
resultados satisfatórios, mas o software concede um feedback imediato e o 
usuário pode fazer inferências a respeito do modelo, assim que é executado, 
de maneira dinâmica, muito próximo da realidade. A facilidade desperta mais 
interesse e motivação nos alunos pelo aprendizado (Silva; Silva; Madruga, 
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2019, p. 808). [Uso recursos tecnológicos] 
 
Os resultados mostram ainda que, em geral, a motivação dos alunos para se 
envolver nesta atividade é mais determinada por eles próprios. [...] Os alunos 
consideram as atividades que seguem como interessantes ou agradáveis [...] e 
significativas ou valiosas [...]. O resultado da entrevista mostra que os alunos 
se envolvem em atividades para seu próprio prazer ou satisfação, e seu 
envolvimento é voluntário. Com base na entrevista, os alunos relataram que o 
uso de dispositivos móveis com recurso RA Realidade Aumentada] para 
atividades de aprendizagem de matemática ao ar livre tornou-se uma atração 
e aprenderam como aplicar a matemática no mundo real com a ajuda do 
aplicativo móvel. Esses achados sugerem, portanto, que o programa tem sido 
bem-sucedido em oferecer atividades que podem motivar intrinsecamente os 
alunos a se envolverem na aprendizagem matemática. Os alunos ficaram 
satisfeitos em fazer trilhas matemáticas em sua escola (Cahyono, et al., 2020, 
p. 186-187). [Uso recursos tecnológicos] 

 
A Modelagem Matemática no ensino pode ser um caminho para despertar no 
aluno o interesse por tópicos matemáticos que ele ainda desconhece [...] 
(Pires; Costa; Boiago, 2020, p. 81). [Contexto da situação-problema ser de 
interesse dos estudantes] 
 
Analisando as respostas dos alunos, é possível verificar que esta atividade 
estimulou o interesse deles em aprender a matemática e também possibilitou 
o compartilhamento de conhecimentos matemáticos entre eles. Além disso, 
essa prática representou algo desafiador, pois os instigava a resolver os 
problemas, deixando-os com a expectativa de sempre ter algo novo a dizer 
(Rehfeldt et al., 2018, p. 116). [Contexto da situação-problema ser de 
interesse dos estudantes] 
 
A percepção do estudante E14 que a turma se empenhou mais, evidencia que 
quando os estudantes trabalham a partir do seu interesse eles são mais 
motivados para desenvolver as atividades. [...] Para os estudantes, as aulas de 
matemática, mediadas pela metodologia da Modelagem Matemática na escola 
do campo, tornam-se mais interessantes e atrativas, quando comparada a aulas 
de forma tradicional. Muitos afirmam não gostar da Matemática, mas que com 
Modelagem Matemática identificam-se mais com esta área do conhecimento, 
por ver a utilização no contexto da vida do campo e se sentirem participantes 
das tomadas de decisões como autores do processo de aprendizagem desde a 
escolha do tema (Huf; Burak; Pinheiro, 2021, p. 468). [Contexto da situação-
problema ser de interesse dos estudantes] 

 
A sensação de confiança na aprendizagem da matemática aumenta com o uso 
da cultura de forma que ela influencia o desempenho da aprendizagem e está 
de acordo com as descobertas (Supriadi, 2020, p. 1419). [Influência de 
culturas na disposição de modelagem matemática] 
 
A partir dos estudos de caso e das análises quantitativas realizadas, conclui-se 
que a implementação de um caminho de modelagem como o ROAR pode ser 
abordada com sucesso por alunos comuns do ensino médio. Os alunos 
experimentaram bons resultados de aprendizagem que refletem todos os 
objetivos associados à modelagem, variando de objetivos psicológicos, como 
motivação (por exemplo, lembre-se de que todos os membros dos três grupos 
examinados preferiram pular o intervalo para continuar trabalhando no 
Problema 4.4) para meta- aspectos como a promoção de atitudes de trabalho 
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para objetivos pedagógicos, ou seja, melhorar a compreensão do mundo que 
nos rodeia. Tudo isso apoia nossa posição de que é apropriado incluir PO 
[Pesquisa Operacional] e seus tipos de problemas em aulas regulares de 
matemática, claramente não todos os dias, mas regularmente (Taranto et al., 
2022, p. 38). [Vivenciar a pesquisa operacional] 

 

 Nessa seção, compara-se os diferentes usos do termo aprendizagem no que 

diz respeito aos conteúdos e aos meios da aprendizagem em atividades de modelagem 

matemática. Sete traços característicos foram identificados, que sugerem que em atividades de 

modelagem matemática: (i) os estudantes aprendem conteúdos matemáticos; (ii) os estudantes 

aprendem não somente matemática, mas também conteúdos de outras áreas; (iii) os estudantes 

aprendem a resolver problemas usando modelagem matemática; (iv) os estudantes aprendem 

a ser críticos, reflexivos e criativos e desenvolvem a capacidade de tomada de decisões; (v) a 

aprendizagem em atividades de modelagem matemática promove o desenvolvimento nos 

estudantes de competências e habilidades de comunicação, argumentação, colaboração e 

fluência tecnomatemática; (vi) os estudantes aprendem a tomar um posicionamento específico 

nas práticas escolares; (vii) a aprendizagem em atividades de modelagem matemática é 

mediada pelo interesse e a motivação em aprender matemática, bem como a disposição para 

fazer modelagem matemática. 

3.2.3 Em busca de uma tecitura para a aprendizagem em modelagem matemática 

 Nessa subseção, busca-se ver relações entre os entendimentos de modelagem 

matemática, os entendimentos de aprendizagem e as inferências produzidas acerca da 

aprendizagem a partir das ações dos estudantes em atividades de modelagem.  

Ao olhar para os usos do termo aprendizagem, pode-se ver uma complicada 

rede de semelhanças de família formada por traços característicos que perpassam os 

entendimentos de aprendizagem, os entendimentos de modelagem matemática na Educação 

Matemática e as inferências sobre a aprendizagem em atividades de modelagem matemática. 

Não há um único fio condutor que unifica todos os traços característicos identificados, mas uma 

espécie de “tecitura” é formada a partir de vários traços que nos permite compreender o conceito 

de aprendizagem na Modelagem Matemática na Educação Matemática. 

Moura e Alves (2022), Wakiyama e Mendoza (2021), Silva, Silva e Madruga 

(2019), Pires, Costa e Boiago (2020), Silva, Madruga e Silva (2019) e Rehfeldt et al. (2018) 

assumem o entendimento de Maria Salet Biembengut, em que a autora denomina sua concepção 

de modelagem na Educação como modelação, definida como um “método de ensino com 
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pesquisa nos limites e espaços escolares, em qualquer disciplina e fase da escolaridade” 

(Biembengut, 2016, p. 171).  

Nesses estudos, percebe-se uma predominância do traço característico 

aprendizagem tem natureza cognitiva nos entendimentos de aprendizagem, com base em 

teorias cognitivas, como a aprendizagem significativa (Moura; Alves, 2022), formação por 

etapas das ações mentais de Galperin (Wakiyama; Mendoza, 2021), construcionismo 

contextualizado (Silva; Silva; Madruga, 2019), teoria dos registros de representação semiótica 

(Pires; Costa; Boiago, 2020). Destes estudos, apenas Silva, Silva e Madruga (2019) apresentam 

adicionalmente outro traço característico, aprendizagem se dá nas interações do indivíduo com 

o meio, com as pessoas, com as coisas referente ao entendimento de aprendizagem.  

No que tange às inferências das ações dos estudantes relativamente à 

aprendizagem, percebe-se os seguintes traços característicos nos estudos elencados nesse 

entendimento de modelagem matemática: os estudantes aprendem conteúdos matemáticos 

(Moura; Alves, 2022; Pires; Costa; Boiago, 2020; Silva; Madruga; Silva, 2019; Rehfeldt et al., 

2018); os estudantes aprendem não somente matemática, mas também conteúdos de outras 

áreas  (Silva; Madruga; Silva, 2019); os estudantes aprendem a resolver problemas usando 

modelagem matemática (Wakiyama; Mendoza, 2021; Pires; Costa; Boiago, 2020); os 

estudantes aprendem a ser críticos, reflexivos e criativos e desenvolvem a capacidade de 

tomada de decisões (Moura; Alves, 2022; Silva; Silva; Madruga, 2019; Pires; Costa; Boiago, 

2020; Rehfeldt et al., 2018); os estudantes aprendem a tomar um posicionamento específico 

nas práticas escolares (Silva; Silva; Madruga, 2019);  a aprendizagem em atividades de 

modelagem matemática é mediada pelo interesse e a motivação em aprender matemática, bem 

como a disposição para fazer modelagem matemática (Silva; Silva; Madruga, 2019; Pires; 

Costa; Boiago, 2020; Rehfeldt et al., 2018).  Dessa maneira, relativamente a esse entendimento 

de modelagem matemática, as conexões estabelecidas são apresentadas na Figura 3. 
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Figura 3 - Tecendo a tecitura em relação à modelagem como método de ensino 

 
Fonte: Os autores. 

 

Borssoi, Silva e Ferruzzi (2021) apresentam o entendimento de modelagem 

matemática proposto por Lourdes Maria Werle de Almeida, como uma “alternativa pedagógica, 

na qual fazemos uma abordagem, por meio da Matemática, de uma situação-problema não 

essencialmente matemática” (Almeida; Silva; Vertuan, 2012, p. 17).  

Nesse estudo, identifica-se o traço característico aprendizagem se dá nas 

interações do indivíduo com o meio, com as pessoas, com as coisas e os seguintes traços 

característicos das inferências produzidas: os estudantes aprendem não somente matemática, 

mas também conteúdos de outras áreas; a aprendizagem em atividades de modelagem 

matemática promove o desenvolvimento nos estudantes de competências e habilidades de 

comunicação, argumentação, colaboração e fluência tecnomatemática, tendo como aporte 

teórico o construto da aprendizagem colaborativa, como mostra a Figura 4. 
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Figura 4 - Tecendo a tecitura em relação à modelagem matemática como alternativa pedagógica 

 
Fonte: Os autores. 

 

Littig et al. (2019) e Souza (2021) assume o entendimento de Jonei Cerqueira 

Barbosa como um “ambiente de aprendizagem no qual os alunos são convidados a 

problematizar e investigar, por meio da matemática, situações com referência na realidade” 

(Barbosa, 2004, p. 3). Esse ambiente estrutura-se pela problematização e investigação. Segundo 

Barbosa (2004, p. 3) “o primeiro refere-se ao ato de criar perguntas e/ou problemas enquanto o 

segundo, à busca, seleção, organização e manipulação de informações e reflexão sobre elas”.  

Os entendimentos de aprendizagem nesses textos revelam que a 

aprendizagem tem natureza cognitiva (Souza, 2021) e se dá nas interações do indivíduo com o 

meio, com as pessoas, com as coisas (Littig et al., 2019), ao recorrerem à teoria da 

aprendizagem significativa e a teoria das situações didáticas para explicitar as relações entre 

professor, aluno e saber, respectivamente.  

Em relação às inferências das ações dos estudantes acerca da aprendizagem, 

pode-se notar, segundo esses estudos, que: os estudantes aprendem conteúdos matemáticos 

(Souza, 2021; Littig et al., 2019); os estudantes aprendem a tomar um posicionamento 

específico nas práticas escolares (Souza, 2021); os estudantes aprendem a ser críticos, 

reflexivos e criativos e desenvolvem a capacidade de tomada de decisões (Souza, 2021; Littig 

et al, 2019). 

As conexões entre esse entendimento de modelagem matemática e os traços 

característicos relativos aos entendimentos de aprendizagem e às inferências são apresentadas 
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na Figura 5. 

 
Figura 5 - Tecendo a tecitura em relação à modelagem matemática como ambiente de aprendizagem 

 
Fonte: Os autores. 

 

Huf, Burak e Pinheiro (2021) e Huf e Burak (2018) recorrem ao entendimento 

de modelagem matemática de Dionísio Burak, como metodologia de ensino, que “constitui-se 

em um conjunto de procedimentos cujo objetivo é construir um paralelo para tentar explicar, 

matematicamente, os fenômenos presentes no cotidiano do ser humano, ajudando-o a fazer 

predições e tomar decisões” (Burak, 1992, p.62). Esse entendimento parte de duas premissas: 

1) o interesse do grupo de pessoas envolvidas; 2) os dados são coletados onde se dá o interesse 

do grupo de pessoas envolvidas (Burak, 2010). 

Em relação ao entendimento de aprendizagem, Huf e Burak (2018) 

apresentam o traço característico aprendizagem tem natureza cognitiva, com base na teoria da 

aprendizagem significativa. Huf, Burak e Pinheiro (2021) não apresentam um entendimento de 

aprendizagem.  

Para esses autores, é possível inferir das ações dos estudantes em atividades 

de modelagem que:  os estudantes aprendem conteúdos matemáticos (Huf; Burak; Pinheiro, 

2021); os estudantes aprendem não somente matemática, mas também conteúdos de outras 

áreas (Huf; Burak; Pinheiro, 2021; Huf; Burak, 2018); a aprendizagem em atividades de 

modelagem matemática é mediada pelo interesse e a motivação em aprender matemática, bem 

como a disposição para fazer modelagem matemática. (Huf; Burak; Pinheiro, 2021); a 

aprendizagem em atividades de modelagem matemática promove o desenvolvimento nos 

estudantes de competências e habilidades de comunicação, argumentação, colaboração e 

fluência tecnomatemática (Huf; Burak; Pinheiro, 2021); os estudantes aprendem tomar um 
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posicionamento específico nas práticas escolares (Huf; Burak, 2018) (Figura 6). 

 
Figura 6 - Tecendo a tecitura em relação à modelagem matemática como metodologia de ensino 

 
Fonte: Os autores 
 

Brito e Almeida (2021) apresentam um entendimento próprio de modelagem 

matemática na Educação Matemática, a partir de Bassanezi (2002). Para os autores, a 

modelagem matemática é uma prática voltada para o ensino e aprendizagem de matemática. O 

termo prática é usado pelos autores, não para designar uma possível diferenciação de teoria e 

prática, uma vez que teoria e prática se retroalimentam.  

O entendimento de aprendizagem desse texto revela que a aprendizagem tem 

natureza cognitiva, ao construírem um quadro teórico estruturado no desenvolvimento de 

habilidades de aprendizagem de Geometria, e que a aprendizagem é condicionada pela 

linguagem, cultura e práticas ao ponderarem que a aprendizagem de Geometria pode ser 

considerada como apreensão/aquisição de um modo linguístico. Dessa maneira, infere-se que 

os estudantes aprendem conteúdos matemáticos em modelagem (Figura 7). 
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Figura 7 - Tecendo a tecitura em relação à modelagem matemática como prática voltada para o ensino e 
aprendizagem de matemática 

 
Fonte: Os autores. 
 

Souza e Barbosa (2019), não recorrem a um entendimento de modelagem 

matemática já consolidado na literatura, entendendo-a no “âmbito escolar como um modo de 

apresentar situações empíricas e de lidar com elas. Centralizamos essas duas características 

pelo uso único da palavra organização de situações empíricas” (Souza; Barbosa, 2019, p. 49), 

assumindo como pressuposto que os enunciados matemáticos são normativos e podem ser 

usados para organizar situações empíricas, a partir da filosofia tardia de Wittgenstein e dos 

pensamentos de Anna Sfard.  

O entendimento de aprendizagem desse estudo assume o traço característico 

de a que aprendizagem é condicionada pela linguagem, cultura e práticas, uma vez que a 

aprendizagem possui natureza exclusivamente discursiva. Na modelagem matemática os 

estudantes aprendem conteúdos matemáticos, por meio da produção discursiva dos alunos e do 

uso das regras como e quando (Figura 8). 

 
Figura 8 - Tecendo a tecitura em relação à modelagem matemática como modo de organizar situações empíricas 

 
Fonte: Os autores. 
 

Lowe, Carter e Cooper (2018) e Supriadi (2020) apresentam um 

entendimento de modelagem matemática a partir da noção de modelo matemático e seu papel 
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na sociedade. Segundo Lowe, Carter e Cooper (2018, p. 5), “modelagem matemática é o 

processo de desenvolver, avaliar, modificar e aplicar modelos matemáticos”. Para Supriadi 

(2020, p. 1409), modelagem matemática “é um local de técnicas, equipamentos e equações que 

podem ser adaptadas para disciplinas exigentes. Em epidemiologia, os modelos matemáticos 

geralmente definem interações entre pessoas ou populações e outras pessoas, populações ou 

ambientes”. 

Esses estudos indicam no entendimento de aprendizagem que a aprendizagem 

é condicionada pela linguagem, cultura e práticas (Supriadi, 2020) e que: os estudantes 

aprendem conteúdos matemáticos em modelagem matemática, por meio de interrelações entre 

matemática e diferentes áreas do conhecimento (Lowe; Carter; Cooper, 2018); a aprendizagem 

em atividades de modelagem matemática é mediada pelo interesse e a motivação em aprender 

matemática, bem como a disposição para fazer modelagem matemática. (Supriadi, 2020) 

(Figura 9). 

 

Figura 9 - Tecendo a tecitura em relação à modelagem como processo de desenvolver, avaliar, modificar e 
aplicar modelos matemáticos 

 
Fonte: Os autores. 

 

Cahyono et al. (2020, p. 181-182) define modelagem matemática como um 

processo “de traduzir uma situação-problema para o termo matemático e vice-versa”. Esse 

processo é identificado por meio de um ciclo que requer competências de modelagem 

matemática. O entendimento de aprendizagem é identificado como tendo natureza cognitiva, 

ao conceituar aprendizagem em termos de desenvolvimento de competências e habilidades. 

Revela-se nas inferências que a aprendizagem em atividades de modelagem matemática é 
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mediada pelo interesse e a motivação em aprender matemática, bem como a disposição para 

fazer modelagem matemática, de tal forma que o interesse pode influenciar no desenvolvimento 

de competências de modelagem matemática. Nesse sentido, infere-se que os estudantes 

aprendem a resolver problemas usando modelagem matemática (Figura 10).  

 
Figura 10 - Tecendo a tecitura em relação à modelagem matemática como processo de traduzir uma situação-

problema para o termo matemático e vice-versa 

 
Fonte: Os autores. 
 

Ramírez-Montes, Henriques e Carreira (2021, p.1) considera a modelagem 

matemática em uma perspectiva cognitiva, como “processo de encontrar uma solução para um 

problema do mundo real usando modelos matemáticos e se concentra em como o pensamento 

dos alunos leva à construção de um modelo [...] como uma forma de encontrar respostas para 

questões da vida real”.  

O entendimento de aprendizagem nesse texto indica que a aprendizagem tem 

natureza cognitiva e se articula com a ideia de que diferentes rotas podem ser usadas para 

percorrer o ciclo de modelagem a depender dos estilos de pensamento matemático dos 

estudantes e de suas experiências prévias. Em modelagem matemática, segundo esse texto, os 

estudantes aprendem a resolver problemas usando modelagem matemática e os ciclos de 

modelagem matemática são uma forma de diagnosticar essas competências (Figura 11). 
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Figura 11 - Tecendo a tecitura em relação à modelagem matemática como processo de encontrar uma solução 
para um problema do mundo real usando modelos matemáticos 

 
Fonte: Os autores. 
 

Taranto et al. (2022, p. 3) entendem a modelagem matemática na perspectiva 

realística ou da modelagem aplicada, que considera a “necessidade de lidar com problemas de 

modelagem autênticos e complexos de natureza interdisciplinar, que promovem toda a gama de 

habilidades de modelagem e ampliam o escopo da ação dos alunos”. O entendimento de 

aprendizagem desse estudo sugere que a aprendizagem se dá nas interações do indivíduo com 

o meio, com as pessoas, com as coisas ao tomar como base teórica a aprendizagem colaborativa. 

Nas inferências das ações dos estudantes, identifica-se que: os estudantes aprendem a tomar 

um posicionamento específico nas práticas escolares; a aprendizagem em atividades de 

modelagem matemática promove o desenvolvimento nos estudantes de competências e 

habilidades de comunicação, argumentação, colaboração e fluência tecnomatemática; a 

aprendizagem em atividades de modelagem matemática é mediada pelo interesse e a motivação 

em aprender matemática, bem como a disposição para fazer modelagem matemática (Figura 

12). 
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Figura 12 - Tecendo a tecitura em relação à modelagem matemática como necessidade de lidar com problemas 
de modelagem autênticos e complexos de natureza interdisciplinar 

 
Fonte: Os autores. 

 

Distanciando-se de conceituações de modelagem matemática na literatura que 

separam matemática e realidade em dois mundos ou domínios, Cantoral, Moreno-Durazo e 

Caballero-Pérez (2018) entendem a modelagem matemática em uma perspectiva 

socioepistemológica, como “uma prática de articulação entre duas entidades, uma (chamada de 

modelo) atuando sobre a outra (denominada modelada). A intervenção no modelado é diversa 

e, portanto, pode ocorrer previsão, diagnóstico ou avaliação”. Esse texto discute essa 

perspectiva em relação ao uso da noção de variação em práticas da medicina e escolares, 

tomando a modelagem matemática como “uma forma de atividade humana associada à 

explicação e intervenção em fenômenos de mudança” (Cantoral; Moreno-Durazo; Caballero-

Pérez, 2018, p. 87), evitando focar se o fenômeno fazia parte da realidade e o que pode ser 

definido como modelo matemático, mas considerando que a matemática é uma construção 

social presente na cultura do povo. O entendimento de aprendizagem, nesse estudo, revela que 

a aprendizagem é condicionada pela linguagem, cultura e práticas. Além disso, mostra-se nas 

inferências, que os estudantes aprendem conteúdos matemáticos (Figura 13). 
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Figura 13 - Tecendo a tecitura em relação à modelagem matemática como uma prática de articulação entre duas 
entidades, uma (chamada de modelo) atuando sobre a outra (denominada modelada) 

 
Fonte: Os autores. 
 

Se observamos os fios dessa tecitura, observamos que seis entendimentos de 

modelagem matemática apresentam o traço característico aprendizagem tem natureza 

cognitiva, quatro revelam que a aprendizagem se dá nas interações do indivíduo com o meio, 

com as pessoas, com as coisas e quatro indicam que a aprendizagem é condicionada pela 

linguagem, cultura e práticas, conforme a Figura 14.  

Essas conexões sugerem que há uma predominância de uma perspectiva 

cognitiva nos entendimentos de aprendizagem identificados na literatura, cujo foco da atenção 

se dirige à cognição do indivíduo, aos seus estilos de aprendizagem, no modo como constrói 

conhecimento e atribui significados à objetos do mundo. No âmbito da Modelagem Matemática 

na Educação Matemática, essa perspectiva (Kaiser; Sriraman, 2006) se evidencia nos textos de 

modo relacionado ao desenvolvimento de competências e habilidades e aos processos 

cognitivos requeridos aos alunos para desenvolver atividades de modelagem matemática, tendo 

os ciclos de modelagem matemático como suporte teórico (Borromeo Ferri, 2018, Perrenet; 

Zwaneveld, 2012; Doerr; Ärlebäck; Misfeldt, 2017) para os pesquisadores e professores 

realizarem inferências sobre a aprendizagem dos estudantes. 

 Os entendimentos de modelagem matemática que estão relacionados ao traço 

característico aprendizagem se dá nas interações do indivíduo com o meio, com as pessoas, 

com as coisas nos fornece um modo de ver a aprendizagem com foco nas interações entre os 

estudantes e entre estudantes e professor e nas interações do estudante com o meio (milieu), 

com base em lentes teóricas estruturadas no construto da aprendizagem colaborativa, no 

pressuposto de interação social na Zona de Desenvolvimento Proximal e nas teorias da Didática 

da Matemática. Essas interações não excluem a ideia de que a aprendizagem tem natureza 

cognitiva, pelo contrário, são elas entendidas como condições para que o indivíduo internalize 

conceitos matemáticos e objetos do mundo em sua estrutura cognitiva.  
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Dos entendimentos de aprendizagem que indicam que a aprendizagem é 

condicionada pela linguagem, cultura e práticas, um outro ponto de vista sobre a aprendizagem 

é considerado. Não é apenas a cognição do indivíduo considerada como foco das pesquisas 

sobre a aprendizagem dos estudantes em atividades de modelagem matemática, mas as 

condições externas são colocadas no centro da atenção: os usos que os estudantes fazem das 

linguagens, a cultura envolvida na sua forma de vida e os aspectos envolvidos nas práticas 

educativas.  

Os pontos de vista dogmáticos surgem quando apenas um desses aspectos é 

considerado, por exemplo, ao ponderar que a aprendizagem tem natureza exclusivamente 

cognitiva, não levando em consideração as práticas sociais, culturais e linguísticas que o sujeito 

da aprendizagem está envolvido. Aprender, nesse ponto de vista dogmático, é um processo que, 

quando associado a atividades de modelagem matemática, pode ser interpretado como: 

internalização de objetos matemáticos de uma realidade objetiva, descobrindo-os a partir das 

interações entre sujeito e objeto, que sugere uma imagem essencialmente empirista; acesso a 

objetos matemáticos, independentes da realidade sensível e existentes previamente em um reino 

de verdades absolutas, que sugere uma imagem essencialmente platônica.  

A aplicação dessas imagens exclusivistas pode levar à reducionismos no 

ideário de professores e pesquisadores, como considerar que apenas o uso empírico da 

matemática é suficiente para aprender, indicado por Tortola, Seki e Almeida (2022), ou 

considerar a aprendizagem apenas como a capacidade de usar e lidar com representações 

matemáticas, sugerido por Brito (2018). Ambos surgem de uma falta de atenção para o papel 

da linguagem na aprendizagem. Esse é justamente um ponto importante que nossa tecitura 

revela: tratar do conceito de aprendizagem no desenvolvimento de atividades de modelagem 

matemática envolve considerar a linguagem como um aspecto importante para compreender 

esse conceito.  

No que tange às inferências produzidas pelos textos com base nas ações dos 

estudantes relativamente à aprendizagem, pode-se dizer que os traços característicos obtidos 

estão relacionados àquilo que a literatura denomina de justificativas ou objetivos para inserção 

da modelagem matemática em práticas pedagógicas. Essas justificativas fornecem argumentos 

para inserção da modelagem matemática em práticas escolares e estão de acordo com objetivos 

da Educação Matemática na contemporaneidade. 

Percebe-se na Figura 14 que nas inferências acerca da aprendizagem dos 

estudantes em atividades de modelagem matemática, há uma predominância do traço 

característico os estudantes aprendem conteúdos matemáticos, com sete interações com os 
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entendimentos de modelagem matemática, seguido dos traços a aprendizagem em atividades 

de modelagem matemática é mediada pelo interesse e a motivação em aprender matemática, 

bem como a disposição para fazer modelagem matemática, com cinco interações, e os 

estudantes aprendem a tomar um posicionamento específico nas práticas escolares, com quatro 

interações. Ao serem vistos em conjunto, esses aspectos evidenciam um alinhamento com a 

justificativa psicológica, de Blum (2015), e se associa a ideia de modelagem para o bem da 

matemática, na qual, segundo Niss e Blum (2020), a modelagem matemática é considerada um 

meio para a aprendizagem matemática.  

Por outro lado, o traço característico com menos interações é o os estudantes 

aprendem a ser críticos, reflexivos e criativos e desenvolvem a capacidade de tomada de 

decisões, com duas interações com os entendimentos de modelagem matemática, seguido dos 

traços os estudantes aprendem não somente matemática, mas também conteúdos de outras 

áreas, os estudantes aprendem a resolver problemas usando modelagem matemática e a 

aprendizagem em atividades de modelagem matemática promove o desenvolvimento nos 

estudantes de competências e habilidades de comunicação, argumentação, colaboração e 

fluência tecnomatemática, com três interações cada. Esses aspectos evidenciam uma menor 

incidência modos de ver a aprendizagem em atividades de modelagem matemática para além 

dos conteúdos matemáticos, de forma associada com as justificativas pragmática, formativa e 

cultural, conforme Blum (2015), e da matemática para o bem da modelagem, cuja matemática 

é vista como ferramenta para o desenvolvimento de competências de modelagem matemática, 

como indica Niss e Blum (2020).  

As diferentes relações internas que foram estabelecidas entre os usos do termo 

aprendizagem na literatura mostram que diferentes modos de ver a aprendizagem em atividades 

de modelagem matemática podem ocorrer na tecitura formada pelos traços característicos desse 

conceito, como ilustra a Figura 14. Mostra-se também a importância de se evitar uma atitude 

dogmática, prendendo-se à um único ponto de vista, que privilegia determinados aspectos em 

detrimento de outros. Para tanto, é importante considerar a aprendizagem em ação, tal como ela 

ocorre em distintos jogos de linguagem que podem ser caracterizados no decorrer de atividades 

de modelagem matemática em diferentes contextos educacionais. 
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Figura 14 - Tecitura entre traços característicos do entendimento de aprendizagem, os entendimentos de modelagem matemática e os traços característicos referentes às 
inferências acerca da aprendizagem 

 
Fonte: Os autores.
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áreas 

Os estudantes aprendem a resolver problemas 
usando modelagem matemática 

Os estudantes aprendem a ser críticos, reflexivos 
e criativos e desenvolvem a capacidade de 

tomada de decisões 

A aprendizagem em atividades de modelagem 
matemática promove o desenvolvimento nos 
estudantes de competências e habilidades de 
comunicação, argumentação, colaboração e 

fluência tecnomatemática 

Os estudantes aprendem a tomar um 
posicionamento específico nas práticas escolares 

A aprendizagem em atividades de modelagem 
matemática é mediada pelo interesse e a 

motivação em aprender matemática, bem como a 
disposição para fazer modelagem matemática 

Processo de traduzir uma situação-problema para o termo 
matemático e vice-versa 

Necessidade de lidar com problemas de modelagem autênticos e 
complexos de natureza interdisciplinar, que promovem toda a gama de 

habilidades de modelagem e ampliam o escopo da ação dos alunos 
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4 MOVIMENTO 2: APRENDIZAGEM EM AÇÃO EM ATIVIDADES DE 

MODELAGEM MATEMÁTICA 

Nesse capítulo, dirige-se a atenção para os jogos de linguagem associados à 

aprendizagem que emergem no desenvolvimento dessas atividades como uma ferramenta 

terapêutica para deliberar a respeito das funções que linguagem desempenha na aprendizagem 

em ação. 

Com a finalidade de identificar jogos de linguagem, considera-se duas 

abordagens de modelagem, com as quais os estudantes podem ser inseridos em modos 

diferentes de aprender por meio de modelos matemáticos: análise de modelos e abordagem 

holística, na qual os estudantes desenvolvem o processo completo de uma atividade de 

modelagem matemática. 

Em um primeiro momento, traz-se para o texto algumas especificidades da 

literatura sobre a análise de modelos e a construção de modelos em modelagem matemática. 

Em um segundo momento, direciona-se o olhar para a aprendizagem dos estudantes em 

atividades desenvolvidas em duas disciplinas diferentes de um curso de Licenciatura em 

Matemática. 

4.1 ANÁLISE DE MODELOS, CONSTRUÇÃO DE MODELOS E MODELAGEM MATEMÁTICA 

O termo modelo possui caráter polissêmico, pode ter diferentes significados 

a depender do sentido e do contexto em que é usado. Em um sentido epistemológico, os modelos 

são considerados um elemento importante para compreender como temos acesso ao 

conhecimento e a fatos do mundo.  

Uma acepção aceita na epistemologia tradicional é que os modelos são 

representações (mentais ou não) que os seres humanos fazem de algo, seja uma ideia, um objeto, 

processo, fato ou sistema (D’Ambrósio, 1996; Ornek, 2008). Essa representação pressupõe um 

processo de abstração e de idealização, de modo que os fatores considerados fundamentais 

daquilo que está sendo representado devem ser levados em consideração e os aspectos não 

relevantes descartados.  

Nessa direção, um modelo matemático pode ser entendido como uma 

representação, simplificada e idealizada, de uma situação da realidade, incorporando aspectos 

e características dessa situação por meio de uma estrutura matemática (Bassanezi, 2002; Blum; 

Niss, 1991; Ferri; Lesh, 2013; Niss; Blum, 2020). Klüber, Tambarussi e Mutti (2021) 
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argumentam que essa acepção de modelo matemático pode levar a uma compreensão de que os 

signos matemáticos consistem em representações do real, aproximando-se de uma tese realista. 

Sousa e Tortola (2021, p. 9) sugerem olhar os diferentes usos do termo 

modelo matemático, com o propósito de evitar uma concepção dogmática ao buscar uma 

generalização que adota um “critério único para o que denominamos [...] modelo matemático 

em atividades de modelagem matemática”. Para os autores, um modelo matemático não pode 

ser entendido “como um fim em si só, mas é o que lança luz sobre o problema e viabiliza a 

explicação ou entendimento da matemática, de determinadas situações” (Sousa; Tortola, 2021, 

p. 5).  

A depender do uso que é feito da estrutura matemática subjacente, os modelos 

matemáticos podem assumir diferentes papéis, como descritivo, em que a matemática é usada 

para descrever ou explicar uma determinada situação investigada, como normativo ou 

prescritivo, em que a matemática é usada para estabelecer normas, envolvendo juízos de 

valores, organizando ou estruturando a situação (Blum; Niss, 1991). Nesse sentido, os modelos 

matemáticos podem ser usados para descrever, explicar, predizer, prescrever situações, bem 

como para formulação de teorias a respeito de fenômenos científicos (Barbosa, 2009, Borromeo 

Ferri; Lesh, 2013; Sriraman; Lesh, 2006). 

A modelagem matemática pode ser entendida como a atividade humana que 

busca uma solução para uma situação-problema, que não é matemática, por meio da construção 

e análise de modelos matemáticos (Martins; Almeida, 2021; Bassanezi, 2002; Meyer, 2020; 

Pollak, 2012, 2015).  

Inicialmente, o modelador precisa inteirar-se da situação-problema, coletando 

dados e formulando um problema. Diante desse problema, o modelador constrói um modelo 

matemático, mediante a matematização e o uso de matemática para obter uma resposta 

matemática para o problema. Esse modelo matemático deve ser analisado, por meio da 

interpretação de resultados e validação e o uso de técnicas de avaliação, com a finalidade de 

indicar a razoabilidade dos resultados em relação à situação-problema e identificar a 

necessidade de modificações (Almeida, 2022; Almeida; Castro; Silva, 2021). 

Na construção de um modelo matemático, uma ação fundamental é a 

matematização. Souza e Tortola (2021, p. 6) consideram que a matematização pode ser 

caracterizada como “uma atribuição de uma roupagem matemática ao fenômeno, tornando-o 

passível de ser interpretado matematicamente”. Jablonka e Gellert (2007) argumentam que a 

matematização constitui o processo de associar mais matemática a uma situação do que havia 

lhe sido associada até então. Niss e Blum (2020) argumentam que a matematização é o processo 
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tradução de uma situação reduzida ou idealizada de um domínio extramatemático D em 

questões matemáticas pertencentes a um domínio matemático M. Esse processo envolve a 

simplificação da situação, definição de variáveis e a formulação de hipóteses que possibilitam 

a construção de um modelo matemático. 

A análise de um modelo matemático está intimamente relacionada com a 

(de)matematização, a validação dos resultados e do modelo matemático e, consequentemente, 

a uma avaliação desse modelo e dos resultados obtidos. Essa validação, para Niss e Blum (2020, 

p. 12), consiste em “examinar em que medida as respostas obtidas são relevantes e úteis para o 

propósito para o qual o modelo matemático foi construído” e implica numa avaliação do modelo 

matemático, cujo “propósito final é decidir aceitá-lo ou rejeitá-lo e não é uma questão de decidir 

se o modelo matemático é correto ou incorreto, mas sim de identificar o quão bem ele atende 

aos seus propósitos como os definimos” (Niss; Blum, 2020, p. 12). Para Niss e Blum (2020), 

essa avaliação pode ser feita de forma qualitativa, com foco nas propriedades estruturais do 

modelo; quantitativa, confrontando os resultados quantitativos com os dados conhecidos; 

comparativa, em que o modelo matemático é comparado com outros modelos possíveis 

O processo de modelagem matemática, segundo Niss e Blum (2020), é 

constituído por uma relação de ida, denominada de matematização/tradução, de um domínio 

extramatemático D para um domínio matemático M e, uma relação de volta, denominada de 

(de)matematização/interpretação, do domínio matemático M para o domínio extramatemático 

D, conforme mostra a Figura 15.  

 
Figura 15 - Ciclo de modelagem matemática proposto por Niss e Blum (2020) 

 
Fonte: Traduzido de Niss e Blum (2020, p. 18).  
 

No âmbito da Educação Matemática, o uso da modelagem matemática, 

argumenta Almeida (2022), adquire facetas didáticas e pedagógicas, envolvendo 

especificidades associadas às práticas de ensino, como elementos referentes à aspectos 
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estruturantes da modelagem e ações de caráter didático e pedagógico do professor e dos 

estudantes. O fazer modelagem matemática depende da finalidade subjacente a esse fazer e 

pode ser realizado de acordo com diferentes abordagens.  

Para algumas finalidades, a literatura tem indicado que a análise de modelos 

pode ser considerada como uma abordagem para o ensino de matemática em diferentes níveis 

de escolaridade (Alzeri, 2021; Javaroni; Soares, 2012; Soares; Borba, 2011; 2014; Soares; Vier, 

2017; Sousa, 2019; 2021; Sousa; Viali; Ramos, 2017; Sousa; Lara, 2018). Essa abordagem 

consiste, de acordo com Soares e Borba (2011, p. 231), no “estudo de um ou mais modelos 

matemáticos já existentes de um fenômeno, com enfoque na análise do comportamento de suas 

soluções e da influência dos parâmetros neste comportamento, e o entendimento dos dados 

fornecidos pelo modelo com relação ao fenômeno”. 

Ao analisar modelos matemáticos, algumas ações dos estudantes podem ser 

caracterizadas, conforme Javaroni e Soares (2012): 

(i) estudo do fenômeno em questão; (ii) estudo das hipóteses consideradas para a 
elaboração do modelo; (iii) entendimento do que cada termo do modelo diz sobre o 
fenômeno; (iv) estudo do comportamento da(s) solução(ões) do modelo, relacionando 
este comportamento com o fenômeno e com as hipóteses consideradas; (v) estudo da 
influência dos parâmetros do modelo no comportamento de sua(s) solução(ões), o que 
permite fazer previsões e analisar a influência de possíveis intervenções no fenômeno; 
(vi) análise das limitações do modelo (Javaroni; Soares, 2012, p. 271).  
 

O uso dessa abordagem pedagógica incorpora algumas ações características 

do processo de modelagem matemática, principalmente aquelas que envolvem reflexão sobre 

os resultados obtidos com o modelo matemático e suas limitações em relação ao fenômeno 

estudado (Javaroni; Soares, 2012). Os alunos não necessariamente constroem o modelo 

matemático a partir de uma situação real, mas o ponto de partida do desenvolvimento de 

atividades de análise de modelos é o próprio modelo matemático, frequentemente apresentado 

pelo professor (Soares, 2015).  

Segundo Javaroni e Soares (2012, p. 271), a análise de modelos para além de 

evidenciar “aspectos como a relação entre o modelo e o fenômeno, a existência de limitações 

nos modelos, o entendimento da evolução do fenômeno, [...] permitem que modelos mais ‘fiéis’ 

ao fenômeno possam ser estudados pelos alunos mais cedo na carreira escolar”. Outra 

característica é que a análise de diferentes modelos de uma mesma situação, caso existam, 

podem propiciar uma oportunidade para que o aluno compreenda o papel das hipóteses 

consideradas e os aspectos relevantes do fenômeno em relação aos modelos matemáticos, bem 

como para uma avaliação crítica, de suas potencialidades e limitações.  

Uma outra abordagem da modelagem matemática em sala de aula, considera 
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a necessidades dos estudantes de se envolver no ciclo de modelagem de uma maneira holística, 

realizando o processo completo da modelagem matemática, inteirando-se da situação-

problema, construindo e analisando modelos matemáticos (Almeida; Silva; Vertuan, 2012; 

Almeida, 2022).  

Nessa abordagem, destaca-se a importância da familiarização gradativa dos 

estudantes com atividades de modelagem matemática, que pode ocorrer conforme Almeida e 

Dias (2004) em três momentos. No primeiro momento, o professor sugere aos estudantes a 

resolução de uma situação-problema, com dados coletados e problema formulado, e auxilia os 

estudantes na construção e análise do modelo matemático. No segundo momento, o professor 

apresenta aos alunos uma situação da realidade e auxilia os estudantes na formulação de um 

problema e coleta de informações e os estudantes são responsáveis pelas demais ações. No 

terceiro momento, os estudantes desenvolvem todas as fases uma atividade de modelagem 

matemática, desde a escolha do tema até a análise do modelo matemático.  

Dentre os aspectos que influenciam a realização de uma atividade de 

modelagem matemática, podemos destacar a capacidade dos estudantes de antecipar, não 

somente procedimentos ou conceitos matemáticos (Niss, 2010), mas também possíveis 

estratégias que orientarão o caminho a seguir (Almeida, 2018). A antecipação relativa ao fazer 

modelagem matemática caracteriza-se, segundo Almeida (2022, p. 131), como “um processo 

(metacognitivo) mediante o qual o modelador passa a ter um olhar prospectivo sobre o seu 

fazer, identificando o que lhe vai ser útil ou necessário em um momento posterior do 

desenvolvimento da atividade”.  Essa capacidade de antecipação pode ser favorecida com a 

familiaridade dos estudantes com esse tipo de atividade (Almeida, 2018; 2022). 

Outro aspecto que pode auxiliar o desenvolvimento de uma atividade de 

modelagem matemática diz respeito ao uso de tecnologias digitais. Greefrath (2011) e Greefrath 

et al. (2018) destacam seis funções da tecnologia no ciclo de modelagem: investigação, 

experimentação, visualização, realização de cálculos e controle. Na investigação, as tecnologias 

digitais podem ser usadas para a compreensão da situação da realidade, na leitura e 

interpretação de dados prontos bem como na produção de dados. A experimentação consiste na 

transformação de uma situação real em um modelo geométrico ou numérico. A visualização se 

dá no uso de tecnologias para observar e analisar aspectos que poderiam não ser notados como 

ponto de partida para o desenvolvimento de modelos matemáticos ou para análise dos 

resultados obtidos. A simulação consiste na criação de uma analogia de uma situação real que 

pode ser usada para investigar uma operação ou um experimento com a ajuda de modelos 

matemáticos (Greefrath; Siller, 2017). A realização de cálculos consiste no uso das tecnologias 
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digitais para realizar cálculos numéricos ou algébricos que não podem ser obtidos pelos 

modeladores sem as tecnologias digitais em tempo apropriado. O controle possibilita controlar 

as informações de entrada no modelo matemático para a determinação dos valores dos 

parâmetros e suas consequências no comportamento do modelo matemático. 

Nessa seção, caracteriza-se duas abordagens possíveis para o fazer 

modelagem matemática em sala de aula, a primeira consiste na análise de modelos previamente 

formulados e apresentados aos alunos pelo professor, e a segunda, de caráter holístico, que diz 

respeito ao desenvolvimento do processo completo de modelagem matemática, em que os 

estudantes se inteiram da situação-problema, constroem e analisam modelos matemáticos. 

Considerando tais abordagens, trazemos ao centro de nossa atenção os usos da linguagem e o 

modo como esses usos estão associados à aprendizagem em atividades de modelagem 

matemática. 

4.2 UM OLHAR PARA A APRENDIZAGEM EM ATIVIDADES DE MODELAGEM MATEMÁTICA 

 Seguindo uma perspectiva wittgensteiniana, entende-se que uma forma de 

evitar aplicações dogmáticas do conceito de aprendizagem na área de Modelagem Matemática 

na Educação Matemática advindos de concepções referenciais da linguagem é direcionando o 

olhar para as práticas linguísticas que envolvem o desenvolvimento de atividades de 

modelagem matemática, sob uma lente que considera a linguagem não somente como um 

conjunto de palavras e expressões linguísticas, cuja única função é representar o mundo e 

objetos ideais, mas como um conjunto de atividades entrelaçadas com as mais variadas ações e 

o próprio pensamento dos estudantes.  

 Para tanto, recorremos aos jogos de linguagem que emergem em atividades 

de modelagem matemática como uma ferramenta terapêutica para olhar para a aprendizagem 

em ação. Esses jogos possuem a função de objetos de comparação, com os quais se pode lançar 

luz para as relações entre linguagem e aprendizagem e, para que funcione dessa maneira, é 

necessário que ocorra uma variabilidade em termos de usos da linguagem.  

 É considerando a necessidade de tal variabilidade que duas disciplinas 

diferentes foram escolhidas, com diferentes estudantes, de um curso de Licenciatura em 

Matemática: Introdução às Equações Diferenciais Ordinárias e Modelagem Matemática na 

perspectiva da Educação Matemática. Ainda tendo em vista o critério da variabilidade, em cada 

um dos contextos atividades de modelagem de acordo com gêneros e abordagens distintos 

foram desenvolvidas.  
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 No primeiro contexto de pesquisa, Introdução às Equações Diferenciais 

Ordinárias, utilizamos a modelagem matemática seguindo a abordagem da análise de modelos 

(Soares; Borba, 2011; Javaroni; Soares, 2012) e considerando a modelagem como veículo 

(Galbraith, 2012), cujo foco se dá na aprendizagem de conceitos e procedimentos previstos no 

plano de ensino dessa disciplina. Nessa abordagem, os modelos matemáticos foram 

previamente formulados e apresentados aos estudantes, que foram convidados à analisarem 

esses modelos.  

 No segundo contexto de pesquisa, Modelagem Matemática na Educação 

Matemática, utilizamos a modelagem matemática como alternativa pedagógica (Almeida; 

Silva; Vertuan, 2012), em que os estudantes desenvolvem o ciclo completo de modelagem 

matemática e, além disso, o foco foi na aprendizagem do fazer modelagem matemática, 

conforme a modelagem como conteúdo (Galbraith, 2012). Nessa abordagem, que denominamos 

de abordagem holística, os estudantes se envolveram em atividades de modelagem, perpassando 

pela interação com a situação-problema, construção e análise de um ou mais modelos 

matemáticos, considerando-se diferentes momentos de familiarização segundo a definição de 

Almeida e Dias (2004). 

 Entende-se que ao variar as formas de usar modelagem matemática nesses 

dois contextos de pesquisa, torna-se possível identificar uma variabilidade de ações dos 

estudantes e, consequentemente, de jogos de linguagem ao trabalharem de maneiras distintas 

com os modelos matemáticos.  

 Das atividades que foram desenvolvidas na disciplina Introdução às Equações 

Diferenciais Ordinárias - 𝐶1 (conforme o Quadro 5), selecionou-se para esse movimento os 

dados obtidos com o desenvolvimento do grupo G1 das atividades Salto de paraquedas (𝐴𝑀1) 

e Bungee rocket (𝐴𝑀3). Essa escolha se deu sob a justificativa de que os dados produzidos por 

esse grupo apresentaram maior diversidade de usos da linguagem suscitados em uma maior 

quantidade de encontros, em detrimento dos outros grupos. Além disso, selecionou-se as 

atividades que apresentam maior variação em termos de conteúdos da disciplina estudados.  

 Na disciplina Modelagem Matemática na Perspectiva da Educação 

Matemática - 𝐶2, das seis atividades desenvolvidas pelos alunos (Quadro 5), três atividades de 

modelagem matemática desenvolvidas por dois grupos (GM2, GM4) foram selecionadas, das 

quais uma atividade teve a temática proposta pelo professor, Salto de paraquedas (𝑀𝑀1), e as 

outras duas com temáticas escolhidas pelos estudantes do grupo GM2 e GM4, respectivamente: 

Problema dos Notebooks: uma análise do custo-benefício (𝑀𝑀4); Análise da taxa de frota de 

veículo por habitante na cidade de Londrina/PR (𝑀𝑀6). A escolha pelos dados produzidos por 
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esses dois grupos na atividade Salto de Paraquedas foi feita sob o critério de, posteriormente, 

realizar comparações entre os jogos de linguagem que emergiram do desenvolvimento dessa 

atividade com os estudantes do primeiro e do segundo contexto. Quanto as atividades com 

temas escolhidos pelos estudantes, selecionou-se aquelas em que os relatórios finais 

apresentavam uma maior riqueza de detalhes em relação às fases e ações características do fazer 

modelagem matemática. 

 As atividades selecionadas para a descrição gramatical no movimento 2 são 

identificadas no Quadro 6. 

 
Quadro 6 - Atividades selecionadas para descrição gramatical no movimento 2 

Contexto 
de 

pesquisa 

Código 
da 

atividade 
Temática Grupo 

C1 𝐴𝑀1 Salto de paraquedas G1 
C1 𝐴𝑀3 Bungee rocket G1 
C2 MM1 Salto de paraquedas GM2, GM4 
C2 𝑀𝑀4 Problema dos Notebooks: uma análise do custo-benefício GM2 

C2 𝑀𝑀6 
Análise da taxa de frota de veículo por habitante na cidade 

de Londrina/PR 
GM4 

Fonte: os autores.  

 

 A partir dos dados produzidos pelos estudantes do grupo G1, GM2 e GM4 

descreve-se gramaticalmente a seguir os jogos de linguagem constituídos no desenvolvimento 

das atividades a partir dos diálogos e os registros escritos produzidos pelos estudantes. Para 

essa descrição considera-se que os jogos de linguagem são atividades linguísticas guiadas por 

regras e que seguir essas regras está vinculado à aprendizagem dos estudantes em uma 

perspectiva wittgensteiniana. 

4.2.1 Aprendizagem nas atividades da disciplina Introdução às Equações Diferenciais 

Ordinárias 

As atividades desenvolvidas na disciplina Introdução às Equações 

Diferenciais Ordinárias foram orientadas de acordo com a análise de modelos, enquanto 

abordagem pedagógica para o ensino de conceitos e procedimentos da disciplina, com base em 

Soares e Borba (2011), Javaroni e Soares (2012). 

Nessa abordagem, os modelos matemáticos foram construídos a priori pelo 

professor-pesquisador e suas construções foram apresentadas apenas aos estudantes da 

disciplina. A partir do modelo matemático pronto, os estudantes deveriam analisá-lo de acordo 
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com as especificidades do fenômeno e o uso de conceitos e procedimentos de Equações 

Diferenciais Ordinárias.  

4.2.1.1 Descrição da atividade Salto de Paraquedas  

 A atividade Salto de Paraquedas foi desenvolvida com os alunos no início da 

disciplina Introdução às Equações Diferenciais Ordinárias em aulas remotas síncronas nas datas 

27/08/2021 e 30/08/2021 e encontros assíncronos com os alunos realizados entre 27/08/2021 e 

10/09/2021.  

 Até o desenvolvimento da atividade, a professora-regente ainda não tinha 

ensinado técnicas de resolução de Equação Diferencial Ordinária. Dessa forma, foi proposto 

aos alunos que eles realizassem a análise qualitativa das soluções e a análise das soluções 

analíticas do modelo matemático da variação instantânea da velocidade do paraquedista no 

decorrer do tempo, durante a queda-livre e com o salto com paraquedas aberto, visando 

responder a seguinte situação-problema (Quadro 7). 

 
Quadro 7 – Situação-problema da atividade Salto de Paraquedas na disciplina introdução às Equações 

Diferenciais Ordinárias 
Salto de paraquedas 

O paraquedismo é uma modalidade de esporte em que o indivíduo salta de uma aeronave ou de lugares fixos e, 
em determinado momento, abre um paraquedas para diminuir sua velocidade de descida, possibilitando o pouso.   
Em um salto tradicional, o paraquedista salta de um avião a uma altitude que, de modo geral, varia entre 8 e 12 
mil pés.  

Etapas do salto de paraquedas 
• Etapa 1: Queda-livre (saída da aeronave até abertura do paraquedas) 

Ao sair da aeronave, a posição do paraquedista pode variar de acordo com o trabalho a ser executado. A posição 
básica de queda-livre é a box position. Nessa posição o corpo encontra o equilíbrio perfeito durante a queda-
livre, caindo sem girar e sem deslocamento no plano horizontal. 
Do instante em que o paraquedista salta do avião até se posicionar na box position, o corpo sofre um 
deslocamento de ar chamado de ventos relativo, que deslocará o paraquedista para a posição vertical de queda.  
A velocidade horizontal inicial do paraquedista é igual a velocidade do avião, aproximadamente, 216 km/h. 
A velocidade vertical inicial do paraquedista é nula.  
No decorrer da queda-livre, a velocidade do paraquedista pode ser compreendida em duas fases: 

a) VELOCIDADE SUBTERMINAL: compreendida entre o momento de saída da aeronave até 
aproximadamente 12 segundos de queda livre, quando o corpo do paraquedista está em constante aceleração 
em direção ao solo, devido à ação da força da gravidade;  

b) VELOCIDADE TERMINAL 1: inicia-se após os 12 segundos de queda livre, quando a resistência 
do ar se iguala à força da atração de gravidade e o corpo deixa de acelerar, estabilizando a sua velocidade entre, 
aproximadamente, 200 km/h e 240 km/h em direção ao solo. 

• Etapa 2: Paraquedas aberto (abertura do paraquedas até o pouso) 
Após 50 segundos a 1 minuto de queda-livre, ao chegar a 1500 metros de altura (aproximadamente 5000 pés), 
o paraquedista abre o paraquedas. Com o paraquedas aberto, o movimento desacelera e a velocidade do corpo 
decresce até atingir a velocidade terminal 2, aproximadamente, 20 km/h, adequada para uma aterrissagem 
tranquila e segura. Com o paraquedas aberto, o tempo de queda até o pouso pode variar de 5 a 10 minutos. 

Problemas 
• Qual é comportamento da velocidade do paraquedista desde a saída da aeronave até o pouso, para 

paraquedistas com diferentes massas?  
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• Qual é a velocidade do paraquedista em um instante qualquer do salto, para paraquedistas com diferentes 
massas (desde a saída da aeronave até o pouso)?  

Fonte: os autores.  

 

 Em conjunto com a situação-problema, o professor-pesquisador apresentou 

aos estudantes a construção do modelo matemático da variação da velocidade do paraquedista 

no decorrer do salto (Quadro 8). Esse modelo leva em consideração o comportamento das forças 

que agem sobre o paraquedista no movimento vertical (força de atração da gravidade e força de 

resistência do ar) nas diferentes etapas do salto, em queda-livre e com o paraquedas aberto.  

 
Quadro 8 - Forças que agem sobre o paraquedista durante o salto 

Forças que agem sobre o paraquedista 
Durante o salto, duas forças agem sobre o paraquedista, no movimento vertical  𝐹𝑔: força de atração da gravidade. 𝐹𝑟𝑎𝑟: força de resistência do ar.  
A força de atração da gravidade é equivalente a força peso: 𝐹𝑔 = 𝑚. 𝑔 
em que  𝑚 é a massa do paraquedista mais o equipamento e 𝑔 é a aceleração da gravidade ao nível do mar.  
Para movimentos de alta velocidade, como é o caso do paraquedista, a força da resistência do ar 𝐹𝑟𝑎𝑟 é 
proporcional ao quadrado da velocidade (CBPq, 2016; ROSSINI, et. al, 2020), de modo que 𝐹𝑟𝑎𝑟 = 12 𝑝. 𝐶𝐷 . 𝐴. 𝑣2 

em que 𝑝 é a densidade do ar, 𝐶𝐷 é o coeficiente de arrasto do ar do objeto, 𝐴 área da 
superfície do corpo em contato com o ar e 𝑣 velocidade do corpo no decorrer do 
tempo. 

Variáveis 𝑡: tempo (em segundos); 𝑣𝐴(𝑡): velocidade do paraquedista em queda-livre no instante 𝑡 (em m/s); 𝑣𝐵(𝑡): velocidade do paraquedista após a abertura do paraquedas no instante 𝑡 (em m/s); 𝑣(𝑡): velocidade do paraquedista em instante qualquer do salto, desde a saída da aeronave até o pouso (em 
m/s).  
Parâmetros 

• 𝑚: massa do paraquedista com equipamentos (em kg). 𝑔: aceleração da gravidade (em m/𝑠2) 𝜆1 = 12 𝑝. 𝐶𝐷1 . 𝐴1 
• 𝑝: 𝑑𝑒𝑛𝑠𝑖𝑑𝑎𝑑𝑒 𝑑𝑜 𝑎𝑟 
• 𝐶𝐷1: 𝑐𝑜𝑒𝑓𝑖𝑐𝑖𝑒𝑛𝑡𝑒 𝑑𝑒 𝑎𝑟𝑟𝑎𝑠𝑡𝑜 𝑑𝑜 𝑎𝑟 para o paraquedista em queda-livre.  
• 𝐴1: área da superfície do paraquedista na posição box contra o movimento de queda-

livre.  𝜆2 = 12 𝑝. 𝐶𝐷2 . 𝐴2 
• 𝐶𝐷 2: 𝑐𝑜𝑒𝑓𝑖𝑐𝑖𝑒𝑛𝑡𝑒 𝑑𝑒 𝑎𝑟𝑟𝑎𝑠𝑡𝑜 𝑑𝑜 𝑎𝑟 para o paraquedas aberto.  
• 𝐴2: área da superfície do paraquedas contra o movimento. 

  

Fonte: os autores.  

 

 A partir da análise das forças que agem sobre o paraquedista, a dedução do 

modelo matemático consistiu na formulação da EDO que envolve a variação instantânea da 

velocidade do paraquedista e na identificação das condições iniciais para dois intervalos de 

tempo (em segundos): [0, 60] que corresponde ao período em que o paraquedista está em queda-

livre e (60, 450] que diz respeito ao período em que o paraquedista abre o paraquedas até o 

pouso. Essa formulação da EDO usa procedimentos similares aos utilizados para construir a 

EDO para a velocidade de um objeto de massa 𝑚 em queda-livre, com a diferença de que para 

cada intervalo do salto, considera-se um valor específico para a constante de resistência do ar 
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(𝜆), pois quando o paraquedista abre o paraquedas, a superfície em contato com o ar possui 

maior área (𝐴) e o coeficiente de arrasto também se modifica (𝐶𝐷), conforme o Quadro 9.  

 
Quadro 9 - Modelo matemático da atividade Salto de Paraquedas 

MODELO MATEMÁTICO PARA VELOCIDADE DO PARAQUEDISTA DURANTE O SALTO 
 

A EDO que descreve a variação da velocidade de um objeto em queda-livre é dada por: 𝑑𝑣(𝑡)𝑑𝑡 = 𝑔 − 𝜆𝑚 . (𝑣(𝑡))2
 

Considerando as diferentes etapas do salto e os valores fornecidos para o cálculo do parâmetro 𝜆 em cada 
uma dessas etapas, temos os seguintes problemas de valor inicial (PVIs): 
Considerando as informações fornecidas para o paraquedista em queda-livre: 
 𝑝 = 1,201 kg/m3; 𝐶𝐷1 . 𝐴1 = 0,56; 𝑔 = 9,8 𝑚/𝑠2 e 𝑣𝐴(0) = 0 

Temos 𝜆1 = 12 𝑝. 𝐶𝐷1 . 𝐴1 = 0,33628 e, portanto: {𝑑𝑣𝐴(𝑡)𝑑𝑡 = 9,8 − 0,33628 𝑚 . (𝑣𝐴(𝑡))2𝑣𝐴(0) = 0 , 𝑒𝑚 𝐼𝐴 = [0, 60] [1] 

 
Considerando as informações fornecidas para o momento em que o paraquedas está aberto, temos:  
Sendo 𝑝 = 1,201 kg/m3, 𝐴2 = 24,5 𝑚2, 𝐶𝐷2 = 1,75 𝜆2 = 12 𝑝. 𝐶𝐷2 . 𝐴2 = 12 . 1,201.24,5.1,75 = 25,74 

E considerando que a velocidade em que o paraquedas é aberto é igual a velocidade terminal da queda-livre, 
temos: {𝑑𝑣𝐵(𝑡)𝑑𝑡 = 9,8 − 25,74𝑚 . (𝑣𝐵(𝑡))2𝑣𝐵(60) = 𝑣𝐴(60) , 𝑒𝑚 𝐼𝐵 = (60, 450] [2] 

 

Fonte: os autores.  

 

 A partir dos problemas propostos e do modelo matemático, os alunos 

analisaram o modelo matemático. As ações dos estudantes durante o desenvolvimento dessa 

atividade podem ser sintetizadas da seguinte forma: Análise qualitativa das soluções das EDOs 

por meio dos campos de direções; Análise das soluções analíticas para os PVIs; Avaliação do 

modelo matemático e Interpretação das soluções em relação ao fenômeno modelado. 

 Na análise qualitativa das soluções das EDOs, os estudantes incialmente 

construíram campos de direção no GeoGebra, com o auxílio do professor-pesquisador, 

considerando diferentes valores para a massa do paraquedista (𝑚 = 70 kg e 𝑚 = 99 kg) e as 

duas etapas do salto. Por meio do campo de direções os estudantes analisaram o comportamento 

de diferentes soluções das EDOs (solução de equilíbrio, soluções crescentes e decrescentes) e 

indicaram uma relação entre essas soluções e o comportamento da velocidade do paraquedista 

no decorrer do tempo. 

 Para complementar essa análise, utilizando curvas integrais traçadas no 

GeoGebra, os alunos realizaram estimativas da condição inicial do PVI 2, da solução de 

equilíbrio para a EDO do paraquedista em queda-livre (velocidade terminal 1), da solução de 
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equilíbrio (velocidade terminal 2) para a EDO do paraquedista com o paraquedas aberto e dos 

instantes em que a velocidade do paraquedista se aproxima dessas velocidades, conforme indica 

o Quadro 10. 

 
Quadro 10 - Análise Qualitativa das soluções das EDOs16 

 
Fonte: C1_RE_AM1_G1. 
 

Na análise das soluções analíticas dos PVIs os estudantes obtiveram uma 

expressão matemática para calcular as duas velocidades terminais; construíram as soluções 

 
16 Os grifos realizados na transcrição dos registros escritos e de áudio dos estudantes nos quadros e excertos no 
decorre do texto foram realizados pelos autores com o propósito de evidenciar os elementos que subsidiam a 
caracterização de jogos de linguagem que emergem no desenvolvimento das atividades.  
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analíticas dos PVIs a partir da solução geral analítica e as condições iniciais fornecidas pelo 

professor-pesquisador; verificaram se as soluções analíticas eram soluções dos PVIs; 

escreveram uma expressão matemática para a função da velocidade do paraquedista no decorrer 

do tempo e traçaram o gráfico dessa função. Essas ações ocorreram predominantemente de 

forma algébrica.  

Para calcular a velocidade terminal 1 e a velocidade terminal 2, considerando 

dois valores diferentes do parâmetro 𝑚 (𝑚 = 70 𝑘𝑔 e 𝑚 = 99 𝑘𝑔), os alunos utilizaram um 

resultado obtido com a análise das soluções em relação ao comportamento do fenômeno de que 

as velocidades terminais correspondem às soluções de equilíbrio. Sendo assim, como a 

aceleração do paraquedista nas velocidades terminais é nula, os alunos assumiram que 
𝑑𝑣𝐴𝑑𝑡 = 0 

e 
𝑑𝑣𝐵𝑑𝑡 = 0 e encontraram o valor de 𝑣𝐴 e 𝑣𝐵 nessas circunstâncias. Após o cálculo das 

velocidades terminais 1 e 2, os alunos generalizaram uma expressão matemática, com os 

parâmetros 𝑚, 𝜆, 𝑔 desconhecidos, conforme ilustrado no Quadro 11, para 𝑚 = 70 𝑘𝑔. 

 
Quadro 11 - Obtenção de expressão matemática para calcular a velocidade terminal 

 
Fonte: C1_RE_AM1_G1. 

 

Outro aspecto explorado pelos alunos na análise das soluções analíticas foi a 

obtenção da solução do PVI 1 e do PVI 2, a partir da solução geral fornecida pelo professor-

pesquisador: 
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𝑣(𝑡) = √𝑔. 𝑚𝜆 . (𝐶. 𝑒2.√𝑔.𝑚𝜆 .𝜆𝑚 .𝑡 − 1)
(1 + 𝐶. 𝑒2.√𝑔.𝑚𝜆 .𝜆𝑚 .𝑡) , 𝑐𝑜𝑚 𝐶 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡𝑎𝑛𝑡𝑒 

Em um primeiro momento, os alunos construíram a solução particular 𝑣𝐴(𝑡) 

a partir da solução geral para cada valor de 𝑚 e para a condição inicial 𝑣𝐴(0) = 0. Em seguida, 

calcularam o valor de 𝑣𝐴(60) e, assim, obtiveram o valor da condição inicial 𝑣𝐵(60), para cada 

valor de 𝑚. Essa condição foi substituída na solução particular 𝑣𝐴(𝑡), resultando na solução 

particular 𝑣𝐵(𝑡). Ilustramos no Quadro 12, a construção da solução do PVI 1. 

 
Quadro 12 - Construção das soluções analíticas de cada PVI 

 
Fonte: C1_RE_AM1_G1. 
 

Obtidas as soluções particulares, os alunos verificaram se as funções 

encontradas são soluções dos PVIs. Para tanto, substituíram as soluções particulares e suas 

derivadas nas EDOs. Após verificarem as soluções particulares, os alunos escreveram uma 

função 𝑣(𝑡) definida em dois intervalos [0,60] e (60, 450] e construída por 𝑣𝐴(𝑡) e 𝑣𝐵(𝑡). Em 

seguida, traçaram o gráfico da dessa função, usando o GeoGebra, considerando diferentes 

valores para o parâmetro 𝑚, conforme o Quadro 13.  
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Quadro 13 - Verificação das soluções e construção de uma função para a velocidade 

 
 Fonte: 𝐶1_𝑅𝐸_𝐴𝑀1_𝐺1. 

 

Na avaliação do modelo matemático e interpretação das soluções em relação 

ao fenômeno modelado, os estudantes utilizaram o estudo realizado na análise qualitativa das 

soluções e relacionaram com os resultados obtidos na análise das soluções analíticas, levando 

em consideração o comportamento da velocidade do paraquedista no decorrer do tempo por 

meio dos gráficos construídos. De modo geral, a justificativa utilizada pelos alunos para dizer 

que o modelo matemático é satisfatório foi a comparação entre os resultados obtidos com a 

análise qualitativa e a análise das soluções analíticas.  

Considerando o estudo da expressão analítica e da investigação estudada 
anteriormente nos outros exercícios, podemos perceber que essa expressão analítica 
satisfaz sim as características do fenômeno estudado. Podemos perceber que no 
gráfico encontrado na questão 11, essa função v(t), relaciona com o que foi visto 
anteriormente com a queda-livre que possui velocidade crescente do paraquedista a 
partir do salto do avião, o ponto de estabilização da velocidade (velocidade terminal 
1) que acontece antes da abertura do paraquedas e o que ocorre no momento de 
abertura do paraquedas, onde a velocidade decresce até o momento da estabilização 
(velocidade terminal 2) até o pouso. Como observado nos gráficos das questões 
anteriores conseguimos notar uma semelhança entre eles e chegar à conclusão de que 
a função v(t) irá satisfazer as características do fenômeno estudado, sendo esta, o que 
ocorre com o paraquedista em relação a sua velocidade dependendo de sua massa 
durante o salto em queda livre, bem como no momento da abertura do paraquedas 
(C1_RE_AM1_G1). 
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Na interpretação das soluções em relação ao fenômeno modelado, os 

estudantes discutiram como o modelo matemático poder ser usado para realizar considerações 

sobre o fenômeno:  

Ao analisarmos qualitativamente o salto do paraquedista, verificamos que em va(0) = 
0 (o ponto inicial) é o momento em que ele salta. Após isso, conseguimos perceber 
que a partir de um certo ponto a velocidade estabiliza, logo, temos uma solução de 
equilíbrio. Já em vb(60) = va(60), que é o momento de abertura do paraquedas, a 
velocidade cai bruscamente e logo depois ela se estabiliza, onde temos outra solução 
de equilíbrio, até que o paraquedista chegue no solo a velocidade não possui 
mudanças. Observamos que a massa faz com que a velocidade varie [...]. Quanto 
maior a massa do paraquedista, maior a sua velocidade durante o salto e mais rápido 
ele cai. Analogamente, quanto menor sua massa, menor a velocidade durante o salto 
e ele chega no solo mais devagar (C1_RE_AM1_G1). 
 

Considerando os diálogos e os registros escritos dos estudantes no 

desenvolvimento dessa atividade, identificamos na próxima seção jogos de linguagem que se 

caracterizam nas ações dos estudantes. 

4.2.1.2 Identificação de jogos de linguagem que constituem aprendizagem na atividade Salto 

de Paraquedas 

 Ao analisar o modelo matemático da variação da velocidade de um 

paraquedista em queda-livre, as ações dos estudantes ocorreram mediante a três fases: Análise 

qualitativa das soluções das EDOs por meio dos campos de direções; Análise das soluções 

analíticas para os PVIs; Avaliação do modelo matemático e interpretação das soluções em 

relação ao fenômeno modelado.  

 Essas fases estão de acordo com a análise de modelos matemáticos como 

abordagem pedagógica (Soares; Borba, 2011; Javaroni; Soares, 2012) e a fase de validação do 

modelo matemático e interpretação dos resultados do desenvolvimento de uma atividade de 

modelagem matemática (Niss; Blum, 2020), na qual os estudantes realizaram a validação e 

avaliação do modelo matemático de forma qualitativa, quantitativa e comparativa.  

À luz da filosofia de Wittgenstein, podemos dizer que as ações dos estudantes 

na realização de cada uma dessas fases podem caracterizar jogos de linguagem, com os quais 

os estudantes precisam lidar para desenvolver a atividade. 

 As ações dos estudantes na análise qualitativa das soluções das EDOs 

sinalizam os jogos de linguagem: construção de campos de direção no GeoGebra; análise das 

soluções em relação ao comportamento do fenômeno; estimativas de diferentes valores 

associados ao fenômeno por meio do uso do gráfico das soluções; percepção da influência dos 

parâmetros no comportamento das soluções do modelo matemático e no comportamento do 
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fenômeno.  

Na construção de campos de direções no GeoGebra, os estudantes 

precisaram seguir as regras específicas desse software, utilizando os comandos necessários para 

essa construção. Termos específicos como ‘controle deslizante’, ‘Número 𝑛’, ‘Fator de escala 

a’, ‘Min x’, ‘Min y’, ‘Max x’, ‘Max y’ precisaram ser utilizados de forma articulada com os 

parâmetros e as variáveis do modelo matemático.  

Este jogo de linguagem sinaliza a aprendizagem dos estudantes das regras 

específicas do software GeoGebra, que os permitiram traduzir os símbolos do modelo 

matemático para os termos e comandos específicos do software. Nesse caso, o uso do recurso 

tecnológico exerceu a função de visualização, no sentido caracterizado por Greefrath (2011), 

em que os estudantes puderam visualizar de maneira gráfica uma outra forma de representar 

uma EDO.  

Na análise das soluções em relação ao comportamento do fenômeno, os 

estudantes identificaram o comportamento de diferentes soluções da EDOs, como a solução de 

equilíbrio e as soluções crescentes e decrescentes. Ao colocar o foco no fenômeno, o termo 

‘solução de equilíbrio’ é usado para designar a velocidade terminal ou velocidade constante do 

paraquedista em queda-livre ou com o paraquedas aberto, indicando a velocidade em que o 

paraquedista abre o paraquedas ou a velocidade que o paraquedista pode pousar. As soluções 

crescentes indicam a velocidade do paraquedista em queda-livre e as soluções decrescentes 

indicam a velocidade do paraquedista com o paraquedas aberto.  

Nesse jogo de linguagem, a aprendizagem dos estudantes está associada à 

aquisição de outros significados para o conceito de solução de uma EDO, a partir do seu uso na 

análise do comportamento da velocidade de um paraquedista. Os estudantes passam a ver uma 

solução de uma EDO não somente como uma função no âmbito estritamente matemático, mas 

também como o comportamento de uma variável no decorrer do tempo que, neste caso, é a 

velocidade do paraquedista. Por exemplo, a solução de equilíbrio passa a ser vista não somente 

como a solução cuja derivada da função é nula, mas também como o momento em que a 

velocidade do paraquedista se estabiliza: 

A1: A gente falou que a velocidade fica constante, mas tem que deixar bem 
especificado que ela é a solução de equilíbrio né. 
A4: Coloco que vai ficar constante até 49 m/s e colocar entre parênteses ‘solução de 
equilíbrio’. 
A3: A velocidade vai crescer de 0 a 24 segundos e vai ficar constante. Mas ela não 
decresce nunca nesse gráfico. 
A4: ela vai decrescer quando abrir o paraquedas, não vai? 
A1: É, quando abrir o paraquedas, a velocidade vai decrescer.  
A4: Ela é crescente até um momento e ela fica constante, daí abre o paraquedas e a 
velocidade diminui (𝐶1_𝑉_𝐴𝑀1_𝐺1). 
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  Nas estimativas de diferentes valores associados ao fenômeno por meio do 

uso do gráfico das soluções, os estudantes estimaram os instantes em que a velocidade do 

paraquedista começa a se estabilizar em queda-livre e com o paraquedas aberto, plotando pontos 

no gráfico das curvas integrais traçadas no software GeoGebra. Nesse jogo de linguagem, os 

alunos utilizam conhecimentos matemáticos associados à interpretação de gráficos, de forma 

articulada com o conhecimento que eles possuem sobre o fenômeno, indicando que os pontos 

nas curvas integrais plotados correspondem a diferentes valores para a velocidade do 

paraquedista em diferentes instantes do salto.  

A aprendizagem nesse jogo de linguagem envolve, dessa maneira, o uso do 

conceito de soluções de um EDO como curvas integrais, de uma maneira associada ao gráfico 

da função da velocidade do paraquedista no decorrer do salto, em que um ponto de uma curva 

integral corresponde a velocidade do paraquedista em um determinado instante. 

Na percepção da influência dos parâmetros no comportamento das soluções 

do modelo matemático e no comportamento do fenômeno, os estudantes recorreram novamente 

ao conceito de soluções de uma EDO e a relação entre essas soluções com o comportamento da 

velocidade do paraquedista em relação ao tempo. Com isso, os estudantes perceberam que a 

massa é diretamente proporcional a velocidade do paraquedista, ou seja, quanto maior a massa 

do paraquedista maior será a massa que ele atingirá em queda-livre e maior será a velocidade 

de pouso.  

Novamente, neste jogo de linguagem, os conhecimentos matemáticos dos 

estudantes parecem ser usados de forma articulada com os conhecimentos a respeito do 

fenômeno e sinalizam que a aprendizagem dos estudantes aqui está associada à constituição de 

um modo de ver de que forma os parâmetros de um modelo matemático influencia no 

comportamento do fenômeno: 

A3: Eu percebi que a gente precisa justificar porque a velocidade é proporcional a 
massa, deve ser alguma coisa a ver com a força peso. 
A1: acho que a gente pode explicar assim: quanto maior a massa maior é a força peso 
e, consequentemente, maior a velocidade terminal (C1_V_AM1_G1). 
 
G1: Percebemos que quanto maior a massa do paraquedista, maior a sua velocidade 
durante o salto e mais rápido ele cai. A velocidade em queda livre é diretamente 
proporcional à massa do objeto, considerando a gravidade e a resistência do ar. Quanto 
maior a massa do corpo, maior a velocidade limite que ele terá que atingir até que a 
resistência do ar cresça o suficiente para segurar seu peso todo e conseguir estabilizar 
a velocidade (C1_RE_AM1_G1). 
 

Diante das ações empregadas pelos estudantes na análise das soluções 

analíticas dos PVIs, identifica-se  jogos de linguagem que estão especificamente atrelados às 
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regras ensinadas na disciplina Introdução às Equações Diferenciais Ordinárias: obtenção de 

uma expressão matemática para calcular as velocidades terminais do paraquedista (soluções de 

equilíbrio); construção da solução analítica de cada PVI a partir da solução geral; verificação 

da solução analítica; construção da função da velocidade do paraquedista no decorrer do tempo.  

Na obtenção de uma expressão matemática para calcular as velocidades 

terminais do paraquedista (soluções de equilíbrio), os estudantes usaram as regras matemáticas 

de que na solução de equilíbrio a derivada da função é nula e que a aceleração é dada pela 

derivada da velocidade em relação ao tempo, identificando que as soluções de equilíbrio das 

EDOs dos dois PVIs consistem nas velocidades terminais do paraquedista.  

Nesse jogo de linguagem, regras matemáticas para o cálculo da solução de 

equilíbrio e para a resolução de equações devem ser seguidas para que os estudantes consigam 

obter sucesso nessa ação. Ao seguir essas regras, sinaliza-se em relação à aprendizagem dos 

estudantes o uso do conceito de solução de equilíbrio tal como é utilizado no âmbito matemático 

da disciplina e a aquisição de um outro significado para esse conceito, como a velocidade do 

paraquedista em que a aceleração é nula.  

Na construção da solução analítica de cada PVI a partir da solução geral, 

os estudantes usaram como regra matemática os procedimentos necessários para obtenção da 

solução de um PVI, determinada pela substituição da condição inicial dada na solução geral da 

EDO. Essa regra é aprendida na disciplina Introdução às Equações Diferenciais Ordinárias e 

deve ser seguida nesse jogo de linguagem para que as soluções particulares possam ser obtidas. 

Ao seguirem essa regra, os alunos mostram conhecimento da solução geral e da solução de um 

PVI como uma solução particular da EDO e sinalizam a aprendizagem da regra de como obter 

a solução de um PVI. 

Na verificação da solução analítica, os estudantes mostram que seguem a 

regra de como verificar a solução de uma EDO, substituindo a solução e sua derivada na 

equação. Neste jogo de linguagem, os alunos devem saber o que significa obter a solução de 

uma EDO e como ela pode ser verificada, o que sinaliza a aprendizagem de como verificar se 

uma função é solução de uma EDO, por meios analíticos.  

Na construção da função da velocidade do paraquedista no decorrer do 

tempo, os alunos reconhecem a solução de cada PVI como uma função da velocidade do 

paraquedista em um determinado intervalo de tempo e constroem uma função definida em dois 

intervalos.  

Nesse jogo de linguagem, a aprendizagem está associada ao seguir a regra 

que indica que a solução de uma EDO é uma função e usam conceitos associados à continuidade 
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de funções de uma variável para construir uma função definida em dois intervalos. Além disso, 

os estudantes expressam o uso do conceito de funções como uma relação entre duas variáveis 

do fenômeno estudado. 

As ações dos estudantes na avaliação do modelo matemático e interpretação 

das soluções em relação ao fenômeno modelado sinalizam para os seguintes jogos de 

linguagem: comparação entre os resultados obtidos com a análise das soluções analíticas e os 

obtidos com a análise qualitativa das soluções; comparação entre as soluções do modelo 

matemático e o comportamento do fenômeno; análise da influência dos parâmetros no 

comportamento do fenômeno. 

No jogo de linguagem comparação entre os resultados obtidos com a análise 

das soluções analíticas e os obtidos com a análise qualitativa das soluções, os alunos 

compararam o gráfico obtido com as soluções analíticas e os campos de direção elaborados na 

análise qualitativa. A correspondência entre as observações obtidas entre os dois tipos de análise 

foi considerada como critério para avaliar se o modelo matemático é adequado ou não para o 

fenômeno investigado. Essa comparação estabelece uma regra nesse jogo de linguagem 

utilizada como referência para tomar uma decisão a respeito da viabilidade do modelo. 

Ao seguir essa regra, sinaliza-se a aprendizagem da técnica da comparação 

para avaliar um modelo matemático (Niss; Blum, 2020), decidindo se ele é adequado ou não 

para um determinado fenômeno, em que os resultados de diferentes formas de analisar o modelo 

matemático são comparados: 

A4: A gente fez o gráfico e fez o gráfico aí [...]. 
A1: primeiro, a gente pegou a solução geral, não pode ser genérica né, para qualquer 
gravidade e lambda.  
PP: Isso, vocês precisam considerar o lambda fornecido e aceleração da gravidade 
como 9,8 m/𝑠2. 
A1: Então beleza, a gente colocou a massa como controle deslizante.  
A4: A gente considera que a solução analítica vai satisfazer as características do 
fenômeno, porque basicamente o gráfico é o mesmo que a gente viu lá no começo na 
análise qualitativa. 
PP: Entendi. E o que isso significa em relação ao fenômeno? 
A4: Basicamente, uma pessoa que não fez a análise qualitativa, não calculou a 
velocidade terminal, se ela olhar para essa função ela consegue saber o que acontece 
com o paraquedista. O ponto zero é o momento que ele salta. Em um certo ponto a 
velocidade vai estabilizar. Na hora que chegar sessenta segundos ele vai abrir o 
paraquedas, aí a velocidade vai cair até chegar no solo (C1_V_AM1_G1). 
 

Na comparação entre as soluções do modelo matemático e o comportamento 

do fenômeno, os alunos compararam as informações que possuíam a respeito do comportamento 

da velocidade do paraquedista em relação ao tempo com as soluções do modelo matemático. 

Entram em cena neste jogo de linguagem, regras associadas ao fenômeno e regras matemáticas, 
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de modo que o segundo tipo forma a condição necessária para que o comportamento do 

fenômeno possa ser descrito.  

Esse jogo de linguagem sinaliza para a aprendizagem da técnica quantitativa 

para avaliar um modelo matemático (Niss; Blum, 2020) na qual ocorre o confronto das 

informações quantitativas obtidas com o modelo matemático e as obtidas a partir de uma 

inteiração com o fenômeno.  

Na análise da influência dos parâmetros no comportamento do fenômeno, os 

estudantes observaram a influência do parâmetro 𝑚 no comportamento das soluções do modelo 

matemática, recorrendo a ferramenta controle deslizante do GeoGebra, e compararam com as 

suas observações obtidas inicialmente com a análise qualitativa, concluindo que quanto maior 

a massa do paraquedista, maior será sua velocidade e mais rápido ele cai. Este jogo de 

linguagem sinaliza que os estudantes aprendem um modo de ver o fenômeno a partir das 

análises do modelo matemático efetuadas.   

Em síntese, onze jogos de linguagem foram identificados na descrição 

gramatical dos usos da linguagem dos estudantes no desenvolvimento da atividade Salto de 

Paraquedas. Esses jogos de linguagem sinalizam para diferentes aprendizagens dos estudantes 

de forma interligada com suas ações e regras usadas, conforme o Quadro 14.  

 
Quadro 14 - Jogos de linguagem identificados na atividade Salto de Paraquedas no contexto da disciplina 

Introdução às Equações Diferenciais Ordinárias 
Fases do desenvolvimento 

da atividade 
Jogos de linguagem Sinalização de aprendizagem 

Análise qualitativa das 
soluções das EDOs 

Construção de campos de direção 
do GeoGebra. 

Aprendizagem das regras específicas do 
software GeoGebra, que os permitem 
traduzir os símbolos do modelo 
matemático para os termos e comandos 
específicos do software. 

Análise das soluções em relação 
ao comportamento do fenômeno. 

Aquisição de outros significados para o 
conceito de soluções de uma EDO. 

Estimativas de diferentes valores 
associados ao fenômeno por meio 
do uso do gráfico das soluções. 

Uso do conceito de soluções de um EDO 
como curvas integrais, de uma maneira 
associada ao gráfico da função da 
velocidade do paraquedista no decorrer 
do salto. 

Percepção da influência dos 
parâmetros no comportamento 
das soluções do modelo 
matemático e no comportamento 
do fenômeno. 

Constituição de um modo de ver de que 
forma os parâmetros de um modelo 
matemático influenciam no 
comportamento do fenômeno. 

Análise das soluções 
analíticas dos PVIs 

Obtenção de uma expressão 
matemática para calcular as 
velocidades terminais do 
paraquedista (soluções de 
equilíbrio). 

Aquisição de um outro significado para o 
conceito de solução de equilíbrio, como 
a velocidade do paraquedista em que a 
aceleração é nula. 
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Construção da solução analítica 
de cada PVI a partir da solução 
geral. 

Aprendizagem da regra de como obter a 
solução de um PVI. 

Verificação da solução analítica 
Aprendizagem de como verificar se uma 
função é solução de uma EDO, por meios 
analíticos. 

Construção da função da 
velocidade do paraquedista no 
decorrer do tempo.  

Uso do conceito de função como uma 
relação entre duas variáveis do fenômeno 
estudado. 

Avaliação do modelo 
matemático e interpretação 
das soluções em relação ao 

fenômeno modelado 

Comparação entre os resultados 
obtidos com a análise das 
soluções analíticas e com a análise 
qualitativa das soluções 

Aprendizagem da técnica da comparação 
para avaliar um modelo matemático. 

Comparação entre as soluções do 
modelo matemático e o 
comportamento do fenômeno 

Aprendizagem da técnica quantitativa 
para avaliar um modelo matemático. 

Análise da influência dos 
parâmetros no comportamento do 
fenômeno. 

Aquisição de um modo de ver o 
fenômeno a partir das análises do modelo 
matemático efetuadas.   

Fonte: os autores. 

 

Nessa atividade, considera-se que as sinalizações de aprendizagem 

ocorreram, em primeiro lugar, em relação ao conceito de soluções de uma EDO de 1ª ordem, 

em que para além do seu uso na disciplina como funções, diferentes modos de ver esse conceito 

puderam ser adquiridos: de forma associada à vetores em um campo de direções, ao 

comportamento de uma variável de um fenômeno no decorrer do tempo e como curvas 

integrais. 

Em segundo lugar, os estudantes sinalizaram a aprendizagem de conceitos e 

procedimentos de acordo com seu uso convencionado no interior dos jogos de linguagem 

matemáticos da disciplina, como a verificação de uma solução de uma EDO e a obtenção da 

solução de um PVI a partir da solução geral da EDO.  

Em terceiro lugar, observa-se que os estudantes foram envolvidos em uma 

situação de aprendizagem associada à avaliação e à validação de modelos matemáticos. 

Técnicas de avaliação de um modelo foram colocadas em ação, como a de avaliação qualitativa, 

comparativa e quantitativa. Essa aprendizagem envolve o seguir regras necessárias para a 

realização de uma fase do desenvolvimento de atividades de modelagem matemática: a 

interpretação dos resultados e validação do modelo matemático.  

As ações dos estudantes nos jogos de linguagem associados à aprendizagem 

nessa atividade foram mediadas pelo uso do software GeoGebra, que possibilitou aos alunos 

visualizar soluções, com a construção de campos direções e, com isso, fazer uma análise 

qualitativa das soluções; visualizar os gráficos das soluções analíticas; simular o 

comportamento da solução considerando diferentes valores para o parâmetro usado para indicar 
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a massa do paraquedista. Não obstante, esses jogos de linguagem foram constituídos em um 

ambiente estruturado a partir do uso de outros recursos tecnológicos, além do GeoGebra, como 

em videoconferências no Google Meet, uso do Google Docs para escrita simultânea entre os 

integrantes do grupo, mesa digitalizadora e quadro virtual para anotações que envolvem 

símbolos matemáticos e conversas no WhatsApp.  

Os jogos de linguagem indicam que os estudantes seguiram regras e usaram 

conhecimentos matemáticos estudados anteriormente na disciplina Introdução às Equações 

Diferenciais Ordinárias, como campos de direção, soluções de uma EDO (geral, particulares, 

solução de um PVI e solução de equilíbrio) em uma abordagem qualitativa e em uma abordagem 

analítica e a verificação dessas soluções, de forma articulada com conhecimentos sobre o 

fenômeno, como as forças físicas que agem sobre o paraquedista no decorrer do salto, etapas 

do salto, a velocidade do paraquedista, entre outros. Essa articulação forneceu aos alunos um 

modo de ver o comportamento da velocidade do paraquedista no decorrer do salto e a influência 

da massa nesse comportamento, ampliando-se dessa maneira a constituição de significados de 

conceitos estudados na disciplina.  

4.2.1.3 Descrição da atividade Bungee Rocket 

 A atividade ‘Bungee Rocket’ foi desenvolvida na disciplina de Equações 

Diferenciais Ordinárias em aulas remotas síncronas nas datas 29/11/2021 e 03/12/2021 e 

encontros assíncronos entre os estudantes no período de 29/11/2021 a 06/12/2021. O 

desenvolvimento dessa atividade ocorreu na segunda etapa da disciplina, que consistiu no 

estudo de Equações Diferenciais Ordinárias de ordem superior com ênfase em EDOs de 2ª 

ordem e suas aplicações.  

 Nesse contexto, o objetivo pedagógico com essa atividade foi promover aos 

alunos a resolução de PVIs de EDOs lineares homogêneas de segunda ordem com coeficientes 

constantes que expressam a variação do deslocamento da cápsula no Bungee Rocket no decorrer 

do tempo e a análise do comportamento de suas soluções em relação ao fenômeno e a influência 

dos parâmetros nesse comportamento, considerando o movimento da cápsula como um sistema 

massa-mola. A situação-problema apresentada pelo professor-pesquisador pode ser visualizada 

no Quadro 15. 

 

Quadro 15 - Situação-problema da atividade 'Bungee Rocket' 
Bungee rocket 

SlingShot Ride ou bungee rocket é um tipo de brinquedo de parque de diversões, inventado por Troy Griffin em 
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1979. Vários outros nomes são atribuídos ao brinquedo, Catapulta Bungee, Ejection Seatm, Sling Shot, entre 
outros.    
O bungee rocket consiste em cápsula esférica, na qual duas pessoas são amarradas. Cabos elásticos são fixados 
em cada lado das cápsulas e no topo de duas torres. Inicialmente a cápsula é fixada em uma plataforma de 

embarque no solo, quando a trava é liberada, a cápsula é catapultada 
verticalmente para cima, conforme a Figura 5.  
No começo do movimento, energia potencial é armazenada nos cabos 
elásticos e a gaiola é liberada. Durante a subida, a energia potencial 
elástica é convertida em energia cinética da gaiola. Ao atingir a altura 
máxima, a energia cinética é então convertida em energia potencial 
gravitacional da gaiola.  
 Em Theron (2002), encontramos algumas informações de bungee 
rocket que foram providenciados por um operador do brinquedo e por 
estimativas realistas, as quais são: ℎ = 29 𝑚, 𝑏 = 10,1 𝑚, 𝜃1 =19,20, m 𝑙2 = 30,7𝑚 (comprimento do cabo distendido até a posição 
A) e 𝑙0 = 10 𝑚 (comprimento do cabo não distendido); o número de 
total de cordas elásticas é seis, três em cada lado. O operador do 
bungee rocket indicou uma constante de elasticidade 𝑘 = 160 𝑁/𝑚 
para cada corda. A massa total é: 𝑚 = 300 kg, 𝑔 = 9,8 𝑚/𝑠2.  

Na posição A, imediatamente após a trava ter sido liberada, 
a velocidade inicial é de 8,221 m/s.  

 
Problema 
Uma informação interessante para quem deseja ser um passageiro da cápsula do Bungee Rocket, 
principalmente para aqueles que possuem medo de altura, é a altura máxima atingida pela cápsula durante o 
movimento. Assim, podemos perguntar: 

• Qual é a altura máxima atingida pela cápsula no Bungee Rocket? Em que instante a cápsula atinge 
essa altura?  

Um segundo aspecto que é interessante para o passageiro diz respeito a aceleração da cápsula durante o 
movimento. Sabemos que para acelerações acima de 5G aplicadas ao corpo humano (sendo G a constante 
gravitacional aplicada ao corpo humano ao nível do mar, aproximadamente 9,8 𝑚/𝑠2), é provável que a 
pessoa desmaie sem uma preparação adequada. Nesse contexto, uma segunda pergunta é: 

• Qual é a aceleração atingida pela cápsula em movimento no decorrer do tempo? Essa aceleração 
corresponde a quantas vezes a constante gravitacional 𝐺?  

 

Fonte: os autores. 

 

A partir dessa situação-problema, o professor-pesquisador apresentou aos 

estudantes dois modelos matemáticos da variação do deslocamento vertical da cápsula do 

Bungee Rocket em relação ao tempo, um que não considera a força de resistência do ar (𝐹𝑟) e 

descreve um movimento livre sem amortecimento e outro que considera essa força e descreve 

um movimento livre amortecido. A dedução desses modelos foi feita previamente pelo 

professor-pesquisador e teve como base os modelos matemáticos para sistemas massa-mola, 

conforme o Quadro 16. 

 
Quadro 16 - Modelo matemático da atividade Bungee Rocket 

• Variáveis: 𝑥(𝑡) = deslocamento vertical da cápsula, em metros, a partir de sua posição de equilíbrio no instante t.  𝑡 = tempo em segundos.  𝑙 = comprimento da corda elástica. 
• Dedução dos modelos matemáticos: 

(I) Sem considerar a força de resistência do ar: movimento harmônico simples ou movimento livre 
sem amortecimento 

Na vertical, podemos considerar duas forças: 

Figura 5  - Bungee Rocket 

Fonte: Theron (2002). 
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Força de atração da gravidade 𝑭𝒑, equivalente a força peso: 𝐹𝑝 = 𝑚. 𝑔. Sendo 𝑚 a massa da cápsula e 𝑔 a 
aceleração da gravidade.  
Força restauradora ou força elástica 𝑭𝒆 da mola (ou cordas elásticas), em sentido contrário à Força Peso. 
Segundo a Lei de Hooke, quando uma mola é distendida por uma força externa (nesse caso pela força peso), 
uma força elástica restauradora passa a exercida em sentido contrário e mesma direção que a força externa. Essa 
força restauradora 𝐹𝑒 é proporcional ao deslocamento da mola (𝑥).  𝐹𝑒 = 𝜆. 𝑥 
Em que 𝜆 é a constante de elasticidade da mola (𝑁/𝑚).  

(a) Posição de equilíbrio da cápsula (encontrando o coeficiente de elasticidade): 
Na posição de equilíbrio, temos 𝐹𝑝 = 𝐹𝑒.  
Sabemos que a massa da cápsula é 𝑚 = 300𝑘𝑔, 𝑔 = 9,8𝑚/𝑠2, o comprimento da 
corda elástica não distendida é 𝑙0 = 10 𝑚 e a constante de elasticidade de cada 
corda é 𝑘 = 160 N/m. Ao acoplar a cápsula no sistema, o comprimento da corda 
elástica passa a ser 𝑙1. Assim, temos: 𝐹𝑝 = 𝐹𝑒 ⇒ 𝑚. 𝑔 = 6𝑘(𝑙1 − 𝑙0) 
Multiplicamos a constante de elasticidade por 6, pois em cada lado da cápsula temos 
três cordas. Substituindo as informações, temos: 𝑙1 = 13,0625 𝑚. 
O deslocamento vertical da cápsula 𝑠 para a distensão 𝑙1 − 𝑙0 nas cordas elásticas é 
dado por:  (𝑙1)2 = (𝑠)2 + (𝑏)2 ⇒ 𝑠 = √(13,0625 )2 − (10,1)2 ⇒ 𝑠 = 8,283652 𝑚 

O corpo está em repouso, portanto, 8,283652 𝑚 abaixo do topo das vigas laterais.  Considerando o coeficiente 
de elasticidade 𝜆 no deslocamento vertical: 𝑚. 𝑔 = 𝜆. 𝑠 ⇒ 300.9,8 = 𝜆. 8,283652 ⇒ 𝜆 = 354,9159236 N/m 

(b) Posição inicial da cápsula 
Na posição inicial da cápsula, considerando a Lei de Hooke, temos: 𝐹𝑒 = 𝜆. (𝑥 + 𝑠) 
Com 𝜆 = 354,9159236 N/m. A segunda lei de Newton estabelece que as forças 
que atuam sobre um corpo (∑ 𝐹) é proporcional à massa do corpo pela sua 
aceleração, ou seja ∑ 𝐹 = 𝑚. 𝑎. Assim: ∑ 𝐹 = 𝐹𝑝 − 𝐹𝑒 = 𝑚. 𝑎 ⇒ 𝑚. 𝑔 − 𝜆. (𝑥 + 𝑠) = 𝑚. 𝑎 

Seja 𝑎 = 𝑑2𝑥𝑑𝑡2, temos 𝑚. 𝑔 − 𝜆. 𝑠 − 𝜆. 𝑥 = 𝑚. 𝑑2𝑥𝑑𝑡2 

Sabemos que 𝑚. 𝑔 − 𝜆. 𝑠 = 0. O que resulta em: 𝑑2𝑥𝑑𝑡2 + 𝜆𝑚 . 𝑥 = 0 

Na posição inicial 𝑥 = ℎ − 𝑠. Logo, 𝑥(0) = 29 − 8,283652 = 20,716348 𝑚. Além disso, 𝑥′(0) =8,221 𝑚/𝑠 que expressa a velocidade inicial da cápsula. Temos, portanto, o seguinte problema de valor inicial: 𝑷𝑽𝑰 𝟏: { 𝒅𝟐𝒙𝒅𝒕𝟐 +  𝝎𝟐. 𝒙 = 𝟎𝒙(𝟎) = 𝟐𝟎, 𝟕𝟏𝟔𝟑𝟒𝟖 𝒎; 𝒙′(𝟎) = 𝟖, 𝟐𝟐𝟏 𝐦/𝐬 

Com 𝜔2 = 𝜆𝑚, 𝜆 = 354,9159236 N/m e 𝑚 = 300 kg.  

(II) Considerando a força de resistência ar: movimento livre amortecido 
Considerando a força de resistência do ar 𝐹𝑟  como uma força de amortecimento, agindo em sentido contrário 
ao movimento, temos conforme a Segunda Lei de Newton: ∑ 𝐹 = 𝐹𝑝 − 𝐹𝑒 − 𝐹𝑟 = 𝑚. 𝑎 

Podemos tomar como hipótese que a força de resistência do ar é proporcional a velocidade, ou seja, 𝐹𝑟 = 𝛽. 𝑑𝑥𝑑𝑡 , 

sendo 𝛽 coeficiente de atrito.  

Assim, 𝑚. 𝑑2𝑥𝑑𝑡2 = (𝑚. 𝑔 − 𝜆𝑠) − 𝜆𝑥 − 𝛽. 𝑑𝑥𝑑𝑡 . Como 𝑚. 𝑔 − 𝜆𝑠 = 0, temos: 𝑑2𝑥𝑑𝑡2 + 𝛽𝑚 . 𝑑𝑥𝑑𝑡 + 𝜆𝑚 𝑥 = 0 

Utilizando as condições iniciais 𝑥(0) = 20,716348 𝑚; 𝑥′(0) = 8,221, com 𝜆, 𝛽 ∈ ℝ>0. Temos o seguinte 
PVI: 𝑷𝑽𝑰 𝟐: { 𝒅𝟐𝒙𝒅𝒕𝟐 +  𝟐𝜸. 𝒅𝒙𝒅𝒕 +  𝝎𝟐𝒙 = 𝟎𝒙(𝟎) = 𝟐𝟎, 𝟕𝟏𝟔𝟑𝟒𝟖 𝒎; 𝒙′(𝟎) = 𝟖, 𝟐𝟐𝟏 𝟖, 𝟐𝟐𝟏 𝐦/𝐬 

Com 𝜔2 = 𝜆𝑚 e 2𝛾 = 𝛽𝑚, temos: 

Três casos são possíveis para o movimento livre amortecido: 
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CASO 1: 𝛾2 − 𝜔2 > 0. Nesta situação, dizemos que o sistema é superamortecido pois o coeficiente de 
amortecimento 𝛽 é grande quando comparado com a constante de elasticidade 𝜆. A solução para a EDO é, 
portanto: 
CASO 2: 𝛾2 − 𝜔2 = 0. Dizemos que o sistema é criticamente amortecido, pois qualquer decréscimo na força 
de amortecimento resulta em um movimento oscilatório.  
CASO 3: 𝛾2 − 𝜔2 < 0. Dizemos que o sistema é subamortecido, pois o coeficiente de amortecimento é 
pequeno se comparado à constante de elasticidade. As raízes 𝑟1 e 𝑟2  são complexas: 

Fonte: Os autores. 

 

 O desenvolvimento dessa atividade ocorreu por meio das seguintes fases: 

Análise do modelo matemático do movimento harmônico simples; Análise do modelo 

matemático do movimento livre amortecido; Avaliação e interpretação dos modelos 

matemáticos em relação ao fenômeno; Resolução dos problemas propostos. 

A análise do modelo matemático do movimento harmônico simples foi 

realizada por meio da resolução do PVI 1 e a análise de sua solução a partir do seu gráfico 

traçado no GeoGebra, da influência dos parâmetros 𝑚 (massa) e 𝜆 (coeficiente de elasticidade) 

no seu comportamento e da interpretação dos resultados em relação ao fenômeno.   

A resolução do PVI 1 utilizando o método dos coeficientes constantes e a 

análise do comportamento da solução por meio do gráfico traçado no software GeoGebra 

podem ser vistos no Quadro 17. 

 
Quadro 17 - Resolução do PVI 1 e análise do comportamento da solução na atividade Bungee Rocket 

 
Fonte: 𝐶1_𝑅𝐸_𝐴𝑀3_𝐺1. 

 

Analisando o gráfico da solução do PVI 1 que expressa o movimento livre 

sem amortecimento da cápsula do ‘Bungee Rocket’ no decorrer do tempo, os estudantes 
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argumentaram que o comportamento do movimento da cápsula é periódico e possui uma 

amplitude fixa, conforme o Quadro 17. 

Outro aspecto analisado no gráfico da solução do PVI 1 foi o período e a 

frequência e seus usos em relação ao deslocamento da cápsula no decorrer do tempo. Os 

estudantes determinaram o período e frequência de forma analítica e de forma gráfica, plotando 

dois pontos no gráfico da solução para encontrar o tempo que leva para o movimento se repetir. 

Em seguida, os estudantes realizaram uma análise da influência dos parâmetros 𝑚 (massa) e λ 

(coeficiente de elasticidade) no comportamento da solução, utilizando a ferramenta controle 

deslizante do GeoGebra e realizando considerações em relação ao período e a frequência do 

movimento para diferentes valores desses parâmetros. A partir dos resultados obtidos, os 

estudantes realizaram interpretações em relação ao fenômeno estudado, decidindo se o modelo 

matemático do movimento harmônico simples é adequado (Quadro 18). 

 
Quadro 18 - Análise da influência dos parâmetros na solução e interpretação dos resultados na atividade Bungee 

Rocket 

 
Fonte: 𝐶1_𝑅𝐸_𝐴𝑀3_𝐺1. 
 

Como resultado na análise da solução do PVI 1, os estudantes argumentaram 

que a solução obtida não é um modelo matemático adequado para descrever o deslocamento da 

cápsula no decorrer do tempo, pois não leva em consideração a força de resistência do ar, o que 



113 

implica, de acordo com esse modelo, que o deslocamento da cápsula seria infinitamente 

periódico.  

Na Análise do modelo matemático do movimento livre amortecido, que 

considera a força de resistência do ar no movimento da cápsula no decorrer do tempo como 

uma força de amortecimento, os alunos justificaram porque o movimento pode ser considerado 

livre e amortecido; resolveram o PVI 2 considerando três casos possíveis: movimento 

superamortecido, amortecimento crítico e subamortecido (Quadro 19); analisaram o 

comportamento da solução para cada um dos três casos e identificaram o caso que se adequa ao 

comportamento do fenômeno. 

 
Quadro 19 - Resolução do PVI 2 na atividade Bungee Rocket 

 
Fonte: 𝐶1_𝑅𝐸_𝐴𝑀3_𝐺1. 

 

Para analisar o comportamento da solução do PVI 2 em cada um dos casos 

considerados, sabendo que 𝜔2 = 𝜆𝑚 e 𝛾 = 𝛽2𝑚 e tendo em vista que os valores de 𝜆 e 𝑚 foram 

fornecidos pelo professor-pesquisador, os estudantes calcularam para quais valores de  𝛽 o 

movimento pode ser classificado como superamortecido (𝛾2 − 𝜔2 > 0), amortecimento crítico 

(𝛾2 − 𝜔2 = 0) ou subamortecido (𝛾2 − 𝜔2 < 0). Como resultado, obtiveram que o movimento 
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pode ser considerado como amortecimento crítico para 𝛽 = 652,6097, subamortecido para 𝛽 < 652,6097 e superamortecido para  𝛽 > 652,6097. Em posse dessa classificação, os 

estudantes plotaram o gráfico da solução do PVI 2 e criaram um controle deslizante para o 

parâmetro 𝛽, com a finalidade de analisar o comportamento da solução para cada um dos casos 

(Quadro 20). 

 
Quadro 20 - Análise da solução do PVI 2 para três casos distintos na atividade Bungee Rocket 

 
Fonte: 𝐶1_𝑅𝐸_𝐴𝑀3_𝐺1. 
 

A partir da análise do comportamento dos três casos possíveis para a solução 

do PVI 2, os alunos identificaram, com base no comportamento do fenômeno, qual tipo de 

amortecimento corresponde ao deslocamento da cápsula no decorrer do tempo no Bungee 

Rocket.  

G1: Considerando o movimento da cápsula do brinquedo Bungee Rocket nos 3 casos 
analisados (superamortecido, criticamente amortecido e subamortecido), concluímos 
que esse movimento pode ser classificado como subamortecido. Pois, ao analisarmos 
os três gráficos obtidos no item d), verificamos que no caso superamortecido a cápsula 
não realiza o movimento de oscilação, apenas tende a posição de equilíbrio, no caso 
criticamente amortecido temos que a cápsula passa apenas uma vez pela posição de 
equilíbrio e tende a ela e, no caso subamortecido, temos várias oscilações que 
convergem para posição de equilíbrio. Além disso, é possível observar no vídeo do 
Bungee Rocket, que esse caso subamortecido é o que mais se aproxima ao 
deslocamento da cápsula no decorrer do tempo (C1_RE_AM3_G1).  
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G1: Quando o tempo tende a infinito a amplitude do movimento tende a solução de 
equilíbrio, pois as forças de atração da gravidade e a força elástica tendem a se igualar 
quando o tempo tende ao infinito, logo, a amplitude vai diminuindo até que a cápsula 
pare em sua posição de equilíbrio, pois é o momento no qual as forças se anulam 
(C1_RE_AM3_G1). 

 
Na Avaliação e interpretação dos modelos matemáticos em relação ao 

fenômeno, os estudantes compararam o modelo matemático resultante da solução do PVI 1, que 

descreve um movimento livre sem amortecimento, com o modelo matemático resultante da 

solução do PVI 2 no caso do movimento subamortecido, apontando semelhanças e diferenças 

entre os dois modelos, bem como seus pontos fortes e fracos em relação ao fenômeno.  

G1: Podemos inferir como diferenças que x1(𝑡) [solução do PVI 1] não possui forças 
de amortecimento (resistência do ar) que agem sobre essa função, ao contrário 
de x2(t) [solução do PVI 2] que possui. Como semelhanças, podemos apontar que o 
gráfico das duas funções oscila, entretanto, há diferenças entre as funções quando o 
tempo tende a infinito, pois de x2(t) possui um fator “e” que multiplica a equação, 
levando essa função a convergir para a solução de equilíbrio, o que não acontece x1(𝑡). 
Como ponto forte de x1(𝑡) podemos apontar que a função possui um movimento x1(𝑡) 
oscilatório e como ponto fraco é que ela não corresponde ao fenômeno, já que neste 
caso o deslocamento da cápsula oscila infinitamente. 
Pontos fracos de x2(t) é o fato de não considerar outras forças horizontais que agem 
sobre a cápsula em deslocamento, por exemplo, a velocidade do vento. Entretanto, 
seu ponto forte é corresponder de forma mais condizente ao fenômeno. 
Logo, x2(t)  é a função mais adequada para descrever o deslocamento vertical da 
cápsula no decorrer do tempo (C1_RE_AM3_G1). 

 
Para responder o problema ‘Qual é a altura máxima atingida pela cápsula no 

Bungee Rocket? Em que instante a cápsula atinge essa altura?’ os alunos realizaram um 

deslocamento vertical da função 𝑥(𝑡) de 20,716348 e multiplicaram 𝑥(𝑡) por (-1) para inverter 

a posição do ponto máximo e mínimo da função, determinando uma função ℎ(𝑡) para a altura 

da cápsula em relação ao solo. 

Em seguida, os estudantes estimaram o valor do coeficiente de resistência do 

ar β, uma vez que o valor deste parâmetro não foi apresentado na situação-problema da 

atividade. Para isso, os alunos utilizaram um vídeo17 mostrado pelo professor-pesquisador na 

aula do dia 29/11/2021 de uma gravação de um Bungee Rocket funcionando na Nova Zelândia 

e contaram o número de oscilações da cápsula do início do movimento até se estabilizar na 

posição de equilíbrio. Com base nessa observação, os alunos movimentaram o controle 

deslizante do parâmetro  β no GeoGebra e visualizaram simultaneamente o gráfico da função ℎ(𝑡). Considerando o número de oscilações no gráfico e o número de oscilações da cápsula no 

Bungee Rocket a partir do vídeo, estimou-se o valor de β em aproximadamente 55 kg/s. A 

resposta do problema 1 pode ser vista no Quadro 21. 

 
17 Bungee Rocket, Christchurch, NZ. Disponível em: <https://www.youtube.com/watch?v=FezXTlHpodw>. 
Acesso em: 29. nov. 2021. 
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Quadro 21 - Resposta para o problema da altura máxima na atividade Bungee Rocket 

 
Fonte: 𝐶1_𝑅𝐸_𝐴𝑀3_𝐺1. 
 
 

Para responder o segundo problema proposto ‘Qual é a aceleração atingida 

pela cápsula em movimento no decorrer do tempo? Essa aceleração corresponde a quantas 

vezes a constante gravitacional 𝐺?’ os alunos consideraram que a aceleração da cápsula em 

movimento no Bungee Rocket é dada pela derivada segunda do deslocamento em relação ao 

tempo 𝑎 = 𝑑2𝑥𝑑𝑡2. Dessa maneira, para encontrar a função da aceleração em relação ao tempo, 

utilizaram o GeoGebra e calcularam a derivada segunda da função 𝑥(𝑡), determinando uma 

função 𝑎(𝑡) para a aceleração da cápsula em relação ao tempo. 

Por fim, utilizando a estimativa feita para o parâmetro 𝛽 por meio do vídeo 

disponibilizado pelo professor-pesquisador, calcularam a aceleração máxima atingida pela 

cápsula no decorrer do tempo e indicaram a força G máxima que age sobre a cápsula em 

movimento. Para tanto, plotaram o maior ponto máximo e o menor ponto mínimo no gráfico da 

função da aceleração em relação ao tempo e calcularam a aceleração máxima atingida pela 

cápsula (Quadro 22). 
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Quadro 22 - Resposta para o problema 2 na atividade Bungee Rocket 

 
Fonte: 𝐶1_𝑅𝐸_𝐴𝑀3_𝐺1. 
 

 Em síntese, o desenvolvimento da atividade Bungee Rocket na disciplina 

Introdução às Equações Diferenciais Ordinárias se deu na análise de dois modelos matemáticos 

da variação do deslocamento da cápsula do brinquedo em relação ao tempo, um que considera 

o movimento como harmônico simples e outro que considera como livre amortecido. O estudo 

realizado levou em consideração conhecimentos associados às EDOs de 2ª ordem.  

 A partir das ações dos estudantes no desenvolvimento dessa atividade, 

identifica-se na próxima seção os jogos de linguagem associados à aprendizagem, levando em 

consideração os usos da linguagem e as regras utilizadas pelos estudantes.  

4.2.1.4 Identificação de jogos de linguagem que constituem a aprendizagem na atividade 

Bungee Rocket 

Diferente da atividade Salto de Paraquedas no contexto da disciplina 

Introdução às Equações Diferenciais Ordinárias, na atividade Bungee Rocket os estudantes 

analisaram dois modelos matemáticos para um mesmo fenômeno e já estavam familiarizados 
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com técnicas de resolução de EDOs de 1ª ordem e 2ª ordem. Nessas circunstâncias, para além 

de analisar os modelos matemáticos, eles resolveram os PVIs e determinaram as soluções 

analíticas. 

Essa possibilidade de analisar um ou mais modelos matemáticos para um 

mesmo fenômeno é proposta na literatura sobre análise de modelos como abordagem 

pedagógica (Soares; Borba, 2011) e na literatura que versa sobre as fases e ações do 

desenvolvimento de atividades de modelagem matemática, como uma possibilidade de 

avaliação dos modelos matemáticos (Niss; Blum, 2020).  

Podemos caracterizar as seguintes fases no desenvolvimento dessa atividade: 

Análise do modelo matemático do movimento harmônico simples; Análise do modelo 

matemático do movimento livre amortecido; Avaliação e interpretação dos modelos 

matemáticos em relação ao fenômeno; Resolução dos problemas propostos. Em cada fase, 

jogos de linguagem podem ser identificados nas ações dos estudantes e nas regras seguidas por 

eles.  

Na análise do modelo matemático do movimento harmônico simples, os 

seguintes jogos de linguagem foram identificados: resolução analítica do PVI 1, análise do 

comportamento da solução a partir do seu gráfico e em relação ao fenômeno, cálculo do período 

e da frequência do movimento, análise da influência de parâmetros no comportamento da 

solução e interpretação dos resultados em relação ao fenômeno.  

Na resolução analítica do PVI 1, os estudantes utilizaram o método de 

resolução de uma EDO linear de 2ª ordem com coeficientes constantes, que recorre a equação 

característica da EDO e a solução depende da natureza de suas raízes. Esse método já havia 

sido ensinado pela professora-regente em aulas anteriores ao desenvolvimento essa atividade, 

assim como o modo de encontrar a solução de um PVI de 2ª ordem. 

Resolver o PVI 1 proposto pelo professor-pesquisador na atividade pode ser 

caracterizado como um jogo de linguagem comum das aulas da disciplina e se assemelha a um 

dos exemplos de jogos de linguagem apresentados por Wittgenstein, resolver uma tarefa de 

cálculo aplicado (Wittgenstein, IF, § 23). Ao jogar esse jogo na atividade Bungee Rocket, os 

estudantes mostram a aprendizagem de regras matemáticas específicas da disciplina, com a 

finalidade de determinar a solução de um PVI.  

Na análise do comportamento da solução a partir do seu gráfico e em relação 

ao fenômeno, os estudantes construíram o gráfico da solução analítica com o auxílio do software 

GeoGebra, em seguida, observaram o comportamento da curva no decorrer do tempo e suas 

implicações no deslocamento da cápsula no brinquedo. Nesse jogo de linguagem, podemos 
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indicar que os estudantes estabeleceram uma relação entre o modelo matemático e o fenômeno, 

justificando o comportamento da solução a partir da ausência da consideração da força da 

resistência no ar no modelo matemático.  

A aprendizagem nesse jogo de linguagem está associada ao uso da solução 

do PVI 1 como uma regra matemática que indica o modo como o fenômeno se comporta ao 

olharmos para ele por meio da lente matemática envolvida no modelo. Um modo de ver o 

fenômeno, que leva em conta aspectos matemáticos, é adquirido (Quadro 23).  

 
Quadro 23 - Diálogos dos estudantes na análise da solução do PVI 1 na atividade Bungee Rocket 

 

 

A2: Nesse caso ele permanece porque não tem... 
como está escrito... 
A4: Seria livre de amortecimento? Porque ele não 
tem amortecimento né. 
A2: Isso, aí ele vai ficar constante. Sempre tem o 
mesmo comportamento no intervalo. 
A1: Como você falou fer. 
A2: A cápsula não para nesse intervalo aí, porque ela 
não tem amortecimento. É livre de amortecimento. 
A4: O movimento não diminui então ela é continua? 
A2: Ela está num intervalo contínuo. 
A1: O movimento é constante né. 
A2: É, o movimento não para. 
PP: Por que o movimento é constante?  
A2: O intervalo que o movimento se repete é 
constante né. 
PP: Quando a gente fala que o movimento é constante 
seria ... 
A2: Uma reta. 
PP: Isso. 

A1: Uma coisa que a gente tem que considerar A4, é aqui seria o chão de onde a cápsula é lançada [apontando 
com o cursor do mouse para uma região formada pelos pontos máximos do gráfico] e aqui seria o ponto máximo 
que a cápsula atinge [apontando com o cursor do mouse para uma região formada pelos pontos mínimos do 
gráfico] 
A4: Ah entendi, eu estava pensando que era o contrário. Ai eu até fui procurar como funciona, porque achei 
que você subia de uma determinada altura, entrava na cápsula e ela era solta e depois voltava sabe. 
A1: É não. 

Fonte: C1_V_AM3_G1. 

 
No cálculo do período e da frequência do movimento, os estudantes 

utilizaram dois modos diferentes de determinar o período, uma por meio do gráfico da função 

traçado no GeoGebra e outra mediante a uma regra matemática para calcular o período de uma 

função periódica (𝑃 = 2𝜋𝜔 ), em que 𝜔 é o parâmetro que multiplica a variável independente; e 

recorreram ao conceito da frequência como uma grandeza inversa do período.  

Nesse jogo de linguagem, os estudantes recorrem a regras matemáticas para 

determinar propriedades da solução enquanto uma curva e como deslocamento da cápsula no 

decorrer o tempo. O uso dessas regras sinaliza para a aprendizagem do conceito de período e 

frequência de uma função trigonométrica. Eles aprendem o uso dessas regras por meio de uma 
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intervenção do professor-pesquisador e de interações com seus pares que os levou a perceberem 

como podem calcular o período de uma função trigonométrica qualquer. Como resultado, os 

estudantes realizaram uma construção geométrica no GeoGebra para indicar o período da 

solução (Quadro 24).  

 
Quadro 24- Diálogos dos estudantes no cálculo do período e da frequência da solução do PVI 1 na atividade 

Bungee Rocket 

 

A1: O período corresponde ao menor intervalo 
de tempo que acontece a repetição de 
determinado fenômeno [lendo uma informação 
obtida com pesquisa na internet]. 
A2: Então, é de 0 a alguma coisa. De 0 a infinito, 
porque não vai parar. 
A1: Ah tá, período é isso aqui ó. Deixa-me dar 
um zoom aqui. Ela começa aqui, desce e sobe.  

Se eu continuar desse ponto em diante já é uma repetição né.... O período é todo esse movimento aqui, até aqui... 
[apontando para o comportamento da curva que se repete no decorrer do tempo]. Então esse é o período...E 
como descobre o valor disso? 
A2: Colocar dois pontos? 
A1: Você me deu uma ideia. A gente pode colocar um ponto aqui e traçar uma reta. 
A2: Sim, faz a interseção e aí vai achar o outro ponto. 
A2: O período vai de 0 a 5,78. 
Gráfico da função 𝒔𝒆𝒏(𝒙) traçado por A1 no GeoGebra 

 
Gráfico da função 𝒔𝒆𝒏(𝟐𝒙) traçado por A1 no GeoGebra 

 

PP: Perguntaram da frequência e do período né. 
Então, o que é o período? 
A1: Nós traçamos um ponto e uma 
perpendicular ao eixo y e depois a intersecção 
dessa perpendicular com a curva. Mas tá certo 
isso aqui? Porque a gente não sabe calcular. 
PP: É, essa é uma forma de obter o período. E 
como vocês podem calcular o período de uma 
função trigonométrica? 
A2: Esse é o problema né. 
PP: Tá, amplia aí o GeoGebra. Vou explicar 
como faz o cálculo, mas essa é uma forma de 
obter o período. Aí vocês escolhem. 
PP: Então, vai lá, traça o gráfico da função 
sen(x). Qual é o período dessa função? [...] É o 
tempo que demora para dar uma volta no círculo 
trigonométrico. 
A1: 0 a 2 pi. 
PP: Então qual é o período? 

A1: 2 pi. 
A1: Até aqui. 
PP: Trace agora o gráfico da função sem(2x). Qual é o período? 
A1: é pi aparentemente. 
PP: Trace agora da função sen(3x). qual é o período dessa função?  
A1: 2pi sobre três? 
PP: Isso, exato.  
PP: Então qual é o período da função sen(4x)? 
A1: tem que dar pi sobre dois né 
PP: Isso, exato. Então qual é o período da função de vocês, olhando para o que está multiplicando a variável 
independente 
A4: Vai ser dois pi? 
PP: Não, dois pi sobre o que? 
A1: 1,09? 
PP: Isso.  
PP: A frequência é o inverso do período. Como podemos calcular a frequência. 
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A1: vai ficar C/2pi. 
PP: Isso. Ou 1 sobre o período. E o que a frequência significa? 
A2: A gente achou que era o número de vezes que ela se repetia. 
PP. Isso. Em uma unidade de tempo. 
A1: deu 0.17. Tá certo isso aqui? 
PP: O que isso significa? 
A1: que a cápsula percorre 0,17 de um movimento completo em um segundo. 

Fonte: C1_V_AM3_G1. 

 

Na análise da influência de parâmetros no comportamento da solução, os 

estudantes inseriram no GeoGebra controles deslizantes para os parâmetros 𝑚 e 𝜆, que 

designam a massa e o coeficiente de elasticidade, respectivamente. Ao movimentar esses 

controles, modificações na curva da solução foram percebidas e interpretadas em relação à 

frequência e ao período do deslocamento da cápsula (Quadro 25). 

 
Quadro 25 - Análise da influência de parâmetros no comportamento da solução do PVI 1 na atividade Bungee 

Rocket 

 

A1: Se a gente mexe o lambda, altera tudo, amplitude, período e 
frequência. 
PP: O que acontece com o período quando o lambda aumenta? 
A1: Quanto maior o lambda, mais o gráfico de aproxima do gráfico 
anterior [referindo-se ao gráfico com valores dos parâmetros fixos] 
PP: Assim, é que vocês estão aumentando o lambda né, mas o intervalo 
do controle deslizante ali de m e de lambda tá em um intervalo pequeno. 
A1: Então veja, quanto maior o lambda, a frequência fica menor e o 
período fica menor. 
PP: Não, a frequência aumenta né. 
A2: é, se o período diminui então a frequência aumenta né. 
PP: Para vocês analisarem a frequência, tracem uma reta paralela ao eixo 
y que intercepta o gráfico ali em x=10. 
A1 Traça a reta sugerida pelo PP no GeoGebra. 
PP: Olhando nesse intervalo de tempo de 0 a 10. Supondo que a unidade 
de tempo seja 10 s, quantos períodos cabem? Então, é isso, essa é a 
frequência. Mexe no parâmetro lambda, o que acontece com a 
frequência quando o lambda diminui? 
A4: diminui 
PP: E o período? 

A4: aumenta. 
A4: Então quanto maior o lambda, menor o período e maior a frequência. 
PP: Ai tem que pensar depois o que isso significa à luz do fenômeno. 
A1: Perai, quanto maior o lambda maior a frequência e menor o período [movimentando o parâmetro lambda 
no controle deslizante] 
PP: Isso, todos concordam? 
A4 e A2: Sim. 
A1: Porque, frequência tem mais movimentos até 10 [movimentando o parâmetro lambda e visualizando o 
gráfico] 
PP: Isso, considerando o intervalo de tempo de 0 a 10. 
A1: E quanto maior a massa, menor a frequência e maior o perímetro. 
PP: E tá acontecendo outra coisa, além da frequência e do período. 
A1: Amplitude né. 
PP: O que acontece com ela. 
A1: A amplitude cresce quando a massa aumenta.  

Fonte: C1_V_AM3_G1. 
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Nesse jogo de linguagem, a aprendizagem está associada ao uso do modelo 

matemático como uma condição para descrição do comportamento do fenômeno, funcionando 

como uma regra, na qual mudanças do seu modo de aplicar gera implicações no comportamento 

do fenômeno percebido. Com isso, os estudantes perceberam que a massa da cápsula (𝑚) é 

diretamente proporcional ao período do movimento e, consequentemente, inversamente 

proporcional a frequência do movimento. Por outro lado, o coeficiente de elasticidade λ é 

inversamente proporcional ao período e diretamente proporcional a frequência do movimento.  

Na interpretação dos resultados em relação ao fenômeno ocorreu uma 

avaliação qualitativa do modelo matemático, comparando o comportamento da solução com as 

características do fenômeno e indicando que o modelo matemático do movimento harmônico 

simples não é adequado, pois não leva em consideração a força de resistência do ar, o que 

implica que a cápsula oscilaria infinitamente em uma mesma amplitude.  

Nesse jogo de linguagem, a aprendizagem está associada ao aprendizado de 

uma técnica da avaliação qualitativa do modelo matemático, cujo foco direciona-se para as suas 

propriedades estruturais (Niss; Blum, 2020), o que fornece a formulação de justificativas para 

o seu aceite ou não, a partir do estudo das hipóteses consideradas inicialmente (Javaroni; Soares, 

2012). 

PP: Olhando para a função encontrada o que vocês podem dizer sobre o fenômeno? 
A1: Podemos dizer que essa função não se enquadra ao fenômeno. 
PP: Por que não se enquadra? E quais as implicações dessa função para o fenômeno? 
Como seria o fenômeno, se essa função descrevesse o fenômeno? 
A4: Seria o fato de faltar a resistência do ar. Porque se a função valesse, a cápsula 
bateria no chão né. Ela ia ir e voltar e na outra [referindo-se à solução do PVI 2] como 
considera a resistência do ar, há uma queda brusca na velocidade. 
A4: A função sem pensar na resistência do ar, ela funciona. Mas se pensarmos no 
brinquedo em si, essa função não funciona porque não considera a força de resistência 
do ar. [...] 
A4: Sabe uma coisa interessante. Se a gente ignorar a gravidade e a resistência do ar, 
ela [referindo-se à cápsula] vai subir e descer infinitamente, porque não tem nada que 
pare ela. Porque não tem o amortecimento né... Agora entendi, o amortecimento é a 
força de resistência do ar... Entendi! 
A1: É que você ainda não abriu o gráfico do outro PVI. Tem um que é parecido com 
esse aqui, mas conforme o tempo vai passando, a amplitude vai diminuindo até que a 
cápsula tende a parar. 
A4: Entendi, é conforme desce e sobe, a força de resistência do ar faz com que a 
cápsula perca velocidade até parar (C1_V_AM3_G1). 
 

Na fase Análise do modelo matemático do movimento livre amortecido, que 

considera a força de resistência do ar no movimento da cápsula no decorrer do tempo como 

uma força de amortecimento, pode-se identificar os jogos de linguagem: formulação de uma 

justificativa para a classificação do movimento como livre e amortecido; resolução do PVI 2 

considerando três casos possíveis (movimento superamortecido, amortecimento crítico e 
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subamortecido), análise do comportamento da solução nos três casos de amortecimento e 

comparação das três soluções possíveis em relação ao comportamento do fenômeno.  

Na formulação de justificativa para a classificação do movimento como livre 

e amortecido os estudantes realizaram um estudo das propriedades estruturais do modelo 

matemático com relação às hipóteses consideradas na sua construção (Javaroni; Soares, 2012). 

Nesse jogo de linguagem, olharam para as forças que agem sobre a cápsula no decorrer do 

movimento que foram levadas em consideração na construção do modelo e indicaram que o 

movimento pode ser classificado como livre e amortecido, pois a força de resistência do ar atua 

como uma força de amortecimento.  

Em relação a aprendizagem nesse jogo de linguagem, podemos dizer que ela 

está relacionada a construção de argumentos a partir do uso da matemática em relação aos 

aspectos relevantes do fenômeno. Esses argumentos buscam justificar as hipóteses formuladas 

na construção do modelo matemático: 

A4: Acredito que o movimento é livre e amortecido porque não considera a resistência 
do ar. Ele é um movimento livre, mas agora é amortecido porque considera a 
resistência do ar, diferente do PVI 1.  
 

Na resolução do PVI 2, da mesma maneira que na resolução do PVI 1, os 

estudantes seguiram regras matemáticas para resolver uma EDO linear de 2ª ordem com 

coeficientes constantes. Contudo, nesse jogo de linguagem, consideraram três casos de 

amortecimento, que dependem natureza das raízes obtidas, a partir do valor do ∆= 𝛾2 − 𝜔2 da 

equação característica da EDO. Para 𝛾2 − 𝜔2 > 0 temos um movimento superamortecido. Para 𝛾2 − 𝜔2 = 0 temos um movimento de amortecimento crítico. Para 𝛾2 − 𝜔2 < 0 um 

movimento subamortecido. Essas relações de implicação constituem uma regra, por meio da 

qual os estudantes analisaram o comportamento das possíveis soluções em relação ao 

fenômeno. 

Dessa forma, nesse jogo de linguagem, a aprendizagem está associada ao 

estabelecimento de uma relação de implicação entre a natureza das raízes da equação 

característica e o tipo de amortecimento do movimento da cápsula no decorrer do tempo. 

Na análise do comportamento da solução nos três casos de amortecimento 

os estudantes analisaram o comportamento da função do deslocamento da cápsula no decorrer 

do tempo, em cada um dos três casos. A depender do valor do parâmetro 𝛽 (coeficiente de 

resistência do ar ou de amortecimento) a solução do PVI 2 assume uma determinada 

configuração. Utilizando o software GeoGebra realizaram uma análise do comportamento da 

solução a partir do seu gráfico e a movimentação do controle deslizante para o parâmetro 𝛽.  
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Nesse jogo de linguagem, por sua vez, a aprendizagem está associada a 

aquisição de um modo de ver o comportamento do fenômeno, a partir da análise do 

comportamento da solução em cada um dos casos de amortecimento. Esse modo de ver 

considera o impacto do tipo de amortecimento nas oscilações da cápsula no decorrer do tempo.  

A1:Para 𝛽 >  652,6097, a cápsula está posição inicial (b) aí tem que puxar 
para baixo para dar aquele impulso e fazer o movimento, aí quando a gente 
deixa o gráfico desse jeito aqui, fica mais fiel ao movimento. A cápsula saí do 
chão e tende a posição de equilíbrio e não passa dessa posição, porque é 
superamortecido. [...] 
A4: É impossível isso acontecer [𝛽 =  652,6097] 
A1: É, nesse a cápsula saí do chão, passa um pouco da posição de equilíbrio e 
já volta né. Se for pensar nos elásticos que seguram a cápsula, eles teriam que 
ser muito fortes, porque você puxa fazendo o efeito estilingue, o elástico já te 
puxa de volta e você já para. 
A4: E isso não acontece né em relação ao brinquedo né. [...] 
PP: Porque para 𝛽 < 652,6097 o movimento é subamortecido? 
A1: Porque a resistência do ar vai fazendo que a velocidade da cápsula 
diminua até que a cápsula estabilize na posição de equilíbrio. 
PP: Isso, o que acontece com a amplitude do movimento? 
A1: Ela vai diminuindo (𝐶1_𝑉_𝐴𝑀3_𝐺1). 
 

Na comparação das três soluções possíveis em relação ao comportamento do 

fenômeno, foram comparadas as três soluções possíveis dos três casos de amortecimento entre 

si, indicando qual tipo de amortecimento se adequada ao comportamento do fenômeno.  

Nesse jogo de linguagem, a aprendizagem está associada a aquisição da 

técnica de avaliação comparativa de possíveis soluções em relação fenômeno e à tomada de 

decisão em relação a viabilidade da solução e seu tipo de amortecimento.  

A1: Mas olhando assim, a gente vê no gráfico, que para delta<0, faz mais 
sentido. Você lança a cápsula, ela passa da posição de equilíbrio e oscila até 
atingir a posição de equilíbrio. 
A3: É a outra não faz sentido na minha cabeça. 
A1: Então acho que sim, essa faz mais sentido, porque veja conforme o tempo 
passa a amplitude vai diminuindo até atingir a posição de equilíbrio. 
A4: É nesse movimento do beta menor que aquele número lá [652,6097] 
parece ser o mais certo né. Pensa comigo, a cápsula sai ali do ponto G, sobe 
mas quando desce não atinge o ponto G novamente, mas quando ele sobe 
novamente ele não atinge o ponto máximo novamente. Ele vai diminuindo né. 
A1: É para beta igual a zero, ela não vai diminuindo né o ponto máximo né. 
A4: Sabe o que parece nesse gráfico ai [𝛽 = 0] um pêndulo, ele sempre oscila 
indo e voltando. E no caso do subamortecido vai tendendo a posição de 
equilíbrio (𝐶1_𝑉_𝐴𝑀3_𝐺1). 

 
Na fase Avaliação e interpretação dos modelos matemáticos em relação ao 

fenômeno, identifica-se os jogos de linguagem: avaliação comparativa dos dois modelos 

matemáticos e resolução dos problemas propostos.  

Na avaliação comparativa dos dois modelos matemáticos, foram comparados 
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o comportamento do modelo matemático do deslocamento da cápsula em um movimento livre 

sem amortecimento e o comportamento do modelo do matemático que indica um movimento 

livre subamortecido. Nessa comparação, os estudantes destacaram as semelhanças e diferenças 

dos dois modelos, seus pontos fortes e fracos e decidiram qual modelo matemático se adequa 

melhor ao fenômeno.  

A1: o que a gente considerou como diferença é que 𝑥1(𝑡) [solução do PVI 1] 
não envolve a força de resistência do ar, já a 𝑥2(𝑡) envolve a resistência do ar 
[solução do PVI 2]. 
PP: E de semelhança? 
A1: a gente não viu muita semelhança entre as duas funções, a gente até tinha 
comentado do movimento vai e vem, mas não fizemos muito mais coisa. 
PP. Isso é uma semelhança, não é? 
A1: Sim, mas é que para a segunda função, a amplitude vai diminuindo né 
(𝐶1_𝑉_𝐴𝑀3_𝐺1). 
 

Nesse jogo de linguagem, a aprendizagem está associada também a aquisição 

da técnica de avaliação comparativa de dois modelos matemáticos entre si, tendo como pano 

de fundo as características do fenômeno modelado. Nessa análise, os estudantes analisam as 

implicações de cada um dos modelos no modo de ver o comportamento do fenômeno.  

Na resolução dos problemas propostos, ocorreu a construção de duas 

funções, uma para a altura da cápsula em relação ao tempo, a partir de um deslocamento vertical 

nos eixos coordenados da função do deslocamento, e outra para a aceleração da cápsula no 

decorrer do movimento, obtida a partir da derivada de segunda ordem da função do 

deslocamento, com o auxílio do software GeoGebra. Para responder os problemas, os alunos 

estimaram o valor do parâmetro 𝛽 adequado para o brinquedo, por meio da contagem do número 

de oscilações da cápsula em um vídeo que mostra o funcionamento do brinquedo e o ajuste do 

controle deslizante desse parâmetro e o número de oscilações da curva, como indica o Quadro 

26. 

 
Quadro 26 - Estimando o valor de beta na atividade Bungee Rocket 

A1: Para responder o problema, a gente tem que determinar esse 
valor de beta né. 
A2: O PP sugeriu a gente ver o vídeo para ver qual é a altura máxima 
que o brinquedo atinge. 
A1: Ou seja, a gente pode ver o vídeo e contar quantas oscilações a 
cápsula dá no funcionamento real do brinquedo né e depois 
movimentar os parâmetros né. 
A4: Contei umas dez vezes mais ou menos até parar. 

Fonte: 𝐶1_𝑉_𝐴𝑀3_𝐺1. 

 

Nesse jogo de linguagem, a aprendizagem está associada, portanto, a regras 

matemáticas para manipulação dos parâmetros de uma função e da aceleração de um objeto 
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como derivada segunda da função do deslocamento, bem como na realização de estimativas a 

partir de informações sobre o fenômeno e na análise do comportamento da solução do modelo 

matemático considerado adequado. 

Onze jogos de linguagem foram identificados no desenvolvimento da 

atividade Bungee Rocket a partir das ações e das regras utilizadas pelos estudantes na: Análise 

do modelo matemático do movimento harmônico simples, Análise do modelo matemático do 

movimento livre amortecido e Análise do modelo matemático do movimento livre amortecido, 

conforme o Quadro 27. 

 
Quadro 27 - Jogos de linguagem associados à aprendizagem na atividade Bungee Rocket 

Fases do 
desenvolvimento da 

atividade 
Jogos de linguagem Sinalização de aprendizagem 

Análise do modelo 
matemático do 

movimento harmônico 
simples 

Resolução analítica do PVI 1 
Aprendizagem de regras matemáticas específicas 
da disciplina, com a finalidade de determinar a 
solução de um PVI.  

Análise do comportamento 
da solução a partir do seu 
gráfico e em relação ao 

fenômeno 

Aquisição de modo ver o fenômeno com base em 
regras matemáticas.  

Cálculo do período e da 
frequência do movimento 

Aprendizagem dos conceitos de período e 
frequência de uma função trigonométrica e suas 
implicações para o deslocamento da cápsula no 
decorrer do tempo.  

Análise da influência de 
parâmetros no 

comportamento da solução 

Uso do modelo matemático como uma condição 
para descrição do comportamento do fenômeno, 
funcionando como uma regra. 

Interpretação dos resultados 
em relação ao fenômeno 

Aprendizado de uma técnica da avaliação 
qualitativa do modelo matemático, cujo foco 
direciona-se para as propriedades estruturais do 
modelo matemático 

Análise do modelo 
matemático do 

movimento livre 
amortecido 

Formulação de justificativa 
para a classificação do 

movimento como livre e 
amortecido 

Construção de argumentos a partir do uso da 
matemática em relação aos aspectos relevantes do 
fenômeno 

Resolução do PVI 2 
considerando três casos 
possíveis (movimento 

superamortecido, 
amortecimento crítico e 

subamortecido) 

Estabelecimento de uma relação de implicação 
entre a natureza das raízes da equação característica 
e o tipo de amortecimento do movimento da cápsula 
no decorrer do tempo 

Análise do comportamento 
da solução nos três casos de 

amortecimento 

Aquisição de um modo de ver o comportamento do 
fenômeno, a partir da análise do comportamento da 
solução em cada um dos casos de amortecimento 

Comparação das três 
soluções possíveis em 

relação ao comportamento 
do fenômeno. 

Aquisição da técnica de avaliação comparativa de 
possíveis soluções em relação fenômeno 

Avaliação e 
interpretação dos 

modelos matemáticos 
em relação ao 

Avaliação comparativa dos 
dois modelos matemáticos 

Aquisição da técnica de avaliação comparativa de 
dois modelos matemáticos entre si, tendo como 
pano de fundo as características do fenômeno 
modelado 
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fenômeno 

Resolução dos problemas 
propostos 

Uso de regras matemáticas para manipulação dos 
parâmetros de uma função e da aceleração de um 
objeto como derivada segunda da função do 
deslocamento, bem como a realização de 
estimativas a partir de informações sobre o 
fenômeno e análise do comportamento da solução 
do modelo matemático considerado adequado 

Fonte: os autores. 

 

 Nessa atividade, diferente da atividade Salto de Paraquedas, em posse de 

técnicas aprendidas para resolução de EDOs de 2º ordem, em particular da EDO de 2º ordem 

homogênea linear com coeficientes constantes, os estudantes resolveram dois PVIs, o primeiro 

que não considera a força de resistência e o segundo que considera essa força como uma força 

de amortecimento, que a depender do coeficiente de resistência do ar o movimento pode ser 

classificado em superamortecido, amortecimento crítico ou subamortecido.  

 Por meio da análise de dois modelos matemáticos diferentes para o fenômeno, 

os jogos de linguagem envolvidos no desenvolvimento dessa atividade sinalizam para a 

aprendizagem de regras específicas da disciplina, como resolver um PVI, que envolve uma 

EDO de 2ª ordem com coeficientes constantes, e de regras associadas a conteúdos matemáticos, 

não específicas dessa disciplina, como as propriedades de uma função trigonométrica, a partir 

da análise do período, frequência e amplitude do movimento. 

 Em segundo lugar, podemos dizer que ao analisar o comportamento das 

soluções obtidas para cada modelo matemático e a influência dos parâmetros nesse 

comportamento em relação ao fenômeno, as ações dos estudantes e as regras usadas por eles 

constituem jogos de linguagem que conectam o uso de conceitos matemáticos com 

características específicas do fenômeno estudado, de modo que diferentes modos de ver o 

fenômeno podem ser construídos, a depender do modelo matemático usado. 

 Em terceiro lugar, os jogos de linguagem da avaliação dos modelos 

matemáticos, comparação entre soluções de uma EDO de 2ª ordem e interpretação dos 

resultados em relação ao comportamento do fenômeno sinalizam para a aprendizagem de 

técnicas e procedimentos da análise de modelos matemáticos enquanto abordagem pedagógica 

(Javaroni; Soares, 2012; Soares, 2012, 2015; Soares; Borba, 2011) e do fazer modelagem 

matemática, em especial da fase de interpretação dos resultados e validação (Niss; Blum, 2020). 

 Por fim, destaca-se que os jogos de linguagem envolvidos na análise dos 

modelos matemáticos nessa atividade foram mediados pelo uso do software GeoGebra. Esse 

recurso possibilitou que os estudantes pudessem visualizar gráficos das soluções; simular 

graficamente diferentes cenários, considerando diferentes valores para os parâmetros ou 
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diferentes hipóteses acerca das forças físicas que agem sobre o Bungee Rocket; realizar cálculos 

e construir funções, como é o caso da função da altura da cápsula e da aceleração. Além do 

software GeoGebra, o ambiente educacional em que esses jogos foram constituídos envolve 

outros recursos tecnológicos como Google Meet, Google Docs, mesa digitalizadora, quadro 

virtual para anotações, WhatsApp, Google Classroom.  

 Nessa atividade, os jogos de linguagem evidenciam que os estudantes 

seguiram regras e conhecimentos específicos da disciplina e de outros conteúdos matemáticos, 

com a finalidade de analisar dois modelos matemáticos que geram modos distintos de ver o 

comportamento do movimento da cápsula no decorrer do tempo, revelando a importância de 

considerar as características do fenômeno na formulação das hipóteses que conduzem a 

construção do modelo matemático. 

 Em comparação aos jogos de linguagem da atividade Salto de Paraquedas, 

na atividade Bungee Rocket, os estudantes já haviam estudado o método de resolução da EDO 

presente nos modelos matemáticos. Com isso, nessa segunda atividade, a análise dos modelos 

do movimento harmônico simples e do movimento livre amortecido se deu a partir da solução 

analítica e seu gráfico construído no software GeoGebra. Além disso, evidencia-se nessa 

atividade jogos de linguagem que assumem a função de objetos de comparação, na qual ocorreu 

comparações entre as soluções dos modelos matemáticos entre si, com a finalidade de analisar 

suas implicações para o comportamento do fenômeno.  

4.2.2 Aprendizagem nas atividades da disciplina Modelagem Matemática na perspectiva 

da Educação Matemática 

 Na disciplina Modelagem Matemática na Perspectiva da Educação 

Matemática, as atividades foram desenvolvidas de acordo com uma abordagem holística, na 

qual os estudantes percorreram todo o ciclo de modelagem matemática, desde a inteiração com 

a situação-problema, a construção de um ou mais modelos matemáticos e a análise desse 

modelo.  

 Em relação à finalidade pedagógica, o objetivo era possibilitar que os 

estudantes pudessem aprender a fazer modelagem matemática, com a finalidade de resolver 

situações-problema da realidade. A seguir apresentamos a descrição de três atividades, uma 

com o problema formulado pelos estudantes e temática sugerida pelo professor-pesquisador e 

as outras duas com a temática escolhida pelos estudantes.  
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4.2.2.1 Descrição da atividade Salto de Paraquedas 

 A atividade ‘Salto de Paraquedas’ foi desenvolvida na disciplina Modelagem 

Matemática na Perspectiva da Educação Matemática com alunos do quarto ano do curso de 

Licenciatura em Matemática, de 09/03/2022 a 16/03/2022, em quatro horas-aula nas aulas 

regulares da disciplina e encontros assíncronos realizados de forma remota fora do horário 

regular das aulas com os grupos.  

 No dia 09/03/2022, as aulas (duas horas-aula) foram realizadas de forma 

remota síncrona via Google Meet e envolveu a apresentação da situação-problema pelo 

professor-pesquisador aos alunos em uma sala remota com todos os alunos da disciplina. Em 

seguida, os alunos foram distribuídos em salas remotas separadas conforme os grupos 

organizados para o desenvolvimento da atividade ‘Salto de Paraquedas’ para formular o 

problema a ser resolvido na atividade. Em 16/03/2022, as aulas (duas horas-aula) foram 

realizadas de forma presencial na instituição de ensino e os alunos, reunidos em grupos, 

continuaram o desenvolvimento da atividade, com foco na construção do modelo matemático, 

na resolução do problema e na interpretação dos resultados e validação do modelo matemático. 

Durante a semana entre 09/03/2022 e 16/03/2022 o desenvolvimento da atividade ocorreu de 

forma assíncrona, em encontros remotos via Google Meet e em conversas no WhatsApp.  

 O objetivo pedagógico com foi promover a construção de modelos 

matemáticos na resolução de um problema formulado pelos alunos a partir de uma situação da 

realidade. O enunciado da atividade apresentado pelo professor-pesquisador continha as 

mesmas informações que foram apresentadas na disciplina Introdução às Equações Diferenciais 

Ordinárias (Quadro 7), exceto pela formulação do problema que ficou a cargo dos estudantes. 

Nessa seção apresentamos uma descrição do desenvolvimento da atividade dos alunos do grupo 

GM2 e GM4. 

 Os alunos do grupo GM2 formularam o problema: “Qual a velocidade do 

pouso do paraquedista em diferentes instantes de abertura do paraquedas?” 

(C2_RE_𝑀𝑀1_GM2), com o objetivo de determinar a velocidade em que o paraquedista 

poderia pousar considerando três situações distintas que determinam diferentes instantes de 

abertura de paraquedas e diferentes instantes para o pouso. Uma síntese da resolução dos 

estudantes desse grupo para essa atividade pode ser vista no Quadro 28. 



130 

 
Quadro 28 - Síntese da resolução do grupo GM2 na atividade salto de paraquedas no contexto 2 

 
          Fonte: C2_RE_𝑀𝑀1_GM2. 
 

A primeira situação leva em consideração informações fornecidas pelo 

professor-pesquisador na situação-problema proposta, enquanto as outras duas situações são 

situações hipotéticas, idealizadas pelos alunos para analisar a velocidade de abertura de 

paraquedas e a velocidade de pouso em diferentes cenários. Diante dessas situações, eles 

conjecturaram que “quanto maior o tempo para a abertura do paraquedas, maior será a 

velocidade do pouso” (C2_RE_𝑀𝑀1_GM2). 

A partir da análise das forças que agem sobre o paraquedista no decorrer do 

salto, os estudantes consideraram como hipótese que conforme “a velocidade do corpo vai 

aumentando, a resistência do ar também aumenta, até o momento em que ela se equilibra com 

a força da atração da gravidade, estabilizando a velocidade em um movimento retilíneo 
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uniforme” (C2_RE_𝑀𝑀1_GM2). Sendo assim, utilizaram a premissa de que a força resultante 

que age sobre o paraquedista é igual a diferença entre a força de atração da gravidade e a força 

de arrasto do ar e, pela segunda lei de Newton, essa força resultante é proporcional ao produto 

da massa pela aceleração. A formulação matemática das forças que agem sobre o paraquedista 

durante o salto deu origem a construção de uma EDO separável de 1ª ordem, dada por: 𝑑𝑣𝑑𝑡 = 𝑔 − 𝑘𝑚 . 𝑣2 

Em que 𝑣(𝑡) é a velocidade do paraquedista em relação ao tempo, 𝑔 é a 

aceleração da gravidade, 𝑘 é uma constante determinada pela resistência do ar e 𝑚 é a massa 

do paraquedista. O modelo matemático resultante se deu a partir da resolução dessa EDO, 

utilizando o método das variáveis separáveis: 

𝑣(𝑡) = √𝑔. 𝑚𝜆 . (𝐶. 𝑒2.√𝑔.𝑚𝜆 .𝜆𝑚 .𝑡 − 1)
(1 + 𝐶. 𝑒2.√𝑔.𝑚𝜆 .𝜆𝑚 .𝑡) , 𝑐𝑜𝑚 𝐶 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡𝑎𝑛𝑡𝑒 

 

 Os parâmetros do modelo matemático foram obtidos a partir da substituição 

das informações fornecidas pelo professor-pesquisador, considerando a velocidade do 

paraquedista em dois intervalos de tempo, queda-livre e (0 ≤ 𝑡 ≤ 𝑡𝑎) e com o paraquedas 

aberto (𝑡𝑎 < 𝑡 ≤ 𝑡𝑝), conforme o Quadro 29. 

 

Quadro 29 - Obtenção dos valores dos parâmetros na atividade salto de paraquedas no contexto 2 

 
Fonte: C2_RE_𝑀𝑀1_GM2. 
 
 O objetivo era determinar a velocidade de pouso do paraquedista para 

diferentes valores para o instante que o paraquedista abre o paraquedas e para o instante em que 

ele pousa. Para isso, os alunos calcularam a velocidade de abertura do paraquedas e a velocidade 

de pouso para cada uma das três situações, considerando a condição inicial 𝑣1(0) = 0 para a 

solução geral da EDO no intervalo de tempo de queda-livre e 𝑣2(0) = 𝑣1(𝑡𝑎) no intervalo de 
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tempo com paraquedas aberto (Quadro 30). 

 

Quadro 30 - Determinação dos parâmetros no modelo da atividade salto de paraquedas no contexto 2 

 
Fonte: C2_RE_𝑀𝑀1_GM2. 
  

 Essas funções foram inseridas no software GeoGebra e os estudantes do 

grupo GM2 realizaram uma análise a respeito do comportamento da velocidade do paraquedista 

no decorrer do tempo e as implicações das três situações consideradas para a velocidade de 

pouso (Quadro 31). Essa análise resultou na interpretação dos resultados e validação do modelo 

matemático, em que consideraram que o modelo matemático é válido: 

Sim, por meio de cálculos e interpretação gráfica percebemos que a tendência de 
velocidade de pouso é de aproximadamente 20 km/h, conforme apresentado na 
situação inicial. E que se caso o paraquedista leve mais tempo para abrir o paraquedas 
menor o limite de tempo para ele desacelerar para essa velocidade, o que faz com que 
a velocidade de pouso não seja segura (C2_RE_𝑀𝑀1_GM2). 
 

Como resultado, argumentaram que depois da análise dos gráficos 

percebemos que se o paraquedista abrir o paraquedas depois do tempo aceitável, 1 minuto, ele 

não terá tempo hábil para desacelerar para uma velocidade de pouso segura de 20 km/h” 

(C2_RE_𝑀𝑀1_GM2). 
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Quadro 31 - Análise do modelo matemático para cada uma das situações na atividade salto de paraquedas no 
contexto 2 

 
Fonte: C2_RE_𝑀𝑀1_GM2. 
 

 Os estudantes do grupo GM4, por sua vez, formularam o seguinte problema 

para: “Investigar a influência da massa de uma paraquedista na velocidade de queda, durante 

a queda-livre. Qual seria a diferença entre as velocidades de dois indivíduos com massas de 

respectivamente 64 kg e 85 kg, após 5 segundos de um salto de paraquedas, considerando que 

ainda estão em queda-livre? Qual a velocidade terminal 1 de ambos?” (C2_RE_𝑀𝑀1_GM4). 

Uma síntese da resolução desse grupo pode ser visualizada no Quadro 32. 

 Esses estudantes buscaram investigar a influência da massa no 

comportamento da velocidade terminal 1, velocidade limite atingida em queda-livre, quando as 

forças de resistência do ar e atração da gravidade se igualam. Para tanto, formularam hipóteses 

e simplificações a partir da análise das forças que agem sobre o paraquedista em queda-livre na 

componente vertical.  

 Utilizando a segunda lei de Newton e supondo que a força de resistência do 

ar é proporcional ao quadrado da velocidade, o seguinte problema de valor inicial (PVI) foi 

formulado: 

{𝑑𝑣𝑑𝑡 = 𝑔 − 𝑑𝑚 . 𝑣2𝑣(0) = 0  

 Em que 𝑣(𝑡) é a velocidade do paraquedista em queda-livre no instante t, 𝑑 é 

a constante de resistência do ar, 𝑔 a aceleração da gravidade e 𝑚 é a massa do paraquedista.  
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Quadro 32 - Síntese da resolução do grupo GM4 na atividade salto de paraquedas no contexto 2 

 
Fonte: C2_RE_𝑀𝑀1_GM4. 
 

 A construção do modelo matemático prosseguiu com a resolução do PVI 

utilizando o método de Equações Diferenciais Ordinárias Separáveis. Diferente do grupo GM2, 

os estudantes do grupo GM4 consideraram duas possíveis resoluções para a integral associada 

a variável 𝑣, uma utilizando frações parciais e outra com a integração da função cujo resultado 

é um arco tangente hiperbólico. Esses procedimentos levaram a duas formas simbólicas 

diferentes de escrever a solução do PVI. Conforme o Quadro 33. 
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Quadro 33 - Resolução do PVI dos estudantes do grupo GM4 na atividade salto de paraquedas no 
contexto 2 

 
Fonte: C2_RE_𝑀𝑀1_GM4. 
  

 Para responder o problema, os alunos utilizaram o segundo modelo 

matemático 𝑣(𝑡) = 𝑣𝑡. 𝑡𝑎𝑛ℎ ( 𝑔𝑣𝑡 . 𝑡), calcularam a velocidade para dois indivíduos, um com 64 

kg e outro 85 kg, após 5 segundos do salto da aeronave e, por fim, calcularam a velocidade 

terminal para ambos. Com o objetivo de identificar a influência da massa do paraquedista no 

comportamento da velocidade, eles inseriram a função velocidade no GeoGebra e criaram um 

controle deslizante para 𝑚 que expressa a massa do paraquedista em kg.  

 Com isso, a conclusão é de que conforme a massa aumenta, o gráfico da 

velocidade no decorrer do tempo se “desloca” verticalmente “para cima” no eixo das ordenadas. 

Ou seja, quanto maior a massa, maior a velocidade terminal que o paraquedista atinge em 

queda-livre (Quadro 34). 
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Quadro 34 - Análise da influência da massa na velocidade terminal conforme resolução do grupo GM4 na 
atividade Salto de Paraquedas no contexto 2 

 
Fonte: C2_RE_𝑀𝑀1_GM4. 
  

 Na validação do modelo matemático os alunos argumentaram que as 

velocidades terminais dos indivíduos com massa entre 55 kg e 120 kg varia de 40 a 60 m/s, de 

acordo com o modelo matemático obtido. Esses valores, segundo eles, estão de acordo com 

sites que informam que a velocidade em queda-livre antes da abertura do paraquedas varia entre 

55,55 e 66,66 m/s. Além disso, encontraram uma informação em uma apostila sobre 

paraquedismo de que a velocidade após 5 segundos em queda-livre é de 150 km/h, 

aproximadamente 41,6 m/s. Os alunos consideraram que os resultados do modelo matemático 

para 5 segundos após o salto são próximos desse valor.  

 Na interpretação dos resultados, os alunos observaram que o comportamento 

da velocidade do paraquedista em queda-livre tende a uma velocidade limite, pois na medida 

em que a velocidade do ar aumenta, a força de resistência do ar também aumenta e, com isso, 

a aceleração decresce. Em outras palavras, a taxa com que a velocidade cresce diminui do 

decorrer do tempo. Para justificar essa asserção, traçaram o gráfico da derivada da velocidade 

em relação ao tempo e observaram que esse gráfico é decrescente, enquanto o gráfico da 

velocidade é crescente, conforme o Quadro 35. 
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Quadro 35 - Interpretação dos resultados do grupo GM4 na atividade salto de paraquedas no contexto 2 

 
Fonte: C2_RE_𝑀𝑀1_GM4. 
 

 No desenvolvimento da atividade Salto de Paraquedas, os problemas 

formulados pelos estudantes do grupo GM2 se dirigiu para o estudo do instante que o 

paraquedista deve abrir o paraquedas para pousar com segurança. Já no grupo GM4 o foco se 

deu no estudo da velocidade do paraquedista em queda-livre, considerando diferentes massas. 

A partir desses problemas, ambos os grupos construíram uma função para a velocidade do 

paraquedista no decorrer do tempo, com a diferença de que no grupo GM2 esse modelo 

matemático levou em consideração as duas etapas do salto e no grupo GM4 apenas a primeira 

etapa foi estudada. Em relação à interpretação dos resultados e validação, ambos usaram o 

software GeoGebra para analisar o comportamento do fenômeno a partir do modelo matemático 

construído e as informações sobre o fenômeno foram consideradas para validar o modelo. 

4.2.2.2 Identificação de jogos de linguagem que constituem a aprendizagem na atividade 

Salto de Paraquedas 

 No desenvolvimento da atividade Salto de Paraquedas, os estudantes fazem 
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uso de ações que estão de acordo com as fases de uma atividade de modelagem matemática 

descritas na literatura (Almeida; Silva; Vertuan, 2012; Niss; Blum, 2020). Optou-se no decorrer 

da descrição por classificar essas fases como: inteiração com a situação-problema, construção 

do modelo matemático e análise do modelo matemático.  

 Em cada fase identifica-se diferentes jogos de linguagem associados à 

aprendizagem, tendo como embasamento os usos que os estudantes fazem da linguagem. Na 

inteiração com a situação-problema, o professor-pesquisador forneceu aos estudantes as 

informações acerca da situação e o problema foi formulado pelos estudantes, o que resultou na 

identificação dos jogos de linguagem: compreensão da situação da realidade e formulação de 

um problema. 

 A compreensão da situação da realidade é um jogo de linguagem que 

permeou todo o desenvolvimento da atividade, uma vez que os estudantes dos dois grupos 

recorreram repetidas vezes a esse jogo de linguagem para formular um problema, construir e 

analisar o modelo matemático. 

  Compreender a situação da realidade é um jogo de linguagem que se fez 

necessário sempre que os estudantes sentiram a necessidade de compreender uma informação 

específica do enunciado ou as características do comportamento do fenômeno. No grupo GM2, 

por exemplo, eles acionaram esse jogo para compreender a força de arrasto, as etapas do salto 

de paraquedas, o modo como a velocidade se comporta durante o salto, dentre outros aspectos, 

conforme mostra o diálogo a seguir:  

E7: Ou algo assim, a partir do momento que ele abre o paraquedas, ele chega no solo. 
... É que tem dois momentos né, em queda-livre e depois que abre o paraquedas. A 
gente pode dividir o problema em dois e estudar só um deles, por exemplo, depois que 
ele abre o paraquedas quanto tempo ele tem para pousar (𝐶2_𝑉_𝑀𝑀1_𝐺𝑀2) 
 
E7: Eu estava vendo aqui, ele dá algumas informações em relação ao tempo né. Em 
12 segundos ele atinge a velocidade limite e em 1 minuto ele abre o paraquedas para 
chegar no solo a uma velocidade de 20 km/h. 
E7: Acho que a gente pode pegar, por exemplo o tempo que ele dá para abrir o 
paraquedas e outros tempos né, porque veja se ele abrir antes de 1 minuto não tem 
problema, mas se ele abrir depois pode ser que seja tarde demais, aí ele não consegue 
desacelerar o suficiente para chegar a 20 km/h. 
E8: Acho que a gente tem que considerar vários casos né, porque tem o caso que ele 
sai de 200 km/h a 240 km/h, 
E7: Mas quando ele está com 240, olha que interessante... ele atinge a velocidade entre 
200 e 240 em direção ao solo, depois de 12 segundos em queda-livre, e ele abre o 
paraquedas... Então a gente não sabe a velocidade né, porque ele atinge essa 
velocidade entre 12 segundos e 50 segundos né, então tecnicamente ele ainda está 
acelerando até 12 segundos. Ele só vai desacelerar depois que abrir o paraquedas. 
E7: Ele saiu do avião, a força da gravidade é maior que a força de resistência, ai com 
o passar do tempo a força de resistência do ar se iguala a força da gravidade, que é 
quando ele abre o paraquedas, ai que ele desacelera. Mas eu não posso considerar 240 
porque tecnicamente ele ainda está acelerando. 
E8: Ele vai acelerar da velocidade inicial até 240.  
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E7: É, mas não tenho a certeza de que ele vai abrir o paraquedas a 240 km/h 
E8: aí vai ser uma hipótese. 
E7: é aqui ele tá dizendo que vai abrir o paraquedas a 240 km/h. Mas, então, eu quero 
saber a aceleração a partir do momento que ele abre o paraquedas, porque é essa 
desaceleração que vamos precisar para saber o tempo que cai (𝐶2_𝐷_𝑀𝑀1_𝐺𝑀2). 
 

 Os estudantes do grupo GM4 evidenciaram a compreensão da situação-

problema principalmente na matematização, na qual destacaram as informações necessárias 

para construir o modelo matemático, como a segunda lei de Newton, a expressão matemática 

para calcular a força de arrasto do ar e a box position que indica a posição do paraquedista com 

menos influência do vento relativo. 

E16: A gente vai considerar que os paraquedistas estão na box position, porque 
também muda né, se o paraquedista está numa posição diferente, ele vai cair numa 
velocidade diferente. 
PP: Sim, tem até outras posições propicias para manobras. [...] 
E20: Mas informação a gente só explicou a segunda lei de newton e a força de arrasto 
do ar. 
E16: E tem nessa parte da força de resistência do ar, a área da superfície né... aí você 
tinha colocado lá nos slides que na queda-livre, geralmente o coeficiente de resistência 
do ar vezes essa área já é um valor. Aí nós o usamos... A densidade do ar também a 
gente considerou a do ar padrão, como foi informado (𝐶2_𝐷_𝑀𝑀1_𝐺𝑀2). 
 

 Nesse jogo de linguagem, a aprendizagem se mostra no uso de conhecimentos 

e informações acerca da situação-problema, adquiridos a partir do enunciado apresentado pelo 

professor-pesquisador, pesquisas em artigos e sites disponíveis na internet, de experiências 

anteriores dos estudantes e no modo como explicam o comportamento das forças que agem 

sobre o paraquedista durante o salto. 

 Na formulação de um problema, ambos os grupos mudaram pelo menos uma 

vez a questão formulada que poderia vir a ser um problema da atividade. Os estudantes do grupo 

GM2 consideraram investigar em um primeiro momento a influência da massa na velocidade 

do paraquedista, mas desistiram de estudar esse problema, pois o consideraram difícil de ser 

estudado. Essa desistência pode estar relacionada a crença de autoeficácia (Elfringhoff; 

Schukajlow, 2021) no desenvolvimento da atividade, ou seja, os estudantes mostram não 

acreditar que são capazes de obter sucesso com a resolução desse problema, como evidencia a 

fala de E10: 

E10: E se a gente elaborar uma resposta bem simples e elaborasse um problema para 
responder com base nessa resposta. Ai a gente ia ter certeza de que íamos saber fazer 
(𝐶2_𝑉_𝑀𝑀1_𝐺𝑀2). 
 

 Os estudantes do grupo GM4 formularam inicialmente um problema relativo 

à área da superfície do velame e sua implicação na força de arrasto. Contudo, desistiram desse 

problema, pois consideraram que não há informações no enunciado e em pesquisas externas 

que pudessem ser usadas para resolvê-lo. 
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PP: Eai pessoal, pensaram em algum problema? 
E17: Então, pensei em algo relacionado ao tamanho do que eles chamam de velame 
do paraquedas, mas nada concreto. 
PP: Para esse problema, já existe modelos matemáticos que relacionam a força de 
arrasto com a área de superfície do velame. Mas acho que para investigar isso vocês 
teriam que ter mais informações, para além do que foi dado no enunciado né. 
E17: É, então, porque ele fala sobre a superfície do corpo né. 
PP: Acho que pode dar certo, mas vocês vão ter que correr atrás de mais informações. 
O tamanho do velame influencia e outra coisa que influencia também é o formato né, 
se você tem um velame que não seja retangular, que seja oval, isso vai mudar também 
(𝐶2_𝑊_𝑀𝑀1_𝐺𝑀4). [...]  
E16: Boa tarde PP, tudo bem? [...] Eu e minha equipe estávamos pensando na 
atividade do paraquedas. Estávamos pensando em um problema e assim, todo 
problema que a gente pensava, a gente pesquisava e não conseguia obter dados, 
informações, pois parecia muito difícil sabe (𝐶2_𝑊_𝑀𝑀1_𝐺𝑀4). 

 
Após desistirem de estudar a influência da massa no comportamento da 

velocidade, o grupo GM2 formulou o problema investigado na atividade, que versa sobre a 

velocidade de pouso do paraquedista considerando diferentes instantes de abertura do 

paraquedas. O interesse dos estudantes foi determinar qual instante considerado adequado para 

que o pouso ocorra em uma velocidade adequada, de modo a evitar acidentes. 

PP: Vocês querem olhar para o comportamento da velocidade... 
E8: de pouso daí seria [complementando a frase do PP] [...] 
PP: Para paraquedistas de diferentes massas daí? 
E9: Não, não, mudamos de ideia. 
PP: Mas alguma massa vocês precisam considerar. 
E8: Sim, isso vamos considerar, mas a ideia é estudar o que acontece caso ele demore 
muito para abrir o paraquedas ou se ele abre muito rápido. Por exemplo, uma situação 
que ele chegue ao solo a 50 km/h, ai procuraríamos um acidente do que acontece caso 
ele pouse a essa velocidade. 
PP: Mas ai vocês vão ter que encontrar a velocidade de pouso né 
E7: ele dá aqui, que é 20 km/h. 
PP: Mas e se ele abrir o paraquedas muito cedo ele vai atingir essa velocidade de 
pouso? 
E7: Acho que não (𝐶2_𝑉_𝑀𝑀1_𝐺𝑀2). 

 

 Já o grupo GM4 optou por investigar o comportamento da velocidade do 

paraquedista em queda-livre considerando dois paraquedistas com massas distintas. Percebe-se 

que o interesse dos estudantes com esse problema estava voltado para a finalidade de obter um 

modelo matemático, possível de ser construído a partir das informações que foram fornecidas 

no enunciado.  

E16: A ideia do nosso problema é investigar a influência da massa do paraquedista na 
velocidade de queda dele durante a queda-livre. Daí a gente pensou, vamos formular 
uma pergunta: qual seria a diferença entre as velocidades de dois indivíduos com 
massa, por exemplo, de 64 kilos e outros 85 kilos depois de 5 segundos? Meio que 
essa seria nossa ideia. Daí nosso objetivo seria achar uma função, nosso modelo, que 
seria a função que relacionasse a velocidade com o tempo, mas que também vai 
depender da massa, isso durante a queda-livre [arquivo de áudio] (𝐶2_𝑊_𝑀𝑀1_𝐺𝑀4). 
 

 O jogo de linguagem formulação de um problema é constituído por fatores 



141 

motivacionais que movem o interesse dos estudantes em investigar um determinado problema 

acerca de uma situação da realidade. O interesse dos estudantes nessa atividade se mostra 

dependente de aspectos relacionados às informações fornecidas no enunciado pelo professor-

pesquisador, à crença de autoeficácia em resolver o problema e à aspectos específicos do fazer 

modelagem, como construir um modelo matemático.  

 Ao formular um problema, os estudantes direcionam o processo de 

investigação acerca da temática. Com isso, aprendem uma técnica fundamental do 

desenvolvimento de atividades de modelagem matemática, pois, segundo Pollak (2012, p. 11), 

“o coração da modelagem matemática [...] é a formulação de problemas antes da resolução 

destes”. 

 Na construção do modelo matemático, identifica-se os jogos de linguagem: 

matematização, formulação de um problema matemático, resolução do problema matemático e 

expressão matemática do modelo matemático. Esses jogos estão alinhados com as ações que 

caracterizam o ato de construir modelos matemáticos para uma determinada situação-problema 

(Almeida, 2018; Niss; Blum, 2020; Stillman, Brown; Geiger, 2015; Jablonka; Gellert, 2007). 

 Na matematização, os estudantes precisam realizar uma roupagem 

matemática para a situação, formulando hipóteses, selecionando variáveis e realizando 

simplificações, de modo a tornar a situação da realidade passível de uma estruturação por meio 

de uma linguagem matemática. Nesse jogo de linguagem, os dois grupos recorreram a leis da 

Física, como a segunda lei de Newton, para estabelecer uma relação entre a soma das forças 

que agem sobre o paraquedista e a força resultante como produto da massa pela aceleração; 

selecionaram as variáveis necessárias para resolver o problema e consideraram os aspectos que 

são relevantes para a construção do modelo matemático. Em particular, os estudantes do grupo 

GM2 elaboraram três situações hipotéticas acerca do instante de abertura do paraquedas para 

organizar a investigação do problema: 

PP: Vamos pensar agora nas hipóteses, olhando para a análise das forças, o que vocês 
podem considerar? como eu cálculo, por exemplo, a força resultante que age no 
paraquedista? [...] 
E7: No primeiro momento, a força da gravidade é maior que a resistência do ar e 
depois que se iguala né. No segundo momento, vai ser igual né. Então seria algo nesse 
sentido a força resultante é igual a soma da força da gravidade e da força da resistência 
do ar (𝐹𝑅 = 𝐹𝐺 + 𝐹𝑟𝑎𝑟) 
PP: só que a força de resistência do ar fica negativa, porque é oposta a da gravidade. 
E7: Assim: 𝐹𝑅 = 𝐹𝐺 − 𝐹𝑟𝑎𝑟. 
[....] 
E20: A hipótese é que a força resultante que age sobre o paraquedista é descrita pela 
segunda lei de newton. Aí a gente desconsiderou muitas coisas, que só age a força de 
resistência do ar e a gravidade, não considera a força relativa do vento, entre outras 
coisas. 
E16: E também a gente vai considerar que os paraquedistas estão na box position, 
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porque também muda né, se o paraquedista está numa posição diferente, ele vai cair 
numa velocidade diferente. 
PP: Sim, te até outras posições propicias para manobras. 
E20: Ai nas informação a gente só explicou a segunda lei de newton, a força de arrasto 
do ar. 
E16: E tem nessa parte da força de resistência do ar, a área da superfície né... aí você 
tinha colocado lá nos slides que na queda-livre, geralmente o coeficiente de resistência 
do ar vezes essa área já é um valor. Aí nós o usamos. ... A densidade do ar também a 
gente considerou a dor ar padrão. 
PP: Aham, é isso. Tem que fazer essas simplificações né (𝐶2_𝐷_𝑀𝑀1_𝐺𝑀2). 

 
 Nesse jogo de linguagem, os estudantes usam conhecimentos e informações 

apresentadas sobre o fenômeno, que nesse caso se associa a conhecimentos da Física para 

analisar as forças que agem sobre o paraquedista e calcular a força resultante, com a finalidade 

de realizar uma estruturação matemática da situação da realidade. Ao fazer isso, a aprendizagem 

nesse jogo de linguagem sinaliza uma interlocução entre conhecimentos matemáticos e de 

conhecimentos acerca da situação modelada. 

 Como resultado da matematização, os estudantes formularam um problema 

matemático, esse problema pode ser escrito considerando diferentes linguagens matemáticas. 

No caso dessa atividade, o problema matemático dos dois grupos consistiu em resolver uma 

EDO de 1ª ordem e autônoma, de modo a obter uma função que relaciona a velocidade do 

paraquedista e o tempo, considerando determinadas condições iniciais (Quadro 36). 

 

Quadro 36 - Formulação de um problema matemático na atividade Salto de Paraquedas no contexto 2 

 

E7: Assim: 𝐹𝑅 = 𝐹𝐺 − 𝐹𝑟𝑎𝑟 . 
PP: Isso. Esse é uma maneira de escrever a força resultante, 
qual é uma segunda maneira? 
E8: Abrir a força como massa vezes aceleração. 
PP: Isso. Uma segunda maneira é escrever dessa maneira, 
que é a segunda lei de newton né. 
E8: Uhum. 
PP: Essas duas expressões são o que?  
E7: iguais. 
PP: Então você sabe como calcular Fg né e sabe como 
calcular como 𝐹𝑟𝑎𝑟, então o que é o 𝑎 ai? 
E7: a gente tem ali, é derivada da velocidade em relação ao 
tempo. 
E9: Então essa é nossa EDO. 
E7: Acho que sim né, porque a massa nós vamos supor, a 
gente não tem a velocidade e nem o tempo, mas a velocidade 
é o que a gente quer descobrir né. 

Fonte: 𝐶2_𝐷_𝑀𝑀1_𝐺𝑀2 e 𝐶2_𝑅_𝑀𝑀1_𝐺𝑀2. 

 

 Esse jogo de linguagem, formular um problema matemático, pode ser 

entendido como um jogo de linguagem de tradução, do problema escrito em uma linguagem 

natural para o problema escrito em uma linguagem matemática, na qual os estudantes passam 

a operar em um domínio matemático. A aprendizagem associada nesse jogo se mostra 
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principalmente no uso de regras matemáticas para formular um problema matemático, a partir 

de relações matemáticas estabelecidas, considerando as variáveis, hipóteses e simplificações. 

 A resolução do problema matemático é um jogo de linguagem matemático e 

envolveu o uso de técnicas de resolução de uma EDO e, consequentemente, técnicas de 

integração. Os estudantes utilizaram o método de resolução de EDOs de primeira ordem com 

variáveis esperáveis e ao integrarem a expressão matemática que envolve a diferencial da 

variável dependente 𝑣, os estudantes do grupo GM2 utilizaram frações parciais. Já no grupo 

GM4, em um primeiro momento, os estudantes resolveram a integral por meio da tabela de 

integral, chegando a uma função trigonométrica hiperbólica e, posteriormente, com a 

solicitação do professor-pesquisador, também utilizaram frações parciais. 

 Ao apresentarem a resolução da integral utilizando a tabela de integração, o 

professor-pesquisador sugeriu aos estudantes que eles resolvessem utilizando frações parciais 

para depois comparar os resultados. Essa sugestão foi realizada considerando que eles não 

empregaram um método para resolver a integral, apenas tinham pesquisado na internet o 

resultado. 

PP: Como você chegou na tangente hiperbólica? 
PP: Tabela de integral? 
E16: Quando vi isso primeiro pensei [estudante indica nos registros escritos a integral ∫ 11−𝑢2 𝑑𝑢] que era a arc tangente, mas é com mais né? Então pesquisei na internet e 

vi que tinha essa arc tangente hiperbólica [...]. Pesquisei na internet qual era derivada. 
E16:  Pensei em tentar resolver por substituição trigonométrica [...]. Mas parecia 
difícil. 
E16: Daria para fazer por parciais também. 
PP: Sim. Penso que você encontrou uma solução interessante. O que eu sugiro é que 
você mantenha o que você fez, NÃO APAGUE!!!!, e tente resolver por frações 
parciais. 
PP: Por frações parciais vai dar um modelo diferente do que encontrou. 
PP: Mas aí a partir disso, você compara os dois modelos e verifica se o seu modelo 
pode ser considerado adequado (𝐶2_𝑊_𝑀𝑀1_𝐺𝑀4). 
PP: Para chegar na tangente hiperbólica é bem simples. Você só usa uma substituição 
trigonométrica. Acho que pode deixar e aí você mostra a relação entre as duas 
[professor explica a resolução da integral por meio de substituição trigonométrica] 
(𝐶2_𝐷_𝑀𝑀1_𝐺𝑀4). 
 

 Apresenta-se as duas resoluções no Quadro 37, com a ressalva de que a 

resolução por substituição trigonométrica dos estudantes do grupo GM4 foi feita a partir de uma 

intervenção do professor-pesquisador que mostrou aos alunos como prosseguir. No caso do 

grupo GM2, o professor-pesquisador também realizou uma intervenção para mostrar como 

resolver a integral ∫ 11−𝑢2 𝑑𝑢 por frações parciais. 

 
 
 
 



144 

Quadro 37 - Resolução do problema, usando dois métodos de integração diferentes na atividade Salto de 
Paraquedas no contexto 2 

 
Fonte: 𝐶2_𝑅_𝑀𝑀1_𝐺𝑀2 e 𝐶2_𝑅_𝑀𝑀1_𝐺𝑀4. 
 
 O jogo de linguagem, resolução de um problema matemático, é um jogo de 

linguagem pertencente a um domínio matemático, que nesse caso consiste no uso de regras 

matemáticas para resolução de uma EDO e de regras para calcular uma integral determinada. 

A aprendizagem nesse jogo de linguagem está associada ao uso de regras e conhecimentos 

específicos de um domínio matemático e pode requerer a intervenção do professor para mostrar 

como essas regras podem ser usadas na construção de um modelo matemático. 

 No jogo de linguagem expressão matemática do modelo matemático, os 

estudantes precisam expressar o modelo matemático, utilizando alguma estrutura matemática, 

sob a forma de gráficos, tabelas, equações, funções, figuras, entres outros modos linguísticos. 

Os estudantes do grupo GM2 optaram por expressar o modelo matemático na forma de um 

gráfico da função da velocidade em relação ao tempo, construído no GeoGebra, com a 

finalidade de plotar pontos na curva que pudesse fornecer informações acerca da velocidade de 

pouso do paraquedista para diferentes instantes de abertura do paraquedas (Quadro 30). Os 

estudantes do grupo GM4 escolheram a função tangente hiperbólica obtida na resolução do 

problema matemático para expressar o modelo matemático e recorreram a forma gráfica desse 

modelo, com o auxílio do software GeoGebra, para obter a velocidade do paraquedista em 

queda-livre após cinco segundos do salto e a velocidade terminal nessa etapa. 
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 Entende-se que esse jogo de linguagem envolve o conhecimento de diferentes 

modos de expressar matematicamente um modelo matemático e uma tomada de decisão em 

relação a qual modo é o mais adequado para responder o problema. A aprendizagem nesse jogo 

de linguagem está relacionada a aquisição de técnicas de modos de expressar linguisticamente 

um modelo matemático e considera a capacidade dos estudantes de decidir qual modo de 

expressão é o mais adequado para responder o problema formulado na atividade de modelagem 

matemática. 

 Na análise do modelo matemático, identifica-se os jogos de linguagem: 

resposta para o problema na linguagem da situação-problema, interpretação dos resultados em 

relação ao fenômeno e validação do modelo matemático. Esses jogos estão vinculados as ações 

requeridas do estudante para estabelecer uma relação de volta do domínio matemático para o 

domínio da situação da realidade (Almeida; Silva; Vertuan, 2012; Niss; Blum, 2020) e de ações 

importantes para a análise de modelos matemáticos (Javaroni; Soares, 2012; Soares, 2012, 

2015; Soares; Borba, 2011). 

 No jogo de linguagem resposta para o problema na linguagem da situação-

problema os estudantes precisam fornecer uma resposta para o problema formulado a partir da 

situação da realidade na linguagem específica dessa situação. Há, por assim dizer, uma tradução 

das respostas matemáticas obtidas com a construção do modelo matemático para respostas na 

linguagem na situação da realidade. 

 Os estudantes do grupo GM2, observaram a partir do gráfico construído no 

GeoGebra da função da velocidade do paraquedista para diferentes valores para o instante de 

abertura de paraquedas, que a velocidade de pouso se modifica, uma vez que se o paraquedista 

abrir o paraquedas antes de atingir a velocidade terminal, ele não irá pousar na velocidade 

adequada para o pouso, conforme ilustra a resposta dos estudantes para o caso em que o 

paraquedista abre o paraquedas cinco minutos após o salto do avião (Quadro 38). 
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Quadro 38 - Resposta para o problema do grupo GM2 na atividade salto de paraquedas no contexto 2 

 
GM2: Temos uma situação semelhante à anterior, mas veja que o paraquedista abriu o paraquedas em 300 
segundos, ou seja, 5 minutos após o salto do avião. Entretanto, observe que o ponto A representa a 
velocidade nesse tempo. Logo, é fácil notar que, mesmo a velocidade de pouso tendendo a 5,66 m/s o 
tempo entre a abertura do paraquedas e o pouso não é suficiente para desacelerar para uma velocidade 
segura de pouso, uma vez que a velocidade de pouso nesse caso é de 44,69 m/s. 

Fonte: 𝐶2_𝑅_𝑀𝑀1_𝐺𝑀2. 

 

 Os estudantes do grupo GM4 recorreram a forma gráfica de expressar o 

modelo matemático, construída no GeoGebra, para determinar a velocidade terminal do 

paraquedista em queda-livre, considerando diferentes valores para massa. Para isso criaram um 

controle deslizante do parâmetro 𝑚 (massa) e traçaram a assíntota da curva, com a finalidade 

de observar o valor dessa assíntota para diferentes valores atribuídos ao parâmetro 𝑚. Como 

resposta para o problema, concluíram que conforme a massa aumenta, a velocidade terminal do 

paraquedista em queda-livre também aumenta, conforme o Quadro 39. 

 

Quadro 39 - Resposta para o problema do grupo GM4 na atividade salto de paraquedas no contexto 2 
Para 𝑚 = 65 𝑘𝑔, 𝑣𝑡 = 49,77 𝑚/𝑠 

 

Para 𝑚 = 85 𝑘𝑔, 𝑣𝑡 = 49,77 𝑚/𝑠 

 

GM4: Veja que o gráfico da função se “desloca” cada vez mais verticalmente para cima. Assim, podemos 
verificar que a velocidade aumenta cada vez mais com o aumento da massa. Observe também que a velocidade 
terminal para um indivíduo com 55<𝑚<120 se encontra entre 40 e 60 m/s, aproximadamente. 

Fonte: 𝐶2_𝑅_𝑀𝑀1_𝐺𝑀4. 
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 Nesse jogo de linguagem, os estudantes formulam uma resposta para o 

problema inicial, com base nos resultados matemáticos obtidos. Com isso, a aprendizagem 

nesse jogo está associada a aquisição de um modo de ver a situação da realidade, estruturado a 

partir da capacidade de traduzir os resultados matemáticos em resultados na linguagem 

específica da situação da realidade estudada.  

  No jogo de linguagem interpretação dos resultados em relação ao fenômeno, 

os estudantes analisam os resultados obtidos com o modelo matemático e se questionam se 

esses resultados fazem sentido em relação ao fenômeno e matematicamente, além de suas 

implicações no fenômeno. Os estudantes do grupo GM2 consideraram que uma possível 

implicação é que se o paraquedista não abrir o paraquedas no instante adequado informado, a 

velocidade de pouso não segura e que apesar da velocidade de pouso se modificar, a velocidade 

terminal 2 não se modificará para diferentes instantes de abertura do paraquedas, uma vez que 

essa velocidade é a velocidade limite que o paraquedista atinge com o paraquedas aberto. 

[...] Caso o paraquedista leve mais tempo para abrir o paraquedas 
menor o limite de tempo para ele desacelerar para essa velocidade, o que faz com que 
a velocidade de pouso não seja segura. [...] 
Percebemos que o 𝐶1 nas três situações será 1 visto que sempre o paraquedista saltará 
de um instante t = 0 e 𝑣1 = 0. E, mesmo ao ser alterada o 𝑡𝑎, o 𝐶2 será o mesmo, -
1.29. Dessa forma, a velocidade terminal do paraquedista nas três situações será o 
mesmo (𝐶2_𝑅_𝑀𝑀1_𝐺𝑀2). 

 
 Os estudantes do grupo GM4 analisaram o gráfico da velocidade do 

paraquedista em queda-livre no decorrer do tempo e o gráfico da derivada dessa função para 

realizar interpretações dos resultados em relação ao fenômeno e fornecer argumentos coerentes 

para suas asserções. Dentre as interpretações indicadas, argumentaram que apesar da velocidade 

do paraquedista ser crescente, a taxa de crescimento é decrescente e que a massa influencia de 

forma relevante na velocidade que o paraquedista atinge no decorrer do salto.  

 A aprendizagem nesse jogo de linguagem está associada a aquisição de uma 

técnica de avaliação qualitativa do modelo matemático e de seus resultados, com foco nas 

propriedades estruturais desse modelo e suas implicações para o fenômeno modelado.  

 Na validação do modelo matemático, os estudantes questionam se o modelo 

pode ser considerado válido para a situação-problema estudada. Nessa atividade, nos dois 

grupos, eles compararam os resultados obtidos com as informações fornecidas ou com 

informações encontradas em outros materiais. Percebe-se no caso do grupo GM4, uma 

preocupação com a proximidade dos resultados com as informações presente em diversas falas 

dos estudantes durante o desenvolvimento da atividade. 
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PP: E qual é a sua insatisfação? 
E16: A primeira era se o problema era adequado e o segundo era os resultados que 
está “relativamente” aproximado, mas tem bastante erro ainda. 
E16: Achei isso numa apostila, ela está indicando que após 5 segundos a velocidade 
seria 150km/h, o que seria 41,6 metros por segundo, e o nosso deu 30 e pouco. 
PP: Mas qual será a massa nessa apostila? 
E16: É então ai não especifica. 
PP: Talvez se vocês colocarem outros valores para a massa 
E16: Realmente pode mudar bastante ne 
PP: Podem chegar nessa velocidade (𝐶2_𝑊_𝑀𝑀1_𝐺𝑀4). 
[...] 
E20: Então na validação do modelo. A gente usou a informação do slide de que a 
velocidade terminal é de aproximadamente 200 km/h a 240 km/h para validar o 
modelo. 
E16: entre aspas né, não sei se validou ou desvalidou, porque quando a gente calculou 
as velocidades terminais dos dois indivíduos, a primeira de um indivíduo de 64 kg deu 
43,19 m/s e o outro deu 39,77 m/s e a gente pensou que não está muito perto né. Mas 
eu tracei os gráficos e ai a gente pensou se você analisar as velocidades terminais com 
a massa variando de 55 até 120, você que fica perto de 55 a 60 m/s, porque dá de 40 
m/s a 60 m/s. Então eu pensei, será que peguei uma massa muito baixa, em relação à 
média da população brasileira. 
E20: É igual ao trabalho anterior, a gente não precisou encontrar o valor exato né, mas 
um valor aproximado (𝐶2_𝐷_𝑀𝑀1_𝐺𝑀4). 
 

 Ao validar o modelo matemático, os estudantes precisam tomar uma decisão 

em relação a razoabilidade do modelo matemático, para tanto recorreram a critérios formulados 

a partir da articulação de informações da situação da realidade e os resultados obtidos. A 

proximidade dos resultados foi um desses critérios e evidencia que a aprendizagem nesse jogo 

de linguagem sinaliza para a aquisição de técnicas de validação de um modelo matemático e a 

formulação de critérios de validação para considerar um modelo matemático válido, a partir de 

argumentos coerentes do ponto de vista matemático e do ponto de vista do fenômeno.  

 Em síntese, nessa atividade, nove jogos de linguagem que constituem a 

aprendizagem foram identificados com base nas ações dos estudantes no desenvolvimento das 

fases: inteiração com a situação-problema, construção do modelo matemático e análise do 

modelo matemático, conforme o Quadro 40. 

 
Quadro 40 - Jogos de linguagem associados à aprendizagem na atividade Salto de Paraquedas no contexto 2 

Fases do 
desenvolvimento da 

atividade 
Jogos de linguagem Sinalização de aprendizagem 

Inteiração com a 
situação-problema 

Compreensão da 
situação da realidade 

Uso de conhecimentos e informações acerca da situação-
problema, adquiridos a partir do enunciado apresentado 
pelo professor-pesquisador, pesquisas em artigos e sites 
disponíveis na internet e de experiências anteriores dos 
estudantes. 

Formulação do 
problema 

Aprendizagem de uma técnica fundamental do 
desenvolvimento de atividades de modelagem matemática: 
formulação de problemas, antes da resolução destes. 

Construção do 
modelo matemático 

Matematização 
Interlocução entre conhecimentos matemáticos e de 
conhecimentos acerca da situação modelada. 

Formulação de um Uso de regras matemáticas para formular um problema 



149 

problema matemático matemático, a partir de relações matemáticas estabelecidas, 
considerando as variáveis, hipóteses e simplificações. 

Resolução do problema 
matemático 

Uso de regras e conhecimentos específicos de um domínio 
matemático, que pode requerer a intervenção do professor 
para mostrar como essas regras podem ser usadas na 
construção de um modelo matemático. 

Expressão do modelo 
matemático 

Aquisição de técnicas de modos de expressar 
linguisticamente um modelo matemático e a capacidade dos 
estudantes de decidir qual modo de expressão é o mais 
adequado para responder o problema formulado na 
atividade de modelagem matemática. 

Análise do modelo 
matemático 

Resposta para o 
problema na linguagem 
da situação-problema 

Aquisição de um modo de ver a situação da realidade, 
estruturado a partir da capacidade de traduzir os resultados 
matemáticos em resultados na linguagem específica da 
situação da realidade estudada. 

Interpretação dos 
resultados em relação 

ao fenômeno 

Aquisição de uma técnica de avaliação qualitativa do 
modelo matemático e de seus resultados, com foco nas 
propriedades estruturais desse modelo e suas implicações 
para o fenômeno modelado. 

validação do modelo 
matemático 

Aquisição de técnicas de validação de um modelo 
matemático e a formulação de critérios de validação para 
considerar um modelo matemático válido, a partir de 
argumentos coerentes do ponto de vista matemático e do 
ponto de vista do fenômeno. 

Fonte: os autores.  

Na inteiração com a situação-problema, os jogos de linguagem envolvidos 

estão associados ao modo como os estudantes expressam conhecimento acerca dos fatores que 

influenciam a velocidade do paraquedista durante o salto, com a finalidade de formular um 

problema passível de ser modelado. Nesses jogos de linguagem, não entra em cena apenas o 

interesse, mas também a capacidade de perceber se o problema formulado pode ser resolvido, 

considerando os seus conhecimentos matemáticos e a suficiência de informações disponíveis 

sobre a situação da realidade. Isso exige, conforme indica Almeida (2018) e Galbraith, Stillman 

e Brown (2017), uma antecipação das ações subsequentes do desenvolvimento da atividade 

para julgar se o problema formulado pode vir a ser um problema de modelagem matemática.  

Esses aspectos sinalizam que nesses jogos de linguagens da inteiração com a situação-

problema, a aprendizagem envolve o domínio de técnicas de formulação de problemas e 

capacidade de discernimento do problema em relação ao seu potencial de vir a ser um problema 

passível de ser modelado matematicamente.  

Na construção do modelo matemático, a matematização e a formulação de 

um problema matemático são jogos de linguagem caracterizados principalmente pela tradução 

de jogos da situação da realidade e jogos da matemática. Nessa atividade, em particular, os 

estudantes formularam um problema matemático usando EDOs, a partir de regras matemáticas 

específicas para trabalhar com essa estrutura matemática e articular com uma análise das forças 

que agem sobre o paraquedista durante o salto, usando conhecimentos da Física. Nesse caso, a 
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aprendizagem envolvida indica um modo de ver o fenômeno da realidade, a partir das hipóteses 

e variáveis formuladas, resultando em um problema matemático que direciona as ações dos 

estudantes no interior de jogos de linguagem essencialmente matemáticos, como a resolução do 

problema matemático e expressão do modelo matemático. 

Na resolução do problema matemático, os estudantes mostram que seguem 

regras necessárias para resolver uma EDO de 1ª ordem autônoma e para encontrar uma solução 

matemática para esse problema, recorrendo a técnica de separação de variáveis e a técnicas de 

integração. Nesse jogo de linguagem, foi necessária a intervenção do professor-pesquisador, 

que mostrou como e que regras matemáticas poderiam ser usadas para resolver a EDO. Ao jogar 

esse jogo, ocorre uma oportunidade de aprendizagem interior à própria matemática, em que 

conceitos e procedimentos matemáticos podem ser usados para construir um modelo 

matemático. 

Na expressão do modelo matemático, os estudantes precisam escolher uma 

forma de expressar o modelo matemático, dada a diversidade existente de modos distintos de 

expressar um modelo matemático, podendo ser eles na forma de gráficos, tabelas, funções, 

desenhos, equações, entre outros (Sousa; Tortola, 2021). Para tanto, em relação à aprendizagem, 

os estudantes precisam ter a capacidade de discernimento de qual modo de expressão linguística 

do modelo matemático é adequado para resolver o problema. Isso exige que os alunos dominem 

diversos modos de expressão linguística, com os quais recorremos para trabalhar 

matematicamente. Nessa atividade, os estudantes recorreram a expressão gráfica do modelo 

matemático, construída por meio do software GeoGebra, para resolver o problema. 

Na análise do modelo matemático, os estudantes se envolvem em jogos de 

linguagem de tradução, interpretação, avaliação e validação que possibilitam estabelecer uma 

relação de volta do domínio matemático para o domínio da situação da realidade. Na resposta 

para o problema na linguagem da situação-problema, eles recorreram a análise da influência de 

parâmetros (o parâmetro 𝑚 relativo a massa e o parâmetro 𝑡𝑎 relativo ao instante de abertura 

do paraquedas) no comportamento do modelo matemático em relação ao comportamento do 

fenômeno, traduzindo a resposta matemática em uma resposta para a linguagem natural da 

situação-problema. Na interpretação dos resultados em relação ao fenômeno, os estudantes 

avaliaram qualitativamente os resultados obtidos com o modelo matemático, realizando 

interpretações das implicações desses resultados para o fenômeno. Na validação do modelo 

matemático, formularam argumentos coerentes para indicar que o modelo matemático é 

adequado para o fenômeno estudado, por meio de uma avaliação comparativa dos resultados e 

as informações a respeito do fenômeno. Esses jogos de linguagem sinalizam no que tange à 
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aprendizagem, a aquisição de um modo de ver o fenômeno com base em regras matemáticas 

articuladas na construção do modelo matemático e a aquisição de técnicas de avaliação desse 

modelo, como a comparativa e a qualitativa (Niss; Blum, 2020). 

Os jogos de linguagem identificados na análise do modelo matemático nessa 

atividade foram mediados pelo uso do software GeoGebra, que possibilitou aos estudantes a 

visualizar graficamente o modelo matemático e realizar simulações a partir da manipulação dos 

parâmetros com controles deslizantes e modificações no gráfico do modelo (Greefrath, 2011; 

Greefrath; Siller, 2017). 

Em relação ao ambiente, este pode ser caracterizado como um ambiente 

misto, em que partes da atividade foram desenvolvidas em um ambiente remoto (com uso do 

Google Meet, Google Classroom, WhatsApp e Google Docs) e partes foram realizadas 

presencialmente na sala de aula.  

Por fim, ao considerar que o foco pedagógico da disciplina Modelagem 

Matemática na perspectiva da Educação Matemática incide sobre a capacidade de fazer 

modelagem matemática, os jogos de linguagem associados à aprendizagem nessa atividade 

estão intimamente relacionados às fases e às ações características envolvidas no 

desenvolvimento de uma atividade de modelagem matemática. 

4.2.2.3 Descrição da atividade Compra de um Notebook 

 A atividade Problema dos Notebooks: uma análise do custo-benefício foi 

desenvolvida pelos estudantes do grupo GM2 no período de 06/04/2022 a 27/04/2022 na 

disciplina Modelagem Matemática na Perspectiva da Educação Matemática. O problema 

investigado foi: ‘Qual é o melhor notebook para comprar considerando o preço e seu 

desempenho?’  

 Inicialmente, tendo como propósito a compra de um notebook para uso pessoal, 

os estudantes estabeleceram critérios para avaliar o desempenho e o preço do notebook, atribuindo 

uma pontuação de 0 a 10 para capacidade da memória RAM, do armazenamento e para o tipo de 

processador, elementos que influenciam o desempenho. Além disso, atribuíram uma pontuação de 

0 a 10 para o preço. No caso do desempenho, a pontuação foi realizada com base em uma consulta 

feita com um técnico de informática. No caso do preço, a pontuação foi baseada no orçamento 

financeiro dos próprios estudantes. 

 A partir de uma consulta a um técnico de informática, os alunos observaram que 

a memória RAM, o armazenamento e o tipo de processador possuem pesos diferentes em relação 
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as suas influências no desempenho do notebook, tendo o processador peso 5, a memória RAM peso 

3 e o armazenamento peso 2. Desta forma, um índice de desempenho foi elaborado a partir de uma 

média ponderada das notas de cada componente, como mostra o Quadro 41. 

 
Quadro 41 – Tema e estabelecimento de critérios na atividade 'Problema dos Notebooks' 

 
Fonte: 𝐶2_𝑅𝐸_𝑀𝑀4_𝐺𝑀2. 
 
 Utilizando esses atributos, os estudantes coletaram dados de dez notebooks a 

partir de pesquisas realizadas na internet e calcularam um índice de desempenho e um índice 

de preço para cada um dos modelos encontrados.   

 Como hipótese, consideraram que o notebook com melhor custo-benefício 

será aquele que possui o menor índice de preço e o maior índice de desempenho. Em termos 

matemáticos, sejam 𝑑𝑛 o índice de desempenho do notebook 𝑛 e 𝑝𝑛 o índice de preço do 

notebook 𝑛, com 𝑛 ∈ {𝐴, 𝐵, 𝐶, 𝐷, 𝐸, 𝐹, 𝐺, 𝐻, 𝐼, 𝐽}, pode-se considerar pontos cartesianos 𝑃𝑛 =(𝑑𝑛 , 𝑝𝑛). O notebook que possui melhor custo-benefício será aquele que possui menor distância 

euclidiana do ponto 𝑀 = (10, 0), considerado como sendo o notebook ideal (maior 

desempenho e menor custo).  

  Utilizando um gráfico de dispersão e a hipótese formulada, os alunos 

construíram um modelo matemático que consiste, em um primeiro momento, no cálculo das 
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distâncias euclidianas de cada ponto representante de um notebook 𝑛 ao ponto de referência 𝑀 

e, em um segundo momento, na identificação do valor mínimo do conjunto dessas distâncias, 

conforme o Quadro 42. 

 
Quadro 42 - Coleta de dados, matematização e construção do modelo matemático na atividade 

'Problema dos Notebooks' 

 
Fonte: 𝐶2_𝑅𝐸_𝑀𝑀4_𝐺𝑀2. 
 
 Com base nesse modelo matemático, a resposta obtida foi que o notebook que 

apresenta melhor custo-benefício é modelo 𝐶. Na interpretação dos resultados e validação, o 

professor-pesquisador indagou os estudantes sobre a possibilidade de dois ou mais notebooks 

apresentar a mesma distância euclidiana, ressaltando a necessidade de um critério de desempate. 

Com isso, os estudantes consideraram que no caso de empate, haveria uma preferência pelo 

notebook com maior desempenho e, no caso de mesmo desempenho, a escolha seria aquele com 

menor preço.  

 Para validar os resultados, uma pesquisa foi realizada sobre comentários 

acerca do notebook com melhor custo-benefício de acordo com a resolução feita e constataram 

que o resultado é coerente com a avaliação de especialistas (Quatro 43). 
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Quadro 43 - Resposta para o problema e interpretação dos resultados e validação na atividade 

'Problema dos notebooks' 

 
Fonte: 𝐶2_𝑅𝐸_𝑀𝑀4_𝐺𝑀2. 
  

Em síntese, com o tema compra de um notebook, os estudantes do grupo GM2 

buscaram investigar qual notebook apresenta melhor custo-benefício, estabelecendo uma 

métrica para classificação de dez notebooks com base em um índice de desempenho e um índice 

de preço. A partir do modelo matemático, os estudantes concluíram que o notebook que 

apresenta melhor custo-benefício, ou seja, aquele que tem menor preço e maior desempenho é 

o computador C e consideraram que o resultado obtido é adequado, pois está de acordo com a 

análise de especialistas.  

4.2.2.4 Identificação de jogos de linguagem que constituem aprendizagem na atividade 

Compra de um Notebook 

Na atividade Problema dos Notebooks: uma análise do custo-benefício, as 

ações dos estudantes do grupo GM2 indicam que essa atividade de modelagem matemática 

pode ser caracterizada como uma modelagem prescritiva, usando a terminologia de Niss (2015), 

cujo propósito não é primordialmente compreender, descrever ou prever alguma situação da 

realidade, mas projetar, prescrever, organizar ou estruturar certos aspectos dessa situação. O 

objetivo dos estudantes, nessa caracterização, é preparar o caminho para a ação baseada em 

decisões resultantes de um determinado tipo de considerações matemáticas. Em particular nessa 
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atividade, eles buscaram estabelecer uma métrica para o custo-benefício de um notebook, 

auxiliando o consumidor no momento de compra. 

Nessa seção, descreve-se os jogos de linguagem que sinalizam aprendizagem 

considerando três fases do desenvolvimento da atividade: inteiração com a situação-problema, 

construção do modelo matemático e análise do modelo matemático. 

Na inteiração com a situação-problema, com base nas ações dos estudantes, 

os seguintes jogos de linguagem foram identificados: escolha de um tema passível de ser 

modelado, compreensão da situação da realidade, coleta de informações e formulação de um 

problema.  

A escolha de um tema passível de ser modelado se constitui um jogo de 

linguagem, em que os estudantes precisam escolher uma situação não essencialmente 

matemática que seja passível de ser modelada, isto é, que tenha informações disponíveis e que 

os estudantes tenham conhecimentos a respeito dela e conhecimentos matemáticos necessários 

para investigá-la. Não basta nesse jogo de linguagem apenas o interesse dos estudantes, mas 

faz-se necessário uma antecipação global da atividade, no sentido de perceber se esse tema pode 

desencadear uma atividade de modelagem matemática (Almeida, 2018; Galbraith; Stillman; 

Brown, 2017). Esse aspecto depende de uma familiarização com atividades de modelagem 

matemática.  

Inspirados por um estudo18 que aponta um crescimento nas vendas de 

notebook no Brasil no cenário de pandemia da Covid-19 e considerando a quantidade de 

informações que são disponibilizadas no momento da compra, os estudantes escolheram 

investigar qual notebook para uso pessoal seria mais adequado comprar.  

A venda de computadores no Brasil cresceu durante o primeiro trimestre de 

2021, aponta um estudo recente da IDC Brasil. Em comparação ao mesmo período de 2020, 

pré-pandemia, o aumento nas vendas foi de 19,7%. Considerando apenas o varejo, a alta foi de 

17%, sendo a maioria dos modelos notebooks, com 86% do total (𝐶2_𝑅𝐸_𝑀𝑀4_𝐺𝑀2). Um 

excerto da fala de E7 evidencia a justificativa pela escolha da temática:  

E7: Quando a gente vai comprar um notebook, a gente é bombardeado por muitas 
informações, de placa de vídeo, memória RAM, processador, sistema operacional, 
entre outros [...]. Muitas vezes a gente não sabe o que significa, ou não sabe o que 
esse componente representa do notebook [...]. Então, nosso objetivo a partir do 
desempenho do notebook e de seu preço é auxiliar um consumidor a escolher um 
notebook viável para ele, que no caso seria para uso pessoal (𝐶2_𝐷_𝑀𝑀4_𝐺𝑀2_𝐴7). 

 
18 IDC BRASIL. Estudo da IDC Brasil aponta que mercado brasileiro de PCs cresceu 37% em 2021. 2022. 
Disponível em: Estudo da IDC Brasil aponta que mercado brasileiro de PCs cresceu 37% em 2021. Acesso em: 
10 de abr. de 2022. 
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Nesse jogo de linguagem, a aprendizagem está associada à capacidade de 

perceber se o tema escolhido é passível de ser modelado, o que envolve uma familiaridade dos 

estudantes com atividades de modelagem matemática; e a formulação de uma justificativa 

aceitável acerca da relevância do tema escolhido. 

Na compreensão da situação da realidade, faz-se necessário compreender 

que fatores são relevantes e devem ser levados em consideração no momento da compra de um 

Notebook. A partir de pesquisas em sites especializados e em uma conversa com um 

especialista da área de tecnologia, os estudantes consideraram dois fatores, o preço e o 

desempenho, sendo esse segundo influenciado pela memória RAM, espaço de armazenamento 

(HD ou SSD) e processador: 

PP: Em relação ao desempenho, como a gente pode “medir” o desempenho de um 
notebook? 
E7: Acho que memória RAM, o HD que hoje na maioria dos casos os notebooks têm 
SSD e o processador. 
PP: Certo e o qual é a influência de cada um desses fatores no desempenho? 
(𝐶2_𝑉_𝑀𝑀4_𝐺𝑀2_𝐴7). 
E7: A memória RAM é um tipo de espaço temporário. É como se você fosse estudar 
em uma mesa de estudos. O material que está sobre a mesa seria os arquivos do 
computador. A mesa seria a memória RAM. Que é o local onde você está trabalhando 
ou executando uma tarefa no computador. [....] O processador é o “cérebro” do 
computador e no caso da mesa significa a velocidade com que as informações do 
material são processadas. [....] Em relação ao armazenamento interno, hoje existem 
dois de armazenamento interno do notebook, o HD, o SSD. O que diferencia os dois 
é que o HD é o mais barato e era o mais encontrado, mas com a evolução da 
tecnologia, surgiu o SSD. Por isso hoje é mais fácil de encontrar notebooks com SSD, 
pois eles são mais velozes e conseguem acessar de forma mais rápida e eficiente os 
arquivos do computador (𝐶2_𝐷_𝑀𝑀4_𝐺𝑀2_𝐴7). 
 

Nesse jogo de linguagem, os estudantes criam um “recorte” da situação, 

selecionando os aspectos que são considerados relevantes a partir de seus conhecimentos acerca 

do tema. Dessa maneira, a aprendizagem está associada ao uso de conhecimentos e informações 

acerca da situação da realidade e à capacidade de simplificá-la, tornando-a passível de ser 

modelada.  

No jogo de linguagem coleta de informações, os estudantes pesquisaram em 

plataformas virtuais de venda, o preço, a memória RAM, SSD e o processador de dez modelos 

de notebooks considerados adequados para o uso pessoal. Essas informações foram organizadas 

em uma tabela (Quadro 42). A aprendizagem nesse jogo de linguagem envolve ser capaz de 

identificar que informações devem ser coletadas e como coletar essas informações, essa uma 

técnica importante do fazer modelagem matemática (Almeida; Silva; Vertuan, 2012; Niss; 

Blum, 2020).  

Na formulação do problema, os estudantes optaram por investigar “Qual é o 
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melhor notebook para comprar considerando o preço e seu desempenho?” A formulação desse 

problema desencadeia um processo que exige uma explicitação do que eles entendem pelo 

termo ‘melhor’, evidenciando a subjetividade envolvida na qualificação de um produto. Esse 

aspecto caracteriza o problema formulado como um problema aberto, pois a depender do modo 

como o termo ‘melhor’ é usado, diferentes caminhos de resolução podem ser tomados. Além 

disso, a problematização realizada remete a um tipo de problema típico da modelagem 

prescritiva (Niss, 2015), que direciona o desenvolvimento da atividade para um 

encaminhamento que visa estabelecer uma métrica para embasar um juízo de valor a respeito 

do melhor notebook, em termos de custo-benefício. 

Ao formular um problema, a aprendizagem nesse jogo de linguagem está 

associada a aprendizagem de uma técnica fundamental do desenvolvimento de atividades de 

modelagem matemática: formular problemas. O uso dessa técnica revela a intencionalidade dos 

estudantes ao trabalhar com modelagem matemática. 

Na construção do modelo matemático, percebe-se que os estudantes se 

envolveram nos jogos de linguagem: elaboração de índices para medir o desempenho e o preço 

dos notebooks, formulação de hipóteses, formulação de um problema matemático, elaboração 

de uma métrica para avaliar o custo-benefício de notebooks, resposta para o problema 

matemático. Os três primeiros indicam ações que ocorrem na matematização. 

Na elaboração de índices para medir o desempenho e o preço dos notebooks, 

os estudantes estabeleceram um sistema de pontuação de 0 a 10 para classificar o preço e o 

desempenho dos notebooks, gerando dois índices, um para o desempenho e outro para o preço 

(Quadro 41). Para elaboração do índice de desempenho, os estudantes recorreram a opinião de 

um especialista que forneceu critérios para classificar o nível de importância dos elementos 

(RAM, memória interna e processador) no desempenho de um notebook. O índice de preços, 

por sua vez, foi formulado de acordo com o orçamento pessoal dos estudantes e aquilo que eles 

consideravam como sendo um computador caro, barato e com preço mediano. O diálogo a 

seguir mostra esse processo: 

E7: A partir de uma Tabela, nós pontuamos a memória RAM de 0 a 20 GB, pois a 
gente não conseguiu encontrar notebooks para vender que possuem 1 GB de memória 
RAM, mas nós encontramos para vender separado com esse tamanho. Então achamos 
melhor colocar. É importante dizer que os notebooks comuns vendidos possuem entre 
4 GB e 16 GB, isso não quer dizer que não existam com mais GB de memória RAM, 
mas são normalmente para usos específicos que exigem um alto desempenho.  
Nós pontuamos também de 0 a 10, os SSDs com capacidade de 0 a 1024 GB (1 TB). 
A partir disso a gente classificou a cada unidade de pontuação 102,4 GB. Contudo, 
como nós não encontramos notebooks para vender com 307,2 GB, mas a gente 
encontra com 256, 128, 512 GB, admitimos que as notas atribuídas podem ser 
números decimais.  
E7: A gente utilizou os processadores da Intel, pois são os mais comuns de encontrar. 
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A gente pegou as versões mais recentes que são Dual Core, Quad Core, i3, i5, i7, i9. 
Para pontuar de 0 a 10, como eu tenho só seis processadores para classificar, então eu 
basicamente dividi dez por seis e cada um representa uma pontuação  
E7: Por fim, pensamos assim: se você vai comprar um notebook, para usos domésticos 
você não vai pagar uma fortuna para funções básicas né, uma pessoa comum qualquer 
que recebe um salário normal não tem como comprar um notebook muito caro. Então 
classificamos de 1000 em 1000 até 11.000, só que 11.000 a gente já acha que é um 
preço muito alto para comprar um notebook (𝐶2_𝐷_𝑀𝑀4_𝐺𝑀2_𝐴7). 
 

Nesse jogo de linguagem, os estudantes formulam regras para organizar as 

informações coletadas a respeito dos notebooks em um sistema de pontuação do desempenho e 

do preço. Ao fazer isso, entende-se que os estudantes já estão matematizando a situação da 

realidade, ao associarem mais matemática a situação do que já havia sido associada até então 

(Jablonka; Gellert, 2007).  

A aprendizagem nesse jogo de linguagem está associada à formulação de 

regras para organização de informações coletadas da situação da realidade, com base em 

critérios bem fundamentados em modos de ver de especialistas e na sua própria forma de vida.  

Na formulação de hipóteses, os estudantes explicitam o critério utilizado para 

determinar o notebook que apresenta melhor custo-benefício, sendo aquele que apresenta menor 

índice de preço e maior índice de desempenho, indicando a melhor escolha para o consumidor. 

Essa hipótese mostra uma idealização da situação, ao sugerirem qual o notebook é considerado 

ideal para uma tomada de decisão de compra, revelando um aspecto da matematização. 

Em relação à aprendizagem nesse jogo de linguagem, podemos dizer que esta 

sinaliza à aquisição de um modo de ver a situação-problema e explicita que significado está 

presente no uso do termo ‘melhor’ na qualificação do custo-benefício de um notebook.  

Na formulação de um problema matemático, os estudantes traduzem o 

problema escrito na linguagem natural para uma linguagem matemática, com base nas hipóteses 

e nas variáveis selecionadas. Para isso, traçaram no plano cartesiano um gráfico de pontos (𝑑𝑛 , 𝑝𝑛), cujos pares ordenados eram formados pelo índice de desempenho (𝑑𝑛) como abcissa 

e o índice de preço (𝑝𝑛) como ordenada. Em termos matemáticos, o notebook com melhor 

custo-benefício, segundo os estudantes, seria aquele que possuísse menor distância euclidiana 

do ponto 𝑀(10, 0), que indica o notebook com maior desempenho e menor preço. Com isso, o 

problema matemático formulado consiste em determinar qual ponto 𝐶𝑛(𝑑𝑛 , 𝑝𝑛) possui menor 

distância euclidiana do ponto 𝑀(10,0)? 

PR: Aquela última coluna é o índice né, e como ele foi usado? 
E2: a gente olhou para o ponto que possui menor distância do ponto M.  
E2: então essa aqui (apontando para o ponto C) é o que possui menor distância do 
ponto M. Então a gente considerou que o notebook que possui melhor custo-benefício 
é aquele que possui menor distância do ponto considerado ideal, que possui menor 
preço e maior desempenho (𝐶2_𝐷_𝑀𝑀4_𝐺𝑀2). 
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Nesse jogo de linguagem, que pode ser caracterizado como um jogo de 

tradução de jogos de linguagem da situação da realidade para jogos de linguagem da situação-

problema, os estudantes precisam decidir qual linguagem matemática será adequada para 

formular um problema matemático e com que finalidade o uso de regras matemáticas será feito 

na atividade para construir um modelo matemático. A aprendizagem está associada, portanto, 

ao uso de regras matemáticas para formular um problema matemático, considerando as 

variáveis, hipóteses e simplificações em uma linguagem matemática.  

Na elaboração de uma métrica para avaliar o custo-benefício de notebooks, 

os estudantes elaboraram um modelo matemático que, nesse caso, consiste em uma métrica, 

uma interpretação do conjunto de medidas utilizadas para medir o desempenho e o preço, com 

a finalidade de determinar o notebook com melhor custo-benefício para compra. Nesse jogo de 

linguagem, os estudantes recorreram ao conceito de distância euclidiana de dois pontos no plano 

cartesiano e o valor mínimo do conjunto de medições do custo-benefício dos notebooks. Em 

termos matemáticos, seja 𝑑𝑀,𝐶𝑛 = √(10 − 𝑑𝑛)2 + (𝑝𝑛)2 a distância euclidiana dos pontos 𝐶𝑛(𝑑𝑛 , 𝑝𝑛), que expressa o desempenho e o preço dos notebooks coletados, ao ponto 𝑀(10,0), 

que expressa o notebook ideal, com 𝑛 = {𝐴, 𝐵, 𝐶, 𝐷, … , 𝐽} como o conjunto dos notebooks 

coletados, tem-se que o notebook com melhor-custo benefício é aquele que atende a métrica min(𝑑𝑀,𝐶𝑛 ) = min (𝑑𝑀,𝐶𝐴 , 𝑑𝑀,𝐶𝐵 , … , 𝑑𝑀,𝐶𝑗).  

Nesse jogo de linguagem, a aprendizagem está associada à elaboração de uma 

regra matemática, expressa por meio de uma métrica, para interpretar um conjunto de medidas 

do custo-benefício de notebooks, normatizando a ação de um consumidor na tomada de decisão 

de compra desse produto.  

Na resposta para o problema matemático os estudantes aplicaram a métrica 

construída para determinar o ponto no plano cartesiano que possui menor distância euclidiana 

do ponto M(10, 0). Como resultado, encontraram que o ponto 𝐶𝐶  é aquele que atende esses 

requisitos. Nesse jogo de linguagem, a aprendizagem está associada à aplicação de uma regra 

matemática para resolver um problema do domínio matemático e envolve o domínio de técnicas 

matemáticas, como o cálculo da distância euclidiana entre pontos e a determinação do valor 

mínimo de um conjunto de valores. 

Na análise do modelo matemático, os seguintes jogos de linguagem foram 

identificados: tomada de decisão de compra de um notebook em relação ao seu custo-benefício, 

avaliação qualitativa dos resultados. 

A tomada de decisão de compra de um notebook em relação ao seu custo-
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benefício consiste em um jogo de linguagem que, no desenvolvimento dessa atividade, 

envolveu a tradução da resposta matemática para uma resposta para o problema na linguagem 

natural, indicando qual dos dez notebooks pesquisados deve ser comprado de acordo a métrica 

construída. Os estudantes traduzem o ponto 𝐶𝐶 , considerado como aquele que possui menor 

distância euclidiana do ponto 𝑀(10,0) na resposta matemática, para o modelo de notebook a 

ser comprado, isto é, o notebook nomeado como C. Ao fazer essa tradução, os estudantes se 

envolvem em um jogo de linguagem de tomada de decisão.  

Em relação à aprendizagem nesse jogo de linguagem, pode-se considerar que 

ela se constitui na capacidade de tomada de decisão a partir de um modo de ver a situação-

problema, com base em uma métrica construída e na capacidade de traduzir a resposta 

matemática para uma resposta para a situação-problema na linguagem natural.  

Na avaliação qualitativa dos resultados, a validação do modelo matemático 

não pode ser feita no sentido de confrontar os resultados obtidos por meio do modelo 

matemático com informações da realidade. Dessa maneira, os estudantes recorreram a uma 

avaliação qualitativa dos resultados, analisando os impactos dos resultados no discurso 

associado ao problema formulado e considerando a influência da mudança dos requisitos na 

construção da métrica. Esse tipo de avaliação se faz necessário em atividades de modelagem 

matemática do tipo prescritivo (Niss, 2015).  

Nesse jogo de linguagem, o modelo matemático construído tem a função de 

uma regra, que mostra qual decisão deve ser tomada. Ao ser o próprio critério de correção e 

regulação do fenômeno, ele não pode ser falseado, mas apenas criticado e aprimorado. Nesse 

caso, os estudantes observaram a necessidade de inserir um critério de desempate como parte 

da métrica e recorreram a um review de um site especializado em tecnologia sobre o notebook 

encontrado como resultado da aplicação do modelo, para sinalizar a razoabilidade desse 

resultado.  

PP: Acho que falta um critério de desempate. Veja que tanto o B quando o G 
a distância euclidiana do ponto (10,0) é a mesma. Contudo, eles possuem 
coordenadas diferentes. É que no caso a menor distância deu só um notebook, 
mas pode acontecer de modo geral de dar mais de um notebook na menor 
distância. 
E8: Faz sentido a gente colocar um critério de desempate para aquele que 
tenha um melhor desempenho. E aí um terceiro critério, caso haja empate 
novamente, o que é bem difícil de acontecer, o menor preço (𝐶2_𝑊_𝑀𝑀4_𝐺𝑀2). 
O site “Tilt”, pertencente ao grupo Uol, realizou uma “Review” sobre o 
notebook em questão. Eles destacam que o computador é bem equilibrado, 
sendo muito recomendado para estudo e trabalho, e sendo um pouco inferior 
para o uso em jogos que exige maior capacidade de placas de vídeo, item que 
não estava em análise no nosso problema. O site ainda destaca que 
dificilmente outro computador teria as mesmas características por um preço 
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menor (𝐶2_𝑅𝐸_𝑀𝑀4_𝐺𝑀2). 
 

A aprendizagem dos estudantes nesse jogo de linguagem sinaliza à aquisição 

de uma técnica de avaliação qualitativa do modelo matemático e de seus resultados, com foco 

nas propriedades estruturais desse modelo e nas suas implicações para o fenômeno modelado. 

Onze jogos de linguagem foram identificados nessa atividade, tendo como 

embasamento as ações dos estudantes na inteiração com a situação-problema, na construção do 

modelo matemático e na análise do modelo matemático, indicados no Quadro 44.  

 
Quadro 44 - Identificação dos jogos de linguagem associados à aprendizagem na atividade Compra de 

um notebook 
Fases do 

desenvolvimento 
da atividade 

Jogos de linguagem Sinalização de aprendizagem 

Inteiração com a 
situação-problema 

Escolha de um tema 
passível de ser modelado 

Capacidade de perceber se o tema escolhido é passível de 
ser modelado, o que envolve uma familiaridade dos 
estudantes com atividades de modelagem matemática; e a 
formulação de uma justificativa aceitável acerca da 
relevância do tema escolhido. 

Compreensão da situação 
da realidade 

Uso de conhecimentos e informações acerca da situação 
da realidade e à capacidade de simplificá-la, tornando-a 
passível de ser modelada. 

Coleta de informações 
Ser capaz de identificar que informações devem ser 
coletadas e como coletar essas informações, essa uma 
técnica importante do fazer modelagem matemática. 

Formulação de um 
problema 

Aprendizagem de uma técnica fundamental do 
desenvolvimento de atividades de modelagem 
matemática: formular problemas. O uso dessa técnica 
revela a intencionalidade dos estudantes ao trabalhar com 
modelagem matemática. 

Construção do 
modelo matemático 

Elaboração de índices para 
medir o desempenho e o 

preço dos notebooks 

Formulação de regras para organização de informações 
coletadas da situação da realidade, com base em critérios 
bem fundamentados em modos de ver de especialistas e 
na sua própria forma de vida. 

Formulação de hipóteses 
Aquisição de um modo de ver a situação-problema e a 
explicitação do uso que está sendo feito de termos da 
situação-problema. 

Formulação de um 
problema matemático 

Uso de regras matemáticas para formular um problema 
matemático, considerando as variáveis, hipóteses e 
simplificações e uma linguagem matemática adequada. 

Elaboração de uma métrica 
para avaliar o custo-

benefício de notebooks 

Elaboração de uma regra matemática, expressa por meio 
de uma métrica, para interpretar um conjunto de medidas 
do custo-benefício de notebooks, normatizando a ação de 
um consumidor na tomada de decisão de compra de um 
notebook.  

Resposta para o problema 
matemático 

Aplicação de uma regra matemática para resolver um 
problema do domínio matemático e envolve o domínio de 
técnicas matemáticas, como o cálculo da distância 
euclidiana entre pontos e a determinação do valor mínimo 
de um conjunto de valores. 

Análise do modelo 
matemático 

Tomada de decisão de 
compra de um notebook 
em relação ao seu custo-

benefício 

Capacidade dos estudantes de tomada de decisão a partir 
de um modo de ver a situação-problema, com base em 
uma métrica construída e na capacidade de traduzir a 
resposta matemática para uma resposta para a situação-
problema na linguagem natural. 
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Avaliação qualitativa dos 
resultados 

Aquisição de uma técnica de avaliação qualitativa do 
modelo matemático e de seus resultados, com foco nas 
propriedades estruturais desse modelo e nas suas 
implicações para o fenômeno modelado. 

Fonte: os autores. 

 

 Na inteiração com a situação-problema, os jogos de linguagem envolvem 

conhecimentos dos estudantes acerca do tema e o uso de técnicas do fazer modelagem 

matemática como simplificação, coleta de informações e formulação de um problema entram 

em ação, com a finalidade de tornar uma situação da realidade passível de ser modelada, do 

ponto de vista dos estudantes. Isso requer uma familiaridade com atividades de modelagem 

matemática, com uma diversidade de situações já estudadas em momentos anteriores (Almeida; 

Dias, 2004). Em termos wittgensteinianos, essa familiarização pode ser compreendida como 

um treinamento dos estudantes em relação às técnicas do fazer modelagem matemática, 

realizado no decorrer da disciplina e em outras experiências dos estudantes com esse tipo de 

atividade. Como resultado, a aprendizagem nesses jogos de linguagem se mostra na capacidade 

dos estudantes de antecipar de maneira ampla os possíveis encaminhamentos que podem surgir 

de uma situação da realidade (Almeida, 2018; Galbraith; Stillman; Brown, 2017), com o 

propósito de perceber se essa situação pode desencadear uma atividade de modelagem 

matemática.  

Na construção do modelo matemático, a matematização foi feita por meio da 

elaboração de índices para medir o desempenho e o preço dos notebooks, da formulação de 

hipóteses e da formulação de um problema matemático. Nessa atividade, os estudantes 

precisaram quantificar as informações, elaborando índices de medida que expressam juízos de 

valores, com base na compreensão da situação da realidade. Ao fazer isso, condições para a 

construção do modelo matemático são fornecidas, tornando possível a tradução do problema da 

linguagem natural em um problema matemático e sua resolução. Ao usar regras matemática 

para traduzir o problema escrito na linguagem natural para um problema matemática, os 

estudantes atribuem um significado ao uso do termo ‘melhor’ custo-benefício, sendo este 

considerado como sendo o ponto de menor distância euclidiana ao ponto de referência, que 

indica o notebook com melhor custo-benefício (maior desempenho e menor preço). A 

aprendizagem nesses jogos de linguagem se mostra na aquisição de um modo de ver o 

fenômeno da realidade, a partir do uso de regras matemáticas para traduzir o problema original 

em um problema matemático. 

Na elaboração de uma métrica para avaliar o custo-benefício de notebooks e 

a formulação de uma resposta para o problema matemático, os estudantes recorreram a 
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conceitos e procedimentos matemáticos, como gráfico de dispersão, distância euclidiana de dois 

pontos no plano cartesiano e o valor mínimo de um conjunto de valores. Nesses jogos de 

linguagem, a função desempenhada pela matemática é a prescritiva, que de acordo com Davis 

e Hersh (2005), ocorre em situações em que o uso da matemática conduz à ação humana. Nessa 

atividade, a métrica elaborada pode ser considerada como um modelo matemático, que 

estabelece uma medição do custo-benefício, que conduz, orienta a ação humana de tomar uma 

decisão diante de uma situação de compra. Nesses jogos de linguagem, a aprendizagem envolve 

principalmente o uso de regras matemáticas para resolver um problema matemático, ao 

calcularem as distâncias euclidianas dos pontos 𝐶𝑛(𝑑𝑛 , 𝑝𝑛) ao ponto 𝑀(10,0) e, 

posteriormente, o valor mínimo do conjunto formado por essas distâncias, encontrando uma 

resposta matemática para o problema matemático. 

Na análise do modelo matemático, os estudantes recorreram a uma técnica de 

validação que busca analisar as implicações do modelo matemático para o fenômeno e as 

influências dos requisitos considerados na elaboração da métrica, fazendo uma avaliação 

qualitativa dos resultados. O uso dessa técnica se faz necessário, na medida em que dada a 

natureza prescritiva da atividade, o modelo matemático é ele próprio padrão de correção e não 

pode ser falseado a partir de uma avaliação quantitativa, que compara os resultados obtidos com 

o modelo e as informações quantitativas fornecidas, tomando como critério os erros obtidos 

nessa comparação, por exemplo (Niss, 2015; Niss; Blum, 2020). A aprendizagem se associa à 

aquisição de um modo de ver, que leva a uma tomada de decisão, com base em normas 

estabelecidas na aplicação de um modelo matemático na situação que envolve a compra de um 

notebook.  

No decorrer da atividade, principalmente na construção do modelo 

matemático, os estudantes se valeram do software GeoGebra para traçar o gráfico de dispersão, 

cumprindo a função de visualização, e do software Excel que cumpriu a função de cálculo das 

distâncias euclidianas entre os pontos 𝐶𝑛 e 𝑀 (Greefrath, 2011). 

O ambiente em que os jogos de linguagem puderam ser identificados no 

desenvolvimento da atividade de modelagem matemática pode ser caracterizado como um 

ambiente misto, no qual os estudantes se reuniram em aulas presenciais e realizaram encontros 

fora do ambiente presencial via Google Meet, realizaram discussões no WhatsApp e recorreram 

ao Google Docs para produção do relatório escrito, com participação simultânea dos integrantes 

na escrita. 

Em comparação à atividade Salto de Paraquedas desenvolvida no contexto da 

disciplina Modelagem Matemática na Educação Matemática, na atividade compra de um 
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notebook, as ações dos estudantes se diferenciam no que tange à escolha do tema, a coleta de 

informações, o papel do modelo matemático e o uso de conceitos matemáticos. Nessa segunda 

atividade, os jogos de linguagem se direcionam para a finalidade de construir uma métrica para 

avaliar o custo-benefício de um notebook, atribuindo ao modelo matemático um papel 

prescritivo, como formatador de um modo de ver o fenômeno modelo. Na atividade Salto de 

Paraquedas, por sua vez, as ações dos estudantes se desencadeiam a partir de um problema 

formulado para estudar a velocidade do paraquedista no decorrer do tempo, cujo modelo 

matemático construído visa descrever como se dá o comportamento desse fenômeno.  

4.2.2.5 Descrição da atividade Frota de Veículos 

A atividade Análise da taxa da frota de veículo por habitante na cidade de 

Londrina/PR foi desenvolvida pelos estudantes do grupo GM4 no período de 06/04/2022 a 

27/04/2022 na disciplina Modelagem Matemática na perspectiva da Educação Matemática, cujo 

tema foi escolhido pelo grupo.  

Como justificativa para a escolha desse tema, foram consideradas notícias que 

informam que a taxa de crescimento de veículos é maior que taxa de crescimento da população 

na cidade de Londrina do estado do Paraná, o que pode gerar congestionamentos devido à alta 

quantidade de veículos nas ruas e avenidas. Estudos sobre essa temática, segundo os estudantes, 

se mostram importantes, pois com o “uso de modelos matemáticos que permitem estimar a 

quantidade de veículos a curto e longo prazo pode contribuir para um bom fluxo veicular, visto 

que proporciona aos engenheiros de trânsito uma previsão, o que os permite realizar um 

planejamento adequado” (𝐶2_𝑅𝐸_𝑀𝑀6_𝐺𝑀4). Diante desse cenário, o seguinte problema foi 

formulado: “Em que ano a taxa de veículo por habitante será igual a 1?” (𝐶2_𝑅𝐸_𝑀𝑀6_𝐺𝑀4). 

Dados foram coletados no site do IPARDES (Instituto Paranaense de 

Desenvolvimento Econômico e Social) sobre a frota de veículos e o crescimento populacional 

entre o período de 2001 a 2021, na cidade de Londrina, Paraná. Esses dados foram organizados 

em tabelas e gráficos de dispersão, conforme o Quadro 45. 
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Quadro 45 - Escolha do tema, formulação do problema e coleta de dados na atividade Frota de Veículos 

 
Fonte: 𝐶2_𝑅𝐸_𝑀𝑀6_𝐺𝑀4. 
 

Na matematização, os estudantes selecionaram variáveis, realizaram 

simplificações e formularam hipóteses acerca do fenômeno, por meio de gráficos de dispersão 

traçados do GeoGebra, a respeito da frota de veículos e da população de 2001 a 2021 na cidade 

de Londrina, e de informações fornecidas em estudos sobre dinâmicas populacionais, como as 

hipóteses utilizadas em modelos populacionais clássicos.  

As hipóteses formuladas consideram cenários hipotéticos para o 

comportamento da frota de veículos e da população no decorrer do tempo na cidade de 

Londrina, conforme o Quadro 46. 



166 

 
Quadro 46 - Matematização da atividade Frota de Veículos 

 
       Fonte: 𝐶2_𝑅𝐸_𝑀𝑀6_𝐺𝑀4. 
 
 Na construção dos modelos matemáticos, os estudantes realizaram três 

resoluções possíveis. A primeira resolução considera o modelo populacional de Verhulst para 

o crescimento populacional e um crescimento exponencial assintótico para a frota de veículos 

na cidade de Londrina. Para construir os dois modelos, usaram o método de Ford-Walford com 

a finalidade de obter os valores das assíntotas, com o auxílio do CurveExpert e GeoGebra na 

realização de ajustes de curvas (Quadro 47). 

 
Quadro 47 - Modelos matemáticos obtidos na resolução 1 na atividade Frota de Veículos 

 
        Fonte: 𝐶2_𝑅𝐸_𝑀𝑀6_𝐺𝑀4. 
 
 Como resultado da resolução 1, os estudantes observaram que a taxa de 
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veículos por habitante nunca será igual a 1, pois o modelo resultante é assintótico, com o valor 

da assíntota igual a 0,935260599. 

 Na resolução 2, os estudantes consideraram o mesmo modelo para a 

população na cidade de Londrina obtido na resolução 1 e construíram um modelo exponencial 

crescente para descrever a frota de veículos na cidade. Para essa construção, utilizaram o Curve 

Expert para realizar um ajuste exponencial aos dados coletados da frota de veículos. Como 

resultado, determinaram que a taxa de veículo por habitante será igual a 1 na cidade de Londrina 

no ano de 2028 (Quadro 48). 

 
Quadro 48 - Modelos matemáticos obtidos na resolução 2 na atividade Frota de Veículos 

 
Fonte: 𝐶2_𝑅𝐸_𝑀𝑀6_𝐺𝑀4. 
 
 Na resolução 3, os estudantes construíram um modelo matemático 

exponencial assintótico da taxa de veículos por habitante, realizando um ajuste de curva aos 

pares ordenados (𝑛, 𝑄𝑛𝑃𝑛) formados a partir dos dados coletados da frota de veículos (𝑄𝑛) e da 

população (𝑃𝑛) na cidade de Londrina de 2001 a 2021. Em um primeiro momento, utilizaram 

o método de Ford-Walford para determinar o valor da assíntota (𝐿3) e, em seguida, realizaram 

um ajuste exponencial aos pares ordenados (𝑛, 𝐿3 − 𝑇𝑛) com o auxílio do software Curve 

Expert. Como resultado, concluíram que a taxa de veículos por habitante nunca será igual a 1, 

considerando-se que esse modelo tem uma assíntota com valor de 0,88125438 (Quadro 49). 
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Quadro 49 - Modelos matemáticos obtidos na resolução 3 na atividade Frota de Veículos 

 
Fonte: 𝐶2_𝑅𝐸_𝑀𝑀6_𝐺𝑀4. 
 

Na validação, os estudantes validaram os dois modelos matemáticos da taxa 

de veículos por habitante e da população na cidade de Londrina em relação ao tempo e os dois 

modelos construídos para a frota de veículos, confrontando os resultados numéricos obtidos 

com esses modelos e os dados coletados e calculando o erro percentual (Quadro 50). 

 
Quadro 50 - Validação dos modelos matemáticos na atividade Frota de veículos 

 
Fonte: 𝐶2_𝑅𝐸_𝑀𝑀6_𝐺𝑀4. 
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Na interpretação dos resultados, características do fenômeno e notícias foram 

utilizadas como base. Nas resoluções 1 e 3 os estudantes obtiveram como resultado que não 

haverá um ano em que a taxa de veículos por habitante será igual a 1 na cidade de Londrina. 

Na resolução 2, os estudantes encontraram que tal evento ocorrerá no ano de 2018.  

Com base nas características do fenômeno, julgaram que o resultado obtido 

na resolução 2 não é condizente, dado que a frota de veículos cresceria indefinidamente de 

acordo com o modelo encontrado nessa resolução. Como justificativa, consideraram que já 

existem medidas sendo implantadas para reduzir o número de veículos em circulação, como o 

incentivo do uso de bicicletas e o uso cada vez maior de carros de aplicativo. 

Outra justificativa utilizada para indicar que os modelos assintóticos são mais 

coerentes para a frota de veículos foi a de que a taxa de crescimento do número de veículos por 

habitante tende a diminuir, de acordo com análise gráfica (Quadro 51). 

 
Quadro 51 - Interpretação dos resultados na atividade Frota de Veículos 

 
Fonte: 𝐶2_𝑅𝐸_𝑀𝑀6_𝐺𝑀4. 
  

 Em síntese, no desenvolvimento da atividade Análise da taxa da frota de 

veículo por habitante na cidade de Londrina/PR, os estudantes estudaram um problema 

importante em diferentes campos que tratam da urbanização e da otimização do trânsito. Ao 

resolver o problema, três resoluções diferentes foram realizadas a partir de diferentes hipóteses 

sobre o comportamento da frota de veículos e da população na cidade de Londrina no decorrer 

do tempo. Ao interpretar os resultados e validar os modelos matemáticos, os estudantes 

precisaram avaliar qual resolução faz sentido em relação as características do fenômeno 
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modelado e realizaram inferências sobre as implicações de cada modelo para o comportamento 

do fenômeno no futuro.  

4.2.2.6 Identificação de jogos de linguagem que constituem aprendizagem na atividade Frota 

de Veículos 

Na atividade Análise da taxa da frota de veículo por habitante na cidade de 

Londrina/PR, descreve-se nessa subseção os jogos de linguagem associados à aprendizagem a 

partir das ações dos estudantes do grupo GM4 em três fases: inteiração com a situação-

problema, construção do modelo matemático e análise do modelo matemático. Essas fases 

levam em consideração as ações características do desenvolvimento de atividades de 

modelagem matemática, conforme a literatura (Almeida; Silva; Vertuan, 2012, Almeida, 2022).  

Na inteiração com a situação-problema, foram identificados os jogos de 

linguagem: escolha de um tema passível de ser modelado, compreensão da situação da 

realidade, coleta de informações e formulação de um problema.  

Na escolha de um tema passível de ser modelado, diferentes ideias surgiram 

durante as discussões dos estudantes, considerando suas experiências anteriores com outras 

atividades de modelagem matemática ou interesses pessoais. Essas ideias foram pouco a pouco 

sendo abandonadas, ao perceberem a falta de disponibilidade de informações e ao considerarem 

que já sabiam como resolver, o que não levaria a um problema genuíno. Em outras palavras, os 

estudantes julgaram que esses temas não são passíveis de serem modelados, como mostra o 

diálogo: 

E16: A gente tem de pegar uma coisa contínua né, que tem variação do tempo e que 
tem dados.  
E17: Que dá para a gente coletar dados, ou dados experimentais. 
E17: Eu sempre penso no problema da pipoca. O da pipoca era um clássico. 
E20: O da drenagem também é legal né, mas já fizeram. 
E17: Eu gosto muito do da pipoca, acho que é porque tinha experimento, por isso 
fiquei muito interessada. Fiz um monte de pipoca, queimei várias. 
E17: Talvez, pensar alguma coisa do tipo. 
E16: Eu acho que a gente podia fazer algo em relação a velocidade máxima, sabe... 
que tem no radar. 
E17: Nossa, é verdade. 
E17: Mas o que sobre o radar? 
E16: Não sei o que exatamente, mas não tem várias formas de radar? Um que é a 
velocidade instantânea. 
E19: Calcula pela distância NÉ. 
E17: O que tem a caixinha embaixo da câmera é instantânea. O que tem a faixa no 
chão é esse que calcula por meio da distância. 
E15: Os dados ou pode ser testado, ou a gente pode pegar em uma tabela né, que deve 
ter em algum lugar. O problema é que não dá para testar no radar né, por exemplo, 
hoje vou passar em um radar para ver o que acontece, não dá né. 
E20: Qual é o problema daí? 
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E17: Como posso não tomar multa no radar, passando correndo. 
E19: Quão rápido você tem que passar no radar para ele não te pegar. 
E16: A gente pode pegar esse que é o da faixa, igual o que o professor de análise falou, 
e analisar como que a velocidade. 
E17: É, mas não vamos ter dados né. 
E20: E isso a gente já sabe como fazer né, é só fazer a velocidade média 
(𝐶2_𝐷_𝑀𝑀6_𝐺𝑀4). 

 

Ao perceberem que uma determinada situação não é passível de ser modelada 

e fornecerem justificativas, os estudantes fazem uma antecipação do fazer modelagem 

matemática, lançando um olhar prospectivo sobre o desenvolvimento da atividade (Almeida, 

2018; Galbraith; Stillman; Brown, 2017). Após não encontrarem informações suficientes para 

trabalhar o tema radar de trânsito, optaram pelo tema da frota de veículos, tendo inicialmente 

como justificativa a quantidade de dados disponíveis e, posteriormente, considerando a 

relevância do tema para a questão da urbanização de uma cidade. 

E20: Então na aula a gente estava discutindo e a E16 sugeriu falar de radar, algo nesse 
sentido. Mas ai fomos pesquisar e não achamos muitas informações sobre radar. 
E16: A gente foi procurar, mas não encontramos muitos dados. Ou era uma coisa 
muito difícil ou era muito fácil, porque tem muitas particularidades do radar. Aí 
tentamos pesquisar sobre infrações de trânsito no site do IBGE e algo mais específico 
sobre a velocidade, mas é difícil encontrar esses dados específicos da velocidade, 
entendeu? Ficou muito amplo. Só que aí pesquisando, eu e a E20 estávamos vendo e 
lá no IBGE tem vários dados legais e a gente achou sobre a frota de veículos. Lá, eles 
têm dados sobre a frota em todos os munícipios. Aí a gente pensou e se a gente fizesse 
sobre a frota de veículos em londrina. 
PP: Tá, mas por que é importante estudar a frota de veículos? 
E20: porque está crescendo o número de veículos né e está tendo muito trânsito né. 
E17: mobilidade urbana né eu acho. 
E16: E tem cidades que já fazem rodízio de veículos, quando será que a gente vai 
precisar fazer isso aqui na cidade de Londrina.  
E20: É essa importância no caso (𝐶2_𝑉_𝑀𝑀6_𝐺𝑀4). 
 

Nesse jogo de linguagem, a aprendizagem envolve a capacidade de perceber 

se o tema escolhido é passível de ser modelado, antecipando possíveis desdobramentos do fazer 

modelagem matemática, e a formulação de uma justificativa aceitável a respeito da relevância 

do tema. Isso requer uma familiarização com atividades de modelagem matemática (Almeida; 

Dias, 2004). 

Na compreensão da situação da realidade, os estudantes buscaram 

compreender que fatores relacionados à temática seriam considerados para o desenvolvimento 

da atividade. Para tanto, consideraram como ponto de partida uma problemática envolvida nas 

discussões sobre mobilidade urbana, envolvendo notícias e a percepção pessoal acerca dos 

congestionamentos gerados pela quantidade de veículos em circulação na cidade de Londrina. 

Ao buscarem informações sobre o tema, encontram que tanto a população, quanto a frota de 

veículos apresentam um crescimento de 2001 a 2021. De posse dessa informação, realizaram 
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um “recorte” da situação da realidade, simplificando-a e selecionando a população e a frota de 

veículos como fatores relevantes para investigar o tema.  

E16: A nossa ideia final foi essa, fazer a análise do crescimento da frota de veículos e 
comparar com o crescimento populacional da cidade de Londrina. 
PR: Qual é o problema exatamente, os dados que coletaram? 
E16: então, a gente tem visto bastante congestionamento né, por isso que tem um 
monte de notícia falando da zona azul, que querem colocar na gleba. A gente vê que 
já tem bastante problema de mobilidade urbana. 
E17: Isso, na nossa reunião de quarta passada, a gente começou a falar da frota de 
veículos e a gente está olhando para algo que melhorasse a mobilidade. 
E16: É então a gente está vendo que a população está crescendo e frota de veículos 
também. 
PR: como é que vocês realizaram essas estimativas para a população? Usaram o que? 
E16: No site do IBGE tem a população e do Detran tem a frota. Ai a gente pegou do 
IPARDES que coloca os dados tanto da população quanto da frota (𝐶2_𝐷_𝑀𝑀6_𝐺𝑀4). 
 

Nesse jogo de linguagem, os estudantes fazem uso de uma técnica importante 

do fazer modelagem matemática que é a de simplificar a situação, tendo em conta que esta tem 

“tantas facetas que você não pode levar tudo em consideração” (Pollak, 2012). A aprendizagem 

aqui sinaliza o uso de conhecimentos e informações acerca da situação da realidade e à 

capacidade de simplificá-la, tornando-a passível de ser matematizada.  

No jogo de linguagem coleta de informações, dados quantitativos prontos 

foram pesquisados a respeito da frota de veículos e da população na cidade de Londrina de 2001 

a 2021 em fontes confiáveis, IBGE e IPARDES, organizados na forma de tabelas e gráficos 

para facilitar o seu tratamento. A aprendizagem nesse jogo de linguagem envolve ser capaz de 

identificar que informações devem ser coletadas, como e onde coletar essas informações. Trata-

se do domínio de uma técnica importante do fazer modelagem matemática (Almeida; Silva; 

Vertuan, 2012; Niss; Blum, 2020).  

Na formulação do problema, o seguinte problema foi formulado: “Em que 

ano a taxa de veículo por habitante será igual a 1?”, cujo objetivo foi estimar em que ano a frota 

de veículos se igualaria a população na cidade de Londrina. Ao formularem esse problema, os 

estudantes delineiam a finalidade da atividade, que pode ser caracterizada como sendo a de 

realizar uma previsão acerca da situação da realidade. Essa finalidade está intimamente 

relacionada com a compreensão da situação da realidade, uma vez que os estudantes 

consideraram que um aspecto que influencia diretamente a mobilidade urbana é a taxa de 

veículo por habitante na cidade.  

Outro aspecto que foi levado em consideração na formulação de um problema 

foram os possíveis conhecimentos matemáticos que seriam necessários para resolvê-lo.  Uma 

estudante integrante do grupo sugeriu trabalhar com a teoria dos grafos e formular um problema 

a partir dessa teoria. Contudo, os outros integrantes mostraram não conhecer essa teoria e 
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chegaram a um acordo de formular um problema que fosse passível de ser resolvido de acordo 

com a matemática que já conheciam, o que revela a capacidade dos estudantes de antecipar 

possíveis encaminhamentos matemáticos para um determinado problema. Nesse jogo de 

linguagem, a aprendizagem está associada ao uso de uma técnica para formular problemas a 

partir de uma situação da realidade, tendo como base seus conhecimentos acerca dessa situação 

e os seus conhecimentos matemáticos.  

Na construção do modelo matemático, os jogos de linguagem envolvidos nas 

ações dos estudantes foram: análise do comportamento dos dados, formulação de diferentes 

hipóteses acerca do comportamento das variáveis, tradução das hipóteses escritas em uma 

linguagem natural para uma linguagem matemática, elaboração de diferentes resoluções 

matemáticas e obtenção de respostas matemáticas para o problema. Os dois primeiros estão 

associados à matematização.  

Em um primeiro momento, os estudantes realizaram uma análise do 

comportamento dos dados nos gráficos construídos sobre a frota de veículos e da população em 

relação ao tempo, que desencadeou na elaboração de uma estratégia inicial para construir 

possíveis modelos matemáticos que pudessem auxiliar na resolução do problema. Essa 

estratégia foi realizar ajustes de curvas aos dados, utilizando o Curve Expert, considerando três 

modelos matemáticos: um linear, um exponencial e um logístico (modelo de Verhulst para a 

dinâmica populacional). Contudo, após a intervenção da professora-regente, os estudantes 

mudaram a estratégia e passaram a considerar o método de Ford-Walford para calcular o valor 

da assíntota presente no modelo de Verhulst.  

PR: E qual modelo vocês usaram para estimar a população? 
E16: A gente fez o gráfico dos dois, da frota de veículos e da população e olhando os 
dados a gente pensou em três modelos principais: o linear, o exponencial e o de 
Verhulst né. Aí nossa ideia foi colocar no curve para calcular o coeficiente de 
correlação entre eles e os dados. 
PR: Acho que assim, usar o curve para ajustar não é muito legal né, porque já tem 
modelos clássicos né. 
E16: Mas ele tem o modelo logístico né, porque tem a assíntota. 
PR: Vocês podem calcular né, fazer a EDO e para determinar a assíntota vocês podem 
usar Ford-Walford. Ai depois vocês podem usar a opção que quiserem: ou utilizem a 
assíntota e coloca ela na EDO de Verhulst ou vocês terminam a modelagem usando o 
método de Ford-Walford. Mas, para a população o clássico é o Verhulst, então vocês 
podem usar o método de Ford-Walford e depois estimar a população. E para os 
automóveis, não sei se tem o ponto de inflexão, então eu acho que vocês podem achar 
a assíntota e montar outro modelo assintótico. 
PP: É, acho que a frota não vai crescer infinitamente, também tem assíntota. 

 

Nesse diálogo, a professora-regente e o professor-pesquisador buscaram 

mostrar aos estudantes aspectos da situação da realidade não considerados por eles, como a 

necessidade de considerar modelos clássicos para a população e o comportamento dos dados 
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relativos à frota de veículos como um comportamento assintótico. Essa persuasão os levou, em 

relação à aprendizagem, a verem de um modo diferente o comportamento do fenômeno, ao 

levar em consideração aspectos que não puderam ser observados apenas na observação do 

comportamento dos dados.  

Esse outro modo de ver desencadeou na formulação de diferentes hipóteses 

acerca do comportamento das variáveis, em que três cenários hipotéticos foram considerados, 

cujas hipóteses emergiriam de pressupostos de modelos clássicos, como é o caso, por exemplo, 

do modelo populacional de Verhulst, que se baseia na hipótese: “a variação da população em 

relação ao tempo é proporcional à população presente de certa espécie, vivendo num 

determinado meio, atinge um limite máximo sustentável, isto é, a população tende a se 

estabilizar a partir de um determinado tempo (modelo logístico de Verhulst)” (𝐶2_𝐷_𝑀𝑀6_𝐺𝑀4). 

Dessa maneira, pode-se dizer que os estudantes pensaram no modelo 

matemático antes da formulação de hipóteses. A bem da verdade, as hipóteses decorreram da 

percepção de possíveis modelos que poderiam ser usados para resolver o problema. Essa 

percepção vai ao encontro do que Niss (2010) denomina de antecipação implementada com um 

aspecto da matematização, em que os estudantes antecipam o domínio matemático que pode 

ser usado para elaborar um modelo matemático acerca da situação da realidade e resolver as 

questões colocadas sobre ela. Dessa forma, nessa atividade, a formulação de hipóteses se 

fundamenta não somente nas características do fenômeno, mas também nos conhecimentos que 

os estudantes têm de modelos clássicos. A aprendizagem nesse jogo de linguagem se mostra na 

aquisição de um modo de ver a situação-problema, a partir de uma estruturação matemática 

constituída com base em pressupostos de modelos matemáticos clássicos.  

Com base na formulação das hipóteses, a tradução das hipóteses escritas em 

uma linguagem natural para uma linguagem matemática foi realizada com o uso de EDOs 

como linguagem matemática, conforme o Quadro 52. 
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Quadro 52 - Tradução das hipóteses em linguagem matemática na atividade Frota de Veículos 

 
Fonte: 𝐶2_𝑅𝐸_𝑀𝑀6_𝐺𝑀4 

 

Nessa tradução os estudantes usam o conceito de derivada como taxa de 

variação instantânea (da população, da frota de veículos e da taxa de veículos por habitante) e 

o conceito de proporcionalidade e o de assíntota, como um limitante do comportamento dos 

dados. Ao usar esses conceitos, os estudantes seguem regras matemáticas que possibilitam 

expressar as hipóteses em EDOs. Nesse jogo de linguagem, a aprendizagem se evidencia no 

uso de regras matemáticas para traduzir as hipóteses em uma linguagem matemática.  

Na elaboração de diferentes resoluções matemáticas, os estudantes 

realizaram três resoluções diferentes. A primeira resolução consistiu na obtenção de um modelo 

logístico para a população e um modelo exponencial assintótico para a frota de veículos. Para 

isso, resolveram as EDOs associadas à cada modelo, utilizando o método para resolução de 

EDOs de variáveis separáveis e o método de Ford-Walford para obtenção dos valores das 

assíntotas. Os valores dos parâmetros do modelo logístico foram obtidos a partir da substituição 

dos dados na solução geral da EDO e para o modelo exponencial assintótico, após obterem o 

valor da assíntota, os estudantes recorreram à um ajuste de curvas realizado no software Curve 

Expert. 

Na segunda resolução, utilizaram o mesmo modelo logístico para a população 

da primeira resolução e construíram um modelo exponencial para a frota de veículos. Esse 

modelo exponencial foi construído a partir da resolução da EDO associada à hipótese 𝐻2 e os 

parâmetros foram obtidos por meio de um ajuste de curvas realizado no Curve Expert. 
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Na terceira resolução, construíram pares ordenados que relacionam a variável 

auxiliar 𝑛, sendo 𝑛 = 𝑡 − 2002 (com 𝑡 indicando o ano), e a razão entre a frota de veículos 𝑄𝑛 

e a população 𝑃𝑛, que indica a taxa de veículos por habitante (𝑇𝑛 = 𝑄𝑛𝑃𝑛). Em seguida, resolveram 

a EDO formulada a partir da hipótese 𝐻3 e obtiveram um modelo exponencial assintótico, cujos 

parâmetros foram obtidos também por ajustes de curvas aos pares ordenados (𝑛, 𝑇𝑛), por meio 

do Curve Expert. 

Nesse jogo de linguagem, os estudantes usam regras matemáticas para 

resolver EDOs, para obter o valor das assíntotas e para ajustar curvas em um software. Ao fazer 

isso, se envolvem em um jogo de linguagem matemático e a aprendizagem se mostra no uso de 

regras matemáticas para construir modelos matemáticos, de acordo com um determinado 

domínio matemático.  

Na obtenção de respostas matemáticas para o problema, os estudantes 

prosseguiram em uma estratégia parecida para as três resoluções matemáticas: construir os 

gráficos dos modelos matemáticos no software GeoGebra; plotar o ponto de intersecção entre 

as curvas; construir uma função T(n) da taxa de veículos por habitante em relação ao tempo, a 

partir da razão entre os modelos matemáticos de 𝑄(𝑛) e 𝑃(𝑛) e seu respectivo gráfico; plotar o 

ponto em que 𝑇 = 1 no gráfico de 𝑇(𝑛) e obter o valor de 𝑛 para essa ordenada, conforme os 

Quadros 46, 47 e 48 e o diálogo a seguir: 

E16: Para o primeiro cenário, a gente considerou ambos os modelos, para a população 
e para a frota, assintóticos, aí para a população a gente usou o Verhulst e para a frota 
um modelo exponencial assintótico. O modelo que a gente encontro foi o P(n) ai e o 
Q(n) [apontando para os registros escritos dos modelos matemáticos nos slides]. 
Fazendo a razão das duas funções a gente vê que taxa de veículo por habitante se 
aproxima de 1 mas nunca será 1, na verdade, se fazermos o limite daquela função da 
taxa vai dar 0,9 alguma coisa. 
E16: Para o segundo cenário, a gente considerou que a frota vai crescer 
indefinidamente e a gente considerou o modelo exponencial. Esse modelo 
exponencial foi considerado a partir do comportamento dos dados, em que a gente 
analisou a variação e obteve que o exponencial é melhor que o linear. Então a gente 
determinou esse modelo exponencial para a frota de veículos, mas a da população o 
modelo não alterou. Ai a gente obteve uma intersecção e fazendo a razão entre as duas 
funções a gente encontrou que em 2028 a taxa de veículo por habitantes será igual a 
1. 
PR: Ou seja, que o número de habitantes será igual ao número de veículos. 
E15: No terceiro cenário, a gente fez a divisão dos dados da população pela frota e a 
gente encontrou esse modelo [apontando para o registro escrito do modelo 
matemático de 𝑇(𝑛) na terceira resolução] e a gente obteve que não vai ter um ano 
que a taxa de veículos por habitante será igual a um, a gente verifica isso também por 
limite (𝐶2_𝐷_𝑀𝑀6_𝐺𝑀4). 
 

Como respostas para o problema, concluíram que nas resoluções 1 e 3, a taxa 

de veículos por habitante não atingirá 1. A justificativa se deu utilizando o limite das funções 

construídas e pela percepção de que o valor das assíntotas nos modelos construídos para a taxa 



177 

de veículos por habitante na primeira e na terceira resolução são 0,935260599 e 0,88125438, 

respectivamente. Já na segunda resolução, os estudantes traçaram o gráfico das funções para a 

população e para a frota e determinaram o ponto de intersecção entre as duas curvas, o que foi 

possível a partir das características do modelo matemático para a frota de veículos, que é uma 

função exponencial crescente e, portanto, crescerá indefinidamente.   

Ao buscar responder matematicamente o problema, os três modelos 

matemáticos para a taxa de veículos por habitante (𝑇1(𝑛), 𝑇2(𝑛) e 𝑇3(𝑛)) obtidos foram 

utilizados.  Nesse jogo de linguagem, a aprendizagem se caracteriza no uso de regras 

matemáticas para resolver o problema, em uma linguagem matemática. Nesse caso, as regras 

envolveram o uso de limites de uma função e a determinação de pontos de intersecção entre 

duas funções.  

Na análise do modelo matemático, os estudantes se envolverem nos jogos de 

linguagem: avaliação quantitativa, avaliação comparativa e avaliação qualitativa. 

Na avaliação quantitativa, confrontaram os resultados quantitativos obtidos 

com os modelos matemáticos (três modelos matemáticos para a taxa de veículos por habitante, 

dois para a frota de veículos em relação ao tempo e um para a população em relação ao tempo, 

na cidade de Londrina) com os dados coletados incialmente no IBGE e no IPARDES. Com esse 

confronto, recorreram ao cálculo dos erros percentuais entre tais resultados, validando os 

modelos matemáticos com base nesse critério. Nesse jogo de linguagem, as ações dos 

estudantes indicam a capacidade de avaliar a validade de um modelo matemático em relação ao 

fenômeno, com base em critérios quantitativos.  

Na avaliação comparativa, compararam os modelos matemáticos obtidos 

entre si e indicaram aquele que é mais razoável para realizar o fenômeno, tendo como critério 

de comparação os erros percentuais obtidos na avaliação quantitativa.  

E15: Para validação do modelo, a gente comparou os dados apresentados com os 
dados obtidos com os três modelos obtidos nas três resoluções [para a taxa de veículos 
por habitante 𝑇1(𝑛), 𝑇2  (𝑛) e 𝑇3(𝑛)] e cálculo do erro percentual. 
E16: Esses valores que estão em vermelho, são os que apresentam maior erro 
percentual. A gente percebeu que o modelo 2 é o que apresenta maior erro percentual, 
portanto não é adequado. Ai comparando o modelo 1 com o modelo 3 e nós 
consideramos que modelo 3 é o mais adequado porque tem um erro percentual menor. 
[...] 
Para melhor analisar, a gente comparou os dados da tabela 1 e 2 para população 
também. E aí a gente olhando os erros para população, a gente viu que o modelo se 
mostra adequado, pois os erros percentuais são aceitáveis. [...] 
A gente validou da mesma forma os dois modelos para a frota e obtivemos que o 
modelo 1 da frota será mais adequado, pois tem um erro menor (𝐶2_𝐷_𝑀𝑀6_𝐺𝑀4). 
 

Nesse jogo de linguagem, as ações dos estudantes sinalizam para a capacidade 

de comparar diferentes modelos matemáticos construídos para um mesmo fenômeno e avaliar 
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qual deles é mais adequado para investigar esse fenômeno, com base em critérios objetivos, que 

nesse caso, é o erro percentual entre os dados coletados e os resultados obtidos com os modelos 

matemáticos.  

Na avaliação qualitativa dos modelos matemáticos, realizaram uma análise 

das propriedades envolvidas na estrutura matemática subjacente a cada modelo matemático, 

indicando possíveis implicações que podem ser geradas na adoção desses modelos para realizar 

previsões acerca da taxa de veículos por habitantes na cidade de Londrina e tomando uma 

decisão sobre qual modelo matemático seria mais adequado para essa finalidade, tendo como 

pano de fundo as características do fenômeno. Ao analisarem o comportamento dos modelos 

matemáticos em relação ao tempo e ao lerem algumas notícias da cidade que mostram a 

implementação de políticas públicas com o objetivo de reduzir o número de veículos em 

circulação, como a implementação de ciclovias, os estudantes indicaram que não faz sentido 

considerar que a frota de veículos irá crescer indefinidamente. Essa percepção foi 

complementada com uma análise do gráfico dos dados da frota de veículos que mostra um 

intervalo de tempo para o qual ocorre uma redução na taxa de crescimento de veículos no 

decorrer do tempo. 

No início dessa atividade, na inteiração com a situação-problema, os 

estudantes haviam indicado uma tendência de crescimento exponencial da Frota de Veículos, 

com base em notícias que previam que a frota estava crescendo oito vezes mais que a população 

na cidade de Londrina, o que sinalizava para um futuro ponto de intersecção entre a frota e a 

população e, consequentemente, para um instante futuro no qual a taxa de veículos por 

habitantes seria um. Contudo, ao analisarem o gráfico, perceberam que essa tendência se 

mostrava no período anterior a 2016, data em que a notícia foi publicada, e que posteriormente 

a esse período, o crescimento da taxa da frota de veículo em relação ao tempo tende a diminuir. 

Com isso, eles concluíram que as resoluções que levaram a construção de modelos assintóticos 

são mais adequadas para realizar previsões sobre o fenômeno, o que resulta na não possibilidade 

de determinar um ano, em que a taxa de veículos por habitante será igual a um (Quadro 53). 
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Quadro 53 - Avaliação qualitativa dos modelos matemáticos na atividade Frota de Veículos 

 
Fonte: 𝐶2_𝐷_𝑀𝑀6_𝐺𝑀4. 
 

Nesse jogo de linguagem, entra em cena o uso da técnica de avaliação 

qualitativa para analisar os modelos matemáticos e tomar uma decisão acerca da razoabilidade 

desses modelos em relação às características do fenômeno investigado. Os estudantes recorrem 

à conhecimentos, às informações do fenômeno e à conhecimentos matemáticos vinculados aos 

modelos matemáticos construídos. A aprendizagem, nesse jogo de linguagem, sinaliza uma 

mudança no modo de ver o fenômeno, baseado na avaliação qualitativa dos modelos 

matemáticos construídos.  

Em síntese, onze jogos de linguagem associados à aprendizagem foram 

identificados no desenvolvimento dessa atividade, relacionados à inteiração com a situação-

problema, à construção do modelo matemático e à análise do modelo matemático, conforme 
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indica o Quadro 54. 

 

Quadro 54 - Identificação dos jogos de linguagem associados à aprendizagem na atividade Frota de Veículos 
Fases do 

desenvolvimento 
da atividade 

Jogos de linguagem Sinalização de aprendizagem 

Inteiração com a 
situação-problema 

Escolha de um tema 
passível de ser modelado 

Capacidade de perceber se o tema escolhido é passível de 
ser modelado, antecipando possíveis desdobramentos do 
fazer modelagem matemática, e a formulação de uma 
justificativa aceitável a respeito da relevância do tema 

Compreensão da situação 
da realidade 

Uso de conhecimentos e informações acerca da situação 
da realidade e à capacidade de simplificá-la, tornando-a 
passível de ser matematizada.  

Coleta de informações 
Ser capaz de identificar que informações devem ser 
coletadas e como coletar essas informações, essa uma 
técnica importante do fazer modelagem matemática. 

Formulação de um 
problema 

Uso de uma técnica para formular problemas a partir de 
uma situação da realidade, tendo como base seus 
conhecimentos acerca dessa situação e os seus 
conhecimentos matemáticos.  

Construção do 
modelo matemático 

Análise do comportamento 
dos dados 

Ver de um modo diferente o comportamento do 
fenômeno, ao levar em consideração aspectos que não 
puderam ser observados apenas na observação do 
comportamento dos dados. 

Formulação de diferentes 
hipóteses acerca do 
comportamento das 

variáveis 

Aquisição de um modo de ver a situação-problema, a 
partir de uma estruturação matemática constituída com 
base em pressupostos de modelos matemáticos clássicos.  

Tradução das hipóteses 
escritas em uma linguagem 

natural para uma 
linguagem matemática 

Uso de regras de matemática para traduzir as hipóteses em 
uma linguagem matemática. 

Elaboração de diferentes 
resoluções matemáticas 

Uso de regras matemáticas para construir modelos 
matemáticos, de acordo com um determinado domínio 
matemático 

Obtenção de respostas 
matemáticas para o 

problema 

Uso de regras matemáticas para resolver o problema, em 
uma linguagem matemática 

Análise do modelo 
matemático 

Avaliação quantitativa dos 
modelos matemáticos 

Capacidade dos estudantes de avaliar a validade de um 
modelo matemático em relação ao fenômeno, com base 
em critérios quantitativos.  

Avaliação comparativa dos 
modelos matemáticos 

Capacidade de comparar diferentes modelos matemáticos 
construídos para um mesmo fenômeno e avaliar qual deles 
é mais adequado para investigar esse fenômeno, com base 
em critérios objetivos 

Avaliação qualitativa dos 
modelos matemáticos 

Mudança no modo de ver o fenômeno, baseado na 
avaliação qualitativa dos modelos matemáticos 
construídos 

Fonte: os autores. 
 

No desenvolvimento dessa atividade, os estudantes mostraram preocupações 

em investigar um tema que envolvesse uma problemática autêntica em uma determinada esfera 

social. Ao escolherem investigar a frota de veículos e sua relação com a população na cidade 

de Londrina, tendo em vista as informações que mostram um alto crescimento da frota de 

veículos e os problemas sociais que esse crescimento pode causar, os estudantes revelam o 
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interesse em investigar uma situação autêntica estudada por profissionais e por pesquisadores 

envolvidos na questão da mobilidade urbana. De acordo com Martins e Almeida (2021), o uso 

da modelagem matemática como uma possibilidade de resolver problemas autênticos na sala 

de aula pode ser entendido sob dois pontos de vista: 

um relacionado à perspectiva da modelagem aplicada em que a autenticidade da 
modelagem matemática refere-se aos problemas aplicados na indústria ou na ciência; 
o segundo aponta a autenticidade como associada a uma atividade de modelagem 
matemática em que a situação-problema advém de um contexto de fora da escola, ou 
seja, de contextos da realidade ou da cotidianidade da vida dos alunos. A discussão 
emergente está associada aos diferentes tipos de modelos matemáticos que emergem 
nas atividades, considerando sua relação com modelos utilizados por especialistas da 
área de aplicação da situação-problema. A autenticidade em atividades de modelagem 
matemática é oriunda da gênese dos problemas, quando estes são advindos da 
experiência profissional, bem como do campo de trabalho dos profissionais (Martins; 
Almeida, 2021, p. 121). 
 

A situação-problema investigada tem relação com os problemas estudados no 

campo das ciências do trânsito e das dinâmicas populacionais. A investigação desencadeou o 

uso de modelos clássicos para resolver o problema e de diferentes modelos matemáticos que 

levam em conta possíveis cenários que podem ocorrer em relação ao comportamento da taxa 

de veículos por habitante em relação ao tempo na cidade de Londrina. 

Na inteiração com a situação-problema, destaca-se que ao escolher um tema 

passível de ser modelado, compreender a situação da realidade, coletar informações e formular 

um problema, os estudantes mostram serem capazes de perceber quais possíveis caminhos e 

desdobramentos desse tema para o seu fazer modelagem, realizando uma antecipação global da 

atividade (Almeida, 2018; Galbraith; Stillman; Brown, 2017). Ser capaz de realizar essa 

antecipação exige uma familiaridade com atividades de modelagem, adquirida em experiências 

anteriores com uma diversidade de situações. 

Na construção do modelo matemático, percebe-se que a matematização 

consistiu na análise do comportamento dos dados, na formulação de diferentes hipóteses acerca 

do comportamento das variáveis e na tradução das hipóteses escritas em uma linguagem natural 

para uma linguagem matemática, em que os estudantes mobilizam seus conhecimentos acerca 

do fenômeno e seus conhecimentos matemáticos. Aqui também ocorreu uma antecipação 

implementada dos conhecimentos matemáticos que seriam necessários para resolver o 

problema, de modo que as hipóteses se originaram de pressupostos levados em consideração 

por modelos clássicos da população e daqueles utilizados na literatura para a frota de veículos. 

Isso se deve, dentre outras coisas, ao tipo de problema estudado e a intervenção da professora-

regente e do professor-pesquisador que chamaram a atenção para a importância de se levar em 

consideração modelos clássicos, já utilizados para esse tipo de problema. A aprendizagem 
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nesses jogos de linguagem sinaliza a aquisição de um modo de ver a situação da realidade, com 

base em regras matemáticas e hipóteses utilizadas na construção de modelos clássicos.  

Na elaboração de diferentes resoluções matemáticas e obtenção de respostas 

matemáticas para o problema, os estudantes usaram várias regras matemáticas, como um 

método de resolução de EDOs de primeira ordem com variáveis separáveis, ajuste de curvas, 

método de Ford-Walford para determinar o valor da assíntota, gráficos de funções, entre outros. 

Três modelos para a taxa de veículos por habitante na cidade de Londrina foram obtidos a partir 

de modelos matemáticos da população e da frota de veículos, que levam em conta diferentes 

hipóteses. Ao cumprir com a finalidade desses jogos de linguagem acionados, a aprendizagem 

se evidencia no uso de regras matemáticas para construir diferentes modelos matemáticos e 

para determinar soluções matemáticas para um problema. Esses jogos de linguagem se dão no 

interior de um domínio matemático.  

Na análise do modelo matemático, os estudantes recorreram à diferentes 

técnicas para avaliar a razoabilidade dos modelos matemáticos obtidos e para elaborar uma 

resposta na linguagem da situação problema, sejam elas: avaliação qualitativa, quantitativa e 

comparativa. Isso mostra uma aprendizagem de técnicas de análise de modelos matemáticos, 

que podem gerar uma mudança de ver o fenômeno, com base nas implicações geradas por esses 

modelos em relação ao comportamento do fenômeno. 

No decorrer da atividade, o uso de software como o GeoGebra e o Curve 

Expert se fez presente para realizar ajustes de curvas, traçar e analisar gráficos associados ao 

modelo. Além disso, os estudantes usaram o software Excel para calcular os erros percentuais 

na validação. Percebemos, portanto, que o uso das tecnologias digitais se deu como uma 

parceira aos estudantes (Geiger, 2005), facilitando a realização de cálculos e promovendo a 

visualização e a experimentação dos modelos matemáticos (Greefrath, 2011). 

O ambiente do desenvolvimento dessa atividade pode ser caracterizado como 

um ambiente misto, em que encontros foram realizados na sala de aula presencial com a 

participação do professor-pesquisador e a professora regente e outros entre os estudantes de 

forma extraclasse em reuniões no Google Meet, discussões no WhatsApp e produção 

simultânea do relatório escrito no Google Docs.  

Diferentemente das atividades Salto de Paraquedas e Compra de um 

Notebook desenvolvidas no contexto da disciplina Modelagem Matemática na perspectiva da 

Educação Matemática, na atividade frota de veículos os estudantes consideraram diferentes 

modelos matemáticos, construídos a partir de diferentes hipóteses acerca do comportamento da 

população e da frota de veículos ao longo do tempo na cidade de Londrina. Esses modelos 
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matemáticos foram construídos, tendo como finalidade realizar predições acerca do fenômeno, 

se aproximando do papel do modelo da atividade Salto de Paraquedas e distanciando-se da 

atividade Compra de um Notebook. Outro fator que se destaca nessa atividade em comparação 

com as outras, diz respeito a análise comparativa das implicações dos modelos matemáticos 

para o fenômeno, de como que diferentes percepções dos estudantes conduziram a diferentes 

resoluções e uso de regras matemáticas na atividade.  
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5 MOVIMENTO 3: EM BUSCA DE UM DIÁLOGO ENTRE O MOVIMENTO 1 E O 

MOVIMENTO 2 

No terceiro movimento, busca-se ver conexões a partir dos elos 

intermediários estabelecidos no decorrer do primeiro e segundo movimento, em relação aos 

usos do termo aprendizagem na literatura e da aprendizagem de estudantes no desenvolvimento 

de atividades de modelagem matemática; a aprendizagem mediada por modelos matemáticos; 

e um entendimento de modelagem matemática em relação às condições de aprendizagem.  

5.1 UM DIÁLOGO ENTRE OS USOS DA APRENDIZAGEM NA LITERATURA E NAS ATIVIDADES DE 

MODELAGEM MATEMÁTICA  

Nessa seção, coloca-se em diálogo os traços característicos do uso do termo 

aprendizagem na literatura, em relação aos entendimentos e as inferências dos textos, com os 

jogos de linguagem que constituem aprendizagem identificados no decorrer do 

desenvolvimento das atividades de modelagem matemática na disciplina Introdução às 

Equações Diferenciais Ordinárias, cujo foco se deu na análise de modelos, e na disciplina 

Modelagem Matemática na Educação Matemática, com foco em uma abordagem holística, na 

qual os estudantes realizam o processo completo do fazer modelagem matemática.  

Em um primeiro momento, busca-se ver relações entre os traços 

característicos dos entendimentos de aprendizagem na literatura e os jogos de linguagem 

identificados nas atividades de modelagem, que se associam à aprendizagem em ação. No 

movimento 1, dos entendimentos de aprendizagem expressos pelos autores, mostrou-se que a 

aprendizagem: (i) tem natureza cognitiva; (ii) se dá nas interações do indivíduo com o meio, 

com as pessoas, com as coisas; (iii) é condicionada pela linguagem, cultura e práticas.  

Nas atividades desenvolvidas, aspectos que podem aludir a ideia de que a 

aprendizagem tem natureza cognitiva, como percepção, antecipação, modo de ver e 

compreensão são termos que apareceram na descrição dos jogos de linguagem no movimento 

2, por exemplo: na constituição de um modo de ver de que forma os parâmetros de um modelo 

matemático influenciam no comportamento do fenômeno (𝐴𝑀1); na capacidade de perceber se 

o tema escolhido é passível de ser modelado, antecipando possíveis desdobramentos do fazer 

modelagem matemática e de formular uma justificativa aceitável a respeito da relevância do 

tema (𝑀𝑀6); na compreensão da situação da realidade (𝑀𝑀1, 𝑀𝑀4, 𝑀𝑀6). 

Para Wittgenstein, os termos usados para designar um processo mental, como 
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os citados, não podem ser usados de forma descolada da linguagem, pois ao fazer isso pode-se 

incorrer na postulação da existência de uma linguagem privada ao indivíduo, um processo 

mental oculto, inacessível para o outro. Os conceitos psicológicos se dão nos jogos de 

linguagem com os quais nos envolvemos nas mais variadas atividades em uma forma de vida.  

Sobre a percepção, Wittgenstein apresenta na segunda parte do Investigações 

Filosóficas uma discussão gramatical acerca do conceito psicológico ‘notar um aspecto’, 

diferenciando o uso de “ver” do uso de “ver-como”. O primeiro caso, segundo Moreno (1995, 

p. 88), diz respeito a uma percepção que apresenta apenas e somente aquilo que é visto, ao 

realizarmos uma descrição, um desenho ou uma cópia do que é percebido. O segundo caso, 

ocorre quando alguém observa um objeto e de repente nota sua semelhança com outra 

fisionomia, ela vê que o objeto não se modifica, apena vê de um modo diferente. Wittgenstein 

denomina essa experiência de “perceber um aspecto”. Para exemplificar, o filósofo apresenta a 

figura Coelho-Pato de Jastrow (Figura 6). 

Figura 16 - Figura Coelho-Pato 

 

Fonte: Wittgenstein (IF, p. 255). 

Ao observar essa figura é possível vê-la ora como um pato, ora como um 

coelho. E isso depende se já o conceito de pato ou de coelho já estiver sido apropriado, mediante 

ao domínio de técnicas de emprego da palavra ‘pato’ e ‘coelho’. Como aponta Gottschalk 

(2006): 

Ver imediatamente na figura um coelho implica em já dominarmos uma série de 
técnicas de apresentação do simples. Já nos apresentaram coelhos, sabemos que se 
trata de um animal, que come cenouras, tem orelhas grandes, comparamos vários 
coelhos entre si, etc. São esses diversos empregos da palavra “coelho” que nos 
permitem atribuir significado aos traços empíricos diante de nossos olhos e atribuir 
significado à figura. Ver a mesma figura como pato, também pressupõe que se tenha 
de antemão o conceito de pato, e que se possa lançar mão de determinadas técnicas de 
comparação, para que se atribua aos mesmos traços empíricos o significado de pato 
(Gottschalk, 2006, p. 75-76). 
 

Assim, ver e ver-como não dependem de processos mentais, mas 

“pressupõem determinadas capacidades aprendidas, são atitudes diferentes de um mesmo 

processo constitutivo dos significados que atribuímos à nossa experiência” (Gottschalk, 2006, 

p. 76). Ver algo de determinada maneira pressupõe que já dominemos um conceito.  

Nas atividades de modelagem matemática desenvolvidas, pode-se 

exemplificar como os estudantes passam a ver de outra maneira determinados conceitos e o 
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comportamento do fenômeno. Na atividade Salto de Paraquedas (𝐴𝑀1), por exemplo, os 

estudantes puderam ver o campo de direções das EDOs e as curvas integrais traçadas nesse 

campo como o comportamento da velocidade do paraquedista durante a queda-livre e após a 

abertura do paraquedas do decorrer do tempo, para diferentes massas do paraquedista, o que 

pressupõe que os estudantes já dominem o conceito de campo de direções de uma EDO e saibam 

que os vetores indicam o comportamento de suas soluções. Esse ver-como conduz à percepção 

de um aspecto do fenômeno: a massa é diretamente proporcional a velocidade do paraquedista.  

De modo semelhante, na atividade Compra de um Notebook (𝑀𝑀4), a partir do gráfico 

cartesiano dos pontos de pares ordenados que relacionam os índices de preço e de desempenho, 

os estudantes consideram uma maneira diferente de ver o uso do termo ‘melhor custo-

benefício’, como aquele cujo ponto possui menor distância euclidiana do ponto 𝑀(10,0), isso 

pressupõe que os estudantes possuam o conceito de distância euclidiana de dois pontos e 

dominem uma técnica para aplicar esse conceito.  

No que tange à compreensão em atividades de modelagem matemática, sob 

uma perspectiva wittgensteiniana, Almeida e Seki (2018) argumentam que a gramática da 

compreensão é diferente da gramática dos estados mentais e compreender algo está associado 

a uma capacidade, uma habilidade de agir de acordo com uma maneira esperada em práticas 

públicas de linguagem. Seki e Almeida (2021) destacam que a compreensão em atividades de 

modelagem matemática pode ocorrer a partir do seguir regras, do uso e das explicações dos 

estudantes nos diversos jogos de linguagem da situação-problema, da matemática e da própria 

modelagem matemática.  

Nas atividades do movimento 2, a compreensão da situação da realidade, se 

deu mediante ao uso de conhecimentos e informações acerca dessa situação e à capacidade de 

simplificá-la, tornando-a passível de ser modelada, e se manifesta nas explicações que os 

estudantes fazem acerca do fenômeno, por exemplo, das forças que agem sobre o paraquedista 

durante o salto (𝐴𝑀1, 𝑀𝑀1) e sobre a cápsula no Bungee Rocket (𝐴𝑀3); da funcionalidade de 

fatores que influenciam o desempenho de um notebook (𝑀𝑀4); de como a taxa de habitantes 

por veículo influencia na mobilidade urbana (𝑀𝑀6). Já a compreensão matemática se manifesta 

no modo como os estudantes reagem a partir das intervenções do professor-pesquisador ou da 

professora-regente, por exemplo, ao calcularem a integral  ∫ 11−𝑢2 𝑑𝑢 por frações parciais e por 

substituição trigonométrica (𝑀𝑀1) ou ao usarem corretamente regras matemáticas no decorrer 

da construção e da análise dos modelos matemáticos.  

O conceito de antecipação, por sua vez, é utilizado na literatura da área de 
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Modelagem Matemática como uma ação metacognitiva em que os estudantes lançam um olhar 

prospectivo sobre o desenvolvimento da atividade, antecipando possíveis encaminhamentos 

matemáticos e em relação ao fazer modelagem matemática (Almeida, 2018, 2022; Niss, 2010).  

Na perspectiva wittgensteiniana, é preciso tomar um cuidado ao tomar este 

conceito como uma descrição de um estado mental, pois ao antecipar ações antes mesmo delas 

ocorrerem quando, por exemplo, deve-se continuar uma sequência ‘+2”, pode dar a entender 

que as aplicações da regra estão contidas na própria regra’. Nesse ponto, Wittgenstein 

argumenta que estamos inclinados a expressões como “‘as passagens já estão propriamente 

feitas; mesmo antes de eu fazê-las por escrito, verbalmente ou em pensamento’. Era como se 

fossem pré-determinadas, antecipadas, de uma forma singular – como só ter-em-mente pode 

antecipar a realidade” (Wittgenstein, IF, § 188). Em contraposição, para Wittgenstein o que 

explica o fato de podermos antecipar a aplicação de uma regra é porque fomos treinados a agir 

de modo regular de determinadas maneiras e não outras, não sendo aqui necessário recorrer a 

uma intuição ou a adivinhação da aplicação da regra.  

A antecipação de encaminhamentos matemáticos e do fazer modelagem 

matemática frente uma situação-problema é condicionada a um treinamento em uma prática de 

uso de regras, que se faz na familiarização dos estudantes com atividades desse tipo. Não se 

espera de um estudante que nunca tenha tido contato com modelagem matemática esse tipo de 

ação. Nas atividades, o resultado desse treinamento se mostra quando os estudantes julgam se 

um determinado tema ou problema pode desencadear uma atividade de modelagem matemática, 

de acordo com as informações disponíveis, os seus conhecimentos matemáticos e os seus 

conhecimentos acerca da situação-problema. Por exemplo, quando os estudantes do grupo GM4 

abandonaram a ideia de trabalhar com o tema radar de trânsito por não terem encontrado 

informações suficientes e optaram por estudar a frota de veículos na cidade de Londrina, 

considerando que eles já conheciam modelos matemáticos clássicos que poderiam ser usados 

para modelar a população e a frota de veículos (𝑀𝑀6). Isso mostra a realização de uma 

antecipação de possíveis desdobramentos de um tema escolhido para o fazer modelagem 

matemática. Além disso, mostra a necessidade dos estudantes de aprender novas regras 

matemáticas, de modo a ver suas possibilidades de uso ao desenvolver atividades de modelagem 

matemática.  

Quanto ao traço aprendizagem se dá nas interações do indivíduo com o meio, 

com as pessoas, com as coisas, indica-se que, nas atividades do movimento 2, essas interações 

se dão no interior dos jogos de linguagem identificados e podem ser vistas nos diálogos entre 

professor e estudantes, estudantes e estudantes, estudante consigo próprio e na inteiração dos 
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estudantes com as orientações para o desenvolvimento da atividade (como as regras que 

orientaram esse desenvolvimento), com os recursos tecnológicos e com o ambiente 

educacional.  

As inteirações promovidas podem ser entendidas como um fator essencial 

para inserção nos jogos de linguagem. O professor é responsável, conforme Williams (1994), 

por estender um convite para que os estudantes sejam inseridos em uma prática, até que eles 

possam ao longo do treinamento passar a agirem com autonomia. No caso das atividades 

desenvolvidas nas duas disciplinas, o professor-pesquisador recorreu à uma espécie de roteiro 

que orientou os estudantes na produção do relatório final e a intervenções pontuais para mostrar 

como aplicar uma regra matemática específica. Por exemplo, na atividade Bungee Rocket 

(𝐴𝑀3), o professor-pesquisador mostrou aos estudantes como calcular o período e a frequência 

de uma função trigonométrica qualquer e eles aplicaram essa regra para indicar o período e 

frequência da solução de um PVI; na atividade Frota de Veículos, os estudantes passaram a 

considerar modelos assintóticos após um questionamento da professora-regente acerca da 

construção do modelo matemático que eles tinham feito (𝑀𝑀6). Segundo Almeida e Tortola 

(2022, p. 236), o professor “é o mestre da prática, aquele que auxilia os alunos na inserção nos 

jogos de linguagem ou na proposição de novos jogos de linguagem”. Isso é uma condição 

necessária para que ocorra aprendizagem na perspectiva de Wittgenstein.  

O traço aprendizagem é condicionada pela linguagem, cultura e práticas, por 

sua vez, mostra, em relação aos outros dois traços e os jogos de linguagem identificados no 

movimento 2, que tanto os aspectos cognitivos, quanto os aspectos relacionados às inteirações 

são mediados por jogos de linguagem, cujos critérios para agir nesses jogos são dados pelas 

práticas de uso regulares de uma determinada comunidade ou cultura. Esse traço pode ser 

compreendido, portanto, como condição para os outros dois traços característicos relacionados 

aos entendimentos de aprendizagem em modelagem matemática.  

Após as conexões estabelecidas entre os traços característicos dos 

entendimentos de aprendizagem do movimento 1 e os jogos de linguagem que constituem 

aprendizagem nas atividades de modelagem matemática identificados no movimento 2, passa-

se agora para as conexões com os traços característicos referentes às inferências dos textos 

acerca da aprendizagem em modelagem matemática identificados movimento 1, os quais são: 

(i) os estudantes aprendem conteúdos matemáticos; (ii) os estudantes aprendem não somente 

matemática, mas também conteúdos de outras áreas; (iii) os estudantes aprendem a resolver 

problemas usando modelagem matemática; (iv) os estudantes aprendem a ser críticos, 

reflexivos e criativos e desenvolvem a capacidade de tomada de decisões; (v) a aprendizagem 
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em atividades de modelagem matemática promove o desenvolvimento nos estudantes de 

competências e habilidades de comunicação, argumentação, colaboração e fluência 

tecnomatemática; (vi) os estudantes aprendem a tomar um posicionamento específico nas 

práticas escolares; (vii) a aprendizagem em atividades de modelagem matemática é mediada 

pelo interesse e a motivação em aprender matemática, bem como a disposição para fazer 

modelagem matemática.  

O traço os estudantes aprendem conteúdos matemáticos se mostra no uso de 

regras matemáticas nos jogos de linguagem envolvidos no desenvolvimento das atividades. Na 

disciplina Introdução às Equações Diferenciais Ordinárias, essas regras dizem respeito aos 

conceitos matemáticos estudados nessa disciplina, como o de soluções (particulares, geral e de 

equilíbrio), métodos de resolução de EDOs de primeira e segunda ordem e de resolução de 

PVIs. Ao usar essas regras nas atividades com foco na análise de modelos, os estudantes seguem 

normas para operar nos jogos de linguagem, adquirindo novos significados que se articulam 

com aqueles aprendidos durante a disciplina. Por exemplo, na atividade Salto de Paraquedas, 

os estudantes puderam ver as soluções de uma EDO como o modo em que a velocidade do 

paraquedista se comporta no decorrer do tempo, por meio da análise qualitativa das EDOs, 

recorrendo aos seus campos de direção, e da análise das soluções analíticas dos PVIs. Na 

atividade Bungee Rocket, por sua vez, os estudantes puderam ver as implicações das diferentes 

soluções para o deslocamento da cápsula no decorrer do tempo, usando a solução do PVI 1 para 

ver esse deslocamento como harmônico simples, e a solução do PVI 2 para indicar um 

movimento livre amortecido e classificá-lo como superamortecido, amortecimento crítico ou 

subamortecido a depender do valor de 𝛽. Na medida em que as regras matemáticas são usadas 

nessas situações, as atividades possibilitam aos estudantes adquirirem novos significados para 

os conceitos da disciplina, para além do âmbito estritamente matemático, ampliando a sua 

gramática interna. 

Na disciplina Modelagem Matemática na Perspectiva da Educação 

Matemática, as regras matemáticas usadas não foram circunscritas em um domínio matemático 

específico, mas emergiram das especificidades de cada situação-problema e dos conhecimentos 

matemáticos dos estudantes. Na atividade Salto de Paraquedas, os estudantes puderam usar 

regras e técnicas matemáticas, não somente para analisar as soluções, mas para obter as soluções 

das EDOs formuladas, recorrendo a diferentes formas de expressão do modelo matemático. Na 

atividade Compra de um Notebook, as regras matemáticas se constituíram na organização dos 

dados coletados na construção de índices classificatórios para o preço e o desempenho, na 

construção de gráficos e no uso da distância euclidiana entre dois pontos como uma métrica 
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para avaliar o custo-benefício dos computadores. Na atividade Frota de Veículos, diferentes 

resoluções matemáticas levaram ao uso de diferentes regras matemáticas para a construção de 

modelos logísticos, exponenciais e exponenciais assintóticos e o uso técnicas para obter o valor 

das assíntotas e dos pontos de intersecção entre as curvas. Ao não se limitarem a apenas um 

domínio matemático específico, os estudantes puderam articular diferentes regras matemáticas 

e estabelecer relações de sentido, de modo a obter modos de ver o fenômeno modelado.  

Nas duas disciplinas, as regras matemáticas funcionam como formas de 

descrição dos fenômenos, elas fornecem uma maneira de organizar as situações empíricas 

(Souza; Barbosa, 2019), são condições para constituição de significados desses fenômenos 

(Sousa; Almeida, 2019) e [ajudam a compreender as coisas, a ver determinados aspectos. Com 

o uso empírico que é feito da matemática nas atividades desenvolvidas, mostra-se a 

aprendizagem não somente de conteúdos matemáticos, mas também de conhecimentos de 

outras áreas, em que os estudantes passam a ver que: quanto maior a massa do paraquedista 

maior serão as velocidades terminais durante o salto o (𝐴𝑀1, 𝑀𝑀1); o movimento da cápsula 

no Bungee Rocket é subamortecido, pois caso contrário a cápsula oscilaria infinitamente sem 

estabilizar (𝐴𝑀3); o notebook com melhor custo-benefício é aquele cujo par ordenado que 

relaciona o desempenho e o preço tem a menor distância euclidiana do ponto (10, 0) (𝑀𝑀4); se 

adotamos modelos assintóticos para a população e a frota de veículos na cidade de Londrina, a 

taxa de veículos por habitante nunca será igual a 1 (𝑀𝑀6). 

Em relação ao traço característico que indica que em modelagem matemática, 

os estudantes aprendem a tomar um posicionamento específico nas práticas escolares, ao olhar 

para os jogos de linguagem das atividades do movimento 2, pode-se dizer que tal 

posicionamento se constitui em tomar uma atitude, de considerar outras formas de ver os 

conceitos matemáticos e as situações da realidade mediante ao uso de regras e técnicas, 

comparando o modo usual de aplicar essas regras em situações estritamente matemáticas com 

outras situações. Como sinaliza Gottschalk (2004, p. 87), aprender “é ser capaz de ver de outra 

maneira, sem que essa outra maneira seja uma ‘variação’ de uma hipótese inicial do aluno. Em 

outras palavras, aprender é estar disposto a comparar seu modo usual de empregar certa imagem 

com outro”.  

Almeida e Tortola (2022) argumentam que nos jogos de linguagem que 

emergem em atividades de modelagem matemática, pode ocorrer uma mudança de hábitos, de 

forma sistemática com a orientação do professor e as interações entre os estudantes na imersão 

nesses jogos. A mudança de atitude ou de hábitos dos estudantes em práticas escolares requer 

uma mudança em termos de jogos de linguagem, não abandonando aqueles tradicionais das 
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aulas de matemática, mas promovendo o uso de regras matemáticas em novos jogos, de modo 

que outros modos de ver possam ser incorporados na gramática interna dos estudantes. 

A mudança de atitude imbricada na consideração de ver de outras maneiras é 

semelhante ao traço característico que sinaliza que os estudantes aprendem a ser críticos, 

reflexivos e criativos e desenvolvem a capacidade de tomada de decisões. Ao trazer elementos 

da perspectiva filosófica de Wittgenstein para tecer considerações acerca da criticidade e 

normatividade em atividades de modelagem matemática, Sousa et. al (2023, p. 8) argumentam 

que nesse tipo de atividade, “as regras matemáticas formatam nossos modos de ver o mundo e 

pensar criticamente pode ser entendido, sob essa base filosófica, como ser capaz de imaginar 

outras possibilidades, de introduzir novos paradigmas, novas regras a serem seguidas”. No 

contexto da disciplina Modelagem Matemática na Perspectiva da Educação Matemática, a 

atividade Compra de um notebook envolve elementos que podem se associar à esse ponto de 

vista acerca da criticidade, uma vez que os estudantes foram capazes de introduzir uma nova 

regra, baseado em um sistema de referência formado por regras matemáticas, para determinar 

o melhor custo-benefício de um notebook e tomar uma decisão de compra. Imaginar uma outra 

maneira de ver o conceito de custo-benefício é uma evidência da criticidade.  

A aprendizagem em atividades de modelagem matemática é mediada pelo 

interesse e a motivação em aprender matemática, bem como a disposição para fazer 

modelagem matemática é um traço característico que leva em conta a influência de fatores 

emocionais e motivacionais na aprendizagem. O interesse pode ser entendido, segundo 

Elfringhoff e Schukajlow (2021, p. 12), como “um fator motivacional que caracteriza a relação 

entre uma pessoa e um objeto”, e refere-se a componentes relacionados aos valores e às 

emoções, sendo facilitada quando uma pessoa percebe um objeto como significativo. Esse 

conceito de interesse como um fator motivacional, conforme sinaliza Hidi e Renninger (2006, 

p. 112), diz respeito a um “estado psicológico de engajar ou a predisposição de reengajar-se 

com classes particulares de objetos, eventos ou ideias ao longo do tempo”. 

Gottschalk (2018, p. 115) indica que, sob uma perspectiva wittgensteiniana, 

a própria motivação do sujeito pode ser vista como um “conjunto de regras linguísticas que 

aprendemos a seguir, a saber, como critérios para a aplicação da palavra “motivação”, e não 

como um estado psicológico autônomo, independente de fatores externos”. A autora pontua que 

o que move a ação do sujeito não são supostas entidades mentais, mas são “uma ou mais regras 

que fazem da gramática dos usos das palavras que foram incorporadas ao longo de sua vida” 

(Gottschalk, 2018, p. 115). 

A partir dos escritos de Wittgenstein sobre a filosofia da matemática, Floyd 
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(2011) argumenta que o interesse da matemática não diz respeito a existência ou inexistência 

de objetos, tampouco é meramente psicológica, “em vez disso, o que nos interessa é que a nossa 

maneira de olhar certas situações – tanto empírica quanto matematicamente – é alterada, e 

torna-se mais interessante” (Floyd, 2011, p. 152). O interesse pela matemática, segundo a 

autora, surge da atividade investigativa da matemática, que envolve um trabalho com os 

detalhes de uma prova e suas relações com outras provas e requer “o desenvolvimento de um 

faro para detectar, no contexto de um argumento, quais noções são rigorosas e quais não são, 

quais formas de “prosa” são “gás” (potencialmente enganosas) e quais não são, quais afetam 

nossas noções comuns extramatemáticas e quais não” (Floyd, 2011, p. 163). Nas palavras de 

Wittgenstein, “os conceitos nos conduzem às investigações. Eles são a expressão do nosso 

interesse, e conduzem o nosso interesse” (Wittgenstein, IF, § 570).  

No âmbito das atividades de modelagem matemática do movimento 2, os 

conceitos matemáticos, como instrumentos de linguagem, conduzem os estudantes a aplicar de 

determinadas maneiras as regras matemáticas em uma situação não-matemática e com isso, os 

possibilita, vê-la de outras formas, fortalecendo o interesse pela matemática. Isso se evidencia, 

por exemplo, quando os estudantes se mostram dispostos a comparar diferentes modos de ver 

o fenômeno a partir da análise das implicações de diferentes modelos matemáticos para o seu 

comportamento, nas atividades Salto de Paraquedas (𝐴𝑀1) e Bungee Rocket (𝐴𝑀3), e ao 

considerarem que o comportamento da taxa de veículos por habitantes na cidade de Londrina 

no decorrer do tempo pode ser visto como assintótico ou como um comportamento exponencial 

a depender do modelo matemático usado (𝑀𝑀6).  

A disposição em fazer modelagem matemática aqui também não necessita da 

postulação de entidades mentais como condição, mas se dá no sentido de “ser capaz de” e 

“poder”, fazer certas coisas em nossas práticas humanas. Morelli (2018, p. 108), sugere que 

Wittgenstein usa o conceito de disposição de uma maneira desnaturalizada, como “padrões de 

comportamento que foram aprendidos por meio de treinamento e educação em um determinado 

sistema ou forma de vida”. A disposição para fazer modelagem depende, portanto, da 

aprendizagem das regras associadas a esse fazer, a partir de um treinamento.  

Tanto o interesse, quanto a disposição em modelagem matemática são 

conceitos que não precisam ser aplicados a partir de critérios mentais, mas se dão nos mais 

variados jogos de linguagem que se constituem nas atividades, quando os estudantes se mostram 

capazes de ver de outras maneiras a situação da realidade por meio dos usos da matemática e 

quando seguem regras envolvidas no fazer modelagem matemática, sejam aquelas que orientam 

a análise de modelos ou as ações dos estudantes em uma abordagem holística.  
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Em relação aos traços os estudantes aprendem a resolver problemas usando 

modelagem matemática e a aprendizagem em atividades de modelagem matemática promove 

o desenvolvimento nos estudantes de competências e habilidades de comunicação, 

argumentação, colaboração e fluência tecnomatemática, há diversas abordagens na literatura 

que indicam que o importante na aprendizagem em modelagem matemática é o 

desenvolvimento de competências19 (Cevikbas; Kaiser; Schukajlow, 2022; Niss; Højgaard, 

2019; Kaiser; 2007; Maaβ, 2006; Zanim, 2015, 2021). Algo recorrente nessas teorias é que há 

uma primazia de um saber fazer sobre um saber quê. Um exemplo disso se mostra na 

caracterização de Niss e Højgaard (2019, p. 20) de uma competência matemática, em que a 

competência de modelagem matemática é entendida como um tipo: 

O núcleo de uma competência matemática é a aplicação da matemática em contextos 
e situações que apresentam um certo tipo de desafio. Em outras palavras, uma 
competência se concentra em aspectos de fazer matemática ativamente. Em contraste, 
saber matemática significa estar de posse de conhecimento factual sobre definições 
matemáticas, conceitos, resultados (proposições e teoremas), algoritmos, fórmulas, 
teorias e assim por diante (Niss; Højgaard, 2019, p. 20). 

 
Uma consequência direta dessa dicotomia entre saber fazer (desenvolvimento 

de competências) e saber quê (aquisição de conhecimentos) pode gerar o fortalecimento de 

outra dicotomia, conforme sinaliza Tortola, Seki e Almeida (2022), do utilitarismo|formalismo 

na aprendizagem em modelagem, em que o foco no desenvolvimento de competências se daria 

a partir do favorecimento do utilitarismo.   

Esse fortalecimento ocorre quando se adota uma atitude dogmática, ao 

considerar que as competências descrevem um estado mental e compreender a aprendizagem 

por competências se destinaria a desvendar como funciona o seu mecanismo cognitivo. Sob 

uma perspectiva wittgensteiniana, essa atitude pode ser evitada quando dirige-se o olhar para a 

aprendizagem a partir dos jogos de linguagem e o seu papel na relação entre o saber quê (regras) 

e o saber fazer (seguir regras).  

 
19 Existem uma diversidade de definições de competências na Modelagem Matemática na Educação Matemática 
(Cevikbas; Kaiser; Schukajlow, 2022). Por exemplo, no projeto KOM19, competência (competence) é definida 
como a “prontidão perspicaz de alguém para agir adequadamente em respostas aos desafios de determinadas 
situações” (Niss; Højgaard, 2019, p. 12). Sob essa ótica, a competência (competence) matemática é a “prontidão 
perspicaz de alguém para agir apropriadamente em resposta a todos os tipos de desafios matemáticos pertencentes 
a determinadas situações” (Niss; Højgaard, 2019, p. 12). A competência de modelagem é considerada como uma 
competência específica de matemática por esses autores e é definida como: “Esta competência centra-se nos 
modelos matemáticos e na modelagem, ou seja, na matemática utilizada para lidar com questões, contextos e 
situações extramatemáticas. Ser capaz de construir tais modelos matemáticos, bem como analisar e avaliar 
criticamente modelos existentes ou propostos, levando em conta os propósitos, dados, fatos, características e 
propriedades do domínio extramatemático que está sendo modelado, são o núcleo desta competência. Envolve 
relacionar-se e navegar dentro e através dos processos-chave do “ciclo de modelagem” em suas várias 
manifestações” (Niss; Højgaard, 2019, p. 16).  
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Nessa perspectiva, ao adquirir um conceito não aprendemos somente uma 

regra, mas uma maneira de segui-la em um ou mais jogos de linguagem, por meio de um 

treinamento que conecta o aprendiz com a gramática do conceito, ou seja, com um conjunto de 

regras que aprendemos a seguir e constituem a sua significação. A apropriação de significados 

de um conceito não se dá em um golpe só, mas nas suas aplicações em diferentes situações, em 

que os estudantes vão paulatinamente, por semelhanças e dessemelhanças de família, 

ampliando sua gramática. Segundo Gottschalk (2020, p. 16), “a maneira como aplico a palavra 

que expressa o conceito mostra qual regra estou seguindo. Em outras palavras, o como precede 

o quê, e não o contrário! É a gramática que diz o que é o objeto”. Isso implica, para a autora, 

que nossas certezas vão sendo tacitamente assimiladas na prática da linguagem e formam a 

condição para que os conhecimentos sejam adquiridos. As regras são aprendidas na sua 

aplicação, no domínio de técnicas convencionadas e não dependem de uma intuição ou uma 

interpretação em cada caso. Cabe ao professor mostrar “não só as regras de novos jogos de 

linguagem (saber que), como também de apresentar exemplos suficientes (e não exaustivos) de 

como segui-las” (Gottschalk, 2020, p. 16) 

Ser competente em um jogo de linguagem pressupõe aprender as suas regras 

e isso implica aprender as suas aplicações. Quando adquirimos um conceito mediante a uma 

determinada instrução ou treinamento em um jogo de linguagem, aprendemos um modo de usá-

lo. Ryle (2010) argumenta que aprender a fazer algo é aprender um método ou um modi 

operandi20.  Isso não implica agir de forma uniforme, mas de modo regular de acordo com os 

modos de agir dos praticantes desse jogo. Cabe ao professor, mestre da prática, conforme 

Williams (1994), mostrar aos estudantes como seguir as regras desse jogo, é ele que possui a 

competência normativa associada à prática social e fornece as condições básicas para que o 

treinamento seja bem-sucedido, ou seja, para que o estudante iniciante se torne um habilidoso 

e, portanto, autônomo.  

No âmbito da modelagem matemática, ao considerar as competências sob a 

ótica da aprendizagem em jogos de linguagem, pode-se dizer que para que os estudantes 

desenvolvam competências de modelagem matemática, de matemática e de recursos 

tecnológicos é preciso que aprendam as regras e como segui-las nos jogos de linguagem que 

constituem essas atividades. Isso evidencia que os estudantes não intuem ou descobrem qual 

 
20 Para Ryle (2010), um método é uma maneira de fazer algo que pode ser aprendida. Uma maneira de fazer algo, 
um modus operandi é algo geral, em dois sentidos: o primeiro é que os modi operandi são propriedade pública e, 
o segundo, é que não há limite para o número de ações que podem ser executadas dessa maneira, em outras 
palavras, o método é aplicável em qualquer lugar e momento, e por qualquer pessoa. 
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conceito matemático pode ser aplicado a partir de uma situação-problema da realidade, mas 

usam as regras matemáticas de acordo com técnicas aprendidas, a partir de seus usos em 

diferentes jogos de linguagem, sejam aqueles internos à própria matemática ou aqueles que 

envolvem algum uso empírico externo à matemática, de modo que ao fazer modelagem 

matemática os estudantes aprendem um novo uso desse conceito, ampliando sua gramática de 

usos.  

Aprender a fazer modelagem matemática, aprender a usar matemática em 

situações-problema ou aprender a usar tecnologias digitais com foco no desenvolvimento de 

competências correlatas, implica aprender seus jogos de linguagem. Isso significa que os 

estudantes precisam aprender os métodos e as técnicas de aplicação das regras que orientam as 

suas ações nesses jogos. Por exemplo, nas atividades do movimento 2, as regras envolvidas no 

fazer modelagem foram apresentadas pelo professor-pesquisador a partir de um roteiro para 

elaboração do relatório final e questionamentos ao longo das discussões, que traziam elementos 

normativos de como prosseguir no desenvolvimento da atividade; as regras matemáticas foram 

aplicadas de acordo com modos de uso ensinados anteriormente, como é o caso do uso do 

método de Ford-Walford na atividade Frota de Veículos (𝑀𝑀6), bem como de modos de uso 

mostrados pelo professor-pesquisador ao longo das atividades, como é o caso da resolução da 

integral ∫ 11−𝑢2 𝑑𝑢 por substituição trigonométrica na atividade Salto de Paraquedas no contexto 

2; as regras associadas ao uso de tecnologias envolveram modos de usar os diferentes recursos 

oferecidos pelo GeoGebra, Excel e CurveExpert para construção e análise de modelos, em que 

alguns casos foram mostrados pelo professor-pesquisador e, em outros casos, foram realizados 

de forma autônoma pelos estudantes, evidenciando um domínio das regras desses jogos de 

linguagem tecnológicos.  

A partir dessas conexões, é possível ver que tanto os traços característicos 

relativos aos entendimentos de aprendizagem, quanto às inferências sobre a aprendizagem em 

modelagem matemática, ambos identificados na literatura, podem se mostrar nos diferentes 

jogos de linguagem que emergem no desenvolvimento das atividades, não sendo necessário 

postular a existência de estados e objetos extralinguísticos como condição para aferir sobre a 

aprendizagem.  

5.2 APRENDIZAGEM MEDIADA POR MODELOS MATEMÁTICOS 

Nessa seção, busca-se ver relações internas entre os jogos de linguagem 

associados à aprendizagem que foram identificados no desenvolvimento das atividades de 
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modelagem matemática na disciplina Introdução às Equações Diferenciais Ordinárias, com 

foco na análise de modelos, e na disciplina Modelagem Matemática na Perspectiva da Educação 

Matemática, com foco em uma abordagem holística da modelagem. 

Essas relações podem ser caracterizadas, em um primeiro momento, na 

identificação de traços característicos da aprendizagem por semelhanças de família entre os 

jogos de linguagem constituídos nas atividades desenvolvidas em cada uma das disciplinas. Em 

um segundo momento, busca-se ver as semelhanças e dessemelhanças de família que surgem 

ao comparar os traços característicos dos jogos de linguagem constituídos nas duas disciplinas, 

entre si.  

Na disciplina Introdução às Equações Diferenciais Ordinárias, ao comparar 

os jogos de linguagem associados à aprendizagem nas atividades Salto de Paraquedas e Bungee 

Rocket, é possível identificar os traços característicos da aprendizagem, quando o foco está na 

análise de modelos matemáticos previamente formulados pelo professor-pesquisador: 

• Identificação do papel das regras matemáticas no uso do modelo 

matemático: se mostra nos jogos de linguagem que indicam análises do 

comportamento das soluções, do fenômeno e da influência dos parâmetros do 

modelo matemático nesse comportamento e na formulação de justificativas 

para classificar o movimento associado ao fenômeno. A aprendizagem nesse 

caso sinaliza para a constituição de um modo de ver e a construção de 

argumentos para efetuar considerações acerca do fenômeno a partir do uso 

que é feito das regras matemáticas no modelo matemático analisado. Esse 

modo de ver direciona-se tanto para os conceitos matemáticos estudados na 

disciplina, quanto para as implicações de mudanças do modo de se aplicar as 

regras matemáticas na descrição do comportamento deste fenômeno.  

• Aplicação de regras matemáticas para obter uma solução para o 

problema: se mostra nos jogos de linguagem constituídos no uso de regras 

matemáticas da disciplina e de outros contextos matemáticos para resolver os 

Problemas de Valor Inicial (PVIs) de modo analítico, verificar as soluções 

desses PVIs, calcular o período e a frequência do movimento e obter uma 

solução matemática para o problema. Esse traço mostra um aspecto da 

aprendizagem, como o uso de regras matemáticas em situações empíricas, 

que pressupõe o domínio de técnicas. Ao serem usados nessa prática de uso, 

os conceitos matemáticos podem adquirir outros significados, como ver a 

solução de equilíbrio como a velocidade do paraquedista ou da cápsula no 
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Bungee Rocket em que a aceleração é nula, que ocorre quando as forças que 

agem sobre esses corpos se equilibram.  

• Uso de recursos tecnológicos para análise do modelo: se mostra nos 

jogos de linguagem em que os estudantes constroem campos de direção, 

gráficos das soluções dos modelos matemáticos, criam controles deslizantes 

para analisar a influência dos parâmetros no comportamento do fenômeno, 

por meio do software GeoGebra, fornecendo uma dinamicidade à análise dos 

modelos matemáticos. O aspecto da aprendizagem evidenciado por esse traço 

consiste no uso de regras matemáticas de modo articulado com as regras da 

linguagem do software, para realizar estimativas, conjecturas, cálculos, 

simulações e experimentações acerca do fenômeno estudado e do modelo 

matemático.  

• Uso de regras e técnicas para avaliação do modelo e interpretação dos 

resultados: se mostra nos jogos de linguagem envolvidos na avaliação dos 

modelos matemáticos, quando os estudantes julgam sua razoabilidade frente 

ao fenômeno, a partir do uso de técnicas como a comparativa, quantitativa e 

qualitativa. Esse traço indica que a aprendizagem envolve a aquisição de 

técnicas consideradas importantes para o fazer modelagem matemática, 

principalmente aquelas usadas para estabelecer uma relação de volta do 

domínio matemático para a situação da realidade modelada.  

Esses quatro traços característicos evidenciam, por meio dos jogos de 

linguagem identificados, uma forma de caracterizar a aprendizagem nas atividades de 

modelagem matemática com foco na análise de modelos, como o uso e a identificação de regras 

e técnicas matemáticas, da modelagem matemática e de recursos tecnológicos de modo 

articulado. Esses aspectos fornecem aos alunos uma ampliação do escopo de situações em que 

as regras matemáticas da disciplina podem ser aplicadas, os conceitos matemáticos adquirem 

novos usos e, portanto, novos significados para os estudantes (Quadro 55). 

 
Quadro 55 - Traços característicos da aprendizagem nas atividades com foco na análise de modelos 

Traços 
característicos da 

aprendizagem 
Atividade Fase Jogos de linguagem 

Identificação do papel 
das regras 

matemáticas no uso 
do modelo 
matemático 

Salto de 
Paraquedas 

Análise qualitativa das 
soluções das EDOs 

Análise das soluções em relação ao 
comportamento do fenômeno 

Percepção da influência dos parâmetros no 
comportamento das soluções do modelo 

matemático e no comportamento do fenômeno 
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Avaliação do modelo 
matemático e interpretação 
das soluções em relação ao 

fenômeno modelado 

Análise da influência dos parâmetros no 
comportamento do fenômeno 

Bungee 
Rocket 

Análise do modelo 
matemático do movimento 

harmônico simples 

Análise do comportamento da solução a partir do 
seu gráfico e em relação ao fenômeno 

Análise da influência de parâmetros no 
comportamento da solução 

Análise do modelo 
matemático do movimento 

livre amortecido 

Formulação de justificativa para a classificação 
do movimento como livre e amortecido 

Análise do comportamento da solução nos três 
casos de amortecimento 

Aplicação de regras 
matemáticas para 
obter uma solução 
para o problema. 

 

Salto de 
Paraquedas 

Análise das soluções 
analíticas dos PVIs 

Obtenção de uma expressão matemática para 
calcular as velocidades terminais do paraquedista 

(soluções de equilíbrio) 
Construção da solução analítica de cada PVI a 

partir da solução geral 
Verificação da solução analítica 

Construção da função da velocidade do 
paraquedista no decorrer do tempo 

Bungee 
Rocket 

Análise do modelo 
matemático do movimento 

harmônico simples 

Resolução analítica do PVI 1 

Cálculo do período e da frequência do 
movimento 

Análise do modelo 
matemático do movimento 

livre amortecido 

Resolução do PVI 2 considerando três casos 
possíveis (movimento superamortecido, 
amortecimento crítico e subamortecido) 

Avaliação e interpretação 
dos modelos matemáticos em 

relação ao fenômeno 
Resolução dos problemas propostos 

Uso de recursos 
tecnológicos para 
análise do modelo. 

Salto de 
Paraquedas 

Análise qualitativa das 
soluções das EDOs 

Construção de campos de direção do GeoGebra 

Estimativas de diferentes valores associados ao 
fenômeno por meio do uso do gráfico das 

soluções 
Avaliação do modelo 

matemático e interpretação 
das soluções em relação ao 

fenômeno modelado 

Análise da influência dos parâmetros no 
comportamento do fenômeno 

Bungee 
Rocket 

Análise do modelo 
matemático do movimento 

harmônico simples 

Análise do comportamento da solução a partir do 
seu gráfico e em relação ao fenômeno 

Cálculo do período e da frequência do 
movimento 

Análise da influência de parâmetros no 
comportamento da solução 

Análise do modelo 
matemático do movimento 

livre amortecido 

Análise do comportamento da solução nos três 
casos de amortecimento 

Avaliação e interpretação 
dos modelos matemáticos em 

relação ao fenômeno 
Resolução dos problemas propostos 

Uso de regras e 
técnicas para 

avaliação do modelo e 
interpretação dos 

resultados. 
 

Salto de 
Paraquedas 

Avaliação do modelo 
matemático e interpretação 
das soluções em relação ao 

fenômeno modelado 

Comparação dos resultados obtidos com a análise 
das soluções analíticas e com a análise qualitativa 

das soluções 

Comparação entre as soluções do modelo 
matemático e o comportamento do fenômeno 

Bungee 
Rocket 

Análise do modelo 
matemático do movimento 

harmônico simples 

Interpretação dos resultados em relação ao 
fenômeno 

Análise do modelo 
matemático do movimento 

livre amortecido 

Comparação das três soluções possíveis em 
relação ao comportamento do fenômeno 

Avaliação e interpretação Avaliação comparativa dos dois modelos 
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dos modelos matemáticos em 
relação ao fenômeno 

matemáticos 

Fonte: os autores. 

 

Na disciplina Modelagem Matemática na perspectiva da Educação 

Matemática, a comparação dos jogos de linguagem identificados nas atividades Salto de 

Paraquedas, Compra de um Notebook e Frota de Veículos resultou nos seguintes traços 

característicos: 
• Identificação de uma situação-problema: se mostra nos jogos de 

linguagem envolvidos principalmente na inteiração com a situação-problema 

das atividades. Identificar uma situação-problema é uma ação que se faz 

mediante a escolha de um tema, compreensão da situação da realidade, coleta 

de informações, elaboração de índices de medidas para organização dos dados 

e formulação de um problema. Esse traço indica que na aprendizagem nessas 

atividades ocorre o uso de conhecimentos, regras e técnicas para perceber e 

tornar uma situação da realidade em uma situação-problema passível de ser 

modelada, isso requer que os estudantes sejam capazes de formular uma 

justificativa aceitável acerca da relevância do tema escolhido, identificar que 

informações devem ser coletadas e como coletá-las, formular ou usar regras 

para organização das informações e antecipar possíveis desdobramentos do 

fazer modelagem matemática. 

• Tradução entre proposições na linguagem da situação-problema e 

proposições na linguagem matemática: se mostra, por um lado, nos jogos de 

linguagem que se constituem na tradução da linguagem natural para uma 

linguagem matemática, sendo eles: análise do comportamento dos dados, 

matematização (formulação de hipóteses e seleção de variáveis) e formulação 

de um problema matemático; por outro lado, na tradução de uma linguagem 

matemática para a linguagem natural da situação-problema, que se revela na 

formulação de uma resposta na linguagem natural e na tomada de decisões a 

partir dos resultados obtidos. Traduzir expressões linguísticas de um jogo de 

linguagem a outro é por si só um jogo de linguagem e envolve, no caso de 

atividades de modelagem matemática, a aprendizagem do uso de regras de 

tradução (como a análise do comportamento dos dados, matematização e 

formulação de um problema matemático) e de regras dos jogos de linguagem 

da matemática e dos jogos de linguagem da situação-problema, de modo a 
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constituir um modo de ver a situação modelada, mediante a uma lente 

matemática.  

• Uso de regras matemáticas para construir modelos e obter uma solução 

matemática para o problema: se revela nos jogos de linguagem que emergem 

na construção do(s) modelo(s) matemático(s) nas atividades, como uma ou 

mais resoluções do problema matemático, expressão do modelo matemático, 

elaboração de uma métrica e resposta para o problema matemático. O aspecto 

da aprendizagem revelado por esse traço se mostra na capacidade dos 

estudantes de usar regras matemáticas para resolver um problema 

matemático, na aquisição de diferentes modos de expressão matemática do 

modelo matemático (gráfica, algébrica, tabular, entre outros) e requer o 

domínio de técnicas matemáticas para aplicação dessas regras. Isso pode 

exigir a intervenção do professor para mostrar como essas regras podem ser 

usadas na construção de um modelo matemático. 

• Uso de regras e técnicas para avaliação do modelo e interpretação dos 

resultados: é um traço característico dos jogos de linguagem identificados na 

interpretação de resultados e validação do modelo matemático, como a 

avaliação qualitativa, comparativa e quantitativa dos resultados e do modelo 

matemático. Nesse caso, a aprendizagem está associada ao ser capaz de usar 

diferentes técnicas de avaliação (qualitativa, comparativa e quantitativa), com 

a finalidade de analisar a razoabilidade do modelo matemático e dos 

resultados frente às características da situação modelada. 

• Uso de recursos tecnológicos para construir e analisar modelos: 

permeia diferentes fases do desenvolvimento das três atividades, em que 

recursos como GeoGebra, Excel e CurveExpert foram utilizados nos jogos de 

linguagem da compreensão da situação da realidade, coleta de informações, 

análise do comportamento dos dados, formulação de hipóteses, expressão do 

modelo matemático, resolução matemática do problema, obtenção de uma 

resposta para o problema e avaliação quantitativa dos modelos matemáticos. 

Nesses jogos, os recursos empregados possibilitaram aos estudantes 

visualizarem gráficos, realizarem simulações, cálculos e validar o modelo 

matemático. Em relação à aprendizagem, esse traço revela a capacidade de 

usar regras específicas da linguagem de cada software em articulação com as 

regras matemáticas e conhecimentos acerca da situação-problema. Além 
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disso, é importante que os estudantes reconheçam o potencial de cada recurso 

tecnológico, de modo a não fazer um uso equivocado.  

Quando o foco está em uma abordagem holística da modelagem matemática, 

na qual os estudantes vivenciam o ciclo de modelagem como um todo, pode-se dizer que os 

cinco traços característicos da aprendizagem identificados na comparação dos jogos de 

linguagem que emergiram nas atividades desenvolvidas na disciplina Modelagem Matemática 

na Perspectiva da Educação Matemática mostram que a aprendizagem se caracteriza no uso de 

regras na identificação de uma situação-problema, de tradução entre jogos de linguagem 

distintos, na construção de modelos matemáticos, na avaliação do modelo matemático e no uso 

de recursos tecnológicos (Quadro 56). 

 
Quadro 56 - Traços característicos da aprendizagem nas atividades em uma abordagem holística da 

modelagem 
Traços 

característicos 
da aprendizagem 

Atividade Fase Jogos de linguagem 

Identificação de 
uma situação-

problema 
 

Salto de Paraquedas 
Inteiração com a 

situação-problema 

compreensão da situação realidade 

Formulação do problema 

Compra de um 
notebook 

Inteiração com a 
situação-problema 

Escolha de um tema passível de ser modelado 
Compreensão da situação da realidade 

Coleta de informações 
Formulação de um problema 

Construção do 
modelo matemático 

Elaboração de índices para medir o desempenho e o 
preço dos notebooks 

Frota de veículos 
Inteiração com a 

situação-problema 

Escolha de um tema passível de ser modelado 
Compreensão da situação da realidade 

Coleta de informações 
Formulação de um problema 

Tradução entre 
proposições na 
linguagem da 

situação-problema 
e proposições na 

linguagem 
matemática 

Salto de Paraquedas 

Construção do 
modelo matemático 

matematização 

Formulação de um problema matemático 

Análise do modelo 
matemático 

Resposta para o problema na linguagem da situação-
problema 

Compra de um 
notebook 

Construção do 
modelo matemático 

Formulação de hipóteses 

Formulação de um problema matemático 

Análise do modelo 
matemático 

Tomada de decisão de compra de um notebook em 
relação ao seu custo-benefício 

Frota de veículos 
Construção do 

modelo matemático 

Análise do comportamento dos dados 
Formulação de diferentes hipóteses acerca do 

comportamento das variáveis 
Tradução das hipóteses escritas em uma linguagem 

natural para uma linguagem matemática 

Uso de regras 
matemáticas para 
construir modelos 

e obter uma 
solução 

matemática para o 
problema 

 

Salto de Paraquedas 
Construção do 

modelo matemático 

Resolução do problema matemático 

Expressão do modelo matemático 

Compra de um 
notebook 

Construção do 
modelo matemático 

Elaboração de uma métrica para avaliar o custo-
benefício de notebooks 

Resposta para o problema matemático 

Frota de veículos 
Construção do 

modelo matemático 

Elaboração de diferentes resoluções matemáticas 

Obtenção de respostas matemáticas para o problema 
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Uso de regras e 
técnicas para 
avaliação do 

modelo e 
interpretação dos 

resultados  

Salto de Paraquedas 
Análise do modelo 

matemático 
Interpretação dos resultados em relação ao fenômeno 

validação do modelo matemático 

Compra de um 
notebook 

Análise do modelo 
matemático 

Avaliação qualitativa dos resultados 

Frota de veículos 
Análise do modelo 

matemático 

Avaliação quantitativa dos modelos matemáticos 
Avaliação comparativa dos modelos matemáticos 
Avaliação qualitativa dos modelos matemáticos 

Uso de recursos 
tecnológicos para 

construir e 
analisar modelos 

Salto de Paraquedas 

Construção do 
modelo matemático 

Expressão do modelo matemático 
 

Análise do modelo 
matemático 

Resposta para o problema na linguagem da situação-
problema 

 

Compra de um 
notebook 

Inteiração com a 
situação-problema 

Compreensão da situação da realidade 

Coleta de informações 

Construção do 
modelo matemático 

Formulação de hipóteses 

Resposta para o problema matemático 

Frota de veículos 

Inteiração com a 
situação-problema 

Compreensão da situação da realidade 

Coleta de informações 

Construção do 
modelo matemático 

Análise do comportamento dos dados 
Elaboração de diferentes resoluções matemáticas 

Obtenção de respostas matemáticas para o problema 
Análise do modelo 

matemático 
Avaliação quantitativa dos modelos matemáticos 

Fonte: os autores. 

Ao olhar para a aprendizagem, sob uma perspectiva wittgensteiniana, nas 

atividades desenvolvidas, não se pode esperar uma definição única da aprendizagem, mas 

modos de caracterizá-la em cada contexto de uso a partir dos traços característicos identificados 

nos variados jogos de linguagem. Comparando os traços característicos associados aos jogos 

de linguagem identificados nas duas abordagens, pode-se ver que as diferenças em relação à 

aprendizagem nas atividades desenvolvidas se mostram no papel que os jogos de linguagem 

assumem nas ações dos estudantes. 

Na análise de modelos, sinaliza-se que os jogos de linguagem constituídos, 

usando a terminologia de Wittgenstein, funcionam como objetos de comparação que permitem 

estruturar um modo de ver o fenômeno a partir da identificação do papel desempenhado pelas 

regras matemáticas e da aplicação dessas regras, do uso de recursos tecnológicos, do uso de 

técnicas para avaliação do modelo matemático e interpretação dos resultados. De fato, na 

atividade Salto de Paraquedas, os estudantes compararam diferentes abordagens para analisar 

as soluções das EDOs, uma qualitativa usando campos de direção e outra analítica. Já na 

atividade Bungee Rocket, compararam diferentes modelos matemáticos e suas implicações para 

o comportamento do fenômeno, utilizando para isso os gráficos das soluções e simulações a 

partir da modificação de valores dos parâmetros. A articulação desses jogos de linguagem 

depende de aspectos circunstanciais relacionados aos conceitos e métodos de resoluções que já 

tinham sido ensinados no decorrer da disciplina, do uso do software GeoGebra, das 
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características da situação-problema e do modelo matemático. Esses aspectos quando vistos em 

conjunto nos fornece uma maneira de compreender a aprendizagem na análise de modelos como 

algo que se dá na constituição de diferentes modos de ver o fenômeno e os conceitos 

matemáticos da disciplina a partir do uso de regras nos jogos de linguagem que atuam como 

objetos de comparação.  

Já na abordagem holística, os estudantes se engajam no ciclo completo de 

modelagem matemática e os jogos de linguagem envolvidos nas diferentes fases das atividades 

se mostram nas articulações de elementos normativos e descritivos do fazer modelagem, do uso 

da matemática, das especificidades da situação-problema e do uso de recursos tecnológicos. Os 

jogos de linguagem funcionam ora como condições para significação das ações dos estudantes, 

ora como sistemas de referência que orientam a tradução de expressões linguísticas entre 

diferentes jogos de linguagem, internos ou externos à matemática. Isso requer o domínio de 

diferentes técnicas associadas ao fazer modelagem matemática e ao uso de conceitos e 

procedimentos matemáticos para construir e analisar modelos. Nesse contexto, a aprendizagem 

não se limita ao uso de regras de uma determinada disciplina, mas se dá nas diferentes relações 

estabelecidas entre os jogos de linguagem, a partir de regras de tradução, de inferências e de 

descrição. 

Em relação às semelhanças, em ambas as abordagens, a aprendizagem assume 

características associadas à construção de modos de ver os fenômenos e conceitos matemáticos. 

No caso da análise de modelos, esses aspectos se dão predominantemente em relação as 

especificidades da estrutura matemática subjacente aos modelos matemáticos e suas 

implicações para o fenômeno. Na abordagem holística, para além das especificidades da 

estrutura matemática, esses modos de ver se estabelecem também na condução de diferentes 

encaminhamentos, direcionados pela compreensão da situação-problema e a formulação do 

problema. Em ambos os casos, os estudantes utilizam regras e técnicas para avaliação do 

modelo matemático e para interpretação dos resultados em relação ao fenômeno e realizam 

traduções de um jogo de linguagem matemático para um jogo de linguagem da situação-

problema. 

Com base nessas conexões, pode-se perceber que diferentes aprendizagens 

podem ocorrer a partir dos jogos de linguagem que são jogados pelos estudantes no decorrer 

das atividades, seja com ênfase na análise de modelos ou na abordagem holística. Tais jogos de 

linguagem constituem essas aprendizagens e podem ser vistos também como constituintes do 

próprio fazer modelagem matemática, sugerindo uma compreensão da modelagem matemática 

como atividade linguística.  
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5.3 MODELAGEM MATEMÁTICA COMO ATIVIDADE LINGUÍSTICA: O QUE TORNA POSSÍVEL A 

APRENDIZAGEM? 

Os jogos de linguagem identificados nas atividades nas duas disciplinas 

fornecem elementos para ver o uso da modelagem matemática em sala de aula como uma 

atividade linguística. Esse modo de ver encontra subsídios nas interlocuções na literatura entre 

a filosofia da linguagem e da matemática, com base em Wittgenstein, e a Modelagem 

Matemática na Educação Matemática (Almeida; Tortola, 2022; Almeida; Sousa; Tortola, 2021; 

Carvalho; Silveira, 2019; Caldeira; Costa; Cambi, 2020; Sousa; Almeida, 2021; Souza; 

Barbosa, 2014; 2019, entre outros).  

Almeida e Tortola (2022) argumentam que os jogos de linguagem podem ser 

caracterizados como meios de ação dos estudantes em atividades de modelagem matemática. 

Eles constituem essas atividades e, segundo Caldeira, Costa e Cambi (2020), fornecem o 

sistema de referência para compreender os termos associados (matemática, realidade, modelo, 

matematização e inteiração) à modelagem matemática como intrinsecamente linguísticos, cujos 

significados se dão em seus usos. 

 É nas práticas de uso que as atividades de modelagem matemática ganham 

forma e significado. Esse modo de ver implica em considerar que o seu próprio fazer pode ser 

reorganizado a depender das configurações que os seus jogos de linguagem tomam nas 

diferentes práticas de uso. Isso não significa uma relativação radical do que se considera por 

modelagem matemática. O que a modelagem é constitui-se em sua gramática, no seu conjunto 

de usos subjacentes a diferentes perspectivas, entendimentos, objetivos e abordagens que se 

cristalizam em regras, semelhantes entre si, que orientam o seu fazer nas práticas pedagógicas. 

Isso se dá, pois, na perspectiva de Wittgenstein, as regras envolvidas nos jogos de linguagem 

não contêm em si todas as suas aplicações possíveis, mas diferentes aplicações de uma mesma 

regra podem ser feitas. 

Esperar, portanto, uma definição única e universal sobre o que significa 

aprender em modelagem matemática, de modo independente dos jogos de linguagem que se 

constituem em cada um do seu fazer, é incorrer a uma atitude dogmática que leva a reduzir a 

aprendizagem, por exemplo: apenas à capacidade do pensamento de construir e manipular 

representações matemáticas e, a partir delas, produzir significações, resultado de uma 

concepção cartesiana do conhecimento, segundo Brito (2018); ou apenas à um saber fazer de 

forma independente de um saber quê, pressupondo que apenas a observação e experimentação 
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empírica da matemática no fazer modelagem matemática é suficiente para que ocorra 

aprendizagem, como destacado por Tortola, Seki e Almeida (2022). 

Esses reducionismos estão vinculados a uma concepção referencial da 

linguagem, cujo significado das proposições matemáticas e do conceito de aprendizagem se dá 

na descrição de objetos externos à linguagem, presentes em um mundo ideal, mental ou 

empírico. Evita-se tal atitude, quando estrutura-se uma visão panorâmica, em um primeiro 

movimento, a partir do ver relações internas entre os usos do termo aprendizagem na literatura, 

que mostra uma tecitura formada por uma rede de semelhanças de família entre os 

entendimentos de aprendizagem, entendimentos de modelagem matemática e as inferências 

sobre a aprendizagem, o que revela a ausência de uma definição única de aprendizagem na área; 

e em um segundo movimento, a partir dos diferentes jogos de linguagem associados à 

aprendizagem que surgem no desenvolvimento de atividades de modelagem matemática em 

abordagens distintas, como a análise de modelos e a abordagem holística.  

 Ao ver esses jogos de linguagem, uma mesma situação-problema, com 

mesmos dados e modelos matemáticos podem constituir jogos de linguagens distintos nessas 

diferentes abordagens e, portanto, diferentes atividades de modelagem matemática e 

sinalizações da aprendizagem. Esse é o caso da atividade Salto de Paraquedas. No contexto da 

análise de dados, ao analisarem um modelo matemático pré-existente, o uso das regras 

matemáticas da disciplina se direcionou à análise qualitativa e analítica das soluções das EDOs 

e dos PVIs para realizar um tratamento matemático do problema, o que sinalizou à 

aprendizagem mediada pela comparação entre modos de ver o fenômeno e conceitos 

matemáticos da disciplina, comparando um modo usual com aqueles fornecidos pelo 

desenvolvimento da atividade. No contexto da abordagem holística, ao matematizarem a 

situação-problema e construírem o modelo matemático, os estudantes são inseridos em jogos 

de linguagem de tradução entre proposições empíricas e proposições matemáticas, cujas regras 

são desencadeadas a partir do modo de ver o fenômeno (nas hipóteses e seleção de variáveis) e 

no uso de diferentes conceitos e técnicas matemáticas, o que possibilitou aos estudantes uma 

aprendizagem que não consiste apenas em identificar regras, mas articulá-las em relações 

internas entre diferentes jogos de linguagem.  

Esse exemplo mostra que a aprendizagem em modelagem matemática 

depende de como as regras associadas ao uso da matemática, das tecnologias digitais e do fazer 

modelagem matemática são seguidas nos diferentes jogos de linguagem caracterizados no 

decorrer das ações dos estudantes. As conexões entre esses jogos mostram que os aspectos 

cognitivos e emocionais correlatos ao processo de aprendizagem são internos à linguagem. Isso 
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não significa negar a existência de estados mentais, mas apenas perceber que eles não são 

condições para que os estudantes aprendam em modelagem. 

Em relação à matemática, a aplicação dogmática se dá quando pensa-se que 

os fundamentos do seu uso nas atividades de modelagem estão presentes: em um mundo 

platônico, ao propor uma possível separação entre o reino da matemática e uma suposta 

realidade independente, na qual revela seus padrões através da matemática, indicando uma 

concepção realista, como aponta Barbosa (2009); em estruturas mentais, conforme uma 

concepção intuicionista da matemática; em descrições de fatos de um mundo empírico, em que 

a matemática seria uma mera representação desses fatos, decorrente de uma concepção 

empirista da matemática, conforme sinalizado por Klüber, Tambarussi e Mutti (2021). 

Uma consequência dessas imagens é considerar que a modelagem matemática 

segue pressupostos e encaminhamentos dos métodos das ciências naturais, cujas hipóteses 

seriam observações empíricas a serem testadas como verdadeiras ou falsas. Almeida, Sousa e 

Tortola (2021) argumentam que o termo ‘hipótese’ adquire outro significado no seu uso em 

atividades de modelagem. Segundo os autores, a formulação de hipóteses indica “um modo de 

ver dos alunos, vem ancorada em suas experiências e fornece elementos para as ações 

posteriores. Assim, alterações nas hipóteses transformam as ações e o constructo conceitual 

delas resultante bem como a compreensão da situação em estudo” (Almeida; Sousa; Tortola, 

2021, p. 88). A hipótese, complementa os autores, “é uma maneira de perceber a realidade e 

não se estabiliza em um estado de dúvida completo” (Almeida; Sousa; Tortola, p. 88).  

A visão panorâmica mostra que elementos normativos associados aos 

conceitos matemáticos e às informações da situação-problema estão relacionados às hipóteses. 

Isso se mostra nas atividades do movimento 2, principalmente na disciplina Modelagem 

Matemática na Perspectiva da Educação Matemática, na qual os estudantes foram responsáveis 

por matematizar a situação-problema. Por exemplo, na atividade Salto de Paraquedas (𝑀𝑀1), 

os estudantes se valeram de informações acerca das forças que agem sobre o paraquedista no 

decorrer do salto e utilizaram a segunda Lei de Newton como uma proposição gramatical, que 

fornece uma forma de descrição matemática da variação da velocidade do paraquedista como 

uma EDO de primeira ordem; na atividade Compra de um Notebook (𝑀𝑀3) as hipóteses se 

basearam em critérios associados às experiências dos modeladores e à opinião de um 

especialista em tecnologias para classificação dos índices de desempenho e de preço dos 

notebooks, formando um critério normativo que fornece um modo de ver o custo-benefício de 

notebook. Na atividade Frota de Veículos (𝑀𝑀6), os estudantes se basearam em informações 

acerca das especificidades do comportamento da frota de veículos e da população na cidade de 
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Londrina no decorrer do tempo e em experiências anteriores com modelos clássicos 

populacionais e da literatura para ver o fenômeno como assintótico.  

Outra consequência é não ter clara a diferença entre os papeis exercidos pelas 

proposições empíricas e os exercidos pelas proposições matemáticas nas atividades. Isso parece 

evidenciar que nas traduções entre a linguagem natural da situação-problema e a linguagem 

matemática, há uma tradução literal de palavras ou símbolos, reduzindo a tradução, segundo 

Silveira (2014), a um simples processo de codificação e decodificação ente essas linguagens. 

Para a autora, “é preciso buscar o sentido das palavras que estão além dessa tradução, bem como 

o sentido das regras matemáticas que estão imersas no texto” (Silveira, 2015, p. 288). 

Carvalho e Silveira (2019, p. 188) argumentam que como os jogos de 

linguagem das atividades de modelagem seguem regras convencionadas, os alunos utilizam 

“regras de interpretação da linguagem natural para que, em seguida, fizessem a tradução para a 

linguagem matemática, que também possui suas regras”. Essas regras de interpretação estão 

associadas aquelas usadas pelos estudantes para perceber determinados aspectos do fenômeno, 

vendo-os de uma determinada maneira. Sob essa perspectiva, nos jogos de linguagem de 

tradução identificados no desenvolvimento das atividades, há em primeiro lugar, um ver-como 

que se baseia na interpretação de determinados aspectos do fenômeno e do uso de regras 

matemáticas de modo normativo, como formas de descrição e regras de inferência, para 

converter proposições empíricas em outras proposições de mesma natureza. Traduzir em 

modelagem matemática não é meramente descrever. De acordo com Oliveira (2007, p. 221), 

“quem traduz não apenas descreve, mas sim define o original – pois seleciona os aspectos 

considerados pertinentes em seu escopo enquanto objeto a ser traduzido”.  

Os usos da matemática se dão no uso de regras matemáticas convencionadas 

que, no âmbito da modelagem matemática, possibilita a organização de experiências (Souza; 

Barbosa, 2019) e a apropriação de significados (Sousa; Almeida, 2019), a partir da constituição 

de diferentes modos de ver e de suas comparações na construção e na análise de modelos 

matemáticos. Essas regras não dependem de um processo de intuição ou de abstração das 

situações da realidade, mas são aplicadas de acordo com técnicas, que são aprendidas por meio 

de treinamento. Nesse sentido, não se espera que os estudantes descubram por si só as regras 

matemáticas no desenvolvimento de atividades de modelagem matemática. É necessário o 

aprendizado de modos de aplicá-las e isso requer que o professor mostre aos estudantes esses 

modos e estenda um convite para que eles sejam inseridos nos jogos de linguagem envolvidos 

no fazer modelagem matemática. Nas atividades descritas no movimento 2, as regras 

matemáticas foram empregadas a partir de técnicas já aprendidas anteriormente ou ensinadas 
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no desenrolar das atividades, conforme necessidades identificadas pelo professor-pesquisador 

e pela professora-regente. 

Em relação ao treinamento, por um lado, a modelagem pode ser uma parte 

dele, atuando em um segundo nível de condicionamento para aprendizagem matemática, nos 

termos definidos por Moreno (2018), ao fornecer novas situações de uso para regras 

matemáticas, como condições para constituição de seus significados, ampliando-se a gramática 

de uso, como é o caso das atividades desenvolvidas na disciplina Introdução às Equações 

Diferenciais Ordinárias. Por outro lado, mas não independente de um treinamento matemático, 

ela pode ser o próprio treinamento, quando os estudantes aprendem as regras associadas ao 

fazer modelagem matemática a partir de uma familiarização gradativa para passar de modos de 

agir dependentes do professor para modos de agir autônomos, sendo capazes de realizar o ciclo 

completo em uma abordagem holística, este é caso das atividades na disciplina Modelagem 

Matemática na Perspectiva da Educação Matemática. Nesse segundo caso, um primeiro nível 

do treinamento consistirá no ensino ostensivo de termos específicos, como hipóteses, 

simplificação, modelo matemático, matematização, validação, mostrando suas aplicações em 

diferentes exemplos, sejam eles teóricos a partir de definições ou práticos, em diferentes 

atividades. 

Diante de tais considerações, pode-se dizer que as condições para 

aprendizagem em modelagem matemática se dão no treinamento, em que os estudantes 

aprendem determinadas técnicas de aplicação das regras. Ao fazer isso os estudantes vão 

adquirindo tacitamente determinadas certezas baseadas nos modos de agir regulares na 

atividade matemática e de modelagem, que formam as condições para aquisição de 

conhecimento no decorrer das práticas. Essas certezas se constituem na cristalização dos usos 

das expressões linguísticas associadas aos diferentes jogos de linguagem em regras, formando 

o sistema de referência, de ordem gramatical, sob o qual os estudantes estabelecem critérios de 

correção para aplicação das regras matemáticas e das regras de modelagem matemática.   
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6 RESULTADOS: INDICATIVOS DA VISÃO PANORÂMICA 

Como dito do início, a visão panorâmica estruturada na presente pesquisa 

consiste em aguçar o olho para ver concatenações acerca dos usos do termo aprendizagem na 

literatura e da aprendizagem em ação, de como ela ocorre nos diversos jogos de linguagem que 

se constituem no desenvolvimento de atividades de modelagem matemática, ao longo de três 

movimentos, que em conjunto, constituem a visão panorâmica almejada. 

No primeiro movimento, com a descrição dos usos do termo aprendizagem 

em publicações em periódicos na área de pesquisa da Modelagem Matemática na Educação 

Matemática, com foco nos entendimentos de aprendizagem e em inferências produzidas nos 

textos a partir das ações de estudantes acerca do conteúdo, dos meios e condições da 

aprendizagem em modelagem matemática, diferentes traços característicos foram identificados, 

que mostram, em primeiro lugar, que a aprendizagem, como conceituada na literatura, tem 

natureza cognitiva, se dá nas interações do indivíduo com o meio, com as pessoas, com as coisas 

e é condicionada pela linguagem, cultura e práticas. Em segundo lugar, mostram que, em 

atividades de modelagem matemática, os estudantes aprendem: conteúdos matemáticos; não 

somente matemática, mas também conteúdos de outras áreas; a resolver problemas usando 

modelagem matemática; a ser críticos, reflexivos e criativos e desenvolvem a capacidade de 

tomada de decisões; competências e habilidades de comunicação, argumentação, colaboração 

e fluência tecnomatemática; a tomar um posicionamento específico nas práticas escolares. 

Mostra-se também que a aprendizagem em atividades de modelagem matemática é mediada 

pelo interesse e a motivação em aprender matemática, bem como a disposição para fazer 

modelagem matemática. 

Ao relacionar esses traços característicos com os entendimentos de 

modelagem matemática dos textos, possibilitou-se olhar para o conceito de aprendizagem nessa 

área como uma tecitura de semelhanças de família, que indica a necessidade de considerar o 

papel da linguagem na aprendizagem dos estudantes, com a finalidade de evitar uma atitude 

dogmática que privilegia puramente aspectos cognitivos ou sociais, como pares dicotômicos. 

Essa tecitura mostra uma complicada rede de relações acerca de diferentes aspectos que formam 

uma fisionomia de como a aprendizagem tem sido caracterizada na área.  

Destaca-se na tecitura que diferentes teorias são utilizadas para deliberar a 

respeito do tema aprendizagem: perspectivas cognitivistas que focam na cognição dos 

indivíduos, nos seus estilos de aprendizagem e no modo como constroem conhecimento e 

atribuem significados; perspectivas interacionistas, que discutem a aprendizagem com base nas 
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interações entre professor e estudantes e outros elementos didáticos da prática pedagógica; e 

perspectivas sociais que estudam o papel da linguagem, de elementos culturais e das práticas 

sociais na aprendizagem. Essas perspectivas sugerem diferentes modos de ver a aprendizagem. 

Contudo, quando descoladas das ações dos estudantes em atividades de modelagem 

matemática, podem levar a uma concepção metafísica acerca da aprendizagem, atribuindo a 

esse conceito um papel referencial, cujo significado estaria naquilo que o conceito representa, 

presente em no mundo físico, mental ou ideal.  

No movimento 2, ao seguir a orientação de Wittgenstein, de conduzir o 

emprego metafísico das palavras (aprendizagem) de volta para seu emprego cotidiano, que no 

caso da presente pesquisa, podem ser entendidas como as práticas de modelagem matemática, 

dirige-se o olhar para a aprendizagem em jogos de linguagem que se constituem nas atividades 

desenvolvidas em dois contextos educacionais: a disciplina Introdução às Equações 

Diferenciais Ordinárias e a disciplina Modelagem Matemática na perspectiva de Educação 

Matemática de um curso de Licenciatura em Matemática. 

Dispondo de abordagens distintas em relação ao fazer modelagem em cada 

um desses contextos, denominadas como análise de modelos e abordagem holísticas, 

respectivamente, a descrição das ações dos estudantes e a identificação dos jogos de linguagem, 

quando comparados e postos em diálogo no movimento 3, sinalizam para diferentes modos de 

ver a aprendizagem mediada por modelos matemáticos.  

Na análise de modelos, a aprendizagem se mostra na identificação do papel 

das regras matemáticas no uso do modelo matemático, na aplicação de regras matemáticas para 

obter uma solução para o problema e no uso de recursos tecnológicos para análise do modelo. 

Nessas ações, os jogos de linguagem funcionam como objetos de comparação que permitem 

estruturar um modo de ver o fenômeno ao fornecerem aos estudantes possibilidades para o uso 

de conceitos da disciplina Introdução às Equações Diferenciais Ordinárias em situações 

diferentes daquelas estritamente matemáticas. Os estudantes se apropriam de outros 

significados para esses conceitos, a partir de novos usos, ampliando-se a rede de significados 

subjacentes à aprendizagem de outras formas de aplicar as regras matemáticas da disciplina.  

Na abordagem holística, em que os estudantes se engajam no ciclo completo 

de modelagem, na inteiração com a situação-problema, construção e análise de modelos 

matemáticos, a aprendizagem se mostra na identificação de uma situação-problema, na tradução 

entre proposições na linguagem da situação-problema e proposições na linguagem matemática, 

no uso de regras matemáticas para construir modelos e obter uma solução matemática para o 

problema, no uso de regras e técnicas para avaliação do modelo e interpretação dos resultados 
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e no uso de recursos tecnológicos para construir e analisar modelos. Nessa abordagem, os jogos 

de linguagem fornecem condições para a significação das ações dos estudantes e atuam como 

sistemas de referência para o uso de regras matemáticas e para a tradução entre proposições de 

diferentes linguagens. É na interlocução entre os diferentes jogos de linguagem, a partir de 

regras de tradução, de inferências e de descrição, que os estudantes aprendem conceitos 

matemáticos, da situação-problema e a resolver problemas usando a modelagem matemática.  

Esses modos de ver a aprendizagem nessas duas abordagens nos mostra que 

em cada contexto de uso podemos caracterizar a aprendizagem de uma maneira diferente, ou 

seja, diferentes aprendizagens, que guardam semelhanças de família entre si, uma vez que os 

jogos de linguagem se distinguem nesses diferentes modos de fazer modelagem matemática. 

Essa caracterização da aprendizagem se distancia de perspectivas que buscam uma 

generalização para o que é aprendizagem e como ela se dá em atividades de modelagem 

matemática, na medida em que os jogos de linguagem que sinalizam essa aprendizagem, são 

circunstanciais e provisórios, e podem ser outros em outras práticas de uso. 

No que tange às relações entre o movimento 1 e o movimento 2, estabelecidas 

no movimento 3, estas propiciam aguçar o olhar para ver os seguintes detalhes da aprendizagem 

em modelagem matemática: 

• Tanto os fatores externos (associados às interações) quanto os fatores internos 

(percepção, modos de ver, antecipação, interesse, disposição) são mediados 

por jogos de linguagem, que dispõem de critérios públicos de uma forma de 

vida para estabelecer relações entre eles, dissolvendo a dicotomia 

interno|externo;  

• A aprendizagem de conteúdos matemáticos e de outras áreas do 

conhecimento em modelagem matemática se dão no uso de regras 

matemáticas e nas suas funções desempenhadas em cada contexto de uso;  

• A mudança de atitude que a modelagem matemática promove é da atitude em 

considerar outras maneiras de ver o fenômeno e os conceitos matemáticos a 

partir do uso de regras e técnicas convencionadas, essa mudança pode 

promover a criticidade quando outras maneiras de aplicar as regras são 

imaginadas, levando à introdução de novas regras e paradigmas que formatam 

a nossa maneira de ver o mundo;  

• O interesse e a disposição em modelagem matemática não são meramente 

estados psicológicos, mas se dão nos mais variados jogos de linguagem que 
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se constituem nas atividades e são expressos por meio do uso de conceitos;  

• Ser competente em modelagem matemática e no uso de recursos tecnológicos 

nesse tipo de atividade não diz respeito ao uso do termo competência como 

descrição de um estado mental, mas, antes de tudo, implica aprender as regras 

dos jogos de linguagem por meio de treinamento para que se possa tornar-se 

um habilidoso nessa prática.  

Esses resultados da visão panorâmica estruturada indicam que os diferentes 

fatores que influenciam a aprendizagem em modelagem matemática são articulados no interior 

de jogos de linguagem, que quando postos em diálogo, rompem com dicotomias como 

interno|externo, saber fazer|saber quê e utilitarismo|formalismo que circundam as discussões 

acerca da temática de aprendizagem na literatura. De fato, os jogos de linguagem podem ser 

vistos como atividades linguísticas guiadas por regras, que articulam linguagem, pensamento e 

mundo, de maneira que os aspectos, que são geralmente colocados em pares dicotômicos, são 

interdependentes e dependem do uso de uma ou mais regras que fazem parte da gramática de 

usos e são adquiridas ao longo de diversas práticas. 

 Sob essa ótica, as condições que tornam possível a aprendizagem são internas 

às próprias práticas de modelagem, na inserção dos estudantes nos diversos jogos de linguagem, 

mediante a aquisição de regras e modos de segui-las, valendo-se para isso de treinamento, na 

qual a modelagem matemática pode ser uma parte dele ou ser o próprio treinamento, a depender 

do objetivo pedagógico associado. É nesse de processo de uso de conceitos matemáticos e 

procedimentos do fazer modelagem em diferentes situações e atividades, que os estudantes vão 

paulatinamente adquirindo certezas, que se cristalizam a partir da regularidade nos modos de 

agir no uso da matemática e na modelagem, formando o sistema de referência, sob o qual 

critérios de correção para a aplicação de regras são estabelecidos e passam a orientar as ações 

dos estudantes.  

Ao considerar as condições para a aprendizagem como sendo intrinsicamente 

linguísticas, evita-se aplicações dogmáticas de imagens da matemática (realistas, empiristas ou 

idealistas), da linguagem e de termos associados à modelagem matemática (como hipóteses e 

modelos matemáticos), que levam as crenças ingênuas de considerar que apenas o fazer 

modelagem leva a aprendizagem ou que aprender matemática reduz na capacidade de 

manipulação de representações matemáticas. Enquanto atividade linguística, a modelagem 

matemática envolve regras, cujas aplicações dependem do domínio de técnicas e, portanto, não 

são descobertas ou de alguma maneira intuídas pelos estudantes. Cabe ao professor, mestre da 

prática, quando necessário mostrar como seguir essas regras para que os estudantes passem a 
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agir de forma autônoma, em algum momento, nessas atividades.  

Nas diversas definições da aprendizagem, uma característica que parece se 

evidenciar nas diferentes teorizações existentes é a de que aprendizagem implica em mudança, 

seja comportamental, cognitiva, social ou biológica. Considerando-se a visão panorâmica 

estruturada, parece ser natural perguntar: que mudança seria essa promovida pela aprendizagem 

em atividades de modelagem matemática? 

 Evitando-se pontos de vista dogmáticos e tomando a modelagem matemática 

como uma atividade linguística, que ganha forma e significado nas suas práticas de uso, vê-se 

que aquilo que torna possível aprender em atividades de modelagem matemática não se 

restringe a algo de natureza extralinguística, mas consiste em um conjunto amplo de ações, 

finalidades, conhecimentos, ambientes, regras, entre outros aspectos, que caracterizam jogos de 

linguagem com os quais os estudantes precisam lidar no desenvolvimento desse tipo de 

atividade. 

A mudança que se almeja na aprendizagem em atividades de modelagem é, 

dentre outras coisas, uma mudança no modo de ver o mundo e os conceitos matemáticos. Essa 

mudança não implica em abandonar o modo de ver antigo, mas uma ampliação desse modo de 

ver é realizada a partir da aquisição de outros modos de ver que podem ser adquiridos no 

desenvolvimento de atividades de modelagem matemática. Ocorre uma ampliação da gramática 

interna dos estudantes, em que imagens do mundo são formadas. 
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7 CONSIDERAÇÕES FINAIS 

Nessa pesquisa, buscou-se estruturar uma visão panorâmica da 

aprendizagem em atividades de modelagem matemática a partir de uma perspectiva 

wittgensteiniana. Com essa visão panorâmica, buscou-se ao longo do texto, olhar para as 

relações internas entre os usos do termo aprendizagem na literatura e para os jogos de linguagem 

que se constituem no desenvolvimento de atividades de modelagem matemática, de acordo com 

abordagens distintas do fazer modelagem. Ao fazer isso, diferentes modos de ver a 

aprendizagem na região de inquérito da pesquisa puderam ser identificados, que mostram uma 

maneira de evitar aplicações dogmáticas de imagens que se constituem quando se discute as 

questões: O que é aprendizagem em atividades de modelagem matemática? Como se dá essa 

aprendizagem? Que condições a tornam possível?   

Duas dessas imagens são indicadas e criticadas por Brito (2018) e Tortola, 

Seki e Almeida (2022). A primeira diz respeito a ideia de a aprendizagem fundamenta-se na 

concepção cartesiana do conhecimento, que postula uma dualidade entre sujeito e objeto, cuja 

aprendizagem se caracteriza na capacidade do pensamento de construir e manipular 

representações matemáticas e, a partir delas, produzir significações (Brito, 2018). A segunda 

imagem é aquela em que pondera um privilegiamento do uso empírico da matemática, em 

detrimento do seu uso gramatical, em que a aprendizagem é vista apenas como um saber-fazer 

(Tortola; Seki; Almeida, 2022). 

A aplicação dogmática dessas imagens gera o fortalecimento de dicotomias 

como: empírico|gramatical em relação aos usos da matemática; saber fazer| saber quê associada 

à caracterização da aprendizagem; interno|externo, associada à separação entre pensamento e 

linguagem. Dilui-se tais dicotomias, por meio da visão panorâmica, ao considerar como esses 

aspectos se interrelacionam nos jogos de linguagem, evidenciando conexões entre os diferentes 

usos do termo aprendizagem e na aprendizagem em ação em atividades de modelagem 

matemática. O resultado que se obtém não é uma nova teorização, mas se aproxima de uma 

atitude, a de considerar o funcionamento dos usos do termo aprendizagem e da aprendizagem 

em ação em uma variedade de práticas de uso. É a falta de compreensão da aprendizagem em 

diferentes jogos de linguagem que leva à obstrução da visão clara de sua significação e a um 

esvaziamento epistêmico de sua caracterização na literatura. 

Para estruturar tal visão panorâmica, o percurso metodológico da pesquisa se 

inspira em procedimentos terapêuticos elaborados a partir da terapia filosófica de Wittgenstein. 

Esses procedimentos, organizados por Moreno (2000), se referem a descrições e 



215 

exemplificações acerca dos usos da palavra associada a um conceito em situações de uso 

efetivas ou inusitadas, mas não segue pressupostos de um método padronizado, uma vez que o 

emprego de uma atitude terapêutica depende das especificidades associadas ao tema em estudo.  

Considerando-se o tema aprendizagem em atividades de modelagem 

matemática, o percurso metodológico se organiza em três movimentos. No primeiro 

movimento, descreve-se os usos do termo aprendizagem em uma amostra da literatura 

selecionada em vinte e dois artigos publicados sobre Modelagem Matemática na Educação 

Matemática nos últimos cinco anos no portal Periódicos, da CAPES. Essa descrição dirigiu-se 

para as seguintes questões: Como a aprendizagem é entendida na literatura de Modelagem 

Matemática na Educação Matemática?; O que se pode inferir das ações dos estudantes 

relativamente à aprendizagem em atividades de modelagem matemática?; Que relações podem 

ser estabelecidas entre os entendimentos de modelagem matemática, os entendimentos de 

aprendizagem e as inferências das ações dos estudantes acerca da aprendizagem em atividades 

de modelagem matemática nos textos selecionados?  

Essa descrição resultou na formação de uma tecitura, que mostra uma rede de 

semelhanças de família entre os traços característicos dos entendimentos de aprendizagem, das 

inferências acerca da aprendizagem e os entendimentos de modelagem matemática. Ao olhar 

para essa tecitura percebe-se que na literatura, os entendimentos de aprendizagem se conectam 

em três traços característicos: aprendizagem tem natureza cognitiva, cujo foco se dirige para 

ações cognitivas dos estudantes para caracterizar a aprendizagem em atividades de modelagem 

matemática em termos do desenvolvimento de competências e de construção de conhecimentos; 

aprendizagem se dá nas interações do indivíduo com o meio, com as pessoas, com as coisas, 

na qual o foco da aprendizagem se dá nas interações entre os estudantes e entre estudantes e 

professor e nas interações do estudante com o meio (milieu); aprendizagem é condicionada 

pela linguagem, cultura e práticas, que foca em condições externas associadas à linguagem, à 

cultura e aos aspectos envolvidos nas práticas escolares.  

Para evitar uma atitude dogmática sobre o que se entende por aprendizagem, 

faz-se importante que esses traços característicos não sejam considerados de forma isolada, mas 

de modo interrelacionado, sem ponderar a necessidade de fundamentos extralinguísticos para a 

aprendizagem. Ao buscar ver essas relações, sob uma perspectiva wittgensteiniana, aspectos 

cognitivos, psicológicos, interacionais são constituídos nos jogos de linguagem que fornecem 

as condições e os critérios públicos para deliberar acerca da aprendizagem. Sob uma perspectiva 

wittgensteiniana, ao direcionar nossa atenção para o papel que a linguagem desempenha na 

aprendizagem, pode-se ver que aquilo que torna possível a aprendizagem e a significação 
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encontram sua origem nas práticas de uso da linguagem em uma comunidade, construídas nos 

modos de agir regulares dos seus usuários. 

No que tange às inferências dos textos acerca da aprendizagem em atividades 

de modelagem matemática a partir das ações dos estudantes, o movimento 1 mostra que os 

traços característicos identificados se assemelham aquilo que a literatura denomina de 

justificativas para inserção da modelagem matemática em práticas escolares (Blum, 2015). Em 

geral, os traços característicos podem ser vistos de modo relacionado à duas razões indicadas 

por Niss e Blum (2020), modelagem para o bem da matemática e a matemática para o bem da 

modelagem matemática. 

Na modelagem para o bem da matemática, mostra-se na literatura que: os 

estudantes aprendem conteúdos matemáticos; a aprendizagem em atividades de modelagem 

matemática é mediada pelo interesse e a motivação em aprender matemática, bem como a 

disposição para fazer modelagem matemática; os estudantes aprendem a tomar um 

posicionamento específico nas práticas escolares. Sob esse ponto de vista, a modelagem é 

considerada um meio para a aprendizagem matemática e está intimamente relacionada à 

justificativa psicológica.  

Na matemática para o bem da modelagem, mostra-se na literatura que os 

estudantes aprendem a ser críticos, reflexivos e criativos e desenvolvem a capacidade de 

tomada de decisões; os estudantes aprendem não somente matemática, mas também conteúdos 

de outras áreas; os estudantes aprendem a resolver problemas usando modelagem matemática; 

a aprendizagem em atividades de modelagem matemática promove o desenvolvimento nos 

estudantes de competências e habilidades de comunicação, argumentação, colaboração e 

fluência tecnomatemática. Nessa segunda ótica, matemática é vista como ferramenta para o 

desenvolvimento de competências de modelagem matemática e fornece justificativas de 

natureza pragmática, formativa e cultural.  

A tecitura mostra uma predominância de um enfoque na modelagem para o 

bem da matemática. Há, assim, um indicativo da necessidade de mais pesquisas na literatura 

que busquem elucidar como a modelagem matemática promove o desenvolvimento de aspectos 

formativos, críticos e culturais.  

No movimento dois, apresenta-se uma descrição dos jogos de linguagem que 

constituem a aprendizagem em atividades de modelagem matemática. Esses jogos de linguagem 

funcionam como uma ferramenta terapêutica para olhar para o modo como a aprendizagem se 

dá nessas atividades a partir das funções que a linguagem desempenha na aprendizagem em 

ação. Visando uma variabilidade em termos de jogos de linguagem, dois modos distintos de 
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fazer modelagem matemática foram considerados, a análise de modelos na disciplina 

Introdução às Equações Diferenciais Ordinárias e a abordagem holística na disciplina 

Modelagem Matemática na perspectiva de Educação Matemática de um curso de Licenciatura 

em Matemática.  

Na primeira abordagem, os estudantes analisaram modelos matemáticos 

previamente formulados pelo professor-pesquisador a respeito dos fenômenos Salto de 

Paraquedas e Bungee Rocket. Os jogos de linguagem nessas atividades, aos serem comparados 

entre si no movimento 3, mostram que a aprendizagem na análise de modelos possui os 

seguintes traços característicos: Identificação do papel das regras matemáticas no uso do 

modelo matemático; Aplicação de regras matemáticas para obter uma solução para o 

problema; Uso de recursos tecnológicos para análise do modelo; Uso de regras e técnicas para 

avaliação do modelo e interpretação dos resultados. Mediante a esses traços, um modo de ver 

a aprendizagem nessa abordagem é como ampliação do escopo de situações em que as regras 

matemáticas da disciplina podem ser aplicadas. Nessa ampliação os conceitos matemáticos 

adquirem novos usos e, portanto, novos significados para os estudantes.   

Essas características se mostram no papel desempenhado dos jogos de 

linguagem que constituem aprendizagem nas atividades de análise de modelos, como objetos 

de comparação em que os estudantes podem comparar diferentes abordagens para análise um 

modelo matemático ou comparar modelos matemáticos entre si, em vistas a deliberar acerca do 

fenômeno e dos aspectos associados às Equações Diferenciais Ordinárias.  

Na abordagem holística, os estudantes se inteiraram da situação-problema, 

construíram e analisaram modelos matemáticos nas atividades Salto de Paraquedas, Compra 

de um Notebook e Frota de Veículos. Comparando os jogos de linguagem identificados nas três 

atividades entre si no movimento 3, a aprendizagem se caracteriza nos traços: Identificação de 

uma situação-problema; Tradução entre proposições na linguagem da situação-problema e 

proposições na linguagem matemática; Uso de regras matemáticas para construir modelos e 

obter uma solução matemática para o problema; Uso de regras e técnicas para avaliação do 

modelo e interpretação dos resultados; Uso de recursos tecnológicos para construir e analisar 

modelos. A aprendizagem nessa abordagem se dá nas diferentes relações estabelecidas entre os 

jogos de linguagem, a partir de regras de tradução, de inferências e de descrição. Esses jogos 

de linguagem se mostram nas articulações de elementos normativos e descritivos do fazer 

modelagem, do uso da matemática, das especificidades da situação-problema e do uso de 

recursos tecnológicos. Eles podem desempenhar o papel, ora como condição para significação 

das ações dos estudantes, ora como sistema de referência que orientam essas ações. 
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Em paralelo com a literatura que versa sobre a construção e a análise de 

modelos em modelagem matemática (Almeida, 2022; Almeida; Castro; Silva, 2021; Niss; 

Blum, 2020; Javaroni; Soares, 2012; Soares; Borba, 2011; 2014, entre outros), a presente 

pesquisa mostra que interfaces podem ser estabelecidas entre a análise de modelos matemáticos 

e a modelagem matemática ao considerar que os diferentes modos de fazer modelagem 

dependem das configurações que os seus jogos de linguagem tomam nas diferentes práticas de 

uso. Como dito no movimento 3, é nas práticas de uso que as atividades de modelagem 

matemática ganham forma e significado. Assim, a abordagem holística e a análise de modelos 

enquanto diferentes formas de fazer modelagem matemática podem constituir diferentes tipos 

de aprendizagem, semelhantes entre si, que se caracterizam nas ações dos estudantes.  

Dentre os resultados obtidos com o movimento 3, ao colocar em diálogo o 

movimento 1 e o movimento 2, ressalta-se que, na visão panorâmica estruturada, as condições 

que tornam possível a aprendizagem em modelagem matemática são internas aos jogos de 

linguagem que constituem à própria prática de modelagem, não sendo necessário recorrer a 

elementos extralinguísticos, associados à estados mentais, fatores motivacionais ou 

comportamentais. Esse resultado indica a necessidade de direcionar à atenção para as práticas 

de modelagem, como sendo elas próprias fonte de condições linguísticas para a aprendizagem, 

indo ao encontro da pesquisa de Brito (2018). 

Em linhas gerais, com essa pesquisa, tem-se como pretensão, para além de 

um modo de compreender a aprendizagem em modelagem, mostrar um modo de operar com 

esse conceito em pesquisas na área, que não se fecha em procedimentos padronizados, mas 

adota-se, antes de tudo, uma atitude preventiva, que busca evitar generalizações e aplicações 

exclusivistas de imagens acerca da matemática, da modelagem matemática e da própria 

aprendizagem. Trata-se de uma tentativa de superar a resistência de vontade de considerar 

outros modos de vê-la. 

Como toda visão panorâmica, a apresentada nessa pesquisa não é definitiva, 

mas pode ser revisitada ou aprimorada de acordo com as necessidades associadas à investigação 

do tema aprendizagem. Nesse contexto, algumas questões podem ser formuladas para uma 

possível continuidade de pesquisa: 

• Qual é o papel da normatividade de jogos de linguagem matemáticos no 

desenvolvimento de competências matemáticas e de modelagem matemática, 

com a finalidade de promover aos estudantes o aprender a resolver problemas, 

usando modelagem? 

• Como as condições que tornam possível a aprendizagem, a partir de 



219 

entendimento de atividades de modelagem matemática como atividades 

linguísticas, podem ser discutidos em torno de aspectos pedagógicos e 

didáticos envolvidos na inserção dessas atividades em sala de aula? 
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ANEXO A: TERMO DE AUTORIZAÇÃO NA DISCIPLINA INTRODUÇÃO ÀS 

EQUAÇÕES DIFERENCIAIS ORDINÁRIAS 

 

 

Nome do estudante:_______________________________________________; 

Assinatura:______________________________________________________. 
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ANEXO B: TERMO DE AUTORIZAÇÃO NA DISCIPLINA MODELAGEM 

MATEMÁTICA NA PERSPECTIVA DA EDUCAÇÃO MATEMÁTICA 

Tendo em vista o desenvolvimento de parte da pesquisa de doutorado do estudante 
Jeferson Takeo Padoan Seki do programa de Pós-Graduação em Ensino de 
Ciências e Educação Matemática da Universidade Estadual de Londrina, 
orientado pela professora Lourdes Maria Werle de Almeida, declaro que autorizo 
o uso, a partir da presente data, de registros escritos e transcrições de áudio das 
gravações durante as aulas bem como respostas às questões incluídas nesse 
instrumento sem restrições de prazos e citações, podendo divulga-las em 
publicações, congressos e eventos da área, com a condição de que seja garantido 
o anonimato, não sendo nome e nenhuma informação pessoal tornada pública. 
Declaro que abdico de direitos meus e de meus descendentes. 
 
Londrina, 27 de abril de 2022. 
 
Nome do estudante: _________________________________________; 
 
Assinatura:________________________________________________. 
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ANEXO C: QUESTIONÁRIO RESPONDIDO PELOS ESTUDANTES DA DISCIPLINA 

INTRODUÇÃO ÀS EQUAÇÕES DIFERENCIAIS ORDINÁRIAS 

1. Nome: __________________________________________________ 2. Idade:______  
3. Ano que iniciou o curso:_________.  
4. Você já cursou outro(s) curso(s) de graduação, se sim qual(is)? 
5. Atualmente, além de estudar, você também (se desenvolver outras atividades regulares informe 
no campo "Outro").  
( ) Faz estágio  
( ) Trabalha  
( ) Participa de projetos na universidade, como: iniciação científica, projeto de ensino, etc.  
( ) Outro: 
6. Está cursando esta disciplina pela:  
( ) Primeira vez ( ) Segunda vez ( ) Terceira vez ( ) Outro: _________ 
 
7. Classifique o seu nível de dificuldade no desenvolvimento das atividades, sendo 1. Muito fácil, 
2. Fácil, 3. Moderado, 4. Difícil. 5. Muito difícil.  
 

Trabalho 1: Salto de paraquedas. 1 2 3 4 5 
Trabalho 2: Copo térmico para cerveja funciona 1 2 3 4 5 
Trabalho 3: Bungee Rocket 1 2 3 4 5 

 
8. O desenvolvimento das atividades foi importante para aprender os conteúdos da disciplina 
Introdução às equações Diferenciais Ordinárias. 
1. Discordo totalmente. 2. Discordo. 3. Não estou decidido. 4. Concordo. 5. Concordo 
totalmente.  

Trabalho 1: Salto de paraquedas. 1 2 3 4 5 
Trabalho 2: Copo térmico para cerveja funciona 1 2 3 4 5 
Trabalho 3: Bungee Rocket 1 2 3 4 5 

 
9. O desenvolvimento das atividades foi importante para: 
1. Discordo totalmente. 2. Discordo. 3. Não estou decidido. 4. Concordo. 5. Concordo 
totalmente. 
 

Aprender o que é uma equação diferencial ordinária, seus tipos, ordens e suas 
soluções 

1 2 3 4 5 

Aprender os métodos de resolução de uma equação diferencial ordinária 1 2 3 4 5 
Conhecer as aplicações de equações diferenciais ordinárias de primeira e segunda 
ordem em fenômenos da realidade 

1 2 3 4 5 

Analisar fenômenos da realidade com base em modelos matemáticos escritos na 
linguagem das Equações Diferenciais Ordinárias 

1 2 3 4 5 

Analisar soluções de Equações Diferenciais Ordinárias de primeira e segunda 
ordem 

1 2 3 4 5 

 
10. Caso você entenda que o desenvolvimento das atividades foi importante para outra coisa, 
indique aqui:________________________________________________________________. 
 
 
 
 



235 

Parte 2: Sobre o trabalho 1 “Salto de Paraquedas” 
 

SALTO DE PARAQUEDAS 
A variação da velocidade do paraquedista durante o salto, em relação ao tempo, pode ser descrita pela 
seguinte equação diferencial ordinária.  𝑑𝑣𝑑𝑡 = 𝑔 − 𝜆𝑚 . 𝑣2 

Em que 𝑣 = 𝑣(𝑡) é a velocidade do paraquedista, em m/s, no instante 𝑡; 𝑔 é a aceleração da gravidade; 𝜆 é o coeficiente de atrito e; 𝑚 é a massa do paraquedista mais equipamento.  
O salto pode ser dividido em duas etapas: 

• Queda-livre até o momento de abertura do paraquedas (0 ≤ 𝑡 < 60): nessa etapa a variação 
da velocidade do paraquedista em queda-livre no instante 𝑡 pode ser descrita pelo seguinte 
Problema de valor inicial: {𝑑𝑣𝐴𝑑𝑡 = 𝑔 − 𝜆1𝑚 . (𝑣𝐴)2𝑣(0) = 0 ,   𝑒𝑚 𝐼 =  [0,  60) 

Sendo 𝑣𝐴 = 𝑣𝐴(𝑡) a velocidade do paraquedista em queda-livre no instante 𝑡; 𝑔 = 9,8 𝑚/𝑠2 ; 𝜆1 = 0,33628, temos: 
 {𝑑𝑣𝐴𝑑𝑡 = 9,8 − (0,33628). (𝑣𝐴)2𝑚𝑣(0) = 0 ,   𝑒𝑚 𝐼 =  [0,  60) 

 
• Após a abertura do paraquedas até o pouso (60 ≤ 𝑡 ≤ 450): a variação da velocidade do 

paraquedista com o paraquedas aberto no instante 𝑡 pode ser descrita pelo seguinte Problema 
de valor inicial: {𝑑𝑣𝐵𝑑𝑡 = 𝑔 − 𝜆2𝑚 . (𝑣𝐵)2𝑣𝐵(60) = 𝑣𝐴(60) ,   𝑒𝑚 𝐼 =  [60,  450] 

 
Sendo 𝑣𝐵 = 𝑣𝐵(𝑡) a velocidade do paraquedista com o paraquedas aberto no instante 𝑡; 𝑔 = 9,8 𝑚/𝑠2; 𝜆2 = 25,74, temos: 

{𝑑𝑣𝐵𝑑𝑡 = 9,8 − 25,74𝑚 . (𝑣𝐵)2𝑣𝐵(60) = 𝑣𝐴(60) ,   𝑒𝑚 𝐼 =  [60,  450] 
 
 
11. A Equação Diferencial Ordinária que descreve a variação da velocidade do paraquedista em 
relação ao tempo durante o salto tem as seguintes premissas: Assinale V para verdadeiro e F 
para Falso. 

Considera apenas as forças que agem no movimento vertical do 
paraquedista durante o salto 

(   )  V (   ) F 

Considera apenas as forças que agem no movimento horizontal do 
paraquedista durante o salto 

(   ) V (   )  F 

A força de resistência do ar é proporcional ao quadrado da velocidade 
do paraquedista. 

(   ) V (   ) F 

A força de resistência do ar é inversamente proporcional ao quadrado da 
velocidade do paraquedista. 

(   ) V (   ) F 

A força resultante (soma das forças que agem sobre o paraquedista) é 
igual ao produto da massa pela aceleração. 

(   ) V (   ) F 

A força resultante (soma das forças que agem sobre o paraquedista) é (   ) V (   ) F 
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igual a razão da massa pela aceleração. 
 
12. Qual é influência do parâmetro 𝜆 (coeficiente de atrito) no comportamento da velocidade 
do paraquedista no decorrer do salto? 

a) Quanto maior é o coeficiente de atrito, maior é a velocidade do paraquedista durante o salto e 
menor é a velocidade terminal para abertura do paraquedas e para o pouso.  

b) Quanto maior é o coeficiente de atrito, menor é a velocidade do paraquedista durante o salto e 
menor é a velocidade terminal para abertura do paraquedas e para o pouso.  

c) Quanto maior é o coeficiente de atrito, menor é a velocidade do paraquedista durante o salto e 
maior é a velocidade terminal para abertura do paraquedas e para o pouso.  

d) O coeficiente de atrito não influencia no comportamento da velocidade do paraquedista no 
decorrer do salto.  

13. Qual é influência do parâmetro 𝑚 (massa do paraquedista) no comportamento da velocidade 
do paraquedista no decorrer do salto? 

a) Quanto maior a massa do paraquedista, maior é a variação da velocidade do paraquedista no 
decorrer do tempo e maior é a velocidade terminal para abertura do paraquedas e para o pouso.  

b) Quanto maior a massa do paraquedista, menor é a variação da velocidade do paraquedista no 
decorrer do tempo e menor é a velocidade terminal para abertura do paraquedas e para o pouso.  

c) Quanto maior a massa do paraquedista, menor é a variação da velocidade do paraquedista no 
decorrer do tenho e maior é a velocidade terminal para abertura do paraquedas e para o pouso.  

d) A massa não influencia no comportamento da velocidade do paraquedista no decorrer do tempo 

 
14. Com base no Gráfico da velocidade do paraquedista (m/s) em relação ao tempo (s) no 
decorrer do salto apresentado a seguir, que considerações podem ser feitas em relação ao 
fenômeno? Assinale V para verdadeiro e F para falso.  

 
No intervalo de tempo [0, 60) a velocidade do paraquedista é 
crescente, tem um comportamento exponencial assintótico e tende 
a se estabilizar na velocidade de abertura do paraquedas no 
decorrer do tempo. 

(   ) V (   ) F 

Após a abertura do paraquedas em 60 segundos após sair do avião, 
a velocidade do paraquedista passa a ser decrescente, tem um 
comportamento exponencial assintótico e tende a se estabilizar na 
velocidade de pouso do paraquedista.  

(   ) V (   ) F 
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Nos instantes iniciais após a saída do avião, a força de atração da 
gravidade é maior que a força de resistência do ar. Após cerca de 
12 segundos, a força de atração da gravidade se iguala a força de 
resistência do ar, fazendo com que a velocidade do paraquedista 
se estabilize na velocidade de abertura do paraquedas.  

(   ) V (   ) F 

Nos instantes iniciais após a saída do avião, a força de atração da 
gravidade é menor que a força de resistência do ar. Após cerca de 
12 segundos, a força de atração da gravidade se iguala a força de 
resistência do ar, fazendo com que a velocidade do paraquedista 
se estabilize na velocidade de abertura do paraquedas. 

(   ) V (   ) F 

Nos instantes iniciais após a abertura do paraquedas, a força de 
resistência do ar aumenta bruscamente e é maior que a força da 
atração da gravidade, fazendo com que o movimento desacelere. 
Com o passar do tempo com o paraquedas aberto, a força de 
resistência do ar se iguala a força de atração da gravidade, fazendo 
que a velocidade do paraquedista se estabilize na velocidade de 
pouso do paraquedista.  

(   ) V (   ) F 

Nos instantes iniciais após a abertura do paraquedas, a força de 
resistência do ar diminui bruscamente e é menor que a força da 
atração da gravidade, fazendo com que o movimento acelere. Com 
o passar do tempo com o paraquedas aberto, a força de resistência 
do ar se iguala a força de atração da gravidade, fazendo que a 
velocidade do paraquedista se estabilize na velocidade de pouso 
do paraquedista. 

(   ) V (   ) F 

 
Parte 3: Sobre o trabalho 2 “Copo térmico para cerveja” 
 
Copo térmico para cerveja: funciona? 
A variação da temperatura da cerveja em um copo térmico no decorrer do tempo, pode ser 
descrita pela seguinte Equação Diferencial Ordinária:  𝑑𝑇𝑑𝑡 = 𝑘(𝑇 − 𝑇𝑚) 

Em que 𝑇(𝑡) é a temperatura da cerveja (em °𝐶) no copo térmico no instante 𝑡, 𝑡 é o tempo 
em minutos, 𝑇𝑚 é a temperatura ambiente, 𝑘 é uma constante de proporcionalidade.  
Considerando alguns dados coletados com um termômetro digitalacerca da temperatura da 
cerveja no copo térmico no decorrer do tempo, formulamos os seguintes problemas de valor 
inicial: 

PVI 1: { 𝑑𝑇𝑑𝑡 = 𝑘(𝑇 − 𝑇𝑚)𝑇(75) = 1,6° C; T(150) = 2,5° C 

E 

PVI 2: { 𝑑𝑇𝑑𝑡 − 𝑘. 𝑇 = −𝑘. 𝑇𝑚𝑇(0) = 0,9° C; T(145) = 2,3° C 

Com base no desenvolvimento desse trabalho, responda as questões a seguir: 
15. A formulação da Equação Diferencial que descreve a variação da Temperatura da Cerveja 
no copo térmico em relação ao tempo no trabalho 2, tem as seguintes premissas. Assinale V 
para verdadeiro e F para falso  
Conforme a lei de resfriamento/aquecimento de Newton, a taxa 
segundo a qual a temperatura da cerveja no copo térmico varia é 
proporcional a diferença entre a temperatura da cerveja no copo 

(   ) V (   ) F 
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térmico e a temperatura ambiente.  
Conforme a lei de resfriamento/aquecimento de Newton, a taxa 
segundo a qual a temperatura da cerveja no copo térmico varia é 
inversamente proporcional a diferença entre a temperatura da 
cerveja no copo térmico e a temperatura ambiente. 

(   ) V (   ) F 

Foi considerado que a temperatura ambiente varia no decorrer do 
tempo.  

(   ) V (   ) F 

A temperatura ambiente foi considerada constante, dada pela 
média aritmética entre a temperatura ambiente máxima e mínima 
registrada.  𝑇𝑚 = 20,4 + 21,62 = 21° 𝐶 

(   ) V (   ) F 

 
16. Qual é a influência do parâmetro 𝑇𝑚 (temperatura ambiente) no comportamento da 
temperatura da cerveja no copo térmico no decorrer do tempo? 

a) Quanto maior é a temperatura ambiente, mais rápido a cerveja no copo térmico esquenta e atinge 
a temperatura ambiente em menos tempo.  

b) Quanto menor é a temperatura ambiente, mais rápido a cerveja no copo térmico esquenta e 
atinge a temperatura ambiente em menos tempo.  

c) A temperatura ambiente não influencia no comportamento da temperatura da cerveja no copo 
térmico.  

17. Considerando 𝑘 < 0, qual é a influência do parâmetro 𝑘 (taxa específica de aquecimento 
da cerveja no copo térmico) no comportamento da temperatura da cerveja no copo térmico no 
decorrer do tempo.  

a) Quanto menor o parâmetro 𝑘 mais devagar a cerveja no copo térmico esquenta e atinge a 
temperatura ambiente em mais tempo. 

b) Quanto menor o parâmetro 𝑘 mais rápido a cerveja no copo térmico esquenta e atinge a 
temperatura ambiente em menos tempo. 

c) O parâmetro 𝑘 não influencia o tempo de conservação da cerveja no copo térmico.  

  
18. Com base nos gráficos da solução do PVI 1, nomeada como 𝑇1 (t), e do PVI 2, nomeada 
como 𝑇2(𝑡), que considerações a respeito do fenômeno podem ser feitas:  

 
  

O tempo de conservação da temperatura da cerveja no copo (   ) V (   ) F 
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térmico é maior na solução do PVI 1 do que na solução do PVI 2.  
O tempo de conservação da temperatura da cerveja no copo 
térmico é maior na solução do PVI 2 do que na solução do PVI 1.  

(   ) V (   ) F 

Tanto na solução do PVI 1, quanto na solução do PVI 2, a 
temperatura da cerveja no copo térmico é crescente no decorrer do 
tempo e tende a temperatura ambiente.  

(   ) V (   ) F 

Tanto na solução do PVI 1, quanto na solução do PVI 2, a 
temperatura da cerveja no copo térmico cresce indefinidamente no 
decorrer do tempo.  

(   ) V (   ) F 

 
Parte 4: Sobre o trabalho 2 “Bungee Rocket” 
 
Bungee Rocket 
O deslocamento vertical da cápsula no Bungee Rocket pode ser descrito pelos seguintes 
Problemas de Valor Inicial: 
 
PVI 1: movimento harmônico simples ou movimento livre sem amortecimento  { 𝑑2𝑥𝑑𝑡2 +  𝜔2. 𝑥 = 0𝑥(0) = 20,716348 𝑚; 𝑥′(0) = 8,221 m/s 

Sendo  𝜔2 = 𝜆𝑚, 𝜆 = 354,9159236 N/m e 𝑚 = 300 kg.  

PVI 2: movimento livre amortecido  { 𝑑2𝑥𝑑𝑡2 +  2𝛾. 𝑑𝑥𝑑𝑡 +  𝜔2𝑥 = 0𝑥(0) = 20,716348 𝑚; 𝑥′(0) = 8,221 m/s 

Sendo 2𝛾 = 𝛽𝑚, 𝜔2 = 𝜆𝑚. 𝑥(𝑡): o deslocamento da cápsula (em metros) no instante 𝑡 em relação à posição de equilíbrio.  𝑡: tempo em segundos.  𝜆: o coeficiente de elasticidade. 𝛽: coeficiente de resistência do ar.  𝑚: massa.  
 
19. Na formulação dos problemas de valor inicial (PVI 1 e PVI 2) no trabalho 3 as seguintes 
premissas foram levadas em consideração: Assinale V para verdadeiro e F para Falso.  
 
Foram levadas em consideração apenas as forças verticais que agem 
sobre a cápsula durante o movimento.   

(   ) V (   ) F 

Foram levadas em consideração apenas as forças horizontais que 
agem sobre a cápsula durante o movimento.   

(   ) V (   ) F 

As forças levadas em consideração no PVI 1 foram a força de atração 
da gravidade e a força de restauração (ou força de elasticidade). Já no 
PVI 2, as forças levadas em consideração foram a força de atração da 
gravidade, a força de restauração (ou força de elasticidade) e a força 
de resistência do ar (como uma força de amortecimento).  

(   ) V (   ) F 

Foi levado em consideração a Lei de Hooke: quando uma mola é 
distendida por uma força externa (nesse caso pela força peso), uma 
força elástica restauradora passa a exercida em sentido contrário e 
mesma direção que a força externa. Essa força restauradora 

(   ) V (   ) F 
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proporcional ao deslocamento da mola.  

Foi levado em consideração a segunda Lei de Newton:  A força 
resultante (soma das forças que agem sobre cápsula) é igual ao 
produto da massa pela aceleração. 
 

(   ) V (   ) F 

Foi considerado que a força de resistência do ar é proporcional a 
velocidade da cápsula no decorrer do tempo. 

(   ) V (   ) F 

Foi considerado que a força de resistência do ar é inversamente 
proporcional a velocidade da cápsula no decorrer do tempo. 

(   ) V (   ) F 

 
20.  Considerando o PVI 2, qual é a influência do parâmetro 𝛽 (coeficiente de resistência do ar) 
no comportamento do deslocamento da cápsula no decorrer do tempo? Assinale V para 
verdadeiro e F para falso.  
 
O coeficiente de resistência do ar não influencia no comportamento 
do deslocamento da cápsula no decorrer do tempo.  
 

(   ) V (   ) F 

Se o coeficiente de resistência do ar for maior 652,61 kg/s, o 
movimento é dito superamortecido e o comportamento do 
deslocamento da cápsula no decorrer do tempo é exponencial 
decrescente, em que a cápsula não passa da posição de equilíbrio.  
 

(   ) V (   ) F 

Se o coeficiente de resistência do ar for igual a 652,61 kg/s o 
movimento é dito criticamente amortecido e o comportamento do 
deslocamento da cápsula no decorrer do tempo se assemelha ao 
superamortecido, mas qualquer variação no coeficiente de resistência 
do ar pode gerar uma oscilação no comportamento do deslocamento 
da cápsula no decorrer do tempo 
 

(   ) V (   ) F 

Se o coeficiente de resistência do ar for menor a 652,61 kg/s o 
movimento é dito subamortecido e o comportamento da cápsula no 
decorrer do tempo é oscilatório e converge para a posição de 
equilíbrio.  

(   ) V (   ) F 

Se o coeficiente de resistência do ar for igual a zero o movimento é 
livre e sem amortecendo e o comportamento da cápsula no decorrer 
do tempo é periódico.  

(   ) V (   ) F 

 
21. Considerando que o deslocamento da cápsula no decorrer do tempo é subamortecido, 
conforme o gráfico a seguir, podemos afirmar que: 
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Para 𝑥 > 0 a cápsula está abaixo da posição de equilíbrio. Para 𝑥 <0 a cápsula está acima da posição de equilíbrio. Para x=0 a cápsula 
está na posição de equilíbrio.  

(   ) V (   ) F 

Para 𝑥 > 0 a cápsula está acima da posição de equilíbrio. Para 𝑥 < 0 
a cápsula está abaixo da posição de equilíbrio. Para x=0 a cápsula 
está na posição de equilíbrio. 

(   ) V (   ) F 

A força de resistência do ar age como uma força de amortecimento, 
fazendo com o deslocamento da cápsula no decorrer do tempo tenda 
a posição de equilíbrio, quando o tempo tende ao infinito. 

(   ) V (   ) F 

A amplitude, o período e a frequência do movimento permanecem 
constantes no decorrer do tempo. 

(   ) V (   ) F 

A amplitude do movimento no decorrer do tempo tende a zero, 
fazendo com que deslocamento da cápsula no decorrer do tempo 
tenda a posição de equilíbrio, quando o tempo tende ao infinito 

(  ) V (   ) F 
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ANEXO D: QUESTIONÁRIO RESPONDIDO PELOS ESTUDANTES DA DISCIPLINA 

MODELAGEM MATEMÁTICA NA PERSPECTIVA DA EDUCAÇÃO MATEMÁTICA 

1. Classifique o seu nível de dificuldade no desenvolvimento das atividades ‘Salto de Paraquedas’ 
e ‘Copo Térmico para Cerveja: Funciona’, sendo 1. Muito fácil, 2. Fácil, 3. Moderado, 4. Difícil. 5. 
Muito difícil.  

Atividade 1: Salto de paraquedas. 1 2 3 4 5 
Atividade 2: Copo térmico para cerveja: funciona? 1 2 3 4 5 

 
2. Classifique o seu nível de dificuldade no desenvolvimento da atividade ‘Salto de Paraquedas’ 
em relação às ações especificadas, sendo 1. Muito fácil, 2. Fácil, 3. Moderado, 4. Difícil. 5. 
Muito difícil. 

Compreender a situação real 1 2 3 4 5 
Formular o problema 1 2 3 4 5 
Definir as variáveis 1 2 3 4 5 
Formular hipóteses 1 2 3 4 5 
Identificar informações relevantes para resolver o problema 1 2 3 4 5 
Construir o modelo matemático 1 2 3 4 5 
Validar o modelo matemático 1 2 3 4 5 
Interpretar os resultados obtidos 1 2 3 4 5 

 
3. Classifique o seu nível de dificuldade no desenvolvimento da atividade ‘Copo Térmico para 
Cerveja: funciona?’ em relação às ações especificadas, sendo 1. Muito fácil, 2. Fácil, 3. 
Moderado, 4. Difícil. 5. Muito difícil. 

Compreender a situação real 1 2 3 4 5 
Formular o problema 1 2 3 4 5 
Definir as variáveis 1 2 3 4 5 
Formular Hipóteses 1 2 3 4 5 
Identificar informações relevantes para resolver o problema 1 2 3 4 5 
Construir o modelo matemático 1 2 3 4 5 
Validar o modelo matemático 1 2 3 4 5 
Interpretar os resultados obtidos 1 2 3 4 5 

 
4. Nessa questão assinale 1. Discordo totalmente. 2. Discordo. 3. Não estou decidido. 4. 
Concordo. 5. Concordo totalmente, expressando sua opinião sobre aspectos que a atividade de 
modelagem matemática lhe favoreceu: 
a) Conhecer especificidades da situação da realidade em estudo. 

1 2 3 4 5 
b) Identificar um problema na situação da realidade em estudo 

1 2 3 4 5 
c) Escrever em linguagem matemática o problema identificado 

1 2 3 4 5 
d) Aprender conteúdos e procedimentos matemáticos necessários para construir o modelo 
matemático  

1 2 3 4 5 
e) Retomar conteúdos e procedimentos matemáticos necessários para construir o modelo 
matemático 

1 2 3 4 5 
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f) Reconhecer o papel do modelo matemático na situação em estudo 
1 2 3 4 5 

g) Aprender a fazer a modelagem matemática de uma situação da realidade 
1 2 3 4 5 

h) Observar como a matemática pode ser usada para entender uma situação da realidade  
1 2 3 4 5 

i) Usar a matemática de uma forma diferente do que se estivesse resolvendo problemas ou 
exercícios propostos  

1 2 3 4 5 
 
5. Que elementos da situação-problema foram relevantes para construir o modelo matemático 
na atividade ‘Salto de Paraquedas’? (pode selecionar mais de uma alternativa se considerar 
necessário) 
( ) Altitude em que o paraquedista salta da aeronave em um salto tradicional. 
( ) As diferentes modalidades de salto de paraquedas. 
( ) A posição básica do paraquedista em queda-livre: box position. 
( ) A velocidade do paraquedista no deslocamento horizontal durante o salto em diferentes 
instantes. 
( ) A velocidade do paraquedista no deslocamento vertical durante o salto em diferentes 
instantes. 
( ) A aceleração do paraquedista durante o salto.  
( ) O deslocamento vertical do paraquedista no decorrer do salto. 
( ) O deslocamento horizontal do paraquedista no decorrer do salto. 
( ) As forças que agem sobre o paraquedista durante o salto: força de resistência do ar e força 
de atração da gravidade.  
( ) Outras forças que agem sobre o paraquedista. 
( ) Outros aspectos que não foram mencionados. Especifique: ____________________ 
 
6. Que aspectos da situação-problema foram relevantes para construir o modelo matemático na 
atividade ‘Copo térmico para cerveja: funciona?’ (pode selecionar mais de uma alternativa se 
considerar necessário) 
( ) A temperatura ideal para consumo da cerveja do tipo Pilsen. 
( ) A temperatura ideal para consumo de outros tipos de cerveja, para além do tipo Pilsen.  
( ) O consumo de cerveja per capita no Brasil no ano de 2020. 
( ) Informações fornecidas pelo fabricante sobre o copo térmico utilizado na coleta de dados. 
( ) Variação da temperatura da cerveja no copo térmico, com base nos dados coletados.  
( ) Variação da temperatura ambiente, com base nos dados coletados. 
( ) Outros aspectos que não mencionados. Especifique: __________________________ 
 
7. Sobre a formulação de hipóteses na atividade ‘Salto de Paraquedas’, podemos dizer que elas 
se fundamentam: (pode selecionar mais de uma alternativa se considerar necessário) 
( ) No comportamento da velocidade do paraquedista no decorrer do salto.  
( ) No deslocamento do paraquedista no decorrer do salto.  
( ) No comportamento das forças que agem sobre o paraquedista durante o salto.  
( ) Na segunda lei de Newton. 
( ) Em outras informações . Especifique: _____________________________________ 
 
8. Sobre a formulação de hipóteses na atividade ‘Copo térmico para cerveja: funciona?’, 
podemos dizer que elas se fundamentam: (pode selecionar mais de uma alternativa se considerar 
necessário) 
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( ) No comportamento da temperatura da cerveja no copo térmico no decorrer do tempo.  
( ) No comportamento da temperatura ambiente no decorrer do tempo no dia de coleta de dados. 
( ) Na lei de resfriamento/aquecimento de Newton.  
( ) Em outras informações . Especifique: _____________________________________ 
 
9. Explique, com suas palavras, como o modelo matemático foi construído na atividade: 
a) ‘Salto de Paraquedas’: 
 
 
b) ‘Copo térmico para cerveja: funciona?’: 
 
 
10. Em cada atividade o modelo matemático foi usado para: (pode selecionar mais de uma 
alternativa se considerar necessário) 
a) ‘Salto de Paraquedas’: 
( ) Realizar previsões sobre o fenômeno. 
( ) Descrever o fenômeno. 
( ) Explicar o comportamento do fenômeno.  
( ) Organizar o fenômeno.  
( ) Outros. Especifique: 

b) ‘Copo térmico para cerveja: funciona?’: 
( ) Realizar previsões sobre o fenômeno. 
( ) Descrever o fenômeno. 
( ) Explicar o comportamento do fenômeno.  
( ) Organizar o fenômeno.  
( ) Outros. Especifique: 

 
Sobre o trabalho final: responda as questões a seguir 

 
1) Qual foi o tema estudado pelo seu grupo: 

( ) Preço da cesta básica em relação ao salário-mínimo.  
( ) Qual notebook comprar para uso doméstico? 
( ) O número de sementes da abóbora em relação a sua massa.  
( ) Frota de veículos e crescimento da população na cidade de Londrina.  
 

2) Qual foi a motivação do grupo para o estudo desse tema?  
3) Classifique o seu nível de dificuldade no desenvolvimento do trabalho final, sendo 1. Muito 

fácil, 2. Fácil, 3. Moderado, 4. Difícil. 5. Muito difícil.  

1 2 3 4 5 
 

4)  Classifique o seu nível de dificuldade no desenvolvimento do trabalho final em relação às ações 
especificadas, sendo 1. Muito fácil, 2. Fácil, 3. Moderado, 4. Difícil. 5. Muito difícil. 

Escolher um tema  1 2 3 4 5 
Coletar dados  1 2 3 4 5 
Compreender a situação real 1 2 3 4 5 
Formular o problema 1 2 3 4 5 
Definir as variáveis 1 2 3 4 5 
Formular Hipóteses 1 2 3 4 5 
Identificar informações relevantes para resolver o problema 1 2 3 4 5 
Construir o modelo matemático 1 2 3 4 5 
Validar o modelo matemático 1 2 3 4 5 
Interpretar os resultados obtidos 1 2 3 4 5 
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5) Nessa questão assinale 1. Discordo totalmente. 2. Discordo. 3. Não estou decidido. 4. Concordo. 
5. Concordo totalmente, expressando sua opinião sobre aspectos que o desenvolvimento do 
trabalho final lhe favoreceu: 

a) Conhecer especificidades da situação da realidade em estudo. 
1 2 3 4 5 

b) Identificar um problema na situação da realidade em estudo 
1 2 3 4 5 

c) Escrever em linguagem matemática o problema identificado 
1 2 3 4 5 

d) Aprender conteúdos e procedimentos matemáticos necessários para construir o modelo 
matemático  

1 2 3 4 5 
e) Retomar conteúdos e procedimentos matemáticos necessários para construir o modelo 
matemático 

1 2 3 4 5 
f) Reconhecer o papel do modelo matemático na situação em estudo 

1 2 3 4 5 
g) Aprender a fazer a modelagem matemática de uma situação da realidade 

1 2 3 4 5 
h) Observar como a matemática pode ser usada para entender uma situação da realidade  

1 2 3 4 5 
i) Usar a matemática de uma forma diferente do que se estivesse resolvendo problemas ou 
exercícios propostos  

1 2 3 4 5 
 

6) Que elementos da situação-problema foram relevantes para construir o modelo matemático no 
desenvolvimento do trabalho final sobre a ‘Cesta Básica e o salário-mínimo’? (somente o grupo 
que desenvolveu esse trabalho responde essa questão) 
( ) Salário-mínimo nominal no decorrer dos anos. 
( ) Salário-mínimo necessário no decorrer dos anos.  
( ) Preço da cesta-básica no decorrer dos anos. 
( ) Inflação no decorrer dos anos.  
( ) Poder de compra no decorrer dos anos.  
( ) Outros. Especifique:____________________________________________. 

7) Que elementos da situação-problema foram relevantes para construir o modelo matemático no 
desenvolvimento do trabalho final sobre a ‘compra de um notebook’? (somente o grupo que 
desenvolveu esse trabalho responde essa questão) 
( ) Preço de diferentes notebooks.  
( ) Desempenho dos notebooks medido pela memória ram, processador e o SSD.  
( ) Objetivo de uso do notebook a ser comprado. 
( ) Facilidade de uso do notebook.  
Outros. Especifique:______________________________________________ 

8) Que elementos da situação-problema foram relevantes para construir o modelo matemático no 
desenvolvimento do trabalho final sobre ‘O número de sementes da abóbora em relação a sua 
massa’? (somente o grupo que desenvolveu esse trabalho responde essa questão) 
( ) Os tipos de abóbora.  
( ) O número de sementes de abóboras com diferentes massas. 
( ) O volume das abóboras.  
( ) A massa das sementes.  
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( ) A massa das abóboras.  
( ) Outros. Especifique:_____________________________________________ 
 
 

9) Que elementos da situação-problema foram relevantes para construir o modelo matemático no 
desenvolvimento do trabalho final sobre a ‘Frota de veículos e crescimento da população na 
cidade de Londrina’? (somente o grupo que desenvolveu esse trabalho responde essa questão) 
( ) A frota de veículos no decorrer dos anos na cidade de Londrina.  
( ) A população na cidade de Londrina no decorrer dos anos.  
( ) O número de carros por pessoa na cidade de Londrina.  
( ) O congestionamento de carros em alguma via na cidade de Londrina. 
( ) Outros. Especifique:____________________________________________ 

10) Explique, com suas palavras, como o modelo matemático foi construído no desenvolvimento 
do trabalho final?  

11) No trabalho final, o modelo matemático foi usado para: (pode selecionar mais de uma alternativa 
se considerar necessário) 
( ) Realizar previsões sobre o fenômeno. 
( ) Descrever o fenômeno. 
( ) Explicar o comportamento do fenômeno.  
( ) Organizar o fenômeno.  
( ) Tomar decisões sobre o fenômeno.  
( )  Outros. Especifique: ____________________________________________. 

 
Responda as questões a seguir a partir do desenvolvimento das três atividades 

 
1) A partir do desenvolvimento das três atividades, escreva com suas palavras, o que entende por 

Modelagem Matemática.  
2) A partir do desenvolvimento das três atividades, escreva com suas palavras, quais são as fases 

e ações que caracterizam uma atividade de modelagem matemática. 
3) O que você considera mais importante saber para o desenvolvimento de uma atividade de 

modelagem matemática? Justifique. 
4) O uso da modelagem matemática no estudo de situações contribuiu para desenvolver a última 

atividade do seu grupo? Por quê? 
 

 


