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FARIA, Vitor Manoel Candido. Os Principios da Educacédo Matematica Realistica
Revelados em Trajetdrias de Ensino e Aprendizagem. 63 f. Dissertacdo (Mestrado
Profissional em Matematica em Rede Nacional) — Universidade Estadual de Londrina,
Londrina, 2019.

RESUMO

Esta dissertacdo apresenta duas Trajetdrias de Ensino e Aprendizagem (TEA) na
perspectiva da Educacdo Matematica Realistica (RME). O texto explora teoricamente
a RME e os principios que a embasam. O desenvolvimento da pesquisa tem a
intencdo de responder a questdo: Como os principios da RME podem orientar um
professor no desenvolvimento de tarefas matematicas? Sem focar em um contetddo
especifico, duas questdes matematicas sdo exploradas na forma de Trajetérias de
Ensino e Aprendizagem. A elaboracéo de TEA é apresentada como ideias que podem
ser utilizadas por professores para desenvolver suas aulas e também como
instrumento de reflexdo na formacédo inicial e continuada. Na andlise buscamos
explicitar os principios da RME presentes nas trajetdrias, concomitante com
apontamentos didaticos que acreditamos ser importantes aos educadores
matematicos. Os estudos e a proposta apresentados neste trabalho tém a intencéo
de aproximar naturalmente os alunos da matemaética, enriquecer as possibilidades de
conduzir o ensino da matematica e, principalmente, servirem como material de estudo
na formacéo profissional de outros educadores matematicos.

Palavras-chave: Educacdo matematica realistica. Trajetéria de ensino e
aprendizagem. Principios da educacdo matematica realistica.



FARIA, Vitor Manoel Candido. The Principles of Realistic Mathematics Education
Revealed in Teaching and Learning Trajectories. 63 p. Dissertation (Professional
National Masters in Mathematics) — Universidade Estadual de Londrina, Londrina,
2019.

ABSTRACT

This article presents two Teaching and Learning Trajectories throught the perspective
of Realistic Mathematics Education (RME). The text explores theoretically the RME
and its principles. The development of research has the purpose of answering the
guestion: How the RME principles can guide a teacher on the development of
mathematics tasks? Without focusing in a specific content, two mathematical questions
are explored on the form of Teaching and Learning Trajectories. The elaboration of
Teaching and Learning Trajectories are presented as ideas that could be used by
teachers to develop their classes and also as instrument of reflection, initial and
continued formation. On this analysis we sought to make explicit the RME principles
that a found on the trajectories, associated with didactical appointments that we believe
are important to the mathematics educators. The studies and the proposal presented
on this article have the intention of naturally approach the mathematics students,
enrich the possibilities of conduction on the mathematics teaching and, mainly, serve
as study material for the professional formation to others mathematics educators.

Keywords: Realistic mathematics education. Teaching and Learning trajectory.
Principles of realistic mathematics education.
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1 INTRODUCAO

Este trabalho compde uma das etapas exigidas pelo programa de Mestrado
Profissional em Matematica em Rede Nacional - PROFMAT, para obtenc¢édo do titulo
de mestre. O PROFMAT, coordenado pela Sociedade Brasileira de Matematica
(SBM), conta com o apoio do Instituto Nacional de Mateméatica Pura e Aplicada
(IMPA) e tem como foco professores de mateméatica das escolas publicas estaduais
e visa aprimorar suas praticas docentes?.

No ano de 2006, conclui o curso de Licenciatura em Matematica e comecei a
trabalhar como professor da Rede Publica Paranaense, ministrando aulas de
matematica para alunos dos Ensinos Fundamental e Médio. Nesses anos todos,
principalmente nos primeiros, vivenciei momentos de frustragédo, pois as execugdes
de alguns planos de aula ndo atingiam meus objetivos. Logo na primeira reuniao
minha orientadora comentou sobre a Trajetéria de Ensino e Aprendizagem (TEA)
enquanto falava da Educacdo Matematica Realistica?, tais abordagens me
despertaram interesse, passei entdo a ler textos recomendados por ela com intuito
de conhecer mais a respeito do assunto. Durante essas leituras, ainda conhecendo
e tentando entender o bésico, surgiram questionamentos tais como: Os planos de
aula, que me pareciam bons, eram bons também para os alunos ou apenas para
mim? Como saber se fiz boas escolhas sem considerar os possiveis obstaculos
enfrentados pelos alunos? Mesmo com a preocupacdo de propor atividades que
pudessem atrair o0 aluno, que evitassem situagdes confusas e que possibilitavam a
continuidade do trabalho, os planos sé seriam eficientes se tudo desse certo, se
todas as situacdes permanecessem dentro do previsto e desejado, sem imprevistos,
pois ndo havia prevencao contra situacdes nao imaginadas anteriormente.

Nesse contexto vi que a construcdo de Trajetorias de Ensino e
Aprendizagem pode ser um caminho para preparar professores para seu papel em
sala de aula: guiar os alunos no processo de aprender.

Apdés o0 estudo da abordagem Educacdo Matematica Realistica e,

considerando que seus principios sdo elementos que podem guiar o professor na

! Mais informagdes em: http://www.profmat-sbm.org.br/organizacao/apresentacao/
2 Abordagem de ensino proposta por Hans Freudenthal e seus precursores.



13

conducdo do processo da aprendizagem matematica, esta pesquisa tem como
objetivo central responder a seguinte questdo: Como os principios da RME podem
orientar um professor no desenvolvimento de tarefas matematicas?

Os estudos e a proposta apresentados neste trabalho tém a intencdo de
aproximar naturalmente os alunos da matematica, enriquecer as possibilidades de
conduzir o ensino da matematica e, principalmente, servirem como material de
estudo na formacéo profissional de outros educadores matematicos.

Afim de enriquecer o leque de possibilidades no ensino da matematica e
buscar respostas esclarecedoras para 0s questionamentos descritos no inicio dessa

introducéo, pretende-se:

e Elaborar duas Trajetorias de Ensino e Aprendizagem, pensadas
estrategicamente para evidenciarem as potencialidades da
concomitancia entre a RME e as TEA destinadas ao ensino da
Matemética,

e Utilizar a Resolucéo de Problemas para explorar diferentes areas, nao
s6 da matematica mas também de outras disciplinas, nas diversas
possibilidades de resolucéo;

e Utilizar elementos fundamentados na Educagdo Matematica
Realistica para construcdo de caminhos que mostrem o
entrelacamento dos conteudos matematicos e que favorecam a
compreensao dos conteudos;

¢ Analisar elementos das trajetodrias a luz dos principios da RME.

As etapas que estruturaram e organizaram esse trabalho estao divididas nas
etapas que seguem.

A introducdo apresenta as informacdes iniciais, como a apresentacdo do
tema e os objetivos.

O segundo capitulo refere-se ao procedimento da pesquisa, apresenta uma
justificativa quanto ao carater qualitativo escolhido para realizar o estudo; detalha os
objetos envolvidos, como os problemas foram escolhidos, elementos envolvidos da

elaboracdo das Trajetéria de Ensino e Aprendizagem e os procedimentos adotados,
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por exemplo, as entrevistas realizadas com voluntarios e as observagcdes pontuais
feitas em diversos momentos no decorrer das trajetorias.

O terceiro capitulo toma como base estudos de autores e/ou pesquisadores
da Educacdo Matematica, para fundamentar os argumentos e os procedimentos
defendidos nesse trabalho. A RME ¢é o0 cerne das ideias presentes nas
argumentacdes e nas propostas apresentadas, justificando a predominancia de
autores envolvidos com a RME, a breve apresentacéo historica da RME e de seu
precursor, 0 matematico Hans Freudenthal. H4 também nesse capitulo, uma base
tedrica a respeito das TEA e suas ligacdes com elementos da RME, tais como a
reinvencao guiada e a matematizacdo; assim como a presenca dos principios da
Educacdo Matematica Realistica.

Os capitulos quatro e cinco apresentam, respectivamente, as tarefas 1 e 2,
cada uma contendo um problema a ser resolvido. Tais problemas foram pontos de
partida para as construcdes das respectivas Trajetorias de Ensino e Aprendizagem.
Ambos os capitulos apresentam entrevistas distintas, realizadas com quatro
voluntarios®, a respeito de algumas informacdes ou caracteristicas dos respectivos
problemas. Essas entrevistas foram analisadas com a intencdo de encontrar dados
relevantes para a elaboracdo das TEA. Ao final de cada trajetdria, foram feitas
algumas observacgoes.

O sexto capitulo dedica-se a andlise das trajetérias buscando identificar e
comentar os principios da RME presentes em cada uma.

O texto da pesquisa se encerra com as consideracodes finais.

3 Foram entrevistados quatro voluntarios para a tarefa 1 e outros quatro para a tarefa 2.
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2 PROCEDIMENTOS DA PESQUISA

Este trabalho tem um carater qualitativo, diferenciando-se das investigagfes

guantitativas interessadas essencialmente nos dados coletados, de acordo com Bogdan e

Biklem

0 objectivo dos investigadores qualitativos € o de melhor compreender o
comportamento e experiéncia humana. Tentam compreender o processo mediante
0 qual as pessoas constroem significados e descrever em que consistem estes
mesmos significados. Recorrem & observagdo empirica por considerarem que é
em fungdo de instancias concretas do comportamento humano que se pode
reflectir com maior clareza e profundidade sobre a condicdo (BOGDAN; BIKLEM,
1991, p.70).

Com esse olhar, Bogdan e Biklem (1991) caracterizam uma investigacao

gualitativa enquadrando-a, total ou parcialmente, nas condicdes apresentadas no quadro

abaixo.

Quadro 1 — Caracteristicas de uma Investigacdo Qualitativa

Caracteristicas

Na investigacdo qualitativa a fonte directa de dados é o ambiente
natural, constituindo o investigador o instrumento principal,

A investigagdo qualitativa é descritiva;

Os investigadores qualitativos interessam-se mais pelo processo
de uma | do que simplesmente pelos resultados ou produtos;

investigacéo qualitativa Os investigadores qualitativos tendem a analisar os seus dados

de forma indutiva;
O significado é de importancia vital na abordagem qualitativa.

Fonte: BOGDAN; BIKLEM (1991, p. 47-50)

Com a intencdo de conduzir esta pesquisa dentro das caracteristicas descritas

anteriormente, esse trabalho foi desenvolvido de acordo com as etapas que seguem.

Um estudo tedrico a respeito da Educacdo Matematica Realistica, de
Trajetorias de Ensino e Aprendizagem e do ensino de Matematica com
base nos trabalhos do GEPEMA* e outros autores da RME.

Elaboracéo de duas questdes que guiaram a construcao das trajetorias.

Entrevistas com sujeitos que se disponibilizaram a resolver as questbes

4 Grupo de Estudo e Pesquisa em Educacdo Matematica e Avaliacdo: faz parte do Programa de Pos-
Graduacao em Ensino de Ciéncias e Educagédo Matematica da Universidade Estadual de Londrina (UEL).
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e comentar com o0 autor os encaminhamentos de resolugdo, o que
subsidiou alguns procedimentos na construcéo das trajetorias.

4. A construcdo de uma TEA com os elementos obtidos.
Uma exploracdo do trajeto, a fim de destacar os principais pontos com
potencial para a formacédo de professores baseados nos seis principios
da RME.

O estudo inicial a respeito da Educacdo Matematica Realistica e seus precursores
contou com o suporte de diversos textos, traduzidos por participantes do GEPEMA, que
continham informac@es sobre: Hans Freudenthal e sua contribuicdo para o nascimento da
RME, a consolidacdo dessa nova abordagem, os seus principios, entre outras. Esses
textos ajudaram a iniciar o meu préprio olhar para a RME, tornando assim, a leitura de
textos mais completos, publicados por autores considerados referéncia no assunto, mais
eficiente. A medida que avancava na leitura de trabalhos, alguns encontrados na propria
pagina do GEPEMA, outros indicados pela minha orientadora ou localizados por mim,
durante longas buscas na internet, percebia a importancia dos fundamentos da RME, para
a sustentacao tedrica das trajetorias de ensino e aprendizagem. A pratica de trajetorias de
ensino e aprendizagem nos cursos de matematica das escolas publicas brasileiras, talvez
seja um dos caminhos para a formacéo continuada de professores. Uma abordagem
originada em outro pais, em contexto e vivendo problemas diferentes do nosso, pode ter
gue sofrer ajustes. Pesquisas e estudos em nosso pais estdo sendo feitos para discutir
tais condicOes e aproveitar as ideias que fundamentam o conceito de Matematica e do
ensino. A ideia das TEA possuem caracteristicas alinhadas as propostas contidas em
documentos curriculares brasileiros.

Em uma das varias reunides de orientacdo, enquanto conversavamos sobre 0s
problemas que comporiam as tarefas, surgiu a seguinte questao: restringir as tarefas a um
contetddo matematico predominante e pré-escolhido é fundamental para manter a
gqualidade do trabalho? Enquanto procurava uma resposta fui lembrado pela minha
orientadora de que o objetivo do trabalho poderia ser explorar as TEA no universo da
RME como um todo, ndo apenas em um determinado conteddo matematico. Nao ter
encontrado uma resposta satisfatéria para a pergunta mencionada me fez pensar em

outra: o que me fez acreditar que uma abordagem composta por trajetérias de ensino e
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aprendizagem embasada na RME ser4 mais bem sucedida do que uma de carater
tradicional? N&o sei dizer precisamente como e nem quando 0s argumentos a favor da
RME ganharam minha confianca, porém, ao refletir sobre a segunda pergunta, encontrei
uma resposta para a primeira que foi decisiva na construcdo das tarefas. Nenhum
conteldo presente nos curriculos dos cursos de matematica da Educacéo Basica, € visto
pela RME como descartavel, espera-se que ao final de cada curso, os topicos curriculares
tenham sido trabalhados. Por outro lado, em uma TEA, pensada e elaborada para ser
uma das partes do processo global de trabalho, os conteddos matematicos
individualizados sé@o coadjuvantes, pois a fluidez da reinvencdo matematica seria
dificultada pelas divisdes que nGs mesmos criamos.

Acreditando que ndo ha a “obrigatoriedade” de estabelecer um conteudo
matematico especifico ao desenvolver uma TEA e, apoiado por minha orientadora,
escolhemos os dois problemas apresentados a seguir, para iniciarem as construcdes das

respectivas trajetorias contidas nesse trabalho.

Figura 1 — Transferéncia 1

. 396G

Espaco usado

Fotos Musicas w

89 G

Espaco disponivel

A transferéncia para o dispositivo D falhou, pois, hdo h& espaco disponivel suficiente, ou seja,
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juntas as duas pastas ultrapassam 89 G de tamanho. Para resolver o problema, optou-se por
excluir alguns itens da pasta Musicas, diminuindo assim o seu tamanho, e manter o restante
inalterado.

Com a pasta Musicas 23 G menor que a pasta Fotos, a transferéncia tornou-se possivel,
ocupando todo o espaco disponivel de D.

Qual o tamanho de cada pasta (Fotos e Musicas) armazenada em D?

Fonte: o préprio autor.

Potencialidades:
Esse problema permite navegar por diferentes procedimentos de resolucao. Além
de esquivar-se dos enunciados mondétonos e distantes dos interesses dos alunos atuais,

permite resolucdes que exploram aspectos humericos, algébricos ou geomeétricos.

Mariana comprou um cartdo de memdria que Ihe permite guardar até 500 fotos, nele
estdo apenas as fotos que serdo postadas em uma rede social. A intencao é distribui-las
em albuns, todos com o mesmo numero de fotos e criados exclusivamente para as fotos
do cartdo. A jovem percebeu que ao colocar 2, 3, 4, 5 ou 6 fotos em cada album, sobrara
sempre uma foto no cartdo, quando coloca 7 fotos em cada album ela consegue distribui-

las sem que sobre fotos. Quantas fotos serao postadas?

Potencialidades:

Pode ser trabalhado desde o Ensino Fundamental até cursos superiores, tem
também como ponto forte, a rica possibilidade de discutir a respeito da importancia de se
fazer uma cuidadosa interpretacdo do enunciado.

Esse trabalho vé as trajetorias de ensino e aprendizagem, nos moldes da RME,
como uma boa alternativa de preparacdo do professor para guiar o aluno na
aprendizagem da matematica. As trajetérias apresentadas mais adiante tém como
principal objetivo, contribuir com a formacdo de professores de matematica do Ensino
Basico, servindo como objeto de estudo e compreensdo de tal abordagem. Com o
objetivo de explicitar pontos criticos, tanto na receptividade, por parte dos alunos, das
atividades propostas, como na propria TEA, foram feitas entrevistas com voluntarios, com

foco no entendimento geral que cada um demonstrou apds interpretar o problema.
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3 FUNDAMENTACAO TEORICA

3.1 EDUCACAO MATEMATICA REALISTICA

A Base Nacional Comum Curricular - BNCC (BRASIL, 2017), para a Educacao
Infantil e o Ensino Fundamental, ressalta que o ensino da matematica possui grande
importancia pedagdégica, ndo somente pela sua atual aplicacdo cientifica, mas também
como formadora de cidaddos. O documento menciona uma situacao interessante, e que
deve ser bem explorada durante o processo de ensino e aprendizagem: a possibilidade
de o aluno fazer descobertas providas de experimentacfes e de constru¢cdes matematicas
proprias, principalmente durante a resolucdo de problemas com contextos apropriados e

diversificados. Outro destacamento feito pela BNCC é a importancia de

reconhecer que a Matemética é uma ciéncia humana, fruto das necessidades e
preocupacdes de diferentes culturas, em diferentes momentos histéricos, e € uma
ciéncia viva, que contribui para solucionar problemas cientificos e tecnoldgicos e
para alicercar descobertas e construcdes, inclusive com impactos no mundo do
trabalho (BRASIL, 2017, p. 265).

Conhecendo a RME e seus propésitos, entendo que pode-se alcancar os
objetivos da BNCC se envolve-los com os fundamentos da Educacdo Matemética
Realistica, pois ambas concordam que a Matematica é uma atividade humana e dinamica.
A seguir encontram-se algumas caracteristicas da RME.

A Educacao Matematica Realistica € uma “abordagem de ensino” inovadora; livre
dos métodos protocolares comuns a década de 1960, contribuiu com a disseminagéo das
ideias de Freudenthal, direcionadas ao ensino da matemética. Antes de explorar os
fundamentos da RME, talvez seja mais conveniente e esclarecedor, falar um pouco a
respeito de seu idealizador, o educador e matematico Hans Freudenthal.

De acordo com Ferreira (2013), Prestes (2015), Ferreira e Buriasco (2016),
Instituto Freudenthal (2018), Freudenthal viveu de 1905 a 1990, natural de Luckenwalde
na Alemanha, estudou na Universidade de Berlin. Obteve o titulo de Doutor em
Matematica no inicio da década de 1930, época em que aceitou 0 convite para trabalhar
na Universidade de Amsterdad, Holanda. Judeu, sofreu perseguicdo, sendo obrigado a
deixar a Universidade durante a segunda guerra mundial, retornando em 1946, dessa vez

como professor de matematica pela Universidade de Utrecht, também na Holanda. Sua
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ida para a Universidade de Amsterdd o aproximou do matematico holandés Luitzen
Egbertus Jan Brouwer (1881-1966), com o qual trabalhou como assistente e obteve
inspiracdo devido seu trabalho sobre intuicionismo matematico. Tal inspiracdo contribuiu
para a estruturacdo do processo de ensino da mateméatica defendido por Freudenthal, e
ascendeu com o espaco e o reconhecimento conquistados pelo educador.

De acordo com Ferreira e Buriasco (2016), as contribuicdes a favor das inovacdes
educacionais ocorridas na Holanda possuem ligagdes com alguns acontecimentos, dentre

eles estao:

a participacdo de Freudenthal, passando pela presidéncia entre 1967 e

1970, da Comissao Internacional de Instrucdo Matematica;

e a iniciativa de Freudenthal ao organizar o primeiro Congresso Internacional
de Matemaética realizado em Lyon, na Franca,

e 0 surgimento da revista Educational Studies in Mathematics, fundada por
Hans Freudenthal;

e 0 projeto Wiskobas, que significa “matematica nas escolas primarias”,
ocorrido na Holanda entre as décadas de 1960 e 1980;

e a criagcdo, em 1971, do Instituto para o Desenvolvimento da Educacgao

Matematica (IOWO), cujo nome atual é Instituto Freudenthal.

Afinal, quais s&o as inovag0es decorrentes do atrelamento entre as peculiaridades
de Freudenthal e todos esses acontecimentos? O que de fato compde a Educacao
Matematica Realistica?

A Educacdo Matematica Realistica surge com o enfraquecimento da abordagem
mecanicista, predominante na Holanda naquela época, juntamente com a rejeicdo das
abordagens empirista e estruturalista, desenvolvidas na Inglaterra e nos EUA
respectivamente. Ferreira e Buriasco (2016) apresentaram em seu artigo 0 seguinte
guadro com as caracteristicas, segundo Van Den Heuvel-Panhuizen (2010), das

abordagens tradicionais citadas nesse paragrafo.
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Quadro 2 — Abordagens tradicionais segundo Van den Heuvel-Panhuizen (2010)
/Abordagem Caracteristicas

“Caracteristica desta abordagem € seu foco em calculos com nuameros
simples, e a pouca atencdo prestada as aplicacdes; o que é certamente
Mecanicista verdade para o inicio do processo de aprendizagem. Matematica é ensinada|
de uma forma atomizada. Estudantes aprendem os procedimentos de uma
maneira passo a passo na qual o professor demonstra como resolver um
problema” (VAN DEN HEUVEL-PANHUIZEN, 2010, p. 4, tradu¢do nossa).

Tipico deste tipo de educacédo era que os alunos eram deixados livres para
Empirista descobrir muito por si proprios e eram estimulados a realizar investigacdes
(VAN DEN HEUVEL-PANHUIZEN, 2010, p. 4, traducdo nossa).

Este é um método de ensinar matematica que foca em conceitos abstratos,
Estruturalista como a teoria dos conjuntos, funcdes e outras bases diferentes de dez (VAN
DEN HEUVEL-PANHUIZEN, 2010, p. 4, traducdo nossa).

Fonte: FERREIRA; BURIASCO (2016, p. 241)

A RME nédo vé a matematica como uma colecao de regras das quais 0 sucesso
da aprendizagem decorre de uma apresentacdo seguida de treinamento, que a tempos
vém sendo estabelecidas. A palavra realistic (realistico), de acordo com Van Den Heuvel-
Panhuizen (2009, p.4) ndo é usada apenas por causa de sua conexao com o mundo real,
mas também pela énfase que a RME coloca em oferecer aos alunos situacfes que eles
possam imaginar. Estruturada essencialmente pelas ideias de Freudenthal, a RME
estabelece uma perspectiva mais ampla, atribuindo a matematica e ao seu processo de

ensino e de aprendizagem, um papel social, Goffree (1993), ressalta que:

De acordo com Freudenthal, a mateméatica deve estar conectada a realidade,
aproximar-se das criancas e ser relevante para a sociedade, a fim de ter valor
humano. Este ponto de vista envolve a mateméatica ndo como assunto, mas sim
como uma atividade humana. Ele argumentou que os seres humanos tém que
aprender matematica ndo como um sistema fechado, mas sim como uma
atividade, em um processo de matematizacdo da realidade e matematizacdo da
matematica (GOFFREE, 1993, apud ARMANTO, 2002, p. 29).

Atrelados a abordagem da RME, os termos matematizacdo e reinvengdo guiada
ganharam destaque nas discussbes entre educadores e demais pesquisadores

envolvidos com o tema. Divergéncias de interpretacdo no entendimento de tais termos
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nao impediram que a matematizacdo por meio da reinvencdo guiada se tornasse parte
primordial e indispensavel na proposta didatica inerente a Educacdo Matematica

Realistica.

3.2 REINVENCAO GUIADA POR MEIO DA MATEMATIZACAO E OS PRINCIPIOS DA
RME

Pode-se dizer que a reinvencdo guiada € uma maneira de tratar o processo de
ensino, no qual o professor assume o papel de guia, estimulando o aluno a “produzir sua
prépria matematica”, o resultado de tal produgao dependera das iniciativas de cada aluno,
assim como das escolhas das tarefas do professor.

Para Pires (2013), cabe a escola dar oportunidades para o aluno reinventar a
Matematica, nesse processo o estudante define de que forma executard seu trabalho,
tendo como objetivo “criar” algo que possa solucionar um determinado problema. Em
condi¢cbes ambientais adequadas, uma proposta previamente planejada e executada sob
orientagdo dirigida, possibilita que as praticas iniciadas pelo aluno distanciem-se dos
processos de simples reproducdo mecanica e aproximam-se naturalmente de um
fenbmeno conhecido como matematizacdo. Treffers (1987) considera que a

matematizacéo refere-se

a esséncia da atividade matematica, a linha que percorre toda a educacao
matematica voltada para a aquisicdo de conhecimento factual, a aprendizagem de
conceitos, a obtencdo de competéncias e ao uso da linguagem e de outras
organizacbes na resolucdo de problemas que sdo, ou nado, colocados em um
contexto matematico (TREFFERS, 1987, p. 77).

Nessa perspectiva, pode-se dizer que matematizar € um habito construido pelas
atitudes e iniciativas de cada aluno, mediante o tratamento de informacfes que evoluem e
revelam a matematica proveniente de seu trabalho. Van den Heuvel-Panhuizen (1995)
salienta que Freudenthal (1968) chamou de matematizagcdo a atividade de resolver
problemas, procurar problemas e de organizar a matéria a partir da realidade ou da
prépria matematica. O professor assume o papel de orientador tendo a responsabilidade
de expandir as possibilidades dos alunos praticarem a matematizacdo; ao aumentar
gradualmente a complexidade dos conceitos matematicos, ele propicia a oportunidade da

matematizacéo “sob os cuidados” da reinveng¢ao guiada.
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Em seus estudos, Hans Freudenthal deixa evidente que as inovac¢Oes didaticas
gue se fortalecem desenvolvem uma identidade filoséfica propria e estabelecem uma
estrutura rigida que as fundamentam. Para Freudenthal, o ensino de matematica vai além
de um simples ato mecénico, aprender e ensinar matematica séo atividades pertencentes
ao desenvolvimento social da humanidade. Gravemeijer (2005) menciona que, segundo
Freudenthal, os professores e 0s manuais escolares tém de ajudar os alunos no
processo, enquanto tentam garantir que os alunos experienciem a aprendizagem como
um processo de invencdo da Matemética, por eles préprios. Isso d4 uma boa ideia sobre
0 que é reinvencdo guiada do ponto de vista de Hans Freudenthal. Ele acreditava que,
apesar de ndo serem novos, 0s conteidos matematicos contidos nos curriculos devem ter
tal caracteristica aos olhos do aluno, assim ele produzira, com o apoio do professor e do
material estrategicamente desenvolvido para a ocasido, sua prépria matematica, mesmo
ela ndo sendo mais inédita.

Autores como Ferreira, (2013), Pires, (2013), Santos, (2014), Prestes, (2015)
defendem que as propostas oriundas dos fenbmenos denominados reinvencao guiada e
matematizacdo dao credibilidade aos seis principios fundamentais que norteiam a
Educagcdo Matemética Realistica, enrijecendo assim, sua estrutura. O sucesso da
reinvencdo guiada e da matematizacdo como praticas de ensino de matematica, na
perspectiva da Educacdo Matematica Realistica, estdo atrelados, de acordo com Van Den
Heuvel-Panhuizen (2010), ao processo de ensino e de aprendizagem direcionado pelos
principios da atividade, da realidade, de niveis, do entrelagamento, da interatividade e de
orientacdo. Em conformidade com a autora, tais principios foram sintetizados a seguir.

Principio da Atividade: mantém a matematica, consequentemente o ensino dela,
como uma atividade caracteristica dos seres humanos, considerando a construcao feita
pelo aluno essencial no avango da reinvencéo e producdo de novos conceitos.

Principio da Realidade: enfatiza a importancia de um material bem elaborado,
contendo propostas que estimulem o aluno a pensar e praticar uma matematica que
permita o0 crescimento e 0 enriqguecimento dos conceitos pretendidos; aproxima a
matematica com a realidade do aluno, explorando fenbmenos que ajudam a desmitificar e
aproximar a matematica de um universo capaz de ser compreendido pelo estudante.

Principio de Niveis: passando de um nivel para outro a aprendizagem se torna

cada vez mais sofisticada, os niveis sdo graduados e ordenados. Partindo de um nivel
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mais elementar, em que os esquemas feitos pelos alunos, normalmente sdo restritos as
particularidades, chegando a niveis mais elevados, que possibilitam, por meio da
matematizacdo, modificar as particularidades e obter generalizacfes, fazendo com que a
matematica construida pouco a pouco, seja cada vez mais formal e estruturada.

Principio do Entrelagamento: destaca que as divisbes da matematica
convenientemente feitas por nds, tais como os Numeros ou a Geometria, possuem
ligacbes que impossibilitam determinar “fronteiras” entre si, gerando uma espécie de
“fusdo” que faz da Matematica uma ciéncia poderosa. Propor a resolugédo de problemas
cuidadosamente escolhidos, que sejam convenientes e interessantes ao aluno, pode ser
uma maneira eficaz de trabalhar com esse principio, visto que tais problemas séao
capazes de envolver diversos conteudos matematicos presentes no curriculo escolar e
deixar mais clara a existéncia das conexdes entre tais conteudos, enriquecendo o
processo de ensino e de aprendizagem da matematica.

Principio da Interatividade: esse principio ndo foca somente na interacdo entre
colegas de classe, direciona-se também para os diadlogos ocorridos entre professor e
aluno. Van den Heuvel-Panhuizen (2010) destaca a importancia das relagbes entre os
envolvidos no processo de ensino/aprendizagem da matematica, pois tal processo € visto
como uma atividade social, com as interacfes ocorrendo de forma universal. Deve-se
manter a individualidade de cada aluno, a fim de obter maior sucesso na compreensao e
no amadurecimento das ideias e das estratégias desenvolvidas por cada um.

Principio da Orientagdo: visa garantir a oferta de bons ambientes de estudo, com
programas bem elaborados e professores dedicados em guiar o aluno em suas
reinvencdes. Van den Heuvel-Panhuizen (2010) coloca esse sexto principio, apesar de
tais caracteristicas aparecerem na descricdo da reinvencdo guiada por meio da
matematizacdo, focando mais o papel do professor como orientador e principal

responsavel por permitir que o aluno faca sua reinvencao.

3.3 TRAJETORIA DE ENSINO E APRENDIZAGEM

“Trajetéria de Ensino e Aprendizagem é uma descricdo de caminhos que podem
ser percorridos no processo de aprendizagem [...]" (SILVA, 2015, p. 57). Silva (2015),
também, ressalta que uma Trajetoria de Ensino e Aprendizagem pode explorar situacées
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benéficas ou prever alternativas para minimizar ou corrigir situacdes desfavoraveis, com
base nos trabalhos anteriores feitos pelo proprio professor ou por outros professores. As
trajetérias de ensino e aprendizagem podem também ser um importante instrumento de
trabalho escolar, focando a aprendizagem dos alunos.

Com um olhar mais amplo, é possivel enxergar que uma TEA pode ser benéfica
para todos os envolvidos no processo de ensino e de aprendizagem. Van den Heuvel-
Panhuizen (2010) ressalta que uma TEA ndo é apenas uma descricdo do processo de
aprendizagem direcionado ao aluno, nele a autora apresenta trés olhares que, estdo
entrelacados, caracterizando uma TEA ndo somente como responsavel por assistir o
processo de aprendizagem do aluno, mas também como um indicador didatico e
programatico. Nesse sentido a constru¢cdo de uma TEA deve ser pensada ndo apenas
como uma alternativa de aprendizagem voltada para os alunos, mas também como aliada
de todo o processo educacional, principalmente no suporte dado ao professor em sua
constante luta por inovacdes que possam tornar possivel a aprendizagem da Matematica
pelos alunos. Ao tratar da amplitude e dos aspectos entrelacados de uma TEA defendidos
por Van den Heuvel-Panhuizen (2002), Santos (2014) cita que segundo a autora, uma

trajetdéria de ensino e aprendizagem apresenta trés aspectos entrelacados:

o um esquema do assunto, com indica¢Bes de quais 0s elementos centrais
do curriculo de matematica deve ser ensinado;

o uma trajetéria de aprendizagem, o que proporciona uma visao geral do
processo de aprendizagem dos alunos;

o uma trajetéria de ensino, contendo indicacdes didaticas para o ensino e
como esse pode ser relacionado com o processo de aprendizagem (SANTOS,
2014, p. 36).

O primeiro aspecto diz respeito ao papel estrutural e organizacional de uma TEA,
as trajetOrias ndo estao presas a conteudos prée-determinados mas devem deixar claros
0s conteudos abordados, tais assuntos devem ser adequados ao curriculo do curso a qual
a trajetdria se destina.

O segundo deve evidenciar a construcao do aprendizado, como ela ocorre, deve
mostrar a evolucdo do processo de reinvencao por parte do aluno, sempre guiado pelo
professor e na direcdo dos objetivos pretendidos.

O terceiro aspecto coloca-se como um objeto de apoio a outros professores. E

uma contribuicdo a novos simpatizantes dessa abordagem de ensino; com indicacdes e
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esclarecimentos dos aspectos positivos a serem considerados e dos pontos
possivelmente negativos que devem ser evitados.

Para elaborar uma Trajetorias de Ensino e Aprendizagem € muito importante
refletir sobre alguns aspectos iniciais e, pode-se também, tomar como base trabalhos
anteriores. Tal reflexdo destina-se as decisfes que devem ser anteriormente estudadas e
planejadas. Alguns pontos fundamentais para o planejamento de trajetorias destinadas ao

ensino de matematica encontram-se a seguir.

e Escolha metodologica: a abordagem pode ser por meio da Investigacao
Matematica, da Resolucdo de Problemas, da alternancia entre a
Investigacdo Matematica e a Resolucdo de Problemas, ou por outros
caminhos que encaixem ao processo de trabalho; desde que o elemento
principal que compde a proposta seja adequado ao programa curricular do
Ccurso.

e Controle pedagogico: procurar manter, na medida do possivel, um controle
sobre as metas alcancadas com sucesso, 0s resultados considerados
insatisfatorios e os fracassos; para que possa adequar ou ajustar as
trajetdrias futuras.

e Coeréncia entre as trajetorias: evitar uma ruptura abrupta nas interligagées
matematicas e tematicas; as trajetdrias futuras vdo completando e
estabelecendo ligacbes mais solidas entre os conteudos trabalhados por
elas e pelas anteriores.

e Previsbes: fazer previsbes de possiveis situacdes desfavoraveis que
possam surgir no momento da pratica, ou com a etapa do trabalho
finalizada. Elaborar alternativas para tais momentos desfavoraveis.

e Atuacdo coadjuvante: posicionar-se de maneira que mantenha o aluno

como protagonista de suas reinvencoes.



4 TRAJETORIA DE ENSINO E APRENDIZAGEM 1

4.1 ENTENDENDO A TAREFA 1 - A TRANSFERENCIA DE ARQUIVOS

Figura 2 — Transferéncia 1
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. 396G

Espaco usado

Fotos Musicas w

89 G

Espaco disponivel

A transferéncia para o dispositivo D falhou, pois, ndo ha espaco disponivel suficiente, ou seja,
juntas as duas pastas ultrapassam 89 G de tamanho. Para resolver o problema, optou-se por

excluir alguns itens da pasta Musicas, diminuindo assim o seu tamanho, e manter o restante

inalterado.

Com a pasta Musicas 23 G menor que a pasta Fotos, a transferéncia tornou-se possivel,

ocupando todo o espaco disponivel de D.

Qual o tamanho de cada pasta (Fotos e Mlsicas) armazenada em D?

Fonte: o proprio autor.

Com o intuito de expandir o olhar para os inUmeros caminhos e suas ramificacdes

gue podem surgir durante a exploracdo do problema apresentado, para em seguida,

construir uma trajetoria detalhada, foram elaboras seis questdes que de forma geral,

exploram pontos importantes do problema. As questdes estéo listadas a seguir e foram
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respondidas por quatro voluntarios.

Questdes auxiliares para construcao da TEA.

1. Qual assunto é tratado no enunciado?
Quais as informacdes apresentadas pelo enunciado?
Qual problema ocorreu na situagdo? Como foi resolvido?
O que é pedido no problema?

O que pode ser feito para responder o que se pede e resolver o problema?

o 0k WD

Ha mais de uma forma de resolver esse problema?

A primeira voluntéria (V1) € uma adolescente de 12 anos de idade, mora com 0s
pais em Londrina - PR, atualmente cursa o 6° ano do Ensino Fundamental na rede publica
estadual, estudou em escolas particulares até 2017. Observacdo: segundo a mae, a
adolescente mantém contato com aparelhos eletrénicos e nao teve maiores dificuldades
para imaginar do que se tratava o0 problema. Suas respostas foram corrigidas
gramaticalmente pela propria mée, ndo havendo retirada ou acréscimo de palavras, em
seguida, foram enviadas por mensagens de texto, e transcritas abaixo exatamente como
recebidas.

O segundo voluntario (V2) tem 17 anos de idade, € aluno do terceiro ano do
Ensino Médio de uma escola publica da cidade de Londrina — PR. Suas respostas foram
enviadas por mensagens de audio e posteriormente transcritas.

A terceira voluntaria (V3) é uma jovem de 20 anos de idade, estudou apenas em
escolas publicas paranaenses e concluiu o Ensino Médio em 2016. Suas respostas
também foram enviadas por mensagens de audio e posteriormente transcritas.

A gquarta voluntaria (V4) é uma professora de matematica de 35 anos de idade,
atua em turmas do Ensino Fundamental em escolas publicas na cidade de Londrina — PR.
Observacao: foi pedido para que a professora respondesse as perguntas como se
estivessem sido feitas por seus alunos do 9° ano do Ensino Fundamental durante uma
atividade na qual o problema foi proposto. Suas respostas foram entregues manuscritas e

digitadas na integra. As respostas dos voluntarios estéo divididas por questéo.
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Quadro 3 — Respostas dos voluntarios a questédo 1

Questédo 1: Qual assunto é tratado no texto acima?

V1 Sobre armazenamento.

V2 Pelo que eu entendi ele esta tentando mover arquivos para o dispositivo D, que séo
fotos e musicas.

V3 A transferéncia de arquivos para um determinado local de armazenamento.

V4 Resolugéo de problemas.

Fonte: o proprio autor.

Quadro 4 — Respostas dos voluntarios a questao 2

Questdo 2: Quais as informacgfes apresentadas pelo texto?

V1 N&o sei.

V2 As informacgdes sdo que 39 G é o espaco utilizado, 89 G é o espaco disponivel, as
pastas fotos e masicas juntas ultrapassam 89 G e com a pasta musicas 23 G menor
gue a pasta fotos, a transferéncia se torna possivel.

V3 O espaco disponivel, o espago ocupado, 0 que seria excluido para obter mais
armazenamento, para assim colocar todos os dados ocupando todo o espaco
disponivel.

V4 Tamanho ou espaco das pastas juntas, tamanho ou espaco da pasta fotos e espacos

disponivel e usado no disco D.

Fonte: o proprio autor.

Quadro 5 — Respostas dos voluntarios a questédo 3

Questao 3: Qual problema ocorreu na situacdo acima? Como foi resolvido?

V1 Falta de espaco disponivel. Tirando itens da pasta MUsicas.

V2 O problema foi que n&o tinha espaco suficiente para por as musicas e as fotos juntos,
dai ele diminuiu as musicas para 23 G menor que as fotos e conseguiu ter espaco
para p6r tudo em D.

V3 Houve falha na transferéncia de arquivos por falta de memoria. Foi resolvido excluindo
23 G da memoria que estava sendo utilizada no dispositivo.

V4 Excesso do tamanho da pasta musicas. Excluindo algumas musicas.

Fonte: o proprio autor.

Quadro 6 — Respostas dos voluntarios a questao 4

Questao 4: O que € pedido no problema?

V1

Resolver problemas de espaco disponivel de D.




30

V2 Ele pede para saber qual o tamanho de cada pasta (Fotos e MUsicas) armazenadas.
V3 Para dizer o tamanho da pasta Fotos e da pasta Musicas armazenadas em D.
V4 Descobrir o tamanho das pastas Fotos e Musicas.

Fonte: o préprio autor.

Quadro 7 — Respostas dos voluntarios a questao 5
Questdo 5: O que pode ser feito para responder 0 que se pede e resolver o problema?
Vi Nao sei.

V2 E uma boa pergunta, eu ndo sei o tamanho das pastas Fotos e MUsicas, essa eu néo

sei responder.

V3 Pode-se usar a calculadora e com somas e subtracdes é possivel encontrar a

resposta.

V4 Tentativa e erro ou sistema de equag¢des com duas incognitas.

Fonte: o proprio autor.

Quadro 8 — Respostas dos voluntarios a questédo 6
Questdo 6: HA mais de uma forma de resolver esse problema?

V1 N&o sei.
V2 N&o sei dizer.
V3 Acho que sim, a matematica é bastante complexa, talvez usando regra de trés, ndo sei

dizer ao certo mas acredito que existem outros jeitos de resolver esse problema.

V4 Sim, na matemética pode haver varias maneiras de resolver um mesmo problema.

Fonte: o proprio autor.

4.1.1 Algumas consideracdes referentes a analise do questionario

O questionério, contendo algumas poucas questbes que apenas sintetizam o
objetivo do problema, ndo tem a pretensédo de ser um objeto de pesquisa, mas sim servir
de exemplo para mostrar pontos favoraveis e pontos delicados que devem ser
considerados na construcéo de uma TEA independentemente da turma destinada.

A partir da analise desse exemplo foi construida uma Trajetoria de Ensino e
Aprendizagem inspirada nas consideracdes feitas pelos voluntarios. O questionario
concede importantes elementos que serdo analisados com o propoésito de tornar a TEA
um material que possa ser inspirador para professores da Educacdo Basica. Os pontos
analisados sao comentados na sequéncia.

Tema e enredo: E muito importante fazer uma boa escolha do tema, o “Principio
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da Realidade” enfatiza a importancia de aproximar o aluno do que |he é proposto.
Observando as respostas € possivel perceber que nenhum voluntario apresentou
estranheza ou distanciamento do assunto tratado, além disso, todos aceitaram com
naturalidade as consequéncias oriundas de tal situacdo. E possivel notar que a
adolescente, ainda no 6° ano, mesmo sem saber resolver o problema naquele momento,
foi capaz de visualizar a tentativa e o impasse descritos no texto.

Posicionamento do professor quando questionado: O principio da orientacéo
destaca a importancia do papel do professor durante todo o processo de ensino e de
aprendizagem, desde a elaboragdo do material até a avaliacdo da eficicia do trabalho.
Nas respostas dadas pela professora (V4) referentes as questfes da tarefa 1, podemos
notar que ela evitou entrar em detalhes, o que é aceitavel pois ndo pretende dar ao aluno
aquilo que ele pode descobrir por conta propria, afinal a intencéo do trabalho é promover
reinvencdes provenientes do aluno. Por outro lado, a resposta dada pelo professor
guando questionado por seu aluno ndo deve ser muito genérica, pois pode dificultar o
avanco da construcdo cognitiva. Isso nos leva a perceber por que é tdo importante prever
as possiveis questbes que podem gerar davidas durante a aula para que possamos
pensar em respostas convenientes e que facam fluir as construcdes feitas pelo aluno.

Dificuldade de interpretacdo das informacdes: “E uma boa pergunta, eu n&o sei o
tamanho das pastas Fotos e Musicas, essa eu nao sei responder” essa foi a resposta
dada pelo segundo voluntario para a questdo 5, ele argumenta que uma resposta
adequada necessita da informacgao “tamanho das pastas Fotos e Musicas” e nao percebe
gue se essas informacgfes fossem conhecidas, ndo haveria o que fazer e o problema ja
estaria solucionado, isso mostra uma dificuldade na interpretacdo da questao. Uma TEA
deve prever que interpretacOes fora do contexto ou distorcidas possivelmente ocorrerao,
textos claros e objetivos ajudam a diminuir, mas nédo erradicam tais equivocos.

A Matematica vista como um todo: A afirmacgao “na matematica pode haver varias
maneiras de resolver um mesmo problema” feita pela professora (V4), da indicios que ela
pode considerar a particularidade, os conhecimentos dos alunos na aula e que, talvez ela
nao veja a Matematica como pronta e acabada.
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4.2 UMA TRAJETORIA DE ENSINO E APRENDIZAGEM PARA O PROBLEMA DA
TRANSFERENCIA DE ARQUIVOS.

Possivel turma: 7° ano do Ensino Fundamental.

Material: Além do material comum (papel, lapis, borracha...) se preferir também
pode usar a calculadora.

Proposta: Analisar a situacdo, ler com atengao o texto e em seguida responder o
gue se pede.

Figura 3 — Transferéncia 1

, 396G

Espaco usado

Fotos Musicas w

89 G

Espaco disponivel

A transferéncia para o dispositivo D falhou, pois, ndo ha espaco disponivel suficiente, ou seja,
juntas as duas pastas ultrapassam 89 G de tamanho. Para resolver o problema, optou-se por
excluir alguns itens da pasta Musicas, diminuindo assim o seu tamanho, e manter o restante
inalterado.

Com a pasta Musicas 23 G menor que a pasta Fotos, a transferéncia tornou-se possivel,
ocupando todo o espaco disponivel de D.

Qual o tamanho de cada pasta (Fotos e Musicas) armazenada em D?

Fonte: o proprio autor.

ApOs propor o problema e dar algum tempo para que os alunos o analisem, a
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percepcdo do professor em relacdo ao ambiente e as reacfes dos estudantes € de
grande importancia, nesse momento ele pode iniciar um didlogo com a turma, se julgar
necessario.

Dialogo

Professor: O que se tenta fazer na situagdo descrita no texto?

Alunos: Transferir arquivos para D. Descobrir o tamanho das pastas de Fotos e de
Mdsicas.

Professor: Qual é o questionamento do problema?

Alunos: Descobrir o tamanho das pastas de Fotos e de MUsicas.

Professor: Podemos dizer que se a transferéncia ocorresse normalmente, nao
haveria a preocupacédo com o tamanho das pastas?

Alunos: Sim. Descobrir o tamanho de cada pasta ndo faz parte do objetivo
descrito: a transferéncia das pastas para outro dispositivo.

Professor: Entdo porque o problema pede o tamanho de cada pasta?

Alunos: Porque a transferéncia falhou.

Professor: E porque a transferéncia falhou?

Alunos: Porque as duas pastas juntas ultrapassam 89 G e sabendo o tamanho de
cada uma seria possivel descobrir o quanto diminuir da pasta Musicas.

Professor: Se ndo houvesse outras informagfes além de que o espaco disponivel
€ menor que o tamanho das duas pastas juntas, entdo saber o tamanho de cada pasta
seria fundamental, mas é isso que ocorre? Temos mais informacfes que possam nos
ajudar?

Alunos: N&o é isso que ocorre, precisamos das outras informagfes para resolver
o problema.

Professor: Notem que o problema da transferéncia € a falta de espaco disponivel,
ja o tamanho de cada pasta é a resposta que vocés devem descobrir, se fosse informado
o tamanho de cada pasta o problema se resolveria facilmente e vocés ndo teriam
praticamente o que fazer.

Professor: Quais as outras informacdes dadas pelo problema e que vocés
acreditam poderem ajudar a descobrir o tamanho de cada pasta?

Alunos: Se a pasta Musicas ficar 23 G menor que a pasta Fotos da para fazer a

transferéncia.
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Professor: Ha alguma outra informacao importante além dessa?

Alunos: Sim. O espaco disponivel em D ficara totalmente ocupado.

Professor: Essa informacdo é fundamental para garantir que a realizacdo da
transferéncia passara a ser possivel?

Alunos: N&o. Poderia sobrar espaco em D e mesmo assim ocorreria a
transferéncia.

Professor: Entdo serd que essa informacdo é relevante? Pensem na seguinte
situacdo: se a pasta Musicas ficasse 23 G menor que a pasta Fotos, a transferéncia
ocorreria sem problemas e sobraria espaco disponivel em D. Nessas condi¢des, como
vocé descobriria 0 tamanho de cada pasta?

Alunos: Nao da para responder sem saber o quanto a pasta Musicas ficou menor
gue a pasta Fotos.

Professor: Correto, agora me digam por que saber que o espaco disponivel em D
ficara totalmente ocupado € importante.

Alunos: Com isso sabemos que apés deixar a pasta Muasicas 23 G menor que a
pasta Fotos, elas somam juntas 89 G.

Professor: Isso mesmo! Perceberam a importancia de sempre buscar informacoes
sobre aquilo que esta diante de vocés? Frequentemente nos deparamos com problemas
gue permanecem sem solucdo até que se obtenham informacdes suficientes para
resolvé-los.

Professor: Agora vocés ja sabem que as informacdes sao suficientes para
descobrir o tamanho de cada pasta. Tentem descobrir.

Alunos: De que jeito fazer?

Professor: Tentem fazer da maneira que acharem melhor. Sera que existe s6 um
jeito?

Alunos: Como saber quais sdo os valores corretos para os tamanhos de cada
pasta?

Professor: Uma dica é fazer testes para 0s possiveis valores, podem usar a
calculadora se preferirem.

Apo6s um tempo para os alunos pensarem:

Alunos: Fizemos juntos (grupo de dois alunos), mas surgiu um problema

chegamos em duas respostas que ndo batem, porém verificamos e percebemos que
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procedemos da mesma forma.
Professor: Vamos analisar, me digam qual foi o procedimento que VoOcés
utilizaram e quais foram as respostas que cada um obteve, vamos organiza-las na lousa.
Alunos: Nés dois usamos a calculadora e fomos “chutando” valores para cada

pasta. Respostas escritas na lousa pelo professor:

Quadro 9 — Respostas dos alunos (a)

Mdusicas Fotos Espaco ocupado pelas duas pastas juntas
Resposta 1 29G 60 G 89 G
Resposta 2 386G 51G 89 G

Fonte: o préprio autor.

Professor: O quadro com as respostas de vocés esta correto? Foram esses 0s
valores?

Alunos: Sim.

Professor: Vou refazer o quadro e acrescentar uma coluna e, com o auxilio de

todos, vamos preenché-la.

Quadro 10 — Respostas dos alunos (b)

Musicas | Fotos | Espaco ocupado pelas | Diferenca de tamanho
duas pastas juntas das pastas
Resposta 1 29G 60G |89G
Resposta 2 38G 51G | 89G

Fonte: o proprio autor.

Professor: Como preencher a dltima coluna?
Alunos: Fazendo a subtracdo da pasta Fotos pela pasta Masicas.

Resultado obtido pela turma e organizado pelo professor.

Quadro 11 — Respostas dos alunos (c)

Musicas | Fotos | Espaco ocupado pelas duas | Diferenga de tamanho das
pastas juntas pastas
Respostal |29G 60G | 89G 60-29=31G
Resposta2 | 38G 51G | 89G 51-38=13G

Fonte: o préprio autor.
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Alunos: A pasta Musicas nao ficou 23 G menor que a pasta Fotos em nenhum dos
dois casos.

Professor: Sim. O enunciado diz que para possibilitar a transferéncia, a pasta
Musicas ficou 23 G menor que a pasta Fotos e ambas foram transferidas para D,
ocupando todo o0 espago que restava.

Alunos: Entdo ambas as respostas ndo estdo corretas, em uma a diferenca é de
31 G e na outra a diferenca € de 13 G.

Professor: Exato. Isso mostra que néo basta saber o espago ocupado pelas duas
pastas juntas, ha muitas possibilidades para os tamanhos das pastas, diferentes umas
das outras, que juntas somam 89 G, mas ha somente uma resposta possivel, ou seja, ha
somente um valor correto para Mdsicas e um valor correto para Fotos. E para descobri-los
vocés precisam de mais uma informacao que € justamente a diferenca de 23 G entre as
pastas.

Alunos: Entdo os tamanhos que somam 89 G sdo varios, mas entre esses
tamanhos existe apenas um que € 23 G menor que o outro?

Professor: E isso mesmo! Agora que ficou mais clara a situaco, e o que deve ser
respeitado; vocés acreditam que ficou mais facil encontrar os tamanhos das pastas
Mdusicas e Fotos? Pensem a respeito e escrevam suas opinides.

Apdés um tempo para os alunos pensarem:

Alunos: A resposta € Musicas 33 G e Fotos 56 G, certo?

Professor: Como vocés fizeram para obterem esses valores?

Algumas possiveis respostas.

Alunos:

1) Usando as respostas que estdo no quadro. Sabemos que em ambas as
respostas os tamanhos das pastas Musicas e Fotos somam 89 G, na primeira a pasta
Mdusicas é 31 G menor que a pasta Fotos e na segunda a pasta Musicas € 13 G menor
gque a pasta Fotos. Sendo assim, o tamanho da pasta Fotos deve ser menor que 60 G e
maior que 51 G e o tamanho da pasta Musicas deve ser maior que 29 G e menor que 38
G, pois a diferenca entre elas € de 23 G, ou seja, € menor que 31 G e maior que 13 G.

Considerei alguns casos e com auxilio da calculadora obtive:
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Quadro 12 - Resultados
89-55=34 89 — 56 =33
55-34=21 56 - 33 =23

N&o podem ser 55 e 34 porque a diferenca | Como a diferenca deu 23, a resposta € 56 G para

ndo deu 23. Fotos e 33 G para Musicas.

Fonte: o proprio autor.

Professor: Muito bom. Observem que ao escolher 55 G para a pasta Fotos obtém-
se 34 G para a pasta Musicas e a diferenca entre elas sera de 21 G, um valor préximo de
23 G, porém menor. Para a proxima escolha faz todo sentido escolher um nimero um
pouco maior que 55 para o tamanho da pasta Fotos, pois isso faz com que o tamanho da
pasta Musicas seja menor que 34 G e a diferenca entre os tamanhos sera maior que 21
G.

Alunos:

2) A barra ilustrada abaixo representa o espaco disponivel.

Figura 4 — Barra de armazenamento 1

Fonte: o proprio autor.

Supomos que as pastas Musicas e Fotos sdo do mesmo tamanho, que 23 G dos

89 G néao foram utilizados e que os 66G restantes estdo armazenando as duas pastas.

Figura 5 — Barra de armazenamento 2

Fonte: o proprio autor.

Por outro lado, sabemos que ndo ha sobra de espaco, logo os 23 G também
foram utilizados, como a pasta Fotos € exatamente 23 G maior que a pasta Musicas,
podemos afirmar que os 23 G armazenam fotos. Portanto o tamanho da pasta Fotos € de

56 G ficando 33 G para a pasta Musicas.
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Figura 6 — Barra de armazenamento 3

Fonte: o proprio autor.

Alunos:

3) Se as duas pastas fossem do mesmo tamanho, entdo cada uma teria 44,5 G
pois juntas somam 89 G, mas a diferenca entre elas é de 23 G, entdo basta somar a
metade dessa diferenca, ou seja, 11,5 G com 44,5 G para obter o tamanho da pasta
Fotos, que € a maior e subtrair 11,5 G de 44,5 G para obter o tamanho da pasta Musicas.

Portanto o tamanho da pasta Fotos € 44,5 + 11,5 = 56 G e o tamanho da pasta
Musicas € 44,5 -11,5 =33 G.

Professor: Otimo. Podemos fazer como na resolu¢do anterior e construir um

esquema com barras para essa resolucéo.

Figura 7 — Barra de armazenamento 4

3G 156 | 156G 33G

Fonte: o préprio autor.

A ilustracdo acima pode esclarecer possiveis duvidas referentes a essa
resolucdo, como por exemplo, a utilizacdo da metade de 23 nos célculos; como o espaco
disponivel foi totalmente usado por duas pastas apenas, aumentando o tamanho de uma
diminui na mesma quantidade o tamanho da outra, acrescentar 11,5 G em uma das
metades, retira 11,5 G da outra, e a diferenga entre os tamanhos sera de 23 G.

Professor: Buscamos sempre aprender diferentes meios para resolver problemas,
as situacbes apresentam particularidades que as diferem umas das outras podendo

dificultar ou até mesmo impossibilitar a resolucdo de um problema por caminhos que
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outrora mostraram-se eficazes. O objetivo agora € achar uma alternativa algébrica para
resolver o problema de armazenamento em D, vamos comecar pelos “nomes”. Nao
sabemos os tamanhos das pastas Musicas e Fotos, ou seja, ndo conhecemos 0S
nameros que expressam tal informacéo, por esse motivo devemos escolher simbolos que
representardo tais nimeros, por exemplo, a letra F para representar o tamanho da pasta
Fotos e a letra M para representar o tamanho da pasta Musicas.

Professor: Agora, usem as informacdes contidas no problema e relacionem F com
M.

Alunos: As relagdes entre M e F séo:

I) M mais F era maior que 89 G;

1) M ficou 23 G menor que F;

[I) M mais F ocupam 89 G.

Professor: Correto, vamos reescrevé-las usando simbolos matematicos, assim a

manipulacéo das informacdes pode ser feita por meio de equacgdes lineares.

Quadro 13 - Equacéo linear nas incognitas
Uma equacao linear nas incognitas x4, x,, ..., x, € toda equacéo do tipo a;;x; + a;,x, +

ai3X3 + - + a1 x, = b. OS nUmeros reais a,q, a3, a;3, ..., 41, S40 chamados coeficientes
e b, também real, é o termo independente da equacdo. A sequéncia ordenada de
nameros reais (aq,a,, as,..,a,) € uma solucdo da equacdo linear a;;x; + a;,x, +
Ai3xX3 + -+ axy, =b Se a1y + a0 + ag303 + -+ aa, = b for uma sentenca

verdadeira.

Fonte: IEZZI, Gelson. Fundamentos de matematica elementar. (1977, p.115)

Vejam como podemos reescrever as informagoes:
) M + F > 89 (essa é uma inequacao, pois representa uma desigualdade)
) M =F - 23 (Observe que basta subtrair 23 G de F para ficar igual a M)

1) M + F = 89 (sabemos que ndo sobrou espaco disponivel)

N&o utilizaremos (I) pois a modificacdo nas pastas a invalidou, as equacdes (Il) e
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(111) descrevem a nova situacao.
Professor: As equacdes (II) e (lll) possuem uma caracteristica que possibilita

descobrir os valores de M e de F. Podemos escrever:

{M=F—23
M+ F =89

Alunos: Elas possuem diferentes informacdes referentes a M e a F, mas sempre
uma depende da outra. Preciso de alguma informacao de M ou de F individualmente para
resolver as equagdes?

Professor: Ambas sdo equacbes do primeiro grau, vocés provavelmente ja
estudaram e resolveram equacBes do primeiro grau anteriormente, porém essas
relacionam duas coisas desconhecidas por nés (M e F), uma sempre dependera da outra
e isso nos impede de resolver cada equacdo separadamente, sem que a dependéncia
entre as incégnitas ocorra. Por outro lado, temos a nosso favor o fato de que ambas
apresentam informagdes envolvendo os mesmos elementos, ou seja, as duas relacionam
M com F, cabe a nés retirarmos informag6es de uma e usa-las na outra. A igualdade em
(I nos garante que posso usar tanto M quanto F — 23, pois sdo de igual valor numérico,

sendo assim podemos substituir em (I11), M por F — 23, veja abaixo:

{M=F—23
M+ F =89

Substituindo, temos:

F—-23+ F =289, ou ainda,

2F — 23 = 89.

Agora podemos resolver essa nova equagdo como de costume, pois apresenta
apenas uma incognita, em outras palavras, apresenta apenas um elemento de valor
desconhecido que é o tamanho da pasta Fotos.

Resolvendo a equacao:

Adicionando 23 em ambos os lados da igualdade, obtemos:

2F —23+23 =89+ 23
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2F =112

Dividindo ambos os termos da igualdade por 2, obtemos:

2F 112
2 2
F =56

Se M é 23 G menor que F, entdo M = 56 — 23 = 33.

Portanto a pasta Fotos tem 56 G de tamanho e a passa Musicas tem 33 G de

tamanho.
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5 TRAJETORIA DE ENSINO E APRENDIZAGEM 2

5.1 ENTENDENDO A TAREFA 2 - POSTANDO FOTOS

A tarefa 2 é uma adaptacao do problema:

Havia um pastor que ndo sabia contar até 10, e tinha a seu cargo um rebanho numeroso. Para
saber se ndo lhe faltava nenhuma ovelha, inventou um sistema que punha em prética todos os
dias ao cair da tarde. Agrupava-as de duas em duas, de trés em trés, de quatro em quatro, de
cinco em cinco, e de seis em seis. Em todos os casos lhe sobrava uma ovelha. Entéo verificou
gue agrupando-as de sete em sete, todos 0s grupos teriam o mesmo numero de ovelhas. De

guantas ovelhas era o seu rebanho?°®

Com o intuito de manter o mesmo contexto da tarefa 1, tema que julgamos do dia
a dia dos jovens das séries finais do Ensino Fundamental e também do Ensino Médio, e

pensando no Principio da Realidade, foi feito uma adaptacao do problema do pastor:

O Problema:

Mariana comprou um cartdo de memdria que lhe permite guardar até 500 fotos, nele seréo
salvas apenas as fotos que serdo postadas em uma rede social. A intencdo € distribui-las em
albuns, todos com 0 mesmo numero de fotos e criados exclusivamente para as fotos que serdo
salvas no cartdo. A jovem percebeu que ao colocar 2, 3, 4, 5 ou 6 fotos em cada album, sobrara
sempre uma foto no cartdo, quando coloca 7 fotos em cada album ela consegue distribui-las

sem que sobre fotos. Quantas fotos serdo postadas?

Essa tarefa possibilita explorar conteddos matematicos em praticamente todos 0s
niveis de ensino, até mesmo em niveis mais avancados. Veja abaixo uma resolucao
utilizando conceitos de congruéncia entre nimeros inteiros:

Resolucao por congruéncia:

As discussOes apresentadas a seguir basearam-se em teoremas expostos no livro
Aritmética, pertencente a colecido PROFMATS.

Dois numeros inteiros a e b sdo ditos congruentes em relacdo a um numero

5 Problema trabalhado em uma aula da disciplina de Resolucdo de Problemas do Curso de Especializacédo
em Educacéo Matemética da UEL no ano de 2008.
6 Aritmética (2016) Abramo Hefez.
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natural m, se os restos de suas divisdes’ por m sdo iguais. Escreve-se a = b mod m e |é-
se a congruente a b médulo m.

A letra X representara o numero de fotos que serédo postadas.

Sabemos que se as fotos forem distribuidas em albuns, cada um contendo, 2, 3,
4, 5 ou 6 delas, sobrard uma foto, ou seja, a divisédo de X por 2, 3, 4, 5 ou 6 deixa resto 1.

Assim temos:

X =1mod 2
X=1mod3
X =1mod 4
X =1mod5
X=1mod6

Uma congruéncia do tipo aX = b mod m, com a,b,m € Z e m > 1 possui solucao
se, e somente se, b for divisivel pelo maximo divisor comum entre a e m, em outras
palavras, para existir numeros inteiros x, tais que ax = b mod m, 0 maximo divisor comum
entre a e m deve ser um numero divisor de b. Em todas as cinco congruéncias oriundas
da tarefa 2, o maximo divisor comum entre a e m é igual a 1, logo todas as cinco possuem
solucao, pois 1 é divisor de qualquer numero inteiro. Por outro lado a = b mod m;, para
todoi=1,2,..,r se, e somente se, a = b mod n, com n sendo o minimo multiplo comum
entre m;, m,, ..., m,.. Sendo assim, podemos afirmar que X = 1 mod 60.

X é multiplo de 7, logo X =7W, com W € Z. Assim, 7W = 1 mod 60, ou seja,
existe um namero Y € Z, tal que 7W = 60Y + 1 ou 7W — 60Y = 1.

A equacdo 7W — 60Y = 1, desvinculada do contexto da tarefa 2, € uma equacéao
diofantina que possui solucado inteira, pois 0 maximo divisor comum entre 7 e 60 é 1,
basta resolvé-la e considerar apenas a solugéo adequada para o problema proposto pela
tarefa. De acordo com a proposicdo 6.2 descrita no livro, a solugcdo de uma equacéo

diofantina pode ser obtida a partir de uma solucéo particular qualquer.

7 Divisdo pelo Método Euclidiano.
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Quadro 14 - Proposicéo 6.2
Proposicéo 6.2

Seja x,, Yy, uma solugdo da equacgdo aX + bY = ¢, onde (a,b) = 1. Entdo as solugdes x, y em Z

da equacédo sao

XxX=x9+th,y=y,—ta;t€L.

Demonstracao

Seja x, y uma solucéo de aX + bY = c, logo,
axg + by, = ax + by = c.

Consequentemente,

a(x —x9) = by —¥) (1)

Como (a,b) = 1, segue-se que b L (x — xy). Logo,
(x —xp) =th, t €L

Substituindo a expressao de x — x, acima em “(1)”, segue-se que
Yo —y =ta,

O que prova que as solugdes séo do tipo exibido.

Por outro lado, x, y, como no enunciado, é solucao, pois:

ax + by = a(xy +th) + b(y, — ta) = axy + by, = ¢

Fonte: HEFEZ, A. Aritmética. 2. Ed. Rio de Janeiro: SMB,2016.

Temos que w, = —17 e y, = —2 € uma solucao particular de 7W — 60Y = 1, pois
7(=17) —60(—2) = 1. Logo w = =17+ 60t e y = -2+ 7t, com t € Z, € a solucdo geral
da equacéo. Por outro lado, sabemos que 7W é um namero maior que zero e menor que,

ou igual a 500, pois representa a quantidade de fotos a serem postadas. Veja:

0<7W <500

0 < 7(—17 + 60t) < 500

119 <t < 619
420 420

Como t € um nuamero inteiro, conclui-se que t = 1.
Assim X = 7W = 7(—17 + 60-1) = 7-43 = 301.

Portanto serdo postadas 301 fotos.
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5.1.1 Analise das Respostas dos Voluntarios e Construcao da TEA

Diferente do que foi feito na tarefa 1, a andlise das respostas dadas pelos quatro
voluntarios (novos voluntarios) para cinco questdes referentes a tarefa 2, sera feita
individualmente, questdo por questdo. Espera-se que tal andlise contribua para a
elaboracdo da TEA que ocorrera na sequéncia, destacando pontos criticos que causaram
dificuldades aos voluntérios e que podem contribuir para conducéo de outros alunos.

Abaixo encontram-se as cinco questdes auxiliares.

. Qual assunto é tratado no texto?

. Quais informagdes o texto apresenta?

. O que é pedido no problema?

. O que pode ser feito para resolver o problema?

. H& mais de uma forma de resolver esse problema?

Os voluntarios:

A primeira voluntaria (W1) é uma adolescente de 12 anos de idade, reside na
cidade de Quedas do Iguacu — PR e cursa o 7° ano do Ensino Fundamental na rede
publica estadual.

A segunda voluntaria (W2) mora com os pais na cidade de Londrina — PR, tem 13
anos de idade e cursa o 8° ano do Ensino Fundamental em uma escola publica estadual
londrinense.

O terceiro voluntario (W3) é aluno da rede particular em Londrina — PR, cidade
onde reside, com 15 anos de idade, cursa o segundo ano do Ensino Médio.

O quarto voluntario (W4) tem 25 anos de idade, é professor de matematica da
rede publica estadual do Paran&, mora em Londrina — PR e iniciara em 2019 o Mestrado
Profissional em Matematica em Rede Nacional - PROFMAT. Observagdo: 0 mesmo
pedido feito a voluntaria (V4) na tarefa 1, foi feito ao voluntario W4: que respondesse as
perguntas como se estivessem sido feitas por seus alunos do 7° ano do Ensino
Fundamental durante uma atividade na qual o problema foi proposto.

As respostas dos quatro voluntarios foram recebidas via mensagem de texto e
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transcritas exatamente como estavam escritas nas mensagens.

Quadro 15 — Respostas dos voluntarios (W) a questéo 1
Questéao 1: Qual assunto é tratado no texto?

w1 Divisao.

w2 Sobre uma menina chamada Mariana que comprou um cartdo de memoria

que cabe até 500 fotos e quer distribui-las, colocando em albuns com a

mesma quantidade.

W3 Mariana comprou um cartdo de memoria e quer postar fotos nas suas redes
sociais.
W4 Multiplos Divisores.

Fonte: o préprio autor.

Observacg0es referentes a questéo 1.

A questdo 1 ndo se refere estritamente aos conteudos mateméaticos, hd uma
priorizacdo do assunto geral, ou seja, da postagem de fotos, os voluntarios W2 e W3
foram os que mais se aproximaram do assunto principal, porém suas respostas sugerem
uma certa confusdo na interpretacdo da questdo. Os voluntarios W1 e W4 restringiram

suas respostas respectivamente a divisdo e a multiplos e divisores.

Quadro 16 — Respostas dos voluntarios (W) a questéo 2
Questao 2: Quais informacdes o texto apresenta?

w1l Quantas fotos cabem no cartdo e quantas fotos colocaram no album.

w2 Um cartdo de memdéria que guarda até 500 fotos e que colocando 7 fotos por

album, ela consegue fazer a distribuigédo de todas elas.

W3 Com o cartéo ela pode ter 500 fotos e ela consegue postar até 7 albuns.
w4 O limite maximo de fotos, alguns divisores com resto 1 e também o divisor
exato.

Fonte: o préprio autor.

Observacg0es referentes a questao 2.

As respostas dos voluntarios, exceto a dada pelo professor (W4), mostra
claramente a dificuldade dos trés para compreender o processo de distribuicdo de uma
determinada quantidade de fotos, considerando as consequéncias ao colocar em cada
album, 2, 3, 4, 5, 6 ou 7 delas. Confusbes envolvendo o numero de albuns e a quantidade
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de fotos sdo recorrentes: em varios momentos, percebe-se uma busca da quantidade de
albuns utilizados, como se essa informacdo devesse constar de alguma forma no texto,

pois sem ela, a resolucdo do problema torna-se impossivel.

Quadro 17 — Respostas dos voluntarios (W) a questéo 3

Questao 3: O que é pedido no problema?

w1 Quantas fotos serdo postadas.

W2 A quantidade de fotos que serdo postadas.
W3 Quantas fotos serdo postadas.

w4 A quantidade de fotos postadas.

Fonte: o préprio autor.

Observacg0es referentes a questéo 3.
Os quatro voluntarios apresentaram respostas adequadas para essa questao.

Quadro 18 — Respostas dos voluntarios (W) a questéo 4

Questao 4: O que pode ser feito para resolver o problema?

w1l Ler, tirar as informacdes iniciais e tentar resolver o problema.
w2 Colocar 7 fotos em cada album, ndo passando de 500 fotos.
W3 Mudar a pergunta, invés de perguntar quantas fotos, perguntar quantos

albuns podem ser feitos.

w4 Achar o mmc dos divisores que o0 enunciado apresenta, somar 1 e

verificar se é divisivel por 7.

Fonte: o préprio autor.

Observacg0es referentes a questao 4.

As respostas de W1, W2 e W3 para a questdo 4 apresentam indicios de que
tiveram dificuldades em estabelecer uma estratégia para resolver o problema, séo
afirmacdes que mostram pouca intimidade em interpretar o texto proposto.

O voluntéario W4 mostra que tem uma estratégia que pode encaminhar a solucao
do problema porém, ele também pode, com essa estratégia, caso nao continue testando

outros multiplos, ndo chegar a resposta.
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Quadro 19 — Respostas dos voluntarios (W) a questédo 5

Questéo 5: H& mais de uma forma de resolver esse problema?

w1 Acho que néo.
W2 Nao.
W3 Caso mude a pergunta como falei na pergunta 4, fazer 500 dividido por 7

para descobrir quantos albuns tera.

w4 Sim, pode ser feito por tentativa e erro.

Fonte: o préprio autor.

Observac0es referentes a questao 5.

Possuir uma variedade de ferramentas matematicas compativeis com cada etapa
da vida escolar do aluno depende de inumeros fatores, tais como: fatores sociais,
politicos, bioldgicos, temporais, culturais. Se algum ou alguns desses fatores forem
negligenciados, o conhecimento matematico de cada individuo envolvido certamente sera
afetado, podendo ficar extremamente restrito. As trés primeiras respostas para a questao
5 sdo alertas de que isso pode ter ocorrido com os voluntarios W1, W2 e W3, porém sao
insuficientes para um parecer definitivo, logo devem estar acompanhadas de outros
indicadores e tratadas com bastante cuidado.

N&o visualizar diferentes alternativas potencialmente capazes de resolver um
problema envolvendo matematica, nem sempre se justificara pela caréncia de
ferramentas matematicas do individuo. O modelo tradicional de conducédo de aula,
alicercado em ideias que promovem a divisdo dos conteudos curriculares, mantendo-0s
isolados, pode atrapalhar ou até mesmo impedir o aluno de improvisar e diversificar seu
conhecimento, pois ele ndo enxerga as ligacdes entre os conteiddos matematicos, mesmo

sabendo manipular as ferramentas matematicas isoladamente.

52 UMA TRAJETORIA DE ENSINO-APRENDIZAGEM PARA O PROBLEMA DA
POSTAGEM DE FOTOS

Possivel turma: 7° ano do Ensino Fundamental.

Material: Além do material comum (papel, lapis, borracha...) se preferir também

pode usar a calculadora.
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Proposta: Analisar a situacdo, ler com atencao o texto e em seguida responder o

gue se pede.

Mariana comprou um cartdo de memoria que lhe permite guardar até 500 fotos, nele
serdo salvas apenas as fotos que serdo postadas em uma rede social. A intengcédo é
distribui-las em albuns, todos com 0 mesmo numero de fotos e criados exclusivamente
para as fotos que serao salvas no cartdo. A jovem percebeu que ao colocar 2, 3, 4, 5 ou
6 fotos em cada album, sobrard sempre uma foto no cartdo, quando coloca 7 fotos em
cada album ela consegue distribui-las sem que sobre fotos. Quantas fotos serdo

postadas?

Apés a turma realizar uma leitura do texto o professor pode iniciar uma conversa,
atentando-se para as impressdes iniciais dos os alunos a respeito do problema, é nesse
momento que o professor coleta os primeiros dados que o ajudara a estabelecer sua
atitude inicial de guia no processo de ensino-aprendizagem.

Dialogo

Professor: Qual é o principal assunto da tarefa 2?

Aluno: a compra de um cartdo de memoria que permite guardar até 500 fotos;

Mariana deve colocar 7 fotos em cada album;

se Mariana colocar 2, 3, 4, 5 ou 6 fotos em cada album, sobrard uma foto néo
postada;

Mariana deseja postar as fotos que estdo no cartdo de memoria em uma rede
social.

Professor: O principal assunto do texto é a postagem das fotos na rede social. Os
outros apontamentos que vocés fizeram sdo caracteristicas ou consequéncias da situacao
em particular e podem ser informacdes Uteis. Agora tentem listar todas as informacdes
gue encontrarem no texto.

Alunos:

e O cartdo de memoria permite guardar até 500 fotos.

e O cartdo de memoéria contém apenas as fotos que serdo postadas.
e Os albuns seréo criados exclusivamente para as fotos do cartéo.

e Os albuns devem conter o mesmo numero de fotos.

e Se cada album conter 2, 3, 4, 5 ou 6 fotos, uma foto ficara sem postar.
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e Com 7 fotos em cada album, Mariana conseguira postar todas.

Professor: Muito bem. Agora pensem a respeito da seguinte pergunta: é possivel
postar todas as fotos, colocando em cada album, 2, 3, 4, 5 ou 6 delas, mudando apenas a
guantidade de albuns?

Aluno: Talvez sim. Nado d& para responder sem saber o numero de &lbuns que
Mariana considerou.

Professor: O problema apresenta alguma informacdo sobre a quantidade de
albuns que devera ser utilizada? E possivel encontrar a quantidade de albuns em que a
situagao descrita no problema se encaixe?

Aluno: Quantas fotos devo considerar? Faco para 5007

Professor: Boa pergunta. Nao € viavel pensar na distribuicdo das fotos em uma
certa quantidade de albuns, sem considerar a quantidade de fotos que estédo
armazenadas no cartdo de memdéria. Considerar que sdo 500 fotos ndo € aceitavel pois
usa exatamente aquilo que deve ser descoberto, mas é possivel supor que tal quantidade
esta correta e realizar testes para confirmar.

Aluno: Mas sao muitas possibilidades para testar.

Professor: Sera que as informacgfes ja listadas podem ajudar a restringir as
possibilidades para o numero de fotos contidas no cartdo e diminuir o total de “candidatos”
a serem testados?

Aluno: E por onde comecar? Qual informacéo devo usar primeiro?

Professor: Imagina certa quantidade de fotos que se for distribuida em albuns
contendo duas delas, sobra uma foto. Faga 0 mesmo para &lbuns contendo 3, 4, 5 ou 6
fotos.

Aluno: Deve ser um numero impar certo?

Professor: Correto, 0 que mais podemos considerar?

Aluno: Se tirarmos uma foto do cartdo, a quantidade restante € dada por um
namero divisivel por 2, 3, 4,5 e 6.

Professor: Qual a principal caracteristica dos niumeros multiplos de 5?

Aluno: Terminam em 0 ou 5. Entdo o numero que buscamos termina em 1 ou em
6, certo professor?

Professor: Sim, mas ja vimos que tal nUumero € impar, como essa informacao
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pode nos ajudar?

Aluno: Nao pode ser um numero terminado em 6, entdo o numero termina em 1.

Professor: Como podemos descrever o numero que representa a quantidade de
fotos do cartdo se for retirada uma foto?

Aluno: E um namero mdltiplo de 2, 3, 4, 5 e 6 terminado em 0.

Professor: Qual o menor nimero multiplo de 2, 3, 4,5 e 67?

Aluno: E o 60, descobri testando.

Professor: Muito bem. Para diminuir as possibilidades podemos levar em
consideracao que estamos falando de nimeros multiplos de 4, de 6, de 10 (terminam em
0) cujas as somas de seus algarismos sao divisiveis por 3, ou seja, sdo numeros multiplos
de 60 (minimo multiplo comum entre 2, 3, 4, 5 e 6).

Aluno: Como assim professor?

Professor: Um namero maior que zero, multiplo de 2 e de 5, deve terminar em
zero, pois € par e divisivel por 5; os 6 primeiros sdo: 10; 20; 30, 40, 50, 60. O minimo
multiplo comum entre 2, 3, 4, 5 e 6 deve ser divisivel por todos eles, o Unico namero
listado que satisfaz essa condi¢cdo € o 60. Portanto o minimo mdiltiplo comum ou mmc
entre 2, 3,4,5e 6, €0 60.

Agora faca uma lista com os possiveis representantes da quantidade de fotos
contida no cartdo de memoria.

Aluno: 61, 121, 181, 241, 301, 361, 421 e 481.

Professor: Analise a seguinte afirmacédo: dentre os numeros listados, um, e
somente um, satisfaz as condicfes exigidas para representar a quantidade de fotos
contida no cartdo de memdria. Agora responda as perguntas a seguir: A afirmacéo esta
correta? Justifique sua resposta. Quantas fotos ha no cartdo de memoéria?

Aluno: O numero de fotos no cartdo é divisivel por 7: apos verificar toda a lista,
pude notar que apenas o 301 é divisivel por 7. Portanto a afirmacédo esta correta.
Resposta: 301 fotos.

Professor: Muito bem.

E possivel reorganizar os resultados obtidos no dialogo, apresentar mais detalhes
e explorar ainda mais os critérios de divisibilidade, e melhorar a apresentacdo da
resolucdo. Vejam um exemplo:

Seja n 0 numero de fotos contidas no cartdo de memdéria. Podemos afirmar que



paratodo k; e N,comi=1,2,..,5:

m=n—1=2k1=3kz=4k3=5k4=6k5

Quadro 20 — Critério de divisibilidade
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m Critério de divisibilidade
2k, m é par
3k, a soma dos algarismos de m é divisivel por 3
4k, os dois ultimos algarismos de m formam um namero divisivel por 4
5k, o Ultimo algarismode méoOouo05
6k< m é divisivel por 2 e por 3

Fonte: o proprio autor.

De acordo com os critérios de divisibilidade por 2 e por 5, o ultimo algarismo de m

€ 0 zero, pois m é par e multiplo de 5; o critério de divisibilidade por 3 descarta a

possibilidade de m ser igual a 10, 20, 40 e 50; j& os critérios de divisibilidade por 4 e por 6

garantem que m é diferente de 30 e multiplo de 60.

Quadro 21 — Possiveis multiplos de 7

Possibilidades de m Possibilidades de n n é divisivel por 7?
60 61 nao
120 121 nao
180 181 nao
240 241 nao
300 301 sim
360 361 nao
420 421 nao
480 481 nao

Fonte: o préprio autor.

Portanto n = 301,

condi¢des do problema.

Resposta: 301 fotos

pois € o0 Unico numero divisivel por 7 que se enquadra nas
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6 OS PRINCIPIOS DA RME NAS TRAJETORIAS DE ENSINO E APRENDIZAGEM:
ESTABELECENDO RELACOES

Elaboramos as Trajetérias de Ensino e Aprendizagem em concordancia com o0s
fundamentos da RME e, para responder a questdo dessa pesquisa: Como 0s principios
da RME podem orientar um professor no desenvolvimento de tarefas mateméaticas?
Apresentamos na sequéncia uma analise identificando trechos das trajetérias e suas
relacdes com os principios da RME.

E importante esclarecer que as Trajetérias de Ensino e Aprendizagem
apresentadas nao fazem parte de um conjunto de trajetérias destinadas a um curso
especifico, e ndo foram elaboradas para serem sequenciais. E preciso conhecer o0s
componentes curriculares exigidos em cada curso, ter em mente que até os repertorios
compostos por trajetérias elaboradas especificamente para atender as particularidades de
um curso, ndo sao definitivos ou inalteraveis e entender a importancia de se fazer um
controle para garantir que ao final do processo ao menos o previsto pelo curriculo tenha
sido estudado para trabalhar a matematica dentro das especificidades e pretensdes
desejaveis. Procuramos incluir nas tarefas elementos que ajudam a desenvolver
trajetérias que possam interessar primeiramente aos profissionais educadores
matematicos que buscam superar, com novas atitudes, velhos obstaculos, enraizados no
processo de ensino e aprendizagem da matematica.

Como pode ser observado nas entrevistas que antecederam a construcdo da
trajetéria, o tema abordado no problema néo é algo fora da realidade dos alunos em geral
gue, ao se sentirem confortaveis e a vontade com o assunto, tornam-se mais receptiveis a
proposta da atividade: uma consequéncia clara da influéncia do principio da realidade.

A hipotética discussao entre professor e alunos desenrolou-se progressivamente
e com fluidez, durante a exploracéo das diferentes resolugdes. Essa é uma caracteristica
dos problemas com contexto familiares aos alunos e, podemos dizer ainda que os bons
problemas permitem navegar por diferentes areas da matematica, de acordo com o
principio do entrelacamento, € possivel evidenciar conexdes dentro e fora da Matematica.
Especialmente na tarefa 1, pode-se explorar, por exemplo, os métodos: numéricos,
algébricos e geométricos.

De acordo com Van de Walle (2009), as atividades que consistem em resolver



54

problemas considerados interessantes pelos alunos, sdo consideradas as mais
gratificantes; nessa perspectiva, entendemos que a Resolucdo de Problemas é uma
abordagem didatica adequada para iniciar e desenvolver uma TEA.

A seguir encontram-se alguns trechos da primeira tarefa que ilustram os

Principios da RME:

Quadro 22 — Principios da RME evidenciados em trechos da trajetéria (T1)

Trecho Justificativa Principio
O esquema que representa a ocupacéo | Representacdo muito utilizada no | Realidade
do disco: mundo tecnolégico, que por sua
Figura 8 — Transferéncia 1. vez é bastante transitado pelos

jovens estudantes.

D
‘ 39G
T3 o | o
89 G

Fonte: o préprio autor.
O enunciado do problema proposto | O contexto escolhido ¢é do | Realidade
pela Tarefa 1 cotidiano dos alunos, o que o

caracteriza no Principio da

Realidade.
[...] Aluno: Porque as duas pastas | Essa resposta é uma indicacdo de | Realidade
juntas ultrapassam 89 G e sabendo o | que o contexto do problema faz
tamanho de cada uma seria possivel | parte da realidade dos alunos.
descobrir o quanto diminuir a pasta
Mdasicas. [...]
[...] as situacBes que as diferem umas | As diferentes estratégias de | Atividade
das outras podendo dificultar ou até | resolugdo, que podem  ser
mesmo impossibilitar a solucdo de um | apresentadas pelos alunos.
problema por caminhos que outrora
mostraram-se eficazes. O obijetivo
agora é achar uma alternativa algébrica
para resolver o problema [...]
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[...] intuito de expandir o olhar para os
inUmeros caminhos e suas
ramificacdes que podem surgir durante
a exploracdo do problema apresentado,
para em seguida, construir uma
trajetéria detalhada, foram elaboras

seis questdes [...]

Essa proposta prevista pelo autor
da TEA, explicita a intencdo de
passar, durante a resolucdo do
problema, por diferentes niveis do

conhecimento matematico.

Niveis

Apresentacao na trajetéria da resolucéo

A resolucéo inicia com atribuigéo e

Entrelagamento

do problema: testes de valores, passa por | e Niveis
- por aritmética: esgquemas geométricos e chega a
89 - 56 =33 procedimentos algébricos.
56 —33 =23 Quando o professor relacionou as
- por esquemas geometricos: varias maneiras de resolver o
Figura 9 — Barra de armazenamento 4. | problema, ele entrelagcou trés
__________ 896 dominios da matematica, elevando
E = ‘ aos poucos o nivel de exigéncia
R ) cognitiva.
BT Tt~
Fonte: o préprio autor.
- por algebra
{M =F—-23
M+ F =89
foram elaboradas seis questdes que de | Ao utilizar como ponto de partida | Orientacéo
forma geral, exploram pontos | as questbes mencionadas, o0
importantes do problema. professor pratica o Principio da
Orientacao.
Discussdo, no comeco da trajetdria, | O professor faz perguntas para | Interatividade

entre o professor e os alunos, para
esclarecerem as condicdes do
problema e o que responde a pergunta

do problemas.

conduzir as ideias que os alunos
tém a partir do enunciado do

problema.

e Orientacao

[...] me digam qual foi o procedimento
que vocés utilizaram e quais foram as

respostas que cada um obteve [...]

Quando o professor pede para os
alunos falarem suas estratégias e

as justificarem.

Interatividade

Fonte: o proprio autor.
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A Tarefa 1 apresenta, por meio de seu problema, uma situacdo muito comum
para a maioria das pessoas; vivemos atualmente imersos em uma rotina tecnoldgica, a
maioria de nds ja viveu uma situacdo parecida como a descrita no problema, as
discussbes sobre tais situacbes geralmente sdo estendidas e levadas para fora do
ambiente escolar, assim, o problema proposto pela Tarefa 1, além de se enquadrar no
principio da realidade, promove, por meio da matematica, as interagdes sociais, conforme
sugere o principio da atividade.

Outro ponto que merece destaque, pois deixa claro o quanto é importante
equilibrar a participacédo do professor, € o dialogo presente na primeira TEA. A conversa
iniciada pelo professor, rapidamente evolui para uma discussao, envolvendo toda a sala,
gerando assim as importantes interagdes destacadas pelo principio da interatividade.

A seguir encontram-se alguns trechos que retiramos da segunda tarefa e que

ilustram os Principios da RME:

Quadro 23 — Principios da RME evidenciados em trechos da trajetoria (T2)

Trecho Justificativa Principio

Problema do Pastor A adaptacdo do | Realidade
Havia um pastor que néo sabia contar até 10, | contexto do problema
e tinha a seu cargo um rebanho numeroso. | do pastor para um, no
Para saber se nédo |he faltava nenhuma | qual o aluno possui
ovelha, inventou um sistema que punha em | maior afinidade, é
pratica todos os dias ao cair da tarde. | uma pratica do
Agrupava-as de duas em duas, de trés em | Principio da
trés, de quatro em quatro, de cinco em cinco, | Realidade.

e de seis em seis. Em todos os casos |he
sobrava uma ovelha. Entdo verificou que
agrupando-as de sete em sete, todos o0s
grupos teriam o mesmo numero de ovelhas.
De quantas ovelhas era o seu rebanho?
Postagem das Fotos

Mariana comprou um cartdo de memoéria que
Ihe permite guardar até 500 fotos, nele serdo

salvas apenas as fotos que serdo postadas
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em uma rede social. A inten¢éo é distribui-las
em albuns, todos com o mesmo numero de
fotos e criados exclusivamente para as fotos
gue serdo salvas no cartdo. A jovem
percebeu que ao colocar 2, 3, 4, 5 ou 6 fotos
em cada album, sobrard sempre uma foto no
cartdo, quando coloca 7 fotos em cada album
ela consegue distribui-las sem que sobre

fotos. Quantas fotos serdo postadas?

[...] Agora tentem listar todas as informacdes

qgue encontrarem no texto.][...]

O professor, ao pedir
que construam tal
lista, atua como guia,
mostrando uma boa
maneira de iniciar a

resolucao.

Orientacéo

[...] Professor: Muito bem. Para diminuir as

possibilidades podemos levar em

consideracdo que estamos falando de
nameros mdltiplos de 4, de 6, de 10
(terminam em 0) cujas as somas de seus
algarismos séao divisiveis por 3, ou seja, séo
nameros multiplos de 60 (minimo mudltiplo
comum entre 2, 3, 4,5e 6). [...]

[...] Seja n o nimero de fotos contidas no
cartdo de memoria. Podemos afirmar que

paratodo k; e N,comi=1,2,..,5:

m=mn-1= 2k, =3k, = 4k; = 5k, = 6k;
m Critério de divisibilidade
2k, mé par
3k, a soma dos algarismos de m é divisivel por 3
4k, 0s dois tltimos algarismos de m formam um nimero divisivel por 4
5k o ltimo algarismode méo0ouo 5
6k m é divisivel por 2 e por 3

[.]

Ao lado estdo dois
exemplos da

elevacdo gradual do

nivel de exploracao
dos contelidos
matematicos. Isso

ocorre durante toda a
trajetéria, mas limita-
se aos conteudos
curriculares da

Educacao Basica.

Em uma outra
ocasido, uma nova
TEA poderia  ser

elaborada de maneira
que a elevacdo

gradual do nivel de

exploracdo alcance
contetdos mais
complexos, como

Niveis e Atividade
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congruéncia entre

ndameros.

[...] Seja n o numero de fotos contidas no | A organizagdo das | Entrelagamento e Niveis
cartdo de memoria. Podemos afirmar que | resolugcdes que,
paratodo k; e N,comi=1,2,..,5: inicialmente,  foram

m=n-—1= 2k1 = 3k2 = 4'k3 = 5k4_ = 6k5 desenvolvidas por

[...] métodos numeéricos,
m Criténio de divisibilidade evo I u | d u rante 0
2k, m & par
3k, a soma dos algarismos de m & dwisivel por 3 .,
4k, 0s dois dltimas algarismos de m formam um nimero divisivel por 4 d|alogo e,
Sk, o dlitimo algarismo de méoOouos
Gk m é divisivel por 2 e por 3 .
gradativamente,
Possibilidades de m Possibilidades de n n & divisivel por 77
&0 i o passa a utlizar a
120 121 ndo
180 181 nao 1 H A 1
i - e simbologia algébrica,
300 301 sim .
s o . disposta em quadros,
420 421 néo
380 ) =) para estruturar seus
argumentos e
justificar suas
conclusdes.

Questionario auxiliar para elaboracdo da | A entrevista com os | Atividade, Interatividade

TEA. voluntarios, assim | e Orientacao.
Dialogo entre professor e alunos. como o0 inicio e a
manutencéo do

didlogo, possuem as
mesmas intencdes e
descricdes ja
detalhadas no quadro
da TEA anterior.

Fonte: o proprio autor.

Considerando a Tarefa 2, a exigéncia de uma interpretacdo cuidadosa, a
possibilidade de explorar diferentes estratégias de resolucéo, e 0os conceitos matematicos
interligados, sdo caracteristicas presentes no problema do pastor, o que favorece o
desenvolvimento de uma TEA. Por outro lado, o problema apresenta um contexto, que
apesar de ser possivel, é dificil acreditar que nos dias de hoje, com tantas alternativas
disponiveis, alguém agiria da mesma maneira que o pastor; além disso, é incompativel,

salvaguardada as excec¢des, com os interesses dos alunos atuais.
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A adaptacédo feita no problema do pastor aproxima seu contexto ao abordado
pela tarefa 1, mantendo assim suas potencialidades pertinentes ao ensino e a
aprendizagem da matematica e alinhando-o aos pressupostos do principio da realidade.

O problema da postagem de fotos pode gerar trajetérias focadas apenas em
resolucdes por célculos mentais, ou trajetdrias que sugerem resoluces que evoluem até
a discussdo de congruéncia numérica. E possivel que esse mesmo problema seja
trabalhado em varios momentos da vida escolar do aluno, desde que as trajetorias sejam
adequadas ao nivel em que se deseja trabalhar: essa ideia é prevista pelo principio de
niveis da RME.

Apesar da tarefa 2 ndo ser uma sequéncia da tarefa 1, decidimos manter o
mesmo tema nos dois problemas, nossa intencdo foi mostrar a possibilidade de
adaptacao visando um aspecto mais intimo do publico a qual a trajetéria destina-se.

Pode se notar que o problema da tarefa 2 permite trabalhar a fundo os critérios de
divisibilidade, multiplos e divisores, principalmente utilizando aritmética mental. Sem falar

da resolucéo por congruéncia, assunto mais interessante em cursos de nivel superior.
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7 CONSIDERACOES FINAIS

Desenvolver tarefas mateméticas que podem despertar o interesse dos alunos e,
ao mesmo tempo, serem eficientes para o trabalho em sala de aula e relevantes ao
curriculo escolar, nos motivou a elaborar o trabalho com base nos fundamentos da RME;
exploramos as ideias de seus principios, identificando-os nas propostas sugeridas e
buscamos explicitar os aspectos que dao credibilidade a tal estratégia.

Optamos pela elaboracdo de duas TEA sem focar em conteldos matematicos
especificos e sim utilizar a Resolucdo de Problemas para desenvolvé-las, sempre
respeitando os fundamentos da Educacdo Mateméatica Realistica para posteriormente
realizar uma andlise qualitativa, na qual o processo € o principal elemento de interesse,
destacando os principios da RME.

Neste contexto elaboramos a seguinte questdo: Como os principios da RME
podem orientar um professor no desenvolvimento de tarefas matematicas? Para alicercar
nossa pesquisa e responder a questédo elaborada, foi feito um estudo tedrico a respeito da
RME, das TEA e do ensino da Matematica. Da mesma forma tivemos interesse em
priorizar os objetivos destacados pela BNCC quanto ao ensino e aprendizagem dos
conteudos matematicos. Com esse conhecimento elaboramos propostas que sugerem
caminhar pela trilha de “novas” abordagens, que consideramos suficientes e possiveis
para lidar com o processo de ensino e aprendizagem de matematica.

Acreditamos que Trajetérias de Ensino e Aprendizagem séo excelentes meios de
pbr em prética as ideias da RME. Em seguida estdo alguns exemplos dos principios da

RME presentes nas TEA que elaboramos e apresentamos nesse trabalho:

e esquema que representa a falha na tentativa de transferéncia de arquivos
(tarefa 1): principio da realidade;

e (uestbes elaboradas para entrevistar os voluntarios (tarefas 1 e 2):
principio da atividade;

e 0 avango na conversa entre professor e alunos, para encontrar 0 nimero
de fotos postadas; parte das tentativas aleatérias e chega a discusséo dos
critérios de divisibilidade e mdltiplos e divisores (tarefa 2): principio de
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niveis;
e as resolucdes da tarefa 1 envolvendo representacdes geométricas, fracoes

e algebra: principio do entrelagcamento;

e o0s dialogos presentes nas tarefas 1 e 2: principio da orientacao.

O estudo tedrico que fundamentou esse trabalho, a elaboracdo das TEA e as
reflexbes realizadas no desenvolvimento dessa pesquisa possibilitou ao autor considerar
gue uma TEA ndo é um manual pronto e acabado, ela possibilita fazer previsbes
baseadas nas experiéncias do proprio professor. Devemos sempre voltar e analisar 0s
pontos positivos afim de aprimora-los e procurar as falhas que impediram o sucesso de
outros pontos com o intuito de modifica-los ou até mesmo abandona-los.

Acreditamos que os principios da RME, promovidos pela reinvencdo guiada e
pela matematizacdo, podem favorecer o aluno a “reinventar” a matematica adotando
atitudes ativas durante as aulas. O professor assume um papel importantissimo, ele deve
guiar o aluno durante todo o processo de reinvencédo, e assim, contribuir para que o aluno,
passo a passo, construa uma sélida concepcdo sobre 0s aspectos matematicos
almejados.

A sensacdo de otimismo dos hipotéticos alunos e do professor, atores nas
trajetérias, a crenca de que a utilizacdo da RME e das Trajetérias de Ensino e
Aprendizagem, para buscar justificativas e alternativas capazes de minimizar o0s
insucessos obtidos pelas execucgdes de planos de aulas aparentemente eficientes, foram
decisivas na escolha dos elementos e dos processos que caracterizam a identidade
desse estudo.

Comecei este trabalho conhecendo superficialmente os fundamentos da RME e
as TEA. Apds muito estudo com incontaveis leituras de teses, dissertacdes, artigos, livros,
entre outros; horas de orientacdo e diversos momentos, sozinho ou na companhia de
amigos simpatizantes do assunto, de reflexdo; acredito que meu conhecimento, no que se
refere as abordagens que estudamos, avancou. Mesmo com esse avancgo, sinto que ha
muito que aprender e amadurecer, esses foram o0s primeiros passos, hd muitos pela
frente. Porém, a confianca de que a RME, praticada por meio das TEA, pode ser uma
alternativa para superar obstaculos que enfrentamos no ensino da matematica, esta

presente e fortalecida em mim.
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